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Einleitung

Seit den sechziger Jahren erfahrt die klassische Mechanik eine unerwartete
Renaissance. Die exponentiell anwachsende Rechenleistung der verfiigbaren
Computer ermoglicht es seitdem, in zunehmendem Mafle auch solche Syste-
me en detail zu untersuchen, die sich vorher aufgrund ihrer analytisch nicht
erfaflbaren komplizierten Dynamik einer eingehenden Untersuchung entzo-
gen. Insbesondere die nichtintegrablen Systeme — Systeme, fiir die es keine
vollstdndige Losung in geschlossener Form gibt — konnen nun intensiver stu-
diert werden und geben ihre oft uniibersehbar komplexe, chaotische Dynamik
dem Betrachter preis. Nicht von ungefihr gehen die Entwicklung der Com-
putertechnologie und das Aufkommen der ,,Chaostheorie“ Hand in Hand.

Im allgemeinen wird ein physikalisches dynamisches System durch einen
Satz von miteinander gekoppelten Differentialgleichungen beschrieben. Das
Mittel der Wahl zur computergestiitzten Untersuchung eines solchen Systems
ist in der Regel die numerische Integration, mit deren Hilfe man anstelle ei-
ner analytischen Losung des Problems Trajektorien im Phasenraum erhilt,
die dann weitergehend zu analysieren sind. Beispielsweise konnen Poincaré-
Schnitte angefertigt oder Ljapunov-Exponenten berechnet werden und vie-
les andere mehr. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von ,expe-
rimenteller Mathematik“. Wir wollen dieser Vorgehensweise keinesfalls ihre
Berechtigung absprechen, im Gegenteil werden wir selbst ausgiebig von ihr
Gebrauch machen. Die vorliegende Arbeit zeigt aber unter anderem auch,
dafl der Computer in der Theorie dynamischer Systeme nicht nur fiir nu-
merische Zwecke nutzbringend eingesetzt werden, sondern auch entscheidend
zur theoretischen Analyse beitragen kann. Diese wesentliche, bislang eher im
Hintergrund stehende Anwendungsmoglichkeit wird besonders plastisch am
Beispiel der Normalformentheorie.

Wie viele Ideen in der Theorie dynamischer Systeme geht auch der Grund-
gedanke der Normalformentheorie auf Poincaré zuriick. Der Ansatz dieser
Theorie besteht in dem Versuch, das zu untersuchende dynamische System
durch eine Folge systematischer Umformungen in eine moglichst einfache —
normale — Form zu transformieren. Was kann ,Einfachheit“ im Rahmen
der oben angesprochenen Differentialgleichungssysteme bedeuten? Poincaré
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zielte zunéchst auf die vollsténdige Linearisierung des Vektorfeldes der Diffe-
rentialgleichung. Unter gewissen Bedingungen (Nichtresonanz) gelingt dieses
Vorhaben, und die Losung des Problems wird trivial. Dies war einer der Kern-
punkte von Poincarés Dissertation. Im allgemeinen, resonanten Fall gelingt
aber die Linearisierung nicht, und man muf} sich mit dem weniger ehrgeizigen
Ziel bescheiden, das Vektorfeld so weit wie méglich zu vereinfachen. Als eine

seiner méthodes nouvelles beschreibt Poincaré ein entsprechendes Verfahren
in [P092].

Bisher haben wir von allgemeinen Differentialgleichungssystemen gespro-
chen. Im Rahmen der Normalformentheorie Hamiltonscher dynamischer Sy-
steme vereinfacht man dagegen nicht das Vektorfeld der kanonischen Dif-
ferentialgleichungen, sondern wendet sich der Hamilton-Funktion selbst zu.
Nach den Vorarbeiten von Poincaré entwarf Birkhoff [Bi66] als erster die
Grundziige dieser Variante der Normalformentheorie. Es gab dann eine Viel-
zahl weiterer Verdffentlichungen, von denen wir hier nur die Schliisselarbeiten
von Gustavson [Gu66], Dragt und Finn [DrFi79] und Stegemerten [St91] nen-
nen.

Die Analyse der Hamilton-Funktion anstelle des Vektorfeldes hat den ent-
scheidenden Vorteil, dal man nach erfolgter Normalisierung wichtige physi-
kalische Eigenschaften des Systems — in Gestalt eines zweiten (formalen)
Integrals der Bewegung — direkt aus der Hamilton-Funktion ablesen kann.
Insbesondere bei Systemen mit nur zwei Freiheitsgraden der Bewegung kann
die Hamiltonsche Normalformentheorie zur vollstindigen Integration, also
zur Losung des Problems fiihren. Und selbst wenn das System nichtintegrabel
oder hoherdimensional ist, gelingt es mit Hilfe des formalen Integrals doch,
die Systemeigenschaften genauer zu charakterisieren. Beispielsweise interes-
siert man sich in konkreten Situationen oft fiir das mittel- und langfristige
Verhalten eines nichtintegrablen Systems. Dieses Verhalten 148t sich unter
gewissen Bedingungen trotz der sehr komplexen Dynamik erstaunlich genau
mit Hilfe des zweiten Integrals vorhersagen, auch wenn es lediglich ndherungs-
weise konstant, also ein ,,Quasiintegral“ ist. Die Normalformentheorie ordnet
sich damit harmonisch in eines der zentralen Themengebiete der klassischen
Mechanik ein: die Suche nach weiteren Integralen der Bewegung.

Dem Computer fillt im Rahmen der skizzierten Theorie die Aufgabe zu,
die vereinfachende Transformation der Hamilton-Funktion durchzufiihren.
Wir konnen zwar die bei dieser Normalisierung zu beriicksichtigenden Re-
geln analytisch formulieren, aber die praktische Durchfiihrung erfordert so
viele — jeweils fiir sich triviale — Rechenschritte, daf} eine Berechnung ,,von
Hand“ aussichtslos erscheint, wenn man hinreichend genaue Ergebnisse er-
zielen mochte. Dies gilt um so mehr, als wir in dieser Arbeit einen verall-
gemeinerten Normalformenkalkiil diskutieren, der die Theorie Birkhoffs und
Gustavsons zwar betréichtlich erweitert, aber auch den Umfang der erforder-
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lichen Rechnungen potenziert.

Das vorrangige Ziel der vorliegenden Arbeit besteht in der umfassen-
den Analyse einer Klasse von Modellsystemen, der sogenannten magneti-
schen Flaschen, die mit dem klassischen Gustavsonschen Normalformen-
kalkiil nicht behandelt werden kénnen. Um in die Problematik einzufiihren,
stellen wir in Kapitel 1 zunfchst die Poincarésche Theorie vor und zei-
gen, warum sie im Rahmen der Hamilton-Mechanik inaddquat ist. Folge-
richtig gehen wir dann zur Theorie Gustavsons iiber, deren Anwendungsbe-
reich zwar auf Hamilton-Funktionen eines gewissen Typs beschriankt ist, an-
hand derer aber die Ideen und Verfahrensweisen der Normalformentheorie fiir
Hamilton-Funktionen vergleichsweise einfach dargestellt werden kénnen. Wir
besprechen als néichstes die auf Dragt, Finn und Stegemerten zuriickgehende
Theorie, die auf alle in Gestalt einer Potenzreihe vorliegenden Hamilton-
Funktionen angewendet werden kann. Insbesondere zeigen wir, wie sich im
Rahmen dieser Theorie fiir alle Hamilton-Systeme ein zweites Integral der
Bewegung bestimmen l48t.

In Kapitel 2 leiten wir die Hamilton-Funktionen der drei als Modellsyste-
me dienenden Magnetflaschen her, auf die wir im folgenden den Normalfor-
menkalkiil anwenden wollen. Unter einer magnetischen Flasche verstehen wir
ein Magnetfeld, in dem die gebundene Bewegung eines geladenen Teilchens
moglich ist. Wir richten dabei unser Hauptaugenmerk auf die von Brown und
Gabrielse eingefiihrte Magnetflasche [BrGa86]. Daneben diskutieren wir auch
die auf Dragt und Finn zuriickgehende ,, Mirror Machine® und das Stgrmer-
Problem [St55]. Am Beispiel des letztgenannten Systems zeigen wir, daf die
direkte Anwendung der Normalformentheorie in der hier diskutierten Form
unmoglich ist, wenn die Hamilton-Funktion nicht in Gestalt einer Potenzreihe
vorliegt. Wir zeigen aber auch, wie man dieses Problem umgehen kann.

Das Kapitel 3 ist der konventionellen Analyse der Dynamik in der Brown-
Gabrielse-Flasche gewidmet. Wir weisen unter anderem nach, dafl die Dy-
namik in diesem System tatséchlich gebunden ist und fiihren mit Hilfe von
Poincaré-Schnitten den numerischen Nachweis der Nichtintegrabilitit des Sy-
stems.

Kapitel 4 bildet den Kern der vorliegenden Arbeit. Die Bedeutung die-
ses Kapitels liegt vor allem darin, dafl hier zum ersten Mal die Normalfor-
mentheorie in der von Stegemerten vorgeschlagenen Formulierung angewandt
wird. Wir beschreiben detailliert, wie die Hamilton-Funktionen magnetischer
Flaschen in Normalform zu iiberfithren sind und bestimmen mit Hilfe der
in diesem Kapitel entwickelten Techniken ein Quasiintegral fiir das Brown-
Gabrielse-System. Die Giite, das heifit die Konstanz, dieses Quasiintegrals
wird im Rahmen einer lokalen Analyse diskutiert. In einem weiteren Ab-
schnitt iiber die globale Analyse des Quasiintegrals schlagen wir drei neue
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Verfahren vor, die das Quasiintegral verwenden, um das Phasenportrait des
Systems zu untersuchen und zu klassifizieren. Im Zuge dieser Darstellung
zeigen wir die Schwichen eines entsprechenden, von Kaluza und Robnik
[KaR092] vorgeschlagenen Verfahrens auf.

Wir beenden die Arbeit in Kapitel 5 mit einer kursorischen Untersu-
chung typischer Quasiintegrale von Magnetflaschen, um einen Eindruck von
dem Zusammenhang zwischen der Gestalt der Hamilton-Funktion und den
Divergenzeigenschaften des Quasiintegrals zu erhalten.

In Anhang A geben wir schliellich, aufbauend auf Vorarbeiten von Galin
[Ar89, Anhang 6], die formalen Integrale der Bewegung fiir simtliche (bis auf
eine) Normalformen von Hamilton-Funktionen an.



Kapitel 1

Theorie der Normalformen
und Quasiintegrale

FEverything should be made as simple as possible,
but not simpler.
ALBERT EINSTEIN

In diesem Kapitel diskutieren wir Verfahren, mittels derer ein Hamiltonsches
dynamisches System,

q = DpH(q,p)

p = —DgH(q,p)
also ein System von 2n gekoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung,
das sich aus einer Hamilton-Funktion H (g, p) herleiten 148t, gezielt verein-
facht werden kann. Wir betrachten an dieser Stelle noch kein spezielles phy-
sikalisches System, sondern halten die Diskussion so allgemein wie moglich.

Dementsprechend sind hier die g,p € R™ ein beliebiger vollstdndiger Satz
von zueinander kanonisch-konjugierten Koordinaten bzw. Impulsen.

, (1.1)

Wir beschrinken uns der Einfachheit halber auf autonome Systeme. Die
hier dargestellten Verfahren lassen sich aber prinzipiell auch auf zeitabhéngi-
ge Systeme iibertragen. Man vergleiche hierzu beispielsweise [Ar83, 0z88|.

Die jeglicher ,,Normalformentheorie“ zugrunde liegende Idee ist es, das

betrachtete System so weit wie moglich zu vereinfachen, ohne dabei charak-
teristische Systemeigenschaften zu verlieren. Man mochte eine ganze Klasse

7
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von Objekten auf einen einzigen typischen und moglichst einfachen Vertreter
dieser Klasse zuriickfiihren. Dabei ist entscheidend, dafl man aus den Eigen-
schaften der Normalform diejenigen des zu untersuchenden Systems folgern
kénnen mufl [NaSc61]. Man fordert also die — in jedem einzelnen Fall noch
genauer zu spezifizierende — Aquivalenz des Ausgangssystems und seiner
Normalform.

Was nun ,,Vereinfachung“ konkret bedeutet, héngt von der Art des zu
untersuchenden Systems ab. Es gibt entsprechende Theorien fiir gew6hn-
liche und partielle Differentialgleichungen, diskrete Abbildungen, Matrizen
usw. In der linearen Algebra wird beispielsweise die Jordansche Normalform
einer quadratischen Matrix diskutiert (siehe zum Beispiel [Fi86]): Jede kom-
plexe (n,n)-Matrix A kann durch eine Ahnlichkeitstransformation (die in
diesem Fall die angesprochene Aquivalenz sicherstellt) mit einer unitiren
(n,n)-Matrix X auf Jordansche Normalform .J gebracht werden,

g, 0
A=XJX* =X _ X* (1.2a)
0o
Iy
mit
M1 0
Je=| |, k=L2...r (1.2b)
0\

wobei die Dimension des Jordan-Blockes .J; der algebraischen Vielfachheit
des Eigenwertes A\, als Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A ent-
spricht. J stellt eine erhebliche Vereinfachung gegeniiber A dar und geht
eindeutig und umkehrbar aus A hervor. Normalformentheorie fiir Differen-
tialgleichungen oder Hamilton-Funktionen ist aber im allgemeinen erheb-
lich komplizierter als Normalformentheorie fiir Matrizen, weil die ben6tigten
Transformationen, anders als X in Gl. (1.2a), nichtlinear sind.

Der historischen Entwicklung folgend und um das weitere Vorgehen zu
motivieren, gehen wir zunéchst auf die von Poincaré [Po92] begriindete Nor-
malformentheorie beliebiger, nicht notwendigerweise Hamiltonscher Differen-
tialgleichungen ein. Wir stiitzen uns dabei vor allem auf die modernere Dis-
kussion in [Ar83].

Es zeigt sich bald, daf} es vorteilhaft ist, nicht das Vektorfeld der Diffe-
rentialgleichung, sondern die entsprechende Hamilton-Funktion zu untersu-
chen, falls das vorliegende System ein Hamilton-System ist. Deshalb disku-
tieren wir im Anschlufl an die allgemeine Theorie die spezielle Normalfor-
mentheorie fiir Hamilton-Systeme. Die klassische Theorie geht auf Birkhoff
[Bi66] zuriick. Eine modernere und allgemeinere Darstellung der Birkhoff-



Kapitel 1. Theorie der Normalformen und Quasiintegrale 9

schen Theorie gab Gustavson [Gu66]; in dieser Form wird die Normalformen-
theorie fiir Hamilton-Funktionen bis heute vielfach angewendet (vgl. [SaVe85,
0788, KaR092]). Allerdings kann auch die Gustavsonsche Theorie nicht auf
samtliche Hamilton-Funktionen angewendet werden.

Dragt und Finn [DrFi76a, DrFi79] formulierten den Gustavsonschen For-
malismus in der Sprache der Lie-Transformationstheorie [Ga68, De69, Ca81,
LiLi92], welche eine erheblich iibersichtlichere Darstellung der Transforma-
tion auf Normalform ermoglicht. Im Gegensatz zu Gustavsons Methode, bei
der die Erzeugende der Transformation sowohl von den alten als auch den
neuen Koordinaten abhéngt, treten bei Dragt und Finn solche ,gemisch-
ten“ Variablensédtze nicht auf. Dariiber hinaus gelingt mit Hilfe von Lie-
Transformationen die Erweiterung der Hamiltonschen Normalformentheorie
auf beliebige Hamilton-Funktionen, die in Form einer formalen Potenzreihe
vorliegen. Die ersten Schritte in diese Richtung wurden ebenfalls von Dragt
und Finn in [DrFi79] unternommen und von Stegemerten [St91] und Meyer
und Hall [MeHa92] zu einer umfassenden Theorie ausgebaut.

Eines der zentralen Anliegen der Theorie dynamischer Systeme ist die Be-
stimmung von Integralen der Bewegung, soweit diese iiberhaupt existieren.
Ein Integral der Bewegung (oder auch: Konstante der Bewegung) ist eine
Funktion (g, p), die entlang jeder Flufilinie (Trajektorie) des Differential-
gleichungssystems (1.1) konstant ist. Die Existenz eines solchen Integrals der
Bewegung bedeutet eine erhebliche Vereinfachung der Dynamik, weil dadurch
jede Trajektorie auf eine der durch I(g, p) = konst. definierten Hyperflichen
im Phasenraum beschriankt ist. Somit wird die Dimension des betrachteten
Problems um eins reduziert. Dementsprechend ist die Kenntnis eines weiteren
Integrals (zusitzlich zu den ohnehin schon bekannten Integralen) gleichbe-
deutend mit einer wesentlichen zusétzlichen Information iiber das System.
Die Existenz mehrerer voneinander unabhiingiger Integrale der Bewegung!
I;(g,p) zieht eine weitere Vereinfachung nach sich, denn die Trajektorien
konnen in diesem Fall den Durchschnitt der durch die Invarianz der I; gegebe-
nen Hyperflichen nicht verlassen. Wenn es sogar n voneinander unabhéngige
Integrale der Bewegung gibt, also ebensoviele wie Freiheitsgrade der Bewe-
gung, dann gilt im Fall gebundener Bewegung das Liouville-Arnold-Theorem
[Ar89]. Es besagt, dafl die Trajektorien (quasi-) periodisch auf einem n-Torus
verlaufen, so dafl die Dynamik des Systems vollstdndig geordnet und nicht
chaotisch ist.

Die Suche nach weiteren Integralen der Bewegung ist demnach ein wich-
tiges Verfahren zur Analyse dynamischer Systeme. Speziell im Fall zweier
Freiheitsgrade der Bewegung (n = 2) bedeutet die Existenz eines zweiten In-
tegrals der Bewegung — neben H (g, p) — die vollstindige Integrabilitit des

1Zur Definition der ,Unabhingigkeit von Integralen der Bewegung vergleiche Ab-
schnitt 1.2.4.
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Systems. In [Hi87] findet man eine umfassende Darstellung der bekannten
Methoden fiir die Suche nach diesem zweiten Integral fiir n = 2. Es bleibt
aber festzustellen, dafl es kein allgemeines Verfahren fiir diese Suche gibt.
Ohnehin sind die meisten Hamilton-Systeme nicht integrabel.

Wie héngen nun die Normalformentheorie und die Suche nach Integra-
len der Bewegung zusammen? Im Hénon-Heiles-System, einem zweidimen-
sionalen autonomen Hamilton-System, findet man [HeHe64] unter gewissen
Bedingungen empirisch, das heifit durch die numerische Integration der kano-
nischen Gleichungen und Analyse des so entstehenden Phasenportraits, die
Existenz eines zweiten Integrals der Bewegung. Fiir eine Vielzahl von weite-
ren Modellsystemen gibt es gleichlautende Befunde. Unter anderem um diese
Ergebnisse zu erklidren, entwarf Gustavson seine Normalformentheorie. Deren
Anwendung ermoglicht die konsistente Konstruktion von Naherungsformeln
fiir die experimentell gefundenen Integrale. Eine wesentliche Anwendung auch
der Dragt-Finn-Stegemertenschen Normalform eines Hamilton-Systemes ist
die systematische Konstruktion eines formalen Integrals der Bewegung, das
— neben der Hamilton-Funktion — eine zweite Konstante der Bewegung dar-
stellt, falls die Normalformtransformation konvergiert. Damit erweist sich die
zunichst als [’art pour [’art anmutende Normalformentheorie als méchtiges
Werkzeug in der Theorie dynamischer Systeme.

Man spricht allerdings in diesem Zusammenhang von Quasiintegralen an-
stelle von Integralen der Bewegung, weil man mit Hilfe der Normalformen-
theorie im allgemeinen nur N&dherungsformeln fiir die gesuchten Integrale
bestimmen kann.

1.1 Systeme gewoOhnlicher Differentialglei-
chungen

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Normalformentheorie fiir allgemeine
autonome Differentialgleichungssysteme, die sich also nicht notwendigerwei-
se geméfl Gl. (1.1) aus einer Hamilton-Funktion ableiten lassen miissen. Ab-
schnitt 1.1.1 dient der Vorstellung der Theorie, Abschnitt 1.1.2 zeigt dann die
gravierenden Nachteile, die diese Variante der Normalformentheorie aufweist,
wenn sie auf Hamilton-Systeme angewandt wird.
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1.1.1 Allgemeine Theorie

Wir betrachten ein kontinuierliches autonomes dynamisches System, also N
gekoppelte Differentialgleichungen erster Ordnung,

2=F(z), zeRN | (1.3)

wobei wir zusétzlich annehmen, dafl das System im Ursprung einen Fixpunkt
hat?:
F(0)=0 . (1.4)

Alle folgenden Uberlegungen sind lokal in dem Sinn, daff das Vektorfeld
lediglich in der Nidhe des Fixpunktes untersucht wird und die durchzufiihren-
den Koordinatentransformationen nur in einer Umgebung des Fixpunktes
,beliebig genau®“ angegeben werden koénnen.

Wir beschréinken uns auf Vektorfelder F(z), die als vektorwertige Potenz-
reihe vorliegen:

F(z) =Y Fi(2) . (1.5)

I>1

Diese Potenzreihe wird gebildet durch die vektorwertigen homogenen Poly-
nome vom Grad [ in den Variablen zq, 29, ..., 2y:

N
Fi(z) =3 Y 4w B e (16)

=1 my,mo,..., m >0
mi+mo+---+mpy=l

mit den reellen Koeffizienten agl)l ms....my Und den kanonischen Basisvektoren
e; des RN, F; ist ein Element des Raumes H; der vektorwertigen homogenen
Polynome vom Grad [ in N Variablen. Wir nennen den Vektorraum aller

vektorwertigen Polynome F'(z) in N Variablen H:

%:é%l . (1.7)

Mit Hilfe der Multiindex-Notation vereinfachen wir die Darstellung von
F\(z),
N

Fiz) =) > ayn 2™ e; (1.8)

=1 |m|=Il

2Falls das System allgemeiner in der Nihe des Fixpunktes zg # 0 analysiert werden
soll, kann man immer durch die Transformation z — z — z¢ zu Gl. (1.4) iibergehen.
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wobel wir
N

3
m
Z

3

I
-
E

=1
5 (1.9)
2™ = ] z;nJ ,
. ]:1
a% = al¥)

mi,mza,...,my

gesetzt haben.

Der lineare Anteil des Vektorfeldes F(z) kann mit Hilfe der Jacobi-Matrix
L:=D,F(0) (1.10)

auch in der Form
Fi(z)=Lz (1.11)

geschrieben werden. Die (N, N)-Matrix L ist fiir die Normalformentheorie
von entscheidender Bedeutung.

Die fundamentale, der gesamten Normalformentheorie fiir Differentialglei-
chungen zugrunde liegende Idee Poincarés war es, das Vektorfeld durch eine
— in der Regel unendliche — Folge von Transformationen systematisch zu
linearisieren. Wenn dieses Programm ohne Abstriche durchgefiihrt werden
kann3, wenn man also eine (lokal) invertierbare Koordinatentransformation
T mit

T : R¥ —» RY

(1.12)
3 o 2=T(3)
findet, die Gl. (1.3) vollsténdig linearisiert,
z=1z , (1.13)

dann ist auch Gl. (1.3) schon vollstéindig gelost. Denn die allgemeine Losung
Z(t; 2o) der transformierten Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung
2(t = 0) = % ist [HiSm74]

z(t;20) = exp(tL) Zg
o 47\ (1.14)
(Z5)

und man hat damit fiir die allgemeine Losung von Gl. (1.3):

z(t; 20) = (T o exp(tL) o T ") zg (1.15a)

3Das Hartman-Grobman-Theorem [GuHo83] weist die Linearisierbarkeit von Gl. (1.3)
mittels eines Hom6omorphismus T in der Nihe eines hyperbolischen Fixpunktes nach.
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bzw.

Flufl von 2 = F(z)

20 > z(t;20)
TIJ [ T (115b)
exp(tL)

Es bleibt also zu zeigen, ob und wie die linearisierende Transformation
(1.12) bestimmt werden kann. Hierfiir untersuchen wir zunéichst, wie sich die
Transformation z — 2,

z=2+T,(2) (1.16)

mit Ty, € Hy,, m > 2, auf die Differentialgleichung auswirkt. Unter (1.16)
geht Gl (1.3) iiber in

(idy + DT, (2))2 =S Fi (2 + Tu(2) . (1.17)

1>1

wobei idy fiir die N-dimensionale identische Abbildung steht. Bei Ver-
nachléssigung von Termen hoheren Grades als m (angedeutet durch das Sym-
bol O (|z|™*!)) erhalten wir

i = (idy + DTu(2)) X Fi(3+ Tin(2)

I>1

= (idy — DT (2)) lz (Fi(2) + DFy(2)T,n(2)) + O (|2[™*)
= Y FUE) + [F(3) + LT (2) - DT (2) (12)] + 0 (121m1).(118)

=1

Dieses Ergebnis ist sehr interessant. Es verdeutlicht, dafl die Transformation
(1.16)

(i) die Terme des Vektorfeldes mit kleinerem Grad als m invariant 1&8t,

(ii) den zwischen den eckigen Klammern stehenden Anteil vom Grad m
ergibt,

(iii) auch im Fall F; = 0 fiir alle [ > m Terme mit groBerem Grad als m
zur Folge haben kann.

Punkt (i) erméglicht die Anwendung eines iterativen Verfahrens fiir die
Normalisierung des Vektorfeldes: Fiir m = 2,3, ... transformieren wir sukzes-
sive mittels einer ,,Erzeugenden“ T,. Dabei ist durch (i) sichergestellt, dafl
das Ergebnis der vorangegangenen Transformationen T'; mit [ < m, d. h. die
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weitestmogliche Eliminierung der Grad [-Terme des Vektorfeldes, durch T,
nicht mehr veréndert wird.

Mit Hilfe von (ii) kénnen wir genauer formulieren, was ,Normalisierung“
in diesem Zusammenhang iiberhaupt bedeuten kann. Im Sinne der Poin-
caréschen Idee wollen wir mit der von T, erzeugten Transformation die
Vektorfeldanteile vom Grad m zum Verschwinden bringen, also

F,(z)+ LT, (z2)—- DT, (z)(Lz)=0 (1.19)
16sen. Dabei sind F',, und L gegeben, T, ist gesucht.

Zur Diskussion von Gl. (1.19) definieren wir

F, = F,(2)+ LT(2) — DT,(2) (L2) (1.20)

und fiihren den zu dem linearen Vektorfeld Lz adjungierten Lie-Operator ady,
ein als die Lie-Klammer mit Lz [GuHo83, LiLi92]:

ady: H — H
G(2) = adl(G(3) = [G(3),L3] (1.21)

ady, ist eine lineare Abbildung auf dem Vektorraum der vektorwertigen Po-
lynome. Wir benétigen diesen Operator oft mit dem eingeschrinkten Defini-
tionsbereich H,, und definieren deshalb

Bni=ady|, . (1.22)

B,, hingt nur vom linearen Anteil des Vektorfeldes F' ab (und natiirlich von
m). Dies hat die Invarianz von H,, unter B, zur Folge: By,(H.,) C Hp-

Damit erhalten wir fiir die zu l6sende Gl. (1.19):

Fop— Bp(Ty) = Fo, (1.23a)

mit der Nebenbedingung

F,=0 . (1.23b)

Eine Gleichung dieses Typs heifit nach Arnold [Ar83] homologische Glei-
chung. B,, und F,, sind bekannt, T, ist zu bestimmen. Die Formulierung
von Gl. (1.19) in der Form von Gl. (1.23) erscheint an dieser Stelle unnotig
kompliziert. Im Hinblick auf die im Anschlufl zu besprechende Verallgemei-
nerung der Bedingung F',, = 0, GL. (1.23b’), erweist sich diese Darstellung
aber tatséchlich als sinnvoll.
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Falls fiir diese Gleichung eine Losung T, existiert, findet man sie mit
Hilfe der Zerlegung von H,, in den Bildvektorraum Im (B,,) := B, (H.,) von
B,, und einen dazu komplementiren Untervektorraum N,,:

Hop = N ® Im (B) . (1.24)

Eine solche Zerlegung 148t sich immer finden, sie ist aber in der Regel nicht
eindeutig. Falls B,, bijektiv ist, besteht N,, nur aus dem Nullvektor. GI.
(1.24) induziert eine Zerlegung von F;:

F,=F +F" (1.25a)
mit
F. e N,

(1.25b)
F!' € Im(B,) mit F! =B,U,), U, € H,

Man beachte an dieser Stelle, dafi auch U,, nicht eindeutig aus F",, hervor-
geht. Vielmehr ist U, lediglich bis auf einen Summanden aus dem Kern von
B, festgelegt. Mit Gl. (1.25) erhalten wir fiir die homologische Gleichung
(1.23a):

Bu(Up —Tw)+ (F),— Fr) =0 . (1.26)

Diese ist genau dann unter der Nebenbedingung (1.23b) 16sbar, wenn F! =0
ist, wenn also F,, € Im (B,,) gilt. Die Losung ist dann durch T, = U
gegeben.

Die Bedingung F!, = 0 ist im allgemeinen nicht erfiillt. Wenn F, # 0
ist, dann kann man die homologische Gleichung zwar nicht mehr mit F',,, = 0
16sen, wohl aber sie dieser Losung so nahe wie moglich bringen, indem man
lediglich fordert, dal die schwéchere Nebenbedingung

F.eN, (1.23b")

erfiillt wird. Eine — nicht eindeutige — Losung der homologischen Gleichung
unter dieser schwécheren Nebenbedingung (1.23b’) findet man mit

Ty =U, (1.27a)

sowie

F,=F_ . (1.27b)
Wir haben demnach nicht nur die erzeugende Funktion T',, der Transforma-
tion geeignet zu wihlen, sondern wir miissen auch F';, so bestimmen, daf es
im Kern von B,, liegt. F',,, kann gegebenenfalls auch 0 sein; dies hingt von
dem anfangs in Gl. (1.3) vorgegebenen Vektorfeld F ab.

Die durch die Transformation (1.16) nicht wegtransformierbaren Anteile
F, heiflen resonant. Eine Motivation dieser Bezeichnungsweise findet sich
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beispielsweise in [Wi90]. Man vergleiche auch die im n#ichsten Abschnitt ab-
geleitete Resonanzbedingung (1.40).

Mit einer Induktion nach m erhalten wir somit

Satz 1.1 (Poincaré-Dulac) : Jede Differentialgleichung (1.3) mit einem
Vektorfeld in Form einer vektorwertigen Potenzreihe kann mittels der for-
malen Koordinatentransformation z — z mit

z=T(2):=(idy + T2) o (idy + T3) 0 --- |2 (1.28)
auf ihre Normalform _
z=Lz+ Y F,(z) (1.29)
m>2

reduziert werden, wobei die F', simtlich resonant sind: F € N,,. Wegen der
Nichteindeutigkeit des Komplementirraumes Ny, ist auch die Normalform in
der Regel nicht eindeutig festgelegt.

Die Anwendung des Poincaré-Dulac-Theorems in der N#he eines hy-
perbolischen Fixpunktes beweist den formalen Teil des Hartman-Grobman-
Theorems. Daf} die linearisierende Transformation nicht nur eine formale Po-
tenzreihe, sondern sogar ein Homoéomorphismus ist, 14t sich auf diese Weise
allerdings nicht nachweisen [GuHo83].

Die Transformation eines Vektorfeldes auf seine Normalform kann eine
wesentliche Vereinfachung darstellen. Bifurkationstheorie wire beispielsweise
nicht méglich ohne die Klassifizierung von Vektorfeldern mit den Mitteln
der Normalformentheorie [[oAd92]. Im Hinblick auf die Konstruktion einer
vollstdndigen Losung der Differentialgleichung gemifl Gl. (1.15a) stellt jedoch
jeder resonante Term des Vektorfeldes eine uniiberwindliche Hiirde dar, weil
er die Linearisierung unmoglich macht.

Die Normalformentheorie ist eine formale Theorie: Die einzelnen Beitrige
T, zur Erzeugenden und die resonanten Terme F';, des Vektorfeldes konnen
zwar sukzessive fiir alle Grade m bestimmt werden, aber iiber das Konver-
genzverhalten von T bzw. 3,,, F, kann im allgemeinen keine Aussage
gemacht werden, und oft divergieren diese Reihen. Konvergenzaussagen in
einigen speziellen Fillen gehen auf Poincaré und Siegel zuriick und werden
in [SiMo71, Ar83] erortert. Beispiele divergenter Transformationen auf Nor-
malform — im Rahmen der Dragt-Finn-Stegemertenschen Normalformen-
theorie fiir Hamilton-Systeme — werden in den Kapiteln 4 und 5 diskutiert.
Selbst im Fall der Divergenz reichen aber oft schon die niedrigsten Terme der
Normalform und der damit konstruierten niherungsweisen Losung aus, um

beispielsweise das Phasenportrait des Systems qualitativ angeben zu kénnen
[Ar83].
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1.1.2 Resonanz bei Hamiltonschen Vektorfeldern

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dal das Auftreten von Resonanztermen bei
Hamiltonschen Vektorfeldern nicht ausgeschlossen werden kann, so dafl es im
allgemeinen nicht moéglich ist, mit der dargestellten Normalisierungsprozedur
die Hamiltonschen Differentialgleichungen vollstindig zu 16sen.

Wir bringen zunéchst die kanonischen Gleichungen (1.1) auf die Gestalt
der GI. (1.3), indem wir

z= <q> ceRY, N=2n (1.30)
p
setzen und damit zu
s — [ DrH(a:p)
—DgqH(q,p)
= JD,H(2) (1.31)

iibergehen. J bezeichnet hier die symplektische Matrix
0 id,
J = ( i, 0 ) . (1.32)

Wenn wir uns, analog zur Diskussion fiir allgemeine Vektorfelder, auf
Hamilton-Funktionen beschrinken, die als Potenzreihe vorliegen und in 0
einen kritischen Punkt haben, ergibt die Linearisierung von (1.31) um O:

£ = JD:Hy(z)+0(|2])
= Lz+0(|z]) (1.33)
mit der Hamilton-Matriz [Oz88]
L = J Hess(Hs(2z)) (1.34)

wobei Hy(z) fiir den quadratischen Anteil von H(z) steht und Hess(Hs) die
Hesse-Matrix von Hs(z) bezeichnet:

_ 0’H,(2)

[Hess(Ha(2))], = 0207

1<i,j<2n . (1.35)

In [St87] wird gezeigt, daBl die FluBabbildung M(t) = exp(Lt) des linea-
risierten Hamilton-Systems symplektisch ist:

M"JM =1J . (1.36)



18 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und Quasiintegrale

1
Wegen der Symplektizitdt ist mit x4 auch — Eigenwert von M (), denn
L

(1.36)

. 1
Mv=pw = M"(Jv)=~

. (Jv) (1.37)

und M und M7 haben dieselben Eigenwerte. Dies hat schlieflich zur Folge,
dafl die Eigenwerte von L nur als Paare A\, —\ auftreten.

Um nachzuweisen, dafl Anteile des Hamiltonschen Vektorfeldes resonant
sein konnen, miissen wir die Nichtinvertierbarkeit von B; zeigen: Im (B;) #
H;. Wir fiihren diesen Nachweis hier nur fiir den Fall, daf} L diagonalisier-
bar ist: Der Fall nichttrivialer Jordanblécke von L wird in [Ar83, ArP190)]
diskutiert und fiihrt zum gleichen Ergebnis.

{ejlj =1,2,...,2n} sei eine Basis, in der L diagonal ist:
Lej = )\jej . (138)

Wir berechnen die Bilder der Basisvektoren {zmej‘|m| =lj=12,..., Zn}
von H; unter B;:

B, (z™e;) = D (z™e;) Lz — Lz"e,
= (m:A- ) (2"e;) (1.39)
wobei wir noch A := (A1, Ay, ..., Ao)” gesetzt und das gewhnliche Skalar-

produkt im R*®, a-b = 37", a;b;, verwendet haben. (m-X — )\;) ist also ein
Eigenwert von B; zum Eigenvektor 2" e;. Genau dann, wenn die Eigenwerte
A; von L die Resonanzbedingung

\j = meA (1.40)

fiir ein m mit [m| =1 > 2 und fiir ein 1 < j < 2n erfiillen, wenn B, also
den Eigenwert 0 hat, gilt N; # 0, und die homologische Gleichung kann nicht
mehr in jedem Fall gelost werden, weil BB; nicht invertierbar ist.

Die Resonanzbedingung ist fiir Hamilton-Systeme immer erfiillt: \; =
A und Ay = —A\ seien eines der Eigenwertpaare, deren Existenz wir oben
nachgewiesen haben. Mit m = (2,1,0,...,0)” und j = 1 ist dann GI. (1.40)
erfiillt.

Damit ist klar, dafl die Normalformentheorie allgemeiner Vektorfelder,
angewandt auf Hamiltonsche Vektorfelder, kein geeignetes Werkzeug zur Ver-
einfachung darstellt, denn die Linearisierbarkeit ist auf diesem Wege keines-
wegs sichergestellt. Zwar fiihrt auch die Normalformentheorie fiir Hamilton-
Funktionen nicht auf eine Linearisierung, aber die geforderte Vereinfachung
gelingt hier auf andere Weise, wie wir in Abschnitt 1.2 sehen werden.
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1.2 Normalformen und Quasiintegrale fiir
Hamilton-Systeme

In Abschnitt 1.1 haben wir beschrieben, wie man ein System gewdhnlicher
Differentialgleichungen auf systematische Weise vereinfachen und damit der
vollstdndigen Losung ndher bringen kann. Die dortige Vorgehensweise 1483t
sich wesentlich vereinfachen, wenn das Differentialgleichungssystem aus ei-
ner Hamilton-Funktion hergeleitet werden kann. Denn in diesem Fall miissen
wir nicht ein Vektorfeld transformieren, sondern lediglich eine skalare Funk-
tion, eben die Hamilton-Funktion. Ebenso lassen sich fiir Hamilton-Systeme
die Transformationen einfacher spezifizieren, nimlich durch Angabe einer
wiederum skalaren erzeugenden Funktion.

Der entscheidende Vorteil der Normalformentheorie fiir Hamilton-
Systeme gegeniiber der allgemeinen Theorie liegt aber darin, daff das Sy-
stem der Losung wesentlich ndher gebracht werden kann. Dies geschieht hier
allerdings nicht durch vollstédndige Linearisierung, sondern durch die Kon-
struktion eines ,,weiteren“ Integrals der Bewegung.

1.2.1 Lie-Transformationen

Wir betrachten ein autonomes Hamilton-System (1.1) mit n Freiheitsgraden
der Bewegung. Die Hamilton-Funktion H (g, p) liege in Form einer formalen
Potenzreihe vor und habe nur Summanden mit einem (Total-) Grad, der
mindestens 2 ist. Wir beriicksichtigen also nur solche Systeme, die einen
Fixpunkt haben und legen diesen, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit*, in
den Ursprung.

Um eine kompaktere Notation zu erreichen, benutzen wir, ebenso wie in
Abschnitt 1.1.2, den 2n-Vektor

2= <q> € R™ (1.30)

p

und koénnen damit fiir die Hamilton-Funktion schreiben:
H(g,p)=H(z)=> H(z) . (1.41)
1>2
Die H; sind homogene Polynome vom Grad [ in den Phasenraumkoordinaten

(g,p) bzw. z:
Hi(z)= > hmzel, ; (1.42)

lm|=1l

4Vgl. hierzu die Fufinote auf Seite 11.
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L; bezeichnet den Vektorraum der homogenen Polynome vom Grad [ in 2n
Variablen. Die Dimension dieses Vektorraumes ist um den Faktor 1/2n klei-
ner als die seines Pendants H;, was dadurch bedingt ist, da} die Elemente
von L; skalare Polynome sind, im Gegensatz zu den wektorwertigen Poly-
nomen in ;. Da die Polynomrdume H; und £; fiir groBlere Grade [ sehr
hochdimensional werden [PIEAT7S],

dim(L)) = (2”2:51_1 1) , (1.43)

erweist sich die Reduktion der Dimension beim Ubergang von #; zu £; bei
praktischen Berechnungen als sehr niitzlich: In Kapitel 4 werden beispiels-
weise Polynome vom Grad 14 betrachtet, was bei n = 2 auf dim(L;4) = 680
fiihrt.

Wir definieren noch den (unendlichdimensionalen) Vektorraum aller for-
malen Potenzreihen als die direkte Summe der £;:

L=PpcL . (1.44)

Analog zu der Vorgehensweise in Abschnitt 1.1.1 diskutieren wir zunéchst
eine wichtige Klasse von Transformationen, die das wesentliche Hilfsmittel fiir
die Darstellung der Normalformentheorie und die Durchfithrung der Trans-
formation einer Hamilton-Funktion auf Normalform sind. Dabei stiitzen wir
uns vor allem auf die Darstellung in [DrFi76a, DrFi79).

Wir beginnen mit der

Definition 1.1: Der zu der Potenzreihe F € L adjungierte Lie-Operator ist

adp L — L
(1.45)
G — adr(G)={G,F}
{-,-} symbolisiert hierbei die Poisson-Klammer:
" (0GOF O0GOF
G F} = Faor o 1.46a
{ } Zzzl (3%‘ op; Opi 3%’) ( )

= (87 o)~ Lo} (%)

= (D:G)-J(D:F) . (1.46h)
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Speziell fiir den Lie-Operator, der zum quadratischen Anteil H, der
Hamilton-Funktion adjungiert ist, setzen wir

Am:adH2£ , m=23,... . (1.47)

A, (G) steht also fiir die Poisson-Klammer des Grad m-Polynoms G mit Hs.
Wichtig ist die Invarianz von L,, unter A,,: Fiir F' € £, und G € L,, ist
adp(G) € Liym o, so daBl im Spezialfall F' = H, gilt: A,,(L,,,) C L,, fiir
alle m > 2. Der lineare Operator A,, auf dem Vektorraum L,, spielt in der
Normalformentheorie fiir Hamilton-Systeme eine dhnlich bedeutsame Rolle
wie der zu einem linearen Vektorfeld adjungierte Lie-Operator B, (1.22) in
der Normalformentheorie fiir Vektorfelder.

Um eine Hamilton-Funktion Schritt fiir Schritt auf ihre — noch zu defi-
nierende — Normalform zu transformieren, benotigen wir ein Gegenstiick fiir
die in Abschnitt 1.1.1 verwendete Transformation (1.16). Hierfiir definieren
wir den linearen Operator exp(adg):

Definition 1.2 Die der Potenzreihe F' € L assoziierte Lie-Transformation

ist
expladr): L — L
0 . 1.48
H exp(adp)(H):Zl.—l'adFl(H) ; (148
=0 ”°
mit
adp’ = idy, (1.49a)
und . .
adp'(G) = adp (adp™") (G)
= {{"'{{GzF}’F}""’F}’F}, _ (1.49Db)
i-mal

Es wird sich zeigen, dafl Transformationen vom Typ (1.48) ein sehr beque-
mes und einfach zu handhabendes Hilfsmittel fiir die Normalformentheorie
darstellen. Zunéchst miissen wir aber sicherstellen, daf§ die Verwendung von
Lie-Transformationen im Rahmen der Hamilton-Mechanik sinnvoll ist, ins-
besondere, daf} sie kanonisch sind [De69].

Wir gehen von einem Satz kanonischer Phasenraumkoordinaten z;,7 =
1,2,...,2n, aus und transformieren diese mittels der der Potenzreihe F' as-
soziierten Lie-Transformation:

Zi:=-exp (adp) z; . (1.50)
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Um die Kanonizitéit dieser Transformation nachzuweisen, miissen wir zeigen,
dafl die fundamentalen Poisson-Klammern

{Qi,pj} = 6z'j
{65y = 0 (1.51)
{pispi} = 0

bzw., mit Gl. (1.46b),

unter (1.50) erhalten bleiben.

Wir untersuchen zun#chst allgemein, wie sich Poisson-Klammern unter
Lie-Transformationen verhalten. F', G und H seien aus £. Dann gilt, weil fiir
Poisson-Klammern die Jacobi-Identitét erfiillt ist>:

ade{G, H} = {{G H}, F}
= —{{H,F},G}—{{F,G},H}
= {G,adr(H)} + {adr(G),H} . (1.53)

Mit einer Induktion nach 7 folgt dann

adp'{G, H} = Z ( ) {adp G),adpi’j(H)} : (1.54)

so dafl man schlieflich fiir die gesamte Lie-Transformation erhélt:

o0

exp (ade) (G H) = 3 ladFl{G H)

= 0

_ Z Z(){adp G),adp"™ (H)}

_ 3y Zl' ;’ {adr'(G), ads"(H)}

=0 k=0
= {exp(adp) (G),exp (adr) (H)} . (1.55)
Die Lie-Transformierte der Poisson-Klammer zweier Funktionen ist also ge-

rade die Poisson-Klammer der Lie-Transformierten dieser Funktionen. Dies
nutzen wir jetzt fiir den Nachweis der Kanonizitit aus. In den neuen, durch

’Die Tatsache, daf8 die Poisson-Klammern die Jacobi-Identitéit erfiillen, macht £ mit
der Produktoperation {-,-} zu einer Lie-Algebra [Hu87].



1.2. Normalformen und Quasiintegrale fiir Hamilton-Systeme 23

die Transformation (1.50) erhaltenen Variablen Z;, Z; ergeben sich die folgen-
den Poisson-Klammern:

{21'727'} = {exp(adF)zi,exp(adp)zj}
= exp (adp) {2, 2}
= {2} . (1.56)

Im letzten Schritt haben wir noch ausgenutzt, daf§ die Poisson-Klammer von
z; und z; eine Zahl ist (entweder 0 oder 1) und deswegen von exp (adp) nicht
verdindert wird. Gl. (1.56) zeigt die Invarianz der fundamentalen Poisson-
Klammern unter der Lie-Transformation (1.50) und damit deren Kanoni-
zititS.

Um eine anschauliche Interpretation der Lie-Transformation exp(adp)
entwickeln zu konnen, benétigen wir im folgenden die Inverse dieses Ope-
rators. Sie ist auch bei der praktischen Berechnung von Integralen der Bewe-
gung in Abschnitt 1.2.4 unerlafilich. Es gilt:

(exp (adf)) ™" = exp (ad_p) (1.57)

Zum Beweis berechnen wir die Produktabbildung exp (ad ) exp (adr) und
zeigen, daf sie gleich der Identitét idsy, ist. Dabei benutzen wir, dafl adr und
ad_p vertauschen: adrad_r — ad_radp.

11
——&d F adp

exp (ad_p)exp (adp) = ii@

=0
= Z-Z( )ad_Fkade_k
OZ
. x 1 i
= 1d2n+25(ad,F+adF)
i=1

Mit ad_r 4+ adr = 0 folgt dann die Behauptung.

Nachdem wir in Gl. (1.56) die Kanonizitit der Lie-Transformation (1.50)
gezeigt haben, beweisen wir jetzt, dafl die Hamilton-Funktion H unter
einer solchen kanonischen Transformation in die neue Hamilton-Funktion
exp(ad_p)(H) iibergeht. Zun#chst weisen wir die Beziehung

H(exp(adp)(2)) = exp(adp)(H(2)) . (1.58)

nach. (Auf der linken Seite dieser Gleichung ist mit exp(adr)(z) die Anwen-
dung des Operators exp(adr) auf jede der Komponenten z; des Vektors z

6In [ChEA83] wird ein anderer Beweis fiir die Kanonizitéit von Lie-Transformationen
beschrieben.
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gemeint.) Wir schreiben die linke Seite von Gl. (1.58) als

m

> Y hm(expladr)(2))

1>2 | m|=I

und weil exp(adp) ein linearer Operator ist, gilt fiir die rechte Seite der
Gleichung:

exp(adp)(H(z)) = exp(adr) (Z > hmzm>

1>2 |m|=I

= Y Y hmexp(adr) (z™)

1>2 |/m|=l

Damit bleibt fiir den Beweis von Gl. (1.58) nur noch zu zeigen, daf

(expladr)(z))" = exp(ady) (z™)

gilt. Diese Beziehung folgt aber sofort aus 2™ = 2z{"' ---z3>" und aus der

folgenden elementaren Eigenschaft einer auf das Produkt zweier Potenzreihen
G'1, G5 wirkenden Lie-Transformation:

exp(adr)(G1G2) = exp(adr)(Gy) exp(adr)(Gs) (1.59)

der Beweis dieser Eigenschaft erfolgt vollig analog zur Herleitung der Bezie-
hung (1.55). Wir haben damit Gl. (1.58) nachgewiesen und konnen sie fiir
die Berechnung der neuen, durch die Lie-Transformation erzeugten Hamilton-
Funktion H (%) benutzen. Wegen der Gln. (1.50,1.57) ist

H(z) = H(2(2))

= H(exp(ad,p(g))(f)) )

so dafl wir schlieBflich unter Benutzung von Gl. (1.58) das erhalten, was zu
beweisen war:

H(z) = exp(ad_pz)(H(2)) . (1.60)

Die Bedeutung von Gl. (1.58) bzw. von GL. (1.60) liegt darin, daf} wir mit
ihrer Hilfe der Lie-Transformation (1.50) eine ganz neue anschauliche Inter-
pretation geben konnen: Wir sehen jetzt in z — exp(adp)(2z) eine Transfor-
mation, die eine Funktion H in eine andere Funktion exp(ad p)(H) trans-
formiert. Wegen GIl. (1.56) wissen wir, dafi diese Transformation kanonisch
ist. Damit ist die Dynamik des durch die alte Hamilton-Funktion H(z) be-
schriebenen Systems dquivalent zur Dynamik des neuen Hamilton-Systems
exp (ad,p(z)) (H(z)), wenn man beide Systeme in den Koordinaten z bzw.
(g, p) betrachtet. Von diesem , aktiven“ Standpunkt aus interpretiert man die
Transformation (1.50) nicht mehr als einen Wechsel der Variablen, sondern
als die Umformung eines Hamilton-Systems in ein anderes, dazu dquivalentes,
wobei das Koordinatensystem unverdndert bleibt.
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1.2.2 Die Birkhoff-Gustavson-Normalform

Wir kommen nun zur grundlegenden Idee der Normalformentheorie fiir
Hamilton-Systeme. Das Ziel ist es, die Hamilton-Funktion dahingehend zu
vereinfachen, dafl man ein zweites Integral der Bewegung angeben kann.”
Insbesondere fiir Systeme mit zwei Freiheitsgraden der Bewegung (n = 2)
ist klar, dafl das Auffinden eines zweiten Integrals eine wesentliche Vereinfa-
chung darstellt, denn damit wére das Problem bereits vollstdndig gelost: Das
System beséfle die grofitmogliche Anzahl voneinander unabhéngiger Integra-
le und das Liouville-Arnold-Theorem wire anwendbar, falls die Bewegung
gebunden ist. Zudem koénnten wir den 2-Torus, auf dem alle Trajektorien
verlaufen, durch die beiden bekannten Integrale vollstdndig charakterisieren
und hétten somit ein vollstéindige geometrische Beschreibung des Phasenflus-
ses. Im Rahmen der Gustavsonschen Normalformentheorie [Gu66] versucht
man, die Hamilton-Funktion so zu transformieren, dafl der quadratische An-
teil Hy(z) der transformierten Hamilton-Funktion zu einem Integral der Be-
wegung wird.

Wir stellen Gustavsons Verfahren hier nicht in seiner urspriinglichen For-
mulierung dar, sondern bedienen uns der Lie-Transformationstheorie. Stege-
merten [St91] demonstriert, dal man auf diese Weise die gleichen Ergebnisse
erhélt wie bei Verwendung von Gustavsons Formulierung. Der entscheidende
Vorteil unserer Vorgehensweise liegt darin, dafl alle auftretenden Ausdriicke
erheblich einfacher und iibersichtlicher notiert werden kénnen. Zudem werden
wir so auf natiirliche Weise zu der in Abschnitt 1.2.3 dargestellten Verallge-
meinerung gefiihrt.

Definition 1.3 FEs sei eine Hamilton-Funktion H(z) in Form einer Potenz-
reihe (1.41) gegeben, deren quadratischer Summand die Form

Wy =Wy
Z:j 5 (2+22,,) = Z:jl 5 (2+p2) - (1.61)
hat, mit w, >0, v=1,2,...,n

Man sagt, dafy H(z) in Gustavson-Normalform bis zum Grad m ist, wenn
gilt:
A (H)=0 fir 1=2,3,...,m. (1.62a)

H(z) ist in Gustavson-Normalform, wenn gilt:

Al (Hl) =0 fﬁT‘ ) Z 2. (1.62b)

"Fiir ein autonomes Hamilton-System, und auf solche beschrinken wir uns hier, ist
offensichtlich schon ein erstes Integral bekannt: die Hamilton-Funktion selbst.
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Man beachte, dafl jede Hamilton-Funktion vom Typ (1.61) von vornherein
in Gustavson-Normalform bis zum Grad 2 ist.

Im Rahmen der Gustavsonschen Theorie werden also nur solche Systeme
behandelt, die in niedrigster Ordnung (1.61) durch n harmonische Oszilla-
toren mit den Frequenzen w, beschrieben werden konnen. Die Anteile der
Hamilton-Funktion mit groBerem Grad als 2, Y ;~3 H;(z), beschreiben die
Anharmonizititen und anharmonischen Kopplungen dieser Oszillatoren, die
im allgemeinen zu einer beliebig komplizierten Dynamik fiihren. Der Grund
fiir die einschrinkende Forderung nach diesem Hs-Typ wird im folgenden
Abschnitt 1.2.3 diskutiert.

Es liegt auf der Hand, daf3 diese Normalformdefinition im Hinblick auf die
gewiinschte Vereinfachung des Systems sinnvoll ist, denn offensichtlich ist der
quadratische Anteil der Hamilton-Funktion ein Integral der Bewegung, wenn
H(z) in Gustavson-Normalform ist:

Al(Hl):O Vi -~ {H,HQ}:O

(1.63)
& Hy(z) = konst.

Hierbei ist es wesentlich, dafl das Integral H, wirklich eine bisher nicht
verfiighare Information {iber das System beinhaltet: Unter gewissen Be-
dingungen, die wir in Abschnitt 1.2.4 diskutieren werden, sind H und H,
zwei voneinander unabhéngige Integrale der Bewegung im Sinne von Arnold
[Ar83]. Die Situation ist allerdings etwas komplizierter, als es auf den ersten
Blick scheint.

Wenn eine beliebige Hamilton-Funktion vom Typ (1.61) gegeben ist,
dann ist Hy(z) selbstverstindlich noch kein Integral der Bewegung. Viel-
mehr miissen wir H(z) zunichst auf Normalform transformieren und erst
nach dieser Transformation, in den entsprechenden neuen Koordinaten z;,
ist Hy(2) = Hy(z(2)) konstant. Transformiert man dann diese Konstante
der Bewegung zuriick auf die urspriinglichen Koordinaten z;, so erhilt man
das zweite Integral der Bewegung als eine Funktion von z, die im allgemeinen
nicht nur aus quadratischen Termen besteht.

Um eine gegebene Hamilton-Funktion H in eine neue Hamilton-Funktion
G zu transformieren, die in Gustavson-Normalform ist, bedienen wir uns
einer (unendlichen) Folge von Lie-Transformationen exp (adp, ), die jeweils
einem Grad m-Polynom mit m > 3 assoziiert sind:

G =exp(adgp,) (H) . (1.64)

Wir ordnen diese Gleichung nach Graden, wobei wir beriicksichtigen, daf} fiir
F, € L, und H; € L; gilt: ady, 7 (H)) € Litjm—2). Firj=1und [ =2,3,...
hat man also [+ j(m —2)=1l4+m—-2=m,m+1,..., und mit j > 1 und
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[ > 2 ergibt sich wegen m > 3: [ + j(m — 2) > m + 1. Damit erhalten wir:
1
G2+G3+"' = (id2n+adpm+§adpm2+"‘> (H2+H3+)

= Hy+ -+ Hp +adp, (H) + O (|2™)

Diese Gleichung muf} bereits Grad fiir Grad erfiillt sein, und es folgt fiir die
Summanden der Grade 2 bis m der neuen Hamilton-Funktion:

Gl = H, fir 2<li<m (165&)
G = Hp+adp, (Hy) (1.65b)

in vollstandiger Analogie zu Gl. (1.18), so daf} sich auch die dortigen Schluf}-
folgerungen (i)—(iii) ibertragen und die Konstruktion einer Normalisierungs-
prozedur ermoglichen.

Die Hamilton-Funktion H sei bis zum Grad m — 1 in Gustavson-
Normalform. Die Transformation (1.64) ergibt wegen Gl. (1.65a) eine neue
Hamilton-Funktion GG, die ebenfalls in Normalform bis mindestens zum Grad
m — 1 ist. Unter Beriicksichtigung von Gl. (1.65b) kénnen wir durch eine ge-
eignete Wahl von F;,, aulerdem erreichen, daf§ G sogar in Normalform bis
zum Grad m ist. Mit adg, (Hy) = —adp,(F,,) erhalten wir aus Gl. (1.65b)
die Gleichung

H, =Gn+ A, (Fn) (1.66a)
die unter der Nebenbedingung
An(Gr) =0 bzw. G, € Ker (Ap,) (1.66b)

zu l6sen ist. Analog zur Situation in Abschnitt 1.1 sind H,, und A,, gegeben;
F,, und G, sind gesucht. Ker (A,,) ist der Kern des Operators A,,:

Ker (Ay,) = {P € Lyn|An(P) =0} . (1.67)

Ebenso wie in der Normalformentheorie fiir Vektorfelder haben wir also
eine homologische Gleichung (1.66a) zu 16sen. Aus den bekannten H,, und
A, sind die Grad m-Polynome G,,, und F,,, zu bestimmen. Die Losung gelingt
mit Hilfe der Zerlegung von £,, in die direkte Summe des Kernes und des
Bildes von A,,:

Ly, =Ker(A,) ®Im(A4,,) . (1.68)

H,, € L, kann also in eindeutiger Weise in seinen Kern- und Bildanteil
aufgespalten werden:

H,=H + H (1.69)
mit

H/, € Ker(Ap)

m

(1.70)
H! € TIm(A,) |,



28 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und Quasiintegrale

so dal wir zur Lésung der homologischen Gleichung
G, =H,, (1.71a)

setzen miissen. G, ist als der Kernanteil von H,, eindeutig festgelegt. Aus
dem Bildanteil von H,, erhalten wir die Erzeugende F;, in Gestalt eines
Polynoms aus L,,, das der Gleichung

geniigt. F}, ist nur bis auf einen Summanden aus dem Kern von A,, bestimmt,
und damit im allgemeinen nicht eindeutig.

Wir weisen jetzt die Giiltigkeit der Zerlegung (1.68) nach und zeigen im
Verlauf des Beweises auch, wie ein Urbild von H]! unter A4,, gefunden werden
kann. Fiir A,, gilt

An() = { Ha}

" 0 0
= Wy |\ Pv=— —Qv=— . . 172
S (g i) 0 (172
Zur Vereinfachung dieses Ausdruckes verwenden wir die kanonische Trans-
formation (q, p) — (q,P):

q = (q —ip)

(1.73)

P = (p—iq)

Sl =S

Gl (1.72) gibt A, in den Koordinaten (g,p) an. Wir bezeichnen mit A,,
die Darstellung von A, in den neuen Koordinaten (g, p) und erhalten unter

iicksichti o 1L (o8 ;8 o 1 (8 ;0.
Beriicksichtigung von 3 = V2 ( 35, — ! 6@) und s = 3 ( a5, 86,,)‘

~ o 0 0
A, = ;zwy (q”a—q} — pya—~>

v

(1.74)

Lm

Die Anwendung von A, auf einen der Basisvektoren &jf)k (mit 5,k € Ny
und |j| + |k| = m) von L,, ergibt

Aw (@79%) = Y w, (o — k) @BF
v=1
= i(w,j—k)@p* (1.75)
wobei (-, -) fiir das kanonische Skalarprodukt im R™ steht: (a,b) = > | a;b;.

 Die letzte Gleichung ist eine Eigenwertgleichung mit dem Eigenvektor

(1-715"’ zum Eigenwert i (w, j — k). Demnach kénnen wir den Kern und das
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Bild von A,, angeben als die lineare Hiille derjenigen Z]j i)k, fiir die der Ei-
genwert null bzw. von null verschieden ist:

Ker (.Aim) = span{ ‘ w,7—k)= 0}
) ik (1.76)
Im (Am) = span {q D ‘ w,J — ;é 0}
Weil die tjjf)k eine Basis von L, bilden, beweist Gl. (1.76) die Zerlegung
Ly =Ker(Ay) @Im (A,) . (1.77)
und damit auch Gl. (1.68).
Gl (1.76) zeigt auch, wie man die Zerlegung von H,, gemif Gl. (1.69)

findet und wie das fiir Gl. (1.71b) benétigte Urbild von H] bestimmt werden
kann. Dazu muf zunéchst H,, auf die Variablen (g, p) transformiert werden:

Ha(@,) = Hn(a(@p),p(@p))

= 3 hpdp® (1.78)

mit neuen Koeffizienten Bjk- Dann gilt offensichtlich:

o, = Y st e Ker(4,)
J1+lkj=m
Wik (1.79)
o= Y hpdpt e m(4.)
J1+lkj=m
w,j-k)#o
und wir miissen fiir G,, und F,, wiihlen:
G =
. - . hite .
Fn = A (HL)= Y ——Fogph o (1.80)
F1+1ki=m i(w,j — k)

w.J-k)#o

Wiederum ist zwar G, eindeutig festgelegt, nicht aber Fy,. SchlieBlich erhilt
man die gesuchten G,, und F,, mit Hilfe der Transformation (1.73): G,, =

Gn(a(a.p).P(a.p)) wnd F,, = Fr((a.p), (g, p))-

Insgesamt haben wir den folgenden Satz bewiesen:
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Satz 1.2 Jede Hamilton-Funktion H(z) in Gestalt einer formalen Potenz-
reihe (1.41), deren Term niedrigster Ordnung die Form (1.61) hat, kann
durch eine formale kanonische Transformation in eine dquivalente Hamilton-
Funktion G(z) mit

G = [ --oexp (adp,) o exp (adF3)] (H) (1.81)

und F,, € L, transformiert werden, die in Gustavson-Normalform ist.

Dieser Satz wurde schon von Gustavson in [Gu66] angegeben. Allerdings
ist Gustavsons Darstellung erheblich schwerfilliger, weil sie nicht auf der
Theorie der Lie-Transformationen beruht, sondern fiir die kanonischen Trans-
formationen erzeugende Funktionen vom Fp-Typ (vgl. [Go80]) verwendet. In
der Formulierung, die in der vorliegenden Arbeit benutzt wird, findet sich
Satz 1.2 beispielsweise auch in [St91].

1.2.3 Die Dragt-Finn-Stegemerten-Normalform

Der in Abschnitt 1.2.2 beschriebene Normalformenkalkiil ist nur auf
Hamilton-Funktionen anwendbar, deren quadratischer Anteil die Gestalt
(1.61) hat. Den Grund fiir diese Einschrinkung machen wir uns an einem
einfachen Beispiel klar. Wir betrachten ein Teilchen mit einem Freiheitsgrad
der Bewegung (n = 1), das sich in niedrigster Ordnung frei bewegt:

1
Hy(¢,p) = 50" (1.82)
Der zu Hs(q, p) adjungierte Lie-Operator ergibt sich als
1 0
A :{3_2}: g0y 1.83
() 5P [ =D aq( ) (1.83)

Es zeigt sich, dafl schon fir m = 3 die Zerlegung (1.68) nicht moglich ist.
Eine Basis von L3 ist beispielsweise {p3, p?q, p¢?, ¢*}. Die Anwendung von A3
auf die Elemente dieser Basis ergibt

As(p’) = 0
As(p*q) = p° (1.84)
As(pg®) = 2p°q
As(@®) = 3pa®
so daf} wir fiir den Kern und das Bild von Aj
Ker (A;) = span {p3} (1.85a)

Im (As) = span {p’,p’q, pq’} (1.85b)
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erhalten. Offensichtlich ist

L3 # Ker (A3) @ Im (A3) . (1.86)

Fiir beliebige quadratische Terme der Hamilton-Funktion ist also die
Giiltigkeit der Zerlegung (1.68) keineswegs sichergestellt. Aber nur wegen
dieser Zerlegung ist die Definition der Gustavson-Normalform sinnvoll, denn
erst Gl. (1.68) ermdglicht die Losung der homologischen Gleichung (1.66a)
und damit die Durchfiihrung einer normalisierenden Transformation.

Vor diesem Hintergrund bendttigen wir also eine von A, erzeugte Zerle-
gung von L,,, die fiir alle A,,, das heifit fiir alle méglichen quadratischen
Anteile H, der Hamilton-Funktion giiltig ist. Die fiir die Lésung dieser Fra-
ge entscheidende Idee wird in [DrFi79] beschrieben: Wir betrachten einen
endlich-dimensionalen unitéren Vektorraum V' mit dem Skalarprodukt (-|).
Zu jedem linearen Operator O auf V' ist iiber (z|0Oy) = (O*z|y) V z,y € V
der entsprechende adjungierte Operator O* definiert. Die aus der linearen
Algebra bekannte Fredholmsche Alternative [MeHa92| besagt, dafl dann

V = Ker (O*) ® Im (O) (1.87)
gilt. Das bedeutet fiir die uns interessierenden Polynomriume:
L, =Ker(A)®dIm (A, , (1.88)

ungeachtet der speziellen Gestalt von Hy bzw. A,,.

Mit dieser Zerlegung von L, konnen wir nun ein erweitertes Normalfor-
menkonzept einfiihren.

Definition 1.4 Fine in Form einer formalen Potenzreihe (1.41) gegebene
Hamilton-Funktion H(z) ist in Dragt-Finn-Stegemerten-Normalform bis zum
Grad m, wenn gilt:

Af (H) =0 fir 1=3,4,....,m . (1.89a)
H(z) ist in Dragt-Finn-Stegemerten- Normalform, wenn gilt:

A (H)=0 fir 1>3 . (1.89h)

Wir werden abkiirzend auch von der DFS-Normalform sprechen.

Ein wichtiger Unterschied zwischen dieser Definition und derjenigen der
Gustavson-Normalform, Gl. (1.62), besteht darin, dafi Gl. (1.89) nicht fiir
[ = 2 erfiillt sein mufl und es im allgemeinen auch nicht ist. H, auf
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Normalform gemafi Gl. (1.89) zu transformieren, z. B. mittels einer Lie-
Transformation, wire sinnlos, denn mit einer Anderung von H, #nderte sich
auch der Operator A;! Dagegen ist die entsprechende Gleichung im Gustav-
sonschen Fall fiir [ = 2 immer erfiillt. Dies ist im Rahmen der Gustavsonschen
Theorie auch notwendig, damit H, ein Integral der Bewegung ist. Dieser Un-
terschied zwischen den beiden diskutierten Normalformbegriffen wird im fol-
genden Abschnitt 1.2.4 eine wichtige Rolle spielen. Dort werden wir zeigen,
wie man auch fiir eine Hamilton-Funktion in DFS-Normalform ein Integral
der Bewegung angeben kann, in Analogie zum Integral H, der Gustavson-
Theorie.

Die Definition 1.4 ist in dieser Allgemeinheit noch nicht praktisch an-
wendbar. Es bleibt noch, ein geeignetes Skalarprodukt auf den Ridumen L,,
zu spezifizieren, mit dessen Hilfe A,, definiert und explizit angegeben werden
kann. Diese Wahl kann nach Gesichtspunkten der Zweckméifligkeit gesche-
hen, man unterliegt dabei keinen weiteren Einschriankungen. Das folgende
Skalarprodukt [Ba61] erweist sich dabei als besonders niitzlich. Es wurde
von Elphick et al. [EIEA87] in die Normalformentheorie eingebracht und von
Stegemerten, Meyer und Hall [St91, MeHa92] wieder aufgegriffen®.

Fiir ein Polynom R(z) = X rjzj € L,, mit j € N2" und ein entspre-
gl=m
chend definiertes Polynom S(z) € L, setzen wir

(1) : Lo X Lm — C

_ om
(R.S) + (R|S):= Emrj o, o)
(1.90)
wobei  die komplexe Konjugation bedeutet. Man iiberzeugt sich durch

Nachrechnen leicht davon, daf die so definierte Sesquilinearform (-|-) die er-
forderlichen Eigenschaften eines Skalarproduktes hat und damit £,, zu einem
unitdren Vektorraum macht.

Im folgenden wollen wir A, und A;, in einer einfach zu benutzenden Form
darstellen. Zunéchst betrachten wir A,, und benutzen die Darstellung (1.46b)
der Poisson-Klammer sowie die Definition (1.33) der Hamilton-Matrix:

Am() - {.7 HZ}
= D:(-)-J (DzHs)
= D,(-)-Lz . (1.91)

8Dragt und Finn verwenden in [DrFi79] ein &hnliches Skalarprodukt, das aber zu einer
erheblich umsténdlicheren Formulierung der Theorie fiihrt. Die Vorteile des Skalarproduk-
tes (1.90) zeigen sich weiter unten bei der Berechnung von A%,.
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Eine analoge Darstellung von A} zu finden, ist etwas aufwendiger. Wir
beginnen mit der Definition des zu 4,, adjungierten Operators,

(AL RIS) = (R[AnS) (1.92)

mit R, S € L,,. Fiir A,, verwenden wir die explizite Darstellung (1.91) und
interpretieren dann den Ausdruck A, (S(z)) als die Ableitung einer Funktion
nach einem Parameter ¢:

Am (5(2)) = Dz(5(2)) Lz

Damit haben wir

(A RIS) = 2 (R (e42)|S)

t=0

wobei wir noch die fiir beliebige lineare Abbildungen M auf C?" geltende

Eigenschaft (R o M*|S) = (R|S o M) des Skalarproduktes (1.90) und M* :=

e)" = eIt ausgenutzt haben. SchlieBlich erhalten wir nach Ausfiihrung

der Ableitung fiir t =0
(ALR|S) = (Dz(R)-L*2|S)
so dafl wir fiir A, gefunden haben:
A ()= Dy(-):L*z . (1.93)

Diese Formel stimmt bis auf die Adjungierung (Transposition und komplexe
Konjugation) der Matrix L mit der Darstellung (1.91) von A, iiberein. Die
Darstellungen (1.91) und (1.93) von A,, und A findet man in &hnlicher
Form auch in [EIEAS87]. Dragt und Finn gelingt es mit dem von ihnen defi-
nierten Skalarprodukt nicht, eine allgemeine Darstellung von A’ anzugeben;
sie beschrianken ihre Diskussion deshalb auf auf einen speziellen Ho-Typ.

Wir kehren kurz zu dem Beispiel vom Anfang dieses Abschnitts zuriick
und demonstrieren die Giiltigkeit der Zerlegung (1.88) im Fall m = 3 fiir das
H, der Gl. (1.82). A, ergibt sich zu

0= () (00) () o300

so daf8 wir fiir den Kern von Aj erhalten:
Ker (A3) = span {q3}

Somit folgt zusammen mit Gl. (1.85b) die gewiinschte Zerlegung von Ls.



34 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und Quasiintegrale

Es stellt sich natiirlich die Frage, ob auch A’ ein zu irgendeinem Po-
lynom Hj € Lo adjungierter Lie-Operator ist. Man {iberzeugt sich durch
Nachrechnen leicht davon, daf} dies fiir

Hj(z) := %z-J‘lL*z (1.94)
der Fall ist. Denn es gilt nach (1.46b)
adiy() = {H;)
— Du()-T <Dz (%z.JlL*z» ,

und wegen der Symmetrie von J~'L* ist D, (%z-J‘lL*z) = J 'L*z, so daf}

Gl. (1.93) folgt. (J~'L* ist symmetrisch, weil J='L* = J Hess(H,).J ist und
J' = —17J gilt.)

Man beachte auch hier die Ahnlichkeit von Hj in Gl. (1.94) und des ent-
sprechenden Ausdrucks fiir den quadratischen Anteil der Hamilton-Funktion:

1
Hy(z) = iz-J’le . (1.95)

Nachdem wir uns die benétigten Hilfsmittel verschafft haben, kénnen wir
eine zu Gustavsons Satz analoge Aussage machen:

Satz 1.3 (Stegemerten) Jede Hamilton-Funktion H(z) in Gestalt einer
formalen Potenzreihe (1.41) kann durch eine formale kanonische Transfor-
mation gemdf GI. (1.81) in eine dquivalente Hamilton-Funktion G(z) trans-
formiert werden, die in DFS-Normalform ist.

Der Beweis dieses Satzes ist im wesentlichen identisch mit dem Beweis von
Satz 1.2. Lediglich bei der Lésung der homologischen Gleichung (1.66a) sind
anstelle von Gl. (1.66b) die Nebenbedingung

Gm € Ker (A) (1.66b")

und statt der £,,-Zerlegung (1.68) deren Entsprechung (1.88) zu verwenden.
Unabhéngig von Stegemerten wurde Satz 1.3 auch in [MeHa92] bewiesen.

Wir gehen an dieser Stelle noch kurz auf den Zusammenhang zwischen der
Gustavsonschen und der DFS-Normalform ein. Fiir ein Hy vom Gustavson-
Typ (1.61) ist

L = J Hess <Z %(zﬁ + 272”1,))

v=1
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= (—?d 1%") <% 8) mit  Q = diag (wy,...,wy)

— Q%%), (1.96)

so daB fiir die adjungierte Matrix L* gilt:

U:(%ﬁﬁ:—L. (1.97)

Wir erhalten schliefilich wegen (1.94,1.95) bzw. (1.91,1.93):
H;(z) = —H(z) (1.98)
A, = —A, . (1.99)

Damit ist klar, daf} eine Hamilton-Funktion, die in Gustavson-Normalform
ist, auch in DFS-Normalform vorliegt, denn in diesem Spezialfall sind die
Kernvektorrdume von A,, und A, identisch.

Im folgenden Abschnitt zeigen wir, daBl die Normalformentheorie fiir
Hamilton-Systeme physikalisch relevant ist: Die wichtigste Anwendung dieser
Theorie ist die Konstruktion von Integralen der Bewegung.

1.2.4 Formale Integrale und Quasiintegrale der Be-
wegung

Die wesentliche Motivation zur Einfiihrung der Gustavson-Normalform war
die Suche nach einem weiteren Integral der Bewegung, das man sich in der
Tat mit der Gustavsonschen Theorie in Gestalt von H, (%) verschaffen konnte.
Mit H, (%) ist hier der quadratische Anteil der durch die Transformation z —»
z auf Normalform gebrachten Hamilton-Funktion gemeint. In [Gu66] wird
gezeigt, dafl eine Hamilton-Funktion mit einem quadratischen Anteil vom
Gustavson-Typ (1.61) iiber Hy(Z) hinaus noch weitere unabhingige Integrale
der Bewegung® besitzen kann.

Genauer gilt folgende Aussage: Wir betrachten eine Hamilton-Funktion,
die in Gustavson-Normalform ist und deren Frequenzen w, in r-facher Re-
sonanz sind, mit 0 < r < n. Das heifit, die Frequenzen geniigen r linear

% Nach [ChLe84] sind k Funktionen H(z)=Ii(2),I2(2),...,I;(z) voneinander un-
abhingige Integrale der Bewegung, wenn ihre Gradienten DzI;(2), i = 1,...,k auf einer
offenen und dichten Teilmenge des Phasenraumes linear unabhingig sind und wenn die
I;(z) jeweils paarweise in Involution sind, d. h. wenn ihre Poisson-Klammern verschwinden:

{[Z,I]}ZO fiir alle 1§'L,]Sk‘
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unabhingigen Kommensurabilitdtsbedingungen
r
Yapw, =0, p=12,...r (1.100)
=1

mit ganzzahligen Koeffizienten a,, € Z. Man kann die (a,,) als Eintrége
einer (r,n)-Matrix A auffassen, die vollen Rang r hat und

Aw =0 (1.101)

erfiillt. Dann gibt es genau n—r unabhéngige formale Integrale der Bewegung,
und diese kénnen in der Gestalt

Io(z) =Y % (2+22,,) (1.102)
v=1
angegeben werden, wobei a = (ay, ..., a;,)” € R™ ein beliebiger Vektor ist,
der
Aa =0 (1.103)

erfiillt. Formal sind diese Integrale deswegen, weil hier iiber die Konvergenzei-
genschaften der sie darstellenden Potenzreihen keine Aussage gemacht wird.
Vgl. die nachfolgende Diskussion auf S. 38.

Diese Aussage ist eine direkte Folge der Tatsache, dafl H(z) in Gustavson-
Normalform ist: Zum Beweis untersucht man den Ausdruck {H, I} in den
»diagonalisierenden* Phasenraumkoordinaten z aus Gl. (1.73). Es zeigt sich
dann sofort, dafl diese Poisson-Klammer genau dann verschwindet, wenn die
o, der Bedingung (1.103) geniigen.

Fiir eine Hamilton-Funktion in DFS-Normalform stellt sich die Situation
nicht mehr so iiberschaubar dar. In Analogie zur Gustavsonschen Theorie
liegt es nahe zu vermuten, daf§ H;, welches in der DF'S-Theorie die Rolle von
H, iibernimmt, ein Integral der Bewegung sei. Dies gilt aber nicht, denn es
ist

{H,H;} = > Aj(H)
1>2
= Aj(H>)
= {H,,H;} . (1.104)

Die letzte Poisson-Klammer verschwindet im allgemeinen nicht. Hier zeigt
sich die Bedeutung der Tatsache, dal die die DFS-Normalform definierende
Gleichung (1.89) nicht fiir [ = 2 erfiillt sein mu8.

Bei der Untersuchung von sogenannten magnetischen Flaschen (vgl. Ka-
pitel 2) sind Hamilton-Funktionen mit
!
1

H2(z) 2 n-i—u + Z (Zg + Zi-}-u) (1105)
v=I+1
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von grofier Bedeutung. Fiir dieses H, ergibt sich {H, H3} = 3! _| 2,204, # 0.
Dragt und Finn [DrFi79] fanden aber auch in dieser Situation ein weiteres
Integral der Bewegung, falls H(z) in DFS-Normalform ist:

n w,
Ior(z) = 3 (22+22,.) (1.106)

v=Il+1
In Abschnitt 4.1.1 werden wir dieses Resultat mit den Methoden der DFS-

Theorie herleiten.

Uber die speziellen, von Gustavson (Gl. (1.61)) bzw. Dragt und Finn (Gl.
(1.105)) betrachteten Hamilton-Funktionen hinaus gibt es weitere Funktio-
nen in z, die als quadratische Anteile Hy(z) von Potenzreihen-Hamilton-
Funktionen auftreten konnen'?. Die Verallgemeinerung des Dragt-Finnschen
Resultates auf ein beliebiges dieser Hs(z) gelingt mit Hilfe einer geeigneten
Zerlegung von L. Wir gehen von der allgemein giiltigen Darstellung (1.95)
des quadratischen Anteils der Hamilton-Funktion aus:

1
Hy(z) = §z-J’1Lz : (1.95)

H, und damit auch A, werden durch die (2n, 2n)-Matrix L eindeutig festge-
legt. Wir spalten L mit Hilfe der Jordan-Chevalley-Zerlegung [Hu87] in einen
(iiber C) diagonalisierbaren Anteil D und einen nilpotenten Anteil N auf:

L=D+N . (1.107)

Nach dem Satz iiber die Jordansche Normalform (1.2) sind die Existenz und
Eindeutigkeit dieser Zerlegung klar, wenn man in GlL. (1.2) A := L setzt und

Dy Mg
D, . Ak
D=X i X* mit D, = i , k=1,...,r
0 T 0o
D, Ak
bzw
N, 0 0 1 0
N, ..
N=X . X* mit N, = : ""1 , k=1,...,r
0 N, 0 --- 0

wihlt. Offensichtlich ist N nilpotent: Es gibt eine Zahl ny € Ny, so dafl
N™ =0 ist (ny < 2n). In Verallgemeinerung von Gl. (1.106) definieren wir
als den ,,diagonalisierbaren Anteil* von Hj:

1
Ipps(z) = 5z-J—lDz . (1.108)
Es gilt der

Die vollstindige Klassifizierung der Normalformen quadratischer Hamilton-
Funktionen geht auf D. M. Galin zuriick und wird beispielsweise in [Ar89, Anhang 6]
diskutiert. Man vergleiche auch Anhang A.
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Satz 1.4 (Stegemerten) : Fir eine Hamilton-Funktion H(z) in DFS-
Normalform ist der diagonalisierbare Anteil Inps (1.108) des quadratischen
Termes von H(z) ein formales Integral der Bewegunyg.

Ein Beweis des Satzes findet sich in [St91, MeHa92]. Man weist wieder fiir
alle m > 2 das Verschwinden von {H,,, Inrs} nach, wobei die Nilpotenz von
N und des entsprechenden Lie-Operators D,(-)-Nz ausgenutzt wird.

In Anhang A benutzen wir die Galinsche Klassifizierung der quadrati-
schen Hamilton-Funktionen, um fiir (fast) alle Hamilton-Funktionen aus £
die entsprechenden Integrale Ippg zu bestimmen.

An dieser Stelle zeigt sich noch einmal ein Charakteristikum der Normal-
formentheorie: Es werden Aussagen iiber Elemente des hochdimensionalen
Vektorraumes L£,, gemacht, wobei vor allem Eigenschaften des im Vergleich
zu L,, niedrigdimensionalen R?*" in die Argumentation eingehen. Konkret
heifit dies bei der Bestimmung von Integralen der Bewegung, daf lediglich
die Jordan-Chevalley-Zerlegung einer (2n, 2n)-Matrix gefunden werden mufl,
um aus der in Normalform befindlichen Hamilton-Funktion ein Integral der
Bewegung zu bestimmen, dessen Grad m-Anteile Elemente des (Q"QJ;T; 1)—
dimensionalen Raumes L, sind. Eine entsprechende Eigenschaft macht man
sich auch bei der Transformation auf Normalform zunutze: Um den Grad,
bis zu dem sich die Hamilton-Funktion in Normalform befindet, um eins zu
erh6hen, mufl man Elemente des hochdimensionalen Vektorraumes £,, ma-
nipulieren. Diese Aufgabe wird dadurch vereinfacht, dafl die wesentlichen
Gleichungen (1.91) und (1.93) Strukturen (von L bzw. L*) in dem nur 2n-

dimensionalen Vektorraum R?2" betreffen.

Ein zweiter wichtiger Punkt, der an dieser Stelle nicht aufler acht ge-
lassen werden darf, ist die Tatsache, dal sowohl Ig(z) als auch Ipps(z)
lediglich formale Integrale der Bewegung darstellen. Zwar kann man jede
Hamilton-Funktion in Potenzreihengestalt in DFS-Normalform iiberfiihren,
indem man Grad fiir Grad homologische Gleichungen 16st und entsprechend
Lie-transformiert. Dafl aber das Resultat dieser sukzessiven Transformatio-
nen fiir m — oo konvergiert, ist keineswegs sichergestellt. Beispielsweise kann
im Falle eines nichtintegrablen Systems mit zwei Freiheitsgraden der Be-
wegung die Normalform-Transformation nicht konvergieren, weil man sonst
ein zweites Integral der Bewegung erhielte. Dessen Existenz ist aber fiir ein
nichtintegrables System gerade ausgeschlossen.

Wir gehen an dieser Stelle noch auf den Begriff des Quasiintegrals ein.
Selbst in dem Fall, dal die Transformation der Hamilton-Funktion auf Nor-
malform konvergiert, werden wir in der Praxis die Berechnung der Normal-
form und damit auch des Integrals bei einem endlichen Grad m abbrechen,
weil die homologische Gleichung fiir jeden Grad neu gelést werden mufl und
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man in der Regel kein allgemeines, fiir alle m giiltiges Transformationsgesetz
findet. Deshalb erhalten wir nur eine Approximation G (z),

G™ = exp(adp, )exp(adp, _,)---exp(adg,) (H) (1.109)

die bis zum Grad m in Normalform ist. Im Grenziibergang m — oo erhielte
man die vollstdndig normalisierte Hamilton-Funktion

G™) = lim G™ = ---exp(ady,) exp(ady,) (H) . (1.110)
Es gilt
G (z) = G (2) + O (|2|™) | (1.111)

denn die Normalisierung fiir gréflere Grade als m dndert die Terme mit dem
Grad [ < m nicht mehr. Die Riicktransformation des diagonalisierbaren An-
teils von Ho(z) auf die urspriinglichen Koordinaten!! ergibt dann, unter Aus-
nutzung der Formel (1.57) fiir die Inverse einer Lie-Transformation,

I5is(z) = exp(ad_g,)exp(ad g,)---exp(ad g, ) (Iprs)

(o) (1.112)

= Inps(z) + O (Jz[")
Dementsprechend kann das praktisch berechnete Integral der Bewegung
I](D";)S(z) nur konstant bis auf Terme der Ordnung m + 1 sein, wenn die
Hamilton-Funktion lediglich bis zum Grad m auf Normalform gebracht
wurde.

Gl. (1.112) verdeutlicht, da3 das formale Integral I]gf’;g(z) bzw. die ent-
sprechenden Quasiintegrale T](D";)S(z) im allgemeinen eine sehr komplizierte
algebraische Struktur aufweisen, im Gegensatz zur Darstellung (1.108) des
Integrals als quadratisches Polynom in den Koordinaten z. Diese Kompli-
zierung ist bedingt durch die (unendlich vielen) bei der Riicktransformation

bendtigten Lie-Transformationen exp(ad_g, ).

Bei der Berechnung von Quasiintegralen fiir konkrete Beispielsysteme —
in den Kapiteln 4 und 5 — wird sich zeigen, daf3 die Oszillation des Quasi-
integrals aufgrund des Fehlerterms O (|z[™*!) in Gl. (1.112) schon fiir kleine
Werte von m unbedeutend werden kann. Andererseits ist es auch moglich,
daB der Fehlerterm selbst fiir kleine |z| und gréBere m dominiert und I](Dné)s(z)

somit nicht anndhernd konstant wird. Welcher dieser Fille eintritt, hingt von

1 Bisher haben wir die Transformation exp(adr,, ) von einem ,aktiven® Standpunkt aus
betrachtet und sie als eine Transformation interpretiert, die bei festliegendem Koordina-
tensystem eine Hamilton-Funktion in eine andere transformiert. Man kann aber auch eine
,passive“ Position einnehmen, und den Vorgang als eine Koordinatentransformation bei
unverdnderter Hamilton-Funktion ansehen. Dieser zweite Standpunkt wird der gewdhnli-
che sein, wenn man fiir ein gegebenes System ein (ndherungsweises) Integral der Bewegung
berechnen will. In diesem Licht betrachtet ist es klar, daf} das gefundene Integral schliefilich
auf die urspriinglichen Koordinaten umzurechnen ist.
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der Chaotizitat des relevanten Gebietes des Phasenraumes ab. Wir werden
uns diesem Problem in Kapitel 4 zuwenden.

Selbst im Fall der Nichtkonvergenz der Normalformtransformation stellen
aber die niedrigsten Terme der Normalform in der Regel ein sehr niitzliches
Hilfsmittel zur Analyse des Phasenportraits dar und erméglichen die Unter-
suchung von periodischen Orbits, invarianten Tori und deren Bifurkationen
[ShRe82, Ro84].



Kapitel 2

Magnetische Flaschen

Doch warum heftet sich mein Blick auf jene Stelle?
Ist jenes Flischchen dort den Augen ein Magnet?

JOHANN WOLFGANG GOETHE
Faust 1

In diesem Kapitel werden der Begriff der magnetischen Flasche eingefiihrt
und einige Beispielsysteme diskutiert.

Unter einer magnetischen Flasche versteht man ein System, das ein ge-
ladenes Teilchen mittels magnetischer Felder einschliefen kann; das heifit,
in einer magnetischen Flasche ist eine gebundene Bewegung des Teilchens
moglich. Eine ausfiihrliche Diskussion dieser Systemklasse findet sich in
[No63].

Es ist bekannt und hat sogar bereits Eingang in die populédrwissenschaft-
liche Literatur gefunden (vgl. [Ga93]), dal man geladene Teilchen in einer
Kombination statisch-stationérer elektrischer und magnetischer Felder ein-
fangen kann; man spricht dabei auch von sogenannten Ionenfallen, weil die-
se Systeme vor allem zur Untersuchung von Ionen eingesetzt werden. Ein
einfacher Vertreter dieser Systemklasse ist die Penning-Falle, die durch ein
homogenes Magnetfeld in Kombination mit einem elektrischen Quadrupol-
feld gebildet wird. In einer solchen Anordnung ist eine gebundene Bewegung
moglich [BrGa86, St91]. Der Einschluf als solcher ist dabei nicht allein ent-
scheidend, sondern die Tatsache, dafl er bei sehr niedrigen Energien realisiert

41
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werden kann: Zum Beispiel werden auch in den aus der Hochenergiephysik
bekannten Speicherringen Teilchen durch Magnetfelder eingeschlossen; dies
geschieht dort allerdings, wie der Name schon andeutet, bei hohen Energien.
Die Bedeutung von Ionenfallen liegt deswegen vor allem darin, da} man in
ihnen einzelne Teilchen , beliebig” lange bei niedrigen Energien beobachten
und somit sehr genaue Messungen an ihnen durchfiihren kann. Zum Beispiel
gelang mit Hilfe einer Penning-Falle eine der bislang genauesten Messungen
des g-Faktors des Elektrons [BrGa86|. Eine andere aktuelle Anwendung ist
die Erzeugung von Antiwasserstoff am CERN. Hierzu wird zunéchst ein An-
tiproton in einer Penning-Falle gespeichert, bevor man es mit einem Positron
rekombinieren 148t [ZiHA93, Ga93].

Die in der vorliegenden Arbeit zu untersuchenden magnetischen Flaschen
sind spezielle Ionenfallen, bei denen man lediglich stationére axialsymme-
trische magnetische Felder verwendet. Fine magnetische Flasche dieses Typs
wird beispielsweise auch in [Ch79] diskutiert. Um diese Systeme systematisch
zu beschreiben, wollen wir uns des Hamiltonschen (kanonischen) Formalis-
mus bedienen. Dafiir bestimmen wir zunéchst eine zweckméflige Entwicklung
des Vektorpotentials fiir das B-Feld. Damit kénnen wir dann die Hamilton-
Funktion einer magnetischen Flasche angeben und einige Beispielsysteme
diskutieren.

2.1 Kanonische Formulierung

Wir werden uns in dieser Arbeit auf stationidre magnetische Felder im Vaku-
um beschrinken. Auflerdem setzen wir — wegen der leichteren experimentel-
len Realisierbarkeit und wegen der erheblichen Erleichterung der notwendigen
Rechnungen — Axialsymmetrie des B-Feldes voraus.

Die Bewegung eines Teilchens (mit der Masse m und der Ladung ¢) in
einem reinen Magnetfeld kann durch die Hamilton-Funktion®

H(r,p) = i {p—qA(r)}’ (2.1)

beschrieben werden [Go80]. Dabei ist A(r) das Vektorpotential der magne-
tischen Induktion:

B(r)=V x A(r) . (2.2)
Wegen der Stromfreiheit und Stationaritét gilt

VxB(r)=0 ;

'Wie in [Dr65, Se90] gezeigt wird, beschreibt diese Hamilton-Funktion die Teilchendy-
namik nicht nur im Rahmen der klassischen Mechanik, sondern auch im relativistischen
Fall, wenn man m als die relativistische Masse L interpretiert.

\/1—v2/c?
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damit ist B als das Gradientenfeld eines skalaren magnetischen Potentials ®
darstellbar:
B(r)=-Vo(r) . (2.3)

Mit der homogenen Maxwell-Gleichung
V-B(r)=10

folgt dann, dafl dieses Potential ® die Laplace-Gleichung erfiillt,
Ad(r)=0

so daf} eine Entwicklung von ® nach Eigenfunktionen des Laplace-Operators,
den Kugelflichenfunktionen, naheliegt [No90b]. Fiir diese Multipolentwick-
lung ist es zweckmiflig, Kugelkoordinaten (7,1, ¢) zu verwenden:

) =Y 3 Y b RE)Yin(0, ¢) (2.4)

k=% =0 m=-I

mit reellen Koeffizienten af . Bei den RF(r) handelt es sich um einen

vollsténdigen Satz von Losungen der Radialgleichung

(45 - ) eren =0

zum Beispiel

it k=—

mit [ > 0. Die Y}, (9, ) sind die Kugelflichenfunktionen,

rt k=+
R (r) := { fiir : (2.5)

Yim (0, ¢) ~ P (cos D)™, (2.6)

in die die zugeordneten Legendre-Polynome P/"(() eingehen. Weil wir uns
auf axialsymmetrische Systeme beschrinken wollen, miissen wir in der Mul-
tipolentwicklung nur p-unabhingige Summanden beriicksichtigen, a¥ =

fiir m # 0, und benétigen nur noch die gewoéhnlichen Legendre-Polynome
Pi(¢) = PY(¢). Wir benutzen im folgenden, der Axialsymmetrie angepafit,

Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) und definieren?

rt Py(cos ) k=+

O (p, 2) 1= fii . 2.7
l(p Z) { T_l_lpl(COS 19) ur k —_ ( )

In der Tat ist ® eine Funktion von p und z (und nicht von ¢), denn die
Umrechnung von Kugel- auf Zylinderkoordinaten ergibt r = /p? + 22 und

20bwohl wir prinzipiell Zylinderkoordinaten verwenden wollen, werden wir gegebenen-
falls zur Vereinfachung der Schreibweise Funktionen in Abh#ngigkeit von r und ¢ anstelle
von p und z angeben. Diese beiden Darstellungsweisen sind natiirlich dquivalent.
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cost) = z/v/p* + z2. Weil F(() ein Polynom vom Grad [ in ¢ ist und weil
dariiber hinaus P(¢) gerade/ungerade ist, wenn [ gerade/ungerade ist?, ist
®;"(p, z) sogar ein Polynom in p und z, und zwar ist es homogen vom (Total-)
Grad [. ®; (p, 2) ist komplizierter; es handelt sich um den Quotienten der
von p und z abhéngenden echt gebrochenrationalen Funktion (vgl. [BrSe85,
S. 171]) r'Pi(cosd)/r? und \/p? + 22. &/ ist im Koordinatenursprung re-
guldr, wohingegen ®,” dort divergiert.

Damit 148t sich das skalare Potential als
=3 > a'%(p,2) (2.8)
k=+ (=0

schreiben, wobei wir einfachheitshalber af = af, gesetzt haben. Fiir die
Hamilton-Funktion benotigen wir aber nicht das skalare, sondern das ent-
sprechende Vektorpotential A. Mit den Gln. (2.2) und (2.3) gilt:

B=VxA=-V& . (2.9)

Die Axialsymmetrie und die Lorentz-Eichung V-A = 0 beriicksichtigend,
setzen wir fiir A an:

A(r)=Ap,2)e, . (2.10)
Wir entwickeln A analog zu @,

r) = Z i_oj bj AL (p, 2 (2.11)

(wiederum mit Koeffizienten bf aus R), so daB Gl. (2.9) schon fiir jeden
Summanden der Entwicklung erfiillt ist:

V x (b Af(p,2)e,) = =V (af@f (p,2)) . (2.12)

Wie wir in Anhang B zeigen, wird diese Differentialgleichung nach geeigneter
Wabhl der Koeffizienten b geldst durch

rt Pl(cos) k=+,1>1
r~=1P}!(cos ) k=—,1>1
AF(p,2) = fiir : (2.13)
0 k=4.0=0
r~1 cotd k=—,1=0

Wir geben in Tabelle 2.1 die ersten Terme dieser Multipolentwicklung fiir
A(r) an. In Tabelle 2.2 fiihren wir die entsprechenden Magnetfelder

Bi(p,2) = V x (4f(p. 2)e,) (2.14)

auf. Das gesamte B-Feld kann dann geméf

3Dies folgt zum Beispiel aus der Formel von Rodriguez, vgl. [AbSt72].
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AF(p, 2) k=+ k=—
z
=0 0 S
p(p?+22)""?
p
=1 p S
(p* + %)
3pz
=2 3p2 S
(p* +22)""
3 3p (422 — p?
=3 6p22——p3 p(z—/;/g
2 2(p” +2)

Tabelle 2.1: A-Multipole fiir 0 < [ < 3. Der Faktor e, (vgl. Gl. (2.11)) ist

hier der Einfachheit halber weggelassen.

- _ ey tze:
[=0 0 o 22)3/2
l =1 2e 3pzep + (222 - p2) €,
‘ (pz —|—z2)5/2
l:2 3(_ e +228) 3(4pz2_p3)ep—|—3(223_3p2z)ez
PEp 2 (p2 " z2)7/2
3(—15p%z + 20p2*) e,
2 219/2
[=3 6 [—2pzep + (2z2 - pQ) ez] (% + 22)

3(3p* — 24p%2% + 82%) e,
e

Tabelle 2.2: B-Multipole fiir 0 <[ < 3. Diezu [ = 0,1, 2,3,... gehérenden
Terme der Multipolentwicklung werden als Monopol-, Dipol-, Quadrupol-,
Oktupol-, ... Term bezeichnet.
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z) = Z i_o: b B (p, 2 (2.15)

entwickelt werden.

Man kann an Gl. (2.13) eine wesentliche Eigenschaft des Vektorpoten-
tials im axialsymmetrischen Fall ablesen: Offensichtlich héngt die Winkel-
verteilung (die ,Charakteristik*) des Potentials Afe,, und damit auch des
entsprechenden B-Feldes, nur von [ und nicht von k ab. [ bestimmt die ,, Geo-
metrie® des Feldes, ob es also zum Beispiel vom Dipol-, Quadrupol- oder von
einem anderen Typ ist. Fiir jedes [ gibt es zwei Potentiale (gekennzeichnet
durch k£ = 4 bzw. k = —), die zwar die gleiche Winkelverteilung aufweisen,
sich aber in ihrer r-Abh#ngigkeit unterscheiden.

Man beachte hierbei, daf sich die algebraischen Eigenschaften von &
iibertragen: A" ist ein homogenes Polynom vom (Total-) Grad [ in den Va-
riablen p und z; A; ist der Quotient zweier homogener (p,z)-Polynome vom

Grad [ und 2/, dividiert durch v/p? + 22. Insbesondere divergiert auch A4; im
Koordinatenursprung, wihrend A;" dort regulér ist.

Mit der so gefundenen Multipolentwicklung fiir das magnetische Vektor-
potential konnen wir jetzt die Hamilton-Funktion fiir eine axialsymmetrische
magnetische Flasche aus Gl. (2.1) umschreiben in

H(p, @,Z;ppaptpapz) =
2
_ L e +P2e, 4 pe, —qA(p,2)e
om (\'" " p ¥ ’

2
1
= —<p+ ( qZZbkA'“ (p, 2 ) +p2p . (2.16)

2m k=+ 1=0

Als eine direkte Folge der Zylindersymmetrie ist ¢ zyklisch in H; deswegen
ist p, ein Integral der Bewegung:

Pp=——=0 . (2.17)

Man kann deshalb eine magnetische Flasche als ein parameterabhéngiges
(ndmlich p,-abhéngiges) dynamisches System mit zwei Freiheitsgraden der
Bewegung ansehen:

H =H(p,2,0p,02Pp) - (2.18)

Nachdem man eine Losung fiir dieses von sechs auf vier Phasenraumdimen-
sionen reduzierte System gefunden hat — wegen der Reduktion der Dimen-
sionalitit findet man eine Losung in der Regel erheblich einfacher — 148t sich
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©(t) vergleichsweise problemlos durch Integration berechnen: Die Hamilton-
sche Gleichung fiir ¢ lautet

. OH 1
o= ——(%—ﬂzw) , 219

~dp, m Py

so dafl man mit den nun bekannten p(¢) und z(¢) erhilt:

m

o) = plt) + - [ (# ~ i A ), z(t’))) at . (220

Man beachte, dafl der generalisierte Impuls p, hier nicht die z-Kompo-
nente L, = mp?¢ des Drehimpulses ist. Vielmehr gilt:

Pp = mp*p + qpA(p, z) . (2.21)

Aus diesem Grunde ist nicht etwa die axiale Drehimpulskomponente eine
Erhaltungsgrofie, sondern dieser relativ unanschauliche, zusétzlich vom Vek-
torpotential abhdngende Ausdruck. Wenn man sich auf die im Ursprung di-

vergenten Magnetfelder mit £ = — und [ > 1 beschrinkt, fiir die
_ |sin 9P, (cos )| _ konst.
pAT (p, 2)| = lrl =L (2.22)

gilt, ist die Drehimpulskomponente L, im Grenzwert grofler Abstdnde vom
Ursprung ndherungsweise eine Konstante der Bewegung:

lim L, = lim (pp — qpA(p, 2)) = p, = konst. . (2.23)
Dies ist recht anschaulich, weil das B-Feld im Unendlichen verschwindet und
das Teilchen somit kriftefrei wird. Analog hierzu ist L, im Fall £ = + fiir
kleine r niherungsweise konstant, weil pA;"(p, z) = O(r'*1).

Fiir unsere Uberlegungen in Bezug auf die Normalformentheorie ist die
folgende Beobachtung wesentlich: Die Gustavsonsche und auch die DFS-
Normalformentheorie konnen zunéchst nur auf solche magnetische Flaschen
angewandt werden, fiir die erstens p, = 0 gilt, und bei denen zweitens kei-
ne im Ursprung divergierenden Anteile des Vektorpotentials beitragen. (Das
heiit, es muf} gelten: b =0 V [ > 0). Nur wenn diese beiden Bedingungen
erfiillt sind, liegt die Hamilton-Funktion (2.16) als Potenzreihe in p, z, p,
und p, vor, und nur in diesem Fall kénnen wir H auf Gustavsonsche oder
Dragt-Finn-Stegemertensche Normalform transformieren.

Wir werden allerdings in Abschnitt 2.4 sehen, wie man sich selbst in den
schwierigeren Fillen behelfen kann, in denen die Normalformentheorie nicht
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direkt anwendbar ist, weil mindestens eine der beiden genannten Bedingun-
gen nicht erfiillt ist. Das dortige Ergebnis vorwegnehmend, stellen wir aber
schon an dieser Stelle fest, da} ein solches Hindernis in der Regel nur mit
einigem Aufwand zu umgehen ist. Der Losungsansatz in diesen Féllen wird
sein, dafl man die Hamilton-Funktion in eine Potenzreihe entwickelt und die
Entwicklung nach endlich vielen Gliedern abbricht. Damit diese Ndiherung
der Hamilton-Funktion sinnvoll ist, mufl man gegebenenfalls vorher auf ge-
eignete kanonische Variablen transformieren, deren Betrige im Verlauf der
zu untersuchenden Orbits nicht zu grofl werden.

2.2 Die magnetische Flasche nach Brown
und Gabrielse

Brown und Gabrielse betrachten in [BrGa86] eine Anordnung zur Spei-
cherung von Ionen, die im wesentlichen aus einem homogenen Magnetfeld
Bye, besteht, dem ein ,Flaschen-Term® in Gestalt eines inhomogenen B-
Feldanteils iiberlagert wird:

1
Bgyc(p, 2) :== Boe, + By [—pze,, + <z2 - —p2> ez] : (2.24)

2
Brown und Gabrielse befassen sich nur mit dem (einfacheren) Fall, in dem By
und B, das gleiche Vorzeichen haben, in dem also der inhomogene Feldanteil
nahe der z-Achse den homogenen verstérkt. Im Gegensatz dazu behandeln
wir hier gleichzeitig beide moglichen Fille, ByBy 2 0, soweit es um die Her-
leitung und Vereinfachung der Hamilton-Funktion geht.

Weil die Anordnung offensichtlich axiale Symmetrie aufweist (und zusétz-
lich evakuiert sein soll), muf} sich dieses Magnetfeld in die Multipolentwick-
lung des vorangegangenen Abschnitts einordnen lassen. In der Tat findet man
mit Hilfe von Tabelle 2.2 sofort, da} man

1
by = =B
1 520
by = ! B
3.7 1972 (2.25)
by = 0 fir [=2 und [ >4
by = 0 fiir [>0

zu wihlen hat, um Bpg geméfl den Gln. (2.11) und (2.14) zu entwickeln.

Der inhomogene Feldanteil ist demnach ein Oktupolterm, so dafl es ver-
stdndlich wird, warum Brown und Gabrielse gerade dieses B-Feld (2.24)
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betrachten: Sowohl der homogene als auch der Oktupol-Feldanteil sind expe-
rimentell einfach zu realisieren.

Es ist niitzlich, sich eine anschauliche Vorstellung von der Dynamik eines
geladenen Teilchens in diesem Magnetfeld zu verschaffen. Hierfiir berechnen
wir zunéichst die funktionale Gestalt z(p) der Bpg-Feldlinien in der (p, 2)-
Ebene. Wir folgern aus der allgemeinen Feldliniengleichung

d
£’r(s) = B (r(s)) (2.26)

(mit einem Parameter s) fiir das Brown-Gabrielse-Magnetfeld Bpg =
Bga,pe, + Bga,ze. die Differentialgleichung

dzpa - BBG,Z(p; ZBG) o By + Bs (Z]23G - %pZ)

dp B BBG,p(P, ZBG) B —Bsypzpa
Die allgemeine Losung dieser Gleichung erhilt man als
B 2 C
za(p) ::I:\/—B?Z—l-pz—l-? mit C = konst., p#0 . (2.27)

Hierbei ist zpg(p) nur fiir solche p definiert, fiir die der Radikand in GL.
(2.27) nicht negativ ist. Diese Bpg-Feldlinien sind fiir By = By = 1 und
By = —B; = 1 in den Abbildungen 2.1 und 2.2 dargestellt*. Wiére das
Magnetfeld homogen, dann fiihrte das Teilchen aufgrund der Lorentz-Kraft
eine Spiralbewegung mit der Zyklotronfrequenz ¢B/m um eine Feldlinie her-
um aus. Natiirlich ist das Brown-Gabrielse-Magnetfeld (2.24) nicht homo-
gen, aber qualitativ folgt das Teilchen trotzdem spiralend einer Feldlinie,
solange das Feld nicht ,zu inhomogen® wird, also zum Beispiel, solange das
Teilchen nicht zu weit vom Koordinatenursprung entfernt ist. Wie man aus
den Abbildungen entnehmen kann, gelangt das Teilchen aber irgendwann
in einen Raumbereich, in dem sich die Feldlinien einander ndhern und das
Magnetfeld immer stirker wird, so dafl das Teilchen zuriickgeworfen wird
und der Feldlinie in umgekehrter Richtung folgt. Diese anschaulichen Uber-
legungen bediirfen natiirlich einer genaueren Begriindung; wir werden diese
Begriindung in Kapitel 3 geben.

Wir nutzen jetzt Gl (2.16) aus, um die dem Magnetfeld Bpg entspre-
chende Hamilton-Funktion anzugeben; dabei wéahlen wir zusétzlich

po=0 . (2.28)

im Einklang mit unserer Forderung nach einer Hamilton-Funktion, die ,,ein-
fach® genug ist, um mit dem Normalformen-Formalismus behandelt werden

YFiir |By| # 1 oder |Bz| # 1 ergeben sich #hnliche Bilder, die in Abhéingigkeit davon,
ob By und B, gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben, entweder der Abbildung
2.1 oder der Abbildung 2.2 entsprechen.
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Abbildung 2.1: Feldliniendiagramm fiir das Magnetfeld Bgg der Brown-
Gabrielse-Magnetflasche mit By = By = 1. Wegen der axialen Symmetrie
ergibt sich das vollstdndige dreidimensionale Bild durch Rotation der Feldlin-
ien um die z-Achse.
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Abbildung 2.2: Feldliniendiagramm fiir das Magnetfeld Bgg der Brown-
Gabrielse-Magnetflasche mit By = —By = 1. Wegen der axialen Symme-
trie ergibt sich das vollstdndige dreidimensionale Bild durch Rotation der
Feldlinien um die z-Achse.
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zu konnen (vgl. Seite 47f). Denn wire der Azimutalimpuls von null ver-
schieden, so erhielten wir einen zu 1/p? proportionalen Summanden in der
Hamilton-Funktion, und H l4ge nicht in Gestalt einer Potenzreihe vor — die
Normalformentheorie wére nicht direkt anwendbar.

Unter Beriicksichtigung von GI. (2.28) und von Gl. (2.25) fiir die Ko-

effizienten der Multipolentwicklung erhalten wir die Hamilton-Funktion der
Brown-Gabrielse-Magnetflasche als

HBG(ﬂ; Zappapz) =

1 9 , ¢*BZ , q2B0B2<22 1 4>
= — - - 2.29
2m{pp+pz+ AR Sl U T (2.29)
2 2
QBQ<24_142 16)
+ 1 pz 2pz +16p

Wir wihlen als Masseneinheit die Teilchenmasse m und als Ladungsein-
heit seine Ladung ¢. Das heifit, wir setzen formal m = 1 und ¢ = 1.
Dariiber hinaus skalieren wir die Léngen und die Zeit so, dafl Hgg moglichst
einfach wird. Dabei miissen wir zwei Fille unterscheiden, je nachdem, ob der
Oktupolanteil des B-Feldes das Dipol-B-Feld verstiarkt oder abschwicht, ob
also By und B gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben. Wir messen
den Ort in Einheiten von

Bo ByB, > 0
2B, 052 >
, falls
_ B ByB, < 0
2B,

2

und die Zeit in Einheiten von —, das heifit, wir setzen (jeweils im Fall
By

BOBQ Z 0)

By
= 4 JE—)
P 2B,
By
= /="~ 2.30
2 = 4 B (2.30)
2
t = —t
By

Zur Vereinfachung der Schreibweise ersetzen wir im folgenden die gestri-
chenen wieder durch ungestrichene Gréfien. Damit ergibt sich die Hamilton-
Funktion als
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1
HBG(pazappapz) = { (pp+p ) + pz + 2P 'Z
1 1 1 1
R —42i—6} 2.31
8/) P ETF el E e ) (2.31)

falls BOB2 < 0

Abschlieflend skalieren wir noch die Energie gemif

B;

Hpg = +—
BG B,

H]I3G ; falls B[)BQ 2 0 (232)

(Dabei éndert die Energie durch die Skalierung ihr Vorzeichen nicht!), lassen
die Strichmarkierung wieder weg und verbleiben schliefllich mit

1

1. 1
HBG(pa Z;ppapz) 5 (p?, + p2) + 5})3 + 5/)222
Lol 1 1
Cpt et —pt - — — 9.33
Fgl' T3 —gh e tgg? o (233)

falls BOB2 2 0

Der quadratische Anteil dieser Hamilton-Funktion zeigt, da} man das
Brown-Gabrielse-System in erster Niherung durch eine harmonische Oszilla-
tion in p-Richtung und eine freie Bewegung in z-Richtung beschreiben kann.
Die Kopplungsterme, die hier von vierter und sechster Ordnung sind, fiihren
dann aber zu der oben angedeuteten gebundenen Bewegung (falls p von null
verschieden ist).

Im Hinblick auf die Normalformentheorie ist es wichtig zu bemerken, daf
dieses System nicht mit dem Gustavsonschen Formalismus behandelt wer-
den kann, denn dort geht man ja davon aus, dafl das betrachtete System
in niedrigster Ordnung durch (in diesem Fall zwei) harmonische Oszillato-
ren beschrieben wird. Hier deutet sich schon die Bedeutung der Dragt-Finn-
Stegemertenschen Theorie an, die fiir alle in Form einer Potenzreihe vorlie-
genden Hamilton-Funktionen anwendbar ist.

2.3 Die ,,Mirror Machine* nach Dragt und
Finn

In den beiden vorangegangenen Abschnitten haben wir gesehen, wie man
sich auf systematische Weise ein Magnetfeld verschaffen kann, in dem der
dauerhafte Einschluf} eines geladenen Teilchens moglich ist. Ein mogliches
Resultat war die oben diskutierte Magnetflasche nach Brown-Gabrielse.
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Welche Eigenschaften des oben diskutierten Feldes Bpg sind nun wesent-
lich fiir den Einschlufl des Teilchens? Dies ist eine sinnvolle und wichtige
Frage, solange man nicht ein konkretes System beschreiben, sondern ganz
allgemein magnetische Flaschen und deren charakteristische Eigenschaften
diskutieren will. Wir suchen also ein Magnetfeld, das ebenso wie Bgg zu ei-
ner gebundenen Bewegung des Teilchens fiihrt, dabei aber ,einfacher® ist.
Dies ist insbesondere fiir die sich anschliefende Berechnung der entspre-
chenden Normalform von Bedeutung, denn der Vergleich einiger Normal-
formtransformationen in Kapitel 5 wird zeigen, dal die Normalform einer
Hamilton-Funktion und ihr Quasiintegral um so einfacher sind, je einfacher
die Hamilton-Funktion selbst ist. (In diesem Zusammenhang nennen wir eine
Hamilton-Funktion einfach, wenn sie aus nur wenigen Summanden besteht.)

Aus Abbildung 2.1 kann man entnehmen, dafl die einfachste Bewegung
im Magnetfeld Bgg (im Falle ByBy > 0) in der N#he einer Feldlinie nahe der
z-Achse stattfindet: Die Feldlinien verlaufen dort fast parallel zur z-Achse,
mit lediglich einer leichten Woélbung in positiver p-Richtung. Mittels ,trial
and error” findet man [DrFi79], dafi das Magnetfeld Bpg, welches man aus
(2.24) durch Fortlassen des Termes —31 Byp?e, erhiilt,

Bpr(p, 2) '= Boe, + By |—pze, + zZez] : (2.34)

genau diese Feldlinienstruktur aufweist; bei Bpr gibt es keine Feldlinien, die
fiir groBe |z| nicht gegen die z-Achse konvergieren. Dies 148t sich auch aus
der Gleichung ablesen, der die Bpg-Feldlinien geniigen:

By, C
2pr(p) = £ —gz + 2 (C = konst., p#0) . (2.35)

(Die Herleitung dieser Formel fiir zpp(p) erfolgt analog zur Berechnung von
zpa(p) in Abschnitt 2.2.) Man vergleiche hierzu die Abbildung 2.3, die das
Dragt-Finnsche Magnetfeld zeigt, mit Abbildung 2.1. Dragt und Finn spre-
chen von diesem System als einer ,,Mirror Machine®. Dieser Name beschreibt
anschaulich die Bewegung eines Teilchens. Es lauft, einer Feldlinie folgend,
nach oben, wird irgendwann durch die konvergierenden Feldlinien ,gespie-
gelt“, lauft zuriick nach unten, erleidet dort das gleiche Schicksal, und so
fort. Die Bewegung ist wie im Falle des Brown-Gabrielse-Systems die Uber-
lagerung einer Translation entlang einer Feldlinie und der Rotation um diese
Feldlinie herum.

Der offensichtliche Vorteil, ein — zumindest formelméfig — einfacheres
Magnetfeld zu erhalten, wird hier durch den Nachteil erkauft, daf} sich Bpg
nicht in die in Abschnitt 2.1 diskutierte Multipolentwicklung einpafit. Denn
laut Tabelle 2.2 ist By der einzig mogliche Grad-zwei-Anteil eines B-Feldes,
das dieser Entwicklung geniigt. Der Anteil von Bpp vom Grad zwei ist aber
per Konstruktion von Bj verschieden.
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Abbildung 2.3:  Feldliniendiagramm fiir das Magnetfeld Bpr der Dragt-
Finn-Magnetflasche mit By = By = 1. Wegen der axialen Symmetrie ergibt
sich das vollstdndige dreidimensionale Bild durch Rotation der Feldlinien um
die z-Achse.
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Ist Bpr demnach unphysikalisch und damit fiir uns irrelevant? Nein, denn
zunéichst einmal besagt die Diskrepanz zwischen Gl. (2.34) und Tabelle 2.2
lediglich, daf} die in Abschnitt 2.1 gemachten Annahmen hier nicht zutref-
fen. So ldBt sich zum Beispiel das Postulat der Stromfreiheit nicht mehr
aufrechterhalten (wenn man weiterhin nur stationére Felder zulassen will),
weil fiir das Dragt-Finn-Magnetfeld aus der inhomogenen Maxwell-Gleichung
V x B = pgyg folgt:

i) = ~2pe, 20 . (2.36)
Ho

Man kann sich Bpp als durch diese axialsymmetrische Stromdichte 3 erzeugt
denken. Auch die homogene Maxwell-Gleichung V-B = 0 wird durch Bpp
erfiillt. Allerdings verschwindet die Rotation des Magnetfeldes nicht mehr,
deshalb hat es kein skalares magnetisches Potential, und die Betrachtungen
aus Abschnitt 2.1 sind nicht anwendbar.

Wir wollen jetzt die Hamilton-Funktion der Dragt-Finn-Magnetflasche
herleiten und benotigen dafiir ein Vektorpotential App zu Bpp. Um

BDF(P, Z) =V x ADF(’I”) (237)
zu losen, setzen wir wieder an:
Apr(r) = Apr(p, 2)e, (2.38)
und erhalten:
= B
9. 2P%
1 0A
“Apr 4+ 25 = By + By2?
p dp

Aus der ersten dieser Gleichungen folgern wir

Apr(p, 2) = % (02 + £(p))

(mit einer nur von p abhiingenden Funktion f(p)) und erhalten durch Kom-
bination mit der zweiten Gleichung

1 2B,
!
+=f(p) ==
flo)+-10) =5
Die allgemeine Losung fiir f ist
C By
= — 4+ —p mit C = konst.
f(p) St B,

Wir wihlen mit C' = 0 die einfachste Losung und erhalten schlieflich fiir das
gesuchte Vektorpotential

B B
Apr(p,2) = (%p—i— 72/)2’2) e, . (2.39)
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Der Vergleich mit dem Term AZ der Multipolentwicklung zeigt, dafl hier das
Weglassen des Summanden —%BQ p*e, beim Magnetfeld dem Vernachlissigen
des Vektorpotential-Termes —%ng‘g entspricht.

Wenn wir Gl. (2.39) in die allgemeine Formel (2.16) fiir axialsymmetrische
Magnetflaschen einsetzen und wie bei der Brown-Gabrielse-Flasche p, = 0
annehmen, ergibt sich fiir die Hamilton-Funktion der Dragt-Finn-Flasche:

By o ’BoB2 5,  ¢°Bj 5 4
g Pt Tt
(2.40)
Wir setzen wieder m = ¢ = 1 und skalieren wie in den Gln. (2.30) und (2.32),
wobei wir uns aber auf den Fall ByB, > 0 beschrinken®, und erhalten

1
HDF(pazappapz) = % {pz +pz +

1 1, 1 1
Hor(p, 2,5, p:) = 5 (2+0%) + §p§ + §p2z2 + §p2z4 : (2.41)

Auch diese Hamilton-Funktion kann offensichtlich nicht mit den Mitteln
Gustavsonschen Normalformentheorie behandelt werden.

2.4 Das Stormer-Problem

Als drittes Beispiel fiir die Systemklasse der magnetischen Flaschen betrach-
ten wir das Stermer-Problem, die Bewegung eines geladenen Teilchens in ei-
nem (im Ursprung divergenten) magnetischen Dipolfeld. Das prominenteste
Magnetfeld dieser Art ist das Erdmagnetfeld, das oberhalb der Erdoberflache
in guter Ndherung ein reines Dipolfeld ist. Seit Beginn des Jahrhunderts un-
tersucht man, wie sich die Tonen des Sonnenwindes in diesem Magnetfeld be-
wegen und dabei zum Beispiel das Polarlicht erzeugen®. Besonders mit dem
Aufkommen der Raumfahrt gewann dieses Problem an Bedeutung, als man
feststellte, dafl die Erde von zwei Strahlungsgiirteln, den Van-Allen-Giirteln,
umgeben ist, in denen viele Protonen und Elektronen ,eingefangen“ sind.
Und auch heute noch findet dieser Aspekt des Stgrmer-Problems Beachtung.
So wurde zum Beispiel kiirzlich ein dritter Van-Allen-artiger Strahlungsgiirtel
der Erde entdeckt [Je92].

>Die Beschriankung auf den Fall ByBy > 0 erscheint sinnvoll, wenn man die physikali-
sche Motivation bei der Einfiihrung des Dragt-Finn-Magnetfeldes bedenkt.

6Eine Bilanz nach 50 Jahren Forschungsarbeit findet sich in einem Buch von Stgrmer
[St55], der das Problem als erster mathematisch formulierte.
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2.4.1 Bestimmung der Hamilton-Funktion

Fiir die Beschreibung des zu dem Dipolmoment M = Me, gehorenden Di-

polmagnetfeldes
po (3(r-M)r M
By(r)=2 (2220 2 2.42
S(T) 47T < ,',.5 7'3 ( )

haben wir im Rahmen der Multipolentwicklung von Abschnitt 2.1 offensicht-
lich zu wéhlen:

by = 0 fiir >0
M

ro= K (2.43)
4

by = 0 fiir [#1 |

wie man aus Tabelle 2.2 entnehmen kann.

Eine Formel rg(¥) fiir die Feldlinien des Stgrmer-Magnetfeldes Bg berech-
net man am einfachsten in Kugelkoordinaten. Wir schreiben das Magnetfeld
als Bs,e, + Bsyey und schliefien aus Gl. (2.26)

dTS . BS,T‘(TS) 79)

—_— = =2 t
d’l9 Bs’ﬁ(’l“s, 19) '8 €O

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung erhalten wir als
rs(9) = (g2 + 1) sin* 9 mit ¢2 = konst. (2.44)

Der Grund fiir die ungewdhnliche Schreibweise des konstanten Vorfaktors als
¢> + 1 wird im Zusammenhang mit den in Abschnitt 2.4.3 einzufiihrenden
Dipolarkoordinaten klar werden. In Abbildung 2.4 sind die wohlbekannten
Stgrmer-Magnetfeldlinien der Gl. (2.44) dargestellt.

Mit dem zu Bg gehorenden Vektorpotential

oM p
Asip.) =M L (2.45)

erhélt man aus Gl. (2.16) die entsprechende Stgrmer-Hamilton-Funktion als

1 Py quoM p\’
Hs(p,z,pp,pz):%{p%(f— 4°7T p +p2s . (2.46)

Durch eine geeignete Skalierung vereinfachen wir diese Hamilton-
Funktion, wobei wir einen etwas anderen Weg als in [Se90] beschreiten.
Dort wurden die Ortsraumkoordinaten mit der sogenannten Stgrmer-Einheit
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Abbildung 2.4: Feldliniendiagramm fiir das Magnetfeld Bg des
Stermer-Problems. Diese Feldlinien sind gleichzeitig go-Koordinatenlinien der
Dipolarkoordinaten (¢, ¢s); dementsprechend wurden die Linien mit ihrem
qo-Wert, gekennzeichnet. Der ,Thalweg® ist diejenige Koordinatenlinie, fiir
die g2 = 0 gilt. (Weitere Erlduterungen zu den Dipolarkoordinaten folgen
unten.)
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ol (it v = |7|) skaliert, was letztlich auf eine Hamilton-Funktion fiihrt,
die die Bewegung bei der konstanten Energie 1/2 beschreibt. p, verbleibt als
ein frei wihlbarer Parameter des Systems. Hingegen ziehen wir hier — im
Einklang mit [DrFi79] und analog zu den anderen oben betrachteten Modell-
systemen — eine Skalierung vor, die auf eine Hamilton-Funktion fiihrt, die
nicht mehr parameterabhéngig ist und statt dessen einem System mit einer
nicht-konstanten, frei wiahlbaren Energie entspricht. Dazu skalieren wir wie
in [CoV175] Léngen mit
_ quoM

= 2.47
To 47Tp(p ) ( )

das heif}t, wir fithren gestrichene Grofien ein, indem wir

/

p = Top

z = 712

(2.48)

setzen und auflerdem )
mr
t = —4

54 (2.49)

Py

Hy = — Hyg

benutzen, so dafl wir schliellich zu der folgenden skalierten Hamilton-

Funktion fiir das Stgrmer-Problem gelangen (die Strichmarkierungen werden
wieder der Einfachheit halber weggelassen):

2
1 11
Hs(p,2,pp:02) = 5 (r2+p2) + 3 (5 - r—i) : (2.50)

Man kann diese Funktion auffassen als die Hamilton-Funktion eines
Teilchens mit zwei Freiheitsgraden der Bewegung, das sich im , Stgrmer-

Potential“

Vi(p, 2) 1= = (1 - ﬁ>2 (2.51)

2\p 13
bewegt.

2.4.2 Diskussion des Stormer-Potentials

Im Hinblick auf die Dynamik eines Teilchens, das durch Hg beschrieben wird,
diskutieren wir kurz das zugehorige Potential Vs.

Wir bestimmen zunéchst die Nullstellen (gekennzeichnet durch den In-
dex x) von Vs. Diese sind durch

3 2
T‘N_pN_0 )
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also durch
rx(9) = sin?(¥) (fir 9 #0,7) (2.52)

gegeben. Weil Vs fiir alle p und z nichtnegativ ist, beschreibt ry(J) gerade
die Punkte im Konfigurationsraum mit minimalem Potential. Der Vergleich
mit Gl. (2.44) zeigt, dafl alle diese Potentialminima auf der gleichen Feld-
linie des Magnetfeldes Bg liegen; diese spezielle Feldlinie ist durch ¢ = 0
charakterisiert. Abbildung 2.5 stellt Vg5 dreidimensional dar und gibt ei-
ne anschauliche Vorstellung von der Lage der Kurve minimalen Potentials.
Es handelt sich um eine vom Koordinatenursprung ausgehende Schleife, wo-
bei aber der Ursprung selbst kein Potentialminimum ist. Die Darstellung
von Vs als ,,Potentialgebirge® iiber der (p, z)-Ebene motiviert die Bezeich-
nung von 7x () als ,, Thalweg“’. Eine elementare Rechnung ergibt, daf der
einzige weitere kritische Punkt von Vs ein Sattelpunkt ist, der bei

(pSattela ZSattel) — (21 0)

liegt. Das Potential hat an dieser Stelle den Wert V' (psastel, Zsattel) = 3%

Weil die Gesamtenergie eines Teilchens, als Summe von kinetischer und
potentieller Energie, nicht kleiner als das Potential an irgendeiner Stelle des
dynamisch erlaubten Raumbereiches sein kann, ist die Bewegung gebunden,
wenn die Gesamtenergie nicht grofler als 3% ist und die Anfangsbedingungen
in der (p, z)-Ebene nahe genug am , Thalweg“ liegen. In diesem Fall sind
die Teilchenbahnen offensichtlich auf einen Raumbereich um den ,, Thalweg*
herum eingeschrinkt.

2.4.3 Transformation auf Dipolarkoordinaten

Durch die Skalierung haben wir die Hamilton-Funktion vereinfacht, indem
wir ,unwesentliche“ Zahlenfaktoren eliminiert haben. Leider ist aber auch
die so erhaltene vereinfachte Hamilton-Funktion noch zu kompliziert, als dafl
wir sie direkt mit dem Normalformen-Formalismus analysieren kénnten, denn
offensichtlich liegt Hg nicht als Potenzreihe vor. Eine wesentliche Vorausset-
zung der Transformation auf Normalform ist damit nicht erfiillt.

Zur Losung dieses Problems erinnern wir uns daran, dafl wir ohnehin keine
exakte Formel fiir die Normalform oder fiir ein drittes (formales) Integral®
des Stgrmer-Problems angeben wollen. Vielmehr wollen wir diese Gréfien

"Diese Begriffsbildung vollzog sich vor fast 100 Jahren, und so hat sich in der englisch-
sprachigen Literatur die altertiimliche deutsche Schreibweise ,, Thalweg“ eingebiirgert, die
bis heute verwendet wird.

8Die ,ersten” beiden Integrale der Bewegung fiir das Stgrmer-Problem sind die Energie
und p,.
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Abbildung 2.5: (a) Das Potential Vs(p, z) des Stgrmer-Problems, aufgetra-
gen iiber der (p, z)-Ebene. (b) Hohenliniendiagramm des Stgrmer-Potentials

Vs(p, 2).
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Abbildung 2.6: Gebundene Bewegung eines Teilchens mit der Energie
E = 0.0025 im Stgrmer-Magnetfeld, dargestellt in Zylinderkoordinaten (p, 2).
Anfangsbedingungen: p = 1.07, 2 = 0, p, = 0, p, = 0.035522. Die fettge-
druckte Linie soll hier den ,, Thalweg“ andeuten.

néaherungsweise berechnen, und zwar in der Form von Potenzreihenentwick-
lungen, die nach endlich vielen Summanden abgebrochen werden. Es liegt
also nahe, in einem ersten Schritt auch die Hamilton-Funktion des Stgrmer-
Problems in eine Potenzreihe zu entwickeln und genauso viele Terme dieser
Entwicklung zu beriicksichtigen, wie wir fiir die gewiinschte Genauigkeit des
Quasiintegrals benotigen. Wenn wir zum Beispiel das Quasiintegral bis zur
Ordnung k bestimmen wollen, miissen wir zunéichst Hg bis zur Ordnung k
entwickeln.

Es stellt sich nun vor allem die Frage, welcher Koordinaten man sich fiir
die Hamilton-Funktion bedienen soll, damit man die Reihenentwicklungen
ab einer gewissen Ordnung abbrechen kann, ohne einen zu groflen Fehler
zu erhalten. So sind zum Beispiel die Zylinderkoordinaten (p, z) ungeeignet,
denn das Teilchen wird, anndhernd einer Feldlinie folgend, relativ stark so-
wohl in p- als auch in z-Richtung oszillieren; dies wird in Abbildung 2.6 fiir
einen typischen Orbit veranschaulicht. Statt dessen suchen wir Koordinaten
(¢1, g2), die der Teilchenbewegung besser angepaft sind und sich mit kleine-
rer Amplitude dndern. Wir haben schon frither gesehen, daf§ die Bewegung
des Teilchens durch eine Translation ldngs einer Feldlinie, iiberlagert mit
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der Rotation um diese Feldlinie herum, beschrieben werden kann. Deshalb
verwenden wir die von Dragt eingefiihrten orthogonalen Dipolarkoordinaten
(vgl. [Dr65, DrFi79)),

z cosV

U ™ (2.53a)
r3 r

nrl= o= gEy (2.53b)

die diesem Bewegungstypus Rechnung tragen, denn Gl. (2.53b) stimmt mit
Gl. (2.44) iiberein: Die go-Koordinatenlinien, also die Linien mit konstan-
tem ¢o, sind die Dipol-Feldlinien. ¢; beschreibt die Translation entlang den
Feldlinien, wihrend g5 fiir die Bewegung senkrecht zu ihnen steht.

Die Transformation auf Dipolarkoordinaten fiihrt dazu, dafl die Dynamik
in zwei in erster Ndherung voneinander unabhingige Oszillationen zerlegt
wird; die Oszillation in go-Richtung (um die Feldlinie herum) ist schneller
als diejenige in ¢;-Richtung (entlang der Feldlinie). Dabei ist entscheidend,
daf} diese neuen Koordinaten um die Null herum oszillieren — um dies zu
erreichen, steht in Gl. (2.53b) auf der linken Seite ¢o + 1, im Gegensatz zu
Dragts urspriinglicher Definition ¢o = r®/p?. Wichtig ist auch, dal ¢; und
¢ mit nicht zu grofler Amplitude oszillieren — wie zu fordern ist, wenn
eine Reihenentwicklung der Hamilton-Funktion sinnvoll sein soll. Abbildung
2.7, die den gleichen Orbit wie Abbildung 2.6 in Dipolarkoordinaten zeigt,
veranschaulicht diesen Sachverhalt.

Bei der Transformation von Zylinder- auf Dipolarkoordinaten in Gl. (2.53)
handelt es sich nur um eine Punkttransformation im Konfigurationsraum.
Fiir die vollstindige Angabe der entsprechenden kanonischen Transforma-
tion fehlen noch Transformationsformeln fiir die zu ¢; und ¢» kanonisch-
konjugierten Impulse p; und ps. Wir benétigen diese Transformationsformeln,
um die Stgrmersche Hamilton-Funktion in Dipolarkoordinaten formulieren zu
konnen. Zur Berechnung dieser Formeln suchen wir zunéchst eine erzeugende
Funktion vom F5-Typ fiir die kanonische Transformation:

Fy = FQ(pa Zap17p2)
Dabei muf fiir F;, gelten (vgl. zum Beispiel [No90a):
OF,

by = ap (2.54&)
oF,
, = —= 2.54b
p o (2.54b)
oF, cos U
= £ = 2.54
qi o, 2 ( 5 C)
F:
o= Ty (2.54d)

2
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Abbildung 2.7: Der gleiche Orbit wie in Abbildung 2.6, hier dargestellt in
Dipolarkoordinaten. Die fettgedruckte Linie ist wieder der ,, Thalweg®.

Wir setzen fiir F so einfach wie moglich an (und verstehen r und ¥ bzw. p
und z im folgenden als Funktionen von ¢; und ¢3),

Fy(p,z,p1i,m2) = qi(p,2) pir + @2(p, 2) p2

cos v r
= —1 2.
( r2 ) Pt <sin2 9 ) b2 (2:55)

wodurch die Gln. (2.54¢) und (2.54d) automatisch erfiillt sind. Die Auswer-
tung der Gln. (2.54a) und (2.54b) ergibt dann

B 800s19i_2cos19ﬁ n ﬁ 12 dsin v
Pe = dp p? r3  dp b dpsin®y  sin®d Op b2

3cos 3 2
= |- _ 2.56
( (QQ+1)3sin519>p1+<sim9 sin319>p2 (2.36)
und
. Bcosﬁi_Zcosﬁ@ N g 1 B 2r Osind
bz = 0z r? r3 0z b Ozsin’d  sin®® 0z b2

. 3 B 2 n 3 cosv (2.57)
g+ 1)3sin*9 (g +1)3sin® b sin?y )2\
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Durch Umstellen dieser beiden Gleichungen nach p; und ps kénnte man ex-
plizite Formeln fiir die zu den Dipolarkoordinaten gehorenden kanonischen
Impulse angeben. Das ist in unserem Fall aber gar nicht nétig, weil wir ledig-
lich die Hamilton-Funktion auf die neuen Phasenraumvariablen umschreiben
wollen. Die alten Impulse p, und p, treten in der alten Hamilton-Funktion
nur als Summe ihrer Quadrate auf, so daf§ wir auch nur diese Summe als
Funktion von ¢y, g2, p; und po bendtigen:

P+ =

_ 3 cos v ? N 3 B 2 2 9
) (g +1)3sin® 0 (2 - 1Psin' 9 (go+ 1)3sindw) [
>2 n 3cosd)’ 9

s1n19 sin® ) sin? ¢ P2

3cos
sm19 sin 19 q2+1 sin® ¢

49 3 cos?) 3 2
sin?0 ) \ (g +1)3sin* 9 (go + 1)3sin® 9 b2

1+3cos?d , 143cos?d ,

= . 2.58
(q2 4 1)6 Sin12 9 Py + Y2 ( )

sin®
Fiir das Potential Vg erhalten wir in Dipolarkoordinaten:

Vs(ar, ) = Vs(p(q1, ), (a1, ¢2))

1 1 1 ?
2\ (e +Dsin®Y (go + 1)%sin® ¥

2
43

= ) 2.59

2(qa + 1)*sin® ¥ (2:59)

Damit haben wir das Resultat, daf§ sich die Stgrmersche Hamilton-
Funktion (2.46) nach der durch F), erzeugten kanonischen Transformation
auf Dipolarkoordinaten als

ﬁS(Qlaq%plap?) = Hs(p(QI7q27plap2)7Z(q17QZaplap2)7
Po(a1, @, 01, 92), P (01, G2, D1, 12) )

% {(%)2 + (2—2)2} + ‘7S(Q1, q2) (2.60)



2.4. Das Stgrmer-Problem 67

schreiben 148t mit
(g2 + 1)6 sin'? ¢

e N N
coS
<in® (2.61)
h? = ———
2 1+ 3cos?d

In den Gln. (2.59-2.61) stellt ¥ nur eine abkiirzende Schreibweise fiir ¥(q1, ¢2)
dar, wobei der Zusammenhang zwischen ¢, ¢o und ¥ durch GI. (2.53) gegeben
ist.

Nachdem wir die Hamilton-Funktion Hs in Dipolarkoordinaten formuliert
haben, konnen wir sie jetzt nach den — als klein angesehenen — ¢y, g2, p1
und psy entwickeln. Zuerst zeigen wir aber noch, dafl eine solche Entwicklung
in der Tat sinnvoll ist, weil man durch die Wahl der Energie immer erreichen
kann, daf p; und py beliebig klein sind und bleiben. Wir leiten aus Gl. (2.61)
die Ungleichungen h? < (g2 +1)° und h2 < 1 ab und folgern damit aus GL
(2.60), daB bei der Energie Hs = F gilt:

2 2 p1\? p2\? 6
P +py < <_> + <_> (2 +1)
hy hs
= 2(E-Vs(a1.02) (2 + 1)°
< 2E(g2+1)°

Hieraus folgt die Behauptung, weil ¢, fiir gebundene Orbits beschriankt ist,
wie wir oben gesehen haben. Solange man sich also auf solche Trajektorien
beschriankt, deren Energie hinreichend klein ist und die geniigend nahe am
, Thalweg® starten, werden alle vier Phasenraumkoordinaten ¢, g2, p; und
p2 klein bleiben.

In Anhang C fiihren wir die Berechnung der Potenzreihenentwicklung
fiir Hg durch. Als Resultat ergibt sich die folgende N#&herungsformel fiir die
Stermersche Hamilton-Funktion in Dipolarkoordinaten:

HS(Q1,Q2,p1,p2) =
= 0.5p% 4+ 0.5p3 + 0.5¢2 — 3¢2p? — 2q3 + 10.5¢2p? + 5q5 + 3¢*p3

+ 4.5¢7p7 + 1.5¢7 45 — 28¢3p7 — 10q3 + 1247 ¢aps — 947 qop?
+ 63g3p7 4 17.5¢5 + 18¢7g3p5 + 13.5¢7g5p7 — 4.5¢1p3
+ 1.5¢ip} — 3¢iq5 — 12643p7 — 28¢5 + 1247 ¢3p5 — 18¢7¢3p7
— 36q1q2p3 + 3qtq2pt — 124163 + 23145pT + 4243 + 3¢7 453
+ 22.57 4507 — 126419505 + 1.5¢1¢5p7 — 184 g5 + 20q7p5
+ 2.5¢5p7 + 14¢7q5 — 39643p; — 60¢3 — 27q7¢5p]
— 252q{¢3p3 — 12q}q5 + 240¢5qop3 + 15¢8qop? + 1124543
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+643.55p] + 82.5¢;° + 31.5¢7¢5p; — 315¢1qsp3 — 34145

+ 1320¢7¢3p5 + 37.5¢7 457 + 392¢7¢; — 115.5¢;p; — 2747p?
— 82.5¢7q5 — 1001¢3p} — 110g5" — 3647 q5p7 — 25241 ¢5p5

+ 4400¢7g3p5 + 507 g3} + 784475 — 184847 ¢op3

—270¢8qop? — 990¢%¢3 + 1501.5¢3°p? + 143¢s% + 40.5¢°¢5p?

— 1264, ¢5p3 + 9900¢¢3p3 + 37.5¢7¢,p; + 980¢; )

— 138604} q5p5 — 1215¢;q5p7 — 5445¢;q5 + 7564, °p3
+214.5¢1°p} + 5464{°¢3 + O (12]"*) (2.62)

wobei das Symbol O (|z|'3) wieder andeuten soll, daf§ wir alle Summanden
mit einem gréfleren Totalgrad als 12 in ¢y, g2, p1 und ps vernachliissigen.

Damit liegt auch die Stgrmersche Hamilton-Funktion in einer Form vor,
in der sie mit den Mitteln der Normalformentheorie untersucht werden kann.
Wir bemerken, daf Hg ebensowenig im Rahmen der Gustavsonschen Theo-
rie behandelbar ist wie die Hamilton-Funktionen, die wir in den vorange-
gangenen Abschnitten besprochen haben. Erst die Dragt-Finn-Stegemerten-
Theorie schafft hier Abhilfe und erméglicht die Untersuchung von Hg?.

Das Beispiel des Stgrmer-Problems zeigt, dal auch Systeme, deren
Hamilton-Funktion nicht in Form einer Potenzreihe vorliegt, der Analyse mit-
tels Normalformentheorie zugénglich sind. Es ist aber offenkundig, daf} die
in diesen Fillen notwendige Umformulierung der Hamilton-Funktion grofe
Schwierigkeiten bereiten kann.

%In [CoVI175] wird eine andere Variante der Untersuchung der Stgrmer-Hamilton-
Funktion (2.62) mittels Normalformen angegeben: Um die Behandlung im Rahmen des
Gustavsonschen Formalismus zu ermoglichen, wird die Hamilton-Funktion in eine andere
transformiert, deren quadratischer Anteil vom Typ (1.61) ist. Eine solche Transformation
der Hamilton-Funktion gelingt aber bei anderen Systemen im allgemeinen nicht, so dafl
auch hier die in jedem Fall durchfiihrbare verallgemeinerte Normalformentheorie vorzuzie-
hen ist.



Kapitel 3

Dynamik in der Brown-
Gabrielse-Magnetflasche

Cette étude qualitative (des équations différentielles)
aura par elle-meéme un intérét de premier ordre.
HENRI POINCARE, 1881

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt auf der Untersuchung der von Brown
und Gabrielse eingefiihrten Magnetflasche, die wir in Abschnitt 2.2 vorge-
stellt haben. In diesem Kapitel untersuchen wir qualitativ die Dynamik eines
Teilchens in der Brown-Gabrielse-Flasche. Dabei machen wir noch keinen Ge-
brauch von der in Kapitel 1 vorgestellten Normalformentheorie; diese kommt
dann in Kapitel 4 zur Anwendung.

Zunachst diskutieren wir die Potentialfunktion, die unsere Flasche be-
schreibt und zeigen, daf} die Bewegung in diesem Potential in der Regel ge-
bunden ist. Dann wenden wir uns den Symmetrien des Systems zu und weisen
schliefllich anhand einiger Poincaré-Schnitte den irregulér-chaotischen Cha-
rakter der Dynamik nach.

69
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3.1 Das Potential V3¢

Die Hamilton-Funktion Hgg der Brown-Gabrielse-Magnetflasche haben wir
in GL. (2.33) angegeben. Wir beschrinken uns im folgenden auf den in Ab-
schnitt 2.2 diskutierten Fall ByB, > 0; die Analyse des Falles BoBy < 0
verliefe vollstindig analog zu den Untersuchungen des vorliegenden Kapitels.
Die im folgenden betrachtete Hamilton-Funktion lautet demnach:

1 1 1
HBG(pa Zappapz) = 5 (pz + p2) + 5]92 + §p222 (3 1)
IO S T '
8 8 16 128

Hpgq beschreibt ein Teilchen mit zwei Freiheitsgraden der Bewegung. Hierbei
ist zu beachten, dafl die Koordinate p im Gegensatz zu z keine gew&hnliche
kartesische Koordinate ist, sondern den Abstand von der z-Achse bezeich-
net. Deshalb kann p eigentlich nicht negativ werden. Es ist aber trotzdem
sinnvoll, negative p-Werte zuzulassen, weil auch p dann wie eine gewhnliche
kartesische Koordinate behandelt werden kann.

Um dieses Vorgehen zu verdeutlichen, betrachten wir eine Trajektorie, die
zur Zeit t = 0 die z-Achse durchlduft: p(0) = 0. Wegen der Wahl p,, = 0 in GL.
(2.28) sind solche Trajektorien moglich, denn nur im Fall p, # 0 verhindert
der Term (p,/p)? in der Hamilton-Funktion (2.16) das Erreichen der z-Achse.
Wir untersuchen, wie sich der Winkel ¢ mit der Zeit dndert. Zunichst folgt,
unter Beriicksichtigung der Gln. (2.21,2.25,2.11) und von Tabelle 2.1,

A 1
_MZ‘L(BOJFBQ(z_pz))‘@O v op£0
mp 2m 4

|¢|:\

somit ist (t) fiir p(t) # 0 stetig. Fiir p = 0 ist ¢ aber nicht definiert. Hier sind
zwei Félle zu unterscheiden: Entweder ist p(0) = 0, dann bleibt das Teilchen
fiir alle Zeiten auf der z-Achse und bewegt sich frei, weil in der Hamilton-
Funktion alle Terme bis auf $p? verschwinden. Oder aber es gilt p(0) # 0.
Dann schneidet das Teilchen die z2-Achse, und ¢ macht einen Sprung um 7, ist
also nicht stetig in p = 0. Diesem ,,Durchpendeln® durch die z-Achse tragen
wir dadurch Rechnung, dafl wir negative p-Werte zulassen. In Abbildung
3.1 veranschaulichen wir diese Verallgemeinerung von p. Damit konnen wir
Hyq als die Hamilton-Funktion eines Systems mit zwei Freiheitsgraden der
Bewegung in p- und 2-Richtung ansehen, bei dem die Koordinate p keinen

besonderen Beschrinkungen mehr unterliegt.

Wir zerlegen die Hamilton-Funktion (2.33) in die Summe ihres kinetischen
Anteils und eines Potentials Vzg(p, 2),

HBG(pa Zappapz) = (p?; + Pz) + VBG(pa 'Z) (32)

DO | —
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Abbildung 3.1: Veranschaulichung des Uberganges auf positive und nega-
tive Werte von p anhand eines Orbits in der Brown-Gabrielse-Magnetflasche.
(a) In Zylinderkoordinaten gilt p > 0. (b) In verallgemeinerter Darstellung
ist auch p < 0 moglich.

mit
1 1 1 1 1 1

Ve _ 1.2 t22 14,124 .
BG (0 2) SRR A Y 16pz +128p

12 1 2 12>2
— 214 (22
2p[+2<z 1"

und wenden uns im folgenden der Untersuchung dieses Potentials zu.

, (3.3)

Abbildung 3.2 zeigt die Aquipotentiallinien von Vig. Das Potential ist
positiv semidefinit. Die Berechnung der kritischen Punkte von Vgg durch
Nullsetzen des Gradienten

“riin) = o(1+3(- 1) (4 (- 3)e
(43

ergibt zwei Sattelpunkte (ps, ,,zs,,) = (£4/8/3,0) mit der Potentialhéhe
Via(ps, zs) = 16/27. AuBerdem sind auch die Punkte (py, 2x) der drei durch

(3.4)

pn, =0 (3.5a)

und

(s50(0) " = ~2+ 1° (3.5b)

beschriebenen Kurven kritische Punkte; auf diesen drei eindimensionalen
Mannigfaltigkeiten hat das Potential den Wert null.
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Abbildung 3.2: Hohenliniendiagramm des Potentials Vgg(p,z) der
Brown-Gabrielse-Magnetflasche. Die Markierungen N;,3 bezeichnen die
Kurven mit Vgg = 0. 515 sind die beiden Sattelpunkte.
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Wir untersuchen zunéchst, inwiefern die Bezeichnung des durch Gl. (3.1)
beschriebenen Systems als magnetische , Flasche* gerechtfertigt ist.

3.1.1 Nachweis gebundener Bewegung

In diesem Abschnitt gehen wir der Frage nach, ob in dem Brown-Gabrielse-
Potential Vi gebundene Bewegungen moglich sind. Zur Beantwortung dieser
Frage sucht man gewohnlich isolierte lokale Minima des Potentials, weil diese
Ljapunov-stabil sind und somit in einer hinreichend kleinen Umgebung eine
gebundene Bewegung ermoglichen [Ar89]. Dieses Verfahren ist aber im Falle
von Vg nicht anwendbar, weil es keine isolierten Minima gibt. Vielmehr sind
die Punkte minimalen Potentials hier die durch die Gln. (3.5a,3.5b) beschrie-
benen Kurven Ny, 5 in der (p, z)-Ebene. Dariiber hinaus ist der zugéngliche
Teil des Konfigurationsraumes sogar fiir Teilchen mit niedriger Energie F
nicht beschrinkt, wie die Abbildung 3.2 zeigt: Das Gebiet mit Vzg(p,2) < E
erstreckt sich in der N#he der z-Achse und ebenso entlang der Linien Ny 3
bis ins Unendliche. Deshalb ist der gebundene Charakter der Teilchenbahnen
nicht offensichtlich.

Andererseits veranschaulicht aber die Abbildung 3.2, daf fast alle Tra-
jektorien — alle bis auf diejenigen, die auf der z-Achse mit verschwindendem
Radialimpuls p, starten — irgendwann auf eine der ,,Potentialwénde“ stofen,
die die Potentialmulden um N5 3 herum einschlieflen. Die Trajektorien wer-
den dort reflektiert, was schliefllich nach einigen solcher Reflexionen dazu
fithrt, dal die urspriinglich auslaufende Trajektorie wieder in die N&he des
Ursprungs zuriickkehrt. In Abbildung 3.3 zeigen wir diesen Einschlufimecha-
nismus an einem typischen Beispiel.

Im folgenden geben wir eine genauere Begriindung dieser anschaulichen
Betrachtungen. Dazu untersuchen wir die sich aus Gl. (3.1) ergebenden Ha-
miltonschen Gleichungen:

P = Dp (3.6a)
o= p, (3.6)
. 1 1 1 3
Py = —p—p+ 503 - 1024 + ZP?’ZQ - aﬂ5 (3.6¢)
1 1
p, = —piz— 5/)223 + §p4z . (3.6d)

Wir betrachten als erstes ein Teilchen mit der Energie E, das sich entlang
der Potentialmulde Ny in positiver z-Richtung bewegt und um die z-Achse
oszilliert. Wir weisen nach, dafi das Teilchen bei hinreichend groflem |z|
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Abbildung 3.3: Demonstration des Einschluimechanismus in der
Brown-Gabrielse-Magnetflasche anhand eines typischen gebundenen Orbits.
Die der Energie des Teilchens (F = 0.5) entsprechende Aquipotentiallinie
von Vpq ist als diinne Linie eingezeichnet.

schliefllich umkehren und in das Zentrum zuriicklaufen muf. Fiir grofle z
erhalten wir aus Gl. (3.6d):

Das Potential Vg ergibt fiir grofle z:

1
Vaa(p, 2) ~ gpQZ“ :

woraus wir wegen Vpg(p,2) < E

8E
S — fir z2>1
folgern. Mit der Definition
Vas(2) := 4Elog 2 (3.7)

erhalten wir schliefllich:
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Im asymptotischen Bereich wirkt demnach auf das Teilchen eine stirkere
riicktreibende Kraft in 2-Richtung als durch das eindimensionale Potential
Vas(2) erzeugt wird. Weil aber schon V,4(2) zu einer gebundenen Bewegung
fithrt — denn dieses Potential wichst unbeschrankt mit 2 — kann das Teil-
chen entlang N; in positiver z-Richtung nicht entweichen. Aus Symmetrie-
griinden ist das Teilchen dann auch in negativer z-Richtung gebunden.

Wir diskutieren nun die Moglichkeit eines ,,Escapes® entlang der durch GI.
(3.5b) beschriebenen Potentialminima Ny 3. Dabei betrachten wir zunichst
nur denjenigen Ast des Minimums Ns, der im ersten Quadranten liegt. Fiir die
andere Hilfte von Ny und fiir N3 folgt dann das gleiche Resultat, wiederum
wegen der Symmetrie des Potentials.

Fiir groBie p, z > 0 folgt aus Gl. (3.5b) zx, & 3p. Deshalb ist es giinstig, zu
neuen Koordinaten (z,z3) iiberzugehen, die aus (p, z) durch eine Drehung
um den Winkel ) := arctan% hervorgehen:

() = (L ) (9
- s(_f ;)(5) . (3.9)

Hierbei haben wir cost = 2sin¢ und die Abkiirzung s := sinty) = 1/1/5
verwendet. Anschaulich bedeutet diese Koordinatentransformation, dafl die
p-Achse mit der Asymptote z = $p zur Deckung gebracht (p ~» z1) und die
z-Achse entsprechend mitgedreht wird (z ~ x9).

Bevor wir die kanonischen Gleichungen (3.6) in den neuen Koordinaten
auswerten, leiten wir eine fiir das Folgende niitzliche Abschatzung her. In der
Umgebung der Nullpotentiallinie Ny wird der zugéngliche Bereich des Kon-
figurationsraumes — definiert durch die Bedingung Vg < F — mit zuneh-
mendem z; schmaler (vgl. Abbildung 3.2). |22|max(z1) sei der groftmogliche
Betrag von x5 im zugénglichen Bereich an der Stelle x;. Mit wachsendem x;
wird |Ta|max(71) also immer kleiner. Um dies quantitativ zu erfassen, definie-
ren wir als erstes

1 V8E
zg(p) = \J 1

S22 -2 (3.10)
P

Wie man der Gl. (3.3) entnehmen kann, parametrisiert zg(p) die im ersten
Quadranten rechts von N, verlaufende Hoéhenlinie des Potentials Vpg zum
Potentialwert E. Den vertikalen Abstand zwischen der Asymptote z = %p
und zg(p) nennen wir A(p):

1

Alp) :=5p = 2e(p) - (3.11)
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T

VBG(p7 Z) >FE

1r VBG(paz) >E

Abbildung 3.4: Zur Niherung (3.13) fiir |22|max(71) bei E = 1.0. Skizziert
sind die Aquipotentiallinien mit Vg = 0 (also N3) und Vg = F sowie die
x1-Achse. Ein Beispiel fiir |ro|max(21) ist mit einer fetten Linie angedeutet;
das entsprechende A(p) erscheint als diinne vertikale Linie.

Abbildung 3.4 veranschaulicht diese Groflen. Offensichtlich gilt fiir hinrei-
chend grofle z:

2 lmax (1) < A(p(a1,22)) (3.12)

denn beide Hohenlinien Vpg(p, 2z) = E verlaufen fiir geniigend grofle p unter-
halb der Asymptote z = 1p, wie wiederum Gl. (3.3) zeigt. A(p) kann nach
Potenzen von 1/p entwickelt werden:

A =2+0(%)

p p

Unter Vernachlédssigung der zo-Abhéngigkeit konnen wir p als Funktion von
x1 allein interpretieren, weil nach Gl. (3.9) fiir grofe ; gilt: p = 2521 — sxo &
2sz1. Damit erhalten wir fiir |2o|max(21):

2 1
9| max (X < —-4+0|—=
o) < (p)

1 1
_ _+o<_2> fir 7 >1 . (3.13)

x7

Mit Hilfe dieser Ndherung kénnen wir jetzt untersuchen, wie sich die kano-
nischen Gleichungen in den neuen Koordinaten darstellen.
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Aus Gl. (3.6) erhalten wir den folgenden Ausdruck fiir 7;:

B o= —4s’r 4 25%my — 30s"wTwy + 5s'wyaf — 505°T a3
75 275 75
+5stay — —=sPatwy + —s0wiah + oo st

4 16 32
~ sim {—4 — 305%w 29 — 50841‘%1‘3} fir z;>1 . (3.14)

Im letzten Schritt haben wir die Ndherung (3.13) ausgenutzt, um z, gegen
x1 abzuschétzen. Der Inhalt der geschweiften Klammer ist wegen derselben
Niherung kleiner als C' := —4 4+ 6/v/5 < 0. Dies beweist schlieBlich, daf
die Bewegung in x;-Richtung gebunden ist, weil das Teilchen fiir grofle x;
eine riicktreibende Kraft erfihrt, die stirker ist als die (harmonische) Kraft
s?Czy:

i S §2Cxy fir o> 1. (3.15)

Insgesamt haben wir damit gezeigt, dafl nur auf der z-Achse ein Ent-
weichen moglich ist. In Abbildung 3.5 demonstrieren wir an einem typischen
Orbit den gebundenen Charakter der Bewegung. Es kann gegebenenfalls recht
lange dauern, bis das Teilchen in den Kanélen Ny 3 zur Umkehr gezwungen
wird.

3.1.2 Symmetrien und Reversibilitit

Weil Vgg nur quadratisch von p und z abhiingt, ist Vg symmetrisch
beziiglich der p- und der z-Achse:

VBG(pa'Z) = VBG(pa_Z)

(3.16)
VBG(pa Z) = VBG(_pv Z)

Wir nutzen jetzt diese Eigenschaften des Potentials zur Charakterisierung
des durch Hpg beschriebenen Hamilton-Systems aus.

Aus der Hamilton-Funktion Hg(p, 2,p,, 2) = % (pf, +pg) + Veal(p, 2) er-
geben sich die folgenden kanonischen Gleichungen:

p = Dy

z = Pz

) oV;

LT T -7
0Vaqg
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Abbildung 3.5: Ein gebundener Orbit in der Brown-Gabrielse-Flasche bei der
Energie E = 0.6, knapp oberhalb der Sattelpunktsenergie 16/27 ~ 0.5926.
Die Aquipotentiallinien Vag(p, 2) = 0.6 sind als gestrichelte Linien einge-
zeichnet. Entlang Ny ist kein Escape moglich. In dem hier betrachteten
Beispiel wird das Teilchen schliellich bei p &~ 15 reflektiert.
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bzw.
Dp
Pz
3 =F(z):= _3?3(; (p. ) (3.18)
P
0Vaa
- Oz (pa 'Z)
in der Schreibweise von Abschnitt 1.1.2. Dabei haben wir z = (21,...,2) €
R* gesetzt mit
21 = p
z =
’ (3.19)
23 = DPp
24 = Pz

Nach [Mo73] nennt man ein vierdimensionales dynamisches System %z =
F(z) reversibel, wenn es eine lineare Abbildung R : R* — R? gibt, fiir die
gilt:

R = idy (3.20a)
F(Rz) = —RF(z) . (3.20b)
Die Abbildung R wird als Reflexion bezeichnet. Die Bedeutung der Eigen-

schaft (3.20b) liegt darin, daf§ mit z(¢) auch Rz(—t) eine Losung von GI.
(3.18) ist, denn es gilt:

© (Ra(~1)) = ~RF (s(-1) = F(Re(-1)) . (32)

Wir beschranken uns hier auf Reflexionen der Form
R = d1ag (7"1, T9,T3, 7“4)
mit reellen r;. Gl. (3.20a) zieht dann r; = 1 nach sich, und aus Gl. (3.20b)

und den Hamiltonschen Gleichungen (3.18) folgt r3 = —ry, r4 = —ry. Aufler-
dem ergibt sich

Vi Vi
) (rlpa Z) = n P (pa Z)
P P (3.22)
Vg Vg

W(Pﬂ“zz) = T2 G (P,Z) )
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Abbildung 3.6: Zeitumkehrsymmetrie (R;) und Reflexionssymmetrie (R3).

weil Vgg ein Polynom ist, in dem p und z nur quadratisch auftreten. Es folgt,
daf} die folgenden vier R; Reflexionen fiir das Brown-Gabrielse-System sind:

R = diag (1,1, -1, 1)
R, = diag(1,-1,-1,1
2 5 ( ) (3.23)
R3; = diag(—1,1,1,-1)
Ry = diag (—1,—1,1,1)

Ry beschreibt die Zeitumkehrsymmetrie: Eine Trajektorie im Ortsraum, in
umgekehrter Richtung durchlaufen, ist wiederum eine giiltige Trajektorie.
Denn R; 148t die Ortskoordinaten gleich und dndert die Vorzeichen der Im-
pulse. Dieser Sachverhalt wird in Abbildung 3.6a skizziert. Ry und Rj3 sind
Reflexionssymmetrien, die die Symmetrie des Potentials bzgl. der p- und der
z-Achse wiederspiegeln. R, entspricht im Konfigurationsraum der Spiegelung
der Trajektorie an der p-Achse und zuséatzlicher Zeitumkehr; entsprechendes
gilt fiir R3 und die 2-Achse. Abbildung 3.6b veranschaulicht R3. Bei R, han-
delt es sich schliellich um eine Punktspiegelung am Ursprung des Konfigu-
rationsraumes.

Wir haben damit gefunden, dafl mit der Lésung

(p(t), 2(t), p, (t), P (t))T (3.24a)

auch
(p(=t), 2(=1), =pp(—1), —pa(~1)) (3.24b)

(p(_t)v _Z(_t)v _pp(_t)apz(_t))T (3240)
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(= p(=1), 2(~1), py(~1), —p. (1)) (3.24d)

(=p(=t)==(=1)pp (1), po(—1)) (3.24¢)

Losungen der kanonischen Gleichungen sind.

Durch Kombination zweier Reflexionen kann man weitere Ldsungen der
kanonischen Gleichungen erhalten. Es sei z(t) eine Losung von Gl. (3.18).
Wir konstruieren daraus mit Hilfe von Gl. (3.21) die neue Losung R;z(—t),
wobei R;,i =1,...,4 eine der Reflexionen aus Gl. (3.23) ist. Die nochmali-
ge Anwendung der Reversibilitidtsbedingung (3.20b) mit R; ergibt dann die
weitere Losung R;R;z(t). Eine neue Losung dieses Typs zeichnet sich ge-
geniiber der in Gl. (3.21) beschriebenen Losung R;z(—t) dadurch aus, daf
wir hier keine Zeitumkehr vorzunehmen haben. R;R;z(t) beschreibt also ei-
ne Trajektorie, die man durch Anwendung der FluBabbildung ®; in positiver
Zeitrichtung erhilt.

Es gibt sechs Mo6glichkeiten, jeweils zwei R; miteinander zu kombinieren:
RiRy = R3R, = diag(1,—-1,1,-1)
RiR3; = RyR, = diag(—1,1,-1,1) (3.25)
RiRy = RyR; = diag(-1,—-1,-1,-1)

Dementsprechend treten Trajektorien im Phasenraum immer als 4-Tupel von
simultanen Losungen dieses Typs auf:

(p(t), 2(t), p, (1), pz(t))T (3.26a)
(p(t), =2(1), o (1), - (t))T (3.26b)
(=0, 20, =pp(0).p-(1))" (3.260)

(= (), ==(0), ~p,(6), ~p: (). (3.264)

Fiir die praktische Analyse des Systems sind die hier angesprochenen
Symmetrieeigenschaften sehr niitzlich. Sie ermdoglichen es, den numerischen
Aufwand fiir die Berechnung der im nachfolgenden Abschnitt zu besprechen-
den Poincaré-Schnitte erheblich zu reduzieren.

3.2 Poincaré-Schnitte

Wir haben die Hamiltonschen Gleichungen (3.6) numerisch integriert, wobei
wir ein Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren der Ordnung 6 mit automatischer
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Schrittweitenanpassung verwendet haben [EnRe87].

Zur Analyse der so erhaltenen Trajektorien im vierdimensionalen Pha-
senraum bedienen wir uns des Hilfsmittels der Poincaré-Schnitte. Weil die
Hamilton-Funktion eine Konstante der Bewegung ist, verlauft der Fluf§ auf
einer dreidimensionalen Energie-Hyperfliche im Phasenraum. Die Schnitt-
fliche, auf der wir eine Poincaré-Abbildung definieren konnen, ist demnach
zweidimensional.

Die Poincaré-Abbildung stellt ein sehr niitzliches Instrument zur Untersu-
chung der Dynamik dar [He83, GuHo83]. Sie reduziert die Dimension des zu
untersuchenden Problems um eins — hier: von drei auf zwei — und ist des-
halb erheblich einfacher zu handhaben als die vollstdndige Fluabbildung im
Phasenraum. Insbesondere die graphische Darstellung von Trajektorien wird
vereinfacht. Andererseits verliert man durch den Ubergang vom Phasenraum
auf die Poincaré-Flache nicht wesentlich an Information iiber das System,
denn die entscheidenden Strukturen des Flusses im Phasenraum lassen sich
in der Dynamik der Poincaré-Abbildung wiederfinden. Beispielsweise besteht
eine eindeutige Korrespondenz zwischen periodischen Orbits im Phasenraum
und Fixpunkten der Poincaré-Abbildung.

3.2.1 Definition der Poincaré-Abbildung

Die in Abschnitt 3.1 vorgenommene Analyse, insbesondere die Abbildungen
3.3 und 3.5, deuteten schon darauf hin, dafl — zumindest bei Energien unter-
halb der Sattelpunktsenergie 16/27 — die Dynamik in der Brown-Gabrielse-
Flasche im Zentralbereich um N; herum typischerweise aus der Uberlage-
rung zweier Oszillationen besteht: einer schnellen Oszillation in p-Richtung
und einer viel langsameren Oszillation in z-Richtung. Dieses Verhalten 1483t
sich damit begriinden, dafl das Teilchen in p-Richtung schon in niedrigster
(quadratischer) Ordnung gebunden ist, anders als in z-Richtung:

(p,% + p2) + lpﬁ +0 (|z|4) : (3.27)

HBG(pazappapz) = 9

DO | —

Es ist deshalb sinnvoll, als Poincaré-Schnittfliche ¥ C R* die (z,p,)-
Ebene zu wihlen. Genauer haben wir:

Z:E = {(pa Zappapz)T € R4 ‘ p= 07 pp > 0) HBG(Oazappapz) = E} .
(3.28)
Dabei sind 2, p, und p, nicht unabhéngig voneinander wéhlbar, vielmehr ist
der Radialimpuls p, aus der Bedingung Hgg = E, also
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po(z,p:) = 2(E —Vig(0,2)) — p?

= J2E—p2 | (3.29)

zu bestimmen. Y5 ist demnach durch

Yp = {(Oazappapz)T €R’ ‘ Ip:| < V2E; p, =/2E —pg} (3.30)

gegeben'. Man beachte an dieser Stelle noch, daf§ wir in der Definition (3.28)
bzw. in Gl. (3.30) p, > 0 fordern, den Fall p, = p = 0 also ausschliefien. Dies
ist sinnvoll, denn die resultierende Dynamik ist in diesem Fall eine geradlinig-
gleichféormige Bewegung entlang der z-Achse und somit uninteressant. Wir
bemerken auflerdem, dal ¥ in 2-Richtung nicht beschréinkt ist, im Einklang
mit der Moglichkeit, daf sich eine Trajektorie im Konfigurationsraum entlang
N; beliebig weit vom Zentrum entfernen kann.

Die Poincaré-Abbildung P ist wie gewohnlich definiert als die Wieder-
kehrabbildung fiir die Punkte der Poincaré-Fliche:

P YE — Yg
P(z) = ®.z)(2) ;

dabei ist ®; der (Phasen-) Fluf des Systems (3.6) und 7(z) die Zeit bis zur
ersten Wiederkehr der in 2z startenden Trajektorie zur Poincaré-Fliche.

(3.31)

Wir definieren hier die Poincaré-Fliche und dementsprechend die Poin-
caré-Abbildung nur fiir Energien £ mit 0 < E < Vgg(ps, 25) = 16/27. Denn
weil Vg nicht negativ werden kann, hitte £ = 0 zur Folge, dafl die einzi-
gen Losungen der kanonischen Gleichungen Fixpunkte (im Ortsraum auf den
Kurven Nj o3 liegend) wéren — eine triviale Situation mit relativ uninteres-
santer Dynamik. Die Sattelpunktsenergie F' = 16/27 schlieen wir aus, weil
es in diesem Fall Punkte in Xg gibt, fiir die die Wiederkehrzeit unendlich
grofl wird: Die beiden Sattelpunkte S; » des Potentials entsprechen dann Fix-
punkten (ps, ,, s, ,,0,0)7 des Flusses ®,. Fiir grofiere Energien als 16/27 ist
nicht mehr sichergestellt, dafl jede mit p = 0 startende Trajektorie wieder
zur Poincaré-Fliche zuriickgelangt. Auch hier sind Singularitidten, das heif3t
Unstetigkeiten der Poincaré-Abbildung zu erwarten.

Zunéchst ist nun zu iiberpriifen, ob die so definierte Abbildung P die An-
forderungen erfiillt, die man gewhnlich an eine Poincaré-Abbildung stellt. So

'Eine andere mogliche Wahl fiir die ©g wiire die (p, p,)-Ebene. Auch hiermit erhielte
man eine giiltige Poincaré-Abbildung mit endlichen Wiederkehrzeiten. Es ergébe sich aber
der fiir die praktische numerische Untersuchung gravierende Nachteil, dafl diese Wieder-
kehrzeiten sehr viel gréfler wiren.
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fordert man beispielsweise, dafl der Flufl ®; die Poincaré-Fliche iiberall trans-
versal schneidet und dafl jeder Punkt z € ¥z durch den Flufl nach endlicher
Zeit 7(z) wieder auf ¥ abgebildet wird. Die erste Bedingung stellt sicher,
daBl P stetig und gegebenenfalls sogar differenzierbar ist [PaMe82]. Und nur
wenn die Wiederkehrzeit 7(z) fiir alle z endlich ist, kann man sicher sein, daf}
die vollstandige Dynamik durch die Poincaré-Abbildung reprisentiert wird.

Um diese Eigenschaften zu iiberpriifen, untersuchen wir die Radialbe-
schleunigung p,. Nach Gl. (3.6¢) gilt

| RSO I

Im zentralen Teil des Ortsraumes, der durch die Aquipotentiallinien mit der
Sattelpunktsenergie 16/27 begrenzt ist, sind die durch die beiden eckigen
Klammern gegebenen Faktoren grofier als null: Nullsetzen der ersten Klam-
mer, 1 + 1 522 — in) = 0, ergibt die Darstellung (3.5b) der Nullpotentialli-
nien Ny 3; deshalb liegen diejenigen Punkte (p, z), fiir die die erste Klammer
kleiner als null wird, rechts von Ny und links von N3 im Ortsraum. Die Punk-
te (p, z), fiir die die zweite Klammer verschwindet, ergeben Kurven &hnli-
cher Gestalt, die die p-Achse in den Sattelpunkten S; s schneiden und sich
ebenfalls zu grofien |p|-Werten hin 6ffnen. Insgesamt gilt also fiir den uns
interessierenden Teil des Phasenraumes p, 2 0, falls p S 0 ist. Dies beweist
die Riickkehr aller Trajektorien zur z-Achse nach jeweils endlicher Zeit. Der
Schnitt der Trajektorien mit dieser Achse ist transversal, denn wére p, = 0
auf der z-Achse, so verliefe der gesamte Orbit auf dieser Achse, und solche
Orbits haben wir von vornherein ausgeschlossen. Damit haben wir schliellich
auch gezeigt, da} ¥z transversal vom Flufl &, geschnitten wird.

pp:_p

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir uns der numerischen Analyse der
Brown-Gabrielse-Magnetflasche zuwenden und den Nachweis dafiir fiithren,
daf} die Dynamik dieses Systems unter gewissen Bedingungen chaotisch ist.

3.2.2 Numerischer Nachweis der Nichtintegrabilitit

Die in Abschnitt 3.1.2 besprochenen Symmetrieeigenschaften der Brown-
Gabrielse-Magnetflasche ermdéglichen es, die Iteration der Poincaré-
Abbildung und die graphische Darstellung der Resultate sehr effektiv durch-
zufiihren.

Zunéchst definieren wir zur Vereinfachung der Notation

5= (Z> . (3.33)
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s beschreibt in eindeutiger Weise einen Punkt in der Poincaré-Flédche. Wir
wihlen einen Startwert sy € Y. und berechnen einen Orbit {s; € Xp;i > 0}
durch Iteration von P:

8 = (Z> = Pi(s), i>0. (3.34)
Dz

Der Poincaré-Schnitt — auch: Poincaré-Plot — entsteht aus der Darstellung
der Punkte s; mehrerer solcher Orbits in der Poincaré-Flache.

Indem wir die in Abschnitt 3.1.2 diskutierten Symmetrien ausnutzen,
konnen wir ohne groflen Aufwand erheblich mehr Punkte in den Poincaré-
Plot eintragen als lediglich die s;: Zunéchst entnehmen wir aus (3.26¢), dafl
wir die Bedingung p, > 0 bei der Erstellung des Poincaré-Plots gar nicht
anwenden miissen. Denn (3.26¢) besagt, dafl aus der Existenz des Orbits
(3.34) auch die Existenz eines anderen Orbits in g folgt, der die gleichen
Koordinaten z und p, hat, sich aber in p, um ein Vorzeichen von (3.34) un-
terscheidet. Damit konnen wir jeden DurchstoBpunkt der Trajektorie ®;(sg))
durch die Poincaré-Fliache im Poincaré-Plot markieren.

Aus (3.26b) schlieflen wir, dal auch der am Ursprung von X punktge-
spiegelte Orbit ein anderer giiltiger Orbit von P ist. An (3.24b,3.24c) sehen
wir schliellich, dal wir weitere giiltige Orbits in X g erhalten, indem wir die
Punkte von (3.34) an der z- und der p,-Achse spiegeln. Denn die Verfol-
gung des Flusses in negativer Zeitrichtung, die in (3.24) durch den Para-
meter (—t) angedeutet wird, entspricht der Tteration der Inversen P~' der
Poincaré-Abbildung. Die Existenz dieser Inversen ist ganz allgemein dadurch
sichergestellt, dafl man den Fluf} eines Differentialgleichungssystems immer
sowohl in positiver als auch in negativer Zeitrichtung verfolgen kann.

Wir haben Poincaré-Schnitte fiir verschiedene Energien unterhalb der Sat-
telpunktsenergie 16/27 durchgefiihrt. Die Ergebnisse dieser numerischen Un-
tersuchungen sind in den Abbildungen 3.7 bis 3.14 dargestellt; dabei haben
wir die oben angesprochenen Symmetrien des Systems ausgenutzt. Insge-
samt ergibt sich beim Erhohen des Systemparameters Energie ein typisches
KAM-Szenario.

Die Kolmogorov-Arnold-Moser-Theorie — kurz: KAM-Theorie? — macht
Aussagen dariiber, welche Tori eines integrablen Hamilton-Systems unter ei-
ner kleinen Stérung erhalten bleiben, wobei Deformationen der erhaltenen
Tori moglich sind. Zunéchst stellen wir fest, dafl bei einem vierdimensionalen
integrablen Hamilton-System die gebundenen Trajektorien auf zweidimensio-
nalen Tori im Phasenraum verlaufen. Im Poincaré-Schnitt zeigen sich diese

2 Ausfiihrliche Darstellungen dieser wichtigen Theorie findet man beispielsweise in [Sc89,
LiLi92, GuHo83, Ar&9].
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Abbildung 3.7: Poincaré-Plot fiir die Brown-Gabrielse-Magnetflasche bei
der Energie £ = 0.01. Fiir 40 dquidistante Startwerte auf der positiven
p.-Achse wurde die Poincaré-Abbildung jeweils 3000-mal iteriert. Der Rand
der Poincaré-Flache ist mit durchgezogenen Linien markiert.
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Abbildung 3.8: Poincaré-Plot fiir die Brown-Gabrielse-Magnetflasche bei
der Energie £ = 0.10. Fiir 40 dquidistante Startwerte auf der positiven
p.-Achse wurde die Poincaré-Abbildung jeweils 3000-mal iteriert. Der Rand
der Poincaré-Flache ist mit durchgezogenen Linien markiert.
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Abbildung 3.9: Poincaré-Plot fiir die Brown-Gabrielse-Magnetflasche bei
der Energie £ = 0.20. Fiir 40 dquidistante Startwerte auf der positiven
p.-Achse wurde die Poincaré-Abbildung jeweils 2000-mal iteriert. Der Rand
der Poincaré-Flache ist mit durchgezogenen Linien markiert.
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Abbildung 3.10: Poincaré-Plot fiir die Brown-Gabrielse-Magnetflasche bei
der Energie £ = 0.30. Fiir 40 dquidistante Startwerte auf der positiven
p.-Achse wurde die Poincaré-Abbildung jeweils 3000-mal iteriert. Der Rand
der Poincaré-Flache ist mit durchgezogenen Linien markiert.
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Abbildung 3.11: Poincaré-Plot fiir die Brown-Gabrielse-Magnetflasche bei
der Energie £ = 0.40. Fiir 40 dquidistante Startwerte auf der positiven
p.-Achse wurde die Poincaré-Abbildung jeweils 3000-mal iteriert. Der Rand
der Poincaré-Flache ist mit durchgezogenen Linien markiert.
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Abbildung 3.12: Poincaré-Plot fiir die Brown-Gabrielse-Magnetflasche bei
der Energie £ = 0.50. Fiir 40 #dquidistante Startwerte auf der positiven
p.-Achse wurde die Poincaré-Abbildung jeweils 3000-mal iteriert. Der Rand
der Poincaré-Flache ist mit durchgezogenen Linien markiert.
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Abbildung 3.13: Poincaré-Plot fiir die Brown-Gabrielse-Magnetflasche bei
der Energie £ = 0.55. Fiir 40 dquidistante Startwerte auf der positiven
p.-Achse wurde die Poincaré-Abbildung jeweils 3000-mal iteriert. Der Rand
der Poincaré-Flache ist mit durchgezogenen Linien markiert.
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Abbildung 3.14: Poincaré-Plot fiir die Brown-Gabrielse-Magnetflasche bei der
Energie E = 0.59, knapp unterhalb der Sattelpunktsenergie 16/27 ~ 0.5926.
Fiir 40 aquidistante Startwerte auf der positiven p,-Achse wurde die
Poincaré-Abbildung jeweils 3000-mal iteriert. Der Rand der Poincaré-Fliche
ist mit durchgezogenen Linien markiert.
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Tori als invariante Linien — man vergleiche hierzu die konzentrischen ge-
schlossenen Kurven in Abbildung 3.7 ®. Die Dynamik auf jedem dieser Tori
wird durch zwei Frequenzen charakterisiert. Das System erfiillt die KAM-
Bedingung, wenn das Verhiltnis der beiden Frequenzen, die Windungszahl,
,hinreichend irrational® ist. Wir wollen diese Bedingung hier nicht genauer
angeben, weisen aber darauf hin, daf§ die KAM-Bedingung bei zunehmen-
der Stérung im allgemeinen strenger wird. Wenn die KAM-Bedingung und
einige weitere ,,technische* Bedingungen erfiillt sind, dann besagt das KAM-
Theorem, dafl der entsprechende Torus trotz der Stérung des Systems erhal-
ten bleibt.

Im Fall einer rationalen Windungszahl r/s konnen wir angeben, was mit
der entsprechenden invarianten Linie geschieht, deren Persistenz ja gerade
nicht durch das KAM-Theorem sichergestellt wird. Hier gilt das Theorem
von Poincaré und Birkhoff: Unter einer Storung bricht der ,,rationale Torus“
auf und es entstehen ks elliptische und ks hyperbolische s-periodische Punkte
der Poincaré-Abbildung. Dabei ist k£ eine natiirliche Zahl; meistens gilt £ = 1
[He83]. Die 2ks neu entstandenen periodischen Punkte befinden sich dort
in der Poincaré-Flache, wo vorher die noch nicht aufgebrochene invariante
Linie lag. Zwischen jeweils zwei elliptischen Punkten liegt ein hyperbolischer
Punkt. Eine Poincaré-Birkhoff-Kette — auch: ,Inselkette“ — ist entstanden.

Jeder elliptische periodische Punkt einer Poincaré-Birkhoff-Kette ist sei-
nerseits wieder von invarianten Linien zweiter Ordnung umgeben. Diese Li-
nien unterliegen ebenfalls dem KAM- und dem Poincaré-Birkhoff-Theorem,
brechen bei weiter vergroflerter Storung auf und bilden Inselketten zweiter
Ordnung. Durch Fortsetzung dieses Szenarios ergibt sich eine sehr kompli-
zierte ineinander geschachtelte Struktur aus invarianten Linien, elliptischen
und hyperbolischen periodischen Punkten. Wegen der auf komplexe Wei-
se ineinander verwobenenen stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten* der
hyperbolischen periodischen Punkte ist die Dynamik in der Umgebung die-
ser Punkte hochgradig kompliziert und hingt sensibel von den Anfangsbe-
dingungen des betrachteten Orbits ab. Deswegen werden diese Gebiete als
,stochastische Gebiete“ bezeichnet. Sie sind fiir die chaotische Komponente
der Bewegung verantwortlich und zeigen sich im Poincaré-Plot als Bereiche

3Das in Abbildung 3.7 dargestellte System, die Brown-Gabrielse-Magnetflasche bei der
Energie E = 0.01, ist mit Sicherheit nicht mehr integrabel. Wie weiter unten erklért
wird, sind aber wegen des noch geringen Wertes des Stérparameters E erst vergleichsweise
wenige invariante Tori aufgebrochen, und die schon entstandenen Inselketten sind noch
sehr schmal. Deshalb unterscheidet sich der in dieser Abbildung dargestellte Poincaré-
Plot nicht wesentlich von dem eines wirklich integrablen Systems.

“Die Schnittpunkte der stabilen und der instabilen Mannigfaltigkeit eines hyperboli-
schen periodischen Punktes werden homokline Punkte genannt; Schnittpunkte von stabilen
und instabilen Mannigfaltigkeiten, die zu unterschiedlichen periodischen Punkten gehoren,
heilen heterokline Punkte. Die Dynamik in der Umgebung dieser Punkte ist ein Paradigma
fiir die chaotische Dynamik eines nichtintegrablen Hamilton-Systems.
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mit scheinbar regellos verteilten Punkten. Offensichtlich existieren in den
stochastischen Gebieten nur noch sehr wenige oder sogar gar keine invari-
anten Linien. Demnach verlduft die entsprechende Dynamik im Phasenraum
typischerweise nicht auf 2-Tori, und das System ist nicht integrabel.

Das oben beschriebene KAM-Szenario 148t sich eindeutig in unseren Ab-
bildungen 3.7 bis 3.14 wiederfinden. Trotz grofler werdender Stérung bleiben
invariante Linien erhalten (man spricht von ,KAM-Linien“), andererseits
nimmt deren Anzahl mit wachsendem FE ab, wihrend die KAM-Bedingung
(vermutlich) strenger wird. Man erkennt auch die Entstehung von Poin-
caré-Birkhoff-Ketten erster und zweiter Ordnung. Die Inselketten dritter und
héherer Ordnung sind in der Regel bereits so klein, dafl man sie in den ge-
zeigten Abbildungen nicht mehr erkennen kann. Wir haben somit anhand der
Poincaré-Plots einen numerischen Nachweis fiir die Existenz stochastischer
Gebiete und damit fiir die Nichtintegrabilitdt des Systems erbracht.

Es ist an dieser Stelle wichtig festzuhalten, dafl wir fiir das Brown-
Gabrielse-System zwar einerseits ein typisches KAM-Szenario finden, ande-
rerseits aber weder eine Zerlegung in einen integrablen und einen Storan-
teil der Hamilton-Funktion angeben, noch die KAM-Bedingung iiberpriifen
konnen. Unsere Ergebnisse werden also nicht durch das KAM-Theorem er-
klért! Es ist aber von Robinson [Ro70], Zehnder [Ze73] und Newhouse [Ne77]
gezeigt worden, dafl das oben beschriebene KAM-Szenario ganz allgemein
eine richtige Beschreibung der Situation in der N&he eines elliptischen Fix-
punktes ist, auch wenn die Bedingungen des KAM-Theorems nicht erfiillt
sind. In jedem nichtintegrablen System sind die elliptischen Fixpunkte von
invarianten Linien umgeben, auf denen die Bewegung quasiperiodisch, al-
so regulédr ist. Dariiber hinaus existieren ebenfalls immer Poincaré-Birkhoft-
Ketten aus elliptischen und hyperbolischen periodischen Punkten, die die
Fixpunkte umschliefen. Damit ist auch im nichtintegrablen allgemeinen Fall
sichergestellt, daf} es stochastische Gebiete und die das KAM-Szenario kenn-
zeichnende Koexistenz von reguldrer und chaotischer Dynamik gibt.

Wir bemerken an dieser Stelle noch, dal der Ursprung s = (0,0)"
der Poincaré-Fliche fiir alle F ein Fixpunkt der Poincaré-Abbildung ist.
Denn startet man einen Orbit mit der Anfangsbedingung z(t = 0) =

(0,0, V2E, O)T, dann erhélt man aus Gl (3.6) z(t) = p.(t) = 0 fiir alle
Zeiten. Der Orbit verldfit demnach die p-Achse nie, so dafl fiir alle seine
Schnittpunkte mit der z-Achse s = (0,0)” gilt. Besondere Beachtung ver-
dient die Entwicklung des Stabilitdtstypus dieses Fixpunktes: Bei niedrigen
Energien handelt es sich natiirlich um einen elliptischen Fixpunkt. Bei einer
knapp unterhalb von E = 0.4 liegenden Energie verwandelt er sich in einen
instabilen Fixpunkt, um dann bei einem Energiewert zwischen F = (0.5 und
E = 0.55 wieder stabil zu werden. Man vergleiche hierzu die Abbildungen
3.11, 3.12 und 3.13.
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Nachdem wir uns in diesem Kapitel einen qualitativen Uberblick iiber
die Dynamik in der Brown-Gabrielse-Magnetflasche verschafft haben, gilt
es nun, den in Kapitel 1 entwickelten Formalismus der Normalformentheo-
rie anzuwenden. Wir werden im folgenden Kapitel sehen, dafl es in der Tat
moglich ist, mit seiner Hilfe weitergehende Informationen iiber unser System
zu erhalten.



Kapitel 4

Normalform und Quasiintegral
der Brown-Gabrielse-Magnet-
flasche

In Kapitel 1 haben wir die Theorie der Normalformen und Quasiintegrale fiir
Hamilton-Systeme diskutiert. Die sich anschliefenden Kapitel 2 und 3 dienten
der Einfiihrung der magnetischen Flaschen und der Diskussion eines typi-
schen Vertreters dieser Systemklasse, der Brown-Gabrielse-Magnetflasche,
mit konventionellen Methoden. In diesem Kapitel fithren wir die beiden
Stringe zusammen und benutzen die Dragt-Finn-Stegemertensche Normal-
formentheorie, um die Brown-Gabrielse-Flasche eingehender zu analysieren.

Zunéchst betrachten wir ganz allgemein den fiir Magnetflaschen typischen
quadratischen Term der Hamilton-Funktion und diskutieren ausfiihrlich die
in diesem Fall durchzufiihrende Normalformtransformation. Wir erhalten fiir
die Brown-Gabrielse-Flasche ein Quasiintegral, das wir bis zur vierzehnten
Ordnung angeben. Dieses ,zweite Integral® erweist sich als sehr niitzlich so-
wohl zur Analyse einzelner Trajektorien in unserer Modellflasche, als auch
zur Charakterisierung ausgedehnter Gebiete der Poincaré-Fliache. Schliefilich
schlagen wir drei neue Verfahren vor, mit deren Hilfe man — unter Benut-
zung des Quasiintegrals — Poincaré-Schnitte detaillierter untersuchen und
verstehen kann.

97
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4.1 Transformation auf Normalform und
Berechnung des Quasiintegrals

In diesem Abschnitt konkretisieren wir die Uberlegungen des Abschnitts
1.2.4 bzw. des Anhanges A und berechnen das formale DFS-Integral
der Brown-Gabrielse-Magnetflasche. Zuvor beschreiben wir die wesentli-
chen Details der Normalisierungsprozedur fiir die Brown-Gabrielse-Hamilton-
Funktion (3.1).

4.1.1 Die Normalformtransformation

Der quadratische Anteil von Hpg ist

1

Hy(p,2,pp,p2) = 5 (0* + P} +12) (4.1)

— wir lassen den Index g fiir den Rest dieses Abschnitts zur Vereinfachung
fort. Auch die anderen beiden in Kapitel 2 vorgestellten Modellsysteme sind
von diesem Typ.

Wir setzen
21 z
z=| 2 |=|7 : (4.2)
z3 Dz
24 Py

Diese Zuordnung bedeutet eine Vertauschung der p- und der z-Komponenten
gegeniiber Gl. (3.19) in Kapitel 3. Wir ziehen im vorliegenden Kapitel 4 die
in Gl. (4.2) verwendete Definition vor, weil sie der in der Literatur iiber
magnetische Flaschen [DrFi79, St91] iiblichen Notation entspricht.

H,, ausgedriickt in den neuen Koordinaten z;, nimmt dann die folgende
Form an:

1
HQ(Zl, 292,23, Z4) = 5 (Z; + Z§ + Zi) . (43)

Anstatt aber diese zweidimensionale Hamilton-Funktion zu diskutieren, ge-
hen wir fiir die folgenden Uberlegungen zu der Verallgemeinerung (1.105)
von Gl. (4.3) iiber [DrFi79]:

l n
1 Wy
Hy(z) = §zi+u + ) > (ZZ + ZTQHU) : (4.4)
v=1 v=Il+1

Fiir [ =1, n = 2 und wy = 1 erhalten wir hieraus wieder Gl. (4.3).

Wir nennen ein H, dessen quadratischer Anteil die Form (4.4) mit [ > 1
hat, eine Magnetflaschen-Hamilton-Funktion. Selbstverstindlich bleibt aber
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dieser Typ von Hamilton-Funktion nicht nur den magnetischen Flaschen vor-
behalten. Die Benennung deutet lediglich an, daf3 die in der Theorie der ma-
gnetischen Flaschen auftretenden Hamilton-Funktionen typischerweise die in
Gl (4.4) beschriebene Gestalt annehmen — zum Beispiel haben alle drei
in Kapitel 2 vorgestellten Modellsysteme Hamilton-Funktionen dieses Typs.
Anschaulich beschreiben die ersten [ Summanden des Magnetflaschen-Hy ei-
ne (in niedrigster Ordnung) freie Bewegung, wogegen die restlichen n — [
Summanden harmonische Oszillatoren mit der Frequenz w, darstellen.

Magnetflaschen-Hamilton-Funktionen kénnen nicht mit der Gustavson-
schen Normalformentheorie untersucht werden, denn die wesentliche Voraus-
setzung (1.61) ist nicht erfiillt: Um dieser Voraussetzung zu geniigen, miifite
[ = 0 sein, und diesen Fall schlieflen wir hier gerade aus. Erst mit der DF'S-
Theorie wird demnach der Normalformenkalkiil auf die hier betrachtete Sy-
stemklasse anwendbar.

Die in den Abschnitten 1.2.2 und 1.2.3 diskutierte Transformation auf
DFS-Normalform mufl an dieser Stelle nicht mehr ausfiihrlich beschrieben
werden. Zur Erinnerung wiederholen wir hier nur diejenigen Aspekte, die
sich bei der praktischen Durchfiihrung als problematisch erweisen. Bei je-
dem Schritt der Normalformtransformation miissen wir zur Losung der ho-
mologischen Gleichung G,, = H,, — A,,(F,,) den Grad m-Anteil H,, der
Hamilton-Funktion H = }",~5 Hj in die Summe

H,, = H + H, (4.5a)

zerlegen, wobei fiir die beiden Summanden gilt:
H/, € Ker(A%) (4.5b)
H' € Im(A,) . (4.5¢)

Die Lie-Transformation, die die alte Hamilton-Funktion H in die neue
Hamilton-Funktion G transformiert, wobei G in DFS-Normalform bis zum
Grad m ist, lautet dann

G =exp(adg, )(H) , (4.6a)

mit der aus

Hyy = Am (Fin) (4.6b)

zu bestimmenden Erzeugenden F,.

Bei der Bestimmung eines Urbildes F,,, von H,, handelt es sich um ein
nichttriviales Problem. Man hat hier zwar ,nur“ ein lineares Gleichungssy-
stem zu 16sen, was beispielsweise mit dem Gauflschen Eliminationsverfahren
immer gelingt, aber die Dimension des Problems ist sehr grof: dim £,, =
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(2";;711; 1). Man hat demnach Hunderte oder sogar Tausende von linearen

Gleichungen gleichzeitig zu erfiillen. Dies stellt bis heute auch fiir die méchtig-
sten Systeme der symbolischen Computer-Algebra ein schwieriges Problem
dar, denn die Invertierung einer (d, d)-Matrix bendtigt typischerweise O(d?)
Rechenoperationen [St89]. Andererseits wollen wir um der Rechengenauigkeit
willen kein numerisches N#herungsverfahren (Iterationsverfahren) verwen-
den. Im folgenden stellen wir ein Verfahren dar, mit dem wir den Rechenauf-
wand fiir die Invertierung von A,, drastisch reduzieren kénnen, indem wir
die spezielle Struktur des Problems ausnutzen und es auf ein wesentlich ein-
facheres zuriickfiihren. Damit kénnen wir Gl. (4.6b) vergleichsweise schnell
und sehr genau l6sen und somit die Normalformtransformation durchfiihren.

Fiir die Darstellung des Differentialoperators A,, gemafl Gl. (1.91) benoti-
gen wir als erstes die Hamilton-Matrix L:

L = J Hess(Hy(2))

10 0
0°-.
0, R
Wi
0 0 w, )
B 00 0 '
0"
T Wi
S
0o - 0 —w,

Um mit dieser unhandlichen (2n,2n)-Matrix besser arbeiten zu koénnen,
transformieren wir sie auf eine einfachere Gestalt. Vor einer dhnlichen Aufga-
be standen wir schon einmal, in Abschnitt 1.2.2. Dort galt es, die Zerlegung
(1.68) des Vektorraumes L,, nachzuweisen, was durch die Transformation
(1.73) gelang, die den Differentialoperator A,, im Rahmen der Gustavson-
Theorie diagonalisiert. A, wurde mittels G1. (1.73) auf Diagonalgestalt ge-
bracht, weil diese Transformation die Hamilton-Matrix L diagonalisierte, und
A, gemidfl Gl. (1.91) direkt aus L hervorgeht: A,,(-) = D,(-)-Lz.

Wir iibertragen diese Idee jetzt auf die magnetischen Flaschen. Im allge-
meinen ist nicht zu erwarten, da} L diagonalisierbar ist. Wir konnen L aber
immer in Jordansche Normalform (in ihrer komplexen Version) iiberfiihren.
L und damit auch A,, werden dadurch in einem gewissen Sinne so einfach
wie moglich, so daf} sich diese Transformation als erster Schritt der Analyse
anbietet.

Zunichst entkoppeln wir L in einen Anteil, der dem Gustavsonschen H,
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entspricht (gekennzeichnet durch die Frequenzen w,), und in den Anteil der
freien Bewegung, der durch die %pE—Anteile der Hamilton-Funktion beschrie-
ben wird. Dafiir verwenden wir die (2n, 2n)-Permutationsmatrix P:

n+1

P = : mit 4 = e N (4.8)

=3

n+l+1

2n
die e; sind die kanonischen Basisvektoren des R?". Man iiberzeugt sich leicht
davon, da8 Linksmultiplikation einer (2n, 2n)-Matrix L mit P die Zeilen von
L in der folgenden Weise vertauscht: Die 7;-te Zeile wird zur ersten Zeile, die
io-te Zeile wird zur zweiten Zeile usw. Rechtsmultiplikation von L mit PT
bewirkt entsprechend die Permutation der Spalten von L.

Die Anwendung von P auf die Hamilton-Matrix L ergibt:

L = PLPT

_ (J(;[ g) (4.9a)

mit der (21, 2[)-Matrix N und der (2n — 21, 2n — 2[)-Matrix D:

~ Ol ldl
N o (4.9b)
0, 0
Wi+1 0 0
On—l 0 WH_Q‘ 5
e 0
. 0 0 wy,
D = o 0 0 (4.9(3)
0 —wio’ 0,y
: . .0
0 e 0 —wy,

Die damit erreichte Entkopplung der Anteile N und D von L erleichtert die
Jordanisierung von L erheblich, weil nun beide Teilmatrizen N und D ge-
trennt auf Jordansche Normalform gebracht werden kénnen. Auf die Matrix
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N muB dazu lediglich eine weitere Zeilen- und Spaltenpermutation ange-
wandt werden, um die Einsen in die erste Nebendiagonale zu verschieben.
D wird durch eine zu Gl (1.73) analoge Transformation diagonalisiert. Wir
erhalten: _

L=X"LX (4.10a)
mit

. diag( (8 é) . (8 é) W, -« Wy —BWaL, - -+ —iwn> (4.10b)

~ J

l-mal

und

X+ (4.10¢)

1

1 T - T
V2 (en+l o Z6271)
2 (_

T T
tey41 t+ en+l+1>

\% (—z’e:,fH + egn)
Insgesamt gilt dann fiir die Jordan-Normalform der Hamilton-Matrix L

L=MLM (4.11a)

mit der in Gl. (4.10b) angegebenen Jordan-Matrix L und der Transformati-
onsmatrix
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M*=X"P =

L (T T
NG (ez+1 - Z‘9n+l+1)

1

5 ()
5 (-

\}5 (—ieg + eQTn)

T T
€y T+ en+l+1)
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, (4.11D)

die L in i iiberfithrt. Die unitdre Matrix M geht durch Transposition und
komplexe Konjugation aus M* hervor: M = PTX.

Wie Gl. (4.10b) zeigt, sind der nilpotente Anteil von L durch die Matrizen

(8 (1)> und der diagonalisierbare Anteil durch die Eigenwerte +iw, gekenn-

zeichnet. Dementsprechend haben wir fiir den diagonalisierbaren Anteil D
und den nilpotenten Anteil N von L:

00 0
0.
0, oo
T Wi
0
0 0 wy,
00 0
0"
-0 On
T Wi
0
0 0 —wy,

(4.12a)
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10 0
0"
0 1 . :
N = " 0 , (4.12b)
0
0 00
0 0
so dal wir die explizite Gestalt der Jordan-Chevalley-Zerlegung
L=D+S (4.12¢)

gefunden haben.

Mit Gl. (4.12a) ist dann auch der Nachweis erbracht, dafl das von
Dragt und Finn gefundene Ipp (siehe Gl. (1.106)) wirklich ein Integral
der Bewegung fiir in DF'S-Normalform befindliche Magnetflaschen-Hamilton-
Funktionen ist, denn es gilt:

Ipps(z) = %z-(JlDz)

= %z- (diag(O, vy 0wy ey Wiy 0y oo 00wy e ,wn)z)
= ¥ 9%¢(z§-+—zi+u) (4.13)

= IDF(Z)

Das formale Integral der Brown-Gabrielse-Magnetflasche ist demnach

@d@:%@%w@:%@ﬂm@ . (4.14)

Wenn man lediglich an dem Integral der Bewegung fiir Magnetflaschen
interessiert wire, dann wiren die oben dargestellten langwierigen Umformun-
gen unnotig, denn einerseits kann man der Matrix L schon fast ,ansehen®,
wie ihr diagonalisierbarer Anteil beschaffen ist — auf diese Weise wird das
Integral Ipp beispielsweise in [St91] gefunden. Andererseits konnte man auch
die Ergebnisse des Anhanges A anwenden und damit Igg sofort aus der
Hamilton-Funktion (4.4) ablesen, ohne L iiberhaupt berechnen zu miissen.

Unabhéngig von der Bestimmung des DFS-Integrals ist aber die durch M
gegebene Koordinatentransformation ein niitzliches Hilfsmittel fiir die Inver-
tierung von A4,,, die fiir die Losung von Gl. (4.6b) benétigt wird. Dies wird
deutlich, wenn man die Transformation

z—2=Mz2 (4.15)
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durchfiihrt. Der Operator A,,, den wir in den neuen Koordinaten 2 mit A,,
bezeichnen, ist nach dieser Transformation sehr viel einfacher, weil L durch

(4.15) in das einfachere L iiberfiihrt wird.

Wir notieren A,,, zunichst in den alten Koordinaten z:
An() = (- Ha(2)} |,

- {; g ()4 3wy (aiO—aL())} (416)

v v=Il+1 v

Die Anwendung der Transformation (4.15) ergibt dann nach einer Rechnung,
die vollig analog zu der Berechung von A4,, in Gl. (1.74) verlduft:

~ l 0 " 0 0
Am = Z 221,7 + Z iw,, <§l+y - §n+u~—>] . (417)
v=1 Lom

8221/71 v=I+1 82!4»1/ Zn+v

Durch (4.15) ist mit L auch A,, ,,s0 weit wie moglich diagonalisiert” wor-
den, wie man der zweiten Summe entnehmen kann. Wir gehen auf Seite 106
anhand eines Beispiels genauer auf diese Eigenschaft von A,, ein.

Um uns ein genaueres Bild von der Wirkungsweise von .4, zu verschaffen,
wenden wir den Operator auf einen der Basisvektoren z? von L£,, an:

l s n

It ~1 . 2w -4 . . . ~q

A, (zJ) = 12 v 30 4 > iwy (ot — Juin) 27 (4.18)
v=1 Zopy—1 v=I+1

Wir interpretieren fiir das Folgende die Basisvektoren 29 von L, als die kano-

nischen Basisvektoren des C¢ mit d = (2"2;"_11_ 1) und sehen dementsprechend

A, als die (d,d)-Matrix, die die Elemente von C* gem#8 Gl. (4.18) abbil-
det. Der Einfachheit halber bezeichnen wir also den Differentialoperator A,
und seine Matrixdarstellung mit dem gleichen Symbol A,,. Gl. (4.18) besagt
dann, daf der zweite Summand den Eintrag Y-7_, . iw, (ju+1 — Ju+n) auf der
Diagonalen der Matrix ergibt, wohingegen der erste Summand mehrere von
null verschiedene AuBerdiagonalkomponenten von A,, zur Folge hat.

Bevor wir A, weiter analysieren kdnnen, miissen wir noch festlegen, in
welcher Reihenfolge die Monome 27 den kanonischen Basisvektoren des C?
zugeordnet werden. Wir kénnen diese Zuordnung beliebig wéhlen. Dabei ist
zu beachten, daB eine geeignete Zuordnung die Matrixdarstellung von A,,
entscheidend vereinfachen kann. Aus [Gu66] ist die Gustavson-Anordnung
der Monome 3J bekannt: 20 = 1 bekommt den Gustavson-Index k(2°) = 1.
Fiir §,1 € N2 definiert man k(z7) > k(z%), wenn es ein iy > 0 gibt, so da
Jio > li, und j; = [; fiir alle 0 < ¢ < 4y gilt. Mit dieser Abbildungsvor'schrift
erhilt man einen bijektiven Zusammenhang zwischen den Monomen 27 aus £
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und den natiirlichen Zahlen k. Fiir die Monome vom Grad 0 < m < 4 haben
wir diese Zuordnung in Tabelle 4.1 angegeben. (Aufier dem Gustavson-Index
k ist dort auch der ,Magnetflaschenindex® k tabelliert, den wir weiter unten
einfiihren werden.)

Mit den Gustavson-Indizes ist dann eine Anordnung der Monome in L,,
gegeben, die wir zum Beispiel verwenden kénnen, um A,, in Matrixgestalt
zu schreiben. Als ein Beispiel geben wir die Matrixdarstellung von Aj; im Fall
n = 2,1 =1 an. Fiir diesen Wert von n ist d = dim(L3) = (g) = 20. Wir
verwenden hier die Abkiirzung w := wy und schreiben Nullen, die nicht auf
der Diagonalen liegen, nicht aus:

-3iw
-tw
1w
3w
-2iw 1
0 1
2iw 1
-1W 1
1w 1
= 0 1
Az = -2iw
0
2w
-tw 2
1w 2
0 2
—w
w
03
0
(4.19)

Man vergleiche diese Matrix, die nur sehr wenige von null verschiedene Ein-
trige abseits der Hauptdiagonalen aufweist, mit der Formel (4.16) fiir A3z in
den urspriinglichen Koordinaten z. Gl. (4.16) impliziert, daf§ kein Eintrag
der Matrix, die A, darstellt, auf der Diagonalen liegt. Dagegen haben wir
durch die Transformation (4.15) fast alle Eintrdge auf der Diagonalen von
.[lm versammelt.

Dariiber hinaus ist A,, fiir alle n, [ und m eine rechte obere Dreiecksma-
trix, wenn man die Gustavsonsche Monom-Indizierung zugrunde legt. Man
erkennt diese Eigenschaft anhand von GI. (4.18). Der zweite Summand in
dieser Gleichung ergibt einen Beitrag auf der Diagonalen von A,,, wie wir
schon friither erkannt haben. Der erste Summand fiihrt auf Beitrége der Form

2w .

. : . -1
Jov—1—= z) = Jov—1%
220—1

mit -
l= (jh ceos Jov=2, Jar—1 — L Jow + 1 Jagrs - ann) :
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i’ k(z9) k(27) i’ k(z9) k(27)
(0,0,0,0) 1 1 (0,0,0,4) 36 36
(0,0,0,1) 2 2 (0,0,1,3) 37 37
(0,0,1,0) 3 3 (0,0,2,2) 38 38
(0,1,0,0) 4 4 (0,0,3,1) 39 39
(1,0,0,0) 5 5 (0,0,4,0) 40 40
(0,0,0,2) 6 6 (0,1,0,3) 41 41
(0,0,1,1) 7 7 (0,1,1,2) 42 43
(0,0,2,0) 8 8 (0,1,2,1) 43 45
(0,1,0,1) 9 9 (0,1,3,0) 44 47
(0,1,1,0) 10 11 (0,2,0,2) 45 49
(0,2,0,0) 11 13 (0,2,1,1) 46 52
(1,0,0,1) 12 10 (0,2,2,0) 47 55
(1,0,1,0) 13 12 (0,3,0,1) 48 58
(1,1,0,0) 14 14 (0,3,1,0) 49 62
(2,0,0,0) 15 15 (0,4,0,0) 50 66
(0,0,0,3) 16 16 (1,0,0,3) 51 42
(0,0,1,2) 17 17 (1,0,1,2) 52 44
(0,0,2,1) 18 18 (1,0,2,1) 53 46
(0,0,3,0) 19 19 (1,0,3,0) 54 48
(0,1,0,2) 20 20 (1,1,0,2) 55 50
(0,1,1,1) 21 22 (1,1,1,1) 56 53
(0,1,2,0) 22 24 (1,1,2,0) 57 56
(0,2,0,1) 23 26 (1,2,0,1) 58 59
(0,2,1,0) 24 29 (1,2,1,0) 59 63
(0,3,0,0) 25 32 (1,3,0,0) 60 67
(1,0,0,2) 26 21 (2,0,0,2) 61 51
(1,0,1,1) 27 23 (2,0,1,1) 62 54
(1,0,2,0) 28 25 (2,0,2,0) 63 57
(1,1,0,1) 29 27 (2,1,0,1) 64 60
(1,1,1,0) 30 30 (2,1,1,0) 65 64
(1,2,0,0) 31 33 (2,2,0,0) 66 68
(2,0,0,1) 32 28 (3,0,0,1) 67 61
(2,0,1,0) 33 31 (3,0,1,0) 68 65
(2,1,0,0) 34 34 (3,1,0,0) 69 69
(3,0,0,0) 35 35 (4,0,0,0) 70 70

Tabelle 4.1: Gustavson-Index k(z7) und Magnetflaschenindex r(z7) der
Monome 27 vom Grad 0 bis 4 (n = 2).
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so daf} gilt: '
k(Zh) < k(29)

Obwohl demnach A, eine Dreiecksmatrix ist, konnen wir das lineare
Gleichungssystem (4.6b) nicht einfach durch gew6hnliches Riickwirtseinset-
zen losen, indem wir zuerst die (2n)-te Gleichung 16sen, dann die (2n — 1)-te
usw. Denn die Diagonalelemente der Matrix sind nicht simtlich von null
verschieden, was wiahrend des Riickwértseinsetzens dazu fiihrt, dafl man ei-
nige Komponenten des Losungsvektors wdhlen mufl. Erst bei nachfolgenden
Schritten des Verfahrens erweist sich dann, ob diese Wahl sinnvoll war oder
zu Widerspriichen fiihrt!. Es kann also a priori kein konsistentes Losungsver-
fahren fiir eine Matrix der hier vorliegenden Form angegeben werden, wenn
man nicht wie beim Gaufischen Verfahren eliminieren méchte. Dies wollen
wir wegen des erforderlichen groflen Aufwandes aber gerade vermeiden.

Die Losung des Problems gelingt durch die Einfiihrung einer anderen
Anordnung der Monome von L,,. Wir nennen diese Variation der Gustav-
sonschen Zuordnung die Magnetflaschenanordnung der Monome von L,,, weil
sie dem Operator A,,, der sich aus einer Magnetflaschen-Hamilton-Funktion
ergibt, angepaflt ist.

Die dem Folgenden zugrunde liegende Idee besteht darin, dafl die Losung
einer linearen Gleichung A,,(F,,) = H" einfach und mit geringem Aufwand
gelingt, wenn die einzigen von null verschiedenen Eintrige der (d, d)-Matrix
A, auf der Haupt- und der ersten oberen Nebendiagonalen liegen. In diesem
Fall kann man die einzelnen Gleichungen durch ein dem Riickwirtseinset-
zen dhnliches Verfahren mit sehr wenigen (ndmlich O(d)) Rechenoperationen
16sen, ohne dafl dabei Inkonsistenzen auftreten konnen. Wir gehen hier nicht
ndher auf dieses Verfahren ein, denn obwohl es sehr einfach ist, wire seine
Darstellung an dieser Stelle wenig instruktiv. Wie wir sehen werden, nimmt
A, fiir die Magnetflaschenanordnung der Monome 27 die beschriebene Ge-
stalt an, so daB wir das Problem der Invertierung von A,, bzw. der Losung
von Gl. (4.6b) einfach und schnell 16sen kénnen.

Diese Vorgehensweise hat allerdings den Nachteil, daf§ wir uns bei der
Einfiihrung der Magnetflaschen-Anordnung auf den Fall [ = 1 beschrinken
miissen. Fiir [ = 1 erhalten wir aus GL. (4.18)

~ . ) z ) n ) ) ) o
Am (zj) = jlg_iz'] + Z Wy (]V+l - ]V+n) ZJ : (420)
v=2

'Ein Beispiel fiir diese Problematik findet sich in Gl. (4.19). Wenn man durch Riick-
wirtseinsetzen die Gleichung Af = h 16sen will, hat man im ersten Schritt faq willkiirlich
zu wihlen. Im darauffolgenden Schritt mufl die Gleichung 0- fi9 + 3 fag = hig erfiillt sein.
Ob diese Gleichung tatsichlich gilt, hingt aber offensichtlich von (dem vorher gewdhlten)

f20 ab.
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Der den Gustavson-Index k(27) ersetzende Magnetflaschenindex k(27 wird
durch die folgende Konstruktionsvorschrift definiert:

1. Fiir Monome vom Grad m beginnt man jeweils mit 7 = (0,...,0,m)T
und setzt
k(Zyy) =dim Lo +dim Ly + - +dim Ly +1 (4.21)

ebenso wie bei den Gustavsonschen Indizes k.

2. (a) Der Nachfolger 2 des Monoms 27 (d.h. r(2}) = k(27) + 1) wird
ebenso bestimmt wie bei Gustavson, es sei denn, es gilt j» # 0; in
diesem Fall gehen wir zu Punkt 2b iiber.

(b) Wenn j5 # 0 ist, dann definieren wir den Nachfolger von 30 als 3
mit I = (5, + 1,52 —1,73,...,720)7 . Dieser Punkt 2b wird solange
wiederholt, bis j, = 0 ist. Dann gehen wir zuriick zu Punkt 2a und
verwenden dort als Ausgangspunkt dasjenige 7, das beim letzten
Ubergang von Punkt 2a nach Punkt 2b iibergeben wurde.

Es kommt natiirlich vor, da man nach der Regel 2a ein Monom erhilt,
das schon vorher gem#fl Regel 2b eingeordnet wurde. In diesem Fall geht
man sofort zum (im Gustavsonschen Sinn) nachfolgenden Monom iiber und
wendet wieder Regel 2a an.

Auf diese Weise erhilt man eine gegeniiber Gustavson abgewandelte An-
ordnung der Monome. Der Zusammenhang zwischen 27 und & ist bijektiv,
wie wir es zu fordern haben. Man vergleiche Tabelle 4.1 fiir eine Gegeniiber-
stellung der k- und k-Indizes der Monome vom Grad 0 bis 4.

Wie wir es beabsichtigt haben, liegt die Wirkung der zusétzlich eingefiihr-
ten Regel 2b darin, dafl bei Verwendung der Magnetflaschenanordnung alle
AuBerdiagonalelemente von A, auf der ersten oberen Nebendiagonalen zu
liegen kommen. Wir demonstrieren diese Eigenschaft wiederum anhand von
A;. Bei Verwendung der Magnetflaschenindizes gilt:
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-3iw
-tw
1w
3w
“2iw 1
-2iw

2w 1
't 21w
Ay = -iw 1
-tw 2
-tw
w1
w 2
1w
0 1
0 2
0

(

W
N OW

22)
Man vergleiche diese Matrix mit der Darstellung in Gl. (4.19).

Mit dem in dieser Gestalt vorliegenden A,, ist es nun vergleichsweise ein-
fach, die fiir die Normalformtransformation entscheidende Gl. (4.6b) zu 16sen
und die Erzeugende F},, zu bestimmen. Dariiber hinaus bietet die Darstellung
von A, mittels der Magnetflaschenanordnung noch in einer anderen Hinsicht
einen wesentlichen Vorteil: In dieser Darstellung ist es besonders einfach, ei-
ne Basis der Untervektorrdume Ker (A%,) und Im (A,,) zu berechnen®. Wir
benotigen diese Basen, um den Grad m-Anteil H,, der Hamilton-Funktion
gemifl Gl. (4.5) aufspalten zu kénnen — eine unabdingbare Voraussetzung
fiir die Aufstellung und Losung der homologischen Gleichung.

Wir haben jetzt die fiir eine effiziente Normalisierung von H (z) bendtig-
ten Hilfsmittel bereitgestellt. Wir merken an dieser Stelle noch einmal an, daf§
der Durchfiihrung der Normalformtransformation auch dann nichts im Wege
steht, wenn die in diesem Abschnitt gemachten Annahmen (Magnetflaschen-
Hamilton-Funktion, [ = 1) nicht zutreffen. Man mufi dann aber, bedingt
durch die hohe Dimension von L,,, groflen numerischen Aufwand in Kauf
nehmen, den wir hier vermeiden konnten.

Schliefflich stellen wir fest, dafl die in diesem Abschnitt besprochene Pro-
blematik im Fall der Gustavsonschen Normalform irrelevant ist. Das Gustav-
sonsche Hs stellt den Grenzfall des Magnetflaschen-H, mit [ = 0 dar. Wenn
[ = 0 ist, dann ist A,, schon diagonal, wie wir in Abschnitt 1.2.2 gesehen

?Die Berechnung einer Basis von Im(.[lm) gelingt beispielsweise durch die Anwendung
des Schmidtschen Orthonormierungsverfahrens [Fi86] auf die Spaltenvektoren von A,,.
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haben. Sowohl die Invertierung von A, als auch die Zerlegung von £, in
Kern- und Bildvektorraum von A4, sind dann vergleichsweise triviale Aufga-
ben. Man vergleiche hierzu die Gln. (1.79) und (1.80).

4.1.2 Berechnung des Quasiintegrals

Wir haben ein umfangreiches Computerprogramm entwickelt, das die DFS-
Normalformentheorie anwendet und dabei die Uberlegungen des Abschnitts
4.1.1 beriicksichtigt. Damit sind wir in der Lage, beliebige Hamilton-
Funktionen des Magnetflaschen-Typs (4.4) mit [ = 1 auf DFS-Normalform

zu transformieren und das Quasiintegral Ig;)s zu berechnen.

Mit Hilfe dieses Programmes gelang es uns, die Hamilton-Funktion der
Brown-Gabrielse-Magnetflasche auf DFS-Normalform bis zum Grad vierzehn
zu transformieren und das entsprechende formale Integral Igg ebenfalls bis
zur vierzehnten Ordnung einschlieBlich zu berechnen®. Dies ist die héchste
Ordnung aller uns bekannten Normalformtransformationen. Nur in [KaR092]
wird bis zu ebenso hohen Graden normalisiert. Dabei ist aber zu beriicksich-
tigen, dafl das dort betrachtete Hénon-Heiles-System durch eine Hamilton-
Funktion vom Gustavson-Typ (1.61) beschrieben wird, wodurch der fiir die
Transformation auf Normalform notwendige Rechenaufwand erheblich gerin-
ger als bei dem hier diskutierten System ist (vgl. S. 110).

Der Nomenklatur des Abschnitts 1.2.4 entsprechend nennen wir die
auf DFS-Normalform gebrachte Hamilton-Funktion der Brown-Gabrielse-
Magnetflasche Gpg. Als Resultat unserer Rechnungen erhalten wir die Po-
tenzreihendarstellung von Gpg bis zum Grad 14; Ggé) besteht aus 103 Mono-
men. Das daraus durch Riicktransformation auf die urspriinglichen Koordina-
ten berechnete Quasiintegral I}(;é) setzt sich aus 415 Summanden zusammen.
Wir geben hier nur die Terme zweiter bis vierter Ordnung dieser Potenzreihen
an und verweisen fiir die vollstindige Auflistung aller Terme auf Anhang D.

Gea(p, 2,0p,p:) = 0.5p7 +0.5p2 4 0.5p° — 0.046875p,
— 0.09375p°p2 — 0.046875p" + 0.252°p” + 0.252°p
+0(l2°) . (4.23)
Ina(p, 2,pp,p2) = 0.5p) 4 0.5p% +0.046875p, + 0.125p7p.,
+0.09375p°p? — 0.125pp? — 0.078125p" + 0.52pp.p,

3Da die im folgenden auftretenden Quasiintegrale simtlich vom DFS-Typ sind, schrei-
ben wir von nun an den Index DFS nicht mehr aus. Statt dessen indizieren wir das Integral
der Brown-Gabrielse-Magnetflasche mit BG, das der Dragt-Finnschen Mirror Machine mit
DF usw.
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~0.252°p% +0.252%" + O (|2[°) . (4.24)

In diesem Zusammenhang ist es interessant, wie unterschiedlich komplex
die auftretenden Polynome sind. Fiir diese Uberlegung betrachten wir die
Normalformtransformation von dem auf Seite 39 besprochenen , passiven*
Standpunkt. Wir bezeichnen die urspriinglichen Koordinaten mit z und die
neuen Koordinaten, in denen die Hamilton-Funktion in DFS-Normalform ist,
mit Z. Die folgende Tabelle gibt die Anzahl der Monome an, die jeweils zur
Darstellung der Hamilton-Funktion bzw. des formalen Integrals der Bewe-
gung (bis zum Grad 14 einschliefllich) ben6tigt werden.

Koordinaten | Hamilton-Funktion | formales Integral

z 8 415
z 103 2

Wir gehen von einer einfachen Hamilton-Funktion Hgg aus und transformie-
ren sie in eine viel kompliziertere Hamilton-Funktion Ggg mit 103 Summan-
den. Aus dieser extrahieren wir das sehr einfache formale Integral Ipg, das
in den z-Koordinaten aus lediglich zwei Summanden besteht, aber durch die
Riicktransformation auf die urspriinglichen Koordinaten z sehr kompliziert
wird und nun von 415 Monomen gebildet wird.

Die Attribute ,einfach“ und , kompliziert* beziehen sich hier nur auf die
funktionale Gestalt der Polynome. Man konnte natiirlich fragen, inwiefern
der Ubergang von Hpg zu einer viel komplizierteren Hamilton-Funktion Gpq
eine Vereinfachung (im eigentlichen Sinn) des betrachteten dynamischen Sy-
stems bedeutet — denn Vereinfachung ist ja das Generalthema der Normal-
formentheorie (siehe zum Beispiel Seite 7ff). Die Auflsung dieses scheinbaren
Widerspruches liegt darin, dafl analytische Einfachheit im allgemeinen nicht
dynamische Einfachheit impliziert — und umgekehrt. Die dynamische Ein-
fachheit der komplizierten Normalform beruht darauf, daf} fiir Ggq ein zwei-
tes (formales) Integral in Gestalt des diagonalisierbaren Anteils von G leicht
zu finden ist. In diesem Sinn befindet sich fiir ein normalisiertes Hamilton-
System (mit zwei Freiheitsgraden der Bewegung) die maximale dynamische
Information schon im linearen Anteil der kanonischen Bewegungsgleichungen.
In einem iibertragenem Sinn werden wir somit Poincarés Anspruch nach der
vollstdndigen Linearisierung der Bewegungsgleichungen (siehe Seite 12) ge-
recht. Man vergleiche auch die Diskussion in Abschnitt 1.2.4.

Wir fithren noch einige Besonderheiten des Resultates (4.23,4.24) an.

Wie wir im Zusammenhang mit Gl. (1.71b) erldutert haben, ist F,,, durch
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die Gleichung A,,(F,,) = H! nicht eindeutig festgelegt — man kann je-
weils einen beliebigen Summanden K,, € Ker(A,,) zu F,, hinzuaddieren.
Um trotzdem eine eindeutige Normalformtransformation (die ja durch F,
definiert ist) zu erhalten, haben wir im Laufe der Berechnungen F,,, stets aus
dem Bildvektorraum von A} gewé#hlt. Unter dieser zusétzlichen Bedingung
wird auch das Quasiintegral (4.24) eindeutig.

Ipq ist eine gerade Funktion, weil schon die Hamilton-Funktion Hgg eine
gerade Funktion ist. Fiir den Grad m = 2k+1, k > 1 ist fiir Hgg die homolo-
gische Gleichung (1.66a) trivial, und wir erhalten als Erzeugende Fy,q = 0.
In der Nomenklatur von Abschnitt 1.2 gilt dann Gay 1 = Hopyq = 0.

Da wir die Berechnungen in doppelter Genauigkeit durchgefiihrt haben,
sind die numerischen Werte der Koeffizienten in Gl. (4.23,4.24) sehr genau.
Die Berechnung der Poisson-Klammer von Hpg und I}(;é) — die verschwin-
den muf, weil Igg ein formales Integral fiir das Brown-Gabrielse-System ist
— zeigt, dafl numerische Fehler in den Koeffizienten friihestens ab der zwolf-
ten Dezimale auftreten. Die meisten Koeffizienten sind aber noch erheblich

genauer bekannt.

Stegemertens Satz 1.4 stellt lediglich sicher, dal I ein formales Integral
der Bewegung fiir das Brown-Gabrielse-System ist. Er macht keine Aussage
dariiber, ob Igg auch unabhingig von der Hamilton-Funktion Hgg ist. (Man
vergleiche hierzu die FuBinote auf Seite 35.) Zwar ist Igg nach Konstruktion
in Involution mit Hgg, aber iiber die lineare Abhéngigkeit oder Unabhingig-
keit der Gradienten dieser beiden Funktionen kénnen wir keine Aussage ma-
chen. Man kann aber trotzdem dahingehend spekulieren, dafl Igzg und die
Hamilton-Funktion tatsdchlich unabhéngig voneinander sind: Die Potenzrei-
henentwicklung von Igg unterscheidet sich krafl von dem Polynom Hgyg, so
dafl es ein grofler Zufall wire, wenn 11(3”3}) ausgerechnet gegen eine Funktion
konvergierte, deren Gradient ein Vielfaches des Gradienten der Hamilton-
Funktion ist. Wir gehen deswegen im Zuge der folgenden Diskussion davon
aus, daf3 die beiden Integrale Hgg und Igg voneinander unabhéngig sind.

In den folgenden Abschnitten 4.2 und 4.3 werden wir die Eigenschaften
von Ipg eingehend untersuchen.

4.2 Lokale Analyse des Quasiintegrals

Die charakteristische Figenschaft eines Integrals der Bewegung ist seine Kon-
stanz entlang von Trajektorien im Phasenraum. Bei einem formalen Integral
der Bewegung ist dieses Verhalten im allgemeinen nicht zu erwarten, wie
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wir in Abschnitt 1.2.4 besprochen haben. Es ist keineswegs sichergestellt,
daf} die Potenzreihenentwicklung fiir das Integral, die wir als Resultat der
Normalformtransformation erhalten, mit wachsendem Approximationsgrad
m konvergiert. Wenn das formale Integral Ipps unabhéingig von H und das
System nichtintegrabel ist — was in der Regel der Fall ist — dann darf die
normalisierende Transformation nicht konvergieren, denn dies stiinde im Wi-
derspruch zur Nichtintegrabilitit. Mit anderen Worten: Das formale Integral
stellt den Versuch dar, ein Integral zu approximieren, das gegebenenfalls gar
nicht existiert. Trotzdem kann auch ein divergentes formales Integral die Si-
tuation im Phasenraum mit hoher Genauigkeit widerspiegeln [Mo68]. Wir
werden diese Tatsache anhand von Igq ausfiihrlich belegen.

Eine weitere Komplikation ergibt sich dadurch, dafl uns im Rahmen dieser
Theorie nur Quasiintegrale zugénglich sind. Wir kénnen die Transformation
auf Normalform nur bis zu einem endlichen Grad m.x durchfiihren und
erhalten dementsprechend prinzipiell nur eine Niherung des formalen Inte-
grals. Dieser Umstand erschwert die Analyse des formalen Integrals, denn
selbst wenn man fiir die Folge von Quasiintegralen [ (M) 2 < m < Mmax
Konvergenz nachweisen kann, hat man im allgemeinen keine Moglichkeit,
Aussagen auch fiir m > myax zu machen. Divergenz fiir grofiere m als mypax
kann also nicht ad hoc ausgeschlossen werden.

Vor diesem Hintergrund fiihren wir eine neue Bezeichnungsweise ein, die
fiir die Untersuchung der Konvergenzeigenschaften von (™) niitzlich ist: Wir
beschrinken den Begriff ,Konvergenz® auf den uns zuginglichen Wertebe-
reich von m und nennen ein Quasiintegral 1™ (z) konvergent an der Stelle
z, wenn dort

‘[(2m+2)(z) _ [(Zm)(z)‘ < ‘[(2m)(z) _ [(2m—2)(z)‘ fir 1< m < ml;ax
(4.25)
gilt. Anderenfalls heiBt 70™(z) divergent. Bei dieser Definition haben wir
beriicksichtigt, daB I(™ eine gerade Funktion ist und wir ungerade Poly-
nomgrade m deshalb nicht einbeziehen miissen.

Wir untersuchen jetzt die Qualitdt des in Abschnitt 4.1.2 hergeleiteten
Quasiintegrals T}gné). Vorab erinnern wir daran, dafl wir in Kapitel 3 die
Nichtintegrabilitit des Brown-Gabrielse-Systems nachgewiesen haben. Weil
dieses autonome Hamilton-System zwei Freiheitsgrade der Bewegung hat und
mit Hgq schon ein erstes Integral der Bewegung bekannt ist, kann kein zwei-
tes, von Hpg unabhingiges Integral existieren. Wenn das nach der DFS-
Theorie berechnete formale Integral unabhéngig von der Hamilton-Funktion
ist, dann mufy demnach I bei allen Energien F und fiir alle z divergieren
— im gewohnlichen Sinn des Begriffes Divergenz. Im Sinn von Gl. (4.25) ist
aber immer noch Konvergenz des Quasiintegrals moglich. Wir zeigen im fol-
genden, daf} sie bei bei niedrigen Energien die Regel ist und auch bei h6heren
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Energien nicht ausgeschlossen werden kann.

Im ersten Schritt der Analyse von I}g"é) priifen wir, inwieweit diese Polyno-

me entlang den Losungskurven der kanonischen Gleichungen (3.6) konstant
sind. Das hierfiir benutzte Verfahren wird beispielsweise auch in [DrFi79,
St91] angewandst.

Das Quasiintegral I]g"é) ist eine Funktion der Phasenraumkoordinaten p, z,

pp und p,. Indem wir einen Punkt des Phasenraumes — der Einfachheit hal-
ber betrachten wir nur Punkte s = (z,p,) aus der Poincaré-Fliche ¥ C R!
— als Startwert einer Trajektorie ansehen, diese durch numerische Integra-
tion berechnen und dann [}(3”&) langs der Trajektorie auswerten, erhalten wir

das Quasiintegral als Funktion der Zeit:
I5e (1) = Ig) (®uls)) - (4.26)

In der Regel variiert I}g"é) (t; s) fiir alle s als Funktion der Zeit, denn selbst
wenn Igg ein (nicht nur formales) Integral der Bewegung ist, kann man erst
im Grenziibergang m — oo erwarten, dafl das Quasiintegral [}(3”&) konstant
wird. Um so eher gehen wir auch im Fall der Nichtkonvergenz davon aus, dafl
I]gné) (t; 8) zeitlich oszilliert. Divergenz im Sinn von Gl. (4.25) zeigt sich dann
meistens dadurch, dafl die Amplitude dieser Oszillationen mit m anwéchst.
Es ist aber auch moglich, dafl das Quasiintegral zunéchst im Sinn von GI.

(4.25) konvergiert und erst fiir grofiere m divergent wird.

In den Abbildungen 4.1 bis 4.6 haben wir jeweils das Quasiintegral der
Brown-Gabrielse-Magnetflasche als Funktion der Zeit in verschiedenen Ap-
proximationen (m = 2,4,...,14) dargestellt; dabei wurden die Energie F
und der Startwert s systematisch variiert. Offensichtlich hdngen die Kon-
vergenzeigenschaften der Quasiintegrale empfindlich sowohl von der Energie
(also dem Systemparameter, dessen Erhohung zu sich ausbreitendem Cha-
os fiihrt), als auch von dem Startpunkt s der betrachteten Trajektorie ab.
Diese Tatsache steht in enger Analogie zu den Eigenschaften der Poincaré-
Abbildung, die ebenfalls in Abhéngigkeit von E und s regulire oder chao-
tische Dynamik zeigt, wie man den Poincaré-Schnitten in Abschnitt 3.2.2
entnehmen kann.

Die Abbildungen 4.1, 4.2 und 4.3 zeigen, bei jeweils gleicher Energie
E = 0.01, schnelle Konvergenz des Quasiintegrals, langsame Konvergenz be-
ziehungsweise Divergenz von 11(3“5) (t; 8). Bei der gleichen Energie ergibt sich
demnach ein ganz unterschiedliches Konvergenzverhalten, je nachdem, wie
weit der Startpunkt der Trajektorie vom Ursprung der Poincaré-Fliche ent-
fernt ist.
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Abbildung 4.1: Quasiintegral I](gné) (t; 8) der Brown-Gabrielse-Magnetflasche
als Funktion der Zeit; E = 0.01, m = 2,4,...,14, s = (0,0.05)7.
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Abbildung 4.2: Quasiintegral ]](3"&) (t; 8) der Brown-Gabrielse-Magnetflasche
als Funktion der Zeit; E = 0.01, m = 2,4,...,14, s = (0,0.10)7.
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Abbildung 4.3: Quasiintegral []g"é) (t; 8) der Brown-Gabrielse-Magnetflasche
4

als Funktion der Zeit; E = 0.01, m = 2,4,...,14, s = (0,0.11)7.
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Abbildung 4.4: Quasiintegral I]g"é) (t; 8) der Brown-Gabrielse-Magnetflasche
als Funktion der Zeit; E = 0.20, m = 2,4,...,14, s = (0,0.3)T.
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Abbildung 4.5: Quasiintegral I]g”é) (t; 8) der Brown-Gabrielse-Magnetflasche
als Funktion der Zeit; E = 0.50, m = 2,4,...,14, s = (0,0.1)”. Die Ordi-
natenachse ist hier, im Gegensatz zu den Abbildungen 4.1 bis 4.4 und 4.6,
fiir jedes m anders skaliert, weil die Schwankungsbreite von I](S@ (t;8) sehr
schnell mit m anwéchst.
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Abbildung 4.6: Quasiintegral [](3"&) (t; 8) der Brown-Gabrielse-Magnetflasche
als Funktion der Zeit; E = 0.50, m = 2,4,...,14, s = (0,0.3612).
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Dieser Effekt 148t sich leicht aus dem [lokalen Charakter des formalen
Integrals erkldren. Die Konvergenz ist um so besser, je ndher der betrach-
tete Punkt am Entwicklungspunkt, dem Ursprung des Phasenraumes, liegt.
Wir kénnen diese Erklarung anhand der Abbildungen 4.1 bis 4.3 bestétigen,
wenn wir den Verlauf der Kurven I]g"é) (t; s) genauer betrachten. Bei der Oszil-
lation des Quasiintegrals handelt es sich offensichtlich um die Uberlagerung
einer hoch- und einer niederfrequenten Schwingung. Der Vergleich mit den
Daten der numerisch integrierten Trajektorie zeigt, da} die hoherfrequente
Osrzillation in p-Richtung stattfindet, wihrend der niederfrequente Anteil die
Bewegung in z-Richtung widerspiegelt — im Einklang mit den Uberlegungen
in Abschnitt 3.2.1. Weil der zugéngliche Teil des Phasenraumes entlang der
z-Achse nicht beschrinkt ist, kann die z-Komponente im Verlauf der Bewe-
gung vergleichsweise grofl werden, was dann wegen des grofleren Abstandes
zum Ursprung zur schlechteren Konvergenz von I}g"é) (t; s) fiihrt. Fiir die Ab-
bildungen 4.1 bis 4.3 haben wir als Anfangsbedingungen jeweils z = 0 und
von Bild zu Bild wachsende p,-Werte vorgegeben; deswegen werden die im
Lauf der Trajektorien erreichten maximalen |z|-Werte von Bild zu Bild grofier
und die Quasiintegrale somit divergenter.

Abbildung 4.4, bei der hoheren Energie E = 0.20, zeigt eine andere typi-
sche Eigenschaft divergenter formaler Integrale. Hier sieht man den Ubergang
von anfinglicher Konvergenz (m = 2,...,8) zur Divergenz (m = 8,10,...).
Ein Ubergang dieser Art ergibt sich fiir die Brown-Gabrielse-Magnetflasche
bei jedem (anfinglich) konvergenten Integral I}g"é) (t;8), weil das System
nichtintegrabel ist. Der Grad myg, bei dem der Ubergang von Konvergenz
zur Divergenz stattfindet (mo = 8 fiir das Beispiel in Abbildung 4.4), cha-
rakterisiert den Startpunkt s der entsprechenden Trajektorie. Wir werden in
Abschnitt 4.3.2 hierauf zuriickkommen.

Anhand von Abbildung 4.5 wird deutlich, daf} die Divergenz des Qua-
siintegrals nicht immer langsam eintreten muf}, sondern im Gegenteil auch
rasant verlaufen kann. Dieses stark divergente, in den vorherigen Abbildun-
gen so nicht zutage tretende Verhalten wird versténdlich, wenn man auch
hier mit der entsprechenden Poincaré-Abbildung vergleicht: Der Startwert
s = (0,0.1)T liegt inmitten eines stochastischen Gebietes, das fast die ge-
samte Poincaré-Fliche ausfiillt; s liegt fern von noch erhalten gebliebenen
groferen Inselketten. — Andererseits gilt, dafl auch bei dieser groflen Energie
immer noch prominente Inseln fast-reguldren Verhaltens erhalten geblieben
sind. Insbesondere ist hier das Inselpaar zu erwdhnen, das auf der p,-Achse
bei |p,| ~ 0.4 zu finden ist. Wahlt man den Startwert s aus diesem Gebiet,
dann ergibt sich lediglich eine relativ moderate Divergenz von 11‘3”5) (t; 8), so
wie sie in Abbildung 4.6 dargestellt ist.

Schwach divergente oder sogar konvergente Quasiintegrale entsprechen al-
so reguldren Gebieten der Poincaré-Fléiche, wihrend stéirker divergente Qua-
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siintegrale stochastischen Regionen korrespondieren, in denen weniger inva-
riante Tori erhalten geblieben sind.

Mit diesen Beobachtungen haben wir nachgewiesen, dafl das berechnete
Quasiintegral zumindest fiir kleine Energien bemerkenswert gut konstant sein
kann und dann gute Voraussagen der zeitlichen Entwicklung des Systems er-
laubt — denn (Fast-) Konstanz von Ipg heifit ja gerade (Fast-) Integrabilitét.
Anderenfalls, bei divergentem Quasiintegral, 148t die ,,Geschwindigkeit“ der
Divergenz trotzdem noch Schliisse auf den Grad der Chaotizitidt des betref-
fenden Gebietes im Phasenraum zu. Dies ist der Gegenstand des folgenden
Abschnitts 4.3.

Eine Analyse des Quasiintegrals nach dem hier beschriebenen Verfahren
ist notwendigerweise eine lokale Analyse, denn man nimmt jeweils nur Bezug
auf einen einzigen Startwert s. In Abschnitt 4.3 wird beschrieben, wie man im
Zuge einer globalen Analyse die gesamte Poincaré-Fliache untersuchen kann.

4.3 Globale Analyse des Quasiintegrals

Im Gegensatz zu der an einzelnen Punkten s € Y orientierten Vorgehens-
weise im vorangehenden Abschnitt wollen wir uns nun einen Uberblick iiber
das Verhalten des Quasiintegrals in der gesamten Poincaré-Fliche verschaf-
fen. Gewdhnlich verwendet man zu diesem Zweck Hohenliniendiagramme
des Quasiintegrals in der Poincaré-Fliche [DrFi79, St91, KaRo92]. Wir stel-
len diese Methode vor und demonstrieren ihren eingeschrinkten Nutzen im
Fall der Brown-Gabrielse-Flasche. Dann gehen wir zu drei anderen Verfahren
iiber, die fiir die globale Untersuchung von I}g"é) besser geeignet sind.

I(m)

Um die Aquiniveaulinien von Iy (p, 2, p,, p.) in der Poincaré-Fliche dar-

zustellen, setzen wir p = 0 und wenden die Bedingung p, = /2E — p?,
also Gl. (3.29), an. Damit erhalten wir das Quasiintegral als Funktion der
die Poincaré-Fliche parametrisierenden Koordinaten z und p,. In den Ab-
bildungen 4.7 und 4.8 haben wir die Hohenlinien dieser Funktion bei den
Energiewerten ' = 0.01 und F = 0.20 skizziert. Die abgebildeten Ausschnit-
te aus der Poincaré-Fliche sind die gleichen wie in den Poincaré-Plots 3.7
bzw. 3.9.

Fiir ein konvergentes formales Integral der Bewegung miissen die Hohen-
linien von Igg mit den invarianten Linien des Poincaré-Plots iibereinstim-
men [Mo68]. Andererseits wissen wir aus Abschnitt 3.2.2, daf} es kein zweites
Integral der Bewegung geben kann. Deswegen verwundert es nicht, dafl die
Poincaré-Plots und die Héhenliniendiagramme des formalen Integrals nur we-
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Abbildung 4.7: Aquiniveaulinien des Quasiintegrals T](;é) in der
Poincaré-Flache ¥ bei der Energie £ = 0.01.
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Abbildung 4.8: Aquiniveaulinien des Quasiintegrals I}(;é)
Poincaré-Fliache X g bei der Energie E' = 0.20.
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nig Ahnlichkeit zeigen. Lediglich in einer kleinen Umgebung des Ursprunges
werden die invarianten Linien der Abbildungen 3.7 und 3.9 durch die Aqui-
niveaulinien des Quasiintegrals I}(;é) ndherungsweise reproduziert, weil, wie
oben diskutiert, die Konvergenzeigenschaften dieser Potenzreihe bei kleine-
ren numerischen Werten der Phasenraumkoordinaten besser sind. Dariiber
hinaus ist die Umgebung des Ursprungs bei den genannten Energien noch
frei von grofleren stochastischen Gebieten. Die Existenz solcher Gebiete liefe
dort in jedem Fall Divergenz des Quasiintegrals erwarten.

Der Vergleich der Abbildungen 4.7 und 4.8 zeigt zudem den wesentlichen
Einflul des Parameters F. Der Anteil der Poincaré-Fliche, dessen Dynamik
durch das Hoéhenliniendiagramm noch relativ genau beschrieben wird, wird
mit zunehmender Energie immer kleiner. Aus diesem Grund haben wir fiir
groflere Energien als £ = 0.20 keine weiteren Hohenliniendiagramme ange-
fertigt, denn es ergibt sich ohnehin keine nennenswerte Ubereinstimmung mit
den Poincaré-Plots. Diese Beobachtung 148t sich zwanglos im Rahmen des in
Kapitel 3 diskutierten KAM-Szenarios erkldren. Die Erh6hung des System-
parameters Energie fiihrt zu sich ausbreitendem Chaos, das heif3t zu aufbre-
chenden invarianten Linien und zur Entstehung von stochastischen Regionen.
Der Versuch, die invarianten Linien des Poincaré-Plots durch Hohenlinien des
Quasiintegrals zu approximieren, wird damit zunehmend gegenstandslos.

Wir begriinden noch kurz, warum die hier skizzierte Methode bei ande-
ren Systemen — zum Beispiel beim Hénon-Heiles-System in [Gu66, KaRo092]
und bei der gestorten Penning-Falle in [St91] — zu erheblich besseren Re-
sultaten fithrt. Wir haben die Brown-Gabrielse-Magnetflasche als Beispielsy-
stem fiir unsere Untersuchungen ausgewihlt, weil sie nicht durch Hamilton-
Funktionen vom Gustavson-Typ (1.61) beschrieben werden kann. Die beiden
oben genannten Systeme sind aber gerade von diesem Typ. Sie besitzen des-
halb den entscheidenden Vorteil, dafl das dynamisch erlaubte Teilgebiet des
Phasenraumes beschrénkt und bei hinreichend kleiner Energie beliebig klein
ist. Dies begriindet die guten Konvergenzeigenschaften der Quasiintegrale
dieser Systeme bei sehr kleinen Energien. Fiir grofiere Energien verschlech-
tert si(cl; dann auch bei den Systemen des Gustavson-Typs die Konvergenz

von Iy, wie man beispielsweise [KaR092] entnehmen kann.

Im Fall des Brown-Gabrielse-Systems erstreckt sich das zugéngliche Ge-
biet des Phasenraumes unendlich weit entlang der z-Achse. So kénnen sich
beispielsweise Teilchen, die man mit groem Axialimpuls |p,| startet, weit
vom Zentrum der Flasche entfernen, was zu besonders stark ausgeprigter
Divergenz von I}gné) am oberen und unteren Rand der Poincaré-Fléche fiihrt.
Man erkennt die Divergenz, indem man die Hohenliniendiagramme mit den
Poincaré-Plots 4.7 bzw. 4.8 vergleicht und in den angesprochenen Gebieten
das Fehlen jeglicher Ubereinstimmung zwischen den beiden Abbildungstypen
feststellt. Entsprechendes gilt fiir Trajektorien, deren Startpunkte s in der
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Poincaré-Fliche bei grofien |z| liegen; solche Trajektorien haben Divergenz
des Quasiintegrals am linken und rechten Rand des abgebildeten Teils von
Y g zur Folge. Man vergleiche auch hierzu die Héhenliniendiagramme mit den
Abbildungen 4.7 und 4.8.

Wir benotigen also fiir magnetische Flaschen — oder allgemeiner fiir Sy-
steme mit nicht-Gustavsonscher Hamilton-Funktion — ein anderes Verfahren
zur Untersuchung der Konvergenzeigenschaften von Ippg. In den folgenden
Abschnitten 4.3.1 und 4.3.2 diskutieren wir solche Verfahren. Das wesentliche
neue Ergebnis der darzustellenden Untersuchungen ist die Erkenntnis, dafl
die Konvergenzeigenschaften des Quasiintegrals I]()"Flé in den stochastischen
Regionen erheblich mehr Information iiber das System beinhalten als der
Poincaré-Plot [KaR092].

4.3.1 Das Verfahren von Kaluza und Robnik

Man kann die zunéchst nur zur Erleichterung der Sprechweise eingefiihrte
abgewandelte Definition der ,Konvergenz* (Gl. (4.25)) zur Grundlage eines
neuen Analyseverfahrens machen, indem man fiir die Punkte s € Yg der
Poincaré-Flache die Konvergenzfunktion

1, (m) konvergent
C(s):= falls Iyc (s) im Sinn von Gl. (4.25) ist
0, divergent

(4.27)
einfiihrt [KaR092]. Das mp.x der Gleichung (4.25) ist hier natiirlich der

grofite Grad (14) des von uns berechneten Quasiintegrals I}g"é). Mit dieser
Definition ist es mdoglich, in einem einzigen Bild die Konvergenzeigenschaf-
ten des Quasiintegrals fiir alle Punkte eines Teilgebietes der Poincaré-Fliche
zusammenzufassen. Allerdings mufl man sich dabei vergegenwirtigen, daf
weder aus C(s) = 1 Konvergenz von 11(3"&)(3) im iiblichen Sinn folgt, noch
umgekehrt. Trotzdem erhalten wir mit C'(s) einen niitzlichen Anhaltspunkt

fiir die Beurteilung der Konvergenzeigenschaften des Quasiintegrals.

Fiir die folgende Untersuchung der Konvergenzfunktion haben wir uns auf
die Brown-Gabrielse-Flasche bei der Energie £ = 0.20 beschrankt, weil fiir
diesen Wert von E regulire und chaotische Dynamik koexistieren (vergleiche
Abbildung 3.9). Somit kénnen wir die Eigenschaften von C(s) sowohl in der
Néhe von invarianten Linien als auch in stochastischen Regionen untersuchen.

Abbildung 4.9 zeigt den Konwvergenzplot des Brown-Gabrielse-Systems.
Dieser Plot entsteht dadurch, dafl man die Poincaré-Fliche in ein Punktera-
ster zerlegt und jeden Punkt s des Rasters, fiir den C(s) = 1 gilt, schwarz
einfiarbt; die anderen Punkte bleiben weify. Es entsteht ein interessantes geo-
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Abbildung 4.9: Konvergenzplot fiir die Brown-Gabrielse-Magnetflasche bei
der Energie F = 0.20. Dargestellt ist die in ein Raster von 200 x 200 Punkten
s zerlegte Poincaré-Fliche; Punkte mit C'(s) = 1 sind schwarz markiert.
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metrisches Muster. Kaluza und Robnik erhalten fiir das von ihnen betrachtete
System dhnliche Abbildungen.

Es ist erstaunlich, daf} so viele Punkte die Konvergenzbedingung (4.25)
erfiillen, wie das in Abbildung 4.9 dargestellt wird. Denn diese Bedingung
ist streng, fordert sie doch iiber einige Grade m hinweg eine monotone Kon-
vergenz. Transient-konvergentes Verhalten wie in Abbildung 4.4 wird hier
beispielsweise nicht als konvergent betrachtet. Die Haufigkeit konvergenten
Verhaltens in unserem Konvergenzplot ist um so erstaunlicher, als einige der
schwarz markierten Punkte in stochastischen Gebieten des entsprechenden
Poincaré-Plots 3.9 liegen. Wir merken weiterhin an, daf§ die Verteilung der
konvergenten Punkte in Xz in keiner Weise die Struktur des im Poincaré-Plot
aufgezeichneten Phasenportraits widerspiegelt.

Wir erklédren diesen Sachverhalt im folgenden auf anschauliche Weise und
schlagen eine neue Variante der Methode vor, die die Resultate entscheidend
verbessert. Wir erinnern uns daran, dafl wir nicht nur an den Punkten aus ¥
interessiert sind, sondern nach Mdoglichkeit den gesamten Phasenraum unter-
suchen wollen. Die Definition der Kaluza-Robnikschen Konvergenzfunktion
C'(s) bezieht sich aber lediglich auf die Punkte der Poincaré-Fliche. Die-
se war zwar unter Beriicksichtigung gewisser Kriterien (transversaler Schnitt
mit dem Phasenflul usw.), im Endeffekt aber doch willkiirlich festgelegt wor-
den. Wir interpretieren die unerwarteten Ergebnisse des Konvergenzplots als
eine Folge dieser eher zufélligen Wahl von X g.

Es liegt nahe, das beschriebene subjektive Element dadurch aus der Me-
thode zu eliminieren, daf} wir nicht mehr nur einzelne Punkte, sondern gan-
ze Trajektorien betrachten. Wir berechnen demnach die durch die Punkte
s € Y als Startwerte festgelegten Trajektorien und bestimmen die Mittel-
werte der entsprechenden Quasiintegrale:

~m) T
IW(s) == lim — [ I (t:s) . (4.28)

T—oo T Jo

Mit diesen Mittelwerten konnen wir nun die gemittelte Konvergenzfunktion
C(s) durch die Anwendung von Gl. (4.27) auf die I{)(s) definieren:

_ 1, —m konvergent
C(s) := falls Iyc (s) im Sinn von GL (4.25) ist
0, divergent

(4.29)

Einen nach dieser korrigierten Vorschrift berechneten Konvergenzplot zei-
gen wir in Abbildung 4.10. Es bietet sich nun ein ganz anderes Bild als in
Abbildung 4.9. Zunéchst stellen wir fest, dafl weniger Punkte s die Kon-
vergenzbedingung C(s) = 1 erfiillen. Dieses Ergebnis haben wir nach dem
oben Gesagten erwartet. Dariiber hinaus reproduziert Abbildung 4.10 die
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Abbildung 4.10: Korrigierter Konvergenzplot fiir die Brown-Gabrielse-Ma-
gnetflasche bei der Energie £ = 0.20. Dargestellt ist die in ein Raster von
200 x 200 Punkten s zerlegte Poincaré-Fliche; Punkte mit C(s) = 1 sind
schwarz markiert.
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Strukturen des Poincaré-Plots 3.9 erheblich detailgetreuer als das nach der
urspriinglichen Definition von C(s) erstellte Bild. Man erkennt ein ausge-
dehntes Konvergenzgebiet im Zentrum des Phasenraumes, dort, wo im Poin-
caré-Schnitt noch viele invariante Linien erhalten geblieben sind. Auch die hy-
perbolischen periodischen Punkte der dominanten Poincaré-Birkhoff-Kette,
die aus sechs groflen, konzentrisch angeordneten Inseln besteht, lassen sich
eindeutig im korrigierten Konvergenzplot identifzieren. Dagegen divergiert
das Quasiintegral in der N&he der elliptischen periodischen Punkte dieser
Inselkette.

In seiner korrigierten Form stellt das Kaluza-Robnik-Verfahren also ein
durchaus niitzliches Hilfmittel zur Analyse des Phasenraumes bzw. der Poin-
caré-Flache dar. Allerdings ergibt sich wegen der Strenge des zugrunde geleg-
ten Konvergenzkriteriums (Gl. (4.25) mit mmay = 14) kein sehr detailreiches
Bild der Situation im Phasenraum; zudem kann man nur zwischen den bei-
den Fillen C'(s) = 0 und C(s) = 1 unterscheiden und hat keine Moglichkeit
einer differenzierteren Charakterisierung der Punkte von ¥Xg. Wir wenden
uns deshalb anderen Analyse-Methoden zu, die genauere Aussagen iiber die
Geschwindigkeit der Konvergenz- bzw. Divergenz der Quasiintegrale ermogli-
chen.

I(m)

4.3.2 Konvergenzeigenschaften von Ig

Ausgehend von der in Abschnitt 4.2 gemachten Beobachtung, dafl die
Geschwindigkeit der Divergenz von I}gné) (t; 8) wesentlich vom Startwert s
abhéngt, quantifizieren wir im folgenden diese Divergenzgeschwindigkeit und
stellen das Resultat graphisch als Funktion von s dar.

Zunichst betrachten wir einen einzigen, festen Startwert s € Yp. Wir
gehen davon aus, dafl wir zuvor die Quasiintegrale 11(3"&)(3) der Ordnungen
2 < m < Mmmpax berechnet haben. Fiir jedes dieser m berechnen wir jeweils
erst den Mittelwert von T4 g (t; s),

Ty — lim L [ 1.
pe (8) = lim — [ IZ&(t;8)dt (4.30)

T—oo T Jo

und dann die Standardabweichung als Maf fiir die Abweichung von T}g"é)(s)

von diesem Mittelwert:

() — o lim £ [T (1 6y — 1)) a 431
UBG(S) 1rnT 0 BG()S) BG(S) . ( )

Um die zu unterschiedlichen Startwerten s gehdrenden Standardabwei-
chungen miteinander vergleichen zu konnen, fithren wir schliellich noch die
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normierten Standardabweichungen ein:

(m)
m g (3)

e (s) = = . (4.32)
Iic ()

Diese GroBe wird bei den folgenden Uberlegungen eine Schliisselrolle einneh-
men. n{™ Bt di i . (M) (o). ) oy s

. Npe (8) mifit die ,Qualitit” des Quasiintegrals Iy (8): npe (8) ist um
so grofler, je stirker das Quasiintegral um seinen Mittelwert oszilliert. Dabei
werden nicht lediglich die Punkte der Poincaré-Fliche betrachtet, sondern
jeweils Mittelwerte iiber die entsprechenden Trajektorien beriicksichtigt. So-
mit sollten die normierten Standardabweichungen den gesamten Phasenraum
in einem &dhnlichen Sinn beschreiben, wie dies die Orbits in einem sinnvoll

gewihlten Poincaré-Schnitt tun.

Da wir uns fiir Konvergenzfragen interessieren, miissen wir nun untersu-

chen, wie sich die 77}(3"&) (s) als Funktionen von m verhalten. Uber eine gesamte

Trajektorie hinweg ist das Quasiintegral I}g"é)(s) konvergent (in dem betrach-

teten m-Intervall) , wenn

e (s)| < b (s)| fiir 1<m < m;‘“ (4.33)
gilt, anderenfalls ist es divergent.

Bei einem konvergenten Quasiintegral mit dem Startwert s gilt fiir den
Grad mg(s), bei dem n{7(s) minimal wird: mg(8) = Mumax = 14. Im Fall der
Divergenz kann mg einen der Werte 2,4, ..., Mmax — 2 annehmen. In Abbil-
dung 4.11 haben wir eine typische Situation dargestellt. Bei vielen Werten
der Parameter F und s fallt 77}(3%)(3) mit wachsendem m zunéchst ab, um
dann wieder anzusteigen — wegen der schliefflich immer eintretenden Diver-
genz. Offensichtlich beinhaltet m(s) eine wesentliche Information iiber das
Konvergenzverhalten von 77](3"&)(3). Wir nutzen diese Beobachtung zu einer
Verfeinerung des Verfahrens von Kaluza und Robnik: Die Poincaré-Fléche
wird wieder in ein Punktegitter zerlegt, und wir bestimmen fiir jeden der

Punkte s dieses Gitters den Grad my(s).

In den Abbildungen 4.12 bis 4.14 haben wir mg(s) fiir das Brown-
Gabrielse-System farbkodiert aufgetragen. Der Vergleich der Bilder mit den
entsprechenden Poincaré-Schnitten 3.7, 3.9 und 3.12 zeigt, dafl diese mq(s)-
Plots ein erheblich wirklichkeitsgetreueres Bild der Situation zeichnen als die
Kaluza-Robnikschen Konvergenzplots.

Abbildung 4.12 skizziert Xz bei der niedrigen Energie £ = 0.01. Bei dieser
Energie sind im Poincaré-Plot noch keine stochastischen Regionen oder Insel-
ketten zu erkennen, und so ist das konvergente (griine) Gebiet sehr grofi. Der
Ubergang zur Divergenz (rot) geschieht dann schlagartig bei gréfer werden-
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Abbildung 4.11: Ein typischer Verlauf von 77}(3%) (8). Fiir dieses Beispiel wurden
die Parameter E = 0.20 und s = (0,0.3)" gewéhlt; es gilt mg(s) = 8. Man
beachte die halblogarithmische Darstellung.

dem Abstand zum Ursprung. Interessanterweise deutet sich aber im Zentral-
bereich von X g schon divergentes Verhalten des Quasiintegrals an, der Grad
mo mit minimalem 77}(3%) ist hier nicht mehr mpy... AuBerdem fallt ein schma-
ler Ring mit mg(s) = 12 auf, der inmitten der griin-konvergenten Region
verlduft. Kiindigt sich hier trotz der niedrigen Energie schon das Aufbrechen
einer KAM-Linie in eine Poincaré-Birkhoff-Kette an?

In Abbildung 4.13, bei der Energie E = 0.20, ist die dominante, aus
sechs Inseln bestehende Birkhoff-Kette (vgl. Abbildung 3.9) deutlich zu er-
kennen. Bei diesem mg(s)-Plot verwundert vor allem, daf§ die Umgebung der
sechs periodischen Punkte der angesprochenen Inselkette nicht durch einen
besonders hohen Wert von my(s) ausgezeichnet ist, wie man es fiir die dor-
tige reguldre Dynamik erwarten wiirde. mg(s) hat hier lediglich den Wert 8.
Dariiber hinaus wird die Inselkette durch ein Band konvergenteren Verhaltens
(mo(s) = 10) eingeschlossen. Dies ist um so erstaunlicher, als dieses Band
in einer stochastischen Region verlduft, wie der Vergleich mit Abbildung 3.9
zeigt.

In den meisten Punkten der Abbildung 4.13 nimmt mg(s) den Minimal-
wert mo(8) = 2 an, was verstindlich ist, weil bei einer so hohen Energie
(E = 0.50) kaum noch gute Konvergenzeigenschaften des Quasiintegrals zu
erwarten sind. Der Poincaré-Plot bei dieser Energie, Abbildung 3.12, besteht
— neben einem auffallenden 2-Zyklus, den wir auch in Abbildung 4.14 ein-
deutig identifizieren konnen — vor allem aus einer groflen stochastischen
Region. Diese Region wird im my(s)-Plot nicht strukturlos, sondern mit ei-
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Abbildung 4.12: mg(s)-Plot fiir die Brown-Gabrielse-Magnetflasche bei der
Energie E = 0.01. Dargestellt ist die Poincaré-Fliche, die in ein Raster von
200 x 200 Punkten s zerlegt wurde. Die Leiste am unteren Bildrand zeigt die
Farbkodierung von my(s).
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Abbildung 4.13: mg(s)-Plot fiir die Brown-Gabrielse-Magnetflasche bei der
Energie £ = 0.20. Dargestellt ist die Poincaré-Fléiche, die in ein Raster von
200 x 200 Punkten s zerlegt wurde. Die Leiste am unteren Bildrand zeigt die
Farbkodierung von mq(s).
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Abbildung 4.14: mg(s)-Plot fiir die Brown-Gabrielse-Magnetflasche bei der
Energie E = 0.50. Dargestellt ist die Poincaré-Fliche, die in ein Raster von
200 x 200 Punkten s zerlegt wurde. Die Leiste am unteren Bildrand zeigt die
Farbkodierung von my(s).
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ner durchaus regelméfligen Verteilung der my-Werte dargestellt. Ein Rest von
Ordnung im Chaos? Jedenfalls deutet unsere Abbildung an, daf§ die Diver-
genzgeschwindigkeit in einer chaotischen Region sehr inhomogen sein kann.
Diese Beobachtung kénnte ein Ansatzpunkt fiir die weitergehende Untersu-
chung der stochastischen Gebiete unseres Systems sein — eine solche Unter-
suchung wiirde aber den Rahmen der vorliegenden Arbeit sprengen. Auch bei
Abbildung 4.14 fallt auf, dafl das Zentrum des grofien 2-Zyklus mit kleineren
mo-Werten dargestellt wird als seine unmittelbare Umgebung. Demnach di-
vergiert [}(3”&) auf den die periodischen Punkte umgebenden invarianten Linien
langsamer als in den periodischen Punkten selbst.

Zusammenfassend stellen wir fest, dal die hier neu eingefiihrten my(s)-
Plots ein duferst niitzliches Hilfsmittel zur Charakterisierung der Poincaré-
Fliche sein kénnen und insbesondere solche Gebiete von ¥ weitergehend
klassifizieren konnen, die im Poincaré-Plot unterschiedslos als homogene Re-
gionen reguldren (oder auch chaotischen) Verhaltens dargestellt werden.

Bisher konnten wir schon anhand der mg(s)-Plots eine erstaunlich reich-
haltige Struktur in der Poincaré-Fliche nachweisen. Wir versuchen nun, die
Auflésung des Verfahrens weiter zu erhéhen, denn es erweist sich bei den
my(s)-Plots als nachteilig, da§ zur Charakterisierung von s lediglich sieben
mogliche Werte fiir mg zu Verfiigung stehen: 2,4, ..., 14 = m.y.

Die Abbildungen 4.1 bis 4.6, ebenso wie Abbildung 4.11, lassen die Vermu-
tung zu, daf} die Divergenz des Quasiintegrals und damit auch das Verhalten
von 77}(3"&)(3) als Funktion von m einer gewissen Regelmé&fligkeit unterliegen.
Um diese Beobachtung quantitativ zu machen, versuchen wir, 77}(3"&)(3) durch
eine Exponentialfunktion zu nihern,

el (8) = ac™™ (4.34)

wobei a und a noch zu bestimmen sind. Nach den Ergebnissen der vor-
angehenden Abschnitte ist klar, dal diese beiden Gréflen vom Startwert s
abhingen; deswegen schreiben wir auch a(s) und «a(s).

a(s) und der ,Exponent“ «(s) — der hier eine dhnliche Bedeutung wie
der Ljapunov-Exponent hat — lassen sich ndherungsweise mit der Methode
der kleinsten Quadrate (vgl. [BrSe85, S. 787]) aus den 7]](3"&)(3) berechnen.
Der direkte Vergleich des Graphen der Funktion a(s)e®®)™ mit den Punkten
(m, 7% ()T ergibt, daB in den meisten Fillen die Approximation (4.34)
recht gut ist. Wir demonstrieren dies in Abbildung 4.15; die folgende Tabelle
gibt die fiir die Abbildung verwendeten Parameter E und s sowie die daraus

berechneten Exponenten a(s) an.
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Abbildung E s a(s)
4.15a 0.01 (0.81,0.0553)T | -0.39
4.15b 0.20 (1.69,0.5970)7 1.37
4.15¢ 0.20  (0.00,0.3000)T 0.32

Die Abbildungen 4.15a und 4.15b demonstrieren exemplarisch die Qualitét
der Approximation fiir ein konvergentes und ein divergentes Quasiintegral.

Abbildung 4.15¢ ist die entsprechende Darstellung fiir ein Quasiintegral,
das bis zum Grad 8 konvergent ist, um dann fiir gréflere m zu divergieren
— eine dhnliche Situation wie in Abbildung 4.4. Dieses Verhalten wird of-
fensichtlich durch eine einfache Exponentialfunktion nicht vollstindig repro-
duziert. Andererseits konnen wir diese Einschrinkung zur Methode machen
und von nun an nur das asymptotische Verhalten bei mdoglichst groflen m
untersuchen. Nachdem das in Abbildung 4.15c dargestellte 77](3"&)(3) sein Mi-
nimum bei m = 8 durchlaufen hat, steigt es in etwa exponentiell an und kann
dann gem&f Gl. (4.34) sinnvoll gendhert werden. Wir beschrinken uns des-
halb bei der a(s)-Methode auf die m-Werte 8, ..., 14. Weil das Quasiintegral
[](3”&) nur bis zur Ordnung 14 vorliegt, konnen wir keine gréfleren Werte von
m in die Rechnung einbeziehen, obwohl dies natiirlich wiinschenswert wére.
Inwieweit das hier skizzierte Vorgehen — insbesondere die Tatsache, daf§ wir
die 77](3"&)(3) mit m = 2,4, 6 vernachlissigen — sinnvoll ist, mufl weiter unten
anhand der Ergebnisse der Methode entschieden werden. In diesem Zusam-
menhang illustrieren die Abbildungen 4.15a und 4.15b, daffl man im Fall ein-
deutiger Konvergenz oder Divergenz durch die Nichtberiicksichtigung kleiner

m-Werte die Qualitdt der Approximation nicht wesentlich beeintrachtigt.

Die «(s)-Methode weist gegeniiber dem myg(s)-Verfahren den Vorteil auf,
daf} wir eine den Phasenraum charakterisierende Funktion a(s) erhalten, de-
ren Wertespektrum im Gegensatz zu dem von mg(s) kontinuierlich ist. Wir
erwarten, dafl sich dadurch die Eigenschaften des Phasenraumes detaillierter
abbilden lassen. Je grofler a(s) ist, desto divergenter sollte sich das Quasi-
integral mit dem Startwert s verhalten und umso chaotischer ist das Gebiet
der Poincaré-Fliche, aus dem der Startwert s entnommen wurde. Umgekehrt
bedeutet ein negativer Wert von «(s) Konvergenz — zumindest fiir die bei
der Rechnung verwendeten Werte von m — was auf den reguldren Cha-
rakter des entsprechenden Phasenraumgebietes hinweist. Wenn «/(s) zwar
positiv, aber klein ist, dann divergiert das Quasiintegral zwar, es deutet sich
aber trotzdem noch ein Rest von Ordnung in der Dynamik an. Falls der
Ljapunov-Exponent in einer Region des Phasenraumes positiv und klein ist,
spricht man von schwachem Chaos [KaR092]. Nach dem vorher Gesagten
scheint es uns angebracht, diesen Begriff auch fiir Phasenraumgebiete mit
positiven, aber kleinen a(s)-Werten zu verwenden.
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Abbildung 4.15: Halblogarithmische Darstellung der normierten Standard-
abweichungen 77}(3"&)(3), in den Abbildungen angedeutet als <, und der sie

approximierenden Exponentialfunktion a(s)e

o(8)m die hier als durchgezo-

gene Linie dargestellt wird. Die verwendeten Parameter F und s geben wir

im Text an.
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Diese Interpretation des Exponenten «(s) wird durch die Abbildung 4.16
bestétigt, die trotz der groben Rasterung der Bildpunkte ein detailreiches
Bild der Poincaré-Fliche zeichnet und regulire und chaotische Gebiete in
recht guter Ubereinstimmung mit Abbildung 3.9 identifiziert. Abbildung 4.16
steht zudem keineswegs im Widerspruch zu dem entsprechenden my(s)-Plot
4.13, sondern ergénzt ihn in der gewiinschten Weise. So wird hier zum Beispiel
die grofie Inselkette feiner aufgeldst und wir finden die Beobachtung bestétigt,
die wir bei Abbildung 4.13 gemacht haben: Das Quasiintegral zeigt in der
Umgebung periodischer Punkte (abgesehen vom Fixpunkt im Ursprung von
Yp) ein stirker divergentes Verhalten!. Das gleiche Phéinomen erkennt man
auch anhand der vielen kleineren Inselketten, die im «/(s)-Plot deutlich und in
Ubereinstimmung mit den entsprechenden Regionen des Poincaré-Schnittes
hervortreten — im mg(8)-Plot traten diese Inselketten iiberhaupt nicht zu-
tage.

Insgesamt scheint damit unser Vorgehen — insbesondere das Ignorieren
der 77](3"(? mit m < 8 — gerechtfertigt. Wir weisen aber darauf hin, dafl das
«(s)-Verfahren die besten Resultate bei mittleren Energien (wie zum Beispiel
E = 0.20) erbringt. Wir haben zum Vergleich auch «(s)-Abbildungen bei den
Energien £ = 0.01 und F = 0.5 angefertigt. Bei der niedrigeren Energie ergab
sich im wesentlichen das gleiche Resultat wie im myg(s)-Plot 4.12; es wurden
keine zusétzlichen Strukturen gefunden. Der «(s)-Plot zur Energie E = 0.50
reproduzierte die in Abbildung 4.14 dargestellten ,,Strukturen im Chaos* nur
teilweise. Zumindest ergab sich aber auch mit dem eher spekulativen «(s)-
Verfahren kein Widerspruch; das heifit, wir haben mit diesem Verfahren keine
Eigenschaften gefunden, die im Widerspruch zu den Ergebnissen stehen, die
man aus den Poincaré-Schnitten erhélt.

In den letzten beiden Abschnitten haben wir drei neue Verfahren vor-
geschlagen, die sich sehr gut zur Analyse der Konvergenzeigenschaften des
Quasiintegrals I}g"é) eignen. Dariiber hinaus ist es mdoglich, mit Hilfe dieser
Verfahren diejenigen Strukturen in der Poincaré-Fliche zu reproduzieren und
zu charakterisieren, die man gewohnlich aus Poincaré-Schnitten erhélt. Man
kann den «(s)-Abbildungen aber oft noch erheblich mehr Information ent-

nehmen als den entsprechenden Poincaré-Plots. Dies gelingt zum Beispiel

“Der Grund fiir die schnellere Divergenz in der Nihe von Resonanzen ist in dem lokalen
Charakter des Quasiintegrals und ganz allgemein der Normalformentheorie zu suchen —
man vergleiche hierzu die Erorterungen in Kapitel 1. Typischerweise treten in der N&he
von periodischen Punkten bei der Transformation der Hamilton-Funktion ,kleine Nen-
ner* auf, die die Konvergenz der Transformation schlieflich verhindern. Um die Situation
in der Umgebung eines anderen periodischen Punktes als des Ursprunges zu untersuchen,
miifite man zunéchst die Hamilton-Funktion um diesen Punkt herum entwickeln und dann
die Normalisierungsprozedur mit der so erhaltenen neuen Hamilton-Funktion durchfiihren.
Alternativ hierzu wird in [La90] ein Verfahren beschrieben, mit dem die Normalformtrans-
formation nicht, wie hier, in der Nihe des Entwicklungspunktes am besten konvergiert,
sondern statt dessen in einer vorzugebenden Entfernung von diesem Entwicklungspunkt.
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Abbildung 4.16: «(s)-Plot fiir die Brown-Gabrielse-Magnetflasche bei der
Energie FF = 0.20. Dargestellt ist die Poincaré-Fléiche, die in ein Raster von
200 x 200 Punkten s zerlegt wurde. Bei der Berechnung von «a(s) wurden die
77](3%)(3) mit m = 8,10, 12, 14 beriicksichtigt. Die Leiste am unteren Bildrand

zeigt die Farbkodierung von «(s).
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dann, wenn letztere nur noch ein stochastisches Gebiet zeigen, das aber mit
Hilfe des Konvergenzverhaltens des Quasiintegrals noch weitergehend cha-
rakterisiert werden kann. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dafl man durch
Berechnung des Ljapunov-Exponenten fiir die Punkte der Poincaré-Fliche
zu vergleichbaren Resultaten gelangen kann. Dies wird in [KaRo092] demon-
striert. Im Gegensatz zur Analyse mittels Ljapunov-Exponenten, die als rein
phinomenologische Gréflen berechnet werden, erhélt man aber durch die
Verwendung der Quasiintegrale nicht allein Aussagen iiber die Regularitit,
sondern auch iiber die Konvergenz der entsprechenden normalisierenden ka-
nonischen Transformation.

Ein Nachteil dieser globalen Verfahren zur Analyse der Poincaré-Fliche
ist der sehr grofle numerische Aufwand. Um ein aussagekriftiges Bild zu
gewinnen, mufl man fiir sehr viele Punkte iiber ein lingeres Zeitintervall hin-
weg Trajektorien durch numerische Integration berechnen, um die erforder-
lichen Mittelungsprozesse durchfiihren zu konnen. Ein Nachteil, den unsere
Analysemethoden aber mit dem sich auf Ljapunov-Exponenten stiitzenden
Verfahren gemein haben.



Kapitel 5

Typische Eigenschaften von
Quasiintegralen

Nachdem wir in den Abschnitten 4.2 und 4.3 das Quasiintegral der Brown-
Gabrielse-Magnetflasche im Hinblick auf seine Konvergenzeigenschaften
ausfiihrlich analysiert haben, betrachten wir in diesem Kapitel kursorisch
die Quasiintegrale einiger weiterer Modellsysteme. Unser Anliegen ist hier
vor allem, einfache GesetzméfBigkeiten in den Formeln der Quasiintegrale zu
finden, so dal wir die Konvergenzeigenschaften abschitzen und verschiedene
Quasiintegrale miteinander vergleichen kénnen, ohne dafiir langwierige Un-
tersuchungen wie in den Abschnitten 4.2 und 4.3 durchfiihren zu miissen. Die
beiden fiir das Folgende wesentlichen Gesichtspunkte sind die Zahl der ein
Quasiintegral I]()";)S konstituierenden Monome und die (betragsméBige) Grofie
der Koeffizienten der Monome.

5.1 Die Zahl der Summanden

Wir wenden uns zunéchst der Frage nach der Zahl der Monome zu, aus denen
ein Quasiintegral I]()"Flé zusammengesetzt, ist.

Als Grundlage unserer Untersuchung dienen die drei magnetischen Fla-
schen, fiir die wir in Kapitel 2 die Hamilton-Funktionen hergeleitet haben: die
Brown-Gabrielse-Magnetflasche (Gl. (3.1)), die Dragt-Finnsche , Mirror Ma-
chine“ (GI. 2.41)) und das Stgrmer-System (Gl. (2.62)). Um eine Vorstellung
davon zu bekommen, inwieweit unsere Ergebnisse spezifisch fiir Hamilton-
Funktionen vom Magnetflaschentyp (4.4) sind, beziehen wir auflerdem das
Hénon-Heiles-System [HeHe64| in unsere Betrachtungen ein. Dieses System

143
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wird durch die folgende Hamilton-Funktion beschrieben:

1 1
i (p, 2,00 0:) = 5 () + 72 + 02 +2°) 4+ 72 = 52 (5.1)
Hyn ist vom Gustavson-Typ (1.61) und kann demnach schon mit dem
Birkhoff-Gustavsonschen Normalformenkalkiil behandelt werden. In der fol-
genden Tabelle fiihren wir die fiir die Integralberechnung wesentlichen Cha-
rakteristika der vier Hamilton-Funktionen auf:

System Typ Zahl der Monome in H
Hénon-Heiles Gustavson 6 — ,einfach®
Brown-Gabrielse | Magnetflasche 8 — ,einfach®
Dragt-Finn Magnetflasche 5 — seinfach®
Stormer Magnetflasche 80 — ,kompliziert“
Es wird sich zeigen, daf3 alle vier Modellsysteme — trotz ihrer in dieser

Tabelle deutlich werdenden Unterschiedlichkeit — sich beziiglich der Sum-
mandenzahl ihrer Quasiintegrale sehr dhnlich verhalten.

Das Quasiintegral der Brown-Gabrielse-Magnetflasche entnehmen wir
dem Anhang D. Mit unserem in Kapitel 4 beschriebenen Verfahren — das,
weil es den Gustavson-Fall als Spezialfall enthélt, auch auf Hpp anwend-
bar ist — haben wir auch die anderen drei Hamilton-Funktionen auf DF'S-
Normalform transformiert und dann die entsprechenden Quasiintegrale in
den urspriinglichen Koordinaten bestimmt. Wegen des trotz aller Vereinfa-
chungen immer noch recht groflen Rechenaufwandes haben wir diese Trans-
formationen nur bis zum Grad 12 einschlie§lich durchgefiihrt.

Fiir die folgenden Untersuchungen stehen also die Quasiintegrale TI({"fI),
180 15 und I8 mit m = 2,3,...,12 zur Verfiigung. Dabei ist zu be-

achten, dafl die Hamilton-Funktionen Hgg sowie Hpp und somit auch die
entsprechenden Quasiintegrale gerade Funktionen sind.

Wir geben die (™) hier nicht explizit an. Statt dessen diskutieren wir, wie
die Anzahl der Summanden dieser Polynome mit zunehmendem m anwiéchst.
Hierzu definieren wir N(m) als die Anzahl der Monome des Quasiintegrals
I(™) und werten diese Funktion fiir unsere Beispielsysteme aus. Das Ergebnis
dieser Abzdhlaufgabe ist in Abbildung 5.1 dargestellt.

Bei kleinen Graden m besteht das Quasiintegral des Hénon-Heiles-
Systems offensichtlich aus mehr Summanden als die Integrale der anderen
Systeme. Diese Tatsache liegt darin begriindet, dal das formale Integral
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Abbildung 5.1: N(m) in doppeltlogarithmischer Auftragung.

der auf Normalform transformierten Hamilton-Funktion Hypg mehr Terme
enthélt als die formalen Integrale der anderen normalisierten Systeme: Es
besteht aus vier Summanden, gegeniiber den nur zwei Summanden bei den
Magnetflaschen-Hamilton-Funktionen. Man vergleiche hierzu die Gln. (4.4)
und (4.13). Mit groBer werdendem m #ndert sich das Bild, denn nun macht
sich der Einfluf} der vielen Terme der Stgrmer-Hamilton-Funktion (2.62) be-
merkbar. Ohne diesen Punkt hier eingehender diskutieren zu wollen, merken
wir an, daf} eine komplizierte Hamilton-Funktion bei der Losung der homo-
logischen Gleichung (1.66a) im Zuge der Normalformtransformation kompli-
zierte erzeugende Funktionen Fj, zur Folge hat. Umgekehrt bedeutet dies
nach der Riicktransformation auf die urspriinglichen Koordinaten, dafl das
Quasiintegral entsprechend kompliziert ist. Man erkennt diesen Sachverhalt
in Abbildung 5.1 daran, daf§ I, ém) bei wachsendem m sehr schnell eine mit [I(ﬁl{)
vergleichbare Monomanzahl erreicht. Dagegen besitzen die zu den einfache-
ren Hamilton-Funktionen Hgg und Hpr gehorenden Quasiintegrale durchweg
nur etwa halb so viele Summanden wie die beiden anderen (™).

Interessant ist auch der Vergleich der Monomzahl der beiden Quasiinte-
grale 1% und I3, Tn Abschnitt 2.3 haben wir beschrieben, wie die Dragt-
Finn-Flasche als gezielte Vereinfachung der Brown-Gabrielse-Flasche kon-
struiert wird. Die einfachere Struktur von Hpr gegeniiber Hgq schligt sich

tatsdchlich in der Abbildung 5.1 nieder, aber der Effekt ist eher marginal. Ty-
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pischerweise ist die Monomzahl der Brown-Gabrielse-Flasche nur um einen
Faktor 1.2 bis 1.3 grofler als die der Dragt-Finn-Flasche.

Wir kénnen demnach feststellen, dafl die Komplexitéit der zugrunde lie-
genden Hamilton-Funktion die Komplexitit des Quasiintegrals in der Tat
beeinflufit. Dieser Effekt wird aber erst bedeutsam, wenn man zwei Hamilton-
Funktionen vergleicht, deren Summandenzahlen sich sehr stark unterschei-
den, beispielsweise Hgg und Hg. Entscheidender ist der Einflufy der Gestalt
des quadratischen Anteils der Hamilton-Funktion. Wir haben gesehen, daf
ein Gustavsonsches H, zu einem erheblich komplexeren Quasiintegral fiihrt
als ein Magnetflaschen- H, mit einer vergleichbaren Summandenzahl.

Es ist ein auffallendes Merkmal der Abbildung 5.1, da§ N(m) fiir alle vier
betrachteten Systeme bei hinreichend groflem m einem Potenzgesetz geniigt.
Offensichtlich gilt in sehr guter Ndherung:

N(m)~bm” mit b, 5 =konst. . (5.2)

Wir haben g aus den Daten der Abbildung 5.1 fiir m > 4 mit Hilfe der
Methode der kleinsten Quadrate bestimmt:

System I6]
Hénon-Heiles 3.02
Brown-Gabrielse 3.11
Dragt-Finn 3.16
Stgrmer 3.25

Im Mittel ergibt sich hieraus
f=314+4% . (5.3)

Dies ist ein erstaunliches Resultat: Trotz der sehr unterschiedlichen Struktur
der einzelnen Hamilton-Funktionen wichst die Summandenzahl der entspre-
chenden Quasiintegrale in allen vier Féllen nahezu gleich schnell.

Interessanterweise wichst in dem betrachteten m-Intervall die Dimension
des Polynomraumes £™ := Lo @ L3 & - - - ® L,,, dessen Elemente die 1™ ja
sind, nach fast genau dem gleichen Potenzgesetz, denn es gilt:

dim(L™) ~ e¢m? mit ¢ = konst., vy = 3.04 . (5.4)

(Dies ist wiederum eine Kleinste-Quadrate-Niherung fiir 4 < m < 12.) Dem-
nach scheint es eine typische Eigenschaft der Quasiintegrale zu sein, dafl bei
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wachsendem m stets etwa der gleiche (systemabhéngige) Bruchteil der insge-
samt zur Verfiigung stehenden Monome fiir die Darstellung von 1™ benétigt
wird. Bei der Brown-Gabrielse-Magnetflasche und dem Stgrmer-System fin-
den wir beispielsweise

NBG(m)

BG4
dim(£0m) %
Na(m) fir 4<m<12
glm
A 24
Jim (£0) %

5.2 Die Koeffizienten

Neben der Anzahl der Summanden sind die Koeffizienten der Monome der
zweite bestimmende Faktor fiir die Konvergenz der Quasiintegrale.

Fiir die vier Hamilton-Funktionen gilt:

System gr'éﬁter Koeffi- | Mittelwert 3iller Charakteris'ierung
zientenbetrag | Koeff.-Betrage | der Koeffizienten
Hénon-Heiles 1.0 0.555 ,klein®
Brown-Gabrielse 0.5 0.290 ,klein®
Dragt-Finn 0.5 0.425 ,klein®
Stgrmer 13860 644.2 ,grofl*

Das Stgrmer-System erweist sich auch hier wieder als das ,,schwierigste® der
Modellsysteme.

In Abbildung 5.2 haben wir die Betrége aller Koeffizienten der vier Quasi-
integrale als Funktion der Gustavson-Indizes k£ der entsprechenden Monome
aufgetragen. Dieser Abbildung entnehmen wir zweierlei. Zum einen streuen
die Koeffizientenbetrige jedes Quasiintegrals iiber viele Groéflenordnungen:
typischerweise iiber sechs, im Fall des Stormer-Systems iiber zehn Groéfienord-
nungen. Dies erschwert die numerische Auswertung erheblich. Zum anderen
ist hier, wie auch schon bei N(m), eine steigende Tendenz mit wachsendem
m zu erkennen.

Um den zweiten Punkt genauer untersuchen zu konnen, haben wir die
von null verschiedenen Koeffizientenbetriige fiir jeden Grad m gemittelt. Die
so erhaltene Funktion Koeff(m) ist in Abbildung 5.3 skizziert. Die steigende
Tendenz der Koeffizienten tritt hier deutlich zutage; ein eindeutiger funktio-
naler Zusammenhang zwischen m und Koeff(m) 148t sich allerdings nicht
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Abbildung 5.2: Halblogarithmische Darstellung der Betréige der Monomkoef-
fizienten fiir die vier Quasiintegrale. Auf der Abszisse ist der Gustavon-Index
k aufgetragen; die vertikalen Linien trennen die verschiedenen Monomgrade

& = Dragt-Finn; O

m. *= Hénon-Heiles; ¢ = Brown-Gabrielse;

St@grmer.
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Abbildung 5.3: Mittlere Koeffizientenbetrége beim Grad m.

erkennen. Lediglich die Koeffizienten des Stgrmer-Quasiintegrals scheinen
annihernd exponentiell mit m anzuwachsen. Wenn man die Grade 6 bis 12
zugrunde legt, findet man fiir dieses System:

Koeff(m) ~ de®™ mit d=konst., § =2.7 . (5.5)

Wir sind nun in der Lage, qualitative Aussagen iiber das Konvergenz-
verhalten der Quasiintegrale unserer vier Modellsysteme zu machen. Es ist
bekannt, daf} alle vier Systeme nichtintegrabel sind. — Fiir die Brown-
Gabrielse-Flasche haben wir den Nachweis in Kapitel 3 gefiihrt; fiir die an-
deren Systeme vergleiche [HeHe64, DrFi79, Se90]. — Der Nichtintegrabilitéit
entspricht die Divergenz der hier betrachteten Quasiintegrale, die ja im Fall
der Konvergenz die entsprechenden zweiten Integrale approximieren wiirden.
Im Rahmen des vorliegenden Kapitels deutet sich die Divergenz der I(™
durch die sehr schnelle Zunahme der Summandenzahl mit m an, die mit dem
raschen Anwachsen der Koeffizienten einhergeht.

Vor dem Hintergrund der Untersuchungen in Kapitel 4 fragen wir nach der
Moglichkeit, die Quasiintegrale in einer Umgebung des Entwicklungspunk-
tes zur Analyse des Phasenraumes zu verwenden. Fiir die Brown-Gabrielse-
Magnetflasche erwies sich dieser Ansatz ja als sehr fruchtbar. Weil sich nach
den Ergebnissen dieses und des vorangehenden Abschnitts fiir das Dragt-
Finn-System dhnliche (sogar ein wenig vorteilhaftere) Eigenschaften wie fiir



150 Kapitel 5. Typische Eigenschaften von Quasiintegralen

die Brown-Gabrielse-Flasche ergeben, nehmen wir an, dafl auch die ,Mirror
Machine“ nutzbringend mit den Verfahren aus Kapitel 4 untersucht werden
kann.

Das Hénon-Heiles-System stellt sich beziiglich der beiden hier diskutier-
ten Kriterien ungiinstiger dar, hat aber den entscheidenden Vorteil, dafl der
zugingliche Teil des Phasenraumes (bei kleinen Energien) beschrinkt und
klein ist, so dafl die ungiinstigere Koeffizientenstruktur mehr als aufgewogen
werden kann. In der Tat zeigt die in [St91] beschriebene Analyse der dem
Hénon-Heiles-System sehr dhnlichen Penning-Falle positive Resultate, und
Gustavson selbst erzeugte fiir das Hénon-Heiles-System erfolgreich Hohenli-
niendiagramme von I}(Inﬁ [Gu66]. Bei diesen Analysen wurde der Gustavson-
sche Normalformenkalkiil zugrunde gelegt.

Das Stgrmer-System schliefllich vereint beide angesprochenen Nachteile in
sich. Es besitzt einen ,offenen” Phasenraum und hat eine extrem ungiinstige
Koeffizientenstruktur. Wir erwarten deshalb, dafl es relativ schwierig sein
wird, dieses System mittels seines Quasiintegrals zu untersuchen.



Schlufl

Wir haben uns in dieser Arbeit ausfiihrlich mit der Teilchendynamik in ma-
gnetischen Flaschen beschaftigt, die fiir viele praktische Anwendungen wich-
tig sind. Im Rahmen der konventionellen Analyse der Brown-Gabrielseschen
Magnetflasche konnten wir den gebundenen Charakter der Bewegung in die-
sem System nachweisen, fanden ein typisches KAM-Szenario und wiesen
damit den teilweise irreguldr-chaotischen Charakter der Teilchenbewegung
nach.

In Kapitel 4 haben wir beschrieben, wie erstmalig die Anwendung der
Dragt-Finn-Stegemertenschen Normalformentheorie gelang. Wir haben mit
den Mitteln der linearen Algebra ein Verfahren entwickelt, mit dem die
Hamilton-Funktionen magnetischer Flaschen bis zu sehr hohen Ordnungen
in DFS-Normalform transformiert werden koénnen. Dabei erwies sich die
Verwendung einer hier neu eingefiithrten Anordnung (,, Magnetflaschenanord-
nung®) der Basismonome des Raumes L, als &uflerst niitzlich. Unter Verwen-
dung unseres Normalisierungsverfahrens konnten wir die Normalform und das
Quasiintegral der Brown-Gabrielse-Magnetflasche bis zur vierzehnten Ord-
nung angeben. Dies ist die hochste uns bekannte Ordnung einer Normal-
formtransformation.

Wir haben das Quasiintegral I]g"é) fiir einzelne Punkte der Poincaré-Fliche
auf seine Konvergenzeigenschaften hin iiberpriift. Fiir hinreichend niedrige
Energien konvergierte 11(3“5) — in dem betrachteten m-Intervall — bei geeig-
neter Wahl des Startpunktes s sehr gut, obwohl fiir magnetische Flaschen
das zugédngliche Teilgebiet des Phasenraumes unbeschriankt ist. Bei héheren
Energien oder einem ungiinstigeren Startwert s trat die fiir ein nichtintegra-
bles System erwartete Divergenz ein.

Diese ortsabhéngigen Konvergenz- bzw. Divergenzeigenschaften von 11(3"&)

ausnutzend, haben wir drei neue Verfahren zur Analyse des Phasenraumes
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vorgeschlagen und am Beispiel unserer Modellmagnetflasche nachgewiesen,
dal man mit diesen Verfahren zumindest die aus den Poincaré-Plots bekann-
ten Strukturen wie invariante Linien und Poincaré-Birkhoff-Ketten repro-
duzieren kann. Dariiber hinaus gelang es auch, #hnliche Strukturen in Teil-
gebieten der Poincaré-Fliche zu identifizieren, die sich im Poincaré-Schnitt
lediglich als die homogene Punktwolke einer stochastischen Region darstellen.
Es bleibt zukiinftigen Untersuchungen vorbehalten, die Natur dieser bislang
unbekannten Strukturen zu erforschen und die Ursachen ihrer Entstehung
zu klidren. Dabei konnte es sich, dhnlich wie in [KaR092], als niitzlich erwei-
sen, die Konvergenz- bzw. mg(s)- und «(s)-Plots mit einer entsprechenden
Darstellung des Ljapunov-Exponenten zu vergleichen.

Eng verbunden mit dieser Problematik ist die Frage nach allgemeinen
theoretischen Kriterien fiir die Geschwindigkeit, mit der ein Quasiintegral
konvergiert bzw. divergiert. Sind diese Eigenschaften schon an der urspriing-
lich gegebenen Hamilton-Funktion abzulesen? Wir konnten diesbeziiglich in
dem fiir diese Arbeit vorgegebenen Zeitrahmen nur einige sehr grobe Ver-
gleiche anstellen. Bei welchem Grad my(s) tritt insbesondere der Umschlag
von Konvergenz zur Divergenz ein? Dies ist eine wesentliche Fragestellung,
wenn man an einem moglichst konstanten Quasiintegral interessiert ist und
wissen will, bis zu welcher Ordnung 11(3"(;) hierfiir berechnet werden muf}. Um-
gekehrt bedeutete bei einem System mit zwei Freiheitsgraden der Bewegung
der Nachweis der Konvergenz des Quasiintegrals fiir m — oo die Integrabi-
litdt des Systems — das Wunschresultat bei der ,Suche nach dem zweiten
Integral der Bewegung*.

Es stellt sich schliefflich auch die Frage, inwiefern das Konvergenzver-
halten der Normalformtransformation durch die Wahl der Erzeugenden F},
beeinfluflbar ist — wir haben mehrfach darauf hingewiesen, daf3 diese Funkti-
on bei der Losung der homologischen Gleichung nicht eindeutig festgelegt ist,
so dafl man gegebenenfalls durch eine geschickte Wahl von F},, eine erheblich
bessere Konstanz des Quasiintegrals erzielen konnte.

Nachdem wir in der vorliegenden Arbeit die DFS-Theorie in der prakti-
schen Anwendung etabliert haben, kann man nun beispielsweise versuchen,
diese Theorie dort anzuwenden, wo schon die Birkhoff-Gustavson-Theorie
Erfolge zu verzeichnen hatte. Hier sind vor allem die Beschreibung der
quantenmechanischen Pendants und die Quantisierung chaotischer klassisch-
mechanischer Systeme zu nennen. Auf diesem Gebiet findet die Birkhoff-

Gustavson-Normalform schon seit einiger Zeit eine wichtige Anwendung; man
vergleiche hierzu [SwDe79, ShRe82, Ro84, Ec86, Cr90].
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Wir haben offensichtlich mit der Anwendung der verallgemeinerten Nor-
malformentheorie nicht nur eine Liicke geschlossen, sondern gleichzeitig einige
neue untersuchenswerte Fragen aufgeworfen.

... the rest is silence.

WILLIAM SHAKESPEARE
Hamlet, Prince of Denmark



Anhang A

Zweite Integrale der Bewegung

Wir geben in diesem Abschnitt fiir alle Hamilton-Funktionen H € L die
zweiten Integrale an, die man mit Hilfe der in Abschnitt 1.2.3 diskutierten
Dragt-Finn-Stegemerten-Normalformentheorie erhélt. Hiermit ist folgendes
gemeint: Wir geben in Abschnitt A.2 eine noch etwas enger gefafite Definition
der Normalform einer Hamilton-Funktion. Dann kénnen wir fiir fast' jede
Hamilton-Funktion aus £, die in diesem engeren Sinn in Normalform ist,
explizit das formale Integral der Bewegung Ippg angeben.

Wir stiitzen uns auf die von Galin [Ar89, Anhang 6] erstellte Klassifizie-
rung aller reellen quadratischen Hamilton-Funktionen H, € Ly fiir Systeme
mit beliebig vielen Freiheitsgraden der Bewegung n. Diese Klassifizierung be-
ruht darauf, dal die von null verschiedenen Eigenwerte der Hamilton-Matrix
(1.34) immer als gewisse Paare oder Quadrupel auftreten.

In Abschnitt A.1 illustrieren wir zunéchst fiir den Fall n = 2 das Verfahren
zur Klassifizierung der Hamilton-Funktionen und Bestimmung des zweiten
Integrals. Im Anschlufl daran verwenden wir in Abschnitt A.2 die Resultate
Galins und diskutieren die Situation fiir beliebige n.

A.1 Zweidimensionale Hamilton-Systeme

Fiir das Folgende sind die Gln. (1.95) und (1.108) von entscheidender Be-
deutung. Sie geben explizite Formeln an fiir eine beliebige quadratische
Hamilton-Funktion H, bzw. fiir das entsprechende zweite Integral Ippg der

'Den Grund fiir diese Einschrinkung werden wir in Abschnitt A.2 (unter Punkt VI auf
Seite 166) verdeutlichen.

154



A.1. Zweidimensionale Hamilton-Systeme 155

DFS-Theorie. Sowohl H, als auch Ippg hingen nur von der Hamilton-
Matrix L ab. Zur Erinnerung: nach Gl. (1.34) gilt fiir die Hamilton-Matrix:
L = JHess(Hy(z)). Die einzige Einschréinkung, die wir an dieser Stelle ma-
chen, ist die Forderung, daf§ die Hamilton-Funktion und damit auch L reell
sein sollen?. Demnach ist die Klassifizierung aller H gleichbedeutend mit der
Klassifizierung der reellen Matrizen L.

Jede (2n,2n)-Matrix kann mittels einer Ahnlichkeitstransformation auf
Jordansche Normalform transformiert werden. Wir beschrinken uns hier,
anders als in GL. (1.2), auf die reelle Version dieses Satzes, die man beispiels-
weise in [ArP190] findet: Die reelle Matrix I kann durch eine Ahnlichkeits-
transformation mit einer orthogonalen (also insbesondere ebenfalls reellen)
Transformationsmatrix X in die folgende Gestalt gebracht werden:

Jl,] 0
L= 2 : (A.la)
0o
Iy
wobeli fiir die J,, entweder
M1 0
Te=| "y (A.1b)
0 A\
oder
R, idy 0
Ji = -.-.‘-idg mit Rk:<fgk2‘z>, k=1,2,....,r (A.lc)
0
Ry

(Ak, ak, b, € R) gilt. Im Fall eines Jordan-Blockes vom Typ (A.1b) ist \; ein
reeller Eigenwert von L, wihrend ein Jordan-Block vom Typ (A.lc) einem
komplex-konjugierten Eigenwertpaar a; 4 1b; entspricht. Wir verwenden die
Jordan-Normalform hier in ihrer reellen Form, damit wir als Resultat unserer
Untersuchungen wieder reelle Hy und reelle Integrale Ippg erhalten.

Wir gehen von nun an davon aus, daf§ L in reeller Jordanscher Normalform
vorliegt. Diese zusétzliche Annahme vereinfacht die Darstellung der folgenden

2Man konnte hier einwenden, daf zusitzlich zu fordern sei, L ginge gem#f L = JS
aus einer symmetrischen Matrix S hervor, denn in Gl. (1.34) ist S = Hess(H2(z)), und
die Hesse-Matrix ist symmetrisch. Dem ist entgegenzuhalten, dal wir hier den Weg in
umgekehrter Richtung gehen: Wir fragen nicht nach der Hamilton-Matrix, die man fiir ein
gegebenes Ho erhilt, sondern mit welchen Matrizen L man gemi H(z) = 1z-J 'Lz
eine quadratische Hamilton-Funktion definieren kann. Dies gelingt offensichtlich mit belie-
bigen Matrizen L und damit auch mit beliebigen, nicht notwendigerweise symmetrischen
Matrizen S, wenn man L durch L := JS definiert.
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Sachverhalte erheblich, ist aber nicht prinzipiell notwendig. Wir merken hier-
zu lediglich an, dal Komplikationen fiir eine nicht in Normalform befindliche
Hamilton-Matrix I dadurch entstehen konnen, dafl die Koordinatentrans-
formation z — 2 = X7z, mit der man L in die Gestalt L = XTLX der
Gl. (A.1) bringt, in der Regel nicht kanonisch ist. Da dieser Abschnitt A.1
aber lediglich der Motivation der Galinschen Vorgehensweise dient, miissen
wir hier nicht notwendigerweise eine vollstédndige Beschreibung geben. In der
allgemeinen, in Abschnitt A.2 vorgestellten Theorie ist eine entsprechende
Forderung an L nicht notwendig.

Ausgehend von einer Hamilton-Funktion H(q,p), die sich in DFS-
Normalform befindet® und deren Hamilton-Matrix gemi Gl. (A.1) in
Jordan-Normalform vorliegt, bestimmen wir jetzt die zweiten Integrale der
Bewegung im Fall zweier Freiheitsgrade der Bewegung (n = 2). Wir nutzen
die Tatsache aus, dafl das Eigenwertspektrum von L zwei wichtigen Bedin-
gungen unterliegt. Zum einen treten Eigenwerte von L, die nicht rein reell
sind, immer als komplex-konjugierte Paare A\, A auf, weil L reell ist. Zum
anderen ist mit A auch —\ ein Eigenwert von L, wie wir schon in Abschnitt
1.1.2 gezeigt haben. Damit sind die folgenden Eigenwerttupel von L moglich:
Quadrupel +a =+ ib, Paare +a und =+ib sowie 0. a und b sind hier von null
verschiedene reelle Zahlen.

Es ergeben sich die nachfolgend aufgefiihrten Moglichkeiten fiir die Ei-
genwerte A der (4,4)-Matrix L und entsprechend fiir die jeweiligen Integrale
der Bewegung Ipps:

1. L hat vier verschiedene Eigenwerte A = +a £ ¢b mit a,b # 0. In diesem
Fall erhalten wir fiir L die (bis auf Zeilen- und Spaltenvertauschungen)
eindeutige Darstellung:

—a b 0 0
b —a 0 0

L 0 0 a b (A.2a)
0 0 —b a

Fiir die entsprechende Hamilton-Funktion gilt dann mit G1. (1.95)

Hy(q,p) = —alqip1 + g2p2) — b(qipe — qop1) - (A.2b)

Weil L als (4,4)-Matrix mit vier verschiedenen Eigenwerten diagona-
lisierbar ist, gilt in der Nomenklatur von Abschnitt 1.2.4 die Jordan-
Zerlegung L = D, da es keinen nilpotenten Anteil von L gibt. Deshalb

3 Wegen Stegemertens Satz 1.3 stellt diese Voraussetzung keine Einschrinkung dar,
denn jede Hamilton-Funktion kann durch eine kanonische Transformation in DFS-
Normalform iiberfiihrt werden.
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ist in diesem Fall das zweite Integral gleich dem quadratischen Anteil
der Hamilton-Funktion:

Inrs(q,p) = Ha(q,p) . (A.2¢)

2. Wenn das Eigenwertpaar A = +a, a # 0 auftritt, sind zwei unterschied-
liche Falle moglich:

(a) Die beiden Eigenwerte +a haben jeweils die algebraische Vielfach-
heit eins (als Nullstelle des charakteristischen Polynoms von L).
Es folgt fiir L:

1] _
L= ( LO L([)ﬂ ) mit LM = < 0“ 2) (A.3)

und der hier nicht genauer spezifizierten (2,2)-Matrix L. We-
gen der Blockgestalt von L zerfillt die Hamilton-Funktion in zwei

Summanden:
1(q 0o -—LA q
Hy(q,p) = §(p><< 71 0 D
— H HY A4
2 (q.p) + H; (g, p) (A.4a)
mit den Teilbeitrigen
1
H(a,p) = 5p-Lg (A.4b)
1
oY (q,p) = —a L% (A.dc)
Fiir das Integral der Bewegung ergibt sich eine dhnliche Aufspal-
tung:
1 2
Ines(a, p) = Ints(a,p) + Iies(a, p) (A.5a)
mit
1
Inis(g,p) = 5p-D'g (A.5b)
1
Tors(a.p) = —5¢-D%p (A.5¢)

wobei sich die (2, 2)-Matrizen D, § = 1,2 aus den entsprechenden
Zerlegungen L) = DU + NI in den diagonalisierbaren und den
nilpotenten Anteil ergeben.

Fiir das Eigenwertpaar +a der Matrix L™ erhalten wir also die fol-
genden Beitrige zur Hamilton-Funktion bzw. zum DFS-Integral:

1
Hyl(q,p) = 5“(—]91(]1 + P2g2) (A.6)

Ints(q.p) = HY(g.p) | (A7)



158 Anhang A. Zweite Integrale der Bewegung

weil hier offensichtlich DIV = LI gilt.
Die jeweils anderen Beitrége H2[2] und I&LS héngen noch von der
Eigenwertstruktur des zweiten Jordankiistchens LIl ab, iiber das
wir unter diesem Punkt keine Aussage machen wollen.

(b) Der andere mogliche Fall ist, daf den Eigenwerten +a nichttriviale
Jordan-Késtchen entsprechen,

—a 1 00
0 —a 0 0
L= 0 0 a1l : (A.8a)
0 0 0 «a
woraus fiir die Hamilton-Funktion und das zweite Integral
1
Hy(gq,p) = —a(qpi + qep2) — 5(‘]11’2 — G2p1) (A.8b)
Inrs(q,p) = —alqip1 + q2p2) (A.8c)

folgen. Bei der Berechnung von Ippg haben wir verwendet, daf
der diagonalisierbare Anteil der Hamilton-Matrix hier D =
diag(—a, —a, a, a) ist, wie man Gl. (A.8a) unmittelbar entnimmt.

3. Wenn A rein imaginér ist, gibt es das Eigenwertpaar A = =+ib mit
b # 0. In einer dhnlichen Fallunterscheidung wie unter Punkt 2 sind
wieder zwei unterschiedliche Md&glichkeiten zu beachten:

(a) +ib kénnen Eigenwerte mit der algebraischen Vielfachheit eins
sein. Dann spaltet L wie in Gl. (A.3) auf, und wir erhalten

0 —b
[ —
woraus wir nach den Gln. (A.4) und (A.5)
1
H(q,p) = 30 (=P1a2 + poan) (A.9D)

Inks(q.p) = Hi'(q,p) (A.9c)

schliefien.

(b) Anderenfalls gibt es wieder nichttriviale Jordan-Blscke?,

0 -b 1 0
b 0 0 1

L= 00 0 —b , (A.10a)
0 0 b 0

4Man spricht hier von Blécken, also im Plural, weil man im Rahmen der komple-
zen Jordanschen Normalformentheorie gemif Gl. (1.2) fiir die Matrix (A.10a) die beiden

Jordan-Blécke <i0b i1b> erhielte. Wir {ibernehmen damit Galins Sprechweise; vergleiche
auch Abschnitt A.2.



A.1. Zweidimensionale Hamilton-Systeme 159

was auf

1
Hy(q,p) = blgip2 — @2m1) + §(p% + p?) (A.10b)

Inrs(g,p) = b(qip2 — ¢2p1) (A.10c)
fiihrt.

4. SchlieBlich verbleibt noch die Moglichkeit, dal L den Eigenwert null
hat. Es ergeben sich drei verschiedene Fille fiir die Hamilton-Matrix:

(a)

0 0
L= ( 0 0 ) = H2m(q,p) =0 . (A.11)
Selbst wenn Gl. (A.11) sowohl fiir L'l als auch fiir L gilt, ist die
Situation keineswegs trivial, denn sie bedeutet nicht etwa, dafl die
gesamte Hamilton-Funktion identisch null ist. Lediglich der Term
niedrigster Ordnung von H(q,p) = ¥;>» Hi(q, p) verschwindet.

1
M= 01 = H%l](q,p) ==p1q2 . (A.12)
0 0 2
(c)
01 00
0 010
L =
0 0 0 1
0000 (A.13)
1
= Hy(q,p) = 5(—‘]1292 + gap1 + p1p2)

Das entsprechende Integral bzw. die oben diskutierte [1]-Komponente
sind in allen drei Féllen null:

Inks(g.p) =0 (A.14a)
bzw.

Inrs(q,p) =0 (A.14b)
denn eine Matrix, die keinen anderen Eigenwert als null besitzt, ist
nilpotent.

Mit dieser Auflistung haben wir alle fiir n = 2 moglichen Eigenwertkon-
stellationen von L erfaflt. Es sei noch explizit darauf hingewiesen, daf§ man
zwei beliebige der Fille 2a, 3a, 4a und 4b gemifl Gl. (A.3) kombinieren kann,
um die Hamilton-Matrix L vollstdndig zu charakterisieren. Man erhélt dann
Hy und Ipps wieder aus den Gln. (A.4) und (A.5).
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Damit ist fiir n = 2 die vollstindige Auflistung aller ,irreduziblen*
Hamilton-Funktionen aus £, mitsamt den durch sie definierten DFS-
Integralen abgeschlossen. Eine wichtige Folgerung ergibt sich insbesondere
aus der Gestalt von Ippg in Punkt 4: Zwar kann man, wie in Stegemer-
tens Satz 1.4 zutreffend festgestellt wird, jede Hamilton-Funktion auf DFS-
Normalform transformieren und dann mit deren Hilfe ein zweites Integral der
Bewegung Ipps bestimmen. Wenn aber alle Eigenwerte der Hamilton-Matrix
L null sind, dann ist dieses neue Integral identisch null und ergibt keine neue
Information iiber das System!

Dariiber hinaus ergibt sich aus dem formalen Charakter (vergleiche Ka-
pitel 1) eine weitere wichtige Bemerkung. Selbst wenn man ein von null ver-
schiedenes formales zweites Integral Inpg konstruieren kann, heifit dies noch
nicht, daB Ippg ein echtes Integral der Bewegung ist: Uber die Konvergenz der
das Integral darstellenden Potenzreihe konnen wir keine allgemeine Aussage
machen.

A.2 Hamilton-Systeme beliebiger Dimen-
sion

Nach Galin [Ar89, Anhang 6] ist die folgende Liste (Gln. (A.15),...,(A.20))
von sechs quadratischen Hamilton-Funktionen Hy € L, vollstandig: Alle
anderen quadratischen Hamilton-Funktionen erhélt man dadurch, dafl man
mehrere der folgenden Hj linear kombiniert — so wie wir es in Gl. (A.4) an ei-
nem einfachen Beispiel demonstriert haben — und die so erhaltene Hamilton-
Funktion einer geeigneten linearen kanonischen Transformation unterwirft.
Die im folgenden aufgefiihrten sechs Hy-Typen werden deshalb als die Nor-
malformen der quadratischen Hamilton- Funktionen bezeichnet.

Die Galinsche Klassifizierung wird in konsequenter Verallgemeinerung
unseres Vorgehens in Abschnitt A.1 konstruiert. Ausgehend von der spe-
ziellen Eigenwertstruktur der Hamilton-Matrix (siehe Seite 156) , werden
systematisch diejenigen Hamilton-Funktionen aufgelistet, die den fiir eine
Hamilton-Matrix moglichen Eigenwerttupeln entsprechen, wobei die jeweils
erlaubten Dimensionen des Jordan-Késtchens dieses Eigenwerttupels bertick-
sichtigt werden.

Wir weisen an dieser Stelle noch darauf hin, da sich die Hamilton-
Funktionen fiir n = 2, die man durch Linearkombination der Normalformen
dieses Abschnittes erhilt, von den in Abschnitt A.1 diskutierten Hamilton-
Funktionen teilweise unterscheiden, was jeweils auf eine andere Anordnung
der Zeilen und Spalten in den Hamilton-Matrizen zuriickzufiihren ist. Wir
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miissen uns hier auf Galins Aussage verlassen, daf alle Hamilton-Funktionen
nach dem oben genannten Schema aus seinen Normalformen hergeleitet wer-
den koénnen.

IT.

IT.

IV.

Fiir ein Paar von Eigenwerten +a, a # 0, die jeweils einen Jordan-Block
der Dimension k besitzen, erhilt man die Hamilton-Funktion

k k—1
Ho(qu, ... pk) = —a > pig; + > pidis1 - (A.15)
j=1 j=1

Fiir vier Jordan-Bloécke der Dimension k£, die jeweils einem der Eigen-
werte +a £ ib, a,b # 0 entsprechen, gilt:

2k 2k—2
HQ(Ql; cee ,ka —CLZP]CIﬂ'bZ P2j—-1425—P2j425-1 + Z P;iqji+2
Jj=1 j=1 j=1
(A.16)

Die Null kann entweder als ein Paar von Eigenwerten auftreten oder als
ein einzelner Eigenwert mit einem Jordan-Késtchen gerader Dimension.
Im ersten Fall erhdlt man fiir £ — 1 ein triviales Hy:

Hy(q1,p1) =0 . (A.17a)
Fir & > 1 gilt:
Hy(qr,....pk) = ij%'-l—l , (A.17b)

entsprechend zwei Jordan-Késtchen mit der Kantenléinge k.

Wenn der Eigenwert null einem einzigen Jordan-Késtchen (mit der Di-
mension 2k) entspricht, hat man fiir k£ = 1:

1
Hy(qu,p1) = iQQ% ; (A.18a)

und fiir £ > 1 gilt:

k k-1
Hy(q, ... pk) = (Zpgpk —j Z%‘q}c—j+1) =Y pigit
7j=1 7j=1
(A.18b)

Fiir rein imagindre Eigenwerte +ib mufl zwischen Jordan-Blécken mit
ungerader und gerader Dimension unterschieden werden. Im ersten Fall
gilt fiir das Eigenwertpaar +ib eines (Teil-) Systems mit einem Frei-
heitsgrad der Bewegung:

1
Hs(q1,p1) = i§ (b2pf + q%) ; (A.19a)



162 Anhang A. Zweite Integrale der Bewegung
fiir Jordan-Blocke der Dimension 2k + 1 > 3 erhilt man:

1 k
Hy(qi,- ., poks1) = 5 Z (b2p2jp2kf2j+2 + QZjQ2k72j+2)

k+1

-2 (b2p2j—1p2k—2j+3 + QQj—1QQk—2j+3) (A.19b)
7=1

2%k
- ij%'ﬂ
j=1

VI. Schliefilich kann das Eigenwertpaar +ib mit zwei Jordan-Késtchen der
Dimension 2k auftreten. Wenn k£ =1 ist, gilt:

1/1
Hy(qs .. yp2) = i§ <§Q% + q%) +0*pige + P2y (A.20a)

und fiir £ > 2 hat man:

Hy(qr,...,p) = =+ <b2QQ9 192k—2j+1 T Q25 G2k — 2]+2>

N | =

|'k
=

- Z (b D2j+1P2k—2j+1 + p2j+2p2k—2j+2)
Jj=1

(A.20b)

k k
—b? Zp2j71Q2j + Zp2jQZj71

J=1 J=1

Wir kénnen nun die Galinschen Normalformen fiir quadratische Hamil-
ton-Funktionen und den Normalformbegriff der Dragt-Finn-Stegemerten-
Theorie kombinieren und die folgende Definition einer verallgemeinerten Nor-
malform geben.

Definition A.1 Wir sagen, dafi eine Hamilton-Funktion H(z) =
s Hi(2) in verallgemeinerter Normalform bis zum Grad 2 ist, wenn Hy(z)
in einer der oben angefihrten Formen I bis VI vorliegt oder als Linearkom-
bination dieser Normalformen dargestellt werden kann.

H(z) ist in verallgemeinerter Normalform bis zum Grad m, wenn H(2z) in
verallgemeinerter Normalform und zusdtzlich H(z) in DFS-Normalform bis
zum Grad m ist.

Diese Definition ist sinnvoll, denn jede Hamilton-Funktion H € £ kann
im Sinn von Definition A.1 normalisiert werden: Nach Galin kann jedes Ho
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kanonisch in eine Linearkombination von Hs-Termen der Typen I bis VI
transformiert werden, und Stegemertens Satz 1.3 stellt die Normalisierbar-
keit der Anteile von H mit groflerem Grad als zwei sicher. Die Diskussion
von in verallgemeinerter Normalform befindlichen Hamilton-Funktionen bie-
tet sich deswegen an, weil man fiir diese Hamilton-Funktionen (bis auf ei-
ne Ausnahme) unmittelbar die zweiten Integrale der DFS-Theorie angeben
kann, ebenso wie das in Abschnitt A.1 fiir den Fall n = 2 gelang.

Formale Integrale fiir die Galinschen Normalformen:

I. Aus einer quadratischen Hamilton-Funktion vom Galin-Typ I erhélt
man die folgende (2k, 2k)-Hamilton-Matrix:

—a 1 0 0
0 —a 1 :
.0 O%
—a 1
0 0 —a
L =
a 0 0
-1 a
O 0 -1
R a0
0O -~ 0 -1 a

(A.21)
Der Ubersichtlichkeit halber haben wir hier die (k, k)-Nullmatrizen mit
dem Index k gekennzeichnet; diese Notation wird sich auch bei einigen
der nachfolgenden Gleichungen als niitzlich erweisen.

Offensichtlich ist die Jordan-Chevalley-Zerlegung von L durch

—id; 0O N, 0
L=a R (A.22a)
0, id; 0, —NT
mit

o1 0 -0

1
Ne=| : SRR (A.22D)

1

0 . 0

gegeben, so dafl wir fiir das formale Integral der Galin-Normalform I

1 —idg O
Ives(qi, .- -pk) = 3% (Jla ( 0 ) ) z)
k k
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k
= —anjpj (A.23)
j=1
erhalten.

II. Ein Hy vom Typ II fiihrt auf die Hamilton-Matrix

L o
L= ( 2 ) (A.24)

0o L2l
mit
:Z—ba id, 0 -0
0 :‘bl_ba id,
J AL - : 0 0 (A.24D)
—a b )
—b—a 1d2
—a b
0 . 0 b—a
_“b Z 0 0
. a b
1d2 b a 0
7 0 i, . - (A.24c)
a b
-b «a 0
) b
0 -0 iy |0

und damit auf das DFS-Integral

% k
Ines(qr, - pok) = —a Y _pjq; + b (p2j—142) — P2ja2j—1)

J=1 J=1
(A.25)
denn der nilpotente Anteil von L in Gl. (A.24) ist durch die Beitriige
der Einheitsmatrizen ids gegeben.

ITI. Nach Voraussetzung hat ein Hy vom Galin-Typ III nur null als Eigen-
wert. Somit sind in diesem Fall die Hamilton-Matrix nilpotent und das
DFS-Integral identisch null:

Inrs(qr, .- pe) =0 . (A.26)
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Hier gilt die gleiche Aussage wie fiir den Galin-Typ III:

Ivrs(qi, -, pe) =0 . (A.27)

Fiir den fiinften Galin-Typ erhalten wir die Hamilton-Matrix
N pli
L= D\ (A.28a)

mit den beiden diagonalisierbaren (2k + 1,2k + 1)-Matrizen

0 0 1
-10
1
: |
pl = 4 o _ (A.28b)
1 :
0 —1
pil = —p2pl (A.28c)

und den nilpotenten (2k + 1,2k + 1)-Matrizen

0 0
1

NE = 10 1 - : (A.28d)
0 0 10

NI = _NE@IT (A.28¢)

Damit ist das DFS-Integral fiir diesen Ho-Typ durch Hy in Gl. (A.19)
selbst gegeben, abziiglich des letzten Termes — Z?ilqujﬂ:

1 k
Inps(q1s - - - Dokr1) = 5 Z (b2p2jp2k—2j+2 + QQjQQk—2j+2)

k+1
- Z (b2p2j—1p2k—2j+3 + QQj—1CJ2k—2j+3>

= (A.29)

Diese Gleichung gilt fiir £ > 1. Fiir £ = 0 ist L diagonalisierbar und
wir erhalten

IDFS(Qlapl) = H2(<]1;p1) . (A-30)
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VI. Die sechste Galin-Normalform fiihrt im Fall £ = 1 auf die (4, 4)-Matrix

0 F1 ¥ 0
mit der Jordan-Zerlegung
0 =¥ 0 0 0 0 0 O
1 0 0 0 0O 0 0 0
L=P+N=110% 9 o -1 |T| %L 0 0 0
0o 0 ¥ 0 0 F1 0 0
(A.32)
Diese Zerlegung fiihrt auf das formale Integral
Inrs(q,p) = U’prgo + p2qi (A.33)

Es ist uns bisher nicht gelungen, auch fiir £ > 2 das DFS-Integral des
Galinschen H,-Typs VI zu finden, weil die Hamilton-Matrix hier schon
recht kompliziert wird. Wir erhalten fiir L:

il g2l
L= 18 g , (A.34a)
wobei die LI die folgenden vier (2k, 2k)-Matrizen bezeichnen:
0—b?
Lo 0 0
o ol
= 10 ' (A.34b)
: 0
0 —b?
0 0|,
0 0
1
v> 0
. 1
2 = ¥ 2 (A.34c)
b2

01 0 0
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0 0 1/062(1)
: L |1/6%0 0
8 = 0 1 (A.34d)
0 ' :
1/()172(1) 0 0
T

L = (A.34e)
Wir iiberlassen es dem Leser, die Jordan-Chevalley-Zerlegung dieser
(4k, 4k)-Hamilton-Matrix L zu finden und damit diejenigen Summan-
den von H, zu identifizieren, die das DFS-Integral im Fall VI konstitu-
ieren.

Die Resultate des vorliegenden Anhanges A lassen sich zu dem im folgen-
den dargestellten Verfahren zusammenzufassen, nach dem ein Hamiltonsches
System durch die Bestimmung eines zweiten Integrals der Bewegung analy-
siert werden kann:

1.  Bestimmung der Hamilton-Matrix L aus Hy(z); Durchfiihren einer li-
nearen kanonischen Transformation, die L auf Jordansche Normalform
bringt, also Hs in einen der sechs Galin-Typen (bzw. in die Summe
mehrerer Galinscher Normalformen) umformt.

2. Transformation der Hamilton-Funktion auf DFS-Normalform.

3. Riicktransformation des der Auflistung der Integrale in diesem Ab-
schnitt entnommenen Integrals Ippg, das heifit Umkehrung der in den
Schritten 2 und 1 durchgefiihrten Transformationen.



Anhang B

Multipolentwicklung des

magnetischen Vektorpotentials

In diesem Anhang zeigen wir, dafl die Vektorpotentiale

rt Pl(cos ) k=+,1>1

i rtPMeosd) k= —,1>1
Al (pa 'Z) = fiir

0 k=4.1=0

r~! cot? k=—-1=0

den skalaren Potentialen

rt Py(cos ) k=+

Pk (p, 2) = fiir
l (p ) { ril*lpl(COS 19) k= —

entsprechen, daf} sie also fiir [ > 0 die Gleichung
V x (b Af(p, 2)e,) = =V (af®f (p, 2))

erfiillen.

(2.13)

(2.12)

Wir fiithren den Beweis zunéchst fiir [ > 1. Wir nutzen die Definition der

zugeordneten Legendre-Polynome,

PO =1 - @d%ﬂ(o ,

aus und erhalten die Rotation von Aj"e,, in Kugelkoordinaten als

1 o
rsind 09

V x (Afe,) = ;;

168

(sin 19Ali) e — —— (rAli) ey

(B.1)
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rit 1 d 9 d
= % lsin?¥ P(cos )| e,
<r‘l_2> sin v dv [Sm Joosg ! 108 )]e

10 [rth\ . d
— ;§<7‘_l> s1n19dCOSl9Pl(cosz9)qu

R (1 = cos? 1) ——— Py(cos )
N r—1=2)dcos? €0 d cos?) HLeos er

——1)r=h d
+ <( lrl)2 )Smﬁdcosﬁpl(cos J)ey

Der erste Summand 148t sich mit Hilfe der Legendreschen Differentialglei-
chung,

d% [(1 —¢) d%pl(g)] =1+ 1)P) (B.2)

umformen:

=1 (I+ 1)t

T d
V x (Alie(p) = I(I+ 1)( >Pl(cos e, + ( -2 >%Pl(cos dey .

r—i=2

Andererseits gilt

d : 10
_V(I)li = [( ’ >B(COSQ9)] er—l—;—ﬁ

or | \r—i=1

Irt=1 pl=1 9
= <(—l B 1)rl2>Pl(COS e, + (rlQ> %Pl(cos ey

so da ®;° und A mit

1
bl+ = l—la;“

i 1>, (B.3)
b; = —70/;

der Gl. (2.12) geniigen.

Es bleibt noch zu zeigen, daf§ diese Gleichung auch im Fall [ = 0 erfiillt
wird. Fiir & = + gilt:

V x (A(J{e(p) = %(ro)er =0=-Vo; |,

so daB wir b beliebig wihlen kénnen. SchlieBlich haben wir fiir k = —:
_ 1 _
V x (AO (p, z)e¢> == Vo, (p2)

und Aq (p, z) 16st GL (2.12) mit by = —ay .



Anhang C

Potenzreihenentwicklung der
Stormer-Hamilton-Funktion

Die in Dipolarkoordinaten formulierte Hamilton-Funktion des Stgrmer-
Problems kann so, wie sie in den Gln. (2.60) und (2.61) angegeben ist,

- 1 1+43cos?d 5, 1+3cos?d ,
Hs(q1,q2,01,p2) = B (q2+1)6sin1219p1+wp2
2
+ B
2(q2 + 1)*sin® 9

b

(mit der durch Gl. (2.53) festgelegten Funktion 9(qq,¢2)), noch nicht mit
den Methoden der Normalformentheorie untersucht werden, weil sie nicht als
Potenzreihe vorliegt. Deswegen zeigen wir in diesem Anhang, wie die zu den
Gln. (2.60) und (2.61) bzw. zu Gl. (C.1) gehorende Potenzreihenentwicklung
(2.62) in den Variablen ¢, g2, p; und py berechnet werden kann. Wir orientie-
ren uns dabei an der in [CoVI175] gegebenen Darstellung, wo die Entwicklung
allerdings nur bis zur sechsten Ordnung durchgefiihrt wird. Dagegen gehen
wir hier bis zur zwolften Ordnung.

Zunichst suchen wir einen Ausdruck fiir cos? 9 als Funktion von ¢; und
¢2. Durch Kombination von (2.53a) und (2.53b) erhalten wir

(g2 + 1)*¢3(1 — cos? ¥)* = cos?V (C.2)

eine implizite Gleichung fiir cos?1. Wir kénnten sie als Gleichung vierten
Grades in cos? ¢ ansehen und mit Hilfe der bekannten allgemeinen Losungs-
formeln (vgl. [BrSe85, S. 133]) nach cos® 9 auflsen. Eine solche Losung lige
aber nicht in Gestalt eines Polynoms in ¢; und ¢o vor — denn sie enthielte
zum Beispiel Wurzelausdriicke — was im Hinblick auf die Potenzreihenent-
wicklung von Gl. (C.1) nachteilig wire: Die auftretenden Wurzeln miiiten

170



Anhang C. Potenzreihenentwicklung der Stormer-Hamilton-Funktion 171

ihrerseits entwickelt werden. Deswegen werden wir Gl. (C.2) von vornherein
ndherungsweise 16sen. Dazu setzen wir an:

cos’9 = > ciqigh+ O (|Q|k) ;
0<i,j<k

2<itj<k

wobei das Symbol O (|q|k) wieder andeuten soll, da} wir alle Summanden

cijq{qg mit einem Totalgrad ¢ + j > k vernachléssigen. Diesen Ansatz setzen
wir in GlL. (C.2) ein und bestimmen die ¢;; durch Koeffizientenvergleich. Fiir
k = 3 haben wir

cos® ¥ = 204} + i1 + co2gh + O (|¢I|3) ’

und Gl. (C.2) ergibt damit

¢} = c0q; + enqiga + coags + O (|q|3) ’

so daf} wir gefunden haben, daf in niedrigster Ordnung
cos’) =qi + O (|q|3)

gilt. Wie man sieht, zieht diese Vorgehensweise eine vergleichsweise triviale,
aber langwierige und fehleranfillige Arbeit nach sich, so dafl wir es vorgezo-
gen haben, sie mit Hilfe von MATHEMATICA [W091], einem Programm zur
symbolischen Manipulation mathematischer Ausdriicke, auszufiihren. Das
Ergebnis der Entwicklung bis zur zwolften Ordnung einschliellich ist
cos’d = ¢ +4¢q + 647 — 4q] + 4¢3 g — 32¢1 e + ¢iq;

— 112giq3 + 22q7 — 22473 + 264¢7¢> — 280qiq;

+ 1452¢5¢2 — 14048 — 224qiq5 + 4840¢5¢3 — 224043 ¢o

— 1124{¢5 + 10890¢%q5 — 16800¢8¢2 + 969¢i° — 32¢iq5 (C.3)

+ 17424¢%¢5 — 78400¢%¢3 + 19380¢1 %y — 4qiqs

+ 20328¢%¢5 — 254800¢5¢5 + 184110¢{°¢3 — 7084q,?

+0(lql”)

Analog zur obenstehenden Vorgehensweise berechnen wir ebenfalls eine
Niherung fiir 1/sin® 4, indem wir zuniichst aus den GIn. (2.53a) und (2.53b)

) . 1 4 1 3
qi(g +1)" = <sin219> B (Sin219> (C.4)

folgern, wieder durch Koeffizientenvergleich nach 1/ sin? 9 auflésen und dieses
schliefllich zur dritten Potenz erheben. Das Resultat ist:
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1
sin® 9

= 1+3¢ +12¢i¢> + 18¢iq; — 6q; + 12¢7¢5 — 48¢1 ¢
+3q7q; — 168qiq5 + 28¢7 — 336¢{q; + 33647
— 420qiqs + 1848¢5¢2 — 165¢° — 336q¢}q5 + 6160¢°¢3
— 2640q}g> — 168q1¢S + 13860¢5q: — 19800¢}¢3 (C.5)
+1092¢;° — 48¢}q? + 22176¢%¢5 — 92400433
+ 21840q,%q> — 6qq5 + 25872¢%¢5 — 30030043 q;
+ 207480¢,%¢3 — 7752¢{% + O (|q|"®)

SchlieBlich gilt nach dem verallgemeinerten binomischen Satz fiir |g2| < 1
und [ > 1:

(2 +1)" = f: (;l><ﬁ +0 (o)

k=0

Nun kénnen wir die einzelnen Bestimmungsstiicke gemafi Gl. (C.1) aus-
multiplizieren und erhalten die gesuchte Potenzreihenentwicklung der
Stermerschen Hamilton-Funktion:

Hs(q1, g2, p1,p2) =

= 0.5p2 + 0.5p% + 0.5¢% — 3qop? — 2¢5 + 10.5¢2p? + 5¢5 + 3¢°p3
+4.5¢7p7 + 1.5¢75 — 28¢3p7 — 1045 + 1247 g2p5 — 947 ¢2p7
+63¢5p7 + 17.5¢5 + 18¢7¢3p5 + 13.5¢7¢5p7 — 4.5¢1p3
+ 1.5¢ipt — 3qiq5 — 126g5p7 — 2845 + 124733 — 18¢7¢3p}
— 36q1¢2p5 + 3qtqapt — 12q1q3 + 23145p7 + 4245 + 3¢7q5p5
+22.5¢1q,p7 — 126414505 + 1.5¢1¢5p} — 184 g, + 20475
+ 2.5¢0p7 + 14¢7¢5 — 396¢3pT — 60¢5 — 2747 ¢5p;
— 252¢{@3p3 — 12¢1q5 + 240¢7¢2p3 + 157 qept + 112003 (2.62)
+ 643.5¢5p7 4 82.5¢5° + 31.5¢745p7 — 315q1¢5p5 — 34145
+1320¢7g3p5 + 37.5¢7¢5p7 + 39247 g5 — 115.5¢7p5 — 27¢7p]
— 82.5¢}q5 — 1001¢3p7 — 110g;5" — 36¢7 4507 — 2524} 45p3
+ 4400¢g5p3 + 50¢0g5pT + T84¢0q5 — 184847 q2p5
— 270¢%qop? — 99048 g3 + 1501.5¢2%p? + 143¢4? + 40.5¢2¢5p?
— 1264145p3 + 9900¢fg5p3 + 37.5¢5q3p7 + 98045 ¢S
— 13860q7q5p5 — 1215¢Yg5p} — 5445¢7q; + 75641 pj
+ 214.5¢1%2% + 54641°2 + O (|2|*?)



Anhang D

Die Normalform G§¢ und
das Quasiintegral I}

A long nightmare of classical special function theory
allows us to transform this expression into ...
T. H. Boyer, Ann. Phys. 56 (1970) 486.

Wir geben hier die Normalform (4.23) und das formale Integral (4.24) der

Brown-Gabrielse-Magnetflasche bis zur vierzehnten Ordnung einschliellich

an. Zur Herleitung von Ggé) und Igé) und zur Diskussion dieser Funktionen

siche Kapitel 4.

Ggé)(/): Zappapz) =
= GBG(pa Zappapz) + @ (|z|16)

= 0.5p% + 0.5p) + 0.5p” — 0.046875p),
— 0.09375p°p% — 0.046875p" + 0.252°p? + 0.252°p
— 0.00585938p% — 0.0175781p°p, — 0.0175781p"p, — 0.00585938°
+0.03906252%p, + 0.0781252°p%p’ + 0.03906252°p* — 0.00160217p])
— 0.00640869%p5, — 0.00961304p"p; — 0.00640869p°p — 0.00160217°
+0.02343752%p5 + 0.07031252%p°p, + 0.07031252°p*p), + 0.02343752°p°
—0.0377604z"p; — 0.07552082" p*p? — 0.0377604z"p"* — 0.000575066p,"
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— 0.00287533p%p), — 0.00575066p'p}, — 0.00575066p°p; — 0.00287533°p,
— 0.000575066p™ + 0.01869962°p) + 0.07479862°p*p§, + 0.1121982%p"p),
+0.07479862%p°p’ + 0.01869962%p° — 0.0577799z"p) — 0.173342" p°p;

— 0.173342"p"p’ — 0.0577799z"p° + 0.02695312°p, + 0.05390632°p*p’,
+0.02695312°p" — 0.000238448p)* — 0.00143069p”p)" — 0.00357673p"p’
— 0.00476897°p5 — 0.00357673p°p; — 0.00143069p'°p> — 0.000238448p'
+0.01722762%p) 4 0.08613822°p”p) + 0.1722762°p*pl + 0.1722762°p°p,,
+0.08613822%p°p? + 0.01722762%p'® — 0.08110432"p} — 0.324417z" pp}
— 0.4866262"p"p, — 0.3244172*p°p> — 0.0811043z*p" + 0.08365342°pf
+0.250962°p%p,, + 0.250962°p"p? 4 0.08365342°p° — 0.01743862°p,

— 0.03487722°p’p? — 0.01743862°p" — 0.000108227p," — 0.00075759°p,
— 0.00227277p"p)’ — 0.00378795,°p} — 0.00378795°p5 — 0.00227277p'"p;
— 0.00075759p"p? — 0.000108227p"* + 0.01713662°p,” + 0.102822%p°p,’
+0.257052°p"p) + 0.3427332%p°pf 4 0.257052%pp;, + 0.102822%p'*p?
+0.01713662%p'* — 0.1105032"p,’ — 0.5525142" p’p}, — 1.105032"p"p)

— 1.10503z*p°p, — 0.5525142*pp? — 0.1105032*p" + 0.198862°p},
+0.7954392°ppS + 1.193162°p"p, + 0.7954392°p°p? 4 0.198862°p°

— 0.09766322°p} — 0.292992°p°p; — 0.292992°p*p’ — 0.09766322°p°
+0.01068792""p, + 0.02137592" p*p? + 0.0106879z"p* (D.1)

[]glé)(pazappapz) -
= IBG(pa Z;pp;pz) + @ (|z|16)
= 0.5p) + 0.5p” + 0.046875p, + 0.125p%p,,

z

+0.093750%p2 — 0.125p%p2 — 0.078125p" 4 0.5zpp.p,
— 0.252°p’ + 0.252%p” + 0.0146484p’ + 0.128906p7p;

z

+0.234375p;p2 + 0.0439453p%p, + 0.0859375p°p3p,, — 0.203125p°p;

z

+0.0205078p"p;, — 0.136719p"p? — 0.000976562° + 0.343752pp.p)
+ 0.8752ppip, + 0.593752p°p.p, — 0.1718752°p, — 0.43752°plp),

— 0.252p%p’ 4 0.43752%p°p? + 0.0468752%p* — 0.52° pp.p,
+0.1252"p2 + 0.00640869p) + 0.132799p7p5 + 0.915161p,p,

z zZ

6,.2 2. 6 2.2 4 2,4 2
+ 1.28516p,p;, + 0.0256348p"p,, + 0.230916p"p;p, + 0.251221p"p,p;,

z

— 1.17578p°p} + 0.0274658p"p, — 0.0710042p"p2p? — 0.971558p"p}
+0.00512695°p5 — 0.135484p°p? — 0.000183105p" + 0.334961zpp.p)
+ 3.1582zpp§pf’, + 4.92188zpp‘2pp + 0.94987zp3pzpf’, + 4.1543zp3p§pp
+0.596682p°p.p, — 0.167482°p% — 1.57912°p2p, — 2.460942°p,p’

— 0.4584962° p°p;, — 1.025392°p°p2p? + 2.460942%p°p; — 0.2543952%p"p?

+1.452152%p"p? + 0.04052732%p° — 1.252° pp.p) — 3.1252° pplp,
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— 1.5625z3p3pzpp + 0.312524;0;1, + 0.78125z4p§p,2, + 0.304688z4p2p[2,
— 0.56252"p°p2 — 0.02343752"p* + 0.3752° pp.p, — 0.06252°p’
+0.00330448p,° + 0.139826p2p}, + 2.7666p5p) + 13.2975p0p,

4 4 4

+ 14.8269p5p” + 0.0165224p°p5 + 0.373581p°p7pS + 3.61585p°p1p,)

+ 1.85999p%pSp’ — 14.1165p°p% + 0.0266361p"p’ + 0.10242p"pZp),

— 2.65573p"'pyp), — 14.0044p"pS + 0.0145054p°p) — 0.285545°pZp),

— 3.1921p°p; + 0.00141621°p? — 0.133078°p? — 0.0000371933p"°

+ 0.3714462pp.p], + 9.367912pp3p) + 49.472pplp + 57.8867zpplp,

+ 1.433412p°p.p), + 23.2562p°pip) + 58.45242p°plp, + 1.685282p°p.p)
+13.61192p°p}p, + 0.5725912p"p.p, — 0.1857232°p) — 4.683952"p’p)

— 24.7352%plp, — 28.94342°pSp? — 0.7172582°pp) — 9.633932°p’p’p,,

— 9.618162°pp,p. + 28.94342%p°p? — 0.8335772%p'p; — 1.07052%p"p2p?,
+24.46842°p"p} — 0.2461212°p°p’, + 3.895542% p°p2 + 0.0326472%p°

— 2.679692" pp..p), — 25.34772" pplp) — 37.73442° pplp, — 6.942062° p*p.p)
— 29.88482°p*plp, — 4.193362° p p.p, + 0.6699222"p’ + 6.336912"p2p,
+9.433592"p,p + 1.518312"p’p, + 3.427732" p*plp? — 8.203122" pp;
+0.687988z"p'p? — 3.73732"p"p? — 0.08227542"p° + 2.460942° pp..p)
+6.093752° pplp, + 2.234382°p*p.p, — 0.4101562°p, — 1.015622°p’p’

— 0.281252°p%p’, + 0.531252°p%p? + 0.01171882°p* — 0.252 pp..p,
+0.031252°p2 + 0.00187942p,* + 0.150323p7p,° + 7.72701p;p;

z

+ 94.1228p%p5 + 322.962p5p, + 296.273p. p’ + 0.0112765p°p,"
+ 0.53184p°p2p;, + 17.8236p°p1p5, + 110.794p°pSp; + 27.7808p°plp),

— 287.964p7p}" + 0.0240608p"p, + 0.390488p"p2p’ + 1.25246p"p p;

— 94.0425p"p3p? — 335.96p"p} + 0.0214666°p) — 0.392101p°p7p),

— 18.1341p°p}p’, — 105.668p°pS + 0.00701264p°p, — 0.523557p°p2p,

— 8.99752p°p; + 0.000418961p'°p> — 0.131118p'°p? — 0.00000813603p"?
+ 0.4395552pp.p)) + 26.1689zppip;, + 343.1482pp]p) + 1236.292pp.p))
+ 1168.472pplp, + 2.133462p°p.p), + 93.63192p°plp), + 792.7522p°plp)

+ 1384.582p°p.p, + 3.612142p°p.p), + 106.7542p°plp’, + 444.183zp°p}p,
+2.458512p"p.p) + 38.39122p"pip, + 0.5429592pp.p, — 0.2197772°p)°
— 13.08442°p2p) — 171.5742°p}p5 — 618.1432°plp, — 584.2372°p5p;

— 1.082362°p’p}, — 43.32362°pp2p, — 291.3662°p°pip, — 163.1272° p*plp’
+ 584.2372° p’p} — 1.85632%p"p5, — 37.51322%p" plp), + 46.66612°p"p.p’
+621.352°p"pS — 1.253372%p°p, + 3.168032°p°plp), + 166.0222%pp,
—0.2294012°p°p), + 9.748712%p°p? 4 0.02617452%p'® — 5.636552" pp..p),

— 143.3712° pplp), — 697.7092° pplp), — 769.0982" ppLp, — 21.8972°p*p.p)

— 347.2532° p*plp) — 7191.4762° p*plp, — 27.10892°p°p.p} — 203.222°p°plp,
—10.64572°p"p.p, + 1.409142"p} 4 35.8427="plpl + 174.4272"p}p),
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+192.2742"plp) + 4.900072" p°p, 4 68.6589z" p*plp, + 64.97642" p*plp’

— 177.8032"p*pS + 5.216142*p*p} + 10.75582"p"p2p;, — 136.3142" p*p;

+ 1.454552* p°p? — 20.28782"p°p? — 0.2265632"p" + 9.96682 pp..p)
+93.94632° pplp’ + 136.5822° pplp, + 22.18152° p’p.pl + 94.30522°p°plp,
+11.19382°p°p.p, — 1.661132°pS — 15.65772°p2p, — 22.7637=p}p.,

— 3.099242°p%p,, — 6.989752° p*plp. + 16.67972°p’p} — 1.109622°p"p,

+ 5.883792°p"p? + 0.09313962°p° — 3.554692" pp.p} — 8.752" pplp,

— 2.421882" p’p.p, + 0.4443362°p, 4 1.093752°plp’, + 0.2246092° p’p),

— 0.4296882°p*p? — 0.005859382°p* + 0.156252"pp.p, — 0.0156252"p’
+0.00114108p," + 0.164594p?p,* + 20.9562p1p," + 572.339p%p),

+ 4470.53p3pY + 11694p1°p; + 9098.43p.*p” + 0.00798755p°p,”
+0.717845p%p2p)’ + 69.1212p°p}p5 + 1261.44p°p3p5 4 5009.39p°p5p;
+693.361p°p} p;, — 8936.71pp,” + 0.0211435p"p,” + 0.819332p" p7p}
+47.8857p"pip’ + 75.6815p" plps — 4454.98p'pip? — 12046.6p"p’’
+0.02610020°p} — 0.407043p°p2p5 — 53.17920°p,p; — 1272.74p°plp,

— 4864.87p°p} + 0.0148444p°pS — 1.31797p°pZp,, — 76.1788p°plp.,

— 652.665p°p + 0.00321577p'"p, — 0.769472p'°p2p? — 23.4898p'"p;
+0.000129797p"p? — 0.129845p'*p? — 0.0000018999p"* + 0.5394362pp.p,"
+ 71.3199zpplp), + 2055.83zpplp;, + 16804.42ppp) + 45389.32pp}p)

z 4

+36070.3zpp)'p, + 3.14952p%p.p) 4 330.5192p°pp; 4 6983.54zp°p p)
+ 37211.52p°pp} + 4927729 plp, + 6.921992p°p.p], + 553.6962p°plp),

+ 7720.092p°p3p), + 20252.82p°pip, + 7.035112p p.p), + 394.887zp plp)
+ 2770.052p"plp, + 3.226252p"p.p, + 100.4262p"plp, + 0.5159842p" p.p,
—0.2697182%p,”> — 35.65992°plp,’ — 1027.922°p.p} — 8402.212°pSp}

— 22694.72°plp, — 18035.12°p."p’ — 1.607032°p’p," — 159.3852°p”p2p,

— 2997.532°p*pip$ — 12514.42%p°plp,, — 4350.22° pplp?, + 18035.12°p°p}°
— 3.606842°p"p — 238.2632°p"p2p5 — 1942.92%p"plp) + 4361.662°p" pSp>
+22906.62°p"'pl — 3.724752°p°pf — 112.2042°p°p’p; + 1011.032%p°pp),

+ 8444.852%p%pS — 1.682442% p°p) + 26.37912°pplp’, + 963.5982%p° p,

— 0.211792%p"p2 + 23.73712%p'%pZ 4 0.02118862%p'* — 12.10842" pp..p)

— 722.1492° pplp] — 8273.262° pplp), — 26928.82° pp_p — 23849.32° pplp,
— 62.40372°p’p.p; — 2626.782"p° plp> — 19061.32° p*plp? — 297262 p’plp,
— 116.182° p°p.p, — 3108.52°p°plp) — 10777.72° p°plp, — 92.25182°p"p.p}
— 1194.952"p"plp, — 26.23872°p"p.p, + 3.027092"p’ + 180.5372"p’p}
+2068.312"pip; + 6732.22"plp;, + 5962.332"plp3 + 14.04072" pp;,

+ 581.9262" p’plp) + 3466.122" p’pip, + 1871.482" p°plp’ — 5670.222" p?p)
+23.24592" p'p + 519.4042% p*plp, — 214.8412" p*plp? — 5838.482" p'p}
+15.68272"p%p,, + 11.35952" p°plp? — 1572.442" p°p] + 2.877432" p°p)
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—103.572" p°pZ — 0.5805442" p'® + 35.20982° pp..p], + 890.4692°pplp)

+ 4145.312° pplp} + 4420.812° pplp, + 127.5992°p°p.p, + 1974.62° p*pip}
+4282.542° p*plp, + 147.1282°p°p.p} + 10502°p plp, + 53.90782°p"p.p,
— 5.86832°p), — 148.4122°p%p5 — 690.8852°p,p; — 736.8012°plp’

— 18.02242°p°p’ — 254.7282°p°pZp, — 233.4812°pplp? + 611.032°p°p?
—16.8012°p"p, — 39.41232°p"plp’ + 411.1382°p"p; — 4.027852°p°p?
+53.09542°p°p? + 0.5359352°p° — 24.71192" pp.p), — 231.9432" pplp}
— 332.2272" pplp, — 46.78062" p*p.p) — 197.107z"p*plp, — 19.34812" p’p.p,
+ 3.088992°p + 28.99292°p?p, + 41.52832°p,p? + 4.786012°p’p,
+10.76662° p’p2p, — 25.63482°p°p; + 1.365662°p'p, — 7.138672°p"p’

— 0.08306882°p° + 4.238282° pp.p} + 10.39062° pplp, + 2.236332°p’p.p,

— 0.4238282'%p} — 1.039062"p2p? — 0.1640622" p°p? + 0.3164062" p°p?

+0.00292969z'°p" — 0.093752" pp.p, + 0.00781252"*p’ (D.2)

Es sei noch angemerkt, dafl wir die Koeffizienten der Monome von Ggé)

und I}(;é) erheblich genauer bestimmt haben als sie hier angegeben sind. Siehe
hierzu Abschnitt 4.1.2.
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