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Einleitung
Seit den se
hziger Jahren erf�ahrt die klassis
he Me
hanik eine unerwarteteRenaissan
e. Die exponentiell anwa
hsende Re
henleistung der verf�ugbarenComputer erm�ogli
ht es seitdem, in zunehmendem Ma�e au
h sol
he Syste-me en detail zu untersu
hen, die si
h vorher aufgrund ihrer analytis
h ni
hterfa�baren komplizierten Dynamik einer eingehenden Untersu
hung entzo-gen. Insbesondere die ni
htintegrablen Systeme | Systeme, f�ur die es keinevollst�andige L�osung in ges
hlossener Form gibt | k�onnen nun intensiver stu-diert werden und geben ihre oft un�ubersehbar komplexe, 
haotis
he Dynamikdem Betra
hter preis. Ni
ht von ungef�ahr gehen die Entwi
klung der Com-puterte
hnologie und das Aufkommen der "Chaostheorie\ Hand in Hand.Im allgemeinen wird ein physikalis
hes dynamis
hes System dur
h einenSatz von miteinander gekoppelten Di�erentialglei
hungen bes
hrieben. DasMittel der Wahl zur 
omputergest�utzten Untersu
hung eines sol
hen Systemsist in der Regel die numeris
he Integration, mit deren Hilfe man anstelle ei-ner analytis
hen L�osung des Problems Trajektorien im Phasenraum erh�alt,die dann weitergehend zu analysieren sind. Beispielsweise k�onnen Poin
ar�e-S
hnitte angefertigt oder Ljapunov-Exponenten bere
hnet werden und vie-les andere mehr. Man spri
ht in diesem Zusammenhang au
h von "expe-rimenteller Mathematik\. Wir wollen dieser Vorgehensweise keinesfalls ihreBere
htigung abspre
hen, im Gegenteil werden wir selbst ausgiebig von ihrGebrau
h ma
hen. Die vorliegende Arbeit zeigt aber unter anderem au
h,da� der Computer in der Theorie dynamis
her Systeme ni
ht nur f�ur nu-meris
he Zwe
ke nutzbringend eingesetzt werden, sondern au
h ents
heidendzur theoretis
hen Analyse beitragen kann. Diese wesentli
he, bislang eher imHintergrund stehende Anwendungsm�ogli
hkeit wird besonders plastis
h amBeispiel der Normalformentheorie.Wie viele Ideen in der Theorie dynamis
her Systeme geht au
h der Grund-gedanke der Normalformentheorie auf Poin
ar�e zur�u
k. Der Ansatz dieserTheorie besteht in dem Versu
h, das zu untersu
hende dynamis
he Systemdur
h eine Folge systematis
her Umformungen in eine m�ogli
hst einfa
he |normale | Form zu transformieren. Was kann "Einfa
hheit\ im Rahmender oben angespro
henen Di�erentialglei
hungssysteme bedeuten? Poin
ar�e3



4 Einleitungzielte zun�a
hst auf die vollst�andige Linearisierung des Vektorfeldes der Di�e-rentialglei
hung. Unter gewissen Bedingungen (Ni
htresonanz) gelingt diesesVorhaben, und die L�osung des Problems wird trivial. Dies war einer der Kern-punkte von Poin
ar�es Dissertation. Im allgemeinen, resonanten Fall gelingtaber die Linearisierung ni
ht, und man mu� si
h mit dem weniger ehrgeizigenZiel bes
heiden, das Vektorfeld so weit wie m�ogli
h zu vereinfa
hen. Als eineseiner m�ethodes nouvelles bes
hreibt Poin
ar�e ein entspre
hendes Verfahrenin [Po92℄.Bisher haben wir von allgemeinen Di�erentialglei
hungssystemen gespro-
hen. Im Rahmen der Normalformentheorie Hamiltons
her dynamis
her Sy-steme vereinfa
ht man dagegen ni
ht das Vektorfeld der kanonis
hen Dif-ferentialglei
hungen, sondern wendet si
h der Hamilton-Funktion selbst zu.Na
h den Vorarbeiten von Poin
ar�e entwarf Birkho� [Bi66℄ als erster dieGrundz�uge dieser Variante der Normalformentheorie. Es gab dann eine Viel-zahl weiterer Ver�o�entli
hungen, von denen wir hier nur die S
hl�usselarbeitenvon Gustavson [Gu66℄, Dragt und Finn [DrFi79℄ und Stegemerten [St91℄ nen-nen.Die Analyse der Hamilton-Funktion anstelle des Vektorfeldes hat den ent-s
heidenden Vorteil, da� man na
h erfolgter Normalisierung wi
htige physi-kalis
he Eigens
haften des Systems | in Gestalt eines zweiten (formalen)Integrals der Bewegung | direkt aus der Hamilton-Funktion ablesen kann.Insbesondere bei Systemen mit nur zwei Freiheitsgraden der Bewegung kanndie Hamiltons
he Normalformentheorie zur vollst�andigen Integration, alsozur L�osung des Problems f�uhren. Und selbst wenn das System ni
htintegrabeloder h�oherdimensional ist, gelingt es mit Hilfe des formalen Integrals do
h,die Systemeigens
haften genauer zu 
harakterisieren. Beispielsweise interes-siert man si
h in konkreten Situationen oft f�ur das mittel- und langfristigeVerhalten eines ni
htintegrablen Systems. Dieses Verhalten l�a�t si
h untergewissen Bedingungen trotz der sehr komplexen Dynamik erstaunli
h genaumit Hilfe des zweiten Integrals vorhersagen, au
h wenn es ledigli
h n�aherungs-weise konstant, also ein "Quasiintegral\ ist. Die Normalformentheorie ordnetsi
h damit harmonis
h in eines der zentralen Themengebiete der klassis
henMe
hanik ein: die Su
he na
h weiteren Integralen der Bewegung.Dem Computer f�allt im Rahmen der skizzierten Theorie die Aufgabe zu,die vereinfa
hende Transformation der Hamilton-Funktion dur
hzuf�uhren.Wir k�onnen zwar die bei dieser Normalisierung zu ber�u
ksi
htigenden Re-geln analytis
h formulieren, aber die praktis
he Dur
hf�uhrung erfordert soviele | jeweils f�ur si
h triviale | Re
hens
hritte, da� eine Bere
hnung "vonHand\ aussi
htslos ers
heint, wenn man hinrei
hend genaue Ergebnisse er-zielen m�o
hte. Dies gilt um so mehr, als wir in dieser Arbeit einen verall-gemeinerten Normalformenkalk�ul diskutieren, der die Theorie Birkho�s undGustavsons zwar betr�a
htli
h erweitert, aber au
h den Umfang der erforder-



Einleitung 5li
hen Re
hnungen potenziert.Das vorrangige Ziel der vorliegenden Arbeit besteht in der umfassen-den Analyse einer Klasse von Modellsystemen, der sogenannten magneti-s
hen Flas
hen, die mit dem klassis
hen Gustavsons
hen Normalformen-kalk�ul ni
ht behandelt werden k�onnen. Um in die Problematik einzuf�uhren,stellen wir in Kapitel 1 zun�a
hst die Poin
ar�es
he Theorie vor und zei-gen, warum sie im Rahmen der Hamilton-Me
hanik inad�aquat ist. Folge-ri
htig gehen wir dann zur Theorie Gustavsons �uber, deren Anwendungsbe-rei
h zwar auf Hamilton-Funktionen eines gewissen Typs bes
hr�ankt ist, an-hand derer aber die Ideen und Verfahrensweisen der Normalformentheorie f�urHamilton-Funktionen verglei
hsweise einfa
h dargestellt werden k�onnen. Wirbespre
hen als n�a
hstes die auf Dragt, Finn und Stegemerten zur�u
kgehendeTheorie, die auf alle in Gestalt einer Potenzreihe vorliegenden Hamilton-Funktionen angewendet werden kann. Insbesondere zeigen wir, wie si
h imRahmen dieser Theorie f�ur alle Hamilton-Systeme ein zweites Integral derBewegung bestimmen l�a�t.In Kapitel 2 leiten wir die Hamilton-Funktionen der drei als Modellsyste-me dienenden Magnet
as
hen her, auf die wir im folgenden den Normalfor-menkalk�ul anwenden wollen. Unter einer magnetis
hen Flas
he verstehen wirein Magnetfeld, in dem die gebundene Bewegung eines geladenen Teil
hensm�ogli
h ist. Wir ri
hten dabei unser Hauptaugenmerk auf die von Brown undGabrielse eingef�uhrte Magnet
as
he [BrGa86℄. Daneben diskutieren wir au
hdie auf Dragt und Finn zur�u
kgehende "Mirror Ma
hine\ und das St�rmer-Problem [St55℄. Am Beispiel des letztgenannten Systems zeigen wir, da� diedirekte Anwendung der Normalformentheorie in der hier diskutierten Formunm�ogli
h ist, wenn die Hamilton-Funktion ni
ht in Gestalt einer Potenzreihevorliegt. Wir zeigen aber au
h, wie man dieses Problem umgehen kann.Das Kapitel 3 ist der konventionellen Analyse der Dynamik in der Brown-Gabrielse-Flas
he gewidmet. Wir weisen unter anderem na
h, da� die Dy-namik in diesem System tats�a
hli
h gebunden ist und f�uhren mit Hilfe vonPoin
ar�e-S
hnitten den numeris
hen Na
hweis der Ni
htintegrabilit�at des Sy-stems.Kapitel 4 bildet den Kern der vorliegenden Arbeit. Die Bedeutung die-ses Kapitels liegt vor allem darin, da� hier zum ersten Mal die Normalfor-mentheorie in der von Stegemerten vorges
hlagenen Formulierung angewandtwird. Wir bes
hreiben detailliert, wie die Hamilton-Funktionen magnetis
herFlas
hen in Normalform zu �uberf�uhren sind und bestimmen mit Hilfe derin diesem Kapitel entwi
kelten Te
hniken ein Quasiintegral f�ur das Brown-Gabrielse-System. Die G�ute, das hei�t die Konstanz, dieses Quasiintegralswird im Rahmen einer lokalen Analyse diskutiert. In einem weiteren Ab-s
hnitt �uber die globale Analyse des Quasiintegrals s
hlagen wir drei neue



6 EinleitungVerfahren vor, die das Quasiintegral verwenden, um das Phasenportrait desSystems zu untersu
hen und zu klassi�zieren. Im Zuge dieser Darstellungzeigen wir die S
hw�a
hen eines entspre
henden, von Kalu�za und Robnik[KaRo92℄ vorges
hlagenen Verfahrens auf.Wir beenden die Arbeit in Kapitel 5 mit einer kursoris
hen Untersu-
hung typis
her Quasiintegrale von Magnet
as
hen, um einen Eindru
k vondem Zusammenhang zwis
hen der Gestalt der Hamilton-Funktion und denDivergenzeigens
haften des Quasiintegrals zu erhalten.In Anhang A geben wir s
hlie�li
h, aufbauend auf Vorarbeiten von Galin[Ar89, Anhang 6℄, die formalen Integrale der Bewegung f�ur s�amtli
he (bis aufeine) Normalformen von Hamilton-Funktionen an.



Kapitel 1
Theorie der Normalformenund Quasiintegrale

Everything should be made as simple as possible,but not simpler. Albert Einstein
In diesem Kapitel diskutieren wir Verfahren, mittels derer ein Hamiltons
hesdynamis
hes System, _q = DpH(q;p)_p = �DqH(q;p) ; (1.1)also ein System von 2n gekoppelten Di�erentialglei
hungen erster Ordnung,das si
h aus einer Hamilton-Funktion H(q;p) herleiten l�a�t, gezielt verein-fa
ht werden kann. Wir betra
hten an dieser Stelle no
h kein spezielles phy-sikalis
hes System, sondern halten die Diskussion so allgemein wie m�ogli
h.Dementspre
hend sind hier die q;p 2 Rn ein beliebiger vollst�andiger Satzvon zueinander kanonis
h-konjugierten Koordinaten bzw. Impulsen.Wir bes
hr�anken uns der Einfa
hheit halber auf autonome Systeme. Diehier dargestellten Verfahren lassen si
h aber prinzipiell au
h auf zeitabh�angi-ge Systeme �ubertragen. Man verglei
he hierzu beispielsweise [Ar83, Oz88℄.Die jegli
her "Normalformentheorie\ zugrunde liegende Idee ist es, dasbetra
htete System so weit wie m�ogli
h zu vereinfa
hen, ohne dabei 
harak-teristis
he Systemeigens
haften zu verlieren. Man m�o
hte eine ganze Klasse7



8 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und Quasiintegralevon Objekten auf einen einzigen typis
hen und m�ogli
hst einfa
hen Vertreterdieser Klasse zur�u
kf�uhren. Dabei ist ents
heidend, da� man aus den Eigen-s
haften der Normalform diejenigen des zu untersu
henden Systems folgernk�onnen mu� [NaS
61℄. Man fordert also die | in jedem einzelnen Fall no
hgenauer zu spezi�zierende | �Aquivalenz des Ausgangssystems und seinerNormalform.Was nun "Vereinfa
hung\ konkret bedeutet, h�angt von der Art des zuuntersu
henden Systems ab. Es gibt entspre
hende Theorien f�ur gew�ohn-li
he und partielle Di�erentialglei
hungen, diskrete Abbildungen, Matrizenusw. In der linearen Algebra wird beispielsweise die Jordans
he Normalformeiner quadratis
hen Matrix diskutiert (siehe zum Beispiel [Fi86℄): Jede kom-plexe (n; n)-Matrix A kann dur
h eine �Ahnli
hkeitstransformation (die indiesem Fall die angespro
hene �Aquivalenz si
herstellt) mit einer unit�aren(n; n)-Matrix X auf Jordans
he Normalform J gebra
ht werden,A = XJX� = X 0BBB�J1J2 00 . . .Jr1CCCAX� (1.2a)mit Jk = 0BBB��k 1. . . 0. . .0 1�k1CCCA ; k = 1; 2; : : : ; r ; (1.2b)wobei die Dimension des Jordan-Blo
kes Jk der algebrais
hen Vielfa
hheitdes Eigenwertes �k als Nullstelle des 
harakteristis
hen Polynoms von A ent-spri
ht. J stellt eine erhebli
he Vereinfa
hung gegen�uber A dar und gehteindeutig und umkehrbar aus A hervor. Normalformentheorie f�ur Di�eren-tialglei
hungen oder Hamilton-Funktionen ist aber im allgemeinen erheb-li
h komplizierter als Normalformentheorie f�ur Matrizen, weil die ben�otigtenTransformationen, anders als X in Gl. (1.2a), ni
htlinear sind.Der historis
hen Entwi
klung folgend und um das weitere Vorgehen zumotivieren, gehen wir zun�a
hst auf die von Poin
ar�e [Po92℄ begr�undete Nor-malformentheorie beliebiger, ni
ht notwendigerweise Hamiltons
her Di�eren-tialglei
hungen ein. Wir st�utzen uns dabei vor allem auf die modernere Dis-kussion in [Ar83℄.Es zeigt si
h bald, da� es vorteilhaft ist, ni
ht das Vektorfeld der Di�e-rentialglei
hung, sondern die entspre
hende Hamilton-Funktion zu untersu-
hen, falls das vorliegende System ein Hamilton-System ist. Deshalb disku-tieren wir im Ans
hlu� an die allgemeine Theorie die spezielle Normalfor-mentheorie f�ur Hamilton-Systeme. Die klassis
he Theorie geht auf Birkho�[Bi66℄ zur�u
k. Eine modernere und allgemeinere Darstellung der Birkho�-
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hen Theorie gab Gustavson [Gu66℄; in dieser Form wird die Normalformen-theorie f�ur Hamilton-Funktionen bis heute vielfa
h angewendet (vgl. [SaVe85,Oz88, KaRo92℄). Allerdings kann au
h die Gustavsons
he Theorie ni
ht aufs�amtli
he Hamilton-Funktionen angewendet werden.Dragt und Finn [DrFi76a, DrFi79℄ formulierten den Gustavsons
hen For-malismus in der Spra
he der Lie-Transformationstheorie [Ga68, De69, Ca81,LiLi92℄, wel
he eine erhebli
h �ubersi
htli
here Darstellung der Transforma-tion auf Normalform erm�ogli
ht. Im Gegensatz zu Gustavsons Methode, beider die Erzeugende der Transformation sowohl von den alten als au
h denneuen Koordinaten abh�angt, treten bei Dragt und Finn sol
he "gemis
h-ten\ Variablens�atze ni
ht auf. Dar�uber hinaus gelingt mit Hilfe von Lie-Transformationen die Erweiterung der Hamiltons
hen Normalformentheorieauf beliebige Hamilton-Funktionen, die in Form einer formalen Potenzreihevorliegen. Die ersten S
hritte in diese Ri
htung wurden ebenfalls von Dragtund Finn in [DrFi79℄ unternommen und von Stegemerten [St91℄ und Meyerund Hall [MeHa92℄ zu einer umfassenden Theorie ausgebaut.Eines der zentralen Anliegen der Theorie dynamis
her Systeme ist die Be-stimmung von Integralen der Bewegung, soweit diese �uberhaupt existieren.Ein Integral der Bewegung (oder au
h: Konstante der Bewegung) ist eineFunktion I(q;p), die entlang jeder Flu�linie (Trajektorie) des Di�erential-glei
hungssystems (1.1) konstant ist. Die Existenz eines sol
hen Integrals derBewegung bedeutet eine erhebli
he Vereinfa
hung der Dynamik, weil dadur
hjede Trajektorie auf eine der dur
h I(q;p) = konst. de�nierten Hyper
�a
henim Phasenraum bes
hr�ankt ist. Somit wird die Dimension des betra
htetenProblems um eins reduziert. Dementspre
hend ist die Kenntnis eines weiterenIntegrals (zus�atzli
h zu den ohnehin s
hon bekannten Integralen) glei
hbe-deutend mit einer wesentli
hen zus�atzli
hen Information �uber das System.Die Existenz mehrerer voneinander unabh�angiger Integrale der Bewegung1Ij(q;p) zieht eine weitere Vereinfa
hung na
h si
h, denn die Trajektorienk�onnen in diesem Fall den Dur
hs
hnitt der dur
h die Invarianz der Ij gegebe-nen Hyper
�a
hen ni
ht verlassen. Wenn es sogar n voneinander unabh�angigeIntegrale der Bewegung gibt, also ebensoviele wie Freiheitsgrade der Bewe-gung, dann gilt im Fall gebundener Bewegung das Liouville-Arnold-Theorem[Ar89℄. Es besagt, da� die Trajektorien (quasi-) periodis
h auf einem n-Torusverlaufen, so da� die Dynamik des Systems vollst�andig geordnet und ni
ht
haotis
h ist.Die Su
he na
h weiteren Integralen der Bewegung ist demna
h ein wi
h-tiges Verfahren zur Analyse dynamis
her Systeme. Speziell im Fall zweierFreiheitsgrade der Bewegung (n = 2) bedeutet die Existenz eines zweiten In-tegrals der Bewegung | neben H(q;p) | die vollst�andige Integrabilit�at des1Zur De�nition der "Unabh�angigkeit\ von Integralen der Bewegung verglei
he Ab-s
hnitt 1.2.4.



10 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und QuasiintegraleSystems. In [Hi87℄ �ndet man eine umfassende Darstellung der bekanntenMethoden f�ur die Su
he na
h diesem zweiten Integral f�ur n = 2. Es bleibtaber festzustellen, da� es kein allgemeines Verfahren f�ur diese Su
he gibt.Ohnehin sind die meisten Hamilton-Systeme ni
ht integrabel.Wie h�angen nun die Normalformentheorie und die Su
he na
h Integra-len der Bewegung zusammen? Im H�enon-Heiles-System, einem zweidimen-sionalen autonomen Hamilton-System, �ndet man [HeHe64℄ unter gewissenBedingungen empiris
h, das hei�t dur
h die numeris
he Integration der kano-nis
hen Glei
hungen und Analyse des so entstehenden Phasenportraits, dieExistenz eines zweiten Integrals der Bewegung. F�ur eine Vielzahl von weite-ren Modellsystemen gibt es glei
hlautende Befunde. Unter anderem um dieseErgebnisse zu erkl�aren, entwarf Gustavson seine Normalformentheorie. DerenAnwendung erm�ogli
ht die konsistente Konstruktion von N�aherungsformelnf�ur die experimentell gefundenen Integrale. Eine wesentli
he Anwendung au
hder Dragt-Finn-Stegemertens
hen Normalform eines Hamilton-Systemes istdie systematis
he Konstruktion eines formalen Integrals der Bewegung, das| neben der Hamilton-Funktion| eine zweite Konstante der Bewegung dar-stellt, falls die Normalformtransformation konvergiert. Damit erweist si
h diezun�a
hst als l'art pour l'art anmutende Normalformentheorie als m�a
htigesWerkzeug in der Theorie dynamis
her Systeme.Man spri
ht allerdings in diesem Zusammenhang von Quasiintegralen an-stelle von Integralen der Bewegung, weil man mit Hilfe der Normalformen-theorie im allgemeinen nur N�aherungsformeln f�ur die gesu
hten Integralebestimmen kann.
1.1 Systeme gew�ohnli
her Di�erentialglei-
hungenIn diesem Abs
hnitt diskutieren wir die Normalformentheorie f�ur allgemeineautonome Di�erentialglei
hungssysteme, die si
h also ni
ht notwendigerwei-se gem�a� Gl. (1.1) aus einer Hamilton-Funktion ableiten lassen m�ussen. Ab-s
hnitt 1.1.1 dient der Vorstellung der Theorie, Abs
hnitt 1.1.2 zeigt dann diegravierenden Na
hteile, die diese Variante der Normalformentheorie aufweist,wenn sie auf Hamilton-Systeme angewandt wird.



1.1. Systeme gew�ohnli
her Di�erentialglei
hungen 111.1.1 Allgemeine TheorieWir betra
hten ein kontinuierli
hes autonomes dynamis
hes System, also Ngekoppelte Di�erentialglei
hungen erster Ordnung,_z = F (z) ; z 2 RN ; (1.3)wobei wir zus�atzli
h annehmen, da� das System im Ursprung einen Fixpunkthat2: F (0) = 0 : (1.4)Alle folgenden �Uberlegungen sind lokal in dem Sinn, da� das Vektorfeldledigli
h in der N�ahe des Fixpunktes untersu
ht wird und die dur
hzuf�uhren-den Koordinatentransformationen nur in einer Umgebung des Fixpunktes"beliebig genau\ angegeben werden k�onnen.Wir bes
hr�anken uns auf Vektorfelder F (z), die als vektorwertige Potenz-reihe vorliegen: F (z) =Xl�1F l(z) : (1.5)Diese Potenzreihe wird gebildet dur
h die vektorwertigen homogenen Poly-nome vom Grad l in den Variablen z1; z2; : : : ; zN :F l(z) = NXi=1 Xm1;m2;:::;mN�0m1+m2+���+mN=l a(i)m1;m2;:::;mN zm11 zm22 � � � zmNN ei (1.6)mit den reellen KoeÆzienten a(i)m1;m2;:::;mN und den kanonis
hen Basisvektorenei des RN . F l ist ein Element des Raumes Hl der vektorwertigen homogenenPolynome vom Grad l in N Variablen. Wir nennen den Vektorraum allervektorwertigen Polynome F (z) in N Variablen H:H = 1Ml=1Hl : (1.7)Mit Hilfe der Multiindex-Notation vereinfa
hen wir die Darstellung vonF l(z), F l(z) = NXi=1 Xjmj=l a(i)m zm ei ; (1.8)2Falls das System allgemeiner in der N�ahe des Fixpunktes z0 6= 0 analysiert werdensoll, kann man immer dur
h die Transformation z 7! z � z0 zu Gl. (1.4) �ubergehen.



12 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und Quasiintegralewobei wir m 2 NN0 ;jmj = NXj=1mj ;zm = NYj=1 zmjj ;a(i)m = a(i)m1;m2;:::;mN (1.9)
gesetzt haben.Der lineare Anteil des Vektorfeldes F (z) kann mit Hilfe der Ja
obi-MatrixL := DzF (0) (1.10)au
h in der Form F 1(z) = Lz (1.11)ges
hrieben werden. Die (N;N)-Matrix L ist f�ur die Normalformentheorievon ents
heidender Bedeutung.Die fundamentale, der gesamten Normalformentheorie f�ur Di�erentialglei-
hungen zugrunde liegende Idee Poin
ar�es war es, das Vektorfeld dur
h eine| in der Regel unendli
he | Folge von Transformationen systematis
h zulinearisieren. Wenn dieses Programm ohne Abstri
he dur
hgef�uhrt werdenkann3, wenn man also eine (lokal) invertierbare KoordinatentransformationT mit T : RN ! RN~z 7! z = T (~z) (1.12)�ndet, die Gl. (1.3) vollst�andig linearisiert,_~z = L~z ; (1.13)dann ist au
h Gl. (1.3) s
hon vollst�andig gel�ost. Denn die allgemeine L�osung~z(t; ~z0) der transformierten Di�erentialglei
hung mit der Anfangsbedingung~z(t = 0) = ~z0 ist [HiSm74℄~z(t; ~z0) = exp(tL) ~z0� 0� 1Xj=0 tjj!Lj1A ~z0 ; (1.14)und man hat damit f�ur die allgemeine L�osung von Gl. (1.3):z(t; z0) = �T Æ exp(tL) Æ T �1�z0 (1.15a)3Das Hartman-Grobman-Theorem [GuHo83℄ weist die Linearisierbarkeit von Gl. (1.3)mittels eines Hom�oomorphismus T in der N�ahe eines hyperbolis
hen Fixpunktes na
h.



1.1. Systeme gew�ohnli
her Di�erentialglei
hungen 13bzw. z0 Flu� von _z = F (z)�������������! z(t; z0)T�1????y x???? T~z0 exp(tL)�������������! ~z(t; ~z0) : (1.15b)
Es bleibt also zu zeigen, ob und wie die linearisierende Transformation(1.12) bestimmt werden kann. Hierf�ur untersu
hen wir zun�a
hst, wie si
h dieTransformation z 7! ~z, z = ~z + Tm(~z) (1.16)mit Tm 2 Hm; m � 2, auf die Di�erentialglei
hung auswirkt. Unter (1.16)geht Gl. (1.3) �uber in�idN +DTm(~z)� _~z =Xl�1 F l (~z + Tm(~z)) ; (1.17)wobei idN f�ur die N -dimensionale identis
he Abbildung steht. Bei Ver-na
hl�assigung von Termen h�oheren Grades alsm (angedeutet dur
h das Sym-bol O (j~zjm+1)) erhalten wir_~z = �idN +DTm(~z)��1Xl�1 F l (~z + Tm(~z))= �idN �DTm(~z)�Xl�1 �F l(~z) +DF l(~z)Tm(~z)�+O �j~zjm+1�= m�1Xl=1 F l(~z) + hFm(~z) + LTm(~z)�DTm(~z) (L~z) i+O �j~zjm+1�:(1.18)Dieses Ergebnis ist sehr interessant. Es verdeutli
ht, da� die Transformation(1.16)(i) die Terme des Vektorfeldes mit kleinerem Grad als m invariant l�a�t,(ii) den zwis
hen den e
kigen Klammern stehenden Anteil vom Grad mergibt,(iii) au
h im Fall F l = 0 f�ur alle l > m Terme mit gr�o�erem Grad als mzur Folge haben kann.Punkt (i) erm�ogli
ht die Anwendung eines iterativen Verfahrens f�ur dieNormalisierung des Vektorfeldes: F�urm = 2; 3; : : : transformieren wir sukzes-sive mittels einer "Erzeugenden\ Tm. Dabei ist dur
h (i) si
hergestellt, da�das Ergebnis der vorangegangenen Transformationen T l mit l < m, d. h. die



14 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und Quasiintegraleweitestm�ogli
he Eliminierung der Grad l-Terme des Vektorfeldes, dur
h Tmni
ht mehr ver�andert wird.Mit Hilfe von (ii) k�onnen wir genauer formulieren, was "Normalisierung\in diesem Zusammenhang �uberhaupt bedeuten kann. Im Sinne der Poin-
ar�es
hen Idee wollen wir mit der von Tm erzeugten Transformation dieVektorfeldanteile vom Grad m zum Vers
hwinden bringen, alsoFm(~z) + LTm(~z)�DTm(~z) (L~z) = 0 (1.19)l�osen. Dabei sind Fm und L gegeben, Tm ist gesu
ht.Zur Diskussion von Gl. (1.19) de�nieren wir~Fm := Fm(~z) + LTm(~z)�DTm(~z) (L~z) (1.20)und f�uhren den zu dem linearen Vektorfeld L~z adjungierten Lie-Operator adLein als die Lie-Klammer mit L~z [GuHo83, LiLi92℄:adL: H ! HG(~z) 7! adL(G(~z)) := [G(~z); L~z℄= DG(~z)(L~z)� LG(~z) : (1.21)adL ist eine lineare Abbildung auf dem Vektorraum der vektorwertigen Po-lynome. Wir ben�otigen diesen Operator oft mit dem einges
hr�ankten De�ni-tionsberei
h Hm und de�nieren deshalbBm := adL���Hm : (1.22)Bm h�angt nur vom linearen Anteil des Vektorfeldes F ab (und nat�urli
h vonm). Dies hat die Invarianz von Hm unter Bm zur Folge: Bm(Hm) � Hm.Damit erhalten wir f�ur die zu l�osende Gl. (1.19):Fm � Bm(Tm) = ~Fm (1.23a)mit der Nebenbedingung ~Fm = 0 : (1.23b)Eine Glei
hung dieses Typs hei�t na
h Arnold [Ar83℄ homologis
he Glei-
hung. Bm und Fm sind bekannt, Tm ist zu bestimmen. Die Formulierungvon Gl. (1.19) in der Form von Gl. (1.23) ers
heint an dieser Stelle unn�otigkompliziert. Im Hinbli
k auf die im Ans
hlu� zu bespre
hende Verallgemei-nerung der Bedingung ~Fm = 0, Gl. (1.23b'), erweist si
h diese Darstellungaber tats�a
hli
h als sinnvoll.



1.1. Systeme gew�ohnli
her Di�erentialglei
hungen 15Falls f�ur diese Glei
hung eine L�osung Tm existiert, �ndet man sie mitHilfe der Zerlegung von Hm in den Bildvektorraum Im (Bm) := Bm(Hm) vonBm und einen dazu komplement�aren Untervektorraum Nm:Hm = Nm � Im (Bm) : (1.24)Eine sol
he Zerlegung l�a�t si
h immer �nden, sie ist aber in der Regel ni
hteindeutig. Falls Bm bijektiv ist, besteht Nm nur aus dem Nullvektor. Gl.(1.24) induziert eine Zerlegung von Fm:Fm = F 0m + F 00m (1.25a)mit F 0m 2 NmF 00m 2 Im (Bm) mit F 00m = Bm(Um); Um 2 Hm : (1.25b)Man bea
hte an dieser Stelle, da� au
h Um ni
ht eindeutig aus F 00m hervor-geht. Vielmehr ist Um ledigli
h bis auf einen Summanden aus dem Kern vonBm festgelegt. Mit Gl. (1.25) erhalten wir f�ur die homologis
he Glei
hung(1.23a): Bm (Um � Tm) + �F 0m � ~Fm� = 0 : (1.26)Diese ist genau dann unter der Nebenbedingung (1.23b) l�osbar, wenn F 0m = 0ist, wenn also Fm 2 Im (Bm) gilt. Die L�osung ist dann dur
h Tm = Ugegeben.Die Bedingung F 0m = 0 ist im allgemeinen ni
ht erf�ullt. Wenn F 0m 6= 0ist, dann kann man die homologis
he Glei
hung zwar ni
ht mehr mit ~Fm = 0l�osen, wohl aber sie dieser L�osung so nahe wie m�ogli
h bringen, indem manledigli
h fordert, da� die s
hw�a
here Nebenbedingung~Fm 2 Nm (1.23b')erf�ullt wird. Eine | ni
ht eindeutige | L�osung der homologis
hen Glei
hungunter dieser s
hw�a
heren Nebenbedingung (1.23b') �ndet man mitTm = Um (1.27a)sowie ~Fm = F 0m : (1.27b)Wir haben demna
h ni
ht nur die erzeugende Funktion Tm der Transforma-tion geeignet zu w�ahlen, sondern wir m�ussen au
h ~Fm so bestimmen, da� esim Kern von Bm liegt. ~Fm kann gegebenenfalls au
h 0 sein; dies h�angt vondem anfangs in Gl. (1.3) vorgegebenen Vektorfeld F ab.Die dur
h die Transformation (1.16) ni
ht wegtransformierbaren AnteileF 0m hei�en resonant. Eine Motivation dieser Bezei
hnungsweise �ndet si
h



16 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und Quasiintegralebeispielsweise in [Wi90℄. Man verglei
he au
h die im n�a
hsten Abs
hnitt ab-geleitete Resonanzbedingung (1.40).Mit einer Induktion na
h m erhalten wir somitSatz 1.1 (Poin
ar�e-Dula
) : Jede Di�erentialglei
hung (1.3) mit einemVektorfeld in Form einer vektorwertigen Potenzreihe kann mittels der for-malen Koordinatentransformation z 7! ~z mitz = T (~z) := h (idN + T 2) Æ (idN + T 3) Æ � � � i~z (1.28)auf ihre Normalform _~z = L~z + Xm�2F 0m(~z) (1.29)reduziert werden, wobei die F 0m s�amtli
h resonant sind: F 0m 2 Nm. Wegen derNi
hteindeutigkeit des Komplement�arraumes Nm ist au
h die Normalform inder Regel ni
ht eindeutig festgelegt.Die Anwendung des Poin
ar�e-Dula
-Theorems in der N�ahe eines hy-perbolis
hen Fixpunktes beweist den formalen Teil des Hartman-Grobman-Theorems. Da� die linearisierende Transformation ni
ht nur eine formale Po-tenzreihe, sondern sogar ein Hom�oomorphismus ist, l�a�t si
h auf diese Weiseallerdings ni
ht na
hweisen [GuHo83℄.Die Transformation eines Vektorfeldes auf seine Normalform kann einewesentli
he Vereinfa
hung darstellen. Bifurkationstheorie w�are beispielsweiseni
ht m�ogli
h ohne die Klassi�zierung von Vektorfeldern mit den Mittelnder Normalformentheorie [IoAd92℄. Im Hinbli
k auf die Konstruktion einervollst�andigen L�osung der Di�erentialglei
hung gem�a� Gl. (1.15a) stellt jedo
hjeder resonante Term des Vektorfeldes eine un�uberwindli
he H�urde dar, weiler die Linearisierung unm�ogli
h ma
ht.Die Normalformentheorie ist eine formale Theorie: Die einzelnen Beitr�ageTm zur Erzeugenden und die resonanten Terme F 0m des Vektorfeldes k�onnenzwar sukzessive f�ur alle Grade m bestimmt werden, aber �uber das Konver-genzverhalten von T bzw. Pm�2 F 0m kann im allgemeinen keine Aussagegema
ht werden, und oft divergieren diese Reihen. Konvergenzaussagen ineinigen speziellen F�allen gehen auf Poin
ar�e und Siegel zur�u
k und werdenin [SiMo71, Ar83℄ er�ortert. Beispiele divergenter Transformationen auf Nor-malform | im Rahmen der Dragt-Finn-Stegemertens
hen Normalformen-theorie f�ur Hamilton-Systeme | werden in den Kapiteln 4 und 5 diskutiert.Selbst im Fall der Divergenz rei
hen aber oft s
hon die niedrigsten Terme derNormalform und der damit konstruierten n�aherungsweisen L�osung aus, umbeispielsweise das Phasenportrait des Systems qualitativ angeben zu k�onnen[Ar83℄.



1.1. Systeme gew�ohnli
her Di�erentialglei
hungen 171.1.2 Resonanz bei Hamiltons
hen VektorfeldernWir zeigen in diesem Abs
hnitt, da� das Auftreten von Resonanztermen beiHamiltons
hen Vektorfeldern ni
ht ausges
hlossen werden kann, so da� es imallgemeinen ni
ht m�ogli
h ist, mit der dargestellten Normalisierungsprozedurdie Hamiltons
hen Di�erentialglei
hungen vollst�andig zu l�osen.Wir bringen zun�a
hst die kanonis
hen Glei
hungen (1.1) auf die Gestaltder Gl. (1.3), indem wir z =  qp! 2 RN ; N = 2n (1.30)setzen und damit zu _z =  DpH(q;p)�DqH(q;p)!= JDzH(z) (1.31)�ubergehen. J bezei
hnet hier die symplektis
he MatrixJ =  0 idn�idn 0 ! : (1.32)Wenn wir uns, analog zur Diskussion f�ur allgemeine Vektorfelder, aufHamilton-Funktionen bes
hr�anken, die als Potenzreihe vorliegen und in 0einen kritis
hen Punkt haben, ergibt die Linearisierung von (1.31) um 0:_z = JDzH2(z) +O �jzj2�= Lz +O �jzj2� (1.33)mit der Hamilton-Matrix [Oz88℄L = J Hess(H2(z)) ; (1.34)wobei H2(z) f�ur den quadratis
hen Anteil von H(z) steht und Hess(H2) dieHesse-Matrix von H2(z) bezei
hnet:hHess(H2(z))iij = �2H2(z)�zi�zj ; 1 � i; j � 2n : (1.35)In [St87℄ wird gezeigt, da� die Flu�abbildung M(t) = exp(Lt) des linea-risierten Hamilton-Systems symplektis
h ist:MTJM = J : (1.36)



18 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und QuasiintegraleWegen der Symplektizit�at ist mit � au
h 1� Eigenwert von M(t), dennMv = �v (1:36)=) MT (Jv) = 1� (Jv) ; (1.37)und M und MT haben dieselben Eigenwerte. Dies hat s
hlie�li
h zur Folge,da� die Eigenwerte von L nur als Paare �;�� auftreten.Um na
hzuweisen, da� Anteile des Hamiltons
hen Vektorfeldes resonantsein k�onnen, m�ussen wir die Ni
htinvertierbarkeit von Bl zeigen: Im (Bl) 6=Hl. Wir f�uhren diesen Na
hweis hier nur f�ur den Fall, da� L diagonalisier-bar ist: Der Fall ni
httrivialer Jordanbl�o
ke von L wird in [Ar83, ArPl90℄diskutiert und f�uhrt zum glei
hen Ergebnis.fejjj = 1; 2; : : : ; 2ng sei eine Basis, in der L diagonal ist:Lej = �jej : (1.38)Wir bere
hnen die Bilder der Basisvektoren nzmej���jmj = l; j = 1; 2; : : : ; 2novon Hl unter Bl: Bl (zmej) = D (zmej)Lz � Lzmej= (m��� �j) (zmej) ; (1.39)wobei wir no
h � := (�1; �2; : : : ; �2n)T gesetzt und das gew�ohnli
he Skalar-produkt im R2n, a�b = P2ni=1 aibi, verwendet haben. (m��� �j) ist also einEigenwert von Bl zum Eigenvektor zmej. Genau dann, wenn die Eigenwerte�i von L die Resonanzbedingung �j =m�� (1.40)f�ur ein m mit jmj = l � 2 und f�ur ein 1 � j � 2n erf�ullen, wenn Bl alsoden Eigenwert 0 hat, gilt Nl 6= ;, und die homologis
he Glei
hung kann ni
htmehr in jedem Fall gel�ost werden, weil Bl ni
ht invertierbar ist.Die Resonanzbedingung ist f�ur Hamilton-Systeme immer erf�ullt: �1 =� und �2 = �� seien eines der Eigenwertpaare, deren Existenz wir obenna
hgewiesen haben. Mit m = (2; 1; 0; : : : ; 0)T und j = 1 ist dann Gl. (1.40)erf�ullt.Damit ist klar, da� die Normalformentheorie allgemeiner Vektorfelder,angewandt auf Hamiltons
he Vektorfelder, kein geeignetes Werkzeug zur Ver-einfa
hung darstellt, denn die Linearisierbarkeit ist auf diesem Wege keines-wegs si
hergestellt. Zwar f�uhrt au
h die Normalformentheorie f�ur Hamilton-Funktionen ni
ht auf eine Linearisierung, aber die geforderte Vereinfa
hunggelingt hier auf andere Weise, wie wir in Abs
hnitt 1.2 sehen werden.



1.2. Normalformen und Quasiintegrale f�ur Hamilton-Systeme 191.2 Normalformen und Quasiintegrale f�urHamilton-SystemeIn Abs
hnitt 1.1 haben wir bes
hrieben, wie man ein System gew�ohnli
herDi�erentialglei
hungen auf systematis
he Weise vereinfa
hen und damit dervollst�andigen L�osung n�aher bringen kann. Die dortige Vorgehensweise l�a�tsi
h wesentli
h vereinfa
hen, wenn das Di�erentialglei
hungssystem aus ei-ner Hamilton-Funktion hergeleitet werden kann. Denn in diesem Fall m�ussenwir ni
ht ein Vektorfeld transformieren, sondern ledigli
h eine skalare Funk-tion, eben die Hamilton-Funktion. Ebenso lassen si
h f�ur Hamilton-Systemedie Transformationen einfa
her spezi�zieren, n�amli
h dur
h Angabe einerwiederum skalaren erzeugenden Funktion.Der ents
heidende Vorteil der Normalformentheorie f�ur Hamilton-Systeme gegen�uber der allgemeinen Theorie liegt aber darin, da� das Sy-stem der L�osung wesentli
h n�aher gebra
ht werden kann. Dies ges
hieht hierallerdings ni
ht dur
h vollst�andige Linearisierung, sondern dur
h die Kon-struktion eines "weiteren\ Integrals der Bewegung.1.2.1 Lie-TransformationenWir betra
hten ein autonomes Hamilton-System (1.1) mit n Freiheitsgradender Bewegung. Die Hamilton-Funktion H(q;p) liege in Form einer formalenPotenzreihe vor und habe nur Summanden mit einem (Total-) Grad, dermindestens 2 ist. Wir ber�u
ksi
htigen also nur sol
he Systeme, die einenFixpunkt haben und legen diesen, ohne Bes
hr�ankung der Allgemeinheit4, inden Ursprung.Um eine kompaktere Notation zu errei
hen, benutzen wir, ebenso wie inAbs
hnitt 1.1.2, den 2n-Vektorz =  qp! 2 R2n (1.30)und k�onnen damit f�ur die Hamilton-Funktion s
hreiben:H(q;p) � H(z) =Xl�2Hl(z) : (1.41)Die Hl sind homogene Polynome vom Grad l in den Phasenraumkoordinaten(q;p) bzw. z: Hl(z) = Xjmj=l hmzm 2 Ll ; (1.42)4Vgl. hierzu die Fu�note auf Seite 11.



20 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und QuasiintegraleLl bezei
hnet den Vektorraum der homogenen Polynome vom Grad l in 2nVariablen. Die Dimension dieses Vektorraumes ist um den Faktor 1=2n klei-ner als die seines Pendants Hl, was dadur
h bedingt ist, da� die Elementevon Ll skalare Polynome sind, im Gegensatz zu den vektorwertigen Poly-nomen in Hl. Da die Polynomr�aume Hl und Ll f�ur gr�o�ere Grade l sehrho
hdimensional werden [PlEA78℄,dim(Ll) =  2n+ l � 12n� 1 ! ; (1.43)erweist si
h die Reduktion der Dimension beim �Ubergang von Hl zu Ll beipraktis
hen Bere
hnungen als sehr n�utzli
h: In Kapitel 4 werden beispiels-weise Polynome vom Grad 14 betra
htet, was bei n = 2 auf dim(L14) = 680f�uhrt.Wir de�nieren no
h den (unendli
hdimensionalen) Vektorraum aller for-malen Potenzreihen als die direkte Summe der Ll:L := 1Ml=0 Ll : (1.44)Analog zu der Vorgehensweise in Abs
hnitt 1.1.1 diskutieren wir zun�a
hsteine wi
htige Klasse von Transformationen, die das wesentli
he Hilfsmittel f�urdie Darstellung der Normalformentheorie und die Dur
hf�uhrung der Trans-formation einer Hamilton-Funktion auf Normalform sind. Dabei st�utzen wiruns vor allem auf die Darstellung in [DrFi76a, DrFi79℄.Wir beginnen mit derDe�nition 1.1: Der zu der Potenzreihe F 2 L adjungierte Lie-Operator istadF : L ! LG 7! adF (G) = fG;Fg : (1.45)f�; �g symbolisiert hierbei die Poisson-Klammer:fG;Fg = nXi=1 �G�qi �F�pi � �G�pi �F�qi! (1.46a)=  DqG0 !�J 0DpF!�  0DpG!�(�J) DqF0 != (DzG) �J (DzF ) : (1.46b)



1.2. Normalformen und Quasiintegrale f�ur Hamilton-Systeme 21Speziell f�ur den Lie-Operator, der zum quadratis
hen Anteil H2 derHamilton-Funktion adjungiert ist, setzen wirAm = adH2 ���Lm ; m = 2; 3; : : : : (1.47)Am(G) steht also f�ur die Poisson-Klammer des Grad m-Polynoms G mit H2.Wi
htig ist die Invarianz von Lm unter Am: F�ur F 2 Ll und G 2 Lm istadF (G) 2 Ll+m�2, so da� im Spezialfall F = H2 gilt: Am(Lm) � Lm f�uralle m � 2. Der lineare Operator Am auf dem Vektorraum Lm spielt in derNormalformentheorie f�ur Hamilton-Systeme eine �ahnli
h bedeutsame Rollewie der zu einem linearen Vektorfeld adjungierte Lie-Operator Bm (1.22) inder Normalformentheorie f�ur Vektorfelder.Um eine Hamilton-Funktion S
hritt f�ur S
hritt auf ihre | no
h zu de�-nierende | Normalform zu transformieren, ben�otigen wir ein Gegenst�u
k f�urdie in Abs
hnitt 1.1.1 verwendete Transformation (1.16). Hierf�ur de�nierenwir den linearen Operator exp(adF ):De�nition 1.2 Die der Potenzreihe F 2 L assoziierte Lie-Transformationist exp(adF ) : L ! LH 7! exp (adF ) (H) = 1Xi=0 1i!adF i(H) ; (1.48)mit adF 0 = id2n (1.49a)und adF i(G) = adF �adF i�1� (G)= ff� � � ffG ;Fg; Fg; � � � ; Fg; Fg| {z }i-mal : (1.49b)Es wird si
h zeigen, da� Transformationen vom Typ (1.48) ein sehr beque-mes und einfa
h zu handhabendes Hilfsmittel f�ur die Normalformentheoriedarstellen. Zun�a
hst m�ussen wir aber si
herstellen, da� die Verwendung vonLie-Transformationen im Rahmen der Hamilton-Me
hanik sinnvoll ist, ins-besondere, da� sie kanonis
h sind [De69℄.Wir gehen von einem Satz kanonis
her Phasenraumkoordinaten zi; i =1; 2; : : : ; 2n, aus und transformieren diese mittels der der Potenzreihe F as-soziierten Lie-Transformation:~zi := exp (adF ) zi : (1.50)



22 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und QuasiintegraleUm die Kanonizit�at dieser Transformation na
hzuweisen, m�ussen wir zeigen,da� die fundamentalen Poisson-Klammernfqi; pjg = Æijfqi; qjg = 0fpi; pjg = 0 (1.51)bzw., mit Gl. (1.46b), fzi; zjg = Jij (1.52)unter (1.50) erhalten bleiben.Wir untersu
hen zun�a
hst allgemein, wie si
h Poisson-Klammern unterLie-Transformationen verhalten. F , G und H seien aus L. Dann gilt, weil f�urPoisson-Klammern die Ja
obi-Identit�at erf�ullt ist5:adFfG;Hg = ffG;Hg; Fg= �ffH;Fg; Gg � ffF;Gg; Hg= fG; adF (H)g+ fadF (G); Hg : (1.53)Mit einer Induktion na
h i folgt dannadF ifG;Hg = iXj=0 ij!nadF j(G); adF i�j(H)o ; (1.54)so da� man s
hlie�li
h f�ur die gesamte Lie-Transformation erh�alt:exp (adF ) fG;Hg = 1Xi=0 1i!adF ifG;Hg= 1Xi=0 1i! iXj=0 ij!nadF j(G); adF i�j(H)o= 1Xi=0 1Xk=0 1i! 1k! nadF i(G); adF k(H)o= fexp (adF ) (G); exp (adF ) (H)g : (1.55)Die Lie-Transformierte der Poisson-Klammer zweier Funktionen ist also ge-rade die Poisson-Klammer der Lie-Transformierten dieser Funktionen. Diesnutzen wir jetzt f�ur den Na
hweis der Kanonizit�at aus. In den neuen, dur
h5Die Tatsa
he, da� die Poisson-Klammern die Ja
obi-Identit�at erf�ullen, ma
ht L mitder Produktoperation f�; �g zu einer Lie-Algebra [Hu87℄.



1.2. Normalformen und Quasiintegrale f�ur Hamilton-Systeme 23die Transformation (1.50) erhaltenen Variablen ~zi; ~zj ergeben si
h die folgen-den Poisson-Klammern:f~zi; ~zjg = fexp (adF ) zi; exp (adF ) zjg= exp (adF ) fzi; zjg= fzi; zjg : (1.56)Im letzten S
hritt haben wir no
h ausgenutzt, da� die Poisson-Klammer vonzi und zj eine Zahl ist (entweder 0 oder 1) und deswegen von exp (adF ) ni
htver�andert wird. Gl. (1.56) zeigt die Invarianz der fundamentalen Poisson-Klammern unter der Lie-Transformation (1.50) und damit deren Kanoni-zit�at6.Um eine ans
hauli
he Interpretation der Lie-Transformation exp(adF )entwi
keln zu k�onnen, ben�otigen wir im folgenden die Inverse dieses Ope-rators. Sie ist au
h bei der praktis
hen Bere
hnung von Integralen der Bewe-gung in Abs
hnitt 1.2.4 unerl�a�li
h. Es gilt:(exp (adF ))�1 = exp (ad�F ) (1.57)Zum Beweis bere
hnen wir die Produktabbildung exp (ad�F ) exp (adF ) undzeigen, da� sie glei
h der Identit�at id2n ist. Dabei benutzen wir, da� adF undad�F vertaus
hen: adFad�F = ad�FadF .exp (ad�F ) exp (adF ) = 1Xi=0 1Xj=0 1i! 1j!ad�F iadF j= 1Xi=0 1i! iXk=0 ik!ad�F kadF i�k= id2n + 1Xi=1 1i! (ad�F + adF )i :Mit ad�F + adF = 0 folgt dann die Behauptung.Na
hdem wir in Gl. (1.56) die Kanonizit�at der Lie-Transformation (1.50)gezeigt haben, beweisen wir jetzt, da� die Hamilton-Funktion H untereiner sol
hen kanonis
hen Transformation in die neue Hamilton-Funktionexp(ad�F )(H) �ubergeht. Zun�a
hst weisen wir die BeziehungH� exp(adF )(z)� = exp(adF )�H(z)� : (1.58)na
h. (Auf der linken Seite dieser Glei
hung ist mit exp(adF )(z) die Anwen-dung des Operators exp(adF ) auf jede der Komponenten zi des Vektors z6In [ChEA83℄ wird ein anderer Beweis f�ur die Kanonizit�at von Lie-Transformationenbes
hrieben.



24 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und Quasiintegralegemeint.) Wir s
hreiben die linke Seite von Gl. (1.58) alsXl�2 Xjmj=l hm� exp(adF )(z)�m ;und weil exp(adF ) ein linearer Operator ist, gilt f�ur die re
hte Seite derGlei
hung: exp(adF )�H(z)� = exp(adF )0�Xl�2 Xjmj=l hmzm1A= Xl�2 Xjmj=l hm exp(adF ) (zm) :Damit bleibt f�ur den Beweis von Gl. (1.58) nur no
h zu zeigen, da�� exp(adF )(z)�m = exp(adF ) (zm)gilt. Diese Beziehung folgt aber sofort aus zm = zm11 � � � zm2n2n und aus derfolgenden elementaren Eigens
haft einer auf das Produkt zweier PotenzreihenG1, G2 wirkenden Lie-Transformation:exp(adF )(G1G2) = exp(adF )(G1) exp(adF )(G2) ; (1.59)der Beweis dieser Eigens
haft erfolgt v�ollig analog zur Herleitung der Bezie-hung (1.55). Wir haben damit Gl. (1.58) na
hgewiesen und k�onnen sie f�urdie Bere
hnung der neuen, dur
h die Lie-Transformation erzeugten Hamilton-Funktion ~H(~z) benutzen. Wegen der Gln. (1.50,1.57) ist~H(~z) = H�z(~z)�= H� exp(ad�F (~z))(~z)� ;so da� wir s
hlie�li
h unter Benutzung von Gl. (1.58) das erhalten, was zubeweisen war: ~H(~z) = exp(ad�F (~z))�H(~z)� : (1.60)Die Bedeutung von Gl. (1.58) bzw. von Gl. (1.60) liegt darin, da� wir mitihrer Hilfe der Lie-Transformation (1.50) eine ganz neue ans
hauli
he Inter-pretation geben k�onnen: Wir sehen jetzt in z 7! exp(adF )(z) eine Transfor-mation, die eine Funktion H in eine andere Funktion exp(ad�F )(H) trans-formiert. Wegen Gl. (1.56) wissen wir, da� diese Transformation kanonis
hist. Damit ist die Dynamik des dur
h die alte Hamilton-Funktion H(z) be-s
hriebenen Systems �aquivalent zur Dynamik des neuen Hamilton-Systemsexp �ad�F (z)� (H(z)), wenn man beide Systeme in den Koordinaten z bzw.(q;p) betra
htet. Von diesem "aktiven\ Standpunkt aus interpretiert man dieTransformation (1.50) ni
ht mehr als einen We
hsel der Variablen, sondernals die Umformung eines Hamilton-Systems in ein anderes, dazu �aquivalentes,wobei das Koordinatensystem unver�andert bleibt.



1.2. Normalformen und Quasiintegrale f�ur Hamilton-Systeme 251.2.2 Die Birkho�-Gustavson-NormalformWir kommen nun zur grundlegenden Idee der Normalformentheorie f�urHamilton-Systeme. Das Ziel ist es, die Hamilton-Funktion dahingehend zuvereinfa
hen, da� man ein zweites Integral der Bewegung angeben kann.7Insbesondere f�ur Systeme mit zwei Freiheitsgraden der Bewegung (n = 2)ist klar, da� das AuÆnden eines zweiten Integrals eine wesentli
he Vereinfa-
hung darstellt, denn damit w�are das Problem bereits vollst�andig gel�ost: DasSystem bes�a�e die gr�o�tm�ogli
he Anzahl voneinander unabh�angiger Integra-le und das Liouville-Arnold-Theorem w�are anwendbar, falls die Bewegunggebunden ist. Zudem k�onnten wir den 2-Torus, auf dem alle Trajektorienverlaufen, dur
h die beiden bekannten Integrale vollst�andig 
harakterisierenund h�atten somit ein vollst�andige geometris
he Bes
hreibung des Phasen
us-ses. Im Rahmen der Gustavsons
hen Normalformentheorie [Gu66℄ versu
htman, die Hamilton-Funktion so zu transformieren, da� der quadratis
he An-teil H2(z) der transformierten Hamilton-Funktion zu einem Integral der Be-wegung wird.Wir stellen Gustavsons Verfahren hier ni
ht in seiner urspr�ungli
hen For-mulierung dar, sondern bedienen uns der Lie-Transformationstheorie. Stege-merten [St91℄ demonstriert, da� man auf diese Weise die glei
hen Ergebnisseerh�alt wie bei Verwendung von Gustavsons Formulierung. Der ents
heidendeVorteil unserer Vorgehensweise liegt darin, da� alle auftretenden Ausdr�u
keerhebli
h einfa
her und �ubersi
htli
her notiert werden k�onnen. Zudem werdenwir so auf nat�urli
he Weise zu der in Abs
hnitt 1.2.3 dargestellten Verallge-meinerung gef�uhrt.De�nition 1.3 Es sei eine Hamilton-Funktion H(z) in Form einer Potenz-reihe (1.41) gegeben, deren quadratis
her Summand die FormH2(z) = nX�=1 !�2 �z2� + z2n+�� � nX�=1 !�2 �q2� + p2�� : (1.61)hat, mit !� > 0; � = 1; 2; : : : ; n.Man sagt, da� H(z) in Gustavson-Normalform bis zum Grad m ist, wenngilt: Al (Hl) = 0 f�ur l = 2; 3; : : : ; m: (1.62a)H(z) ist in Gustavson-Normalform, wenn gilt:Al (Hl) = 0 f�ur l � 2: (1.62b)7F�ur ein autonomes Hamilton-System, und auf sol
he bes
hr�anken wir uns hier, isto�ensi
htli
h s
hon ein erstes Integral bekannt: die Hamilton-Funktion selbst.



26 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und QuasiintegraleMan bea
hte, da� jede Hamilton-Funktion vom Typ (1.61) von vornhereinin Gustavson-Normalform bis zum Grad 2 ist.Im Rahmen der Gustavsons
hen Theorie werden also nur sol
he Systemebehandelt, die in niedrigster Ordnung (1.61) dur
h n harmonis
he Oszilla-toren mit den Frequenzen !� bes
hrieben werden k�onnen. Die Anteile derHamilton-Funktion mit gr�o�erem Grad als 2, Pl�3Hl(z), bes
hreiben dieAnharmonizit�aten und anharmonis
hen Kopplungen dieser Oszillatoren, dieim allgemeinen zu einer beliebig komplizierten Dynamik f�uhren. Der Grundf�ur die eins
hr�ankende Forderung na
h diesem H2-Typ wird im folgendenAbs
hnitt 1.2.3 diskutiert.Es liegt auf der Hand, da� diese Normalformde�nition im Hinbli
k auf diegew�uns
hte Vereinfa
hung des Systems sinnvoll ist, denn o�ensi
htli
h ist derquadratis
he Anteil der Hamilton-Funktion ein Integral der Bewegung, wennH(z) in Gustavson-Normalform ist:Al(Hl) = 0 8 l , fH;H2g = 0, H2(z) = konst. (1.63)Hierbei ist es wesentli
h, da� das Integral H2 wirkli
h eine bisher ni
htverf�ugbare Information �uber das System beinhaltet: Unter gewissen Be-dingungen, die wir in Abs
hnitt 1.2.4 diskutieren werden, sind H und H2zwei voneinander unabh�angige Integrale der Bewegung im Sinne von Arnold[Ar83℄. Die Situation ist allerdings etwas komplizierter, als es auf den erstenBli
k s
heint.Wenn eine beliebige Hamilton-Funktion vom Typ (1.61) gegeben ist,dann ist H2(z) selbstverst�andli
h no
h kein Integral der Bewegung. Viel-mehr m�ussen wir H(z) zun�a
hst auf Normalform transformieren und erstna
h dieser Transformation, in den entspre
henden neuen Koordinaten ~zi,ist ~H2(~z) � H2(z(~z)) konstant. Transformiert man dann diese Konstanteder Bewegung zur�u
k auf die urspr�ungli
hen Koordinaten zi, so erh�alt mandas zweite Integral der Bewegung als eine Funktion von z, die im allgemeinenni
ht nur aus quadratis
hen Termen besteht.Um eine gegebene Hamilton-FunktionH in eine neue Hamilton-FunktionG zu transformieren, die in Gustavson-Normalform ist, bedienen wir unseiner (unendli
hen) Folge von Lie-Transformationen exp (adFm), die jeweilseinem Grad m-Polynom mit m � 3 assoziiert sind:G = exp (adFm) (H) : (1.64)Wir ordnen diese Glei
hung na
h Graden, wobei wir ber�u
ksi
htigen, da� f�urFm 2 Lm und Hl 2 Ll gilt: adFm j (Hl) 2 Ll+j(m�2). F�ur j = 1 und l = 2; 3; : : :hat man also l + j(m � 2) = l +m � 2 = m;m + 1; : : :, und mit j > 1 und



1.2. Normalformen und Quasiintegrale f�ur Hamilton-Systeme 27l � 2 ergibt si
h wegen m � 3: l + j(m� 2) � m + 1. Damit erhalten wir:G2 +G3 + � � � = �id2n + adFm + 12adFm2 + � � �� (H2 +H3 + � � �)= H2 + � � �+Hm + adFm (H2) +O �jzjm+1� :Diese Glei
hung mu� bereits Grad f�ur Grad erf�ullt sein, und es folgt f�ur dieSummanden der Grade 2 bis m der neuen Hamilton-Funktion:Gl = Hl f�ur 2 � l < m (1.65a)Gm = Hm + adFm (H2) ; (1.65b)in vollst�andiger Analogie zu Gl. (1.18), so da� si
h au
h die dortigen S
hlu�-folgerungen (i){(iii) �ubertragen und die Konstruktion einer Normalisierungs-prozedur erm�ogli
hen.Die Hamilton-Funktion H sei bis zum Grad m � 1 in Gustavson-Normalform. Die Transformation (1.64) ergibt wegen Gl. (1.65a) eine neueHamilton-FunktionG, die ebenfalls in Normalform bis mindestens zum Gradm� 1 ist. Unter Ber�u
ksi
htigung von Gl. (1.65b) k�onnen wir dur
h eine ge-eignete Wahl von Fm au�erdem errei
hen, da� G sogar in Normalform biszum Grad m ist. Mit adFm(H2) = �adH2(Fm) erhalten wir aus Gl. (1.65b)die Glei
hung Hm = Gm +Am (Fm) ; (1.66a)die unter der NebenbedingungAm(Gm) = 0 bzw. Gm 2 Ker (Am) (1.66b)zu l�osen ist. Analog zur Situation in Abs
hnitt 1.1 sind Hm und Am gegeben;Fm und Gm sind gesu
ht. Ker (Am) ist der Kern des Operators Am:Ker (Am) = nP 2 Lm���Am(P ) = 0o : (1.67)Ebenso wie in der Normalformentheorie f�ur Vektorfelder haben wir alsoeine homologis
he Glei
hung (1.66a) zu l�osen. Aus den bekannten Hm undAm sind die Gradm-PolynomeGm und Fm zu bestimmen. Die L�osung gelingtmit Hilfe der Zerlegung von Lm in die direkte Summe des Kernes und desBildes von Am: Lm = Ker (Am)� Im (Am) : (1.68)Hm 2 Lm kann also in eindeutiger Weise in seinen Kern- und Bildanteilaufgespalten werden: Hm = H 0m +H 00m (1.69)mit H 0m 2 Ker (Am)H 00m 2 Im (Am) ; (1.70)



28 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und Quasiintegraleso da� wir zur L�osung der homologis
hen Glei
hungGm = H 0m (1.71a)setzen m�ussen. Gm ist als der Kernanteil von Hm eindeutig festgelegt. Ausdem Bildanteil von Hm erhalten wir die Erzeugende Fm in Gestalt einesPolynoms aus Lm, das der Glei
hungAm(Fm) = H 00m (1.71b)gen�ugt. Fm ist nur bis auf einen Summanden aus dem Kern von Am bestimmtund damit im allgemeinen ni
ht eindeutig.Wir weisen jetzt die G�ultigkeit der Zerlegung (1.68) na
h und zeigen imVerlauf des Beweises au
h, wie ein Urbild von H 00m unter Am gefunden werdenkann. F�ur Am giltAm(�) = f�; H2g= nX�=1!�  p� ��q� � q� ��p�! (�) : (1.72)Zur Vereinfa
hung dieses Ausdru
kes verwenden wir die kanonis
he Trans-formation (q;p) 7! (~q; ~p): ~q = 1p2 (q � ip)~p = 1p2 (p� iq) : (1.73)Gl. (1.72) gibt Am in den Koordinaten (q;p) an. Wir bezei
hnen mit ~Amdie Darstellung von Am in den neuen Koordinaten (~q; ~p) und erhalten unterBer�u
ksi
htigung von ��q� = 1p2 � ��~q� � i ��~p� � und ��p� = 1p2 � ��~p� � i ��~q� �:~Am = nX�=1 i!�  ~q� ��~q� � ~p� ��~p�!�����Lm : (1.74)Die Anwendung von ~Am auf einen der Basisvektoren ~qj ~pk (mit j;k 2 Nn0und jjj+ jkj = m) von Lm ergibt~Am �~qj ~pk� = i nX�=1!� (j� � k�) ~qj ~pk= i (!; j � k) ~qj ~pk ; (1.75)wobei (�; �) f�ur das kanonis
he Skalarprodukt im Rn steht: (a; b) = Pni=1 aibi.Die letzte Glei
hung ist eine Eigenwertglei
hung mit dem Eigenvektor~qj ~pk zum Eigenwert i (!; j � k). Demna
h k�onnen wir den Kern und das



1.2. Normalformen und Quasiintegrale f�ur Hamilton-Systeme 29Bild von ~Am angeben als die lineare H�ulle derjenigen ~qj ~pk, f�ur die der Ei-genwert null bzw. von null vers
hieden ist:Ker � ~Am� = span n~qj ~pk ��� (!; j � k) = 0oIm � ~Am� = span n~qj ~pk ��� (!; j � k) 6= 0o : (1.76)Weil die ~qj ~pk eine Basis von Lm bilden, beweist Gl. (1.76) die ZerlegungLm = Ker � ~Am�� Im � ~Am� : (1.77)und damit au
h Gl. (1.68).Gl. (1.76) zeigt au
h, wie man die Zerlegung von Hm gem�a� Gl. (1.69)�ndet und wie das f�ur Gl. (1.71b) ben�otigte Urbild von H 00m bestimmt werdenkann. Dazu mu� zun�a
hst Hm auf die Variablen (~q; ~p) transformiert werden:~Hm(~q; ~p) = Hm�q(~q; ~p);p(~q; ~p)�= Xjjj+jkj=m ~hjk~qj ~pk ; (1.78)mit neuen KoeÆzienten ~hjk. Dann gilt o�ensi
htli
h:~H 0m = Xjjj+jkj=m(!;j�k)=0 ~hjk~qj ~pk 2 Ker � ~Am�~H 00m = Xjjj+jkj=m(!;j�k) 6=0 ~hjk~qj ~pk 2 Im � ~Am� ; (1.79)
und wir m�ussen f�ur ~Gm und ~Fm w�ahlen:~Gm = ~H 0m~Fm = ~A�1m � ~H 00m� = Xjjj+jkj=m(!;j�k) 6=0 ~hjki(!; j � k) ~qj ~pk : (1.80)Wiederum ist zwar ~Gm eindeutig festgelegt, ni
ht aber ~Fm. S
hlie�li
h erh�altman die gesu
hten Gm und Fm mit Hilfe der Transformation (1.73): Gm =~Gm�~q(q;p); ~p(q;p)� und Fm = ~Fm�~q(q;p); ~p(q;p)�.Insgesamt haben wir den folgenden Satz bewiesen:



30 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und QuasiintegraleSatz 1.2 Jede Hamilton-Funktion H(z) in Gestalt einer formalen Potenz-reihe (1.41), deren Term niedrigster Ordnung die Form (1.61) hat, kanndur
h eine formale kanonis
he Transformation in eine �aquivalente Hamilton-Funktion G(z) mitG = h � � � Æ exp (adF4) Æ exp (adF3) i (H) (1.81)und Fm 2 Lm transformiert werden, die in Gustavson-Normalform ist.Dieser Satz wurde s
hon von Gustavson in [Gu66℄ angegeben. Allerdingsist Gustavsons Darstellung erhebli
h s
hwerf�alliger, weil sie ni
ht auf derTheorie der Lie-Transformationen beruht, sondern f�ur die kanonis
hen Trans-formationen erzeugende Funktionen vom F2-Typ (vgl. [Go80℄) verwendet. Inder Formulierung, die in der vorliegenden Arbeit benutzt wird, �ndet si
hSatz 1.2 beispielsweise au
h in [St91℄.1.2.3 Die Dragt-Finn-Stegemerten-NormalformDer in Abs
hnitt 1.2.2 bes
hriebene Normalformenkalk�ul ist nur aufHamilton-Funktionen anwendbar, deren quadratis
her Anteil die Gestalt(1.61) hat. Den Grund f�ur diese Eins
hr�ankung ma
hen wir uns an einemeinfa
hen Beispiel klar. Wir betra
hten ein Teil
hen mit einem Freiheitsgradder Bewegung (n = 1), das si
h in niedrigster Ordnung frei bewegt:H2(q; p) = 12p2 : (1.82)Der zu H2(q; p) adjungierte Lie-Operator ergibt si
h alsAm(�) = ��; 12p2� = p ��q (�) : (1.83)Es zeigt si
h, da� s
hon f�ur m = 3 die Zerlegung (1.68) ni
ht m�ogli
h ist.Eine Basis von L3 ist beispielsweise fp3; p2q; pq2; q3g. Die Anwendung von A3auf die Elemente dieser Basis ergibtA3(p3) = 0A3(p2q) = p3A3(pq2) = 2p2qA3(q3) = 3pq2 ; (1.84)so da� wir f�ur den Kern und das Bild von A3Ker (A3) = span np3o (1.85a)Im (A3) = span np3; p2q; pq2o (1.85b)



1.2. Normalformen und Quasiintegrale f�ur Hamilton-Systeme 31erhalten. O�ensi
htli
h istL3 6= Ker (A3)� Im (A3) : (1.86)F�ur beliebige quadratis
he Terme der Hamilton-Funktion ist also dieG�ultigkeit der Zerlegung (1.68) keineswegs si
hergestellt. Aber nur wegendieser Zerlegung ist die De�nition der Gustavson-Normalform sinnvoll, dennerst Gl. (1.68) erm�ogli
ht die L�osung der homologis
hen Glei
hung (1.66a)und damit die Dur
hf�uhrung einer normalisierenden Transformation.Vor diesem Hintergrund ben�otigen wir also eine von Am erzeugte Zerle-gung von Lm, die f�ur alle Am, das hei�t f�ur alle m�ogli
hen quadratis
henAnteile H2 der Hamilton-Funktion g�ultig ist. Die f�ur die L�osung dieser Fra-ge ents
heidende Idee wird in [DrFi79℄ bes
hrieben: Wir betra
hten einenendli
h-dimensionalen unit�aren Vektorraum V mit dem Skalarprodukt (�j�).Zu jedem linearen Operator O auf V ist �uber (xjOy) = (O�xjy) 8 x; y 2 Vder entspre
hende adjungierte Operator O� de�niert. Die aus der linearenAlgebra bekannte Fredholms
he Alternative [MeHa92℄ besagt, da� dannV = Ker (O�)� Im (O) (1.87)gilt. Das bedeutet f�ur die uns interessierenden Polynomr�aume:Lm = Ker (A�m)� Im (Am) ; (1.88)ungea
htet der speziellen Gestalt von H2 bzw. Am.Mit dieser Zerlegung von Lm k�onnen wir nun ein erweitertes Normalfor-menkonzept einf�uhren.De�nition 1.4 Eine in Form einer formalen Potenzreihe (1.41) gegebeneHamilton-Funktion H(z) ist in Dragt-Finn-Stegemerten-Normalform bis zumGrad m, wenn gilt: A�l (Hl) = 0 f�ur l = 3; 4; : : : ; m : (1.89a)H(z) ist in Dragt-Finn-Stegemerten-Normalform, wenn gilt:A�l (Hl) = 0 f�ur l � 3 : (1.89b)Wir werden abk�urzend au
h von der DFS-Normalform spre
hen.Ein wi
htiger Unters
hied zwis
hen dieser De�nition und derjenigen derGustavson-Normalform, Gl. (1.62), besteht darin, da� Gl. (1.89) ni
ht f�url = 2 erf�ullt sein mu� und es im allgemeinen au
h ni
ht ist. H2 auf



32 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und QuasiintegraleNormalform gem�a� Gl. (1.89) zu transformieren, z. B. mittels einer Lie-Transformation, w�are sinnlos, denn mit einer �Anderung von H2 �anderte si
hau
h der Operator Al! Dagegen ist die entspre
hende Glei
hung im Gustav-sons
hen Fall f�ur l = 2 immer erf�ullt. Dies ist im Rahmen der Gustavsons
henTheorie au
h notwendig, damit H2 ein Integral der Bewegung ist. Dieser Un-ters
hied zwis
hen den beiden diskutierten Normalformbegri�en wird im fol-genden Abs
hnitt 1.2.4 eine wi
htige Rolle spielen. Dort werden wir zeigen,wie man au
h f�ur eine Hamilton-Funktion in DFS-Normalform ein Integralder Bewegung angeben kann, in Analogie zum Integral H2 der Gustavson-Theorie.Die De�nition 1.4 ist in dieser Allgemeinheit no
h ni
ht praktis
h an-wendbar. Es bleibt no
h, ein geeignetes Skalarprodukt auf den R�aumen Lmzu spezi�zieren, mit dessen Hilfe Am de�niert und explizit angegeben werdenkann. Diese Wahl kann na
h Gesi
htspunkten der Zwe
km�a�igkeit ges
he-hen, man unterliegt dabei keinen weiteren Eins
hr�ankungen. Das folgendeSkalarprodukt [Ba61℄ erweist si
h dabei als besonders n�utzli
h. Es wurdevon Elphi
k et al. [ElEA87℄ in die Normalformentheorie eingebra
ht und vonStegemerten, Meyer und Hall [St91, MeHa92℄ wieder aufgegri�en8.F�ur ein Polynom R(z) = Pjjj=m rjzj 2 Lm mit j 2 N2n0 und ein entspre-
hend de�niertes Polynom S(z) 2 Lm setzen wir(�j�) : Lm � Lm ! C(R; S) 7! (RjS) := Xjjj=m rj �m�j1z1�j2z2 � � ��j2nz2nS(z) ;(1.90)wobei die komplexe Konjugation bedeutet. Man �uberzeugt si
h dur
hNa
hre
hnen lei
ht davon, da� die so de�nierte Sesquilinearform (�j�) die er-forderli
hen Eigens
haften eines Skalarproduktes hat und damit Lm zu einemunit�aren Vektorraum ma
ht.Im folgenden wollen wirAm undA�m in einer einfa
h zu benutzenden Formdarstellen. Zun�a
hst betra
hten wirAm und benutzen die Darstellung (1.46b)der Poisson-Klammer sowie die De�nition (1.33) der Hamilton-Matrix:Am(�) = f�; H2g= Dz(�)�J (DzH2)= Dz(�)�Lz : (1.91)8Dragt und Finn verwenden in [DrFi79℄ ein �ahnli
hes Skalarprodukt, das aber zu einererhebli
h umst�andli
heren Formulierung der Theorie f�uhrt. Die Vorteile des Skalarproduk-tes (1.90) zeigen si
h weiter unten bei der Bere
hnung von A�m.



1.2. Normalformen und Quasiintegrale f�ur Hamilton-Systeme 33Eine analoge Darstellung von A�m zu �nden, ist etwas aufwendiger. Wirbeginnen mit der De�nition des zu Am adjungierten Operators,(A�mRjS) = (RjAmS) (1.92)mit R; S 2 Lm. F�ur Am verwenden wir die explizite Darstellung (1.91) undinterpretieren dann den Ausdru
k Am (S(z)) als die Ableitung einer Funktionna
h einem Parameter t:Am (S(z)) = Dz (S(z)) �Lz= ddtS �eLtz������t=0 :Damit haben wir (A�mRjS) = ddt �R �eL�tz� ���S������t=0 ;wobei wir no
h die f�ur beliebige lineare Abbildungen M auf C2n geltendeEigens
haft (R ÆM�jS) = (RjS ÆM) des Skalarproduktes (1.90) und M� :=�eLt�� = eL�t ausgenutzt haben. S
hlie�li
h erhalten wir na
h Ausf�uhrungder Ableitung f�ur t = 0 (A�mRjS) = (Dz(R)�L�zjS) ;so da� wir f�ur A�m gefunden haben:A�m(�) = Dz(�)�L�z : (1.93)Diese Formel stimmt bis auf die Adjungierung (Transposition und komplexeKonjugation) der Matrix L mit der Darstellung (1.91) von Am �uberein. DieDarstellungen (1.91) und (1.93) von Am und A�m �ndet man in �ahnli
herForm au
h in [ElEA87℄. Dragt und Finn gelingt es mit dem von ihnen de�-nierten Skalarprodukt ni
ht, eine allgemeine Darstellung von A�m anzugeben;sie bes
hr�anken ihre Diskussion deshalb auf auf einen speziellen H2-Typ.Wir kehren kurz zu dem Beispiel vom Anfang dieses Abs
hnitts zur�u
kund demonstrieren die G�ultigkeit der Zerlegung (1.88) im Fall m = 3 f�ur dasH2 der Gl. (1.82). A�m ergibt si
h zuA�m(�) =  �(�)=�q�(�)=�p!� 0 10 0 !�  qp! = q ��p(�) ;so da� wir f�ur den Kern von A�3 erhalten:Ker (A�3) = span nq3o :Somit folgt zusammen mit Gl. (1.85b) die gew�uns
hte Zerlegung von L3.



34 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und QuasiintegraleEs stellt si
h nat�urli
h die Frage, ob au
h A�m ein zu irgendeinem Po-lynom H�2 2 L2 adjungierter Lie-Operator ist. Man �uberzeugt si
h dur
hNa
hre
hnen lei
ht davon, da� dies f�urH�2 (z) := 12z�J�1L�z (1.94)der Fall ist. Denn es gilt na
h (1.46b)adH�2 (�) = f�; H�2g= Dz(�)�J �Dz �12z�J�1L�z�� ;und wegen der Symmetrie von J�1L� ist Dz �12z�J�1L�z� = J�1L�z, so da�Gl. (1.93) folgt. (J�1L� ist symmetris
h, weil J�1L� = J Hess(H2)J ist undJT = �J gilt.)Man bea
hte au
h hier die �Ahnli
hkeit von H�2 in Gl. (1.94) und des ent-spre
henden Ausdru
ks f�ur den quadratis
hen Anteil der Hamilton-Funktion:H2(z) = 12z�J�1Lz : (1.95)Na
hdem wir uns die ben�otigten Hilfsmittel vers
ha�t haben, k�onnen wireine zu Gustavsons Satz analoge Aussage ma
hen:Satz 1.3 (Stegemerten) Jede Hamilton-Funktion H(z) in Gestalt einerformalen Potenzreihe (1.41) kann dur
h eine formale kanonis
he Transfor-mation gem�a� Gl. (1.81) in eine �aquivalente Hamilton-Funktion G(z) trans-formiert werden, die in DFS-Normalform ist.Der Beweis dieses Satzes ist im wesentli
hen identis
h mit dem Beweis vonSatz 1.2. Ledigli
h bei der L�osung der homologis
hen Glei
hung (1.66a) sindanstelle von Gl. (1.66b) die NebenbedingungGm 2 Ker (A�m) (1.66b')und statt der Lm-Zerlegung (1.68) deren Entspre
hung (1.88) zu verwenden.Unabh�angig von Stegemerten wurde Satz 1.3 au
h in [MeHa92℄ bewiesen.Wir gehen an dieser Stelle no
h kurz auf den Zusammenhang zwis
hen derGustavsons
hen und der DFS-Normalform ein. F�ur ein H2 vom Gustavson-Typ (1.61) istL = J Hess nX�=1 !�2 (z2� + z2n+�)!



1.2. Normalformen und Quasiintegrale f�ur Hamilton-Systeme 35= � 0 idn�idn 0 ��
 00 
� mit 
 = diag (!1; : : : ; !n)= � 0 
�
 0� ; (1.96)so da� f�ur die adjungierte Matrix L� gilt:L� = �0 �

 0 � = �L : (1.97)Wir erhalten s
hlie�li
h wegen (1.94,1.95) bzw. (1.91,1.93):H�2 (z) = �H2(z) (1.98)A�m = �Am : (1.99)Damit ist klar, da� eine Hamilton-Funktion, die in Gustavson-Normalformist, au
h in DFS-Normalform vorliegt, denn in diesem Spezialfall sind dieKernvektorr�aume von Am und A�m identis
h.Im folgenden Abs
hnitt zeigen wir, da� die Normalformentheorie f�urHamilton-Systeme physikalis
h relevant ist: Die wi
htigste Anwendung dieserTheorie ist die Konstruktion von Integralen der Bewegung.1.2.4 Formale Integrale und Quasiintegrale der Be-wegungDie wesentli
he Motivation zur Einf�uhrung der Gustavson-Normalform wardie Su
he na
h einem weiteren Integral der Bewegung, das man si
h in derTat mit der Gustavsons
hen Theorie in Gestalt von ~H2(~z) vers
ha�en konnte.Mit ~H2(~z) ist hier der quadratis
he Anteil der dur
h die Transformation z 7!~z auf Normalform gebra
hten Hamilton-Funktion gemeint. In [Gu66℄ wirdgezeigt, da� eine Hamilton-Funktion mit einem quadratis
hen Anteil vomGustavson-Typ (1.61) �uber ~H2(~z) hinaus no
h weitere unabh�angige Integraleder Bewegung9 besitzen kann.Genauer gilt folgende Aussage: Wir betra
hten eine Hamilton-Funktion,die in Gustavson-Normalform ist und deren Frequenzen !� in r-fa
her Re-sonanz sind, mit 0 � r < n. Das hei�t, die Frequenzen gen�ugen r linear9 Na
h [ChLe84℄ sind k Funktionen H(z) = I1(z); I2(z); : : : ; Ik(z) voneinander un-abh�angige Integrale der Bewegung, wenn ihre Gradienten DzIi(z), i = 1; : : : ; k auf einero�enen und di
hten Teilmenge des Phasenraumes linear unabh�angig sind und wenn dieIi(z) jeweils paarweise in Involution sind, d. h. wenn ihre Poisson-Klammern vers
hwinden:fIi; Ijg = 0 f�ur alle 1 � i; j � k :



36 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und Quasiintegraleunabh�angigen Kommensurabilit�atsbedingungenrX�=1 a��!� = 0 ; � = 1; 2; : : : ; r (1.100)mit ganzzahligen KoeÆzienten a�� 2 Z. Man kann die (a��) als Eintr�ageeiner (r; n)-Matrix A au�assen, die vollen Rang r hat undA! = 0 (1.101)erf�ullt. Dann gibt es genau n�r unabh�angige formale Integrale der Bewegung,und diese k�onnen in der GestaltIG(z) = nX�=1 ��2 �z2� + z2n+�� (1.102)angegeben werden, wobei � = (�1; : : : ; �n)T 2 Rn ein beliebiger Vektor ist,der A� = 0 (1.103)erf�ullt. Formal sind diese Integrale deswegen, weil hier �uber die Konvergenzei-gens
haften der sie darstellenden Potenzreihen keine Aussage gema
ht wird.Vgl. die na
hfolgende Diskussion auf S. 38.Diese Aussage ist eine direkte Folge der Tatsa
he, da�H(z) in Gustavson-Normalform ist: Zum Beweis untersu
ht man den Ausdru
k fH; IGg in den"diagonalisierenden\ Phasenraumkoordinaten ~z aus Gl. (1.73). Es zeigt si
hdann sofort, da� diese Poisson-Klammer genau dann vers
hwindet, wenn die�� der Bedingung (1.103) gen�ugen.F�ur eine Hamilton-Funktion in DFS-Normalform stellt si
h die Situationni
ht mehr so �ubers
haubar dar. In Analogie zur Gustavsons
hen Theorieliegt es nahe zu vermuten, da� H�2 , wel
hes in der DFS-Theorie die Rolle vonH2 �ubernimmt, ein Integral der Bewegung sei. Dies gilt aber ni
ht, denn esist fH;H�2g = Xl�2A�l (Hl)= A�2(H2)= fH2; H�2g : (1.104)Die letzte Poisson-Klammer vers
hwindet im allgemeinen ni
ht. Hier zeigtsi
h die Bedeutung der Tatsa
he, da� die die DFS-Normalform de�nierendeGlei
hung (1.89) ni
ht f�ur l = 2 erf�ullt sein mu�.Bei der Untersu
hung von sogenannten magnetis
hen Flas
hen (vgl. Ka-pitel 2) sind Hamilton-Funktionen mitH2(z) = lX�=1 12z2n+� + nX�=l+1 !�2 �z2� + z2n+�� (1.105)



1.2. Normalformen und Quasiintegrale f�ur Hamilton-Systeme 37von gro�er Bedeutung. F�ur dieses H2 ergibt si
h fH;H�2g = Pl�=1 z�zn+� 6= 0.Dragt und Finn [DrFi79℄ fanden aber au
h in dieser Situation ein weiteresIntegral der Bewegung, falls H(z) in DFS-Normalform ist:IDF(z) = nX�=l+1 !�2 �z2� + z2n+�� : (1.106)In Abs
hnitt 4.1.1 werden wir dieses Resultat mit den Methoden der DFS-Theorie herleiten.�Uber die speziellen, von Gustavson (Gl. (1.61)) bzw. Dragt und Finn (Gl.(1.105)) betra
hteten Hamilton-Funktionen hinaus gibt es weitere Funktio-nen in z, die als quadratis
he Anteile H2(z) von Potenzreihen-Hamilton-Funktionen auftreten k�onnen10. Die Verallgemeinerung des Dragt-Finns
henResultates auf ein beliebiges dieser H2(z) gelingt mit Hilfe einer geeignetenZerlegung von L. Wir gehen von der allgemein g�ultigen Darstellung (1.95)des quadratis
hen Anteils der Hamilton-Funktion aus:H2(z) = 12z�J�1Lz : (1.95)H2 und damit au
h Am werden dur
h die (2n; 2n)-Matrix L eindeutig festge-legt. Wir spalten L mit Hilfe der Jordan-Chevalley-Zerlegung [Hu87℄ in einen(�uber C) diagonalisierbaren Anteil D und einen nilpotenten Anteil N auf:L = D +N : (1.107)Na
h dem Satz �uber die Jordans
he Normalform (1.2) sind die Existenz undEindeutigkeit dieser Zerlegung klar, wenn man in Gl. (1.2) A := L setzt undD = X 0BBB�D1D2 00 . . .Dr1CCCAX� mit Dk = 0BBB��k�k 00 . . .�k1CCCA ; k = 1; : : : ; rbzw.N = X 0BBB�N1N2 00 . . .Nr1CCCAX� mit Nk = 0BBB�0 1 0. . . . . .... 10 � � � 01CCCA ; k = 1; : : : ; rw�ahlt. O�ensi
htli
h ist N nilpotent: Es gibt eine Zahl n0 2 N0, so da�Nn0 = 0 ist (n0 � 2n). In Verallgemeinerung von Gl. (1.106) de�nieren wirals den "diagonalisierbaren Anteil\ von H2:IDFS(z) = 12z�J�1Dz : (1.108)Es gilt der10Die vollst�andige Klassi�zierung der Normalformen quadratis
her Hamilton-Funktionen geht auf D. M. Galin zur�u
k und wird beispielsweise in [Ar89, Anhang 6℄diskutiert. Man verglei
he au
h Anhang A.



38 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und QuasiintegraleSatz 1.4 (Stegemerten) : F�ur eine Hamilton-Funktion H(z) in DFS-Normalform ist der diagonalisierbare Anteil IDFS (1.108) des quadratis
henTermes von H(z) ein formales Integral der Bewegung.Ein Beweis des Satzes �ndet si
h in [St91, MeHa92℄. Man weist wieder f�uralle m � 2 das Vers
hwinden von fHm; IDFSg na
h, wobei die Nilpotenz vonN und des entspre
henden Lie-Operators Dz(�)�Nz ausgenutzt wird.In Anhang A benutzen wir die Galins
he Klassi�zierung der quadrati-s
hen Hamilton-Funktionen, um f�ur (fast) alle Hamilton-Funktionen aus Ldie entspre
henden Integrale IDFS zu bestimmen.An dieser Stelle zeigt si
h no
h einmal ein Charakteristikum der Normal-formentheorie: Es werden Aussagen �uber Elemente des ho
hdimensionalenVektorraumes Lm gema
ht, wobei vor allem Eigens
haften des im Verglei
hzu Lm niedrigdimensionalen R2n in die Argumentation eingehen. Konkrethei�t dies bei der Bestimmung von Integralen der Bewegung, da� ledigli
hdie Jordan-Chevalley-Zerlegung einer (2n; 2n)-Matrix gefunden werden mu�,um aus der in Normalform be�ndli
hen Hamilton-Funktion ein Integral derBewegung zu bestimmen, dessen Grad m-Anteile Elemente des �2n+m�12n�1 �-dimensionalen Raumes Lm sind. Eine entspre
hende Eigens
haft ma
ht mansi
h au
h bei der Transformation auf Normalform zunutze: Um den Grad,bis zu dem si
h die Hamilton-Funktion in Normalform be�ndet, um eins zuerh�ohen, mu� man Elemente des ho
hdimensionalen Vektorraumes Lm ma-nipulieren. Diese Aufgabe wird dadur
h vereinfa
ht, da� die wesentli
henGlei
hungen (1.91) und (1.93) Strukturen (von L bzw. L�) in dem nur 2n-dimensionalen Vektorraum R2n betre�en.Ein zweiter wi
htiger Punkt, der an dieser Stelle ni
ht au�er a
ht ge-lassen werden darf, ist die Tatsa
he, da� sowohl IG(z) als au
h IDFS(z)ledigli
h formale Integrale der Bewegung darstellen. Zwar kann man jedeHamilton-Funktion in Potenzreihengestalt in DFS-Normalform �uberf�uhren,indem man Grad f�ur Grad homologis
he Glei
hungen l�ost und entspre
hendLie-transformiert. Da� aber das Resultat dieser sukzessiven Transformatio-nen f�urm!1 konvergiert, ist keineswegs si
hergestellt. Beispielsweise kannim Falle eines ni
htintegrablen Systems mit zwei Freiheitsgraden der Be-wegung die Normalform-Transformation ni
ht konvergieren, weil man sonstein zweites Integral der Bewegung erhielte. Dessen Existenz ist aber f�ur einni
htintegrables System gerade ausges
hlossen.Wir gehen an dieser Stelle no
h auf den Begri� des Quasiintegrals ein.Selbst in dem Fall, da� die Transformation der Hamilton-Funktion auf Nor-malform konvergiert, werden wir in der Praxis die Bere
hnung der Normal-form und damit au
h des Integrals bei einem endli
hen Grad m abbre
hen,weil die homologis
he Glei
hung f�ur jeden Grad neu gel�ost werden mu� und



1.2. Normalformen und Quasiintegrale f�ur Hamilton-Systeme 39man in der Regel kein allgemeines, f�ur alle m g�ultiges Transformationsgesetz�ndet. Deshalb erhalten wir nur eine Approximation G(m)(z),G(m) = exp(adFm) exp(adFm�1) � � � exp(adF3) (H) ; (1.109)die bis zum Grad m in Normalform ist. Im Grenz�ubergang m!1 erhielteman die vollst�andig normalisierte Hamilton-FunktionG(1) = limm!1G(m) = � � � exp(adF4) exp(adF3) (H) : (1.110)Es gilt G(m)(z) = G(1)(z) +O �jzjm+1� ; (1.111)denn die Normalisierung f�ur gr�o�ere Grade als m �andert die Terme mit demGrad l � m ni
ht mehr. Die R�u
ktransformation des diagonalisierbaren An-teils von H2(z) auf die urspr�ungli
hen Koordinaten11 ergibt dann, unter Aus-nutzung der Formel (1.57) f�ur die Inverse einer Lie-Transformation,I(m)DFS(z) = exp(ad�F3) exp(ad�F4) � � � exp(ad�Fm) (IDFS)= I(1)DFS(z) +O (jzjm+1) : (1.112)Dementspre
hend kann das praktis
h bere
hnete Integral der BewegungI(m)DFS(z) nur konstant bis auf Terme der Ordnung m + 1 sein, wenn dieHamilton-Funktion ledigli
h bis zum Grad m auf Normalform gebra
htwurde.Gl. (1.112) verdeutli
ht, da� das formale Integral I(1)DFS(z) bzw. die ent-spre
henden Quasiintegrale I(m)DFS(z) im allgemeinen eine sehr kompliziertealgebrais
he Struktur aufweisen, im Gegensatz zur Darstellung (1.108) desIntegrals als quadratis
hes Polynom in den Koordinaten ~z. Diese Kompli-zierung ist bedingt dur
h die (unendli
h vielen) bei der R�u
ktransformationben�otigten Lie-Transformationen exp(ad�Fk).Bei der Bere
hnung von Quasiintegralen f�ur konkrete Beispielsysteme |in den Kapiteln 4 und 5 | wird si
h zeigen, da� die Oszillation des Quasi-integrals aufgrund des Fehlerterms O (jzjm+1) in Gl. (1.112) s
hon f�ur kleineWerte von m unbedeutend werden kann. Andererseits ist es au
h m�ogli
h,da� der Fehlerterm selbst f�ur kleine jzj und gr�o�ere m dominiert und I(m)DFS(z)somit ni
ht ann�ahernd konstant wird. Wel
her dieser F�alle eintritt, h�angt von11 Bisher haben wir die Transformation exp(adFm) von einem "aktiven\ Standpunkt ausbetra
htet und sie als eine Transformation interpretiert, die bei festliegendem Koordina-tensystem eine Hamilton-Funktion in eine andere transformiert. Man kann aber au
h eine"passive\ Position einnehmen, und den Vorgang als eine Koordinatentransformation beiunver�anderter Hamilton-Funktion ansehen. Dieser zweite Standpunkt wird der gew�ohnli-
he sein, wenn man f�ur ein gegebenes System ein (n�aherungsweises) Integral der Bewegungbere
hnen will. In diesem Li
ht betra
htet ist es klar, da� das gefundene Integral s
hlie�li
hauf die urspr�ungli
hen Koordinaten umzure
hnen ist.



40 Kapitel 1. Theorie der Normalformen und Quasiintegraleder Chaotizit�at des relevanten Gebietes des Phasenraumes ab. Wir werdenuns diesem Problem in Kapitel 4 zuwenden.Selbst im Fall der Ni
htkonvergenz der Normalformtransformation stellenaber die niedrigsten Terme der Normalform in der Regel ein sehr n�utzli
hesHilfsmittel zur Analyse des Phasenportraits dar und erm�ogli
hen die Unter-su
hung von periodis
hen Orbits, invarianten Tori und deren Bifurkationen[ShRe82, Ro84℄.



Kapitel 2
Magnetis
he Flas
hen

Do
h warum heftet si
h mein Bli
k auf jene Stelle?Ist jenes Fl�as
h
hen dort den Augen ein Magnet?Johann Wolfgang GoetheFaust I
In diesem Kapitel werden der Begri� der magnetis
hen Flas
he eingef�uhrtund einige Beispielsysteme diskutiert.Unter einer magnetis
hen Flas
he versteht man ein System, das ein ge-ladenes Teil
hen mittels magnetis
her Felder eins
hlie�en kann; das hei�t,in einer magnetis
hen Flas
he ist eine gebundene Bewegung des Teil
hensm�ogli
h. Eine ausf�uhrli
he Diskussion dieser Systemklasse �ndet si
h in[No63℄.Es ist bekannt und hat sogar bereits Eingang in die popul�arwissens
haft-li
he Literatur gefunden (vgl. [Ga93℄), da� man geladene Teil
hen in einerKombination statis
h-station�arer elektris
her und magnetis
her Felder ein-fangen kann; man spri
ht dabei au
h von sogenannten Ionenfallen, weil die-se Systeme vor allem zur Untersu
hung von Ionen eingesetzt werden. Eineinfa
her Vertreter dieser Systemklasse ist die Penning-Falle, die dur
h einhomogenes Magnetfeld in Kombination mit einem elektris
hen Quadrupol-feld gebildet wird. In einer sol
hen Anordnung ist eine gebundene Bewegungm�ogli
h [BrGa86, St91℄. Der Eins
hlu� als sol
her ist dabei ni
ht allein ent-s
heidend, sondern die Tatsa
he, da� er bei sehr niedrigen Energien realisiert41



42 Kapitel 2. Magnetis
he Flas
henwerden kann: Zum Beispiel werden au
h in den aus der Ho
henergiephysikbekannten Spei
herringen Teil
hen dur
h Magnetfelder einges
hlossen; diesges
hieht dort allerdings, wie der Name s
hon andeutet, bei hohen Energien.Die Bedeutung von Ionenfallen liegt deswegen vor allem darin, da� man inihnen einzelne Teil
hen "beliebig\ lange bei niedrigen Energien beoba
htenund somit sehr genaue Messungen an ihnen dur
hf�uhren kann. Zum Beispielgelang mit Hilfe einer Penning-Falle eine der bislang genauesten Messungendes g-Faktors des Elektrons [BrGa86℄. Eine andere aktuelle Anwendung istdie Erzeugung von Antiwassersto� am CERN. Hierzu wird zun�a
hst ein An-tiproton in einer Penning-Falle gespei
hert, bevor man es mit einem Positronrekombinieren l�a�t [ZiH�a93, Ga93℄.Die in der vorliegenden Arbeit zu untersu
henden magnetis
hen Flas
hensind spezielle Ionenfallen, bei denen man ledigli
h station�are axialsymme-tris
he magnetis
he Felder verwendet. Eine magnetis
he Flas
he dieses Typswird beispielsweise au
h in [Ch79℄ diskutiert. Um diese Systeme systematis
hzu bes
hreiben, wollen wir uns des Hamiltons
hen (kanonis
hen) Formalis-mus bedienen. Daf�ur bestimmen wir zun�a
hst eine zwe
km�a�ige Entwi
klungdes Vektorpotentials f�ur das B-Feld. Damit k�onnen wir dann die Hamilton-Funktion einer magnetis
hen Flas
he angeben und einige Beispielsystemediskutieren.2.1 Kanonis
he FormulierungWir werden uns in dieser Arbeit auf station�are magnetis
he Felder im Vaku-um bes
hr�anken. Au�erdem setzen wir | wegen der lei
hteren experimentel-len Realisierbarkeit und wegen der erhebli
hen Erlei
hterung der notwendigenRe
hnungen | Axialsymmetrie des B-Feldes voraus.Die Bewegung eines Teil
hens (mit der Masse m und der Ladung q) ineinem reinen Magnetfeld kann dur
h die Hamilton-Funktion1H(r;p) = 12m fp� qA(r)g2 (2.1)bes
hrieben werden [Go80℄. Dabei ist A(r) das Vektorpotential der magne-tis
hen Induktion: B(r) =r�A(r) : (2.2)Wegen der Stromfreiheit und Stationarit�at giltr�B(r) = 0 ;1Wie in [Dr65, Se90℄ gezeigt wird, bes
hreibt diese Hamilton-Funktion die Teil
hendy-namik ni
ht nur im Rahmen der klassis
hen Me
hanik, sondern au
h im relativistis
henFall, wenn man m als die relativistis
he Masse m0p1�v2=
2 interpretiert.



2.1. Kanonis
he Formulierung 43damit ist B als das Gradientenfeld eines skalaren magnetis
hen Potentials �darstellbar: B(r) = �r�(r) : (2.3)Mit der homogenen Maxwell-Glei
hungr�B(r) = 0folgt dann, da� dieses Potential � die Lapla
e-Glei
hung erf�ullt,��(r) = 0 ;so da� eine Entwi
klung von � na
h Eigenfunktionen des Lapla
e-Operators,den Kugel
�a
henfunktionen, naheliegt [No90b℄. F�ur diese Multipolentwi
k-lung ist es zwe
km�a�ig, Kugelkoordinaten (r; #; ') zu verwenden:�(r) = Xk=� 1Xl=0 lXm=�l aklmRkl (r)Ylm(#; ') (2.4)mit reellen KoeÆzienten aklm. Bei den Rkl (r) handelt es si
h um einenvollst�andigen Satz von L�osungen der Radialglei
hung d2dr2 � l(l + 1)r2 ! (rR(r)) = 0 ;zum Beispiel Rkl (r) := 8<: rlr�l�1 f�ur k = +k = � ; (2.5)mit l � 0. Die Ylm(#; ') sind die Kugel
�a
henfunktionen,Ylm(#; ') � Pml (
os#)eim' ; (2.6)in die die zugeordneten Legendre-Polynome Pml (�) eingehen. Weil wir unsauf axialsymmetris
he Systeme bes
hr�anken wollen, m�ussen wir in der Mul-tipolentwi
klung nur '-unabh�angige Summanden ber�u
ksi
htigen, aklm = 0f�ur m 6= 0, und ben�otigen nur no
h die gew�ohnli
hen Legendre-PolynomePl(�) = P 0l (�). Wir benutzen im folgenden, der Axialsymmetrie angepa�t,Zylinderkoordinaten (�; '; z) und de�nieren2�kl (�; z) := 8<: rl Pl(
os#)r�l�1Pl(
os#) f�ur k = +k = � : (2.7)In der Tat ist �kl eine Funktion von � und z (und ni
ht von '), denn dieUmre
hnung von Kugel- auf Zylinderkoordinaten ergibt r = p�2 + z2 und2Obwohl wir prinzipiell Zylinderkoordinaten verwenden wollen, werden wir gegebenen-falls zur Vereinfa
hung der S
hreibweise Funktionen in Abh�angigkeit von r und # anstellevon � und z angeben. Diese beiden Darstellungsweisen sind nat�urli
h �aquivalent.
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os# = z=p�2 + z2. Weil Pl(�) ein Polynom vom Grad l in � ist und weildar�uber hinaus Pl(�) gerade/ungerade ist, wenn l gerade/ungerade ist3, ist�+l (�; z) sogar ein Polynom in � und z, und zwar ist es homogen vom (Total-)Grad l. ��l (�; z) ist komplizierter; es handelt si
h um den Quotienten dervon � und z abh�angenden e
ht gebro
henrationalen Funktion (vgl. [BrSe85,S. 171℄) rlPl(
os#)=r2l und p�2 + z2. �+l ist im Koordinatenursprung re-gul�ar, wohingegen ��l dort divergiert.Damit l�a�t si
h das skalare Potential als�(r) = Xk=� 1Xl=0 akl �kl (�; z) (2.8)s
hreiben, wobei wir einfa
hheitshalber akl = akl0 gesetzt haben. F�ur dieHamilton-Funktion ben�otigen wir aber ni
ht das skalare, sondern das ent-spre
hende Vektorpotential A. Mit den Gln. (2.2) und (2.3) gilt:B =r�A = �r� : (2.9)Die Axialsymmetrie und die Lorentz-Ei
hung r �A = 0 ber�u
ksi
htigend,setzen wir f�ur A an: A(r) = A(�; z)e' : (2.10)Wir entwi
keln A analog zu �,A(r) = Xk=� 1Xl=0 bkl Akl (�; z)e' (2.11)(wiederum mit KoeÆzienten bkl aus R), so da� Gl. (2.9) s
hon f�ur jedenSummanden der Entwi
klung erf�ullt ist:r� �bkl Akl (�; z)e'� = �r �akl �kl (�; z)� : (2.12)Wie wir in Anhang B zeigen, wird diese Di�erentialglei
hung na
h geeigneterWahl der KoeÆzienten bkl gel�ost dur
hAkl (�; z) := 8>>>>>><>>>>>>: rl P 1l (
os#) k = +; l � 1r�l�1P 1l (
os#) k = �; l � 10 k = +; l = 0r�1 
ot# k = �; l = 0 :f�ur (2.13)Wir geben in Tabelle 2.1 die ersten Terme dieser Multipolentwi
klung f�urA(r) an. In Tabelle 2.2 f�uhren wir die entspre
henden MagnetfelderBkl (�; z) =r� �Akl (�; z)e'� (2.14)auf. Das gesamte B-Feld kann dann gem�a�3Dies folgt zum Beispiel aus der Formel von Rodriguez, vgl. [AbSt72℄.
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Akl (�; z) k = + k = �l = 0 0 z� (�2 + z2)1=2l = 1 � �(�2 + z2)3=2l = 2 3�z 3�z(�2 + z2)5=2l = 3 6�z2 � 32�3 3� (4z2 � �2)2 (�2 + z2)7=2Tabelle 2.1: A-Multipole f�ur 0 � l � 3. Der Faktor e' (vgl. Gl. (2.11)) isthier der Einfa
hheit halber weggelassen.

Bkl (�; z) k = + k = �l = 0 0 � �e� + zez(�2 + z2)3=2l = 1 2ez 3�ze� + (2z2 � �2)ez(�2 + z2)5=2l = 2 3 (��e� + 2zez) 3 (4�z2 � �3)e� + 3 (2z3 � 3�2z) ez(�2 + z2)7=2l = 3 6 h�2�ze� + �2z2 � �2�ezi 3 (�15�3z + 20�z3)e�(�2 + z2)9=2+3 (3�4 � 24�2z2 + 8z4) ez(�2 + z2)9=2Tabelle 2.2: B-Multipole f�ur 0 � l � 3. Die zu l = 0; 1; 2; 3; : : : geh�orendenTerme der Multipolentwi
klung werden als Monopol-, Dipol-, Quadrupol-,Oktupol-, : : :Term bezei
hnet.
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he Flas
henB(�; z) = Xk=� 1Xl=0 bklBkl (�; z) (2.15)entwi
kelt werden.Man kann an Gl. (2.13) eine wesentli
he Eigens
haft des Vektorpoten-tials im axialsymmetris
hen Fall ablesen: O�ensi
htli
h h�angt die Winkel-verteilung (die "Charakteristik\) des Potentials Akl e', und damit au
h desentspre
henden B-Feldes, nur von l und ni
ht von k ab. l bestimmt die "Geo-metrie\ des Feldes, ob es also zum Beispiel vom Dipol-, Quadrupol- oder voneinem anderen Typ ist. F�ur jedes l gibt es zwei Potentiale (gekennzei
hnetdur
h k = + bzw. k = �), die zwar die glei
he Winkelverteilung aufweisen,si
h aber in ihrer r-Abh�angigkeit unters
heiden.Man bea
hte hierbei, da� si
h die algebrais
hen Eigens
haften von �kl�ubertragen: A+l ist ein homogenes Polynom vom (Total-) Grad l in den Va-riablen � und z; A�l ist der Quotient zweier homogener (�,z)-Polynome vomGrad l und 2l, dividiert dur
h p�2 + z2. Insbesondere divergiert au
h A�l imKoordinatenursprung, w�ahrend A+l dort regul�ar ist.Mit der so gefundenen Multipolentwi
klung f�ur das magnetis
he Vektor-potential k�onnen wir jetzt die Hamilton-Funktion f�ur eine axialsymmetris
hemagnetis
he Flas
he aus Gl. (2.1) ums
hreiben inH(�; '; z; p�; p'; pz) == 12m ( p�e� + p'� e' + pzez!� qA(�; z)e')2
= 12m 8><>:p2� + 0�p'� � q Xk=� 1Xl=0 bkl Akl (�; z)1A2 + p2z9>=>; : (2.16)Als eine direkte Folge der Zylindersymmetrie ist ' zyklis
h inH; deswegenist p' ein Integral der Bewegung:_p' = ��H�' � 0 : (2.17)Man kann deshalb eine magnetis
he Flas
he als ein parameterabh�angiges(n�amli
h p'-abh�angiges) dynamis
hes System mit zwei Freiheitsgraden derBewegung ansehen: H = H(�; z; p�; pz; p') : (2.18)Na
hdem man eine L�osung f�ur dieses von se
hs auf vier Phasenraumdimen-sionen reduzierte System gefunden hat | wegen der Reduktion der Dimen-sionalit�at �ndet man eine L�osung in der Regel erhebli
h einfa
her | l�a�t si
h
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hsweise problemlos dur
h Integration bere
hnen: Die Hamilton-s
he Glei
hung f�ur ' lautet_' = �H�p' = 1m 0�p'�2 � q�Xk;l bkl Akl 1A ; (2.19)so da� man mit den nun bekannten �(t) und z(t) erh�alt:'(t) = '(t0) + 1m Z tt0 0� p'�2(t0) � q�(t0)Xk;l bkl Akl (�(t0); z(t0))1A dt0 : (2.20)Man bea
hte, da� der generalisierte Impuls p' hier ni
ht die z-Kompo-nente Lz = m�2 _' des Drehimpulses ist. Vielmehr gilt:p' = m�2 _'+ q�A(�; z) : (2.21)Aus diesem Grunde ist ni
ht etwa die axiale Drehimpulskomponente eineErhaltungsgr�o�e, sondern dieser relativ unans
hauli
he, zus�atzli
h vom Vek-torpotential abh�angende Ausdru
k. Wenn man si
h auf die im Ursprung di-vergenten Magnetfelder mit k = � und l � 1 bes
hr�ankt, f�ur die����A�l (�; z)��� = jsin#P 1l (
os#)jrl � konst.rl �!r!1 0 (2.22)gilt, ist die Drehimpulskomponente Lz im Grenzwert gro�er Abst�ande vomUrsprung n�aherungsweise eine Konstante der Bewegung:limr!1Lz = limr!1 (p' � q�A(�; z)) = p' = konst. : (2.23)Dies ist re
ht ans
hauli
h, weil das B-Feld im Unendli
hen vers
hwindet unddas Teil
hen somit kr�aftefrei wird. Analog hierzu ist Lz im Fall k = + f�urkleine r n�aherungsweise konstant, weil �A+l (�; z) = O(rl+1).F�ur unsere �Uberlegungen in Bezug auf die Normalformentheorie ist diefolgende Beoba
htung wesentli
h: Die Gustavsons
he und au
h die DFS-Normalformentheorie k�onnen zun�a
hst nur auf sol
he magnetis
he Flas
henangewandt werden, f�ur die erstens p' = 0 gilt, und bei denen zweitens kei-ne im Ursprung divergierenden Anteile des Vektorpotentials beitragen. (Dashei�t, es mu� gelten: b�l = 0 8 l � 0). Nur wenn diese beiden Bedingungenerf�ullt sind, liegt die Hamilton-Funktion (2.16) als Potenzreihe in �, z, p�und pz vor, und nur in diesem Fall k�onnen wir H auf Gustavsons
he oderDragt-Finn-Stegemertens
he Normalform transformieren.Wir werden allerdings in Abs
hnitt 2.4 sehen, wie man si
h selbst in dens
hwierigeren F�allen behelfen kann, in denen die Normalformentheorie ni
ht
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hendirekt anwendbar ist, weil mindestens eine der beiden genannten Bedingun-gen ni
ht erf�ullt ist. Das dortige Ergebnis vorwegnehmend, stellen wir abers
hon an dieser Stelle fest, da� ein sol
hes Hindernis in der Regel nur miteinigem Aufwand zu umgehen ist. Der L�osungsansatz in diesen F�allen wirdsein, da� man die Hamilton-Funktion in eine Potenzreihe entwi
kelt und dieEntwi
klung na
h endli
h vielen Gliedern abbri
ht. Damit diese N�aherungder Hamilton-Funktion sinnvoll ist, mu� man gegebenenfalls vorher auf ge-eignete kanonis
he Variablen transformieren, deren Betr�age im Verlauf derzu untersu
henden Orbits ni
ht zu gro� werden.2.2 Die magnetis
he Flas
he na
h Brownund GabrielseBrown und Gabrielse betra
hten in [BrGa86℄ eine Anordnung zur Spei-
herung von Ionen, die im wesentli
hen aus einem homogenen MagnetfeldB0ez besteht, dem ein "Flas
hen-Term\ in Gestalt eines inhomogenen B-Feldanteils �uberlagert wird:BBG(�; z) := B0ez +B2 ���ze� + �z2 � 12�2� ez� : (2.24)Brown und Gabrielse befassen si
h nur mit dem (einfa
heren) Fall, in dem B0und B2 das glei
he Vorzei
hen haben, in dem also der inhomogene Feldanteilnahe der z-A
hse den homogenen verst�arkt. Im Gegensatz dazu behandelnwir hier glei
hzeitig beide m�ogli
hen F�alle, B0B2 >< 0, soweit es um die Her-leitung und Vereinfa
hung der Hamilton-Funktion geht.Weil die Anordnung o�ensi
htli
h axiale Symmetrie aufweist (und zus�atz-li
h evakuiert sein soll), mu� si
h dieses Magnetfeld in die Multipolentwi
k-lung des vorangegangenen Abs
hnitts einordnen lassen. In der Tat �ndet manmit Hilfe von Tabelle 2.2 sofort, da� manb+1 = 12B0b+3 = 112B2b+l = 0 f�ur l = 2 und l � 4b�l = 0 f�ur l � 0 (2.25)
zu w�ahlen hat, um BBG gem�a� den Gln. (2.11) und (2.14) zu entwi
keln.Der inhomogene Feldanteil ist demna
h ein Oktupolterm, so da� es ver-st�andli
h wird, warum Brown und Gabrielse gerade dieses B-Feld (2.24)
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he Flas
he na
h Brown und Gabrielse 49betra
hten: Sowohl der homogene als au
h der Oktupol-Feldanteil sind expe-rimentell einfa
h zu realisieren.Es ist n�utzli
h, si
h eine ans
hauli
he Vorstellung von der Dynamik einesgeladenen Teil
hens in diesem Magnetfeld zu vers
ha�en. Hierf�ur bere
hnenwir zun�a
hst die funktionale Gestalt z(�) der BBG-Feldlinien in der (�; z)-Ebene. Wir folgern aus der allgemeinen Feldlinienglei
hungddsr(s) = B (r(s)) (2.26)(mit einem Parameter s) f�ur das Brown-Gabrielse-Magnetfeld BBG =BBG;�e� +BBG;zez die Di�erentialglei
hungdzBGd� = BBG;z(�; zBG)BBG;�(�; zBG) = B0 +B2 �z2BG � 12�2��B2�zBG :Die allgemeine L�osung dieser Glei
hung erh�alt man alszBG(�) = �s�B0B2 + �24 + C�2 mit C = konst.; � 6= 0 : (2.27)Hierbei ist zBG(�) nur f�ur sol
he � de�niert, f�ur die der Radikand in Gl.(2.27) ni
ht negativ ist. Diese BBG-Feldlinien sind f�ur B0 = B2 = 1 undB0 = �B2 = 1 in den Abbildungen 2.1 und 2.2 dargestellt4. W�are dasMagnetfeld homogen, dann f�uhrte das Teil
hen aufgrund der Lorentz-Krafteine Spiralbewegung mit der Zyklotronfrequenz qB=m um eine Feldlinie her-um aus. Nat�urli
h ist das Brown-Gabrielse-Magnetfeld (2.24) ni
ht homo-gen, aber qualitativ folgt das Teil
hen trotzdem spiralend einer Feldlinie,solange das Feld ni
ht "zu inhomogen\ wird, also zum Beispiel, solange dasTeil
hen ni
ht zu weit vom Koordinatenursprung entfernt ist. Wie man ausden Abbildungen entnehmen kann, gelangt das Teil
hen aber irgendwannin einen Raumberei
h, in dem si
h die Feldlinien einander n�ahern und dasMagnetfeld immer st�arker wird, so da� das Teil
hen zur�u
kgeworfen wirdund der Feldlinie in umgekehrter Ri
htung folgt. Diese ans
hauli
hen �Uber-legungen bed�urfen nat�urli
h einer genaueren Begr�undung; wir werden dieseBegr�undung in Kapitel 3 geben.Wir nutzen jetzt Gl. (2.16) aus, um die dem Magnetfeld BBG entspre-
hende Hamilton-Funktion anzugeben; dabei w�ahlen wir zus�atzli
hp' = 0 ; (2.28)im Einklang mit unserer Forderung na
h einer Hamilton-Funktion, die "ein-fa
h\ genug ist, um mit dem Normalformen-Formalismus behandelt werden4F�ur jB0j 6= 1 oder jB2j 6= 1 ergeben si
h �ahnli
he Bilder, die in Abh�angigkeit davon,ob B0 und B2 glei
he oder entgegengesetzte Vorzei
hen haben, entweder der Abbildung2.1 oder der Abbildung 2.2 entspre
hen.
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Abbildung 2.1: Feldliniendiagramm f�ur das Magnetfeld BBG der Brown-Gabrielse-Magnet
as
he mit B0 = B2 = 1. Wegen der axialen Symmetrieergibt si
h das vollst�andige dreidimensionale Bild dur
h Rotation der Feldlin-ien um die z-A
hse.
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Abbildung 2.2: Feldliniendiagramm f�ur das Magnetfeld BBG der Brown-Gabrielse-Magnet
as
he mit B0 = �B2 = 1. Wegen der axialen Symme-trie ergibt si
h das vollst�andige dreidimensionale Bild dur
h Rotation derFeldlinien um die z-A
hse.
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henzu k�onnen (vgl. Seite 47f). Denn w�are der Azimutalimpuls von null ver-s
hieden, so erhielten wir einen zu 1=�2 proportionalen Summanden in derHamilton-Funktion, und H l�age ni
ht in Gestalt einer Potenzreihe vor | dieNormalformentheorie w�are ni
ht direkt anwendbar.Unter Ber�u
ksi
htigung von Gl. (2.28) und von Gl. (2.25) f�ur die Ko-eÆzienten der Multipolentwi
klung erhalten wir die Hamilton-Funktion derBrown-Gabrielse-Magnet
as
he alsHBG(�; z; p�; pz) == 12m (p2� + p2z + q2B204 �2 + q2B0B22 ��2z2 � 14�4� (2.29)+ q2B224 ��2z4 � 12�4z2 + 116�6�) :Wir w�ahlen als Masseneinheit die Teil
henmasse m und als Ladungsein-heit seine Ladung q. Das hei�t, wir setzen formal m = 1 und q = 1.Dar�uber hinaus skalieren wir die L�angen und die Zeit so, da� HBG m�ogli
hsteinfa
h wird. Dabei m�ussen wir zwei F�alle unters
heiden, je na
hdem, ob derOktupolanteil des B-Feldes das Dipol-B-Feld verst�arkt oder abs
hw�a
ht, obalso B0 und B2 glei
he oder entgegengesetzte Vorzei
hen haben. Wir messenden Ort in Einheiten vons B02B2s� B02B2 ; falls B0B2 > 0B0B2 < 0und die Zeit in Einheiten von 2B0 , das hei�t, wir setzen (jeweils im FallB0B2 >< 0): � = s� B02B2�0z = s� B02B2 z0 (2.30)t = 2B0 t0 :Zur Vereinfa
hung der S
hreibweise ersetzen wir im folgenden die gestri-
henen wieder dur
h ungestri
hene Gr�o�en. Damit ergibt si
h die Hamilton-Funktion als
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hine\ na
h Dragt und Finn 53HBG(�; z; p�; pz) = B308B2 ��12 �p2� + �2�� 12p2z + 12�2z2� 18�4 � 18�2z4 � 116�4z2 � 1128�6� ; (2.31)falls B0B2 >< 0 :Abs
hlie�end skalieren wir no
h die Energie gem�a�HBG = � B308B2H 0BG ; falls B0B2 >< 0 (2.32)(Dabei �andert die Energie dur
h die Skalierung ihr Vorzei
hen ni
ht!), lassendie Stri
hmarkierung wieder weg und verbleiben s
hlie�li
h mitHBG(�; z; p�; pz) = 12 �p2� + �2�+ 12p2z � 12�2z2�18�4 + 18�2z4 � 116�4z2 + 1128�6 ; (2.33)falls B0B2 >< 0 :Der quadratis
he Anteil dieser Hamilton-Funktion zeigt, da� man dasBrown-Gabrielse-System in erster N�aherung dur
h eine harmonis
he Oszilla-tion in �-Ri
htung und eine freie Bewegung in z-Ri
htung bes
hreiben kann.Die Kopplungsterme, die hier von vierter und se
hster Ordnung sind, f�uhrendann aber zu der oben angedeuteten gebundenen Bewegung (falls � von nullvers
hieden ist).Im Hinbli
k auf die Normalformentheorie ist es wi
htig zu bemerken, da�dieses System ni
ht mit dem Gustavsons
hen Formalismus behandelt wer-den kann, denn dort geht man ja davon aus, da� das betra
htete Systemin niedrigster Ordnung dur
h (in diesem Fall zwei) harmonis
he Oszillato-ren bes
hrieben wird. Hier deutet si
h s
hon die Bedeutung der Dragt-Finn-Stegemertens
hen Theorie an, die f�ur alle in Form einer Potenzreihe vorlie-genden Hamilton-Funktionen anwendbar ist.2.3 Die "Mirror Ma
hine\ na
h Dragt undFinnIn den beiden vorangegangenen Abs
hnitten haben wir gesehen, wie mansi
h auf systematis
he Weise ein Magnetfeld vers
ha�en kann, in dem derdauerhafte Eins
hlu� eines geladenen Teil
hens m�ogli
h ist. Ein m�ogli
hesResultat war die oben diskutierte Magnet
as
he na
h Brown-Gabrielse.
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he Flas
henWel
he Eigens
haften des oben diskutierten Feldes BBG sind nun wesent-li
h f�ur den Eins
hlu� des Teil
hens? Dies ist eine sinnvolle und wi
htigeFrage, solange man ni
ht ein konkretes System bes
hreiben, sondern ganzallgemein magnetis
he Flas
hen und deren 
harakteristis
he Eigens
haftendiskutieren will. Wir su
hen also ein Magnetfeld, das ebenso wie BBG zu ei-ner gebundenen Bewegung des Teil
hens f�uhrt, dabei aber "einfa
her\ ist.Dies ist insbesondere f�ur die si
h ans
hlie�ende Bere
hnung der entspre-
henden Normalform von Bedeutung, denn der Verglei
h einiger Normal-formtransformationen in Kapitel 5 wird zeigen, da� die Normalform einerHamilton-Funktion und ihr Quasiintegral um so einfa
her sind, je einfa
herdie Hamilton-Funktion selbst ist. (In diesem Zusammenhang nennen wir eineHamilton-Funktion einfa
h, wenn sie aus nur wenigen Summanden besteht.)Aus Abbildung 2.1 kann man entnehmen, da� die einfa
hste Bewegungim Magnetfeld BBG (im Falle B0B2 > 0) in der N�ahe einer Feldlinie nahe derz-A
hse statt�ndet: Die Feldlinien verlaufen dort fast parallel zur z-A
hse,mit ledigli
h einer lei
hten W�olbung in positiver �-Ri
htung. Mittels "trialand error\ �ndet man [DrFi79℄, da� das Magnetfeld BDF, wel
hes man aus(2.24) dur
h Fortlassen des Termes �12B2�2ez erh�alt,BDF(�; z) := B0ez +B2 h��ze� + z2ezi ; (2.34)genau diese Feldlinienstruktur aufweist; bei BDF gibt es keine Feldlinien, dief�ur gro�e jzj ni
ht gegen die z-A
hse konvergieren. Dies l�a�t si
h au
h ausder Glei
hung ablesen, der die BDF-Feldlinien gen�ugen:zDF(�) = �s�B0B2 + C�2 (C = konst.; � 6= 0) : (2.35)(Die Herleitung dieser Formel f�ur zDF(�) erfolgt analog zur Bere
hnung vonzBG(�) in Abs
hnitt 2.2.) Man verglei
he hierzu die Abbildung 2.3, die dasDragt-Finns
he Magnetfeld zeigt, mit Abbildung 2.1. Dragt und Finn spre-
hen von diesem System als einer "Mirror Ma
hine\. Dieser Name bes
hreibtans
hauli
h die Bewegung eines Teil
hens. Es l�auft, einer Feldlinie folgend,na
h oben, wird irgendwann dur
h die konvergierenden Feldlinien "gespie-gelt\, l�auft zur�u
k na
h unten, erleidet dort das glei
he S
hi
ksal, und sofort. Die Bewegung ist wie im Falle des Brown-Gabrielse-Systems die �Uber-lagerung einer Translation entlang einer Feldlinie und der Rotation um dieseFeldlinie herum.Der o�ensi
htli
he Vorteil, ein | zumindest formelm�a�ig | einfa
heresMagnetfeld zu erhalten, wird hier dur
h den Na
hteil erkauft, da� si
h BDFni
ht in die in Abs
hnitt 2.1 diskutierte Multipolentwi
klung einpa�t. Dennlaut Tabelle 2.2 ist B+3 der einzig m�ogli
he Grad-zwei-Anteil eines B-Feldes,das dieser Entwi
klung gen�ugt. Der Anteil von BDF vom Grad zwei ist aberper Konstruktion von B+3 vers
hieden.
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Abbildung 2.3: Feldliniendiagramm f�ur das Magnetfeld BDF der Dragt-Finn-Magnet
as
he mit B0 = B2 = 1. Wegen der axialen Symmetrie ergibtsi
h das vollst�andige dreidimensionale Bild dur
h Rotation der Feldlinien umdie z-A
hse.
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he Flas
henIstBDF demna
h unphysikalis
h und damit f�ur uns irrelevant? Nein, dennzun�a
hst einmal besagt die Diskrepanz zwis
hen Gl. (2.34) und Tabelle 2.2ledigli
h, da� die in Abs
hnitt 2.1 gema
hten Annahmen hier ni
ht zutref-fen. So l�a�t si
h zum Beispiel das Postulat der Stromfreiheit ni
ht mehraufre
hterhalten (wenn man weiterhin nur station�are Felder zulassen will),weil f�ur das Dragt-Finn-Magnetfeld aus der inhomogenen Maxwell-Glei
hungr�B = �0j folgt: j(r) = �B2�0 �e' 6= 0 : (2.36)Man kann si
h BDF als dur
h diese axialsymmetris
he Stromdi
hte j erzeugtdenken. Au
h die homogene Maxwell-Glei
hung r�B = 0 wird dur
h BDFerf�ullt. Allerdings vers
hwindet die Rotation des Magnetfeldes ni
ht mehr,deshalb hat es kein skalares magnetis
hes Potential, und die Betra
htungenaus Abs
hnitt 2.1 sind ni
ht anwendbar.Wir wollen jetzt die Hamilton-Funktion der Dragt-Finn-Magnet
as
heherleiten und ben�otigen daf�ur ein Vektorpotential ADF zu BDF. UmBDF(�; z) =r�ADF(r) (2.37)zu l�osen, setzen wir wieder an:ADF(r) = ADF(�; z)e' (2.38)und erhalten: �ADF�z = B2�z1�ADF + �ADF�� = B0 +B2z2 :Aus der ersten dieser Glei
hungen folgern wirADF(�; z) = B22 ��z2 + f(�)�(mit einer nur von � abh�angenden Funktion f(�)) und erhalten dur
h Kom-bination mit der zweiten Glei
hungf 0(�) + 1�f(�) = 2B0B2 :Die allgemeine L�osung f�ur f istf(�) = C� + B0B2� mit C = konst.Wir w�ahlen mit C = 0 die einfa
hste L�osung und erhalten s
hlie�li
h f�ur dasgesu
hte VektorpotentialADF(�; z) = �B02 �+ B22 �z2� e' : (2.39)



2.4. Das St�rmer-Problem 57Der Verglei
h mit dem Term A+3 der Multipolentwi
klung zeigt, da� hier dasWeglassen des Summanden �12B2�2ez beim Magnetfeld dem Verna
hl�assigendes Vektorpotential-Termes �18B2�3 entspri
ht.Wenn wir Gl. (2.39) in die allgemeine Formel (2.16) f�ur axialsymmetris
heMagnet
as
hen einsetzen und wie bei der Brown-Gabrielse-Flas
he p' = 0annehmen, ergibt si
h f�ur die Hamilton-Funktion der Dragt-Finn-Flas
he:HDF(�; z; p�; pz) = 12m (p2� + p2z + q2B204 �2 + q2B0B22 �2z2 + q2B224 �2z4) :(2.40)Wir setzen wieder m = q = 1 und skalieren wie in den Gln. (2.30) und (2.32),wobei wir uns aber auf den Fall B0B2 > 0 bes
hr�anken5, und erhaltenHDF(�; z; p�; pz) = 12 �p2� + �2�+ 12p2z + 12�2z2 + 18�2z4 : (2.41)Au
h diese Hamilton-Funktion kann o�ensi
htli
h ni
ht mit den MittelnGustavsons
hen Normalformentheorie behandelt werden.
2.4 Das St�rmer-ProblemAls drittes Beispiel f�ur die Systemklasse der magnetis
hen Flas
hen betra
h-ten wir das St�rmer-Problem, die Bewegung eines geladenen Teil
hens in ei-nem (im Ursprung divergenten) magnetis
hen Dipolfeld. Das prominentesteMagnetfeld dieser Art ist das Erdmagnetfeld, das oberhalb der Erdober
�a
hein guter N�aherung ein reines Dipolfeld ist. Seit Beginn des Jahrhunderts un-tersu
ht man, wie si
h die Ionen des Sonnenwindes in diesem Magnetfeld be-wegen und dabei zum Beispiel das Polarli
ht erzeugen6. Besonders mit demAufkommen der Raumfahrt gewann dieses Problem an Bedeutung, als manfeststellte, da� die Erde von zwei Strahlungsg�urteln, den Van-Allen-G�urteln,umgeben ist, in denen viele Protonen und Elektronen "eingefangen\ sind.Und au
h heute no
h �ndet dieser Aspekt des St�rmer-Problems Bea
htung.So wurde zum Beispiel k�urzli
h ein dritter Van-Allen-artiger Strahlungsg�urtelder Erde entde
kt [Je92℄.5Die Bes
hr�ankung auf den Fall B0B2 > 0 ers
heint sinnvoll, wenn man die physikali-s
he Motivation bei der Einf�uhrung des Dragt-Finn-Magnetfeldes bedenkt.6Eine Bilanz na
h 50 Jahren Fors
hungsarbeit �ndet si
h in einem Bu
h von St�rmer[St55℄, der das Problem als erster mathematis
h formulierte.
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he Flas
hen2.4.1 Bestimmung der Hamilton-FunktionF�ur die Bes
hreibung des zu dem Dipolmoment M = Mez geh�orenden Di-polmagnetfeldes BS(r) = �04�  3 (r �M) rr5 �Mr3 ! (2.42)haben wir im Rahmen der Multipolentwi
klung von Abs
hnitt 2.1 o�ensi
ht-li
h zu w�ahlen: b+l = 0 f�ur l � 0b�1 = �0M4� (2.43)b�l = 0 f�ur l 6= 1 ;wie man aus Tabelle 2.2 entnehmen kann.Eine Formel rS(#) f�ur die Feldlinien des St�rmer-MagnetfeldesBS bere
h-net man am einfa
hsten in Kugelkoordinaten. Wir s
hreiben das Magnetfeldals BS;rer +BS;#e# und s
hlie�en aus Gl. (2.26)drSd# = BS;r(rS; #)BS;#(rS; #) = 2rS 
ot# :Die allgemeine L�osung dieser Di�erentialglei
hung erhalten wir alsrS(#) = (q2 + 1) sin2 # mit q2 = konst. (2.44)Der Grund f�ur die ungew�ohnli
he S
hreibweise des konstanten Vorfaktors alsq2 + 1 wird im Zusammenhang mit den in Abs
hnitt 2.4.3 einzuf�uhrendenDipolarkoordinaten klar werden. In Abbildung 2.4 sind die wohlbekanntenSt�rmer-Magnetfeldlinien der Gl. (2.44) dargestellt.Mit dem zu BS geh�orenden VektorpotentialAS(�; z) = �0M4� �r3e' (2.45)erh�alt man aus Gl. (2.16) die entspre
hende St�rmer-Hamilton-Funktion alsHS(�; z; p�; pz) = 12m 8<:p2� +  p'� � q�0M4� �r3!2 + p2z9=; : (2.46)Dur
h eine geeignete Skalierung vereinfa
hen wir diese Hamilton-Funktion, wobei wir einen etwas anderen Weg als in [Se90℄ bes
hreiten.Dort wurden die Ortsraumkoordinaten mit der sogenannten St�rmer-Einheit
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Abbildung 2.4: Feldliniendiagramm f�ur das Magnetfeld BS desSt�rmer-Problems. Diese Feldlinien sind glei
hzeitig q2-Koordinatenlinien derDipolarkoordinaten (q1; q2); dementspre
hend wurden die Linien mit ihremq2-Wert gekennzei
hnet. Der "Thalweg\ ist diejenige Koordinatenlinie, f�urdie q2 = 0 gilt. (Weitere Erl�auterungen zu den Dipolarkoordinaten folgenunten.)
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henq q�0M4�mv (mit v = j _rj) skaliert, was letztli
h auf eine Hamilton-Funktion f�uhrt,die die Bewegung bei der konstanten Energie 1=2 bes
hreibt. p' verbleibt alsein frei w�ahlbarer Parameter des Systems. Hingegen ziehen wir hier | imEinklang mit [DrFi79℄ und analog zu den anderen oben betra
hteten Modell-systemen | eine Skalierung vor, die auf eine Hamilton-Funktion f�uhrt, dieni
ht mehr parameterabh�angig ist und statt dessen einem System mit einerni
ht-konstanten, frei w�ahlbaren Energie entspri
ht. Dazu skalieren wir wiein [CoVl75℄ L�angen mit r0 := q�0M4�p' ; (2.47)das hei�t, wir f�uhren gestri
hene Gr�o�en ein, indem wir� = r0�0z = r0z0 (2.48)setzen und au�erdem t = mr20p' t0HS = p2'mr20H 0S (2.49)benutzen, so da� wir s
hlie�li
h zu der folgenden skalierten Hamilton-Funktion f�ur das St�rmer-Problem gelangen (die Stri
hmarkierungen werdenwieder der Einfa
hheit halber weggelassen):HS(�; z; p�; pz) = 12 �p2� + p2z�+ 12  1� � �r3!2 : (2.50)Man kann diese Funktion au�assen als die Hamilton-Funktion einesTeil
hens mit zwei Freiheitsgraden der Bewegung, das si
h im "St�rmer-Potential\ VS(�; z) := 12  1� � �r3!2 (2.51)bewegt.2.4.2 Diskussion des St�rmer-PotentialsIm Hinbli
k auf die Dynamik eines Teil
hens, das dur
h HS bes
hrieben wird,diskutieren wir kurz das zugeh�orige Potential VS.Wir bestimmen zun�a
hst die Nullstellen (gekennzei
hnet dur
h den In-dex N) von VS. Diese sind dur
hr3N � �2N = 0 ;
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h rN(#) = sin2(#) (f�ur # 6= 0; �) (2.52)gegeben. Weil VS f�ur alle � und z ni
htnegativ ist, bes
hreibt rN(#) geradedie Punkte im Kon�gurationsraum mit minimalem Potential. Der Verglei
hmit Gl. (2.44) zeigt, da� alle diese Potentialminima auf der glei
hen Feld-linie des Magnetfeldes BS liegen; diese spezielle Feldlinie ist dur
h q2 = 0
harakterisiert. Abbildung 2.5 stellt VS dreidimensional dar und gibt ei-ne ans
hauli
he Vorstellung von der Lage der Kurve minimalen Potentials.Es handelt si
h um eine vom Koordinatenursprung ausgehende S
hleife, wo-bei aber der Ursprung selbst kein Potentialminimum ist. Die Darstellungvon VS als "Potentialgebirge\ �uber der (�; z)-Ebene motiviert die Bezei
h-nung von rN(#) als "Thalweg\7. Eine elementare Re
hnung ergibt, da� dereinzige weitere kritis
he Punkt von VS ein Sattelpunkt ist, der bei(�Sattel; zSattel) = (2; 0)liegt. Das Potential hat an dieser Stelle den Wert V (�Sattel; zSattel) = 132 .Weil die Gesamtenergie eines Teil
hens, als Summe von kinetis
her undpotentieller Energie, ni
ht kleiner als das Potential an irgendeiner Stelle desdynamis
h erlaubten Raumberei
hes sein kann, ist die Bewegung gebunden,wenn die Gesamtenergie ni
ht gr�o�er als 132 ist und die Anfangsbedingungenin der (�; z)-Ebene nahe genug am "Thalweg\ liegen. In diesem Fall sinddie Teil
henbahnen o�ensi
htli
h auf einen Raumberei
h um den "Thalweg\herum einges
hr�ankt.2.4.3 Transformation auf DipolarkoordinatenDur
h die Skalierung haben wir die Hamilton-Funktion vereinfa
ht, indemwir "unwesentli
he\ Zahlenfaktoren eliminiert haben. Leider ist aber au
hdie so erhaltene vereinfa
hte Hamilton-Funktion no
h zu kompliziert, als da�wir sie direkt mit dem Normalformen-Formalismus analysieren k�onnten, denno�ensi
htli
h liegt HS ni
ht als Potenzreihe vor. Eine wesentli
he Vorausset-zung der Transformation auf Normalform ist damit ni
ht erf�ullt.Zur L�osung dieses Problems erinnern wir uns daran, da� wir ohnehin keineexakte Formel f�ur die Normalform oder f�ur ein drittes (formales) Integral8des St�rmer-Problems angeben wollen. Vielmehr wollen wir diese Gr�o�en7Diese Begri�sbildung vollzog si
h vor fast 100 Jahren, und so hat si
h in der englis
h-spra
higen Literatur die altert�umli
he deuts
he S
hreibweise "Thalweg\ eingeb�urgert, diebis heute verwendet wird.8Die "ersten\ beiden Integrale der Bewegung f�ur das St�rmer-Problem sind die Energieund p'.
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Abbildung 2.5: (a) Das Potential VS(�; z) des St�rmer-Problems, aufgetra-gen �uber der (�; z)-Ebene. (b) H�ohenliniendiagramm des St�rmer-PotentialsVS(�; z).
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Abbildung 2.6: Gebundene Bewegung eines Teil
hens mit der EnergieE = 0:0025 im St�rmer-Magnetfeld, dargestellt in Zylinderkoordinaten (�; z).Anfangsbedingungen: � = 1:07, z = 0, p� = 0, pz = 0:035522. Die fettge-dru
kte Linie soll hier den "Thalweg\ andeuten.n�aherungsweise bere
hnen, und zwar in der Form von Potenzreihenentwi
k-lungen, die na
h endli
h vielen Summanden abgebro
hen werden. Es liegtalso nahe, in einem ersten S
hritt au
h die Hamilton-Funktion des St�rmer-Problems in eine Potenzreihe zu entwi
keln und genauso viele Terme dieserEntwi
klung zu ber�u
ksi
htigen, wie wir f�ur die gew�uns
hte Genauigkeit desQuasiintegrals ben�otigen. Wenn wir zum Beispiel das Quasiintegral bis zurOrdnung k bestimmen wollen, m�ussen wir zun�a
hst HS bis zur Ordnung kentwi
keln.Es stellt si
h nun vor allem die Frage, wel
her Koordinaten man si
h f�urdie Hamilton-Funktion bedienen soll, damit man die Reihenentwi
klungenab einer gewissen Ordnung abbre
hen kann, ohne einen zu gro�en Fehlerzu erhalten. So sind zum Beispiel die Zylinderkoordinaten (�; z) ungeeignet,denn das Teil
hen wird, ann�ahernd einer Feldlinie folgend, relativ stark so-wohl in �- als au
h in z-Ri
htung oszillieren; dies wird in Abbildung 2.6 f�ureinen typis
hen Orbit verans
hauli
ht. Statt dessen su
hen wir Koordinaten(q1; q2), die der Teil
henbewegung besser angepa�t sind und si
h mit kleine-rer Amplitude �andern. Wir haben s
hon fr�uher gesehen, da� die Bewegungdes Teil
hens dur
h eine Translation l�angs einer Feldlinie, �uberlagert mit
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he Flas
hender Rotation um diese Feldlinie herum, bes
hrieben werden kann. Deshalbverwenden wir die von Dragt eingef�uhrten orthogonalen Dipolarkoordinaten(vgl. [Dr65, DrFi79℄), q1 := zr3 = 
os#r2 (2.53a)q2 + 1 := r3�2 = rsin2 # ; (2.53b)die diesem Bewegungstypus Re
hnung tragen, denn Gl. (2.53b) stimmt mitGl. (2.44) �uberein: Die q2-Koordinatenlinien, also die Linien mit konstan-tem q2, sind die Dipol-Feldlinien. q1 bes
hreibt die Translation entlang denFeldlinien, w�ahrend q2 f�ur die Bewegung senkre
ht zu ihnen steht.Die Transformation auf Dipolarkoordinaten f�uhrt dazu, da� die Dynamikin zwei in erster N�aherung voneinander unabh�angige Oszillationen zerlegtwird; die Oszillation in q2-Ri
htung (um die Feldlinie herum) ist s
hnellerals diejenige in q1-Ri
htung (entlang der Feldlinie). Dabei ist ents
heidend,da� diese neuen Koordinaten um die Null herum oszillieren | um dies zuerrei
hen, steht in Gl. (2.53b) auf der linken Seite q2 + 1, im Gegensatz zuDragts urspr�ungli
her De�nition q2 = r3=�2. Wi
htig ist au
h, da� q1 undq2 mit ni
ht zu gro�er Amplitude oszillieren | wie zu fordern ist, wenneine Reihenentwi
klung der Hamilton-Funktion sinnvoll sein soll. Abbildung2.7, die den glei
hen Orbit wie Abbildung 2.6 in Dipolarkoordinaten zeigt,verans
hauli
ht diesen Sa
hverhalt.Bei der Transformation von Zylinder- auf Dipolarkoordinaten in Gl. (2.53)handelt es si
h nur um eine Punkttransformation im Kon�gurationsraum.F�ur die vollst�andige Angabe der entspre
henden kanonis
hen Transforma-tion fehlen no
h Transformationsformeln f�ur die zu q1 und q2 kanonis
h-konjugierten Impulse p1 und p2. Wir ben�otigen diese Transformationsformeln,um die St�rmers
he Hamilton-Funktion in Dipolarkoordinaten formulieren zuk�onnen. Zur Bere
hnung dieser Formeln su
hen wir zun�a
hst eine erzeugendeFunktion vom F2-Typ f�ur die kanonis
he Transformation:F2 = F2(�; z; p1; p2) :Dabei mu� f�ur F2 gelten (vgl. zum Beispiel [No90a℄):p� = �F2�� (2.54a)pz = �F2�z (2.54b)q1 = �F2�p1 = 
os #r2 (2.54
)q2 = �F2�p2 = rsin2 # � 1 : (2.54d)



2.4. Das St�rmer-Problem 65

-0.08-0.06-0.04-0.0200.020.040.060.08

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
q2

q1

N �O
�� U

W

Abbildung 2.7: Der glei
he Orbit wie in Abbildung 2.6, hier dargestellt inDipolarkoordinaten. Die fettgedru
kte Linie ist wieder der "Thalweg\.Wir setzen f�ur F2 so einfa
h wie m�ogli
h an (und verstehen r und # bzw. �und z im folgenden als Funktionen von q1 und q2),F2(�; z; p1; p2) = q1(�; z) p1 + q2(�; z) p2=  
os#r2 ! p1 + � rsin2 # � 1� p2 ; (2.55)wodur
h die Gln. (2.54
) und (2.54d) automatis
h erf�ullt sind. Die Auswer-tung der Gln. (2.54a) und (2.54b) ergibt dannp� =  � 
os #�� 1�2 � 2 
os#r3 �r��! p1 +  �r�� 1sin2 # � 2rsin3 # � sin#�� ! p2=  � 3 
os#(q2 + 1)3 sin5 #! p1 + � 3sin# � 2sin3 #� p2 (2.56)und pz =  � 
os#�z 1r2 � 2 
os#r3 �r�z! p1 +  �r�z 1sin2 # � 2rsin3 # � sin#�z ! p2=  3(q2 + 1)3 sin4 # � 2(q2 + 1)3 sin6 #! p1 +  3 
os#sin2 # ! p2 : (2.57)
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henDur
h Umstellen dieser beiden Glei
hungen na
h p1 und p2 k�onnte man ex-plizite Formeln f�ur die zu den Dipolarkoordinaten geh�orenden kanonis
henImpulse angeben. Das ist in unserem Fall aber gar ni
ht n�otig, weil wir ledig-li
h die Hamilton-Funktion auf die neuen Phasenraumvariablen ums
hreibenwollen. Die alten Impulse p� und pz treten in der alten Hamilton-Funktionnur als Summe ihrer Quadrate auf, so da� wir au
h nur diese Summe alsFunktion von q1, q2, p1 und p2 ben�otigen:p2� + p2z == 8<: 3 
os#(q2 + 1)3 sin5 #!2 +  3(q2 + 1)3 sin4 # � 2(q2 + 1)3 sin6 #!29=; p21+8<:� 3sin# � 2sin3 #�2 +  3 
os#sin2 # !29=; p22+ (2� 3sin# � 2sin3 #� � 3 
os#(q2 + 1)3 sin5 #!+ 2 3 
os#sin2 # ! 3(q2 + 1)3 sin4 # � 2(q2 + 1)3 sin6 #!) p1p2= 1 + 3 
os2 #(q2 + 1)6 sin12 # p21 + 1 + 3 
os2 #sin6 # p22 : (2.58)F�ur das Potential VS erhalten wir in Dipolarkoordinaten:~VS(q1; q2) := VS (�(q1; q2); z(q1; q2))= 12  1(q2 + 1) sin3 # � 1(q2 + 1)2 sin3 #!2= q222(q2 + 1)4 sin6 # : (2.59)Damit haben wir das Resultat, da� si
h die St�rmers
he Hamilton-Funktion (2.46) na
h der dur
h F2 erzeugten kanonis
hen Transformationauf Dipolarkoordinaten als~HS(q1; q2; p1; p2) := HS��(q1; q2; p1; p2); z(q1; q2; p1; p2);p�(q1; q2; p1; p2); pz(q1; q2; p1; p2)�= 12 (�p1h1�2 + �p2h2�2)+ ~VS(q1; q2) (2.60)
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hreiben l�a�t mit h21 := (q2 + 1)6 sin12 #1 + 3 
os2 #h22 := sin6 #1 + 3 
os2 # : (2.61)In den Gln. (2.59{2.61) stellt # nur eine abk�urzende S
hreibweise f�ur #(q1; q2)dar, wobei der Zusammenhang zwis
hen q1, q2 und # dur
h Gl. (2.53) gegebenist.Na
hdem wir die Hamilton-Funktion ~HS in Dipolarkoordinaten formulierthaben, k�onnen wir sie jetzt na
h den | als klein angesehenen | q1, q2, p1und p2 entwi
keln. Zuerst zeigen wir aber no
h, da� eine sol
he Entwi
klungin der Tat sinnvoll ist, weil man dur
h die Wahl der Energie immer errei
henkann, da� p1 und p2 beliebig klein sind und bleiben. Wir leiten aus Gl. (2.61)die Unglei
hungen h21 � (q2 + 1)6 und h22 � 1 ab und folgern damit aus Gl.(2.60), da� bei der Energie ~HS = ~E gilt:p21 + p22 � (�p1h1�2 + �p2h2�2) (q2 + 1)6= 2 � ~E � ~VS(q1; q2)� (q2 + 1)6� 2 ~E (q2 + 1)6 :Hieraus folgt die Behauptung, weil q2 f�ur gebundene Orbits bes
hr�ankt ist,wie wir oben gesehen haben. Solange man si
h also auf sol
he Trajektorienbes
hr�ankt, deren Energie hinrei
hend klein ist und die gen�ugend nahe am"Thalweg\ starten, werden alle vier Phasenraumkoordinaten q1, q2, p1 undp2 klein bleiben.In Anhang C f�uhren wir die Bere
hnung der Potenzreihenentwi
klungf�ur ~HS dur
h. Als Resultat ergibt si
h die folgende N�aherungsformel f�ur dieSt�rmers
he Hamilton-Funktion in Dipolarkoordinaten:~HS(q1; q2; p1; p2) == 0:5p21 + 0:5p22 + 0:5q22 � 3q2p21 � 2q32 + 10:5q22p21 + 5q42 + 3q21p22+ 4:5q21p21 + 1:5q21q22 � 28q32p21 � 10q52 + 12q21q2p22 � 9q21q2p21+ 63q42p21 + 17:5q62 + 18q21q22p22 + 13:5q21q22p21 � 4:5q41p22+ 1:5q41p21 � 3q41q22 � 126q52p21 � 28q72 + 12q21q32p22 � 18q21q32p21� 36q41q2p22 + 3q41q2p21 � 12q41q32 + 231q62p21 + 42q82 + 3q21q42p22+ 22:5q21q42p21 � 126q41q22p22 + 1:5q41q22p21 � 18q41q42 + 20q61p22+ 2:5q61p21 + 14q61q22 � 396q72p21 � 60q92 � 27q21q52p21� 252q41q32p22 � 12q41q52 + 240q61q2p22 + 15q61q2p21 + 112q61q32
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hen+643:5q82p21 + 82:5q102 + 31:5q21q62p21 � 315q41q42p22 � 3q41q62+ 1320q61q22p22 + 37:5q61q22p21 + 392q61q42 � 115:5q81p22 � 27q81p21� 82:5q81q22 � 1001q92p21 � 110q112 � 36q21q72p21 � 252q41q52p22+ 4400q61q32p22 + 50q61q32p21 + 784q61q52 � 1848q81q2p22� 270q81q2p21 � 990q81q32 + 1501:5q102 p21 + 143q122 + 40:5q21q82p21� 126q41q62p22 + 9900q61q42p22 + 37:5q61q42p21 + 980q61q62� 13860q81q22p22 � 1215q81q22p21 � 5445q81q42 + 756q101 p22+ 214:5q101 p21 + 546q101 q22 +O �jzj13� ; (2.62)wobei das Symbol O (jzj13) wieder andeuten soll, da� wir alle Summandenmit einem gr�o�eren Totalgrad als 12 in q1; q2; p1 und p2 verna
hl�assigen.Damit liegt au
h die St�rmers
he Hamilton-Funktion in einer Form vor,in der sie mit den Mitteln der Normalformentheorie untersu
ht werden kann.Wir bemerken, da� ~HS ebensowenig im Rahmen der Gustavsons
hen Theo-rie behandelbar ist wie die Hamilton-Funktionen, die wir in den vorange-gangenen Abs
hnitten bespro
hen haben. Erst die Dragt-Finn-Stegemerten-Theorie s
ha�t hier Abhilfe und erm�ogli
ht die Untersu
hung von ~HS9.Das Beispiel des St�rmer-Problems zeigt, da� au
h Systeme, derenHamilton-Funktion ni
ht in Form einer Potenzreihe vorliegt, der Analyse mit-tels Normalformentheorie zug�angli
h sind. Es ist aber o�enkundig, da� diein diesen F�allen notwendige Umformulierung der Hamilton-Funktion gro�eS
hwierigkeiten bereiten kann.

9In [CoVl75℄ wird eine andere Variante der Untersu
hung der St�rmer-Hamilton-Funktion (2.62) mittels Normalformen angegeben: Um die Behandlung im Rahmen desGustavsons
hen Formalismus zu erm�ogli
hen, wird die Hamilton-Funktion in eine anderetransformiert, deren quadratis
her Anteil vom Typ (1.61) ist. Eine sol
he Transformationder Hamilton-Funktion gelingt aber bei anderen Systemen im allgemeinen ni
ht, so da�au
h hier die in jedem Fall dur
hf�uhrbare verallgemeinerte Normalformentheorie vorzuzie-hen ist.
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he

Cette �etude qualitative (des �equations di��erentielles)aura par elle-même un int�erêt de premier ordre.Henri Poin
ar�e, 1881
Der S
hwerpunkt dieser Arbeit liegt auf der Untersu
hung der von Brownund Gabrielse eingef�uhrten Magnet
as
he, die wir in Abs
hnitt 2.2 vorge-stellt haben. In diesem Kapitel untersu
hen wir qualitativ die Dynamik einesTeil
hens in der Brown-Gabrielse-Flas
he. Dabei ma
hen wir no
h keinen Ge-brau
h von der in Kapitel 1 vorgestellten Normalformentheorie; diese kommtdann in Kapitel 4 zur Anwendung.Zun�a
hst diskutieren wir die Potentialfunktion, die unsere Flas
he be-s
hreibt und zeigen, da� die Bewegung in diesem Potential in der Regel ge-bunden ist. Dann wenden wir uns den Symmetrien des Systems zu und weisens
hlie�li
h anhand einiger Poin
ar�e-S
hnitte den irregul�ar-
haotis
hen Cha-rakter der Dynamik na
h.
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70 Kapitel 3. Dynamik in der Brown-Gabrielse-Magnet
as
he3.1 Das Potential VBGDie Hamilton-Funktion HBG der Brown-Gabrielse-Magnet
as
he haben wirin Gl. (2.33) angegeben. Wir bes
hr�anken uns im folgenden auf den in Ab-s
hnitt 2.2 diskutierten Fall B0B2 > 0; die Analyse des Falles B0B2 < 0verliefe vollst�andig analog zu den Untersu
hungen des vorliegenden Kapitels.Die im folgenden betra
htete Hamilton-Funktion lautet demna
h:HBG(�; z; p�; pz) = 12 �p2� + �2�+ 12p2z + 12�2z2� 18�4 + 18�2z4 � 116�4z2 + 1128�6 : (3.1)HBG bes
hreibt ein Teil
hen mit zwei Freiheitsgraden der Bewegung. Hierbeiist zu bea
hten, da� die Koordinate � im Gegensatz zu z keine gew�ohnli
hekartesis
he Koordinate ist, sondern den Abstand von der z-A
hse bezei
h-net. Deshalb kann � eigentli
h ni
ht negativ werden. Es ist aber trotzdemsinnvoll, negative �-Werte zuzulassen, weil au
h � dann wie eine gew�ohnli
hekartesis
he Koordinate behandelt werden kann.Um dieses Vorgehen zu verdeutli
hen, betra
hten wir eine Trajektorie, diezur Zeit t = 0 die z-A
hse dur
hl�auft: �(0) = 0. Wegen der Wahl p' = 0 in Gl.(2.28) sind sol
he Trajektorien m�ogli
h, denn nur im Fall p' 6= 0 verhindertder Term (p'=�)2 in der Hamilton-Funktion (2.16) das Errei
hen der z-A
hse.Wir untersu
hen, wie si
h der Winkel ' mit der Zeit �andert. Zun�a
hst folgt,unter Ber�u
ksi
htigung der Gln. (2.21,2.25,2.11) und von Tabelle 2.1,j _'j = ������qA(�; z)m� ����� = ���� q2m �B0 +B2 �z2 � 14�2������ <1 8 � 6= 0 ;somit ist '(t) f�ur �(t) 6= 0 stetig. F�ur � = 0 ist ' aber ni
ht de�niert. Hier sindzwei F�alle zu unters
heiden: Entweder ist _�(0) = 0, dann bleibt das Teil
henf�ur alle Zeiten auf der z-A
hse und bewegt si
h frei, weil in der Hamilton-Funktion alle Terme bis auf 12p2z vers
hwinden. Oder aber es gilt _�(0) 6= 0.Dann s
hneidet das Teil
hen die z-A
hse, und 'ma
ht einen Sprung um �, istalso ni
ht stetig in � = 0. Diesem "Dur
hpendeln\ dur
h die z-A
hse tragenwir dadur
h Re
hnung, da� wir negative �-Werte zulassen. In Abbildung3.1 verans
hauli
hen wir diese Verallgemeinerung von �. Damit k�onnen wirHBG als die Hamilton-Funktion eines Systems mit zwei Freiheitsgraden derBewegung in �- und z-Ri
htung ansehen, bei dem die Koordinate � keinenbesonderen Bes
hr�ankungen mehr unterliegt.Wir zerlegen die Hamilton-Funktion (2.33) in die Summe ihres kinetis
henAnteils und eines Potentials VBG(�; z),HBG(�; z; p�; pz) = 12 �p2� + p2z�+ VBG(�; z) (3.2)
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Abbildung 3.1: Verans
hauli
hung des �Uberganges auf positive und nega-tive Werte von � anhand eines Orbits in der Brown-Gabrielse-Magnet
as
he.(a) In Zylinderkoordinaten gilt � � 0. (b) In verallgemeinerter Darstellungist au
h � < 0 m�ogli
h.mit VBG(�; z) = 12�2 ++12�2z2 � 18�4 + 18�2z4 � 116�4z2 + 1128�6= 12�2 �1 + 12 �z2 � 14�2��2 ; (3.3)und wenden uns im folgenden der Untersu
hung dieses Potentials zu.Abbildung 3.2 zeigt die �Aquipotentiallinien von VBG. Das Potential istpositiv semide�nit. Die Bere
hnung der kritis
hen Punkte von VBG dur
hNullsetzen des GradientenrVBG(�; z) = ��1 + 12 �z2 � 14�2���1 + 12 �z2 � 34�2�� e�+ �2z �1 + 12 �z2 � 14�2��ez (3.4)ergibt zwei Sattelpunkte (�S1;2 ; zS1;2) = (�q8=3; 0) mit der Potentialh�oheVBG(�S; zS) = 16=27. Au�erdem sind au
h die Punkte (�N; zN) der drei dur
h�N1 = 0 (3.5a)und �zN2;3(�)�2 = �2 + 14�2 (3.5b)bes
hriebenen Kurven kritis
he Punkte; auf diesen drei eindimensionalenMannigfaltigkeiten hat das Potential den Wert null.
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z

�Abbildung 3.2: H�ohenliniendiagramm des Potentials VBG(�; z) derBrown-Gabrielse-Magnet
as
he. Die Markierungen N1;2;3 bezei
hnen dieKurven mit VBG = 0. S1;2 sind die beiden Sattelpunkte.



3.1. Das Potential VBG 73Wir untersu
hen zun�a
hst, inwiefern die Bezei
hnung des dur
h Gl. (3.1)bes
hriebenen Systems als magnetis
he "Flas
he\ gere
htfertigt ist.3.1.1 Na
hweis gebundener BewegungIn diesem Abs
hnitt gehen wir der Frage na
h, ob in dem Brown-Gabrielse-Potential VBG gebundene Bewegungen m�ogli
h sind. Zur Beantwortung dieserFrage su
ht man gew�ohnli
h isolierte lokale Minima des Potentials, weil dieseLjapunov-stabil sind und somit in einer hinrei
hend kleinen Umgebung einegebundene Bewegung erm�ogli
hen [Ar89℄. Dieses Verfahren ist aber im Fallevon VBG ni
ht anwendbar, weil es keine isolierten Minima gibt. Vielmehr sinddie Punkte minimalen Potentials hier die dur
h die Gln. (3.5a,3.5b) bes
hrie-benen Kurven N1;2;3 in der (�; z)-Ebene. Dar�uber hinaus ist der zug�angli
heTeil des Kon�gurationsraumes sogar f�ur Teil
hen mit niedriger Energie Eni
ht bes
hr�ankt, wie die Abbildung 3.2 zeigt: Das Gebiet mit VBG(�; z) � Eerstre
kt si
h in der N�ahe der z-A
hse und ebenso entlang der Linien N2;3bis ins Unendli
he. Deshalb ist der gebundene Charakter der Teil
henbahnenni
ht o�ensi
htli
h.Andererseits verans
hauli
ht aber die Abbildung 3.2, da� fast alle Tra-jektorien | alle bis auf diejenigen, die auf der z-A
hse mit vers
hwindendemRadialimpuls p� starten | irgendwann auf eine der "Potentialw�ande\ sto�en,die die Potentialmulden um N1;2;3 herum eins
hlie�en. Die Trajektorien wer-den dort re
ektiert, was s
hlie�li
h na
h einigen sol
her Re
exionen dazuf�uhrt, da� die urspr�ungli
h auslaufende Trajektorie wieder in die N�ahe desUrsprungs zur�u
kkehrt. In Abbildung 3.3 zeigen wir diesen Eins
hlu�me
ha-nismus an einem typis
hen Beispiel.Im folgenden geben wir eine genauere Begr�undung dieser ans
hauli
henBetra
htungen. Dazu untersu
hen wir die si
h aus Gl. (3.1) ergebenden Ha-miltons
hen Glei
hungen:_� = p� (3.6a)_z = pz (3.6b)_p� = ��� �z2 + 12�3 � 14�z4 + 14�3z2 � 364�5 (3.6
)_pz = ��2z � 12�2z3 + 18�4z : (3.6d)Wir betra
hten als erstes ein Teil
hen mit der Energie E, das si
h entlangder Potentialmulde N1 in positiver z-Ri
htung bewegt und um die z-A
hseoszilliert. Wir weisen na
h, da� das Teil
hen bei hinrei
hend gro�em jzj
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Abbildung 3.3: Demonstration des Eins
hlu�me
hanismus in derBrown-Gabrielse-Magnet
as
he anhand eines typis
hen gebundenen Orbits.Die der Energie des Teil
hens (E = 0:5) entspre
hende �Aquipotentiallinievon VBG ist als d�unne Linie eingezei
hnet.
s
hlie�li
h umkehren und in das Zentrum zur�u
klaufen mu�. F�ur gro�e zerhalten wir aus Gl. (3.6d): _pz � �12�2z3 :Das Potential VBG ergibt f�ur gro�e z:VBG(�; z) � 18�2z4 ;woraus wir wegen VBG(�; z) � E�2 <� 8Ez4 f�ur z � 1folgern. Mit der De�nition Vas(z) := 4E log z (3.7)erhalten wir s
hlie�li
h: _pz <� � 4Ez = � ddzVas(z) : (3.8)



3.1. Das Potential VBG 75Im asymptotis
hen Berei
h wirkt demna
h auf das Teil
hen eine st�arkerer�u
ktreibende Kraft in z-Ri
htung als dur
h das eindimensionale PotentialVas(z) erzeugt wird. Weil aber s
hon Vas(z) zu einer gebundenen Bewegungf�uhrt | denn dieses Potential w�a
hst unbes
hr�ankt mit z | kann das Teil-
hen entlang N1 in positiver z-Ri
htung ni
ht entwei
hen. Aus Symmetrie-gr�unden ist das Teil
hen dann au
h in negativer z-Ri
htung gebunden.Wir diskutieren nun die M�ogli
hkeit eines "Es
apes\ entlang der dur
h Gl.(3.5b) bes
hriebenen Potentialminima N2;3. Dabei betra
hten wir zun�a
hstnur denjenigen Ast des Minimums N2, der im ersten Quadranten liegt. F�ur dieandere H�alfte von N2 und f�ur N3 folgt dann das glei
he Resultat, wiederumwegen der Symmetrie des Potentials.F�ur gro�e �; z > 0 folgt aus Gl. (3.5b) zN2 � 12�. Deshalb ist es g�unstig, zuneuen Koordinaten (x1; x2) �uberzugehen, die aus (�; z) dur
h eine Drehungum den Winkel  := ar
tan 12 hervorgehen: x1x2! :=  
os sin � sin 
os ! �z!= s 2 1�1 2 ! �z! : (3.9)Hierbei haben wir 
os = 2 sin und die Abk�urzung s := sin = 1=p5verwendet. Ans
hauli
h bedeutet diese Koordinatentransformation, da� die�-A
hse mit der Asymptote z = 12� zur De
kung gebra
ht (�; x1) und diez-A
hse entspre
hend mitgedreht wird (z ; x2).Bevor wir die kanonis
hen Glei
hungen (3.6) in den neuen Koordinatenauswerten, leiten wir eine f�ur das Folgende n�utzli
he Abs
h�atzung her. In derUmgebung der Nullpotentiallinie N2 wird der zug�angli
he Berei
h des Kon-�gurationsraumes | de�niert dur
h die Bedingung VBG � E | mit zuneh-mendem x1 s
hmaler (vgl. Abbildung 3.2). jx2jmax(x1) sei der gr�o�tm�ogli
heBetrag von x2 im zug�angli
hen Berei
h an der Stelle x1. Mit wa
hsendem x1wird jx2jmax(x1) also immer kleiner. Um dies quantitativ zu erfassen, de�nie-ren wir als erstes zE(�) := vuut14�2 � 2� p8E� : (3.10)Wie man der Gl. (3.3) entnehmen kann, parametrisiert zE(�) die im erstenQuadranten re
hts von N2 verlaufende H�ohenlinie des Potentials VBG zumPotentialwert E. Den vertikalen Abstand zwis
hen der Asymptote z = 12�und zE(�) nennen wir �(�):�(�) := 12�� zE(�) : (3.11)
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Abbildung 3.4: Zur N�aherung (3.13) f�ur jx2jmax(x1) bei E = 1:0. Skizziertsind die �Aquipotentiallinien mit VBG = 0 (also N2) und VBG = E sowie diex1-A
hse. Ein Beispiel f�ur jx2jmax(x1) ist mit einer fetten Linie angedeutet;das entspre
hende �(�) ers
heint als d�unne vertikale Linie.Abbildung 3.4 verans
hauli
ht diese Gr�o�en. O�ensi
htli
h gilt f�ur hinrei-
hend gro�e x1: jx2jmax(x1) < ���(x1; x2)� ; (3.12)denn beide H�ohenlinien VBG(�; z) = E verlaufen f�ur gen�ugend gro�e � unter-halb der Asymptote z = 12�, wie wiederum Gl. (3.3) zeigt. �(�) kann na
hPotenzen von 1=� entwi
kelt werden:�(�) = 2� +O  1�2! :Unter Verna
hl�assigung der x2-Abh�angigkeit k�onnen wir � als Funktion vonx1 allein interpretieren, weil na
h Gl. (3.9) f�ur gro�e x1 gilt: � = 2sx1�sx2 �2sx1. Damit erhalten wir f�ur jx2jmax(x1):jx2jmax(x1) < 2� +O 1�2!= 1sx1 +O  1x21! f�ur x1 � 1 : (3.13)Mit Hilfe dieser N�aherung k�onnen wir jetzt untersu
hen, wie si
h die kano-nis
hen Glei
hungen in den neuen Koordinaten darstellen.



3.1. Das Potential VBG 77Aus Gl. (3.6) erhalten wir den folgenden Ausdru
k f�ur �x1:�x1 = �4s2x1 + 2s2x2 � 30s4x21x2 + 5s4x1x22 � 50s6x31x22+ 5s4x32 � 754 s6x21x32 + 27516 s6x1x42 + 7532s6x52� s2x1 n�4� 30s2x1x2 � 50s4x21x22o f�ur x1 � 1 : (3.14)Im letzten S
hritt haben wir die N�aherung (3.13) ausgenutzt, um x2 gegenx1 abzus
h�atzen. Der Inhalt der ges
hweiften Klammer ist wegen derselbenN�aherung kleiner als C := �4 + 6=p5 < 0. Dies beweist s
hlie�li
h, da�die Bewegung in x1-Ri
htung gebunden ist, weil das Teil
hen f�ur gro�e x1eine r�u
ktreibende Kraft erf�ahrt, die st�arker ist als die (harmonis
he) Krafts2Cx1: �x1 <� s2Cx1 f�ur x1 � 1 : (3.15)Insgesamt haben wir damit gezeigt, da� nur auf der z-A
hse ein Ent-wei
hen m�ogli
h ist. In Abbildung 3.5 demonstrieren wir an einem typis
henOrbit den gebundenen Charakter der Bewegung. Es kann gegebenenfalls re
htlange dauern, bis das Teil
hen in den Kan�alen N2;3 zur Umkehr gezwungenwird.3.1.2 Symmetrien und Reversibilit�atWeil VBG nur quadratis
h von � und z abh�angt, ist VBG symmetris
hbez�ugli
h der �- und der z-A
hse:VBG(�; z) = VBG(�;�z)VBG(�; z) = VBG(��; z) : (3.16)Wir nutzen jetzt diese Eigens
haften des Potentials zur Charakterisierungdes dur
h HBG bes
hriebenen Hamilton-Systems aus.Aus der Hamilton-Funktion HBG(�; z; p�; z) = 12 �p2� + p2z�+ VBG(�; z) er-geben si
h die folgenden kanonis
hen Glei
hungen:_� = p�_z = pz_p� = ��VBG�� (�; z)_pz = ��VBG�z (�; z) (3.17)
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z

�Abbildung 3.5: Ein gebundener Orbit in der Brown-Gabrielse-Flas
he bei derEnergie E = 0:6, knapp oberhalb der Sattelpunktsenergie 16=27 � 0:5926.Die �Aquipotentiallinien VBG(�; z) = 0:6 sind als gestri
helte Linien einge-zei
hnet. Entlang N2 ist kein Es
ape m�ogli
h. In dem hier betra
htetenBeispiel wird das Teil
hen s
hlie�li
h bei � � 15 re
ektiert.



3.1. Das Potential VBG 79bzw. _z = F (z) := 0BBBBBBBBBB�
p�pz��VBG�� (�; z)��VBG�z (�; z)

1CCCCCCCCCCA (3.18)
in der S
hreibweise von Abs
hnitt 1.1.2. Dabei haben wir z = (z1; : : : ; z4) 2R4 gesetzt mit z1 = �z2 = zz3 = p�z4 = pz : (3.19)

Na
h [Mo73℄ nennt man ein vierdimensionales dynamis
hes System _z =F (z) reversibel, wenn es eine lineare Abbildung R : R4 ! R4 gibt, f�ur diegilt: R2 = id4 (3.20a)F (Rz) = �RF (z) : (3.20b)Die Abbildung R wird als Re
exion bezei
hnet. Die Bedeutung der Eigen-s
haft (3.20b) liegt darin, da� mit z(t) au
h Rz(�t) eine L�osung von Gl.(3.18) ist, denn es gilt:ddt (Rz(�t)) = �RF (z(�t)) = F (Rz(�t)) : (3.21)Wir bes
hr�anken uns hier auf Re
exionen der FormR = diag (r1; r2; r3; r4)mit reellen ri. Gl. (3.20a) zieht dann ri = �1 na
h si
h, und aus Gl. (3.20b)und den Hamiltons
hen Glei
hungen (3.18) folgt r3 = �r1, r4 = �r2. Au�er-dem ergibt si
h �VBG�� (r1�; z) = r1�VBG�� (�; z)�VBG�z (�; r2z) = r2�VBG�z (�; z) ; (3.22)
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Abbildung 3.6: Zeitumkehrsymmetrie (R1) und Re
exionssymmetrie (R3).weil VBG ein Polynom ist, in dem � und z nur quadratis
h auftreten. Es folgt,da� die folgenden vier Ri Re
exionen f�ur das Brown-Gabrielse-System sind:R1 = diag (1; 1;�1;�1)R2 = diag (1;�1;�1; 1)R3 = diag (�1; 1; 1;�1)R4 = diag (�1;�1; 1; 1) : (3.23)R1 bes
hreibt die Zeitumkehrsymmetrie: Eine Trajektorie im Ortsraum, inumgekehrter Ri
htung dur
hlaufen, ist wiederum eine g�ultige Trajektorie.Denn R1 l�a�t die Ortskoordinaten glei
h und �andert die Vorzei
hen der Im-pulse. Dieser Sa
hverhalt wird in Abbildung 3.6a skizziert. R2 und R3 sindRe
exionssymmetrien, die die Symmetrie des Potentials bzgl. der �- und derz-A
hse wiederspiegeln. R2 entspri
ht im Kon�gurationsraum der Spiegelungder Trajektorie an der �-A
hse und zus�atzli
her Zeitumkehr; entspre
hendesgilt f�ur R3 und die z-A
hse. Abbildung 3.6b verans
hauli
ht R3. Bei R4 han-delt es si
h s
hlie�li
h um eine Punktspiegelung am Ursprung des Kon�gu-rationsraumes.Wir haben damit gefunden, da� mit der L�osung��(t); z(t); p�(t); pz(t)�T (3.24a)au
h ��(�t); z(�t);�p�(�t);�pz(�t)�T (3.24b)��(�t);�z(�t);�p�(�t); pz(�t)�T (3.24
)
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ar�e-S
hnitte 81���(�t); z(�t); p�(�t);�pz(�t)�T (3.24d)���(�t);�z(�t); p�(�t); pz(�t)�T (3.24e)L�osungen der kanonis
hen Glei
hungen sind.Dur
h Kombination zweier Re
exionen kann man weitere L�osungen derkanonis
hen Glei
hungen erhalten. Es sei z(t) eine L�osung von Gl. (3.18).Wir konstruieren daraus mit Hilfe von Gl. (3.21) die neue L�osung Riz(�t),wobei Ri; i = 1; : : : ; 4 eine der Re
exionen aus Gl. (3.23) ist. Die no
hmali-ge Anwendung der Reversibilit�atsbedingung (3.20b) mit Rj ergibt dann dieweitere L�osung RjRiz(t). Eine neue L�osung dieses Typs zei
hnet si
h ge-gen�uber der in Gl. (3.21) bes
hriebenen L�osung Riz(�t) dadur
h aus, da�wir hier keine Zeitumkehr vorzunehmen haben. RjRiz(t) bes
hreibt also ei-ne Trajektorie, die man dur
h Anwendung der Flu�abbildung �t in positiverZeitri
htung erh�alt.Es gibt se
hs M�ogli
hkeiten, jeweils zwei Ri miteinander zu kombinieren:R1R2 = R3R4 = diag (1;�1; 1;�1)R1R3 = R2R4 = diag (�1; 1;�1; 1)R1R4 = R2R3 = diag (�1;�1;�1;�1) : (3.25)Dementspre
hend treten Trajektorien im Phasenraum immer als 4-Tupel vonsimultanen L�osungen dieses Typs auf:��(t); z(t); p�(t); pz(t)�T (3.26a)��(t);�z(t); p�(t);�pz(t)�T (3.26b)���(t); z(t);�p�(t); pz(t)�T (3.26
)���(t);�z(t);�p�(t);�pz(t)�T : (3.26d)F�ur die praktis
he Analyse des Systems sind die hier angespro
henenSymmetrieeigens
haften sehr n�utzli
h. Sie erm�ogli
hen es, den numeris
henAufwand f�ur die Bere
hnung der im na
hfolgenden Abs
hnitt zu bespre
hen-den Poin
ar�e-S
hnitte erhebli
h zu reduzieren.3.2 Poin
ar�e-S
hnitteWir haben die Hamiltons
hen Glei
hungen (3.6) numeris
h integriert, wobeiwir ein Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren der Ordnung 6 mit automatis
her
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heS
hrittweitenanpassung verwendet haben [EnRe87℄.Zur Analyse der so erhaltenen Trajektorien im vierdimensionalen Pha-senraum bedienen wir uns des Hilfsmittels der Poin
ar�e-S
hnitte. Weil dieHamilton-Funktion eine Konstante der Bewegung ist, verl�auft der Flu� aufeiner dreidimensionalen Energie-Hyper
�a
he im Phasenraum. Die S
hnitt-
�a
he, auf der wir eine Poin
ar�e-Abbildung de�nieren k�onnen, ist demna
hzweidimensional.Die Poin
ar�e-Abbildung stellt ein sehr n�utzli
hes Instrument zur Untersu-
hung der Dynamik dar [He83, GuHo83℄. Sie reduziert die Dimension des zuuntersu
henden Problems um eins | hier: von drei auf zwei | und ist des-halb erhebli
h einfa
her zu handhaben als die vollst�andige Flu�abbildung imPhasenraum. Insbesondere die graphis
he Darstellung von Trajektorien wirdvereinfa
ht. Andererseits verliert man dur
h den �Ubergang vom Phasenraumauf die Poin
ar�e-Fl�a
he ni
ht wesentli
h an Information �uber das System,denn die ents
heidenden Strukturen des Flusses im Phasenraum lassen si
hin der Dynamik der Poin
ar�e-Abbildung wieder�nden. Beispielsweise bestehteine eindeutige Korrespondenz zwis
hen periodis
hen Orbits im Phasenraumund Fixpunkten der Poin
ar�e-Abbildung.3.2.1 De�nition der Poin
ar�e-AbbildungDie in Abs
hnitt 3.1 vorgenommene Analyse, insbesondere die Abbildungen3.3 und 3.5, deuteten s
hon darauf hin, da� | zumindest bei Energien unter-halb der Sattelpunktsenergie 16/27 | die Dynamik in der Brown-Gabrielse-Flas
he im Zentralberei
h um N1 herum typis
herweise aus der �Uberlage-rung zweier Oszillationen besteht: einer s
hnellen Oszillation in �-Ri
htungund einer viel langsameren Oszillation in z-Ri
htung. Dieses Verhalten l�a�tsi
h damit begr�unden, da� das Teil
hen in �-Ri
htung s
hon in niedrigster(quadratis
her) Ordnung gebunden ist, anders als in z-Ri
htung:HBG(�; z; p�; pz) = 12 �p2� + �2�+ 12p2z +O �jzj4� : (3.27)Es ist deshalb sinnvoll, als Poin
ar�e-S
hnitt
�a
he � � R4 die (z; pz)-Ebene zu w�ahlen. Genauer haben wir:�E := n(�; z; p�; pz)T 2 R4 ��� � = 0; p� > 0; HBG(0; z; p�; pz) = Eo :(3.28)Dabei sind z, p� und pz ni
ht unabh�angig voneinander w�ahlbar, vielmehr istder Radialimpuls p� aus der Bedingung HBG = E, also
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hnitte 83p�(z; pz) = q2 (E � VBG(0; z))� p2z= q2E � p2z ; (3.29)zu bestimmen. �E ist demna
h dur
h�E = �(0; z; p�; pz)T 2 R4 ��� jpzj < p2E; p� = q2E � p2z� (3.30)gegeben1. Man bea
hte an dieser Stelle no
h, da� wir in der De�nition (3.28)bzw. in Gl. (3.30) p� > 0 fordern, den Fall p� = � = 0 also auss
hlie�en. Diesist sinnvoll, denn die resultierende Dynamik ist in diesem Fall eine geradlinig-glei
hf�ormige Bewegung entlang der z-A
hse und somit uninteressant. Wirbemerken au�erdem, da� �E in z-Ri
htung ni
ht bes
hr�ankt ist, im Einklangmit der M�ogli
hkeit, da� si
h eine Trajektorie im Kon�gurationsraum entlangN1 beliebig weit vom Zentrum entfernen kann.Die Poin
ar�e-Abbildung P ist wie gew�ohnli
h de�niert als die Wieder-kehrabbildung f�ur die Punkte der Poin
ar�e-Fl�a
he:P : �E ! �EP (z) = ��(z)(z) ; (3.31)dabei ist �t der (Phasen-) Flu� des Systems (3.6) und �(z) die Zeit bis zurersten Wiederkehr der in z startenden Trajektorie zur Poin
ar�e-Fl�a
he.Wir de�nieren hier die Poin
ar�e-Fl�a
he und dementspre
hend die Poin-
ar�e-Abbildung nur f�ur Energien E mit 0 < E < VBG(�S; zS) = 16=27. Dennweil VBG ni
ht negativ werden kann, h�atte E = 0 zur Folge, da� die einzi-gen L�osungen der kanonis
hen Glei
hungen Fixpunkte (im Ortsraum auf denKurven N1;2;3 liegend) w�aren | eine triviale Situation mit relativ uninteres-santer Dynamik. Die Sattelpunktsenergie E = 16=27 s
hlie�en wir aus, weiles in diesem Fall Punkte in �E gibt, f�ur die die Wiederkehrzeit unendli
hgro� wird: Die beiden Sattelpunkte S1;2 des Potentials entspre
hen dann Fix-punkten (�S1;2 ; zS1;2 ; 0; 0)T des Flusses �t. F�ur gr�o�ere Energien als 16/27 istni
ht mehr si
hergestellt, da� jede mit � = 0 startende Trajektorie wiederzur Poin
ar�e-Fl�a
he zur�u
kgelangt. Au
h hier sind Singularit�aten, das hei�tUnstetigkeiten der Poin
ar�e-Abbildung zu erwarten.Zun�a
hst ist nun zu �uberpr�ufen, ob die so de�nierte Abbildung P die An-forderungen erf�ullt, die man gew�ohnli
h an eine Poin
ar�e-Abbildung stellt. So1Eine andere m�ogli
he Wahl f�ur die �E w�are die (�; p�)-Ebene. Au
h hiermit erhielteman eine g�ultige Poin
ar�e-Abbildung mit endli
hen Wiederkehrzeiten. Es erg�abe si
h aberder f�ur die praktis
he numeris
he Untersu
hung gravierende Na
hteil, da� diese Wieder-kehrzeiten sehr viel gr�o�er w�aren.
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as
hefordert man beispielsweise, da� der Flu� �t die Poin
ar�e-Fl�a
he �uberall trans-versal s
hneidet und da� jeder Punkt z 2 �E dur
h den Flu� na
h endli
herZeit �(z) wieder auf �E abgebildet wird. Die erste Bedingung stellt si
her,da� P stetig und gegebenenfalls sogar di�erenzierbar ist [PaMe82℄. Und nurwenn die Wiederkehrzeit �(z) f�ur alle z endli
h ist, kann man si
her sein, da�die vollst�andige Dynamik dur
h die Poin
ar�e-Abbildung repr�asentiert wird.Um diese Eigens
haften zu �uberpr�ufen, untersu
hen wir die Radialbe-s
hleunigung _p�. Na
h Gl. (3.6
) gilt_p� = �� �1 + 12 �z2 � 14�2�� �1 + 12 �z2 � 34�2�� : (3.32)Im zentralen Teil des Ortsraumes, der dur
h die �Aquipotentiallinien mit derSattelpunktsenergie 16/27 begrenzt ist, sind die dur
h die beiden e
kigenKlammern gegebenen Faktoren gr�o�er als null: Nullsetzen der ersten Klam-mer, 1 + 12 �z2 � 14�2� = 0, ergibt die Darstellung (3.5b) der Nullpotentialli-nien N2;3; deshalb liegen diejenigen Punkte (�; z), f�ur die die erste Klammerkleiner als null wird, re
hts von N2 und links von N3 im Ortsraum. Die Punk-te (�; z), f�ur die die zweite Klammer vers
hwindet, ergeben Kurven �ahnli-
her Gestalt, die die �-A
hse in den Sattelpunkten S1;2 s
hneiden und si
hebenfalls zu gro�en j�j-Werten hin �o�nen. Insgesamt gilt also f�ur den unsinteressierenden Teil des Phasenraumes _p� >< 0, falls � <> 0 ist. Dies beweistdie R�u
kkehr aller Trajektorien zur z-A
hse na
h jeweils endli
her Zeit. DerS
hnitt der Trajektorien mit dieser A
hse ist transversal, denn w�are p� = 0auf der z-A
hse, so verliefe der gesamte Orbit auf dieser A
hse, und sol
heOrbits haben wir von vornherein ausges
hlossen. Damit haben wir s
hlie�li
hau
h gezeigt, da� �E transversal vom Flu� �t ges
hnitten wird.Na
h diesen Vorbereitungen k�onnen wir uns der numeris
hen Analyse derBrown-Gabrielse-Magnet
as
he zuwenden und den Na
hweis daf�ur f�uhren,da� die Dynamik dieses Systems unter gewissen Bedingungen 
haotis
h ist.3.2.2 Numeris
her Na
hweis der Ni
htintegrabilit�atDie in Abs
hnitt 3.1.2 bespro
henen Symmetrieeigens
haften der Brown-Gabrielse-Magnet
as
he erm�ogli
hen es, die Iteration der Poin
ar�e-Abbildung und die graphis
he Darstellung der Resultate sehr e�ektiv dur
h-zuf�uhren.Zun�a
hst de�nieren wir zur Vereinfa
hung der Notations :=  zpz! : (3.33)
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hreibt in eindeutiger Weise einen Punkt in der Poin
ar�e-Fl�a
he. Wirw�ahlen einen Startwert s0 2 �E und bere
hnen einen Orbit fsi 2 �E; i � 0gdur
h Iteration von P :si =  zipz;i! := P i(s) ; i � 0 : (3.34)Der Poin
ar�e-S
hnitt | au
h: Poin
ar�e-Plot | entsteht aus der Darstellungder Punkte si mehrerer sol
her Orbits in der Poin
ar�e-Fl�a
he.Indem wir die in Abs
hnitt 3.1.2 diskutierten Symmetrien ausnutzen,k�onnen wir ohne gro�en Aufwand erhebli
h mehr Punkte in den Poin
ar�e-Plot eintragen als ledigli
h die si: Zun�a
hst entnehmen wir aus (3.26
), da�wir die Bedingung p� > 0 bei der Erstellung des Poin
ar�e-Plots gar ni
htanwenden m�ussen. Denn (3.26
) besagt, da� aus der Existenz des Orbits(3.34) au
h die Existenz eines anderen Orbits in �E folgt, der die glei
henKoordinaten z und pz hat, si
h aber in p� um ein Vorzei
hen von (3.34) un-ters
heidet. Damit k�onnen wir jeden Dur
hsto�punkt der Trajektorie �t(s0))dur
h die Poin
ar�e-Fl�a
he im Poin
ar�e-Plot markieren.Aus (3.26b) s
hlie�en wir, da� au
h der am Ursprung von �E punktge-spiegelte Orbit ein anderer g�ultiger Orbit von P ist. An (3.24b,3.24
) sehenwir s
hlie�li
h, da� wir weitere g�ultige Orbits in �E erhalten, indem wir diePunkte von (3.34) an der z- und der pz-A
hse spiegeln. Denn die Verfol-gung des Flusses in negativer Zeitri
htung, die in (3.24) dur
h den Para-meter (�t) angedeutet wird, entspri
ht der Iteration der Inversen P�1 derPoin
ar�e-Abbildung. Die Existenz dieser Inversen ist ganz allgemein dadur
hsi
hergestellt, da� man den Flu� eines Di�erentialglei
hungssystems immersowohl in positiver als au
h in negativer Zeitri
htung verfolgen kann.Wir haben Poin
ar�e-S
hnitte f�ur vers
hiedene Energien unterhalb der Sat-telpunktsenergie 16/27 dur
hgef�uhrt. Die Ergebnisse dieser numeris
hen Un-tersu
hungen sind in den Abbildungen 3.7 bis 3.14 dargestellt; dabei habenwir die oben angespro
henen Symmetrien des Systems ausgenutzt. Insge-samt ergibt si
h beim Erh�ohen des Systemparameters Energie ein typis
hesKAM-Szenario.Die Kolmogorov-Arnold-Moser-Theorie | kurz: KAM-Theorie2 |ma
htAussagen dar�uber, wel
he Tori eines integrablen Hamilton-Systems unter ei-ner kleinen St�orung erhalten bleiben, wobei Deformationen der erhaltenenTori m�ogli
h sind. Zun�a
hst stellen wir fest, da� bei einem vierdimensionalenintegrablen Hamilton-System die gebundenen Trajektorien auf zweidimensio-nalen Tori im Phasenraum verlaufen. Im Poin
ar�e-S
hnitt zeigen si
h diese2Ausf�uhrli
he Darstellungen dieser wi
htigen Theorie �ndet man beispielsweise in [S
89,LiLi92, GuHo83, Ar89℄.
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zAbbildung 3.7: Poin
ar�e-Plot f�ur die Brown-Gabrielse-Magnet
as
he beider Energie E = 0:01. F�ur 40 �aquidistante Startwerte auf der positivenpz-A
hse wurde die Poin
ar�e-Abbildung jeweils 3000-mal iteriert. Der Randder Poin
ar�e-Fl�a
he ist mit dur
hgezogenen Linien markiert.
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zAbbildung 3.8: Poin
ar�e-Plot f�ur die Brown-Gabrielse-Magnet
as
he beider Energie E = 0:10. F�ur 40 �aquidistante Startwerte auf der positivenpz-A
hse wurde die Poin
ar�e-Abbildung jeweils 3000-mal iteriert. Der Randder Poin
ar�e-Fl�a
he ist mit dur
hgezogenen Linien markiert.
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zAbbildung 3.9: Poin
ar�e-Plot f�ur die Brown-Gabrielse-Magnet
as
he beider Energie E = 0:20. F�ur 40 �aquidistante Startwerte auf der positivenpz-A
hse wurde die Poin
ar�e-Abbildung jeweils 2000-mal iteriert. Der Randder Poin
ar�e-Fl�a
he ist mit dur
hgezogenen Linien markiert.
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zAbbildung 3.10: Poin
ar�e-Plot f�ur die Brown-Gabrielse-Magnet
as
he beider Energie E = 0:30. F�ur 40 �aquidistante Startwerte auf der positivenpz-A
hse wurde die Poin
ar�e-Abbildung jeweils 3000-mal iteriert. Der Randder Poin
ar�e-Fl�a
he ist mit dur
hgezogenen Linien markiert.
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zAbbildung 3.11: Poin
ar�e-Plot f�ur die Brown-Gabrielse-Magnet
as
he beider Energie E = 0:40. F�ur 40 �aquidistante Startwerte auf der positivenpz-A
hse wurde die Poin
ar�e-Abbildung jeweils 3000-mal iteriert. Der Randder Poin
ar�e-Fl�a
he ist mit dur
hgezogenen Linien markiert.
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zAbbildung 3.12: Poin
ar�e-Plot f�ur die Brown-Gabrielse-Magnet
as
he beider Energie E = 0:50. F�ur 40 �aquidistante Startwerte auf der positivenpz-A
hse wurde die Poin
ar�e-Abbildung jeweils 3000-mal iteriert. Der Randder Poin
ar�e-Fl�a
he ist mit dur
hgezogenen Linien markiert.
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zAbbildung 3.13: Poin
ar�e-Plot f�ur die Brown-Gabrielse-Magnet
as
he beider Energie E = 0:55. F�ur 40 �aquidistante Startwerte auf der positivenpz-A
hse wurde die Poin
ar�e-Abbildung jeweils 3000-mal iteriert. Der Randder Poin
ar�e-Fl�a
he ist mit dur
hgezogenen Linien markiert.
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zAbbildung 3.14: Poin
ar�e-Plot f�ur die Brown-Gabrielse-Magnet
as
he bei derEnergie E = 0:59, knapp unterhalb der Sattelpunktsenergie 16=27 � 0:5926.F�ur 40 �aquidistante Startwerte auf der positiven pz-A
hse wurde diePoin
ar�e-Abbildung jeweils 3000-mal iteriert. Der Rand der Poin
ar�e-Fl�a
heist mit dur
hgezogenen Linien markiert.
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as
heTori als invariante Linien | man verglei
he hierzu die konzentris
hen ge-s
hlossenen Kurven in Abbildung 3.7 3. Die Dynamik auf jedem dieser Toriwird dur
h zwei Frequenzen 
harakterisiert. Das System erf�ullt die KAM-Bedingung, wenn das Verh�altnis der beiden Frequenzen, die Windungszahl,"hinrei
hend irrational\ ist. Wir wollen diese Bedingung hier ni
ht genauerangeben, weisen aber darauf hin, da� die KAM-Bedingung bei zunehmen-der St�orung im allgemeinen strenger wird. Wenn die KAM-Bedingung undeinige weitere "te
hnis
he\ Bedingungen erf�ullt sind, dann besagt das KAM-Theorem, da� der entspre
hende Torus trotz der St�orung des Systems erhal-ten bleibt.Im Fall einer rationalen Windungszahl r=s k�onnen wir angeben, was mitder entspre
henden invarianten Linie ges
hieht, deren Persistenz ja geradeni
ht dur
h das KAM-Theorem si
hergestellt wird. Hier gilt das Theoremvon Poin
ar�e und Birkho�: Unter einer St�orung bri
ht der "rationale Torus\auf und es entstehen ks elliptis
he und ks hyperbolis
he s-periodis
he Punkteder Poin
ar�e-Abbildung. Dabei ist k eine nat�urli
he Zahl; meistens gilt k = 1[He83℄. Die 2ks neu entstandenen periodis
hen Punkte be�nden si
h dortin der Poin
ar�e-Fl�a
he, wo vorher die no
h ni
ht aufgebro
hene invarianteLinie lag. Zwis
hen jeweils zwei elliptis
hen Punkten liegt ein hyperbolis
herPunkt. Eine Poin
ar�e-Birkho�-Kette| au
h: "Inselkette\ | ist entstanden.Jeder elliptis
he periodis
he Punkt einer Poin
ar�e-Birkho�-Kette ist sei-nerseits wieder von invarianten Linien zweiter Ordnung umgeben. Diese Li-nien unterliegen ebenfalls dem KAM- und dem Poin
ar�e-Birkho�-Theorem,bre
hen bei weiter vergr�o�erter St�orung auf und bilden Inselketten zweiterOrdnung. Dur
h Fortsetzung dieses Szenarios ergibt si
h eine sehr kompli-zierte ineinander ges
ha
htelte Struktur aus invarianten Linien, elliptis
henund hyperbolis
hen periodis
hen Punkten. Wegen der auf komplexe Wei-se ineinander verwobenenen stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten4 derhyperbolis
hen periodis
hen Punkte ist die Dynamik in der Umgebung die-ser Punkte ho
hgradig kompliziert und h�angt sensibel von den Anfangsbe-dingungen des betra
hteten Orbits ab. Deswegen werden diese Gebiete als"sto
hastis
he Gebiete\ bezei
hnet. Sie sind f�ur die 
haotis
he Komponenteder Bewegung verantwortli
h und zeigen si
h im Poin
ar�e-Plot als Berei
he3Das in Abbildung 3.7 dargestellte System, die Brown-Gabrielse-Magnet
as
he bei derEnergie E = 0:01, ist mit Si
herheit ni
ht mehr integrabel. Wie weiter unten erkl�artwird, sind aber wegen des no
h geringen Wertes des St�orparameters E erst verglei
hsweisewenige invariante Tori aufgebro
hen, und die s
hon entstandenen Inselketten sind no
hsehr s
hmal. Deshalb unters
heidet si
h der in dieser Abbildung dargestellte Poin
ar�e-Plot ni
ht wesentli
h von dem eines wirkli
h integrablen Systems.4Die S
hnittpunkte der stabilen und der instabilen Mannigfaltigkeit eines hyperboli-s
hen periodis
hen Punktes werden homokline Punkte genannt; S
hnittpunkte von stabilenund instabilen Mannigfaltigkeiten, die zu unters
hiedli
hen periodis
hen Punkten geh�oren,hei�en heterokline Punkte. Die Dynamik in der Umgebung dieser Punkte ist ein Paradigmaf�ur die 
haotis
he Dynamik eines ni
htintegrablen Hamilton-Systems.
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heinbar regellos verteilten Punkten. O�ensi
htli
h existieren in densto
hastis
hen Gebieten nur no
h sehr wenige oder sogar gar keine invari-anten Linien. Demna
h verl�auft die entspre
hende Dynamik im Phasenraumtypis
herweise ni
ht auf 2-Tori, und das System ist ni
ht integrabel.Das oben bes
hriebene KAM-Szenario l�a�t si
h eindeutig in unseren Ab-bildungen 3.7 bis 3.14 wieder�nden. Trotz gr�o�er werdender St�orung bleibeninvariante Linien erhalten (man spri
ht von "KAM-Linien\), andererseitsnimmt deren Anzahl mit wa
hsendem E ab, w�ahrend die KAM-Bedingung(vermutli
h) strenger wird. Man erkennt au
h die Entstehung von Poin-
ar�e-Birkho�-Ketten erster und zweiter Ordnung. Die Inselketten dritter undh�oherer Ordnung sind in der Regel bereits so klein, da� man sie in den ge-zeigten Abbildungen ni
ht mehr erkennen kann. Wir haben somit anhand derPoin
ar�e-Plots einen numeris
hen Na
hweis f�ur die Existenz sto
hastis
herGebiete und damit f�ur die Ni
htintegrabilit�at des Systems erbra
ht.Es ist an dieser Stelle wi
htig festzuhalten, da� wir f�ur das Brown-Gabrielse-System zwar einerseits ein typis
hes KAM-Szenario �nden, ande-rerseits aber weder eine Zerlegung in einen integrablen und einen St�oran-teil der Hamilton-Funktion angeben, no
h die KAM-Bedingung �uberpr�ufenk�onnen. Unsere Ergebnisse werden also ni
ht dur
h das KAM-Theorem er-kl�art! Es ist aber von Robinson [Ro70℄, Zehnder [Ze73℄ und Newhouse [Ne77℄gezeigt worden, da� das oben bes
hriebene KAM-Szenario ganz allgemeineine ri
htige Bes
hreibung der Situation in der N�ahe eines elliptis
hen Fix-punktes ist, au
h wenn die Bedingungen des KAM-Theorems ni
ht erf�ulltsind. In jedem ni
htintegrablen System sind die elliptis
hen Fixpunkte voninvarianten Linien umgeben, auf denen die Bewegung quasiperiodis
h, al-so regul�ar ist. Dar�uber hinaus existieren ebenfalls immer Poin
ar�e-Birkho�-Ketten aus elliptis
hen und hyperbolis
hen periodis
hen Punkten, die dieFixpunkte ums
hlie�en. Damit ist au
h im ni
htintegrablen allgemeinen Fallsi
hergestellt, da� es sto
hastis
he Gebiete und die das KAM-Szenario kenn-zei
hnende Koexistenz von regul�arer und 
haotis
her Dynamik gibt.Wir bemerken an dieser Stelle no
h, da� der Ursprung s = (0; 0)Tder Poin
ar�e-Fl�a
he f�ur alle E ein Fixpunkt der Poin
ar�e-Abbildung ist.Denn startet man einen Orbit mit der Anfangsbedingung z(t = 0) =�0; 0;p2E; 0�T , dann erh�alt man aus Gl. (3.6) z(t) = pz(t) = 0 f�ur alleZeiten. Der Orbit verl�a�t demna
h die �-A
hse nie, so da� f�ur alle seineS
hnittpunkte mit der z-A
hse s = (0; 0)T gilt. Besondere Bea
htung ver-dient die Entwi
klung des Stabilit�atstypus dieses Fixpunktes: Bei niedrigenEnergien handelt es si
h nat�urli
h um einen elliptis
hen Fixpunkt. Bei einerknapp unterhalb von E = 0:4 liegenden Energie verwandelt er si
h in eineninstabilen Fixpunkt, um dann bei einem Energiewert zwis
hen E = 0:5 undE = 0:55 wieder stabil zu werden. Man verglei
he hierzu die Abbildungen3.11, 3.12 und 3.13.
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heNa
hdem wir uns in diesem Kapitel einen qualitativen �Uberbli
k �uberdie Dynamik in der Brown-Gabrielse-Magnet
as
he vers
ha�t haben, giltes nun, den in Kapitel 1 entwi
kelten Formalismus der Normalformentheo-rie anzuwenden. Wir werden im folgenden Kapitel sehen, da� es in der Tatm�ogli
h ist, mit seiner Hilfe weitergehende Informationen �uber unser Systemzu erhalten.



Kapitel 4
Normalform und Quasiintegralder Brown-Gabrielse-Magnet-
as
he
In Kapitel 1 haben wir die Theorie der Normalformen und Quasiintegrale f�urHamilton-Systeme diskutiert. Die si
h ans
hlie�enden Kapitel 2 und 3 dientender Einf�uhrung der magnetis
hen Flas
hen und der Diskussion eines typi-s
hen Vertreters dieser Systemklasse, der Brown-Gabrielse-Magnet
as
he,mit konventionellen Methoden. In diesem Kapitel f�uhren wir die beidenStr�ange zusammen und benutzen die Dragt-Finn-Stegemertens
he Normal-formentheorie, um die Brown-Gabrielse-Flas
he eingehender zu analysieren.Zun�a
hst betra
hten wir ganz allgemein den f�ur Magnet
as
hen typis
henquadratis
hen Term der Hamilton-Funktion und diskutieren ausf�uhrli
h diein diesem Fall dur
hzuf�uhrende Normalformtransformation. Wir erhalten f�urdie Brown-Gabrielse-Flas
he ein Quasiintegral, das wir bis zur vierzehntenOrdnung angeben. Dieses "zweite Integral\ erweist si
h als sehr n�utzli
h so-wohl zur Analyse einzelner Trajektorien in unserer Modell
as
he, als au
hzur Charakterisierung ausgedehnter Gebiete der Poin
ar�e-Fl�a
he. S
hlie�li
hs
hlagen wir drei neue Verfahren vor, mit deren Hilfe man | unter Benut-zung des Quasiintegrals | Poin
ar�e-S
hnitte detaillierter untersu
hen undverstehen kann.

97



98 Kapitel 4. Normalform und Quasiintegral der Brown-Gabrielse-Flas
he4.1 Transformation auf Normalform undBere
hnung des QuasiintegralsIn diesem Abs
hnitt konkretisieren wir die �Uberlegungen des Abs
hnitts1.2.4 bzw. des Anhanges A und bere
hnen das formale DFS-Integralder Brown-Gabrielse-Magnet
as
he. Zuvor bes
hreiben wir die wesentli-
hen Details der Normalisierungsprozedur f�ur die Brown-Gabrielse-Hamilton-Funktion (3.1).4.1.1 Die NormalformtransformationDer quadratis
he Anteil von HBG istH2(�; z; p�; pz) = 12 ��2 + p2� + p2z� (4.1)| wir lassen den Index BG f�ur den Rest dieses Abs
hnitts zur Vereinfa
hungfort. Au
h die anderen beiden in Kapitel 2 vorgestellten Modellsysteme sindvon diesem Typ.Wir setzen z = 0BB� z1z2z3z4 1CCA := 0BB� z�pzp� 1CCA : (4.2)Diese Zuordnung bedeutet eine Vertaus
hung der �- und der z-Komponentengegen�uber Gl. (3.19) in Kapitel 3. Wir ziehen im vorliegenden Kapitel 4 diein Gl. (4.2) verwendete De�nition vor, weil sie der in der Literatur �ubermagnetis
he Flas
hen [DrFi79, St91℄ �ubli
hen Notation entspri
ht.H2, ausgedr�u
kt in den neuen Koordinaten zi, nimmt dann die folgendeForm an: H2(z1; z2; z3; z4) = 12 �z22 + z23 + z24� : (4.3)Anstatt aber diese zweidimensionale Hamilton-Funktion zu diskutieren, ge-hen wir f�ur die folgenden �Uberlegungen zu der Verallgemeinerung (1.105)von Gl. (4.3) �uber [DrFi79℄:H2(z) = lX�=1 12z2n+� + nX�=l+1 !�2 �z2� + z2n+�� : (4.4)F�ur l = 1, n = 2 und !2 = 1 erhalten wir hieraus wieder Gl. (4.3).Wir nennen ein H, dessen quadratis
her Anteil die Form (4.4) mit l � 1hat, eine Magnet
as
hen-Hamilton-Funktion. Selbstverst�andli
h bleibt aber



4.1. Normalformtransformation und Quasiintegralbere
hnung 99dieser Typ von Hamilton-Funktion ni
ht nur den magnetis
hen Flas
hen vor-behalten. Die Benennung deutet ledigli
h an, da� die in der Theorie der ma-gnetis
hen Flas
hen auftretenden Hamilton-Funktionen typis
herweise die inGl. (4.4) bes
hriebene Gestalt annehmen | zum Beispiel haben alle dreiin Kapitel 2 vorgestellten Modellsysteme Hamilton-Funktionen dieses Typs.Ans
hauli
h bes
hreiben die ersten l Summanden des Magnet
as
hen-H2 ei-ne (in niedrigster Ordnung) freie Bewegung, wogegen die restli
hen n � lSummanden harmonis
he Oszillatoren mit der Frequenz !� darstellen.Magnet
as
hen-Hamilton-Funktionen k�onnen ni
ht mit der Gustavson-s
hen Normalformentheorie untersu
ht werden, denn die wesentli
he Voraus-setzung (1.61) ist ni
ht erf�ullt: Um dieser Voraussetzung zu gen�ugen, m�u�tel = 0 sein, und diesen Fall s
hlie�en wir hier gerade aus. Erst mit der DFS-Theorie wird demna
h der Normalformenkalk�ul auf die hier betra
htete Sy-stemklasse anwendbar.Die in den Abs
hnitten 1.2.2 und 1.2.3 diskutierte Transformation aufDFS-Normalform mu� an dieser Stelle ni
ht mehr ausf�uhrli
h bes
hriebenwerden. Zur Erinnerung wiederholen wir hier nur diejenigen Aspekte, diesi
h bei der praktis
hen Dur
hf�uhrung als problematis
h erweisen. Bei je-dem S
hritt der Normalformtransformation m�ussen wir zur L�osung der ho-mologis
hen Glei
hung Gm = Hm � Am(Fm) den Grad m-Anteil Hm derHamilton-Funktion H = Pk�3Hk in die SummeHm = H 0m +H 00m (4.5a)zerlegen, wobei f�ur die beiden Summanden gilt:H 0m 2 Ker (A�m) (4.5b)H 00m 2 Im (Am) : (4.5
)Die Lie-Transformation, die die alte Hamilton-Funktion H in die neueHamilton-Funktion G transformiert, wobei G in DFS-Normalform bis zumGrad m ist, lautet dann G = exp(adFm)(H) ; (4.6a)mit der aus H 00m = Am (Fm) (4.6b)zu bestimmenden Erzeugenden Fm.Bei der Bestimmung eines Urbildes Fm von H 00m handelt es si
h um einni
httriviales Problem. Man hat hier zwar "nur\ ein lineares Glei
hungssy-stem zu l�osen, was beispielsweise mit dem Gau�s
hen Eliminationsverfahrenimmer gelingt, aber die Dimension des Problems ist sehr gro�: dimLm =
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he�2n+m�12n�1 �. Man hat demna
h Hunderte oder sogar Tausende von linearenGlei
hungen glei
hzeitig zu erf�ullen. Dies stellt bis heute au
h f�ur die m�a
htig-sten Systeme der symbolis
hen Computer-Algebra ein s
hwieriges Problemdar, denn die Invertierung einer (d; d)-Matrix ben�otigt typis
herweise O(d3)Re
henoperationen [St89℄. Andererseits wollen wir um der Re
hengenauigkeitwillen kein numeris
hes N�aherungsverfahren (Iterationsverfahren) verwen-den. Im folgenden stellen wir ein Verfahren dar, mit dem wir den Re
henauf-wand f�ur die Invertierung von Am drastis
h reduzieren k�onnen, indem wirdie spezielle Struktur des Problems ausnutzen und es auf ein wesentli
h ein-fa
heres zur�u
kf�uhren. Damit k�onnen wir Gl. (4.6b) verglei
hsweise s
hnellund sehr genau l�osen und somit die Normalformtransformation dur
hf�uhren.F�ur die Darstellung des Di�erentialoperatorsAm gem�a� Gl. (1.91) ben�oti-gen wir als erstes die Hamilton-Matrix L:L = J Hess (H2(z))
=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
0n 1 0 � � � 00 . . . 1 . . . ...... . . . !l+1 . . . 00 � � � 0 !n0 0 � � � 00 . . . 0 . . . ...... . . .�!l+1 . . . 00 � � � 0 �!n 0n

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
: (4.7)

Um mit dieser unhandli
hen (2n; 2n)-Matrix besser arbeiten zu k�onnen,transformieren wir sie auf eine einfa
here Gestalt. Vor einer �ahnli
hen Aufga-be standen wir s
hon einmal, in Abs
hnitt 1.2.2. Dort galt es, die Zerlegung(1.68) des Vektorraumes Lm na
hzuweisen, was dur
h die Transformation(1.73) gelang, die den Di�erentialoperator Am im Rahmen der Gustavson-Theorie diagonalisiert. Am wurde mittels Gl. (1.73) auf Diagonalgestalt ge-bra
ht, weil diese Transformation die Hamilton-Matrix L diagonalisierte, undAm gem�a� Gl. (1.91) direkt aus L hervorgeht: Am(�) = Dz(�)�Lz.Wir �ubertragen diese Idee jetzt auf die magnetis
hen Flas
hen. Im allge-meinen ist ni
ht zu erwarten, da� L diagonalisierbar ist. Wir k�onnen L aberimmer in Jordans
he Normalform (in ihrer komplexen Version) �uberf�uhren.L und damit au
h Am werden dadur
h in einem gewissen Sinne so einfa
hwie m�ogli
h, so da� si
h diese Transformation als erster S
hritt der Analyseanbietet.Zun�a
hst entkoppeln wir L in einen Anteil, der dem Gustavsons
hen H2
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hnung 101entspri
ht (gekennzei
hnet dur
h die Frequenzen !�), und in den Anteil derfreien Bewegung, der dur
h die 12p2�-Anteile der Hamilton-Funktion bes
hrie-ben wird. Daf�ur verwenden wir die (2n; 2n)-Permutationsmatrix P :
P = 0BB� eTi1...eTi2n 1CCA mit i =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
1...ln+ 1...n + ll + 1...nn+ l + 1...2n

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
2 N2n ; (4.8)

die ei sind die kanonis
hen Basisvektoren des R2n. Man �uberzeugt si
h lei
htdavon, da� Linksmultiplikation einer (2n; 2n)-Matrix L mit P die Zeilen vonL in der folgenden Weise vertaus
ht: Die i1-te Zeile wird zur ersten Zeile, diei2-te Zeile wird zur zweiten Zeile usw. Re
htsmultiplikation von L mit P Tbewirkt entspre
hend die Permutation der Spalten von L.Die Anwendung von P auf die Hamilton-Matrix L ergibt:~L = PLP T=  ~N 00 ~D ! (4.9a)mit der (2l; 2l)-Matrix ~N und der (2n� 2l; 2n� 2l)-Matrix ~D:~N = 0� 0l idl0l 0l 1A (4.9b)
~D =

0BBBBBBBBBBBBBBBBB�
0n�l !l+1 0 � � � 00 !l+2 . . . ...... . . . . . . 00 � � � 0 !n�!l+1 0 � � � 00 �!l+2 . . . ...... . . . . . . 00 � � � 0 �!n 0n�l

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA : (4.9
)
Die damit errei
hte Entkopplung der Anteile ~N und ~D von ~L erlei
htert dieJordanisierung von L erhebli
h, weil nun beide Teilmatrizen ~N und ~D ge-trennt auf Jordans
he Normalform gebra
ht werden k�onnen. Auf die Matrix
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he~N mu� dazu ledigli
h eine weitere Zeilen- und Spaltenpermutation ange-wandt werden, um die Einsen in die erste Nebendiagonale zu vers
hieben.~D wird dur
h eine zu Gl. (1.73) analoge Transformation diagonalisiert. Wirerhalten: ~~L = X� ~LX (4.10a)mit ~~L = diag �0 10 0� ; : : : ;�0 10 0�| {z }l-mal ; i!l+1; : : : ; i!n;�i!l+1; : : : ;�i!n! (4.10b)und
X� =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

eT1eTl+1eT2eTl+2...eTleT2l1p2 �eT2l+1 � ieTn+l+1�...1p2 �eTn+l � ieT2n�1p2 ��ieT2l+1 + eTn+l+1�...1p2 ��ieTn+l + eT2n�

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
: (4.10
)

Insgesamt gilt dann f�ur die Jordan-Normalform der Hamilton-Matrix L~~L =M�LM (4.11a)mit der in Gl. (4.10b) angegebenen Jordan-Matrix ~~L und der Transformati-onsmatrix
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M� = X�P =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

eT1eTn+1eT2eTn+2...eTleTn+l1p2 �eTl+1 � ieTn+l+1�...1p2 �eTn � ieT2n�1p2 ��ieTl+1 + eTn+l+1�...1p2 ��ieTn + eT2n�

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
; (4.11b)

die L in ~~L �uberf�uhrt. Die unit�are Matrix M geht dur
h Transposition undkomplexe Konjugation aus M� hervor: M = P TX.Wie Gl. (4.10b) zeigt, sind der nilpotente Anteil von ~~L dur
h die Matrizen�0 10 0� und der diagonalisierbare Anteil dur
h die Eigenwerte �i!� gekenn-zei
hnet. Dementspre
hend haben wir f�ur den diagonalisierbaren Anteil Dund den nilpotenten Anteil N von L:
D =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
0n 0 0 � � � 00 . . . 0 . . . ...... . . . !l+1 . . . 00 � � � 0 !n0 0 � � � 00 . . . 0 . . . ...... . . .�!l+1 . . . 00 � � � 0 �!n 0n

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
(4.12a)
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he
N = 0BBBBBBBBBBBB� 0n 1 0 � � � 00 . . . 1 . . . ...... . . . 0 . . . 00 � � � 0 00n 0n

1CCCCCCCCCCCCA ; (4.12b)
so da� wir die explizite Gestalt der Jordan-Chevalley-ZerlegungL = D + S (4.12
)gefunden haben.Mit Gl. (4.12a) ist dann au
h der Na
hweis erbra
ht, da� das vonDragt und Finn gefundene IDF (siehe Gl. (1.106)) wirkli
h ein Integralder Bewegung f�ur in DFS-Normalform be�ndli
he Magnet
as
hen-Hamilton-Funktionen ist, denn es gilt:IDFS(z) = 12z� �J�1Dz�= 12z� �diag�0; : : : ; 0; !l+1; : : : ; !n; 0; : : : ; 0; !l+1; : : : ; !n�z�= nX�=l+1 !�2 �z2� + z2n+�� (4.13)= IDF(z) :Das formale Integral der Brown-Gabrielse-Magnet
as
he ist demna
hIBG(z) = 12 �z22 + z24� = 12 ��2 + p2�� : (4.14)Wenn man ledigli
h an dem Integral der Bewegung f�ur Magnet
as
heninteressiert w�are, dann w�aren die oben dargestellten langwierigen Umformun-gen unn�otig, denn einerseits kann man der Matrix ~L s
hon fast "ansehen\,wie ihr diagonalisierbarer Anteil bes
ha�en ist | auf diese Weise wird dasIntegral IDF beispielsweise in [St91℄ gefunden. Andererseits k�onnte man au
hdie Ergebnisse des Anhanges A anwenden und damit IBG sofort aus derHamilton-Funktion (4.4) ablesen, ohne L �uberhaupt bere
hnen zu m�ussen.Unabh�angig von der Bestimmung des DFS-Integrals ist aber die dur
hMgegebene Koordinatentransformation ein n�utzli
hes Hilfsmittel f�ur die Inver-tierung von Am, die f�ur die L�osung von Gl. (4.6b) ben�otigt wird. Dies wirddeutli
h, wenn man die Transformationz 7! ~z =M�z (4.15)
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hnung 105dur
hf�uhrt. Der Operator Am, den wir in den neuen Koordinaten ~z mit ~Ambezei
hnen, ist na
h dieser Transformation sehr viel einfa
her, weil L dur
h(4.15) in das einfa
here ~~L �uberf�uhrt wird.Wir notieren Am zun�a
hst in den alten Koordinaten z:Am(�) = f�; H2(z)g ���Lm= 24 lX�=1 zn+� ��z� (�) + nX�=l+1!�  zn+� ��z� (�)� z� ��zn+� (�)!35Lm: (4.16)Die Anwendung der Transformation (4.15) ergibt dann na
h einer Re
hnung,die v�ollig analog zu der Bere
hung von ~Am in Gl. (1.74) verl�auft:~Am = 24 lX�=1 ~z2� ��~z2��1 + nX�=l+1 i!�  ~zl+� ��~zl+� � ~zn+� ��~zn+�!35Lm : (4.17)Dur
h (4.15) ist mit L au
h Am "so weit wie m�ogli
h diagonalisiert\ wor-den, wie man der zweiten Summe entnehmen kann. Wir gehen auf Seite 106anhand eines Beispiels genauer auf diese Eigens
haft von ~Am ein.Um uns ein genaueres Bild von der Wirkungsweise von ~Am zu vers
ha�en,wenden wir den Operator auf einen der Basisvektoren ~zj von Lm an:~Am �~zj� = lX�=1 j2��1 ~z2�~z2��1 ~zj + nX�=l+1 i!� (j�+l � j�+n) ~zj : (4.18)Wir interpretieren f�ur das Folgende die Basisvektoren ~zj von Lm als die kano-nis
hen Basisvektoren des Cd mit d = �2n+m�12n�1 � und sehen dementspre
hend~Am als die (d; d)-Matrix, die die Elemente von Cd gem�a� Gl. (4.18) abbil-det. Der Einfa
hheit halber bezei
hnen wir also den Di�erentialoperator ~Amund seine Matrixdarstellung mit dem glei
hen Symbol ~Am. Gl. (4.18) besagtdann, da� der zweite Summand den Eintrag Pn�=l+1 i!� (j�+l � j�+n) auf derDiagonalen der Matrix ergibt, wohingegen der erste Summand mehrere vonnull vers
hiedene Au�erdiagonalkomponenten von ~Am zur Folge hat.Bevor wir ~Am weiter analysieren k�onnen, m�ussen wir no
h festlegen, inwel
her Reihenfolge die Monome ~zj den kanonis
hen Basisvektoren des Cdzugeordnet werden. Wir k�onnen diese Zuordnung beliebig w�ahlen. Dabei istzu bea
hten, da� eine geeignete Zuordnung die Matrixdarstellung von ~Aments
heidend vereinfa
hen kann. Aus [Gu66℄ ist die Gustavson-Anordnungder Monome ~zj bekannt: z0 � 1 bekommt den Gustavson-Index k(z0) = 1.F�ur j; l 2 N2n0 de�niert man k(zj) > k(zl), wenn es ein i0 > 0 gibt, so da�ji0 > li0 und ji = li f�ur alle 0 < i < i0 gilt. Mit dieser Abbildungsvors
hrifterh�alt man einen bijektiven Zusammenhang zwis
hen den Monomen ~zj aus L
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heund den nat�urli
hen Zahlen k. F�ur die Monome vom Grad 0 < m < 4 habenwir diese Zuordnung in Tabelle 4.1 angegeben. (Au�er dem Gustavson-Indexk ist dort au
h der "Magnet
as
henindex\ � tabelliert, den wir weiter unteneinf�uhren werden.)Mit den Gustavson-Indizes ist dann eine Anordnung der Monome in Lmgegeben, die wir zum Beispiel verwenden k�onnen, um ~Am in Matrixgestaltzu s
hreiben. Als ein Beispiel geben wir die Matrixdarstellung von ~A3 im Falln = 2, l = 1 an. F�ur diesen Wert von n ist d = dim(L3) = �63� = 20. Wirverwenden hier die Abk�urzung ! := !2 und s
hreiben Nullen, die ni
ht aufder Diagonalen liegen, ni
ht aus:
~A3 =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

-3i!-i! i! 3i!-2i! 10 12i! 1-i! 1i! 10 1-2i! 0 2i! -i! 2i! 20 2-i! i! 0 30

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
:

(4.19)Man verglei
he diese Matrix, die nur sehr wenige von null vers
hiedene Ein-tr�age abseits der Hauptdiagonalen aufweist, mit der Formel (4.16) f�ur A3 inden urspr�ungli
hen Koordinaten z. Gl. (4.16) impliziert, da� kein Eintragder Matrix, die Am darstellt, auf der Diagonalen liegt. Dagegen haben wirdur
h die Transformation (4.15) fast alle Eintr�age auf der Diagonalen von~Am versammelt.Dar�uber hinaus ist ~Am f�ur alle n, l und m eine re
hte obere Dreie
ksma-trix, wenn man die Gustavsons
he Monom-Indizierung zugrunde legt. Manerkennt diese Eigens
haft anhand von Gl. (4.18). Der zweite Summand indieser Glei
hung ergibt einen Beitrag auf der Diagonalen von ~Am, wie wirs
hon fr�uher erkannt haben. Der erste Summand f�uhrt auf Beitr�age der Formj2��1 ~z2�~z2��1 ~zj = j2��1~zlmit l = �j1; : : : ; j2��2; j2��1 � 1; j2� + 1; j2�+1; : : : ; j2n�T ;
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jT k(zj) �(zj) jT k(zj) �(zj)(0,0,0,0) 1 1 (0,0,0,4) 36 36(0,0,0,1) 2 2 (0,0,1,3) 37 37(0,0,1,0) 3 3 (0,0,2,2) 38 38(0,1,0,0) 4 4 (0,0,3,1) 39 39(1,0,0,0) 5 5 (0,0,4,0) 40 40(0,0,0,2) 6 6 (0,1,0,3) 41 41(0,0,1,1) 7 7 (0,1,1,2) 42 43(0,0,2,0) 8 8 (0,1,2,1) 43 45(0,1,0,1) 9 9 (0,1,3,0) 44 47(0,1,1,0) 10 11 (0,2,0,2) 45 49(0,2,0,0) 11 13 (0,2,1,1) 46 52(1,0,0,1) 12 10 (0,2,2,0) 47 55(1,0,1,0) 13 12 (0,3,0,1) 48 58(1,1,0,0) 14 14 (0,3,1,0) 49 62(2,0,0,0) 15 15 (0,4,0,0) 50 66(0,0,0,3) 16 16 (1,0,0,3) 51 42(0,0,1,2) 17 17 (1,0,1,2) 52 44(0,0,2,1) 18 18 (1,0,2,1) 53 46(0,0,3,0) 19 19 (1,0,3,0) 54 48(0,1,0,2) 20 20 (1,1,0,2) 55 50(0,1,1,1) 21 22 (1,1,1,1) 56 53(0,1,2,0) 22 24 (1,1,2,0) 57 56(0,2,0,1) 23 26 (1,2,0,1) 58 59(0,2,1,0) 24 29 (1,2,1,0) 59 63(0,3,0,0) 25 32 (1,3,0,0) 60 67(1,0,0,2) 26 21 (2,0,0,2) 61 51(1,0,1,1) 27 23 (2,0,1,1) 62 54(1,0,2,0) 28 25 (2,0,2,0) 63 57(1,1,0,1) 29 27 (2,1,0,1) 64 60(1,1,1,0) 30 30 (2,1,1,0) 65 64(1,2,0,0) 31 33 (2,2,0,0) 66 68(2,0,0,1) 32 28 (3,0,0,1) 67 61(2,0,1,0) 33 31 (3,0,1,0) 68 65(2,1,0,0) 34 34 (3,1,0,0) 69 69(3,0,0,0) 35 35 (4,0,0,0) 70 70

Tabelle 4.1: Gustavson-Index k(zj) und Magnet
as
henindex �(zj) derMonome zj vom Grad 0 bis 4 (n = 2).
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heso da� gilt: k(~zl) < k(~zj) :Obwohl demna
h ~Am eine Dreie
ksmatrix ist, k�onnen wir das lineareGlei
hungssystem (4.6b) ni
ht einfa
h dur
h gew�ohnli
hes R�u
kw�artseinset-zen l�osen, indem wir zuerst die (2n)-te Glei
hung l�osen, dann die (2n� 1)-teusw. Denn die Diagonalelemente der Matrix sind ni
ht s�amtli
h von nullvers
hieden, was w�ahrend des R�u
kw�artseinsetzens dazu f�uhrt, da� man ei-nige Komponenten des L�osungsvektors w�ahlen mu�. Erst bei na
hfolgendenS
hritten des Verfahrens erweist si
h dann, ob diese Wahl sinnvoll war oderzu Widerspr�u
hen f�uhrt1. Es kann also a priori kein konsistentes L�osungsver-fahren f�ur eine Matrix der hier vorliegenden Form angegeben werden, wennman ni
ht wie beim Gau�s
hen Verfahren eliminieren m�o
hte. Dies wollenwir wegen des erforderli
hen gro�en Aufwandes aber gerade vermeiden.Die L�osung des Problems gelingt dur
h die Einf�uhrung einer anderenAnordnung der Monome von Lm. Wir nennen diese Variation der Gustav-sons
hen Zuordnung dieMagnet
as
henanordnung der Monome von Lm, weilsie dem Operator ~Am, der si
h aus einer Magnet
as
hen-Hamilton-Funktionergibt, angepa�t ist.Die dem Folgenden zugrunde liegende Idee besteht darin, da� die L�osungeiner linearen Glei
hung ~Am(Fm) = H 00m einfa
h und mit geringem Aufwandgelingt, wenn die einzigen von null vers
hiedenen Eintr�age der (d; d)-Matrix~Am auf der Haupt- und der ersten oberen Nebendiagonalen liegen. In diesemFall kann man die einzelnen Glei
hungen dur
h ein dem R�u
kw�artseinset-zen �ahnli
hes Verfahren mit sehr wenigen (n�amli
h O(d)) Re
henoperationenl�osen, ohne da� dabei Inkonsistenzen auftreten k�onnen. Wir gehen hier ni
htn�aher auf dieses Verfahren ein, denn obwohl es sehr einfa
h ist, w�are seineDarstellung an dieser Stelle wenig instruktiv. Wie wir sehen werden, nimmt~Am f�ur die Magnet
as
henanordnung der Monome ~zj die bes
hriebene Ge-stalt an, so da� wir das Problem der Invertierung von ~Am bzw. der L�osungvon Gl. (4.6b) einfa
h und s
hnell l�osen k�onnen.Diese Vorgehensweise hat allerdings den Na
hteil, da� wir uns bei derEinf�uhrung der Magnet
as
hen-Anordnung auf den Fall l = 1 bes
hr�ankenm�ussen. F�ur l = 1 erhalten wir aus Gl. (4.18)~Am �~zj� = j1 ~z2~z1 ~zj + nX�=2 i!� (j�+l � j�+n) ~zj : (4.20)1Ein Beispiel f�ur diese Problematik �ndet si
h in Gl. (4.19). Wenn man dur
h R�u
k-w�artseinsetzen die Glei
hung ~Af = h l�osen will, hat man im ersten S
hritt f20 willk�urli
hzu w�ahlen. Im darau�olgenden S
hritt mu� die Glei
hung 0 �f19+3 �f20 = h19 erf�ullt sein.Ob diese Glei
hung tats�a
hli
h gilt, h�angt aber o�ensi
htli
h von (dem vorher gew�ahlten)f20 ab.
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hnung 109Der den Gustavson-Index k(~zj) ersetzende Magnet
as
henindex �(~zj) wirddur
h die folgende Konstruktionsvors
hrift de�niert:1. F�ur Monome vom Grad m beginnt man jeweils mit j = (0; : : : ; 0; m)Tund setzt�(~zm2n) = dimL0 + dimL1 + � � �+ dimLm�1 + 1 ; (4.21)ebenso wie bei den Gustavsons
hen Indizes k.2. (a) Der Na
hfolger ~zl des Monoms ~zj (d.h. �(~zl) = �(~zj) + 1) wirdebenso bestimmt wie bei Gustavson, es sei denn, es gilt j2 6= 0; indiesem Fall gehen wir zu Punkt 2b �uber.(b) Wenn j2 6= 0 ist, dann de�nieren wir den Na
hfolger von ~zj als ~zlmit l = (j1 + 1; j2� 1; j3; : : : ; j2n)T . Dieser Punkt 2b wird solangewiederholt, bis j2 = 0 ist. Dann gehen wir zur�u
k zu Punkt 2a undverwenden dort als Ausgangspunkt dasjenige j, das beim letzten�Ubergang von Punkt 2a na
h Punkt 2b �ubergeben wurde.Es kommt nat�urli
h vor, da� man na
h der Regel 2a ein Monom erh�alt,das s
hon vorher gem�a� Regel 2b eingeordnet wurde. In diesem Fall gehtman sofort zum (im Gustavsons
hen Sinn) na
hfolgenden Monom �uber undwendet wieder Regel 2a an.Auf diese Weise erh�alt man eine gegen�uber Gustavson abgewandelte An-ordnung der Monome. Der Zusammenhang zwis
hen ~zj und � ist bijektiv,wie wir es zu fordern haben. Man verglei
he Tabelle 4.1 f�ur eine Gegen�uber-stellung der k- und �-Indizes der Monome vom Grad 0 bis 4.Wie wir es beabsi
htigt haben, liegt die Wirkung der zus�atzli
h eingef�uhr-ten Regel 2b darin, da� bei Verwendung der Magnet
as
henanordnung alleAu�erdiagonalelemente von ~Am auf der ersten oberen Nebendiagonalen zuliegen kommen. Wir demonstrieren diese Eigens
haft wiederum anhand von~A3. Bei Verwendung der Magnet
as
henindizes gilt:
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~A3 =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

-3i!-i! i! 3i!-2i! 1-2i! 0 10 2i! 12i!-i! 1-i! 2-i! i! 1i! 2i! 0 10 20 30

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
:

(4.22)Man verglei
he diese Matrix mit der Darstellung in Gl. (4.19).Mit dem in dieser Gestalt vorliegenden ~Am ist es nun verglei
hsweise ein-fa
h, die f�ur die Normalformtransformation ents
heidende Gl. (4.6b) zu l�osenund die Erzeugende Fm zu bestimmen. Dar�uber hinaus bietet die Darstellungvon ~Am mittels der Magnet
as
henanordnung no
h in einer anderen Hinsi
hteinen wesentli
hen Vorteil: In dieser Darstellung ist es besonders einfa
h, ei-ne Basis der Untervektorr�aume Ker (A�m) und Im (Am) zu bere
hnen2. Wirben�otigen diese Basen, um den Grad m-Anteil Hm der Hamilton-Funktiongem�a� Gl. (4.5) aufspalten zu k�onnen | eine unabdingbare Voraussetzungf�ur die Aufstellung und L�osung der homologis
hen Glei
hung.Wir haben jetzt die f�ur eine eÆziente Normalisierung von H(z) ben�otig-ten Hilfsmittel bereitgestellt. Wir merken an dieser Stelle no
h einmal an, da�der Dur
hf�uhrung der Normalformtransformation au
h dann ni
hts im Wegesteht, wenn die in diesem Abs
hnitt gema
hten Annahmen (Magnet
as
hen-Hamilton-Funktion, l = 1) ni
ht zutre�en. Man mu� dann aber, bedingtdur
h die hohe Dimension von Lm, gro�en numeris
hen Aufwand in Kaufnehmen, den wir hier vermeiden konnten.S
hlie�li
h stellen wir fest, da� die in diesem Abs
hnitt bespro
hene Pro-blematik im Fall der Gustavsons
hen Normalform irrelevant ist. Das Gustav-sons
he H2 stellt den Grenzfall des Magnet
as
hen-H2 mit l = 0 dar. Wennl = 0 ist, dann ist ~Am s
hon diagonal, wie wir in Abs
hnitt 1.2.2 gesehen2Die Bere
hnung einer Basis von Im( ~Am) gelingt beispielsweise dur
h die Anwendungdes S
hmidts
hen Orthonormierungsverfahrens [Fi86℄ auf die Spaltenvektoren von ~Am.
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hnung 111haben. Sowohl die Invertierung von ~Am als au
h die Zerlegung von Lm inKern- und Bildvektorraum von Am sind dann verglei
hsweise triviale Aufga-ben. Man verglei
he hierzu die Gln. (1.79) und (1.80).4.1.2 Bere
hnung des QuasiintegralsWir haben ein umfangrei
hes Computerprogramm entwi
kelt, das die DFS-Normalformentheorie anwendet und dabei die �Uberlegungen des Abs
hnitts4.1.1 ber�u
ksi
htigt. Damit sind wir in der Lage, beliebige Hamilton-Funktionen des Magnet
as
hen-Typs (4.4) mit l = 1 auf DFS-Normalformzu transformieren und das Quasiintegral I(m)DFS zu bere
hnen.Mit Hilfe dieses Programmes gelang es uns, die Hamilton-Funktion derBrown-Gabrielse-Magnet
as
he auf DFS-Normalform bis zum Grad vierzehnzu transformieren und das entspre
hende formale Integral IBG ebenfalls biszur vierzehnten Ordnung eins
hlie�li
h zu bere
hnen3. Dies ist die h�o
hsteOrdnung aller uns bekannten Normalformtransformationen. Nur in [KaRo92℄wird bis zu ebenso hohen Graden normalisiert. Dabei ist aber zu ber�u
ksi
h-tigen, da� das dort betra
htete H�enon-Heiles-System dur
h eine Hamilton-Funktion vom Gustavson-Typ (1.61) bes
hrieben wird, wodur
h der f�ur dieTransformation auf Normalform notwendige Re
henaufwand erhebli
h gerin-ger als bei dem hier diskutierten System ist (vgl. S. 110).Der Nomenklatur des Abs
hnitts 1.2.4 entspre
hend nennen wir dieauf DFS-Normalform gebra
hte Hamilton-Funktion der Brown-Gabrielse-Magnet
as
he GBG. Als Resultat unserer Re
hnungen erhalten wir die Po-tenzreihendarstellung von GBG bis zum Grad 14; G(14)BG besteht aus 103 Mono-men. Das daraus dur
h R�u
ktransformation auf die urspr�ungli
hen Koordina-ten bere
hnete Quasiintegral I(14)BG setzt si
h aus 415 Summanden zusammen.Wir geben hier nur die Terme zweiter bis vierter Ordnung dieser Potenzreihenan und verweisen f�ur die vollst�andige Au
istung aller Terme auf Anhang D.GBG(�; z; p�; pz) = 0:5p2z + 0:5p2� + 0:5�2 � 0:046875p4�� 0:09375�2p2� � 0:046875�4 + 0:25z2p2� + 0:25z2�2+O �jzj6� : (4.23)IBG(�; z; p�; pz) = 0:5p2� + 0:5�2 + 0:046875p4� + 0:125p2zp2�+ 0:09375�2p2� � 0:125�2p2z � 0:078125�4 + 0:5z�pzp�3Da die im folgenden auftretenden Quasiintegrale s�amtli
h vom DFS-Typ sind, s
hrei-ben wir von nun an den Index DFS ni
ht mehr aus. Statt dessen indizieren wir das Integralder Brown-Gabrielse-Magnet
as
he mit BG, das der Dragt-Finns
hen Mirror Ma
hine mitDF usw.
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he� 0:25z2p2� + 0:25z2�2 +O �jzj6� : (4.24)In diesem Zusammenhang ist es interessant, wie unters
hiedli
h komplexdie auftretenden Polynome sind. F�ur diese �Uberlegung betra
hten wir dieNormalformtransformation von dem auf Seite 39 bespro
henen "passiven\Standpunkt. Wir bezei
hnen die urspr�ungli
hen Koordinaten mit z und dieneuen Koordinaten, in denen die Hamilton-Funktion in DFS-Normalform ist,mit ~z. Die folgende Tabelle gibt die Anzahl der Monome an, die jeweils zurDarstellung der Hamilton-Funktion bzw. des formalen Integrals der Bewe-gung (bis zum Grad 14 eins
hlie�li
h) ben�otigt werden.Koordinaten Hamilton-Funktion formales Integralz 8 415~z 103 2Wir gehen von einer einfa
hen Hamilton-FunktionHBG aus und transformie-ren sie in eine viel kompliziertere Hamilton-Funktion GBG mit 103 Summan-den. Aus dieser extrahieren wir das sehr einfa
he formale Integral IBG, dasin den ~z-Koordinaten aus ledigli
h zwei Summanden besteht, aber dur
h dieR�u
ktransformation auf die urspr�ungli
hen Koordinaten z sehr kompliziertwird und nun von 415 Monomen gebildet wird.Die Attribute "einfa
h\ und "kompliziert\ beziehen si
h hier nur auf diefunktionale Gestalt der Polynome. Man k�onnte nat�urli
h fragen, inwiefernder �Ubergang von HBG zu einer viel komplizierteren Hamilton-FunktionGBGeine Vereinfa
hung (im eigentli
hen Sinn) des betra
hteten dynamis
hen Sy-stems bedeutet | denn Vereinfa
hung ist ja das Generalthema der Normal-formentheorie (siehe zum Beispiel Seite 7�). Die Au
�osung dieses s
heinbarenWiderspru
hes liegt darin, da� analytis
he Einfa
hheit im allgemeinen ni
htdynamis
he Einfa
hheit impliziert | und umgekehrt. Die dynamis
he Ein-fa
hheit der komplizierten Normalform beruht darauf, da� f�ur GBG ein zwei-tes (formales) Integral in Gestalt des diagonalisierbaren Anteils von G2 lei
htzu �nden ist. In diesem Sinn be�ndet si
h f�ur ein normalisiertes Hamilton-System (mit zwei Freiheitsgraden der Bewegung) die maximale dynamis
heInformation s
hon im linearen Anteil der kanonis
hen Bewegungsglei
hungen.In einem �ubertragenem Sinn werden wir somit Poin
ar�es Anspru
h na
h dervollst�andigen Linearisierung der Bewegungsglei
hungen (siehe Seite 12) ge-re
ht. Man verglei
he au
h die Diskussion in Abs
hnitt 1.2.4.Wir f�uhren no
h einige Besonderheiten des Resultates (4.23,4.24) an.Wie wir im Zusammenhang mit Gl. (1.71b) erl�autert haben, ist Fm dur
h
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hung Am(Fm) = H 00m ni
ht eindeutig festgelegt | man kann je-weils einen beliebigen Summanden Km 2 Ker(Am) zu Fm hinzuaddieren.Um trotzdem eine eindeutige Normalformtransformation (die ja dur
h Fmde�niert ist) zu erhalten, haben wir im Laufe der Bere
hnungen Fm stets ausdem Bildvektorraum von A�m gew�ahlt. Unter dieser zus�atzli
hen Bedingungwird au
h das Quasiintegral (4.24) eindeutig.IBG ist eine gerade Funktion, weil s
hon die Hamilton-FunktionHBG einegerade Funktion ist. F�ur den Gradm = 2k+1, k > 1 ist f�ur HBG die homolo-gis
he Glei
hung (1.66a) trivial, und wir erhalten als Erzeugende F2k+1 = 0.In der Nomenklatur von Abs
hnitt 1.2 gilt dann G2k+1 = H2k+1 = 0.Da wir die Bere
hnungen in doppelter Genauigkeit dur
hgef�uhrt haben,sind die numeris
hen Werte der KoeÆzienten in Gl. (4.23,4.24) sehr genau.Die Bere
hnung der Poisson-Klammer von HBG und I(14)BG | die vers
hwin-den mu�, weil IBG ein formales Integral f�ur das Brown-Gabrielse-System ist| zeigt, da� numeris
he Fehler in den KoeÆzienten fr�uhestens ab der zw�olf-ten Dezimale auftreten. Die meisten KoeÆzienten sind aber no
h erhebli
hgenauer bekannt.Stegemertens Satz 1.4 stellt ledigli
h si
her, da� IBG ein formales Integralder Bewegung f�ur das Brown-Gabrielse-System ist. Er ma
ht keine Aussagedar�uber, ob IBG au
h unabh�angig von der Hamilton-Funktion HBG ist. (Manverglei
he hierzu die Fu�note auf Seite 35.) Zwar ist IBG na
h Konstruktionin Involution mit HBG, aber �uber die lineare Abh�angigkeit oder Unabh�angig-keit der Gradienten dieser beiden Funktionen k�onnen wir keine Aussage ma-
hen. Man kann aber trotzdem dahingehend spekulieren, da� IBG und dieHamilton-Funktion tats�a
hli
h unabh�angig voneinander sind: Die Potenzrei-henentwi
klung von IBG unters
heidet si
h kra� von dem Polynom HBG, soda� es ein gro�er Zufall w�are, wenn I(m)BG ausgere
hnet gegen eine Funktionkonvergierte, deren Gradient ein Vielfa
hes des Gradienten der Hamilton-Funktion ist. Wir gehen deswegen im Zuge der folgenden Diskussion davonaus, da� die beiden Integrale HBG und IBG voneinander unabh�angig sind.In den folgenden Abs
hnitten 4.2 und 4.3 werden wir die Eigens
haftenvon IBG eingehend untersu
hen.
4.2 Lokale Analyse des QuasiintegralsDie 
harakteristis
he Eigens
haft eines Integrals der Bewegung ist seine Kon-stanz entlang von Trajektorien im Phasenraum. Bei einem formalen Integralder Bewegung ist dieses Verhalten im allgemeinen ni
ht zu erwarten, wie
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hewir in Abs
hnitt 1.2.4 bespro
hen haben. Es ist keineswegs si
hergestellt,da� die Potenzreihenentwi
klung f�ur das Integral, die wir als Resultat derNormalformtransformation erhalten, mit wa
hsendem Approximationsgradm konvergiert. Wenn das formale Integral IDFS unabh�angig von H und dasSystem ni
htintegrabel ist | was in der Regel der Fall ist | dann darf dienormalisierende Transformation ni
ht konvergieren, denn dies st�unde im Wi-derspru
h zur Ni
htintegrabilit�at. Mit anderen Worten: Das formale Integralstellt den Versu
h dar, ein Integral zu approximieren, das gegebenenfalls garni
ht existiert. Trotzdem kann au
h ein divergentes formales Integral die Si-tuation im Phasenraum mit hoher Genauigkeit widerspiegeln [Mo68℄. Wirwerden diese Tatsa
he anhand von IBG ausf�uhrli
h belegen.Eine weitere Komplikation ergibt si
h dadur
h, da� uns im Rahmen dieserTheorie nur Quasiintegrale zug�angli
h sind. Wir k�onnen die Transformationauf Normalform nur bis zu einem endli
hen Grad mmax dur
hf�uhren underhalten dementspre
hend prinzipiell nur eine N�aherung des formalen Inte-grals. Dieser Umstand ers
hwert die Analyse des formalen Integrals, dennselbst wenn man f�ur die Folge von Quasiintegralen I(m), 2 � m � mmaxKonvergenz na
hweisen kann, hat man im allgemeinen keine M�ogli
hkeit,Aussagen au
h f�ur m > mmax zu ma
hen. Divergenz f�ur gr�o�ere m als mmaxkann also ni
ht ad ho
 ausges
hlossen werden.Vor diesem Hintergrund f�uhren wir eine neue Bezei
hnungsweise ein, dief�ur die Untersu
hung der Konvergenzeigens
haften von I(m) n�utzli
h ist: Wirbes
hr�anken den Begri� "Konvergenz\ auf den uns zug�angli
hen Wertebe-rei
h von m und nennen ein Quasiintegral I(m)(z) konvergent an der Stellez, wenn dort���I(2m+2)(z)� I(2m)(z)��� � ���I(2m)(z)� I(2m�2)(z)��� f�ur 1 < m < mmax2(4.25)gilt. Anderenfalls hei�t I(m)(z) divergent. Bei dieser De�nition haben wirber�u
ksi
htigt, da� I(m) eine gerade Funktion ist und wir ungerade Poly-nomgrade m deshalb ni
ht einbeziehen m�ussen.Wir untersu
hen jetzt die Qualit�at des in Abs
hnitt 4.1.2 hergeleitetenQuasiintegrals I(m)BG . Vorab erinnern wir daran, da� wir in Kapitel 3 dieNi
htintegrabilit�at des Brown-Gabrielse-Systems na
hgewiesen haben. Weildieses autonome Hamilton-System zwei Freiheitsgrade der Bewegung hat undmit HBG s
hon ein erstes Integral der Bewegung bekannt ist, kann kein zwei-tes, von HBG unabh�angiges Integral existieren. Wenn das na
h der DFS-Theorie bere
hnete formale Integral unabh�angig von der Hamilton-Funktionist, dann mu� demna
h IBG bei allen Energien E und f�ur alle z divergieren| im gew�ohnli
hen Sinn des Begri�es Divergenz. Im Sinn von Gl. (4.25) istaber immer no
h Konvergenz des Quasiintegrals m�ogli
h. Wir zeigen im fol-genden, da� sie bei bei niedrigen Energien die Regel ist und au
h bei h�oheren
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ht ausges
hlossen werden kann.Im ersten S
hritt der Analyse von I(m)BG pr�ufen wir, inwieweit diese Polyno-me entlang den L�osungskurven der kanonis
hen Glei
hungen (3.6) konstantsind. Das hierf�ur benutzte Verfahren wird beispielsweise au
h in [DrFi79,St91℄ angewandt.Das Quasiintegral I(m)BG ist eine Funktion der Phasenraumkoordinaten �, z,p� und pz. Indem wir einen Punkt des Phasenraumes | der Einfa
hheit hal-ber betra
hten wir nur Punkte s = (z; pz)T aus der Poin
ar�e-Fl�a
he �E � R4| als Startwert einer Trajektorie ansehen, diese dur
h numeris
he Integra-tion bere
hnen und dann I(m)BG l�angs der Trajektorie auswerten, erhalten wirdas Quasiintegral als Funktion der Zeit:I(m)BG (t; s) := I(m)BG (�t(s)) : (4.26)In der Regel variiert I(m)BG (t; s) f�ur alle s als Funktion der Zeit, denn selbstwenn IBG ein (ni
ht nur formales) Integral der Bewegung ist, kann man erstim Grenz�ubergang m ! 1 erwarten, da� das Quasiintegral I(m)BG konstantwird. Um so eher gehen wir au
h im Fall der Ni
htkonvergenz davon aus, da�I(m)BG (t; s) zeitli
h oszilliert. Divergenz im Sinn von Gl. (4.25) zeigt si
h dannmeistens dadur
h, da� die Amplitude dieser Oszillationen mit m anw�a
hst.Es ist aber au
h m�ogli
h, da� das Quasiintegral zun�a
hst im Sinn von Gl.(4.25) konvergiert und erst f�ur gr�o�ere m divergent wird.In den Abbildungen 4.1 bis 4.6 haben wir jeweils das Quasiintegral derBrown-Gabrielse-Magnet
as
he als Funktion der Zeit in vers
hiedenen Ap-proximationen (m = 2; 4; : : : ; 14) dargestellt; dabei wurden die Energie Eund der Startwert s systematis
h variiert. O�ensi
htli
h h�angen die Kon-vergenzeigens
haften der Quasiintegrale emp�ndli
h sowohl von der Energie(also dem Systemparameter, dessen Erh�ohung zu si
h ausbreitendem Cha-os f�uhrt), als au
h von dem Startpunkt s der betra
hteten Trajektorie ab.Diese Tatsa
he steht in enger Analogie zu den Eigens
haften der Poin
ar�e-Abbildung, die ebenfalls in Abh�angigkeit von E und s regul�are oder 
hao-tis
he Dynamik zeigt, wie man den Poin
ar�e-S
hnitten in Abs
hnitt 3.2.2entnehmen kann.Die Abbildungen 4.1, 4.2 und 4.3 zeigen, bei jeweils glei
her EnergieE = 0:01, s
hnelle Konvergenz des Quasiintegrals, langsame Konvergenz be-ziehungsweise Divergenz von I(m)BG (t; s). Bei der glei
hen Energie ergibt si
hdemna
h ein ganz unters
hiedli
hes Konvergenzverhalten, je na
hdem, wieweit der Startpunkt der Trajektorie vom Ursprung der Poin
ar�e-Fl�a
he ent-fernt ist.
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Abbildung 4.1: Quasiintegral I(m)BG (t; s) der Brown-Gabrielse-Magnet
as
heals Funktion der Zeit; E = 0:01, m = 2; 4; : : : ; 14, s = (0; 0:05)T .



4.2. Lokale Analyse des Quasiintegrals 117

0.0020.0040.0060.0080.0020.0040.0060.0080.0020.0040.0060.0080.0020.0040.0060.0080.0020.0040.0060.0080.0020.0040.0060.0080.0020.0040.0060.008

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220t
I(2)BG(t; s)
I(4)BG(t; s)
I(6)BG(t; s)
I(8)BG(t; s)
I(10)BG (t; s)
I(12)BG (t; s)
I(14)BG (t; s)

Abbildung 4.2: Quasiintegral I(m)BG (t; s) der Brown-Gabrielse-Magnet
as
heals Funktion der Zeit; E = 0:01, m = 2; 4; : : : ; 14, s = (0; 0:10)T .
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Abbildung 4.3: Quasiintegral I(m)BG (t; s) der Brown-Gabrielse-Magnet
as
heals Funktion der Zeit; E = 0:01, m = 2; 4; : : : ; 14, s = (0; 0:11)T .
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Abbildung 4.4: Quasiintegral I(m)BG (t; s) der Brown-Gabrielse-Magnet
as
heals Funktion der Zeit; E = 0:20, m = 2; 4; : : : ; 14, s = (0; 0:3)T .
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Abbildung 4.5: Quasiintegral I(m)BG (t; s) der Brown-Gabrielse-Magnet
as
heals Funktion der Zeit; E = 0:50, m = 2; 4; : : : ; 14, s = (0; 0:1)T . Die Ordi-natena
hse ist hier, im Gegensatz zu den Abbildungen 4.1 bis 4.4 und 4.6,f�ur jedes m anders skaliert, weil die S
hwankungsbreite von I(m)BG (t; s) sehrs
hnell mit m anw�a
hst.
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Abbildung 4.6: Quasiintegral I(m)BG (t; s) der Brown-Gabrielse-Magnet
as
heals Funktion der Zeit; E = 0:50, m = 2; 4; : : : ; 14, s = (0; 0:3612)T .
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heDieser E�ekt l�a�t si
h lei
ht aus dem lokalen Charakter des formalenIntegrals erkl�aren. Die Konvergenz ist um so besser, je n�aher der betra
h-tete Punkt am Entwi
klungspunkt, dem Ursprung des Phasenraumes, liegt.Wir k�onnen diese Erkl�arung anhand der Abbildungen 4.1 bis 4.3 best�atigen,wenn wir den Verlauf der Kurven I(m)BG (t; s) genauer betra
hten. Bei der Oszil-lation des Quasiintegrals handelt es si
h o�ensi
htli
h um die �Uberlagerungeiner ho
h- und einer niederfrequenten S
hwingung. Der Verglei
h mit denDaten der numeris
h integrierten Trajektorie zeigt, da� die h�oherfrequenteOszillation in �-Ri
htung statt�ndet, w�ahrend der niederfrequente Anteil dieBewegung in z-Ri
htung widerspiegelt | im Einklang mit den �Uberlegungenin Abs
hnitt 3.2.1. Weil der zug�angli
he Teil des Phasenraumes entlang derz-A
hse ni
ht bes
hr�ankt ist, kann die z-Komponente im Verlauf der Bewe-gung verglei
hsweise gro� werden, was dann wegen des gr�o�eren Abstandeszum Ursprung zur s
hle
hteren Konvergenz von I(m)BG (t; s) f�uhrt. F�ur die Ab-bildungen 4.1 bis 4.3 haben wir als Anfangsbedingungen jeweils z = 0 undvon Bild zu Bild wa
hsende pz-Werte vorgegeben; deswegen werden die imLauf der Trajektorien errei
hten maximalen jzj-Werte von Bild zu Bild gr�o�erund die Quasiintegrale somit divergenter.Abbildung 4.4, bei der h�oheren Energie E = 0:20, zeigt eine andere typi-s
he Eigens
haft divergenter formaler Integrale. Hier sieht man den �Ubergangvon anf�angli
her Konvergenz (m = 2; : : : ; 8) zur Divergenz (m = 8; 10; : : :).Ein �Ubergang dieser Art ergibt si
h f�ur die Brown-Gabrielse-Magnet
as
hebei jedem (anf�angli
h) konvergenten Integral I(m)BG (t; s), weil das Systemni
htintegrabel ist. Der Grad m0, bei dem der �Ubergang von Konvergenzzur Divergenz statt�ndet (m0 = 8 f�ur das Beispiel in Abbildung 4.4), 
ha-rakterisiert den Startpunkt s der entspre
henden Trajektorie. Wir werden inAbs
hnitt 4.3.2 hierauf zur�u
kkommen.Anhand von Abbildung 4.5 wird deutli
h, da� die Divergenz des Qua-siintegrals ni
ht immer langsam eintreten mu�, sondern im Gegenteil au
hrasant verlaufen kann. Dieses stark divergente, in den vorherigen Abbildun-gen so ni
ht zutage tretende Verhalten wird verst�andli
h, wenn man au
hhier mit der entspre
henden Poin
ar�e-Abbildung verglei
ht: Der Startwerts = (0; 0:1)T liegt inmitten eines sto
hastis
hen Gebietes, das fast die ge-samte Poin
ar�e-Fl�a
he ausf�ullt; s liegt fern von no
h erhalten gebliebenengr�o�eren Inselketten. | Andererseits gilt, da� au
h bei dieser gro�en Energieimmer no
h prominente Inseln fast-regul�aren Verhaltens erhalten gebliebensind. Insbesondere ist hier das Inselpaar zu erw�ahnen, das auf der pz-A
hsebei jpzj � 0:4 zu �nden ist. W�ahlt man den Startwert s aus diesem Gebiet,dann ergibt si
h ledigli
h eine relativ moderate Divergenz von I(m)BG (t; s), sowie sie in Abbildung 4.6 dargestellt ist.S
hwa
h divergente oder sogar konvergente Quasiintegrale entspre
hen al-so regul�aren Gebieten der Poin
ar�e-Fl�a
he, w�ahrend st�arker divergente Qua-
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hastis
hen Regionen korrespondieren, in denen weniger inva-riante Tori erhalten geblieben sind.Mit diesen Beoba
htungen haben wir na
hgewiesen, da� das bere
hneteQuasiintegral zumindest f�ur kleine Energien bemerkenswert gut konstant seinkann und dann gute Voraussagen der zeitli
hen Entwi
klung des Systems er-laubt | denn (Fast-) Konstanz von IBG hei�t ja gerade (Fast-) Integrabilit�at.Anderenfalls, bei divergentem Quasiintegral, l�a�t die "Ges
hwindigkeit\ derDivergenz trotzdem no
h S
hl�usse auf den Grad der Chaotizit�at des betref-fenden Gebietes im Phasenraum zu. Dies ist der Gegenstand des folgendenAbs
hnitts 4.3.Eine Analyse des Quasiintegrals na
h dem hier bes
hriebenen Verfahrenist notwendigerweise eine lokale Analyse, denn man nimmt jeweils nur Bezugauf einen einzigen Startwert s. In Abs
hnitt 4.3 wird bes
hrieben, wie man imZuge einer globalen Analyse die gesamte Poin
ar�e-Fl�a
he untersu
hen kann.4.3 Globale Analyse des QuasiintegralsIm Gegensatz zu der an einzelnen Punkten s 2 �E orientierten Vorgehens-weise im vorangehenden Abs
hnitt wollen wir uns nun einen �Uberbli
k �uberdas Verhalten des Quasiintegrals in der gesamten Poin
ar�e-Fl�a
he vers
haf-fen. Gew�ohnli
h verwendet man zu diesem Zwe
k H�ohenliniendiagrammedes Quasiintegrals in der Poin
ar�e-Fl�a
he [DrFi79, St91, KaRo92℄. Wir stel-len diese Methode vor und demonstrieren ihren einges
hr�ankten Nutzen imFall der Brown-Gabrielse-Flas
he. Dann gehen wir zu drei anderen Verfahren�uber, die f�ur die globale Untersu
hung von I(m)BG besser geeignet sind.Um die �Aquiniveaulinien von I(m)BG (�; z; p�; pz) in der Poin
ar�e-Fl�a
he dar-zustellen, setzen wir � = 0 und wenden die Bedingung p� = q2E � p2z,also Gl. (3.29), an. Damit erhalten wir das Quasiintegral als Funktion derdie Poin
ar�e-Fl�a
he parametrisierenden Koordinaten z und pz. In den Ab-bildungen 4.7 und 4.8 haben wir die H�ohenlinien dieser Funktion bei denEnergiewerten E = 0:01 und E = 0:20 skizziert. Die abgebildeten Auss
hnit-te aus der Poin
ar�e-Fl�a
he sind die glei
hen wie in den Poin
ar�e-Plots 3.7bzw. 3.9.F�ur ein konvergentes formales Integral der Bewegung m�ussen die H�ohen-linien von IBG mit den invarianten Linien des Poin
ar�e-Plots �ubereinstim-men [Mo68℄. Andererseits wissen wir aus Abs
hnitt 3.2.2, da� es kein zweitesIntegral der Bewegung geben kann. Deswegen verwundert es ni
ht, da� diePoin
ar�e-Plots und die H�ohenliniendiagramme des formalen Integrals nur we-



124 Kapitel 4. Normalform und Quasiintegral der Brown-Gabrielse-Flas
he

pz

zAbbildung 4.7: �Aquiniveaulinien des Quasiintegrals I(14)BG in derPoin
ar�e-Fl�a
he �E bei der Energie E = 0:01.
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pz

zAbbildung 4.8: �Aquiniveaulinien des Quasiintegrals I(14)BG in derPoin
ar�e-Fl�a
he �E bei der Energie E = 0:20.
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henig �Ahnli
hkeit zeigen. Ledigli
h in einer kleinen Umgebung des Ursprungeswerden die invarianten Linien der Abbildungen 3.7 und 3.9 dur
h die �Aqui-niveaulinien des Quasiintegrals I(14)BG n�aherungsweise reproduziert, weil, wieoben diskutiert, die Konvergenzeigens
haften dieser Potenzreihe bei kleine-ren numeris
hen Werten der Phasenraumkoordinaten besser sind. Dar�uberhinaus ist die Umgebung des Ursprungs bei den genannten Energien no
hfrei von gr�o�eren sto
hastis
hen Gebieten. Die Existenz sol
her Gebiete lie�edort in jedem Fall Divergenz des Quasiintegrals erwarten.Der Verglei
h der Abbildungen 4.7 und 4.8 zeigt zudem den wesentli
henEin
u� des Parameters E. Der Anteil der Poin
ar�e-Fl�a
he, dessen Dynamikdur
h das H�ohenliniendiagramm no
h relativ genau bes
hrieben wird, wirdmit zunehmender Energie immer kleiner. Aus diesem Grund haben wir f�urgr�o�ere Energien als E = 0:20 keine weiteren H�ohenliniendiagramme ange-fertigt, denn es ergibt si
h ohnehin keine nennenswerte �Ubereinstimmung mitden Poin
ar�e-Plots. Diese Beoba
htung l�a�t si
h zwanglos im Rahmen des inKapitel 3 diskutierten KAM-Szenarios erkl�aren. Die Erh�ohung des System-parameters Energie f�uhrt zu si
h ausbreitendem Chaos, das hei�t zu aufbre-
henden invarianten Linien und zur Entstehung von sto
hastis
hen Regionen.Der Versu
h, die invarianten Linien des Poin
ar�e-Plots dur
h H�ohenlinien desQuasiintegrals zu approximieren, wird damit zunehmend gegenstandslos.Wir begr�unden no
h kurz, warum die hier skizzierte Methode bei ande-ren Systemen | zum Beispiel beim H�enon-Heiles-System in [Gu66, KaRo92℄und bei der gest�orten Penning-Falle in [St91℄ | zu erhebli
h besseren Re-sultaten f�uhrt. Wir haben die Brown-Gabrielse-Magnet
as
he als Beispielsy-stem f�ur unsere Untersu
hungen ausgew�ahlt, weil sie ni
ht dur
h Hamilton-Funktionen vom Gustavson-Typ (1.61) bes
hrieben werden kann. Die beidenoben genannten Systeme sind aber gerade von diesem Typ. Sie besitzen des-halb den ents
heidenden Vorteil, da� das dynamis
h erlaubte Teilgebiet desPhasenraumes bes
hr�ankt und bei hinrei
hend kleiner Energie beliebig kleinist. Dies begr�undet die guten Konvergenzeigens
haften der Quasiintegraledieser Systeme bei sehr kleinen Energien. F�ur gr�o�ere Energien vers
hle
h-tert si
h dann au
h bei den Systemen des Gustavson-Typs die Konvergenzvon I(m)DFS, wie man beispielsweise [KaRo92℄ entnehmen kann.Im Fall des Brown-Gabrielse-Systems erstre
kt si
h das zug�angli
he Ge-biet des Phasenraumes unendli
h weit entlang der z-A
hse. So k�onnen si
hbeispielsweise Teil
hen, die man mit gro�em Axialimpuls jpzj startet, weitvom Zentrum der Flas
he entfernen, was zu besonders stark ausgepr�agterDivergenz von I(m)BG am oberen und unteren Rand der Poin
ar�e-Fl�a
he f�uhrt.Man erkennt die Divergenz, indem man die H�ohenliniendiagramme mit denPoin
ar�e-Plots 4.7 bzw. 4.8 verglei
ht und in den angespro
henen Gebietendas Fehlen jegli
her �Ubereinstimmung zwis
hen den beiden Abbildungstypenfeststellt. Entspre
hendes gilt f�ur Trajektorien, deren Startpunkte s in der
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ar�e-Fl�a
he bei gro�en jzj liegen; sol
he Trajektorien haben Divergenzdes Quasiintegrals am linken und re
hten Rand des abgebildeten Teils von�E zur Folge. Man verglei
he au
h hierzu die H�ohenliniendiagramme mit denAbbildungen 4.7 und 4.8.Wir ben�otigen also f�ur magnetis
he Flas
hen | oder allgemeiner f�ur Sy-steme mit ni
ht-Gustavsons
her Hamilton-Funktion| ein anderes Verfahrenzur Untersu
hung der Konvergenzeigens
haften von IDFS. In den folgendenAbs
hnitten 4.3.1 und 4.3.2 diskutieren wir sol
he Verfahren. Das wesentli
heneue Ergebnis der darzustellenden Untersu
hungen ist die Erkenntnis, da�die Konvergenzeigens
haften des Quasiintegrals I(m)DFS in den sto
hastis
henRegionen erhebli
h mehr Information �uber das System beinhalten als derPoin
ar�e-Plot [KaRo92℄.4.3.1 Das Verfahren von Kalu�za und RobnikMan kann die zun�a
hst nur zur Erlei
hterung der Spre
hweise eingef�uhrteabgewandelte De�nition der "Konvergenz\ (Gl. (4.25)) zur Grundlage einesneuen Analyseverfahrens ma
hen, indem man f�ur die Punkte s 2 �E derPoin
ar�e-Fl�a
he die KonvergenzfunktionC(s) := 8<: 1 ;0 ; falls I(m)BG (s) konvergentdivergent im Sinn von Gl. (4.25) ist(4.27)einf�uhrt [KaRo92℄. Das mmax der Glei
hung (4.25) ist hier nat�urli
h dergr�o�te Grad (14) des von uns bere
hneten Quasiintegrals I(m)BG . Mit dieserDe�nition ist es m�ogli
h, in einem einzigen Bild die Konvergenzeigens
haf-ten des Quasiintegrals f�ur alle Punkte eines Teilgebietes der Poin
ar�e-Fl�a
hezusammenzufassen. Allerdings mu� man si
h dabei vergegenw�artigen, da�weder aus C(s) = 1 Konvergenz von I(m)BG (s) im �ubli
hen Sinn folgt, no
humgekehrt. Trotzdem erhalten wir mit C(s) einen n�utzli
hen Anhaltspunktf�ur die Beurteilung der Konvergenzeigens
haften des Quasiintegrals.F�ur die folgende Untersu
hung der Konvergenzfunktion haben wir uns aufdie Brown-Gabrielse-Flas
he bei der Energie E = 0:20 bes
hr�ankt, weil f�urdiesen Wert von E regul�are und 
haotis
he Dynamik koexistieren (verglei
heAbbildung 3.9). Somit k�onnen wir die Eigens
haften von C(s) sowohl in derN�ahe von invarianten Linien als au
h in sto
hastis
hen Regionen untersu
hen.Abbildung 4.9 zeigt den Konvergenzplot des Brown-Gabrielse-Systems.Dieser Plot entsteht dadur
h, da� man die Poin
ar�e-Fl�a
he in ein Punktera-ster zerlegt und jeden Punkt s des Rasters, f�ur den C(s) = 1 gilt, s
hwarzeinf�arbt; die anderen Punkte bleiben wei�. Es entsteht ein interessantes geo-
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Abbildung 4.9: Konvergenzplot f�ur die Brown-Gabrielse-Magnet
as
he beider Energie E = 0:20. Dargestellt ist die in ein Raster von 200�200 Punktens zerlegte Poin
ar�e-Fl�a
he; Punkte mit C(s) = 1 sind s
hwarz markiert.
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hes Muster. Kalu�za und Robnik erhalten f�ur das von ihnen betra
hteteSystem �ahnli
he Abbildungen.Es ist erstaunli
h, da� so viele Punkte die Konvergenzbedingung (4.25)erf�ullen, wie das in Abbildung 4.9 dargestellt wird. Denn diese Bedingungist streng, fordert sie do
h �uber einige Grade m hinweg eine monotone Kon-vergenz. Transient-konvergentes Verhalten wie in Abbildung 4.4 wird hierbeispielsweise ni
ht als konvergent betra
htet. Die H�au�gkeit konvergentenVerhaltens in unserem Konvergenzplot ist um so erstaunli
her, als einige ders
hwarz markierten Punkte in sto
hastis
hen Gebieten des entspre
hendenPoin
ar�e-Plots 3.9 liegen. Wir merken weiterhin an, da� die Verteilung derkonvergenten Punkte in �E in keiner Weise die Struktur des im Poin
ar�e-Plotaufgezei
hneten Phasenportraits widerspiegelt.Wir erkl�aren diesen Sa
hverhalt im folgenden auf ans
hauli
he Weise unds
hlagen eine neue Variante der Methode vor, die die Resultate ents
heidendverbessert. Wir erinnern uns daran, da� wir ni
ht nur an den Punkten aus �Einteressiert sind, sondern na
h M�ogli
hkeit den gesamten Phasenraum unter-su
hen wollen. Die De�nition der Kalu�za-Robniks
hen KonvergenzfunktionC(s) bezieht si
h aber ledigli
h auf die Punkte der Poin
ar�e-Fl�a
he. Die-se war zwar unter Ber�u
ksi
htigung gewisser Kriterien (transversaler S
hnittmit dem Phasen
u� usw.), im Ende�ekt aber do
h willk�urli
h festgelegt wor-den. Wir interpretieren die unerwarteten Ergebnisse des Konvergenzplots alseine Folge dieser eher zuf�alligen Wahl von �E.Es liegt nahe, das bes
hriebene subjektive Element dadur
h aus der Me-thode zu eliminieren, da� wir ni
ht mehr nur einzelne Punkte, sondern gan-ze Trajektorien betra
hten. Wir bere
hnen demna
h die dur
h die Punktes 2 �E als Startwerte festgelegten Trajektorien und bestimmen die Mittel-werte der entspre
henden Quasiintegrale:I(m)BG (s) := limT!1 1T Z T0 I(m)BG (t; s) : (4.28)Mit diesen Mittelwerten k�onnen wir nun die gemittelte KonvergenzfunktionC(s) dur
h die Anwendung von Gl. (4.27) auf die I(m)BG (s) de�nieren:C(s) := 8<: 1 ;0 ; falls I(m)BG (s) konvergentdivergent im Sinn von Gl. (4.25) ist :(4.29)Einen na
h dieser korrigierten Vors
hrift bere
hneten Konvergenzplot zei-gen wir in Abbildung 4.10. Es bietet si
h nun ein ganz anderes Bild als inAbbildung 4.9. Zun�a
hst stellen wir fest, da� weniger Punkte s die Kon-vergenzbedingung C(s) = 1 erf�ullen. Dieses Ergebnis haben wir na
h demoben Gesagten erwartet. Dar�uber hinaus reproduziert Abbildung 4.10 die
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Abbildung 4.10: Korrigierter Konvergenzplot f�ur die Brown-Gabrielse-Ma-gnet
as
he bei der Energie E = 0:20. Dargestellt ist die in ein Raster von200 � 200 Punkten s zerlegte Poin
ar�e-Fl�a
he; Punkte mit C(s) = 1 sinds
hwarz markiert.
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ar�e-Plots 3.9 erhebli
h detailgetreuer als das na
h derurspr�ungli
hen De�nition von C(s) erstellte Bild. Man erkennt ein ausge-dehntes Konvergenzgebiet im Zentrum des Phasenraumes, dort, wo im Poin-
ar�e-S
hnitt no
h viele invariante Linien erhalten geblieben sind. Au
h die hy-perbolis
hen periodis
hen Punkte der dominanten Poin
ar�e-Birkho�-Kette,die aus se
hs gro�en, konzentris
h angeordneten Inseln besteht, lassen si
heindeutig im korrigierten Konvergenzplot identifzieren. Dagegen divergiertdas Quasiintegral in der N�ahe der elliptis
hen periodis
hen Punkte dieserInselkette.In seiner korrigierten Form stellt das Kalu�za-Robnik-Verfahren also eindur
haus n�utzli
hes Hilfmittel zur Analyse des Phasenraumes bzw. der Poin-
ar�e-Fl�a
he dar. Allerdings ergibt si
h wegen der Strenge des zugrunde geleg-ten Konvergenzkriteriums (Gl. (4.25) mit mmax = 14) kein sehr detailrei
hesBild der Situation im Phasenraum; zudem kann man nur zwis
hen den bei-den F�allen C(s) = 0 und C(s) = 1 unters
heiden und hat keine M�ogli
hkeiteiner di�erenzierteren Charakterisierung der Punkte von �E. Wir wendenuns deshalb anderen Analyse-Methoden zu, die genauere Aussagen �uber dieGes
hwindigkeit der Konvergenz- bzw. Divergenz der Quasiintegrale erm�ogli-
hen.4.3.2 Konvergenzeigens
haften von I(m)BGAusgehend von der in Abs
hnitt 4.2 gema
hten Beoba
htung, da� dieGes
hwindigkeit der Divergenz von I(m)BG (t; s) wesentli
h vom Startwert sabh�angt, quanti�zieren wir im folgenden diese Divergenzges
hwindigkeit undstellen das Resultat graphis
h als Funktion von s dar.Zun�a
hst betra
hten wir einen einzigen, festen Startwert s 2 �E. Wirgehen davon aus, da� wir zuvor die Quasiintegrale I(m)BG (s) der Ordnungen2 � m � mmax bere
hnet haben. F�ur jedes dieser m bere
hnen wir jeweilserst den Mittelwert von I(m)BG (t; s),I(m)BG (s) = limT!1 1T Z T0 I(m)BG (t; s) dt ; (4.30)und dann die Standardabwei
hung als Ma� f�ur die Abwei
hung von I(m)BG (s)von diesem Mittelwert:�(m)BG (s) = s limT!1 1T Z T0 �I(m)BG (t; s)� I(m)BG (s)�2 dt : (4.31)Um die zu unters
hiedli
hen Startwerten s geh�orenden Standardabwei-
hungen miteinander verglei
hen zu k�onnen, f�uhren wir s
hlie�li
h no
h die
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henormierten Standardabwei
hungen ein:�(m)BG (s) = �(m)BG (s)I(m)BG (s) : (4.32)Diese Gr�o�e wird bei den folgenden �Uberlegungen eine S
hl�usselrolle einneh-men. �(m)BG (s) mi�t die "Qualit�at\ des Quasiintegrals I(m)BG (s): �(m)BG (s) ist umso gr�o�er, je st�arker das Quasiintegral um seinen Mittelwert oszilliert. Dabeiwerden ni
ht ledigli
h die Punkte der Poin
ar�e-Fl�a
he betra
htet, sondernjeweils Mittelwerte �uber die entspre
henden Trajektorien ber�u
ksi
htigt. So-mit sollten die normierten Standardabwei
hungen den gesamten Phasenraumin einem �ahnli
hen Sinn bes
hreiben, wie dies die Orbits in einem sinnvollgew�ahlten Poin
ar�e-S
hnitt tun.Da wir uns f�ur Konvergenzfragen interessieren, m�ussen wir nun untersu-
hen, wie si
h die �(m)BG (s) als Funktionen von m verhalten. �Uber eine gesamteTrajektorie hinweg ist das Quasiintegral I(m)BG (s) konvergent (in dem betra
h-teten m-Intervall) , wenn����(2m)BG (s)��� < ����(2m�2)BG (s)��� f�ur 1 < m � mmax2 (4.33)gilt, anderenfalls ist es divergent.Bei einem konvergenten Quasiintegral mit dem Startwert s gilt f�ur denGrad m0(s), bei dem �(m)BG (s) minimal wird: m0(s) = mmax = 14. Im Fall derDivergenz kann m0 einen der Werte 2; 4; : : : ; mmax � 2 annehmen. In Abbil-dung 4.11 haben wir eine typis
he Situation dargestellt. Bei vielen Wertender Parameter E und s f�allt �(m)BG (s) mit wa
hsendem m zun�a
hst ab, umdann wieder anzusteigen | wegen der s
hlie�li
h immer eintretenden Diver-genz. O�ensi
htli
h beinhaltet m0(s) eine wesentli
he Information �uber dasKonvergenzverhalten von �(m)BG (s). Wir nutzen diese Beoba
htung zu einerVerfeinerung des Verfahrens von Kalu�za und Robnik: Die Poin
ar�e-Fl�a
hewird wieder in ein Punktegitter zerlegt, und wir bestimmen f�ur jeden derPunkte s dieses Gitters den Grad m0(s).In den Abbildungen 4.12 bis 4.14 haben wir m0(s) f�ur das Brown-Gabrielse-System farbkodiert aufgetragen. Der Verglei
h der Bilder mit denentspre
henden Poin
ar�e-S
hnitten 3.7, 3.9 und 3.12 zeigt, da� diese m0(s)-Plots ein erhebli
h wirkli
hkeitsgetreueres Bild der Situation zei
hnen als dieKalu�za-Robniks
hen Konvergenzplots.Abbildung 4.12 skizziert �E bei der niedrigen Energie E = 0:01. Bei dieserEnergie sind im Poin
ar�e-Plot no
h keine sto
hastis
hen Regionen oder Insel-ketten zu erkennen, und so ist das konvergente (gr�une) Gebiet sehr gro�. Der�Ubergang zur Divergenz (rot) ges
hieht dann s
hlagartig bei gr�o�er werden-
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Abbildung 4.11: Ein typis
her Verlauf von �(m)BG (s). F�ur dieses Beispiel wurdendie Parameter E = 0:20 und s = (0; 0:3)T gew�ahlt; es gilt m0(s) = 8. Manbea
hte die halblogarithmis
he Darstellung.
dem Abstand zum Ursprung. Interessanterweise deutet si
h aber im Zentral-berei
h von �E s
hon divergentes Verhalten des Quasiintegrals an, der Gradm0 mit minimalem �(m)BG ist hier ni
ht mehr mmax. Au�erdem f�allt ein s
hma-ler Ring mit m0(s) = 12 auf, der inmitten der gr�un-konvergenten Regionverl�auft. K�undigt si
h hier trotz der niedrigen Energie s
hon das Aufbre
heneiner KAM-Linie in eine Poin
ar�e-Birkho�-Kette an?In Abbildung 4.13, bei der Energie E = 0:20, ist die dominante, ausse
hs Inseln bestehende Birkho�-Kette (vgl. Abbildung 3.9) deutli
h zu er-kennen. Bei diesem m0(s)-Plot verwundert vor allem, da� die Umgebung derse
hs periodis
hen Punkte der angespro
henen Inselkette ni
ht dur
h einenbesonders hohen Wert von m0(s) ausgezei
hnet ist, wie man es f�ur die dor-tige regul�are Dynamik erwarten w�urde. m0(s) hat hier ledigli
h den Wert 8.Dar�uber hinaus wird die Inselkette dur
h ein Band konvergenteren Verhaltens(m0(s) = 10) einges
hlossen. Dies ist um so erstaunli
her, als dieses Bandin einer sto
hastis
hen Region verl�auft, wie der Verglei
h mit Abbildung 3.9zeigt.In den meisten Punkten der Abbildung 4.13 nimmt m0(s) den Minimal-wert m0(s) = 2 an, was verst�andli
h ist, weil bei einer so hohen Energie(E = 0:50) kaum no
h gute Konvergenzeigens
haften des Quasiintegrals zuerwarten sind. Der Poin
ar�e-Plot bei dieser Energie, Abbildung 3.12, besteht| neben einem au�allenden 2-Zyklus, den wir au
h in Abbildung 4.14 ein-deutig identi�zieren k�onnen | vor allem aus einer gro�en sto
hastis
henRegion. Diese Region wird im m0(s)-Plot ni
ht strukturlos, sondern mit ei-
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Abbildung 4.12: m0(s)-Plot f�ur die Brown-Gabrielse-Magnet
as
he bei derEnergie E = 0:01. Dargestellt ist die Poin
ar�e-Fl�a
he, die in ein Raster von200�200 Punkten s zerlegt wurde. Die Leiste am unteren Bildrand zeigt dieFarbkodierung von m0(s).
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Abbildung 4.13: m0(s)-Plot f�ur die Brown-Gabrielse-Magnet
as
he bei derEnergie E = 0:20. Dargestellt ist die Poin
ar�e-Fl�a
he, die in ein Raster von200�200 Punkten s zerlegt wurde. Die Leiste am unteren Bildrand zeigt dieFarbkodierung von m0(s).
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Abbildung 4.14: m0(s)-Plot f�ur die Brown-Gabrielse-Magnet
as
he bei derEnergie E = 0:50. Dargestellt ist die Poin
ar�e-Fl�a
he, die in ein Raster von200�200 Punkten s zerlegt wurde. Die Leiste am unteren Bildrand zeigt dieFarbkodierung von m0(s).
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haus regelm�a�igen Verteilung derm0-Werte dargestellt. Ein Rest vonOrdnung im Chaos? Jedenfalls deutet unsere Abbildung an, da� die Diver-genzges
hwindigkeit in einer 
haotis
hen Region sehr inhomogen sein kann.Diese Beoba
htung k�onnte ein Ansatzpunkt f�ur die weitergehende Untersu-
hung der sto
hastis
hen Gebiete unseres Systems sein | eine sol
he Unter-su
hung w�urde aber den Rahmen der vorliegenden Arbeit sprengen. Au
h beiAbbildung 4.14 f�allt auf, da� das Zentrum des gro�en 2-Zyklus mit kleinerenm0-Werten dargestellt wird als seine unmittelbare Umgebung. Demna
h di-vergiert I(m)BG auf den die periodis
hen Punkte umgebenden invarianten Linienlangsamer als in den periodis
hen Punkten selbst.Zusammenfassend stellen wir fest, da� die hier neu eingef�uhrten m0(s)-Plots ein �au�erst n�utzli
hes Hilfsmittel zur Charakterisierung der Poin
ar�e-Fl�a
he sein k�onnen und insbesondere sol
he Gebiete von �E weitergehendklassi�zieren k�onnen, die im Poin
ar�e-Plot unters
hiedslos als homogene Re-gionen regul�aren (oder au
h 
haotis
hen) Verhaltens dargestellt werden.Bisher konnten wir s
hon anhand der m0(s)-Plots eine erstaunli
h rei
h-haltige Struktur in der Poin
ar�e-Fl�a
he na
hweisen. Wir versu
hen nun, dieAu
�osung des Verfahrens weiter zu erh�ohen, denn es erweist si
h bei denm0(s)-Plots als na
hteilig, da� zur Charakterisierung von s ledigli
h siebenm�ogli
he Werte f�ur m0 zu Verf�ugung stehen: 2; 4; : : : ; 14 = mmax.Die Abbildungen 4.1 bis 4.6, ebenso wie Abbildung 4.11, lassen die Vermu-tung zu, da� die Divergenz des Quasiintegrals und damit au
h das Verhaltenvon �(m)BG (s) als Funktion von m einer gewissen Regelm�a�igkeit unterliegen.Um diese Beoba
htung quantitativ zu ma
hen, versu
hen wir, �(m)BG (s) dur
heine Exponentialfunktion zu n�ahern,�(m)BG (s) � ae�m ; (4.34)wobei a und � no
h zu bestimmen sind. Na
h den Ergebnissen der vor-angehenden Abs
hnitte ist klar, da� diese beiden Gr�o�en vom Startwert sabh�angen; deswegen s
hreiben wir au
h a(s) und �(s).a(s) und der "Exponent\ �(s) | der hier eine �ahnli
he Bedeutung wieder Ljapunov-Exponent hat | lassen si
h n�aherungsweise mit der Methodeder kleinsten Quadrate (vgl. [BrSe85, S. 787℄) aus den �(m)BG (s) bere
hnen.Der direkte Verglei
h des Graphen der Funktion a(s)e�(s)m mit den Punkten(m; �(m)BG (s))T ergibt, da� in den meisten F�allen die Approximation (4.34)re
ht gut ist. Wir demonstrieren dies in Abbildung 4.15; die folgende Tabellegibt die f�ur die Abbildung verwendeten Parameter E und s sowie die darausbere
hneten Exponenten �(s) an.
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heAbbildung E s �(s)4.15a 0.01 (0:81; 0:0553)T -0.394.15b 0.20 (1:69; 0:5970)T 1.374.15
 0.20 (0:00; 0:3000)T 0.32Die Abbildungen 4.15a und 4.15b demonstrieren exemplaris
h die Qualit�atder Approximation f�ur ein konvergentes und ein divergentes Quasiintegral.Abbildung 4.15
 ist die entspre
hende Darstellung f�ur ein Quasiintegral,das bis zum Grad 8 konvergent ist, um dann f�ur gr�o�ere m zu divergieren| eine �ahnli
he Situation wie in Abbildung 4.4. Dieses Verhalten wird of-fensi
htli
h dur
h eine einfa
he Exponentialfunktion ni
ht vollst�andig repro-duziert. Andererseits k�onnen wir diese Eins
hr�ankung zur Methode ma
henund von nun an nur das asymptotis
he Verhalten bei m�ogli
hst gro�en muntersu
hen. Na
hdem das in Abbildung 4.15
 dargestellte �(m)BG (s) sein Mi-nimum beim = 8 dur
hlaufen hat, steigt es in etwa exponentiell an und kanndann gem�a� Gl. (4.34) sinnvoll gen�ahert werden. Wir bes
hr�anken uns des-halb bei der �(s)-Methode auf die m-Werte 8; : : : ; 14. Weil das QuasiintegralI(m)BG nur bis zur Ordnung 14 vorliegt, k�onnen wir keine gr�o�eren Werte vonm in die Re
hnung einbeziehen, obwohl dies nat�urli
h w�uns
henswert w�are.Inwieweit das hier skizzierte Vorgehen | insbesondere die Tatsa
he, da� wirdie �(m)BG (s) mit m = 2; 4; 6 verna
hl�assigen | sinnvoll ist, mu� weiter untenanhand der Ergebnisse der Methode ents
hieden werden. In diesem Zusam-menhang illustrieren die Abbildungen 4.15a und 4.15b, da� man im Fall ein-deutiger Konvergenz oder Divergenz dur
h die Ni
htber�u
ksi
htigung kleinerm-Werte die Qualit�at der Approximation ni
ht wesentli
h beeintr�a
htigt.Die �(s)-Methode weist gegen�uber dem m0(s)-Verfahren den Vorteil auf,da� wir eine den Phasenraum 
harakterisierende Funktion �(s) erhalten, de-ren Wertespektrum im Gegensatz zu dem von m0(s) kontinuierli
h ist. Wirerwarten, da� si
h dadur
h die Eigens
haften des Phasenraumes detaillierterabbilden lassen. Je gr�o�er �(s) ist, desto divergenter sollte si
h das Quasi-integral mit dem Startwert s verhalten und umso 
haotis
her ist das Gebietder Poin
ar�e-Fl�a
he, aus dem der Startwert s entnommen wurde. Umgekehrtbedeutet ein negativer Wert von �(s) Konvergenz | zumindest f�ur die beider Re
hnung verwendeten Werte von m | was auf den regul�aren Cha-rakter des entspre
henden Phasenraumgebietes hinweist. Wenn �(s) zwarpositiv, aber klein ist, dann divergiert das Quasiintegral zwar, es deutet si
haber trotzdem no
h ein Rest von Ordnung in der Dynamik an. Falls derLjapunov-Exponent in einer Region des Phasenraumes positiv und klein ist,spri
ht man von s
hwa
hem Chaos [KaRo92℄. Na
h dem vorher Gesagtens
heint es uns angebra
ht, diesen Begri� au
h f�ur Phasenraumgebiete mitpositiven, aber kleinen �(s)-Werten zu verwenden.
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Abbildung 4.15: Halblogarithmis
he Darstellung der normierten Standard-abwei
hungen �(m)BG (s), in den Abbildungen angedeutet als 3, und der sieapproximierenden Exponentialfunktion a(s)e�(s)m, die hier als dur
hgezo-gene Linie dargestellt wird. Die verwendeten Parameter E und s geben wirim Text an.
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heDiese Interpretation des Exponenten �(s) wird dur
h die Abbildung 4.16best�atigt, die trotz der groben Rasterung der Bildpunkte ein detailrei
hesBild der Poin
ar�e-Fl�a
he zei
hnet und regul�are und 
haotis
he Gebiete inre
ht guter �Ubereinstimmung mit Abbildung 3.9 identi�ziert. Abbildung 4.16steht zudem keineswegs im Widerspru
h zu dem entspre
henden m0(s)-Plot4.13, sondern erg�anzt ihn in der gew�uns
hten Weise. So wird hier zum Beispieldie gro�e Inselkette feiner aufgel�ost und wir �nden die Beoba
htung best�atigt,die wir bei Abbildung 4.13 gema
ht haben: Das Quasiintegral zeigt in derUmgebung periodis
her Punkte (abgesehen vom Fixpunkt im Ursprung von�E) ein st�arker divergentes Verhalten4. Das glei
he Ph�anomen erkennt manau
h anhand der vielen kleineren Inselketten, die im �(s)-Plot deutli
h und in�Ubereinstimmung mit den entspre
henden Regionen des Poin
ar�e-S
hnitteshervortreten | im m0(s)-Plot traten diese Inselketten �uberhaupt ni
ht zu-tage.Insgesamt s
heint damit unser Vorgehen | insbesondere das Ignorierender �(m)BG mit m < 8 | gere
htfertigt. Wir weisen aber darauf hin, da� das�(s)-Verfahren die besten Resultate bei mittleren Energien (wie zum BeispielE = 0:20) erbringt. Wir haben zum Verglei
h au
h �(s)-Abbildungen bei denEnergien E = 0:01 und E = 0:5 angefertigt. Bei der niedrigeren Energie ergabsi
h im wesentli
hen das glei
he Resultat wie im m0(s)-Plot 4.12; es wurdenkeine zus�atzli
hen Strukturen gefunden. Der �(s)-Plot zur Energie E = 0:50reproduzierte die in Abbildung 4.14 dargestellten "Strukturen im Chaos\ nurteilweise. Zumindest ergab si
h aber au
h mit dem eher spekulativen �(s)-Verfahren kein Widerspru
h; das hei�t, wir haben mit diesem Verfahren keineEigens
haften gefunden, die im Widerspru
h zu den Ergebnissen stehen, dieman aus den Poin
ar�e-S
hnitten erh�alt.In den letzten beiden Abs
hnitten haben wir drei neue Verfahren vor-ges
hlagen, die si
h sehr gut zur Analyse der Konvergenzeigens
haften desQuasiintegrals I(m)BG eignen. Dar�uber hinaus ist es m�ogli
h, mit Hilfe dieserVerfahren diejenigen Strukturen in der Poin
ar�e-Fl�a
he zu reproduzieren undzu 
harakterisieren, die man gew�ohnli
h aus Poin
ar�e-S
hnitten erh�alt. Mankann den �(s)-Abbildungen aber oft no
h erhebli
h mehr Information ent-nehmen als den entspre
henden Poin
ar�e-Plots. Dies gelingt zum Beispiel4Der Grund f�ur die s
hnellere Divergenz in der N�ahe von Resonanzen ist in dem lokalenCharakter des Quasiintegrals und ganz allgemein der Normalformentheorie zu su
hen |man verglei
he hierzu die Er�orterungen in Kapitel 1. Typis
herweise treten in der N�ahevon periodis
hen Punkten bei der Transformation der Hamilton-Funktion "kleine Nen-ner\ auf, die die Konvergenz der Transformation s
hlie�li
h verhindern. Um die Situationin der Umgebung eines anderen periodis
hen Punktes als des Ursprunges zu untersu
hen,m�u�te man zun�a
hst die Hamilton-Funktion um diesen Punkt herum entwi
keln und danndie Normalisierungsprozedur mit der so erhaltenen neuen Hamilton-Funktion dur
hf�uhren.Alternativ hierzu wird in [La90℄ ein Verfahren bes
hrieben, mit dem die Normalformtrans-formation ni
ht, wie hier, in der N�ahe des Entwi
klungspunktes am besten konvergiert,sondern statt dessen in einer vorzugebenden Entfernung von diesem Entwi
klungspunkt.



4.3. Globale Analyse des Quasiintegrals 141

-0.6-0.4-0.20
0.20.4
0.6

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

pz

z
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6�(s)

Abbildung 4.16: �(s)-Plot f�ur die Brown-Gabrielse-Magnet
as
he bei derEnergie E = 0:20. Dargestellt ist die Poin
ar�e-Fl�a
he, die in ein Raster von200�200 Punkten s zerlegt wurde. Bei der Bere
hnung von �(s) wurden die�(m)BG (s) mit m = 8; 10; 12; 14 ber�u
ksi
htigt. Die Leiste am unteren Bildrandzeigt die Farbkodierung von �(s).
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hedann, wenn letztere nur no
h ein sto
hastis
hes Gebiet zeigen, das aber mitHilfe des Konvergenzverhaltens des Quasiintegrals no
h weitergehend 
ha-rakterisiert werden kann. Es sei an dieser Stelle angemerkt, da� man dur
hBere
hnung des Ljapunov-Exponenten f�ur die Punkte der Poin
ar�e-Fl�a
hezu verglei
hbaren Resultaten gelangen kann. Dies wird in [KaRo92℄ demon-striert. Im Gegensatz zur Analyse mittels Ljapunov-Exponenten, die als reinph�anomenologis
he Gr�o�en bere
hnet werden, erh�alt man aber dur
h dieVerwendung der Quasiintegrale ni
ht allein Aussagen �uber die Regularit�at,sondern au
h �uber die Konvergenz der entspre
henden normalisierenden ka-nonis
hen Transformation.Ein Na
hteil dieser globalen Verfahren zur Analyse der Poin
ar�e-Fl�a
heist der sehr gro�e numeris
he Aufwand. Um ein aussagekr�aftiges Bild zugewinnen, mu� man f�ur sehr viele Punkte �uber ein l�angeres Zeitintervall hin-weg Trajektorien dur
h numeris
he Integration bere
hnen, um die erforder-li
hen Mittelungsprozesse dur
hf�uhren zu k�onnen. Ein Na
hteil, den unsereAnalysemethoden aber mit dem si
h auf Ljapunov-Exponenten st�utzendenVerfahren gemein haben.



Kapitel 5
Typis
he Eigens
haften vonQuasiintegralen
Na
hdem wir in den Abs
hnitten 4.2 und 4.3 das Quasiintegral der Brown-Gabrielse-Magnet
as
he im Hinbli
k auf seine Konvergenzeigens
haftenausf�uhrli
h analysiert haben, betra
hten wir in diesem Kapitel kursoris
hdie Quasiintegrale einiger weiterer Modellsysteme. Unser Anliegen ist hiervor allem, einfa
he Gesetzm�a�igkeiten in den Formeln der Quasiintegrale zu�nden, so da� wir die Konvergenzeigens
haften abs
h�atzen und vers
hiedeneQuasiintegrale miteinander verglei
hen k�onnen, ohne daf�ur langwierige Un-tersu
hungen wie in den Abs
hnitten 4.2 und 4.3 dur
hf�uhren zu m�ussen. Diebeiden f�ur das Folgende wesentli
hen Gesi
htspunkte sind die Zahl der einQuasiintegral I(m)DFS konstituierenden Monome und die (betragsm�a�ige) Gr�o�eder KoeÆzienten der Monome.
5.1 Die Zahl der SummandenWir wenden uns zun�a
hst der Frage na
h der Zahl der Monome zu, aus denenein Quasiintegral I(m)DFS zusammengesetzt ist.Als Grundlage unserer Untersu
hung dienen die drei magnetis
hen Fla-s
hen, f�ur die wir in Kapitel 2 die Hamilton-Funktionen hergeleitet haben: dieBrown-Gabrielse-Magnet
as
he (Gl. (3.1)), die Dragt-Finns
he "Mirror Ma-
hine\ (Gl. 2.41)) und das St�rmer-System (Gl. (2.62)). Um eine Vorstellungdavon zu bekommen, inwieweit unsere Ergebnisse spezi�s
h f�ur Hamilton-Funktionen vom Magnet
as
hentyp (4.4) sind, beziehen wir au�erdem dasH�enon-Heiles-System [HeHe64℄ in unsere Betra
htungen ein. Dieses System143



144 Kapitel 5. Typis
he Eigens
haften von Quasiintegralenwird dur
h die folgende Hamilton-Funktion bes
hrieben:HHH(�; z; p�; pz) = 12 �p2� + �2 + p2z + z2�+ �2z � 13z3 : (5.1)HHH ist vom Gustavson-Typ (1.61) und kann demna
h s
hon mit demBirkho�-Gustavsons
hen Normalformenkalk�ul behandelt werden. In der fol-genden Tabelle f�uhren wir die f�ur die Integralbere
hnung wesentli
hen Cha-rakteristika der vier Hamilton-Funktionen auf:System Typ Zahl der Monome in HH�enon-Heiles Gustavson 6 | "einfa
h\Brown-Gabrielse Magnet
as
he 8 | "einfa
h\Dragt-Finn Magnet
as
he 5 | "einfa
h\St�rmer Magnet
as
he 80 | "kompliziert\Es wird si
h zeigen, da� alle vier Modellsysteme | trotz ihrer in dieserTabelle deutli
h werdenden Unters
hiedli
hkeit | si
h bez�ugli
h der Sum-mandenzahl ihrer Quasiintegrale sehr �ahnli
h verhalten.Das Quasiintegral der Brown-Gabrielse-Magnet
as
he entnehmen wirdem Anhang D. Mit unserem in Kapitel 4 bes
hriebenen Verfahren | das,weil es den Gustavson-Fall als Spezialfall enth�alt, au
h auf HHH anwend-bar ist | haben wir au
h die anderen drei Hamilton-Funktionen auf DFS-Normalform transformiert und dann die entspre
henden Quasiintegrale inden urspr�ungli
hen Koordinaten bestimmt. Wegen des trotz aller Vereinfa-
hungen immer no
h re
ht gro�en Re
henaufwandes haben wir diese Trans-formationen nur bis zum Grad 12 eins
hlie�li
h dur
hgef�uhrt.F�ur die folgenden Untersu
hungen stehen also die Quasiintegrale I(m)HH ,I(m)BG , I(m)DF und I(m)S mit m = 2; 3; : : : ; 12 zur Verf�ugung. Dabei ist zu be-a
hten, da� die Hamilton-Funktionen HBG sowie HDF und somit au
h dieentspre
henden Quasiintegrale gerade Funktionen sind.Wir geben die I(m) hier ni
ht explizit an. Statt dessen diskutieren wir, wiedie Anzahl der Summanden dieser Polynome mit zunehmendem m anw�a
hst.Hierzu de�nieren wir N(m) als die Anzahl der Monome des QuasiintegralsI(m) und werten diese Funktion f�ur unsere Beispielsysteme aus. Das Ergebnisdieser Abz�ahlaufgabe ist in Abbildung 5.1 dargestellt.Bei kleinen Graden m besteht das Quasiintegral des H�enon-Heiles-Systems o�ensi
htli
h aus mehr Summanden als die Integrale der anderenSysteme. Diese Tatsa
he liegt darin begr�undet, da� das formale Integral
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Abbildung 5.1: N(m) in doppeltlogarithmis
her Auftragung.
der auf Normalform transformierten Hamilton-Funktion HHH mehr Termeenth�alt als die formalen Integrale der anderen normalisierten Systeme: Esbesteht aus vier Summanden, gegen�uber den nur zwei Summanden bei denMagnet
as
hen-Hamilton-Funktionen. Man verglei
he hierzu die Gln. (4.4)und (4.13). Mit gr�o�er werdendem m �andert si
h das Bild, denn nun ma
htsi
h der Ein
u� der vielen Terme der St�rmer-Hamilton-Funktion (2.62) be-merkbar. Ohne diesen Punkt hier eingehender diskutieren zu wollen, merkenwir an, da� eine komplizierte Hamilton-Funktion bei der L�osung der homo-logis
hen Glei
hung (1.66a) im Zuge der Normalformtransformation kompli-zierte erzeugende Funktionen Fm zur Folge hat. Umgekehrt bedeutet diesna
h der R�u
ktransformation auf die urspr�ungli
hen Koordinaten, da� dasQuasiintegral entspre
hend kompliziert ist. Man erkennt diesen Sa
hverhaltin Abbildung 5.1 daran, da� I(m)S bei wa
hsendemm sehr s
hnell eine mit I(m)HHverglei
hbare Monomanzahl errei
ht. Dagegen besitzen die zu den einfa
he-ren Hamilton-FunktionenHBG undHDF geh�orenden Quasiintegrale dur
hwegnur etwa halb so viele Summanden wie die beiden anderen I(m).Interessant ist au
h der Verglei
h der Monomzahl der beiden Quasiinte-grale I(m)BG und I(m)DF . In Abs
hnitt 2.3 haben wir bes
hrieben, wie die Dragt-Finn-Flas
he als gezielte Vereinfa
hung der Brown-Gabrielse-Flas
he kon-struiert wird. Die einfa
here Struktur von HDF gegen�uber HBG s
hl�agt si
htats�a
hli
h in der Abbildung 5.1 nieder, aber der E�ekt ist eher marginal. Ty-
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he Eigens
haften von Quasiintegralenpis
herweise ist die Monomzahl der Brown-Gabrielse-Flas
he nur um einenFaktor 1.2 bis 1.3 gr�o�er als die der Dragt-Finn-Flas
he.Wir k�onnen demna
h feststellen, da� die Komplexit�at der zugrunde lie-genden Hamilton-Funktion die Komplexit�at des Quasiintegrals in der Tatbeein
u�t. Dieser E�ekt wird aber erst bedeutsam, wenn man zwei Hamilton-Funktionen verglei
ht, deren Summandenzahlen si
h sehr stark unters
hei-den, beispielsweise HBG und HS. Ents
heidender ist der Ein
u� der Gestaltdes quadratis
hen Anteils der Hamilton-Funktion. Wir haben gesehen, da�ein Gustavsons
hes H2 zu einem erhebli
h komplexeren Quasiintegral f�uhrtals ein Magnet
as
hen-H2 mit einer verglei
hbaren Summandenzahl.Es ist ein au�allendes Merkmal der Abbildung 5.1, da� N(m) f�ur alle vierbetra
hteten Systeme bei hinrei
hend gro�em m einem Potenzgesetz gen�ugt.O�ensi
htli
h gilt in sehr guter N�aherung:N(m) � bm� mit b; � = konst. : (5.2)Wir haben � aus den Daten der Abbildung 5.1 f�ur m � 4 mit Hilfe derMethode der kleinsten Quadrate bestimmt:System �H�enon-Heiles 3.02Brown-Gabrielse 3.11Dragt-Finn 3.16St�rmer 3.25Im Mittel ergibt si
h hieraus � = 3:14� 4% : (5.3)Dies ist ein erstaunli
hes Resultat: Trotz der sehr unters
hiedli
hen Strukturder einzelnen Hamilton-Funktionen w�a
hst die Summandenzahl der entspre-
henden Quasiintegrale in allen vier F�allen nahezu glei
h s
hnell.Interessanterweise w�a
hst in dem betra
hteten m-Intervall die Dimensiondes Polynomraumes L(m) := L2�L3� � � ��Lm, dessen Elemente die I(m) jasind, na
h fast genau dem glei
hen Potenzgesetz, denn es gilt:dim(L(m)) � 
m
 mit 
 = konst.; 
 = 3:04 : (5.4)(Dies ist wiederum eine Kleinste-Quadrate-N�aherung f�ur 4 � m � 12.) Dem-na
h s
heint es eine typis
he Eigens
haft der Quasiintegrale zu sein, da� bei
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hsendem m stets etwa der glei
he (systemabh�angige) Bru
hteil der insge-samt zur Verf�ugung stehenden Monome f�ur die Darstellung von I(m) ben�otigtwird. Bei der Brown-Gabrielse-Magnet
as
he und dem St�rmer-System �n-den wir beispielsweiseNBG(m)dim(L(m)) � 14%NS(m)dim(L(m)) � 24% f�ur 4 � m � 12 :
5.2 Die KoeÆzientenNeben der Anzahl der Summanden sind die KoeÆzienten der Monome derzweite bestimmende Faktor f�ur die Konvergenz der Quasiintegrale.F�ur die vier Hamilton-Funktionen gilt:System gr�o�ter KoeÆ- Mittelwert aller Charakterisierungzientenbetrag Koe�.-Betr�age der KoeÆzientenH�enon-Heiles 1.0 0.555 "klein\Brown-Gabrielse 0.5 0.290 "klein\Dragt-Finn 0.5 0.425 "klein\St�rmer 13860 644.2 "gro�\Das St�rmer-System erweist si
h au
h hier wieder als das "s
hwierigste\ derModellsysteme.In Abbildung 5.2 haben wir die Betr�age aller KoeÆzienten der vier Quasi-integrale als Funktion der Gustavson-Indizes k der entspre
henden Monomeaufgetragen. Dieser Abbildung entnehmen wir zweierlei. Zum einen streuendie KoeÆzientenbetr�age jedes Quasiintegrals �uber viele Gr�o�enordnungen:typis
herweise �uber se
hs, im Fall des St�rmer-Systems �uber zehn Gr�o�enord-nungen. Dies ers
hwert die numeris
he Auswertung erhebli
h. Zum anderenist hier, wie au
h s
hon bei N(m), eine steigende Tendenz mit wa
hsendemm zu erkennen.Um den zweiten Punkt genauer untersu
hen zu k�onnen, haben wir dievon null vers
hiedenen KoeÆzientenbetr�age f�ur jeden Grad m gemittelt. Dieso erhaltene Funktion Koe�(m) ist in Abbildung 5.3 skizziert. Die steigendeTendenz der KoeÆzienten tritt hier deutli
h zutage; ein eindeutiger funktio-naler Zusammenhang zwis
hen m und Koe�(m) l�a�t si
h allerdings ni
ht
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Abbildung 5.2: Halblogarithmis
he Darstellung der Betr�age der Monomkoef-�zienten f�ur die vier Quasiintegrale. Auf der Abszisse ist der Gustavon-Indexk aufgetragen; die vertikalen Linien trennen die vers
hiedenen Monomgradem. ? b= H�enon-Heiles; b= Brown-Gabrielse; 3 b= Dragt-Finn; 2 b=St�rmer.
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Abbildung 5.3: Mittlere KoeÆzientenbetr�age beim Grad m.
erkennen. Ledigli
h die KoeÆzienten des St�rmer-Quasiintegrals s
heinenann�ahernd exponentiell mit m anzuwa
hsen. Wenn man die Grade 6 bis 12zugrunde legt, �ndet man f�ur dieses System:Koe�(m) � d eÆm mit d = konst.; Æ = 2:7 : (5.5)Wir sind nun in der Lage, qualitative Aussagen �uber das Konvergenz-verhalten der Quasiintegrale unserer vier Modellsysteme zu ma
hen. Es istbekannt, da� alle vier Systeme ni
htintegrabel sind. | F�ur die Brown-Gabrielse-Flas
he haben wir den Na
hweis in Kapitel 3 gef�uhrt; f�ur die an-deren Systeme verglei
he [HeHe64, DrFi79, Se90℄. | Der Ni
htintegrabilit�atentspri
ht die Divergenz der hier betra
hteten Quasiintegrale, die ja im Fallder Konvergenz die entspre
henden zweiten Integrale approximieren w�urden.Im Rahmen des vorliegenden Kapitels deutet si
h die Divergenz der I(m)dur
h die sehr s
hnelle Zunahme der Summandenzahl mitm an, die mit demras
hen Anwa
hsen der KoeÆzienten einhergeht.Vor dem Hintergrund der Untersu
hungen in Kapitel 4 fragen wir na
h derM�ogli
hkeit, die Quasiintegrale in einer Umgebung des Entwi
klungspunk-tes zur Analyse des Phasenraumes zu verwenden. F�ur die Brown-Gabrielse-Magnet
as
he erwies si
h dieser Ansatz ja als sehr fru
htbar. Weil si
h na
hden Ergebnissen dieses und des vorangehenden Abs
hnitts f�ur das Dragt-Finn-System �ahnli
he (sogar ein wenig vorteilhaftere) Eigens
haften wie f�ur
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he Eigens
haften von Quasiintegralendie Brown-Gabrielse-Flas
he ergeben, nehmen wir an, da� au
h die "MirrorMa
hine\ nutzbringend mit den Verfahren aus Kapitel 4 untersu
ht werdenkann.Das H�enon-Heiles-System stellt si
h bez�ugli
h der beiden hier diskutier-ten Kriterien ung�unstiger dar, hat aber den ents
heidenden Vorteil, da� derzug�angli
he Teil des Phasenraumes (bei kleinen Energien) bes
hr�ankt undklein ist, so da� die ung�unstigere KoeÆzientenstruktur mehr als aufgewogenwerden kann. In der Tat zeigt die in [St91℄ bes
hriebene Analyse der demH�enon-Heiles-System sehr �ahnli
hen Penning-Falle positive Resultate, undGustavson selbst erzeugte f�ur das H�enon-Heiles-System erfolgrei
h H�ohenli-niendiagramme von I(m)HH [Gu66℄. Bei diesen Analysen wurde der Gustavson-s
he Normalformenkalk�ul zugrunde gelegt.Das St�rmer-System s
hlie�li
h vereint beide angespro
henen Na
hteile insi
h. Es besitzt einen "o�enen\ Phasenraum und hat eine extrem ung�unstigeKoeÆzientenstruktur. Wir erwarten deshalb, da� es relativ s
hwierig seinwird, dieses System mittels seines Quasiintegrals zu untersu
hen.



S
hlu�
Wir haben uns in dieser Arbeit ausf�uhrli
h mit der Teil
hendynamik in ma-gnetis
hen Flas
hen bes
h�aftigt, die f�ur viele praktis
he Anwendungen wi
h-tig sind. Im Rahmen der konventionellen Analyse der Brown-Gabrielses
henMagnet
as
he konnten wir den gebundenen Charakter der Bewegung in die-sem System na
hweisen, fanden ein typis
hes KAM-Szenario und wiesendamit den teilweise irregul�ar-
haotis
hen Charakter der Teil
henbewegungna
h.In Kapitel 4 haben wir bes
hrieben, wie erstmalig die Anwendung derDragt-Finn-Stegemertens
hen Normalformentheorie gelang. Wir haben mitden Mitteln der linearen Algebra ein Verfahren entwi
kelt, mit dem dieHamilton-Funktionen magnetis
her Flas
hen bis zu sehr hohen Ordnungenin DFS-Normalform transformiert werden k�onnen. Dabei erwies si
h dieVerwendung einer hier neu eingef�uhrten Anordnung ("Magnet
as
henanord-nung\) der Basismonome des Raumes Lm als �au�erst n�utzli
h. Unter Verwen-dung unseres Normalisierungsverfahrens konnten wir die Normalform und dasQuasiintegral der Brown-Gabrielse-Magnet
as
he bis zur vierzehnten Ord-nung angeben. Dies ist die h�o
hste uns bekannte Ordnung einer Normal-formtransformation.Wir haben das Quasiintegral I(m)BG f�ur einzelne Punkte der Poin
ar�e-Fl�a
heauf seine Konvergenzeigens
haften hin �uberpr�uft. F�ur hinrei
hend niedrigeEnergien konvergierte I(m)BG | in dem betra
hteten m-Intervall | bei geeig-neter Wahl des Startpunktes s sehr gut, obwohl f�ur magnetis
he Flas
hendas zug�angli
he Teilgebiet des Phasenraumes unbes
hr�ankt ist. Bei h�oherenEnergien oder einem ung�unstigeren Startwert s trat die f�ur ein ni
htintegra-bles System erwartete Divergenz ein.Diese ortsabh�angigen Konvergenz- bzw. Divergenzeigens
haften von I(m)BGausnutzend, haben wir drei neue Verfahren zur Analyse des Phasenraumes151



152 S
hlu�vorges
hlagen und am Beispiel unserer Modellmagnet
as
he na
hgewiesen,da� man mit diesen Verfahren zumindest die aus den Poin
ar�e-Plots bekann-ten Strukturen wie invariante Linien und Poin
ar�e-Birkho�-Ketten repro-duzieren kann. Dar�uber hinaus gelang es au
h, �ahnli
he Strukturen in Teil-gebieten der Poin
ar�e-Fl�a
he zu identi�zieren, die si
h im Poin
ar�e-S
hnittledigli
h als die homogene Punktwolke einer sto
hastis
hen Region darstellen.Es bleibt zuk�unftigen Untersu
hungen vorbehalten, die Natur dieser bislangunbekannten Strukturen zu erfors
hen und die Ursa
hen ihrer Entstehungzu kl�aren. Dabei k�onnte es si
h, �ahnli
h wie in [KaRo92℄, als n�utzli
h erwei-sen, die Konvergenz- bzw. m0(s)- und �(s)-Plots mit einer entspre
hendenDarstellung des Ljapunov-Exponenten zu verglei
hen.Eng verbunden mit dieser Problematik ist die Frage na
h allgemeinentheoretis
hen Kriterien f�ur die Ges
hwindigkeit, mit der ein Quasiintegralkonvergiert bzw. divergiert. Sind diese Eigens
haften s
hon an der urspr�ung-li
h gegebenen Hamilton-Funktion abzulesen? Wir konnten diesbez�ugli
h indem f�ur diese Arbeit vorgegebenen Zeitrahmen nur einige sehr grobe Ver-glei
he anstellen. Bei wel
hem Grad m0(s) tritt insbesondere der Ums
hlagvon Konvergenz zur Divergenz ein? Dies ist eine wesentli
he Fragestellung,wenn man an einem m�ogli
hst konstanten Quasiintegral interessiert ist undwissen will, bis zu wel
her Ordnung I(m)BG hierf�ur bere
hnet werden mu�. Um-gekehrt bedeutete bei einem System mit zwei Freiheitsgraden der Bewegungder Na
hweis der Konvergenz des Quasiintegrals f�ur m ! 1 die Integrabi-lit�at des Systems | das Wuns
hresultat bei der "Su
he na
h dem zweitenIntegral der Bewegung\.Es stellt si
h s
hlie�li
h au
h die Frage, inwiefern das Konvergenzver-halten der Normalformtransformation dur
h die Wahl der Erzeugenden Fmbeein
u�bar ist | wir haben mehrfa
h darauf hingewiesen, da� diese Funkti-on bei der L�osung der homologis
hen Glei
hung ni
ht eindeutig festgelegt ist,so da� man gegebenenfalls dur
h eine ges
hi
kte Wahl von Fm eine erhebli
hbessere Konstanz des Quasiintegrals erzielen k�onnte.Na
hdem wir in der vorliegenden Arbeit die DFS-Theorie in der prakti-s
hen Anwendung etabliert haben, kann man nun beispielsweise versu
hen,diese Theorie dort anzuwenden, wo s
hon die Birkho�-Gustavson-TheorieErfolge zu verzei
hnen hatte. Hier sind vor allem die Bes
hreibung derquantenme
hanis
hen Pendants und die Quantisierung 
haotis
her klassis
h-me
hanis
her Systeme zu nennen. Auf diesem Gebiet �ndet die Birkho�-Gustavson-Normalform s
hon seit einiger Zeit eine wi
htige Anwendung; manverglei
he hierzu [SwDe79, ShRe82, Ro84, E
86, Cr90℄.



S
hlu� 153Wir haben o�ensi
htli
h mit der Anwendung der verallgemeinerten Nor-malformentheorie ni
ht nur eine L�u
ke ges
hlossen, sondern glei
hzeitig einigeneue untersu
henswerte Fragen aufgeworfen.
: : : the rest is silen
e.William ShakespeareHamlet, Prin
e of Denmark



Anhang A
Zweite Integrale der Bewegung
Wir geben in diesem Abs
hnitt f�ur alle Hamilton-Funktionen H 2 L diezweiten Integrale an, die man mit Hilfe der in Abs
hnitt 1.2.3 diskutiertenDragt-Finn-Stegemerten-Normalformentheorie erh�alt. Hiermit ist folgendesgemeint: Wir geben in Abs
hnitt A.2 eine no
h etwas enger gefa�te De�nitionder Normalform einer Hamilton-Funktion. Dann k�onnen wir f�ur fast1 jedeHamilton-Funktion aus L, die in diesem engeren Sinn in Normalform ist,explizit das formale Integral der Bewegung IDFS angeben.Wir st�utzen uns auf die von Galin [Ar89, Anhang 6℄ erstellte Klassi�zie-rung aller reellen quadratis
hen Hamilton-Funktionen H2 2 L2 f�ur Systememit beliebig vielen Freiheitsgraden der Bewegung n. Diese Klassi�zierung be-ruht darauf, da� die von null vers
hiedenen Eigenwerte der Hamilton-Matrix(1.34) immer als gewisse Paare oder Quadrupel auftreten.In Abs
hnitt A.1 illustrieren wir zun�a
hst f�ur den Fall n = 2 das Verfahrenzur Klassi�zierung der Hamilton-Funktionen und Bestimmung des zweitenIntegrals. Im Ans
hlu� daran verwenden wir in Abs
hnitt A.2 die ResultateGalins und diskutieren die Situation f�ur beliebige n.A.1 Zweidimensionale Hamilton-SystemeF�ur das Folgende sind die Gln. (1.95) und (1.108) von ents
heidender Be-deutung. Sie geben explizite Formeln an f�ur eine beliebige quadratis
heHamilton-Funktion H2 bzw. f�ur das entspre
hende zweite Integral IDFS der1Den Grund f�ur diese Eins
hr�ankung werden wir in Abs
hnitt A.2 (unter Punkt VI aufSeite 166) verdeutli
hen. 154



A.1. Zweidimensionale Hamilton-Systeme 155DFS-Theorie. Sowohl H2 als au
h IDFS h�angen nur von der Hamilton-Matrix L ab. Zur Erinnerung: na
h Gl. (1.34) gilt f�ur die Hamilton-Matrix:L = J Hess(H2(z)). Die einzige Eins
hr�ankung, die wir an dieser Stelle ma-
hen, ist die Forderung, da� die Hamilton-Funktion und damit au
h L reellsein sollen2. Demna
h ist die Klassi�zierung allerH2 glei
hbedeutend mit derKlassi�zierung der reellen Matrizen L.Jede (2n; 2n)-Matrix kann mittels einer �Ahnli
hkeitstransformation aufJordans
he Normalform transformiert werden. Wir bes
hr�anken uns hier,anders als in Gl. (1.2), auf die reelle Version dieses Satzes, die man beispiels-weise in [ArPl90℄ �ndet: Die reelle Matrix L kann dur
h eine �Ahnli
hkeits-transformation mit einer orthogonalen (also insbesondere ebenfalls reellen)Transformationsmatrix X in die folgende Gestalt gebra
ht werden:~L = 0BBB�J1J2 00 . . .Jr1CCCA ; (A.1a)wobei f�ur die Jk entweder Jk = 0BBB��k 1. . . 0. . .0 1�k1CCCA (A.1b)oderJk = 0BBB�Rk id2. . . 0. . .0 id2Rk1CCCA mit Rk = � ak bk�bk ak� ; k = 1; 2; : : : ; r (A.1
)(�k; ak; bk 2 R) gilt. Im Fall eines Jordan-Blo
kes vom Typ (A.1b) ist �k einreeller Eigenwert von ~L, w�ahrend ein Jordan-Blo
k vom Typ (A.1
) einemkomplex-konjugierten Eigenwertpaar ak � ibk entspri
ht. Wir verwenden dieJordan-Normalform hier in ihrer reellen Form, damit wir als Resultat unsererUntersu
hungen wieder reelle H2 und reelle Integrale IDFS erhalten.Wir gehen von nun an davon aus, da� L in reeller Jordans
her Normalformvorliegt. Diese zus�atzli
he Annahme vereinfa
ht die Darstellung der folgenden2Man k�onnte hier einwenden, da� zus�atzli
h zu fordern sei, L ginge gem�a� L = JSaus einer symmetris
hen Matrix S hervor, denn in Gl. (1.34) ist S = Hess(H2(z)), unddie Hesse-Matrix ist symmetris
h. Dem ist entgegenzuhalten, da� wir hier den Weg inumgekehrter Ri
htung gehen: Wir fragen ni
ht na
h der Hamilton-Matrix, die man f�ur eingegebenes H2 erh�alt, sondern mit wel
hen Matrizen L man gem�a� H2(z) = 12z�J�1Lzeine quadratis
he Hamilton-Funktion de�nieren kann. Dies gelingt o�ensi
htli
h mit belie-bigen Matrizen L und damit au
h mit beliebigen, ni
ht notwendigerweise symmetris
henMatrizen S, wenn man L dur
h L := JS de�niert.
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hverhalte erhebli
h, ist aber ni
ht prinzipiell notwendig. Wir merken hier-zu ledigli
h an, da� Komplikationen f�ur eine ni
ht in Normalform be�ndli
heHamilton-Matrix L dadur
h entstehen k�onnen, da� die Koordinatentrans-formation z ! ~z = XTz, mit der man L in die Gestalt ~L = XTLX derGl. (A.1) bringt, in der Regel ni
ht kanonis
h ist. Da dieser Abs
hnitt A.1aber ledigli
h der Motivation der Galins
hen Vorgehensweise dient, m�ussenwir hier ni
ht notwendigerweise eine vollst�andige Bes
hreibung geben. In derallgemeinen, in Abs
hnitt A.2 vorgestellten Theorie ist eine entspre
hendeForderung an L ni
ht notwendig.Ausgehend von einer Hamilton-Funktion H(q;p), die si
h in DFS-Normalform be�ndet3 und deren Hamilton-Matrix gem�a� Gl. (A.1) inJordan-Normalform vorliegt, bestimmen wir jetzt die zweiten Integrale derBewegung im Fall zweier Freiheitsgrade der Bewegung (n = 2). Wir nutzendie Tatsa
he aus, da� das Eigenwertspektrum von L zwei wi
htigen Bedin-gungen unterliegt. Zum einen treten Eigenwerte von L, die ni
ht rein reellsind, immer als komplex-konjugierte Paare �; � auf, weil L reell ist. Zumanderen ist mit � au
h �� ein Eigenwert von L, wie wir s
hon in Abs
hnitt1.1.2 gezeigt haben. Damit sind die folgenden Eigenwerttupel von L m�ogli
h:Quadrupel �a � ib, Paare �a und �ib sowie 0. a und b sind hier von nullvers
hiedene reelle Zahlen.Es ergeben si
h die na
hfolgend aufgef�uhrten M�ogli
hkeiten f�ur die Ei-genwerte � der (4; 4)-Matrix L und entspre
hend f�ur die jeweiligen Integraleder Bewegung IDFS:1. L hat vier vers
hiedene Eigenwerte � = �a� ib mit a; b 6= 0. In diesemFall erhalten wir f�ur L die (bis auf Zeilen- und Spaltenvertaus
hungen)eindeutige Darstellung:L = 0BBB� �a b 0 0�b �a 0 00 0 a b0 0 �b a 1CCCA : (A.2a)F�ur die entspre
hende Hamilton-Funktion gilt dann mit Gl. (1.95)H2(q;p) = �a(q1p1 + q2p2)� b(q1p2 � q2p1) : (A.2b)Weil L als (4; 4)-Matrix mit vier vers
hiedenen Eigenwerten diagona-lisierbar ist, gilt in der Nomenklatur von Abs
hnitt 1.2.4 die Jordan-Zerlegung L = D, da es keinen nilpotenten Anteil von L gibt. Deshalb3 Wegen Stegemertens Satz 1.3 stellt diese Voraussetzung keine Eins
hr�ankung dar,denn jede Hamilton-Funktion kann dur
h eine kanonis
he Transformation in DFS-Normalform �uberf�uhrt werden.



A.1. Zweidimensionale Hamilton-Systeme 157ist in diesem Fall das zweite Integral glei
h dem quadratis
hen Anteilder Hamilton-Funktion: IDFS(q;p) = H2(q;p) : (A.2
)2. Wenn das Eigenwertpaar � = �a, a 6= 0 auftritt, sind zwei unters
hied-li
he F�alle m�ogli
h:(a) Die beiden Eigenwerte �a haben jeweils die algebrais
he Vielfa
h-heit eins (als Nullstelle des 
harakteristis
hen Polynoms von L).Es folgt f�ur L:L =  L[1℄ 00 L[2℄ ! mit L[1℄ = ��a 00 a� (A.3)und der hier ni
ht genauer spezi�zierten (2; 2)-Matrix L[2℄. We-gen der Blo
kgestalt von L zerf�allt die Hamilton-Funktion in zweiSummanden:H2(q;p) = 12 qp!�  0 �L[2℄L[1℄ 0 ! qp!!= H [1℄2 (q;p) +H [2℄2 (q;p) (A.4a)mit den Teilbeitr�agenH [1℄2 (q;p) = 12p�L[1℄q (A.4b)H [2℄2 (q;p) = �12q�L[2℄p : (A.4
)F�ur das Integral der Bewegung ergibt si
h eine �ahnli
he Aufspal-tung: IDFS(q;p) = I [1℄DFS(q;p) + I [2℄DFS(q;p) (A.5a)mit I [1℄DFS(q;p) = 12p�D[1℄q (A.5b)I [2℄DFS(q;p) = �12q�D[2℄p ; (A.5
)wobei si
h die (2; 2)-MatrizenD[i℄; i = 1; 2 aus den entspre
hendenZerlegungen L[i℄ = D[i℄ + N [i℄ in den diagonalisierbaren und dennilpotenten Anteil ergeben.F�ur das Eigenwertpaar �a der Matrix L[1℄ erhalten wir also die fol-genden Beitr�age zur Hamilton-Funktion bzw. zum DFS-Integral:H [1℄2 (q;p) = 12a (�p1q1 + p2q2) (A.6)I [1℄DFS(q;p) = H [1℄2 (q;p) ; (A.7)



158 Anhang A. Zweite Integrale der Bewegungweil hier o�ensi
htli
h D[1℄ = L[1℄ gilt.Die jeweils anderen Beitr�age H [2℄2 und I [2℄DFS h�angen no
h von derEigenwertstruktur des zweiten Jordank�ast
hens L[2℄ ab, �uber daswir unter diesem Punkt keine Aussage ma
hen wollen.(b) Der andere m�ogli
he Fall ist, da� den Eigenwerten �a ni
httrivialeJordan-K�ast
hen entspre
hen,L = 0BBB� �a 1 0 00 �a 0 00 0 a 10 0 0 a 1CCCA ; (A.8a)woraus f�ur die Hamilton-Funktion und das zweite IntegralH2(q;p) = �a(q1p1 + q2p2)� 12(q1p2 � q2p1) (A.8b)IDFS(q;p) = �a(q1p1 + q2p2) (A.8
)folgen. Bei der Bere
hnung von IDFS haben wir verwendet, da�der diagonalisierbare Anteil der Hamilton-Matrix hier D =diag(�a;�a; a; a) ist, wie man Gl. (A.8a) unmittelbar entnimmt.3. Wenn � rein imagin�ar ist, gibt es das Eigenwertpaar � = �ib mitb 6= 0. In einer �ahnli
hen Fallunters
heidung wie unter Punkt 2 sindwieder zwei unters
hiedli
he M�ogli
hkeiten zu bea
hten:(a) �ib k�onnen Eigenwerte mit der algebrais
hen Vielfa
hheit einssein. Dann spaltet L wie in Gl. (A.3) auf, und wir erhaltenL[1℄ =  0 �bb 0 ! ; (A.9a)woraus wir na
h den Gln. (A.4) und (A.5)H [1℄2 (q;p) = 12b(�p1q2 + p2q1) (A.9b)I [1℄DFS(q;p) = H [1℄2 (q;p) (A.9
)s
hlie�en.(b) Anderenfalls gibt es wieder ni
httriviale Jordan-Bl�o
ke4,L = 0BBB� 0 �b 1 0b 0 0 10 0 0 �b0 0 b 0 1CCCA ; (A.10a)4Man spri
ht hier von Bl�o
ken, also im Plural, weil man im Rahmen der komple-xen Jordans
hen Normalformentheorie gem�a� Gl. (1.2) f�ur die Matrix (A.10a) die beidenJordan-Bl�o
ke ��b 10 �b� erhielte. Wir �ubernehmen damit Galins Spre
hweise; verglei
heau
h Abs
hnitt A.2.



A.1. Zweidimensionale Hamilton-Systeme 159was auf H2(q;p) = b(q1p2 � q2p1) + 12(p21 + p22) (A.10b)IDFS(q;p) = b(q1p2 � q2p1) (A.10
)f�uhrt.4. S
hlie�li
h verbleibt no
h die M�ogli
hkeit, da� L den Eigenwert nullhat. Es ergeben si
h drei vers
hiedene F�alle f�ur die Hamilton-Matrix:(a) L[1℄ =  0 00 0 ! ) H [1℄2 (q;p) � 0 : (A.11)Selbst wenn Gl. (A.11) sowohl f�ur L[1℄ als au
h f�ur L[2℄ gilt, ist dieSituation keineswegs trivial, denn sie bedeutet ni
ht etwa, da� diegesamte Hamilton-Funktion identis
h null ist. Ledigli
h der Termniedrigster Ordnung von H(q;p) = Pl�2Hl(q;p) vers
hwindet.(b) L[1℄ =  0 10 0 ! ) H [1℄2 (q;p) = 12p1q2 : (A.12)(
) L = 0BBB� 0 1 0 00 0 1 00 0 0 10 0 0 0 1CCCA) H2(q;p) = 12(�q1p2 + q2p1 + p1p2) : (A.13)
Das entspre
hende Integral bzw. die oben diskutierte [1℄-Komponentesind in allen drei F�allen null:I [1℄DFS(q;p) � 0 (A.14a)bzw. IDFS(q;p) � 0 ; (A.14b)denn eine Matrix, die keinen anderen Eigenwert als null besitzt, istnilpotent.Mit dieser Au
istung haben wir alle f�ur n = 2 m�ogli
hen Eigenwertkon-stellationen von L erfa�t. Es sei no
h explizit darauf hingewiesen, da� manzwei beliebige der F�alle 2a, 3a, 4a und 4b gem�a� Gl. (A.3) kombinieren kann,um die Hamilton-Matrix L vollst�andig zu 
harakterisieren. Man erh�alt dannH2 und IDFS wieder aus den Gln. (A.4) und (A.5).



160 Anhang A. Zweite Integrale der BewegungDamit ist f�ur n = 2 die vollst�andige Au
istung aller "irreduziblen\Hamilton-Funktionen aus L2 mitsamt den dur
h sie de�nierten DFS-Integralen abges
hlossen. Eine wi
htige Folgerung ergibt si
h insbesondereaus der Gestalt von IDFS in Punkt 4: Zwar kann man, wie in Stegemer-tens Satz 1.4 zutre�end festgestellt wird, jede Hamilton-Funktion auf DFS-Normalform transformieren und dann mit deren Hilfe ein zweites Integral derBewegung IDFS bestimmen. Wenn aber alle Eigenwerte der Hamilton-MatrixL null sind, dann ist dieses neue Integral identis
h null und ergibt keine neueInformation �uber das System!Dar�uber hinaus ergibt si
h aus dem formalen Charakter (verglei
he Ka-pitel 1) eine weitere wi
htige Bemerkung. Selbst wenn man ein von null ver-s
hiedenes formales zweites Integral IDFS konstruieren kann, hei�t dies no
hni
ht, da� IDFS ein e
htes Integral der Bewegung ist: �Uber die Konvergenz derdas Integral darstellenden Potenzreihe k�onnen wir keine allgemeine Aussagema
hen.A.2 Hamilton-Systeme beliebiger Dimen-sionNa
h Galin [Ar89, Anhang 6℄ ist die folgende Liste (Gln. (A.15),: : : ,(A.20))von se
hs quadratis
hen Hamilton-Funktionen H2 2 L2 vollst�andig: Alleanderen quadratis
hen Hamilton-Funktionen erh�alt man dadur
h, da� manmehrere der folgendenH2 linear kombiniert | so wie wir es in Gl. (A.4) an ei-nem einfa
hen Beispiel demonstriert haben | und die so erhaltene Hamilton-Funktion einer geeigneten linearen kanonis
hen Transformation unterwirft.Die im folgenden aufgef�uhrten se
hs H2-Typen werden deshalb als die Nor-malformen der quadratis
hen Hamilton-Funktionen bezei
hnet.Die Galins
he Klassi�zierung wird in konsequenter Verallgemeinerungunseres Vorgehens in Abs
hnitt A.1 konstruiert. Ausgehend von der spe-ziellen Eigenwertstruktur der Hamilton-Matrix (siehe Seite 156) , werdensystematis
h diejenigen Hamilton-Funktionen aufgelistet, die den f�ur eineHamilton-Matrix m�ogli
hen Eigenwerttupeln entspre
hen, wobei die jeweilserlaubten Dimensionen des Jordan-K�ast
hens dieses Eigenwerttupels ber�u
k-si
htigt werden.Wir weisen an dieser Stelle no
h darauf hin, da� si
h die Hamilton-Funktionen f�ur n = 2, die man dur
h Linearkombination der Normalformendieses Abs
hnittes erh�alt, von den in Abs
hnitt A.1 diskutierten Hamilton-Funktionen teilweise unters
heiden, was jeweils auf eine andere Anordnungder Zeilen und Spalten in den Hamilton-Matrizen zur�u
kzuf�uhren ist. Wir



A.2. Hamilton-Systeme beliebiger Dimension 161m�ussen uns hier auf Galins Aussage verlassen, da� alle Hamilton-Funktionenna
h dem oben genannten S
hema aus seinen Normalformen hergeleitet wer-den k�onnen.I. F�ur ein Paar von Eigenwerten �a; a 6= 0, die jeweils einen Jordan-Blo
kder Dimension k besitzen, erh�alt man die Hamilton-FunktionH2(q1; : : : ; pk) = �a kXj=1 pjqj + k�1Xj=1 pjqj+1 : (A.15)II. F�ur vier Jordan-Bl�o
ke der Dimension k, die jeweils einem der Eigen-werte �a� ib; a; b 6= 0 entspre
hen, gilt:H2(q1; : : : ; p2k) = �a 2kXj=1 pjqj+b kXj=1(p2j�1q2j�p2jq2j�1)+2k�2Xj=1 pjqj+2 :(A.16)III. Die Null kann entweder als ein Paar von Eigenwerten auftreten oder alsein einzelner Eigenwert mit einem Jordan-K�ast
hen gerader Dimension.Im ersten Fall erh�alt man f�ur k = 1 ein triviales H2:H2(q1; p1) = 0 : (A.17a)F�ur k > 1 gilt: H2(q1; : : : ; pk) = k�1Xj=1 pjqj+1 ; (A.17b)entspre
hend zwei Jordan-K�ast
hen mit der Kantenl�ange k.IV. Wenn der Eigenwert null einem einzigen Jordan-K�ast
hen (mit der Di-mension 2k) entspri
ht, hat man f�ur k = 1:H2(q1; p1) = �12q21 ; (A.18a)und f�ur k > 1 gilt:H2(q1; : : : ; pk) = �12 0�k�1Xj=1 pjpk�j � kXj=1 qjqk�j+11A� k�1Xj=1 pjqj+1 :(A.18b)V. F�ur rein imagin�are Eigenwerte �ib mu� zwis
hen Jordan-Bl�o
ken mitungerader und gerader Dimension unters
hieden werden. Im ersten Fallgilt f�ur das Eigenwertpaar �ib eines (Teil-) Systems mit einem Frei-heitsgrad der Bewegung:H2(q1; p1) = �12 �b2p21 + q21� ; (A.19a)



162 Anhang A. Zweite Integrale der Bewegungf�ur Jordan-Bl�o
ke der Dimension 2k + 1 � 3 erh�alt man:H2(q1; : : : ; p2k+1) = �12 24 kXj=1 �b2p2jp2k�2j+2 + q2jq2k�2j+2�� k+1Xj=1 �b2p2j�1p2k�2j+3 + q2j�1q2k�2j+3�35 (A.19b)� 2kXj=1 pjqj+1 :VI. S
hlie�li
h kann das Eigenwertpaar �ib mit zwei Jordan-K�ast
hen derDimension 2k auftreten. Wenn k = 1 ist, gilt:H2(q1; : : : ; p2) = �12 � 1b2 q21 + q22�+ b2p1q2 + p2q1 ; (A.20a)und f�ur k � 2 hat man:H2(q1; : : : ; p2k) = �12 24 kXj=1� 1b2 q2j�1q2k�2j+1 + q2jq2k�2j+2�� k�1Xj=1 �b2p2j+1p2k�2j+1 + p2j+2p2k�2j+2�35(A.20b)�b2 kXj=1 p2j�1q2j + kXj=1 p2jq2j�1 :Wir k�onnen nun die Galins
hen Normalformen f�ur quadratis
he Hamil-ton-Funktionen und den Normalformbegri� der Dragt-Finn-Stegemerten-Theorie kombinieren und die folgende De�nition einer verallgemeinerten Nor-malform geben.De�nition A.1 Wir sagen, da� eine Hamilton-Funktion H(z) =Pl�2Hl(z) in verallgemeinerter Normalform bis zum Grad 2 ist, wenn H2(z)in einer der oben angef�uhrten Formen I bis VI vorliegt oder als Linearkom-bination dieser Normalformen dargestellt werden kann.H(z) ist in verallgemeinerter Normalform bis zum Grad m, wenn H2(z) inverallgemeinerter Normalform und zus�atzli
h H(z) in DFS-Normalform biszum Grad m ist.Diese De�nition ist sinnvoll, denn jede Hamilton-Funktion H 2 L kannim Sinn von De�nition A.1 normalisiert werden: Na
h Galin kann jedes H2



A.2. Hamilton-Systeme beliebiger Dimension 163kanonis
h in eine Linearkombination von H2-Termen der Typen I bis VItransformiert werden, und Stegemertens Satz 1.3 stellt die Normalisierbar-keit der Anteile von H mit gr�o�erem Grad als zwei si
her. Die Diskussionvon in verallgemeinerter Normalform be�ndli
hen Hamilton-Funktionen bie-tet si
h deswegen an, weil man f�ur diese Hamilton-Funktionen (bis auf ei-ne Ausnahme) unmittelbar die zweiten Integrale der DFS-Theorie angebenkann, ebenso wie das in Abs
hnitt A.1 f�ur den Fall n = 2 gelang.Formale Integrale f�ur die Galins
hen Normalformen:I. Aus einer quadratis
hen Hamilton-Funktion vom Galin-Typ I erh�altman die folgende (2k; 2k)-Hamilton-Matrix:
L =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

�a 1 0 � � � 00 �a 1 . . . ...... . . . . . . . . . 0�a 10 � � � 0 �a 0k
0k a 0 � � � 0�1 a . . . ...0 �1 . . .... . . . . . . a 00 � � � 0 �1 a

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
:

(A.21)Der �Ubersi
htli
hkeit halber haben wir hier die (k; k)-Nullmatrizen mitdem Index k gekennzei
hnet; diese Notation wird si
h au
h bei einigender na
hfolgenden Glei
hungen als n�utzli
h erweisen.O�ensi
htli
h ist die Jordan-Chevalley-Zerlegung von L dur
hL = a0� �idk 0k0k idk 1A+ 0� Nk 0k0k �NTk 1A (A.22a)mit Nk = 0BBBBBBB� 0 1 0 � � � 01 . . . ...... . . . . . . 010 � � � 0
1CCCCCCCA (A.22b)gegeben, so da� wir f�ur das formale Integral der Galin-Normalform IIDFS(q1; : : : ; pk) = 12z�0�J�1a0� �idk 0k0k idk 1A z1A



164 Anhang A. Zweite Integrale der Bewegung= �a kXj=1 qjpj (A.23)erhalten.II. Ein H2 vom Typ II f�uhrt auf die Hamilton-MatrixL = 0� L[1℄ 02k02k L[2℄ 1A (A.24a)mit
L[1℄ =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
�a b�b�a id2 0 � � � 00 �a b�b�a id2 . . . ...... 0 . . . . . . 0. . . �a b�b�a id20 � � � 0 �a b�b�a

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
(A.24b)

L[2℄ =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

a b�b a 0 � � � 0id2 a b�b a 0 ...0 id2 . . . . . .... . . . . . . a b�b a 00 � � � 0 id2 a b�b a

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
(A.24
)

und damit auf das DFS-IntegralIDFS(q1; : : : ; p2k) = �a 2kXj=1 pjqj + b kXj=1 (p2j�1q2j � p2jq2j�1) ;(A.25)denn der nilpotente Anteil von L in Gl. (A.24) ist dur
h die Beitr�ageder Einheitsmatrizen id2 gegeben.III. Na
h Voraussetzung hat ein H2 vom Galin-Typ III nur null als Eigen-wert. Somit sind in diesem Fall die Hamilton-Matrix nilpotent und dasDFS-Integral identis
h null:IDFS(q1; : : : ; pk) � 0 : (A.26)



A.2. Hamilton-Systeme beliebiger Dimension 165IV. Hier gilt die glei
he Aussage wie f�ur den Galin-Typ III:IDFS(q1; : : : ; pk) � 0 : (A.27)V. F�ur den f�unften Galin-Typ erhalten wir die Hamilton-MatrixL = 0� N [1℄ D[1℄D[2℄ N [2℄ 1A (A.28a)mit den beiden diagonalisierbaren (2k + 1; 2k + 1)-Matrizen
D[2℄ = �0BBBBBBBBBBBBB�

0 � � � 0 1�1 01... � � � �1� � � � � � ...10 �11 0 � � � 0
1CCCCCCCCCCCCCA (A.28b)

D[1℄ = �b2D[2℄ (A.28
)und den nilpotenten (2k + 1; 2k + 1)-Matrizen
N [2℄ = 0BBBBBBB� 0 � � � 010 1 . . . ...... . . . . . .0 � � � 0 1 0

1CCCCCCCA (A.28d)
N [1℄ = �N [2℄T : (A.28e)Damit ist das DFS-Integral f�ur diesen H2-Typ dur
h H2 in Gl. (A.19)selbst gegeben, abz�ugli
h des letzten Termes �P2kj=1 pjqj+1:IDFS(q1; : : : ; p2k+1) = �12 24 kXj=1 �b2p2jp2k�2j+2 + q2jq2k�2j+2�� k+1Xj=1 �b2p2j�1p2k�2j+3 + q2j�1q2k�2j+3�35 :(A.29)Diese Glei
hung gilt f�ur k � 1. F�ur k = 0 ist L diagonalisierbar undwir erhalten IDFS(q1; p1) = H2(q1; p1) : (A.30)



166 Anhang A. Zweite Integrale der BewegungVI. Die se
hste Galin-Normalform f�uhrt im Fall k = 1 auf die (4; 4)-MatrixL = 0BBB� 0 �b2 0 01 0 0 0� 1b2 0 0 �10 �1 b2 0 1CCCA (A.31)mit der Jordan-ZerlegungL = D +N = 0BBB� 0 �b2 0 01 0 0 00 0 0 �10 0 b2 0 1CCCA+ 0BBB� 0 0 0 00 0 0 0� 1b2 0 0 00 �1 0 0 1CCCA :(A.32)Diese Zerlegung f�uhrt auf das formale IntegralIDFS(q;p) = b2p1q2 + p2q1 : (A.33)Es ist uns bisher ni
ht gelungen, au
h f�ur k � 2 das DFS-Integral desGalins
hen H2-Typs VI zu �nden, weil die Hamilton-Matrix hier s
honre
ht kompliziert wird. Wir erhalten f�ur L:L = 0� L[1℄ L[2℄L[3℄ L[4℄ 1A ; (A.34a)wobei die L[i℄ die folgenden vier (2k; 2k)-Matrizen bezei
hnen:
L[1℄ =

0BBBBBBBBBBBBBBB�
0�b21 0 0 � � � 00 0�b21 0 . . . ...... . . . . . . 00 � � � 0 0�b21 0

1CCCCCCCCCCCCCCCA (A.34b)
L[2℄ = �

0BBBBBBBBBBBBBBBB�
0 � � � 01b2 0... � � � 1b2 � � �� � � ...b20 1 0 � � � 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCA (A.34
)
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L[3℄ = �

0BBBBBBBBBBBBBBB�
0 � � � 0 1=b2 00 1... � � � 1=b2 00 1 00 � � � � � � ...1=b2 00 1 0 � � � 0

1CCCCCCCCCCCCCCCA (A.34d)
L[4℄ = �L[1℄T : (A.34e)Wir �uberlassen es dem Leser, die Jordan-Chevalley-Zerlegung dieser(4k; 4k)-Hamilton-Matrix L zu �nden und damit diejenigen Summan-den von H2 zu identi�zieren, die das DFS-Integral im Fall VI konstitu-ieren.Die Resultate des vorliegenden Anhanges A lassen si
h zu dem im folgen-den dargestellten Verfahren zusammenzufassen, na
h dem ein Hamiltons
hesSystem dur
h die Bestimmung eines zweiten Integrals der Bewegung analy-siert werden kann:1. Bestimmung der Hamilton-Matrix L aus H2(z); Dur
hf�uhren einer li-nearen kanonis
hen Transformation, die L auf Jordans
he Normalformbringt, also H2 in einen der se
hs Galin-Typen (bzw. in die Summemehrerer Galins
her Normalformen) umformt.2. Transformation der Hamilton-Funktion auf DFS-Normalform.3. R�u
ktransformation des der Au
istung der Integrale in diesem Ab-s
hnitt entnommenen Integrals IDFS, das hei�t Umkehrung der in denS
hritten 2 und 1 dur
hgef�uhrten Transformationen.



Anhang B
Multipolentwi
klung desmagnetis
hen Vektorpotentials
In diesem Anhang zeigen wir, da� die VektorpotentialeAkl (�; z) = 8>>>>>><>>>>>>: rl P 1l (
os#) k = +; l � 1r�l�1P 1l (
os#) k = �; l � 10 k = +; l = 0r�1 
ot# k = �; l = 0 :f�ur (2.13)
den skalaren Potentialen�kl (�; z) = 8<: rl Pl(
os#)r�l�1Pl(
os#) f�ur k = +k = � (2.7)entspre
hen, da� sie also f�ur l � 0 die Glei
hungr� �bkl Akl (�; z)e'� = �r �akl �kl (�; z)� (2.12)erf�ullen.Wir f�uhren den Beweis zun�a
hst f�ur l � 1. Wir nutzen die De�nition derzugeordneten Legendre-Polynome,P 1l (�) = q1� �2 dd� Pl(�) ; (B.1)aus und erhalten die Rotation von A�l e' in Kugelkoordinaten alsr� �A�l e'� = 1r sin# ��# �sin#A�l �er � 1r ��r �rA�l �e#168



Anhang B. Multipoltentwi
klung des magnetis
hen Vektorpotentials 169=  rl�1r�l�2! 1sin# dd# "sin2 # dd 
os#Pl(
os#)# er� 1r ��r rl+1r�l ! sin# dd 
os#Pl(
os #)e#= � rl�1r�l�2! dd 
os# "�1� 
os2 #� dd 
os#Pl(
os#)# er+  (�l � 1)rl�1lr�l�2 ! sin# dd 
os#Pl(
os#)e# :Der erste Summand l�a�t si
h mit Hilfe der Legendres
hen Di�erentialglei-
hung, dd� "�1� �2� dd� Pl(�)# = �l(l + 1)Pl(�) ; (B.2)umformen:r� �A�l e'� = l(l + 1) rl�1r�l�2!Pl(
os#)er +  (l + 1)rl�1�lr�l�2 ! dd#Pl(
os#)e# :Andererseits gilt�r��l = ��r " rlr�l�1!Pl(
os#)# er + 1r ��# " rlr�l�1!Pl(
os#)# e#=  lrl�1(�l � 1)r�l�2!Pl(
os#)er +  rl�1r�l�2! ��#Pl(
os #)e# ;so da� ��l und A�l mit b+l = 1l + 1a+lb�l = �1l a�l ; l � 1; (B.3)der Gl. (2.12) gen�ugen.Es bleibt no
h zu zeigen, da� diese Glei
hung au
h im Fall l = 0 erf�ulltwird. F�ur k = + gilt:r� �A+0 e'� = ��r (r0)er = 0 = �r�+0 ;so da� wir b+l beliebig w�ahlen k�onnen. S
hlie�li
h haben wir f�ur k = �:r� �A�0 (�; z)e'� = � 1r2er =r��0 (�; z) ;und A�0 (�; z) l�ost Gl. (2.12) mit b�0 = �a�0 .



Anhang C
Potenzreihenentwi
klung derSt�rmer-Hamilton-Funktion
Die in Dipolarkoordinaten formulierte Hamilton-Funktion des St�rmer-Problems kann so, wie sie in den Gln. (2.60) und (2.61) angegeben ist,~HS(q1; q2; p1; p2) = 12 ( 1 + 3 
os2 #(q2 + 1)6 sin12 # p21 + 1 + 3 
os2 #sin6 # p22)+ q222(q2 + 1)4 sin6 # (C.1)(mit der dur
h Gl. (2.53) festgelegten Funktion #(q1; q2)), no
h ni
ht mitden Methoden der Normalformentheorie untersu
ht werden, weil sie ni
ht alsPotenzreihe vorliegt. Deswegen zeigen wir in diesem Anhang, wie die zu denGln. (2.60) und (2.61) bzw. zu Gl. (C.1) geh�orende Potenzreihenentwi
klung(2.62) in den Variablen q1, q2, p1 und p2 bere
hnet werden kann. Wir orientie-ren uns dabei an der in [CoVl75℄ gegebenen Darstellung, wo die Entwi
klungallerdings nur bis zur se
hsten Ordnung dur
hgef�uhrt wird. Dagegen gehenwir hier bis zur zw�olften Ordnung.Zun�a
hst su
hen wir einen Ausdru
k f�ur 
os2 # als Funktion von q1 undq2. Dur
h Kombination von (2.53a) und (2.53b) erhalten wir(q2 + 1)4q21(1� 
os2 #)4 = 
os2 # ; (C.2)eine implizite Glei
hung f�ur 
os2 #. Wir k�onnten sie als Glei
hung viertenGrades in 
os2 # ansehen und mit Hilfe der bekannten allgemeinen L�osungs-formeln (vgl. [BrSe85, S. 133℄) na
h 
os2 # au
�osen. Eine sol
he L�osung l�ageaber ni
ht in Gestalt eines Polynoms in q1 und q2 vor | denn sie enthieltezum Beispiel Wurzelausdr�u
ke | was im Hinbli
k auf die Potenzreihenent-wi
klung von Gl. (C.1) na
hteilig w�are: Die auftretenden Wurzeln m�u�ten170
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klung der St�rmer-Hamilton-Funktion 171ihrerseits entwi
kelt werden. Deswegen werden wir Gl. (C.2) von vornhereinn�aherungsweise l�osen. Dazu setzen wir an:
os2 # = X0�i;j<k2�i+j<k 
ijqi1qj2 +O �jqjk� ;wobei das Symbol O �jqjk� wieder andeuten soll, da� wir alle Summanden
ijqi1qj2 mit einem Totalgrad i+ j � k verna
hl�assigen. Diesen Ansatz setzenwir in Gl. (C.2) ein und bestimmen die 
ij dur
h KoeÆzientenverglei
h. F�urk = 3 haben wir 
os2 # = 
20q21 + 
11q1q2 + 
02q22 +O �jqj3� ;und Gl. (C.2) ergibt damitq21 = 
20q21 + 
11q1q2 + 
02q22 +O �jqj3� ;so da� wir gefunden haben, da� in niedrigster Ordnung
os2 # = q21 +O �jqj3�gilt. Wie man sieht, zieht diese Vorgehensweise eine verglei
hsweise triviale,aber langwierige und fehleranf�allige Arbeit na
h si
h, so da� wir es vorgezo-gen haben, sie mit Hilfe von Mathemati
a [Wo91℄, einem Programm zursymbolis
hen Manipulation mathematis
her Ausdr�u
ke, auszuf�uhren. DasErgebnis der Entwi
klung bis zur zw�olften Ordnung eins
hlie�li
h ist
os2 # = q21 + 4q21q2 + 6q21q22 � 4q41 + 4q21q32 � 32q41q2 + q21q42� 112q41q22 + 22q61 � 224q41q32 + 264q61q2 � 280q41q42+ 1452q61q22 � 140q81 � 224q41q52 + 4840q61q32 � 2240q81q2� 112q41q62 + 10890q61q42 � 16800q81q22 + 969q101 � 32q41q72+ 17424q61q52 � 78400q81q32 + 19380q101 q2 � 4q41q82+ 20328q61q62 � 254800q81q42 + 184110q101 q22 � 7084q121+O (jqj13) :
(C.3)

Analog zur obenstehenden Vorgehensweise bere
hnen wir ebenfalls eineN�aherung f�ur 1= sin6 #, indem wir zun�a
hst aus den Gln. (2.53a) und (2.53b)q21(q2 + 1)4 = � 1sin2 #�4 � � 1sin2 #�3 (C.4)folgern, wieder dur
h KoeÆzientenverglei
h na
h 1= sin2 # au
�osen und diesess
hlie�li
h zur dritten Potenz erheben. Das Resultat ist:



172 Anhang C. Potenzreihenentwi
klung der St�rmer-Hamilton-Funktion1sin6 # = 1 + 3q21 + 12q21q2 + 18q21q22 � 6q41 + 12q21q32 � 48q41q2+ 3q21q42 � 168q41q22 + 28q61 � 336q41q32 + 336q61q2� 420q41q42 + 1848q61q22 � 165q81 � 336q41q52 + 6160q61q32� 2640q81q2 � 168q41q62 + 13860q61q42 � 19800q81q22+ 1092q101 � 48q41q72 + 22176q61q52 � 92400q81q32+ 21840q101 q2 � 6q41q82 + 25872q61q62 � 300300q81q42+ 207480q101 q22 � 7752q121 +O (jqj13) :
(C.5)

S
hlie�li
h gilt na
h dem verallgemeinerten binomis
hen Satz f�ur jq2j < 1und l � 1: (q2 + 1)�l = 12Xk=0 �lk !qk2 +O �jq2j13� :Nun k�onnen wir die einzelnen Bestimmungsst�u
ke gem�a� Gl. (C.1) aus-multiplizieren und erhalten die gesu
hte Potenzreihenentwi
klung derSt�rmers
hen Hamilton-Funktion:~HS(q1; q2; p1; p2) == 0:5p21 + 0:5p22 + 0:5q22 � 3q2p21 � 2q32 + 10:5q22p21 + 5q42 + 3q21p22+ 4:5q21p21 + 1:5q21q22 � 28q32p21 � 10q52 + 12q21q2p22 � 9q21q2p21+ 63q42p21 + 17:5q62 + 18q21q22p22 + 13:5q21q22p21 � 4:5q41p22+ 1:5q41p21 � 3q41q22 � 126q52p21 � 28q72 + 12q21q32p22 � 18q21q32p21� 36q41q2p22 + 3q41q2p21 � 12q41q32 + 231q62p21 + 42q82 + 3q21q42p22+ 22:5q21q42p21 � 126q41q22p22 + 1:5q41q22p21 � 18q41q42 + 20q61p22+ 2:5q61p21 + 14q61q22 � 396q72p21 � 60q92 � 27q21q52p21� 252q41q32p22 � 12q41q52 + 240q61q2p22 + 15q61q2p21 + 112q61q32+ 643:5q82p21 + 82:5q102 + 31:5q21q62p21 � 315q41q42p22 � 3q41q62+ 1320q61q22p22 + 37:5q61q22p21 + 392q61q42 � 115:5q81p22 � 27q81p21� 82:5q81q22 � 1001q92p21 � 110q112 � 36q21q72p21 � 252q41q52p22+ 4400q61q32p22 + 50q61q32p21 + 784q61q52 � 1848q81q2p22� 270q81q2p21 � 990q81q32 + 1501:5q102 p21 + 143q122 + 40:5q21q82p21� 126q41q62p22 + 9900q61q42p22 + 37:5q61q42p21 + 980q61q62� 13860q81q22p22 � 1215q81q22p21 � 5445q81q42 + 756q101 p22+ 214:5q101 p21 + 546q101 q22 +O (jzj13) :

(2.62)



Anhang D
Die Normalform G(14)BG unddas Quasiintegral I (14)BG

A long nightmare of 
lassi
al spe
ial fun
tion theoryallows us to transform this expression into : : :T. H. Boyer, Ann. Phys. 56 (1970) 486.
Wir geben hier die Normalform (4.23) und das formale Integral (4.24) derBrown-Gabrielse-Magnet
as
he bis zur vierzehnten Ordnung eins
hlie�li
han. Zur Herleitung von G(14)BG und I(14)BG und zur Diskussion dieser Funktionensiehe Kapitel 4.G(14)BG (�; z; p�; pz) == GBG(�; z; p�; pz) +O �jzj16�= 0:5p2z + 0:5p2� + 0:5�2 � 0:046875p4�� 0:09375�2p2� � 0:046875�4 + 0:25z2p2� + 0:25z2�2� 0:00585938p6� � 0:0175781�2p4� � 0:0175781�4p2� � 0:00585938�6+ 0:0390625z2p4� + 0:078125z2�2p2� + 0:0390625z2�4 � 0:00160217p8�� 0:00640869�2p6� � 0:00961304�4p4� � 0:00640869�6p2� � 0:00160217�8+ 0:0234375z2p6� + 0:0703125z2�2p4� + 0:0703125z2�4p2� + 0:0234375z2�6� 0:0377604z4p4� � 0:0755208z4�2p2� � 0:0377604z4�4 � 0:000575066p10�173



174 Anhang D. Die Normalform G(14)BG und das Quasiintegral I(14)BG� 0:00287533�2p8� � 0:00575066�4p6� � 0:00575066�6p4� � 0:00287533�8p2�� 0:000575066�10 + 0:0186996z2p8� + 0:0747986z2�2p6� + 0:112198z2�4p4�+ 0:0747986z2�6p2� + 0:0186996z2�8 � 0:0577799z4p6� � 0:17334z4�2p4�� 0:17334z4�4p2� � 0:0577799z4�6 + 0:0269531z6p4� + 0:0539063z6�2p2�+ 0:0269531z6�4 � 0:000238448p12� � 0:00143069�2p10� � 0:00357673�4p8�� 0:00476897�6p6� � 0:00357673�8p4� � 0:00143069�10p2� � 0:000238448�12+ 0:0172276z2p10� + 0:0861382z2�2p8� + 0:172276z2�4p6� + 0:172276z2�6p4�+ 0:0861382z2�8p2� + 0:0172276z2�10 � 0:0811043z4p8� � 0:324417z4�2p6�� 0:486626z4�4p4� � 0:324417z4�6p2� � 0:0811043z4�8 + 0:0836534z6p6�+ 0:25096z6�2p4� + 0:25096z6�4p2� + 0:0836534z6�6 � 0:0174386z8p4�� 0:0348772z8�2p2� � 0:0174386z8�4 � 0:000108227p14� � 0:00075759�2p12�� 0:00227277�4p10� � 0:00378795�6p8� � 0:00378795�8p6� � 0:00227277�10p4�� 0:00075759�12p2� � 0:000108227�14 + 0:0171366z2p12� + 0:10282z2�2p10�+ 0:25705z2�4p8� + 0:342733z2�6p6� + 0:25705z2�8p4� + 0:10282z2�10p2�+ 0:0171366z2�12 � 0:110503z4p10� � 0:552514z4�2p8� � 1:10503z4�4p6�� 1:10503z4�6p4� � 0:552514z4�8p2� � 0:110503z4�10 + 0:19886z6p8�+ 0:795439z6�2p6� + 1:19316z6�4p4� + 0:795439z6�6p2� + 0:19886z6�8� 0:0976632z8p6� � 0:29299z8�2p4� � 0:29299z8�4p2� � 0:0976632z8�6+ 0:0106879z10p4� + 0:0213759z10�2p2� + 0:0106879z10�4 (D.1)I(14)BG (�; z; p�; pz) == IBG(�; z; p�; pz) +O �jzj16�= 0:5p2� + 0:5�2 + 0:046875p4� + 0:125p2zp2�+ 0:09375�2p2� � 0:125�2p2z � 0:078125�4 + 0:5z�pzp�� 0:25z2p2� + 0:25z2�2 + 0:0146484p6� + 0:128906p2zp4�+ 0:234375p4zp2� + 0:0439453�2p4� + 0:0859375�2p2zp2� � 0:203125�2p4z+ 0:0205078�4p2� � 0:136719�4p2z � 0:000976562�6 + 0:34375z�pzp3�+ 0:875z�p3zp� + 0:59375z�3pzp� � 0:171875z2p4� � 0:4375z2p2zp2�� 0:25z2�2p2� + 0:4375z2�2p2z + 0:046875z2�4 � 0:5z3�pzp�+ 0:125z4p2� + 0:00640869p8� + 0:132799p2zp6� + 0:915161p4zp4�+ 1:28516p6zp2� + 0:0256348�2p6� + 0:230916�2p2zp4� + 0:251221�2p4zp2�� 1:17578�2p6z + 0:0274658�4p4� � 0:0710042�4p2zp2� � 0:971558�4p4z+ 0:00512695�6p2� � 0:135484�6p2z � 0:000183105�8 + 0:334961z�pzp5�+ 3:1582z�p3zp3� + 4:92188z�p5zp� + 0:94987z�3pzp3� + 4:1543z�3p3zp�+ 0:59668z�5pzp� � 0:16748z2p6� � 1:5791z2p2zp4� � 2:46094z2p4zp2�� 0:458496z2�2p4� � 1:02539z2�2p2zp2� + 2:46094z2�2p4z � 0:254395z2�4p2�+ 1:45215z2�4p2z + 0:0405273z2�6 � 1:25z3�pzp3� � 3:125z3�p3zp�



Anhang D. Die Normalform G(14)BG und das Quasiintegral I(14)BG 175� 1:5625z3�3pzp� + 0:3125z4p4� + 0:78125z4p2zp2� + 0:304688z4�2p2�� 0:5625z4�2p2z � 0:0234375z4�4 + 0:375z5�pzp� � 0:0625z6p2�+ 0:00330448p10� + 0:139826p2zp8� + 2:7666p4zp6� + 13:2975p6zp4�+ 14:8269p8zp2� + 0:0165224�2p8� + 0:373581�2p2zp6� + 3:61585�2p4zp4�+ 1:85999�2p6zp2� � 14:1165�2p8z + 0:0266361�4p6� + 0:10242�4p2zp4�� 2:65573�4p4zp2� � 14:0044�4p6z + 0:0145054�6p4� � 0:285545�6p2zp2�� 3:1921�6p4z + 0:00141621�8p2� � 0:133078�8p2z � 0:0000371933�10+ 0:371446z�pzp7� + 9:36791z�p3zp5� + 49:47z�p5zp3� + 57:8867z�p7zp�+ 1:43341z�3pzp5� + 23:256z�3p3zp3� + 58:4524z�3p5zp� + 1:68528z�5pzp3�+ 13:6119z�5p3zp� + 0:572591z�7pzp� � 0:185723z2p8� � 4:68395z2p2zp6�� 24:735z2p4zp4� � 28:9434z2p6zp2� � 0:717258z2�2p6� � 9:63393z2�2p2zp4�� 9:61816z2�2p4zp2� + 28:9434z2�2p6z � 0:833577z2�4p4� � 1:0705z2�4p2zp2�+ 24:4684z2�4p4z � 0:246121z2�6p2� + 3:89554z2�6p2z + 0:032647z2�8� 2:67969z3�pzp5� � 25:3477z3�p3zp3� � 37:7344z3�p5zp� � 6:94206z3�3pzp3�� 29:8848z3�3p3zp� � 4:19336z3�5pzp� + 0:669922z4p6� + 6:33691z4p2zp4�+ 9:43359z4p4zp2� + 1:51831z4�2p4� + 3:42773z4�2p2zp2� � 8:20312z4�2p4z+ 0:687988z4�4p2� � 3:7373z4�4p2z � 0:0822754z4�6 + 2:46094z5�pzp3�+ 6:09375z5�p3zp� + 2:23438z5�3pzp� � 0:410156z6p4� � 1:01562z6p2zp2�� 0:28125z6�2p2� + 0:53125z6�2p2z + 0:0117188z6�4 � 0:25z7�pzp�+ 0:03125z8p2� + 0:00187942p12� + 0:150323p2zp10� + 7:72701p4zp8�+ 94:1228p6zp6� + 322:962p8zp4� + 296:273p10z p2� + 0:0112765�2p10�+ 0:53184�2p2zp8� + 17:8236�2p4zp6� + 110:794�2p6zp4� + 27:7808�2p8zp2�� 287:964�2p10z + 0:0240608�4p8� + 0:390488�4p2zp6� + 1:25246�4p4zp4�� 94:0425�4p6zp2� � 335:96�4p8z + 0:0214666�6p6� � 0:392101�6p2zp4�� 18:1341�6p4zp2� � 105:668�6p6z + 0:00701264�8p4� � 0:523557�8p2zp2�� 8:99752�8p4z + 0:000418961�10p2� � 0:131118�10p2z � 0:00000813603�12+ 0:439555z�pzp9� + 26:1689z�p3zp7� + 343:148z�p5zp5� + 1236:29z�p7zp3�+ 1168:47z�p9zp� + 2:13346z�3pzp7� + 93:6319z�3p3zp5� + 792:752z�3p5zp3�+ 1384:58z�3p7zp� + 3:61214z�5pzp5� + 106:754z�5p3zp3� + 444:183z�5p5zp�+ 2:45851z�7pzp3� + 38:3912z�7p3zp� + 0:542959z�9pzp� � 0:219777z2p10�� 13:0844z2p2zp8� � 171:574z2p4zp6� � 618:143z2p6zp4� � 584:237z2p8zp2�� 1:08236z2�2p8� � 43:3236z2�2p2zp6� � 291:366z2�2p4zp4� � 163:127z2�2p6zp2�+ 584:237z2�2p8z � 1:8563z2�4p6� � 37:5132z2�4p2zp4� + 46:6661z2�4p4zp2�+ 621:35z2�4p6z � 1:25337z2�6p4� + 3:16803z2�6p2zp2� + 166:022z2�6p4z� 0:229401z2�8p2� + 9:74871z2�8p2z + 0:0261745z2�10 � 5:63655z3�pzp7�� 143:371z3�p3zp5� � 697:709z3�p5zp3� � 769:098z3�p7zp� � 21:897z3�3pzp5�� 347:253z3�3p3zp3� � 791:476z3�3p5zp� � 27:1089z3�5pzp3� � 203:22z3�5p3zp�� 10:6457z3�7pzp� + 1:40914z4p8� + 35:8427z4p2zp6� + 174:427z4p4zp4�



176 Anhang D. Die Normalform G(14)BG und das Quasiintegral I(14)BG+ 192:274z4p6zp2� + 4:90007z4�2p6� + 68:6589z4�2p2zp4� + 64:9764z4�2p4zp2�� 177:803z4�2p6z + 5:21614z4�4p4� + 10:7558z4�4p2zp2� � 136:314z4�4p4z+ 1:45455z4�6p2� � 20:2878z4�6p2z � 0:226563z4�8 + 9:9668z5�pzp5�+ 93:9463z5�p3zp3� + 136:582z5�p5zp� + 22:1815z5�3pzp3� + 94:3052z5�3p3zp�+ 11:1938z5�5pzp� � 1:66113z6p6� � 15:6577z6p2zp4� � 22:7637z6p4zp2�� 3:09924z6�2p4� � 6:98975z6�2p2zp2� + 16:6797z6�2p4z � 1:10962z6�4p2�+ 5:88379z6�4p2z + 0:0931396z6�6 � 3:55469z7�pzp3� � 8:75z7�p3zp�� 2:42188z7�3pzp� + 0:444336z8p4� + 1:09375z8p2zp2� + 0:224609z8�2p2�� 0:429688z8�2p2z � 0:00585938z8�4 + 0:15625z9�pzp� � 0:015625z10p2�+ 0:00114108p14� + 0:164594p2zp12� + 20:9562p4zp10� + 572:339p6zp8�+ 4470:53p8zp6� + 11694p10z p4� + 9098:43p12z p2� + 0:00798755�2p12�+ 0:717845�2p2zp10� + 69:1212�2p4zp8� + 1261:44�2p6zp6� + 5009:39�2p8zp4�+ 693:361�2p10z p2� � 8936:71�2p12z + 0:0211435�4p10� + 0:819332�4p2zp8�+ 47:8857�4p4zp6� + 75:6815�4p6zp4� � 4454:98�4p8zp2� � 12046:6�4p10z+ 0:0261002�6p8� � 0:407043�6p2zp6� � 53:1792�6p4zp4� � 1272:74�6p6zp2�� 4864:87�6p8z + 0:0148444�8p6� � 1:31797�8p2zp4� � 76:1788�8p4zp2�� 652:665�8p6z + 0:00321577�10p4� � 0:769472�10p2zp2� � 23:4898�10p4z+ 0:000129797�12p2� � 0:129845�12p2z � 0:0000018999�14 + 0:539436z�pzp11�+ 71:3199z�p3zp9� + 2055:83z�p5zp7� + 16804:4z�p7zp5� + 45389:3z�p9zp3�+ 36070:3z�p11z p� + 3:1495z�3pzp9� + 330:519z�3p3zp7� + 6983:54z�3p5zp5�+ 37211:5z�3p7zp3� + 49277z�3p9zp� + 6:92199z�5pzp7� + 553:696z�5p3zp5�+ 7720:09z�5p5zp3� + 20252:8z�5p7zp� + 7:03511z�7pzp5� + 394:887z�7p3zp3�+ 2770:05z�7p5zp� + 3:22625z�9pzp3� + 100:426z�9p3zp� + 0:515984z�11pzp�� 0:269718z2p12� � 35:6599z2p2zp10� � 1027:92z2p4zp8� � 8402:21z2p6zp6�� 22694:7z2p8zp4� � 18035:1z2p10z p2� � 1:60703z2�2p10� � 159:385z2�2p2zp8�� 2997:53z2�2p4zp6� � 12514:4z2�2p6zp4� � 4350:2z2�2p8zp2� + 18035:1z2�2p10z� 3:60684z2�4p8� � 238:263z2�4p2zp6� � 1942:9z2�4p4zp4� + 4361:66z2�4p6zp2�+ 22906:6z2�4p8z � 3:72475z2�6p6� � 112:204z2�6p2zp4� + 1011:03z2�6p4zp2�+ 8444:85z2�6p6z � 1:68244z2�8p4� + 26:3791z2�8p2zp2� + 963:598z2�8p4z� 0:21179z2�10p2� + 23:7371z2�10p2z + 0:0211886z2�12 � 12:1084z3�pzp9�� 722:149z3�p3zp7� � 8273:26z3�p5zp5� � 26928:8z3�p7zp3� � 23849:3z3�p9zp�� 62:4037z3�3pzp7� � 2626:78z3�3p3zp5� � 19061:3z3�3p5zp3� � 29726z3�3p7zp�� 116:18z3�5pzp5� � 3108:5z3�5p3zp3� � 10777:7z3�5p5zp� � 92:2518z3�7pzp3�� 1194:95z3�7p3zp� � 26:2387z3�9pzp� + 3:02709z4p10� + 180:537z4p2zp8�+ 2068:31z4p4zp6� + 6732:2z4p6zp4� + 5962:33z4p8zp2� + 14:0407z4�2p8�+ 581:926z4�2p2zp6� + 3466:12z4�2p4zp4� + 1871:48z4�2p6zp2� � 5670:22z4�2p8z+ 23:2459z4�4p6� + 519:404z4�4p2zp4� � 214:841z4�4p4zp2� � 5838:48z4�4p6z+ 15:6827z4�6p4� + 11:3595z4�6p2zp2� � 1572:44z4�6p4z + 2:87743z4�8p2�
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h angemerkt, da� wir die KoeÆzienten der Monome von G(14)BGund I(14)BG erhebli
h genauer bestimmt haben als sie hier angegeben sind. Siehehierzu Abs
hnitt 4.1.2.
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