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Einleitung 11
EinleitungIn der nichtrelativistischen Physik gibt es zwei fundamentale Theorien der Me-chanik, durch die das moderne Weltbild der Physik ma�geblich gepr�agt wurde:die Klassische Newton'sche Mechanik und die Quantenmechanik. Die Klas-sische Mechanik ist eine deterministische makroskopische Theorie, die unteranderem in der Himmelsmechanik und der Ballistik Verwendung �ndet unddie Grundlage der klassischen Statistik bildet. Die Quantenmechanik dagegenist eine nichtdeterministische mikroskopische Theorie, die f�ur einen gegebenenZustand eines Systems nur Wahrscheinlichkeiten �uber den Zustand zu einemsp�ateren Zeitpunkt angeben kann. Sie beschreibt unter anderem den Aufbauder Atomkerne, der Elektronenh�ullen von Atomen und Molek�ulen, die B�ander-modelle in der Festk�orperphysik sowie Supraleitung und Supra
uidit�at.Obgleich sich diese beiden dynamischen Theorien sehr stark voneinander un-terscheiden, mu� die mikroskopische Theorie, also die Quantenmechanik, beim�Ubergang zu gro�en Skalen { man spricht dabei auch vom "Limes ~! 0\ { indie makroskopische Theorie, die Klassische Mechanik, �ubergehen. Daher ist esvon Interesse, zu untersuchen, inwiefern sich die Eigenschaften eines klassischenSystems in seinem quantenmechanischen Pendant wiederspiegeln.Allgemein lassen sich physikalische Systeme durch das Modell von Massenpunk-ten beschreiben, die sich reibungsfrei in einem Potential bewegen; denn Reibungkommt in der makroskopischen Welt durch das statistische Verhalten vieler mi-kroskopischer Teilchen zustande. Ein reibungsbehaftetes Teilchen in einem ein-dimensionalen Potential l�a�t sich daher auch durch das Modell von 1023 Mas-senpunkten in einem ebenso hochdimensionalen Potential beschreiben. In derQuantenmechanik als mikroskopischer Theorie kann es keine Reibung geben.Daher sollte f�ur den Vergleich dieser beiden dynamischen Theorien die Klassi-sche Mechanik als reibungsfrei angenommen und mit der Hamilton-Mechanikidenti�ziert werden.Wie seit einigen Jahrzehnten bekannt ist, k�onnen Hamilton-Systeme eine�au�erst komplexe Dynamik aufweisen. Neben regul�arer, periodischer oder qua-siperiodischer Dynamik, die der eines integrablen Systems entspricht, kann einSystem auch chaotische Dynamik aufweisen, bei welcher der Verlauf der Tra-jektorien eine sensible Abh�angigkeit von den Anfangsbedingungen aufweist.Tats�achlich ist dies der generische Fall. Ein "typisches\, d.h. beliebig ausgew�ahl-tes Hamilton-System wird in der Regel sowohl regul�are als auch chaotischeDynamik aufweisen. Derartige Systeme werden in dieser Arbeit in Anlehnungan [FD98] als gemischte Systeme (mixed systems) bezeichnet.F�ur die Untersuchung eines klassischen Systems betrachtet man h�au�g Poin-



12 Einleitungcar�e-Schnitte im Phasenraum, die von den Trajektorien des Systems immerwieder, und zwar unendlich oft, passiert werden. Die Poincar�e-Abbildung ord-net einem Punkt x der Schnitt
�ache den zeitlich n�achsten Durchsto�punkt derin x startenden Trajektorie durch die Schnitt
�ache zu. Die Untersuchung derDynamik auf dem Phasenraum l�a�t sich hiermit auf die niedrigerdimensionaleSchnitt
�ache reduzieren. Die Punkte des Phasenraums werden durch die kon-jugierten Variablen q und p bezeichnet, die mit Ort und Impuls identi�ziertwerden k�onnen. Orbits auf dem Poincar�e-Schnitt sind Punktfolgen. Zeichnetman mehrere dieser Punktfolgen auf dem Poincar�e-schnitt ein, so erh�alt manein Phasenportrait des Systems.Ein Hauptproblem beim Vergleich der klassischen und der quantenmechani-schen Dynamik eines Hamilton-Systems liegt darin, da� die quantenmecha-nische Wellenfunktion, die der klassischen Trajektorie entspricht, nur entwederals Funktion des Ortes q oder als Funktion des Impulses p formuliert werdenkann, nicht aber als Funktion von Ort und Impuls zugleich. Durch Einf�uhrungvon Phasenraumverteilungen l�a�t sich jedoch die zeitliche Entwicklung einesWellenpakets auch auf dem Phasenraum verfolgen [Lee95].Autonome Systeme mit einem Freiheitsgrad der Bewegung sind immer integra-bel, weil dieHamilton-Funktion eine Erhaltungsgr�o�e ist. Die einfachsten F�alleeines Systems mit chaotischer Dynamik sind ein autonomes System mit zweiFreiheitsgraden oder ein nichtautonomes System mit einem Freiheitsgrad. F�urdas grundlegende Verst�andnis der klassischen und der quantenmechanischenDynamik sind daher gerade solche Systeme besonders gut geeignet.In der Literatur werden h�au�g zwei spezielle Klassen von Hamilton-Systemenuntersucht: Billardsysteme und nichtlineare Oszillatoren [BTU93]. Ein Billard-system ist ein Modell eines freien Teilchens in einem Potentialtopf mit unendlichhohen W�anden. Ein Vorteil dieses Systems ist es, da� numerische Berechnun-gen mit relativ geringem Aufwand durchgef�uhrt werden k�onnen, weil sich dasTeilchen zwischen den St�o�en an den Potentialw�anden frei bewegt. Nichtlinea-re Oszillatoren dagegen werden durch ein Potential in Form eines Polynomsbeschrieben.Ein Beispiel f�ur einen nichtlinearen Oszillator ist der eindimensionaleDuffing-Oszillator [GH83]. Als autonomes System ist der Duffing-Oszillator integra-bel. Bei Einf�uhrung einer Zeitabh�angigkeit wird das System nichtintegrabel,und es entsteht chaotische Dynamik. Dies kann auf zwei Arten geschehen; zumeinen durch eine �au�ere Anregung, zum anderen durch eine parametrische An-regung. In jedem Fall ist die Anregung periodisch. Im ersten Fall wirkt auf dasSystem eine �au�ere Kraft. Dieser Fall wurde in der Literatur sowohl klassisch[Kau58, NM79, GH83, AFH94, KW96] als auch quantenmechanisch abgehan-delt [LB91, KW96]. Im zweiten Fall unterliegen die Parameter des Potentialseiner zeitlichen Variation. Dieser Fall wurde in der Literatur klassisch nur sel-ten [Wei52, Wei56, Par90] und quantenmechanisch meines Wissens gar nichtbetrachtet. In Anlehnung an [KW96] wird in dieser Arbeit die klassische unddie quantenmechanische Dynamik des unged�ampften Duffing-Oszillators mitparametrischer Anregung untersucht.



Einleitung 13Kapitel 1 besch�aftigt sich mit der Beschreibung des untersuchten Systems. InAbschnitt 1.1 wird zun�achst das Modell des Duffing-Oszillators mit parame-trischer Anregung klassisch vorgestellt. Es werden zwei makroskopische Systemeangegeben, die sich durch dieses Modell beschreiben lassen, der axial pulsierendbelastete Balken und das Drehpendel mit oszillierender Aufh�angung. Danachwird das System in Abschnitt 1.2 parametrisiert und die sechs Systemparametera1; a2; b1; b2; m und ! werden eingef�uhrt. Durch die Skalierung in Abschnitt1.3 bleiben insgesamt nur drei voneinander unabh�angige Parameter a; b und c�ubrig. In Abschnitt 1.4 werden zwei 2-parametrige Spezialf�alle des Duffing-Oszillators mit parametrischer Anregung vorgestellt. Spezialfall 1 ist besser f�urdie klassische, Spezialfall 2 besser f�ur die quantenmechanische Untersuchunggeeignet.Kapitel 2 besch�aftigt sich ausschlie�lich mit der Klassischen Mechanik des un-tersuchten Systems. Zu Beginn werden in Abschnitt 2.1 einige allgemeine Aussa-gen �uber den Flu� autonomer und nichtautonomer Vektorfelder gemacht, undes wird die Poincar�e-Abbildung eingef�uhrt. In Abschnitt 2.2 wird der Be-gri� des klassischen Chaos de�niert. Anschlie�end folgt eine Diskussion derSzenarien, die f�ur das Auftreten chaotischer Dynamik in dem untersuchten Sy-stem typisch sind. Abschnitt 2.3 enth�alt die klassische Stabilit�atsanalyse. ZuAnfang wird mit Hilfe des Satzes von Hartman-Grobman die um einen Or-bit linearisierte Dynamik des Systems diskutiert und die Monodromiematrixeingef�uhrt, deren Eigenwerte die Stabilit�at des gew�ahlten Orbits bestimmen.F�ur ein nichtautonomes System mit einem Freiheitsgrad der Bewegung ist dielineare Dynamik durch die Hill-Gleichung gegeben, deren Eigenschaften be-sprochen werden. Anschlie�end wird f�ur die Fixpunkte der beiden in Abschnitt1.4 angegebenen Spezialf�alle f�ur eine spezielle Wahl der Anregungsfunktion daslineare Stabilit�atsproblem gel�ost. Im Fall der Rechteckfunktion geht die Hill-Gleichung in dieMeissner-Gleichung �uber, f�ur die sich eine analytische L�osungangeben l�a�t. F�ur den Kosinus erh�alt man die bekannte Mathieu-Gleichung,deren L�osung numerisch berechnet wird. In Abschnitt 2.4 werden die numeri-schen Ergebnisse pr�asentiert. F�ur die beiden Spezialf�alle wird je eine Serie vonPhasenportraits gezeigt. Au�erdem werden Pitchfork- bzw. Flip-Bifurkationender seitlichen Fixpunkte diskutiert.Kapitel 3 widmet sich der Quantenmechanik. Denkbare Anwendungen des quan-tenmechanischen Systems liegen im Bereich der Atom- und Molek�ulphysik.Vorstellbar ist ein Elektron im zeitabh�angigen Potential eines Molek�uls, dasVibrationsschwingungen ausf�uhrt. Die f�ur die quantenmechanischen Untersu-chungen notwendigen Phasenraumverteilungen werden in Abschnitt 3.1 ein-gef�uhrt. Vorgestellt werden die bekannten Phasenraumverteilungen von Wig-ner und Husimi sowie eine Verteilung von Cohen. Im folgenden Abschnitt3.2 wird ~ als zus�atzlicher Parameter des quantenmechanischen Systems ein-gef�uhrt, und es werden Quasienergiezust�ande diskutiert, die f�ur nichtautonomeSysteme { analog zu den Energieeigenzust�anden autonomer Systeme { eine Ba-sis des Hilbert-Raums bilden. Abschnitt 3.3 beschreibt quantenmechanischeCharakteristika klassisch chaotischer Systeme, speziell die statistischen Eigen-schaften von chaotischen Energiespektren. Ein besonderer E�ekt, der nur quan-



14 Einleitungtenmechanischen Systemen eigen ist, ist der Tunnele�ekt, der in Abschnitt 3.4ausf�uhrlich diskutiert wird. Ein in einem Regularit�atsbereich lokalisiertes Wel-lenpaket tunnelt bei Vorliegen gewisser Symmetrien auf dem Phasenraum imLaufe der Zeit vollst�andig in einen anderen Regularit�atsbereich, und dann wie-der zur�uck. Es wird hierbei zwischen dem Tunneln durch Energiebarrieren undsogenanntem dynamischem Tunneln unterschieden. Man beobachtet, da� mitdem Anwachsen des chaotischen Phasenraumbereichs die Tunnelrate um meh-rere Gr�o�enordnungen 
uktuiert. Um dies zu erkl�aren, werden verschiedeneModelle vorgestellt, angefangen bei 2-Level-Prozessen, an denen nur zwei Ener-gieeigenzust�ande beteiligt sind, �uber 3-Level-Prozesse bis hin zu Blockmatrix-Modellen aus bis zu f�unf Blockmatrizen. In Abschnitt 3.5 werden nach einerkurzen Vorstellung der f�ur die numerischen Berechnungen benutzten Algorith-men die numerischen Resultate pr�asentiert und diskutiert. Gezeigt wird dieZeitentwicklung von Wellenpaketen f�ur eine feste Parameterwahl von Spezial-fall 2 f�ur zwei verschiedene Werte von ~. F�ur die Phasenraumdarstellungen wirddabei �uberwiegend die daf�ur geeigneteste Phasenraumverteilung, die Husimi-Verteilung verwendet. An einem Fallbeispiel wird der Tunnele�ekt demonstriert.



1 Der Duffing-Oszillator mit parametrischer Anregung 15
1 Der Duffing-Oszillator mit parametrischerAnregungIn dieser Arbeit wird das Modell eines Massenpunktes in einem Zwei-Mulden-Potential mit parametrischer Anregung ohne D�ampfung untersucht, das auchals unged�ampfter Duffing-Oszillator mit parametrischer Anregung bezeichnetwird. Es gibt einige physikalische Systeme, vorwiegend aus Bereichen der Me-chanik, die durch dieses Modell n�aherungsweise beschrieben werden k�onnen.Derartige und �ahnliche Systeme wurden in der Vergangenheit auch h�au�g imRahmen der Ingenieurwissenschaften im Hinblick auf parametrische Resonanzuntersucht. Die Frage z. B. der Stabilit�at (oder Instabilit�at) von Balken unterselbsterregten Schwingungen ist gerade auf diesen Gebieten Bedeutung. Einerecht umfassende Referenz wissenschaftlicher Untersuchungen �uber parametri-sche Anregung �ndet sich in [NM79].1.1 Das System1.1.1 Der Duffing-OszillatorAls Duffing-Oszillator bezeichnet man ein System, dessen Bewegungsglei-chung durch eine zweidimensionale nichtlineare Di�erentialgleichung 1: Ord-nung, n�amlich_q = pm; (1.1a)_p = �� p� a q3 + b q (1.1b)gegeben ist. Es handelt sich hierbei um ein wichtiges Modellsystem in der Theo-rie nichtlinearer dynamischer Systeme, das an vielen Stellen in der LiteraturErw�ahnung �ndet [Kau58, NM79, GH83, AFH94, KW96]. Bei D�ampfungsfrei-heit (� = 0) geht (1.1) in ein Hamilton-System �uber mit der Hamilton-FunktionH(q; p) = p22m + 14 a q4 � 12 b q2: (1.2)Sind die Parameter a; b und m des Systems nicht von der Zeit abh�angig, so er-gibt sich aus der Energieerhaltung bereits die Integrabilit�at des Systems. DurchEinf�uhrung einer zeitabh�angigen St�orung kann das System nichtintegrabel wer-den und eine chaotische Dynamik entstehen.



16 1 Der Duffing-Oszillator mit parametrischer AnregungEs gibt zwei M�oglichkeiten, eine derartige Zeitabh�angigkeit in (1.1) einzuf�uhren:Zum einen l�a�t sich das System durch eine �au�ere Anregung F (t) st�oren und(1.1b) geht �uber in_p = �a q3 + b q + F (t): (1.1b0)Zum anderen k�onnen die Systemparameter eine explizite Zeitabh�angigkeit ent-halten. Man spricht dann von parametrischer Anregung.Die klassische und quantenmechanische Dynamik des unged�ampften Duffing-Oszillators mit �au�erer Anregung wird in [KW96] betrachtet. In Anlehnung anjenen Artikel wird in dieser Arbeit die Dynamik des unged�ampften Duffing-Oszillators mit parametrischer Anregung untersucht.Die Hamilton-Funktion (1.2) soll nun periodisch in der Zeit sein mitH(q; p; t+T ) = H(q; p; t) 8 t 2 R. Dabei sollen a und b als explizit zeitabh�angig ange-nommen werden, w�ahrend m weiterhin konstant ist. Man kann a und b ohneEinschr�ankung als 2�-periodisch w�ahlen, und mit ! = 2�T erh�alt man aus (1.2):H(q; p; t) = p22m + 14 a(!t) q4 � 12 b(!t) q2: (1.3)Die klassische Mechanik wird dann durch die kanonischen Bewegungsgleichun-gen beschrieben:dqdt = @@pH(q; p; t) = pm; (1.4a)dpdt = � @@qH(q; p; t) = �a(!t) q3 + b(!t) q: (1.4b)Dieses System ist invariant unter der Parit�atstransformationP �qp� = ��q�p� : (1.5)Das bedeutet, da� f�ur jede Trajektorie � q(t)p(t) � auch ��q(t)�p(t) � eine L�osung derkanonischen Bewegungsgleichungen darstellt.Es gibt eine Reihe von physikalischen Systemen, die sich n�aherungsweise durchdas Modell des unged�ampften Duffing-Oszillators mit parametrischer Anre-gung beschreiben lassen. Die in den folgenden Abschnitten beschriebenen Sy-steme f�uhren zu nichtlinearen Di�erentialgleichungen, bei denen die h�oherenTerme durch Taylor-Entwicklung und Vernachl�assigung der h�oheren Gliedervereinfacht werden.1.1.2 Beispiel 1Eines der am h�au�gsten betrachteten Systeme ist der axial pulsierend belasteteBalken [Wei52, Wei56, Kau58, Bol64, NM79], siehe Abb. 1.1:



1.1 Das System 17Ein Balken wird an den Enden gelenkig gelagert, so da� dort keine Querverschie-bung und kein Biegemoment auftreten, und eines der Lager ist in L�angsrichtungverschiebbar. Der Balken wird nun in L�angsrichtung durch eine T -periodischeKraft angeregt und kann darauf sowohl mit L�angsschwingungen als auch mitQuerschwingungen (in einer Dimension) reagieren.
F(t)q(t)

Abbildung 1.1: Axial pulsierend belasteter Balken.Eine ausf�uhrliche Herleitung der Di�erentialgleichung f�ur die seitliche Auslen-kung q(t) des Balkens w�urde sich �uber mehrere Seiten erstrecken und den Rah-men dieser Arbeit sprengen. Daher wird an dieser Stelle auf [Wei52] verwiesen.Unter Vernachl�assigung der Reibung und mit einigen N�aherungen ergibt sichdann folgende Di�erentialgleichung f�ur die seitliche Auslenkung:�q + r q3 + g(t) q = 0 (1.6)mit r 2 R und einer periodischen Funktion g(t + T ) = g(t) 8 t 2 R. Dies istdie Newtonsche Bewegungsgleichung f�ur einen Duffing-Oszillator mit para-metrischer Anregung; denn mit p := _q l�a�t sich (1.6) in (1.4) �uberf�uhren. Manerh�alt a = r, b(!t) = �g(t) und m = 1.1.1.3 Beispiel 2Das zweite Modell, das hier vorgestellt werden soll, ist ein Drehpendel mit be-weglicher Aufh�angung in Anlehnung an [NM79], siehe Abb. 1.2:Ein Pendel der L�ange l wird senkrecht aufgestellt und am unteren Ende freidrehbar gelagert. Am oberen Ende wird ein K�orper der Masse m befestigt, der,abh�angig von der Winkelauslenkung des Balkens, ein duch die Gravitationskraftverursachtes Drehmoment auf das Pendel aus�ubt. Eine Spiralfeder mit der Di-rektionskonstanten D wird an dem Pendel und an der Aufh�angung befestigt, soda� sie ein linear vom Auslenkungswinkel q abh�angiges r�ucktreibendes Dreh-moment auf das Pendel aus�ubt. �Uber die Aufh�angung wirkt auf das Pendel eineperiodische Kraft F (t) = ma0(t) in vertikaler Richtung.F�ur die Winkelauslenkung des Pendels ergibt sich aus der Bilanz der Drehmo-mente folgende Bewegungsgleichung:ml2 �q = mg l sin q +ma0(t) l sin q �D q (1.7)
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Abbildung 1.2: Drehpendel mit oszillierender Aufh�angung.Mit sin q � q � 16 q3 sowie f(t) := g+a0(t))6 l und h(t) := g+a0(t)l � Dml erh�alt manschlie�lich:�q + f(t) q3 � h(t) q = 0: (1.8)Auch dies ist die Newtonsche Bewegungsgleichung eines Duffing-Oszillatorsmit parametrischer Anregung. Bringt man (1.8) auf die Form von (1.4), soergibt sich a(!t) = f(t), b(!t) = h(t) und m = 1.1.2 ParametrisierungIn der Form (1.3) ist das System von den zwei frei w�ahlbaren, periodischenFunktionen a und b abh�angig, �uber die ansonsten keine weiteren Annahmen ge-macht werden. Diese recht allgemeine Form ist einer eingehenden Untersuchungnur schwer zug�anglich, so da� f�ur das System erst eine geeignete Parametrisie-rung gew�ahlt werden mu�.Es lassen sich a(!t) und b(!t) schreiben alsa(!t) =: a1 + a2 f(!t) und b(!t) =: b1 + b2 g(!t) (1.9)mit a1; a2; b1; b2 2 R. Fordert man zus�atzlichmax fjf(t)j j 0 � t < 2�g = 1 = max fjg(t)j j 0 � t < 2�g; (1.10a)2�Z0 f(t) dt = 0 = 2�Z0 g(t) dt; (1.10b)so sind die vier neuen Systemparameter a1; a2; b1; b2 sowie die periodischenFunktionen f(t) und g(t) durch die Vorgabe von a(t) und b(t) eindeutig be-



1.3 Skalierung 19stimmt. Es gilt dann:a1 = 12� 2�Z0 a(t) dt; (1.11a)a2 = max fa(t)� a1 j 0 � t < 2�g; (1.11b)f(t) = a(t)� a1a2 : (1.11c)b1; b2 und g(t) werden analog bestimmt.In den neuen Parametern lautet die Hamilton-Funktion (1.3):H(q; p; t) = p22m + 14 (a1 + a2 f(!t)) q4 � 12 (b1 + b2 g(!t)) q2: (1.12)Die Parameter a2 und b2 regeln die St�arke der parametrischen Anregung f(!t)und g(!t) und sollen im folgenden als "St�orparameter\ bezeichnet werden. Sindbeide gleich Null, so spricht man vom "ungest�orten\ System. a1 und b1 legendie Form des Potentials im ungest�orten Fall fest. Die Funktionen f und g regelndabei die Art der "St�orung\ und sind in gewissen Grenzen (vgl. (1.10a)) freiw�ahlbar.Da in dieser Arbeit, wie bereits oben erw�ahnt, ein Zwei-Mulden-Potentialuntersucht werden soll, unterliegen die bisherigen sechs Systemparametera1; a2; b1; b2;m; ! gewissen Beschr�ankungen: So mu� a1 > 0 und b1 � 0 sein.Der Fall b1 = 0 soll als Grenzfall des �Ubergangs in ein Ein-Mulden-Potentialnoch zugelassen sein. An diesem Parameterwert �ndet n�amlich der �Ubergangzwischen dem Ein-Mulden-Potential f�ur b1 < 0 und dem Zwei-Mulden-Potentialf�ur b1 > 0 statt. Ferner m�ussenm und ! positiv sein, w�ahrend die "St�orparame-ter\ a2 und b2 im Prinzip frei variiert werden k�onnen. Es bietet sich allerdingsan, sie auf nichtnegative Werte einzuschr�anken, da ein �Ubergang von a2 7! �a2einem �Ubergang von f 7! �f entspricht. F�ur b2 und g gilt das gleiche. Es sind injedem Fall { insbesondere im Hinblick auf die Quantenmechanik { nur Parame-terwerte sinnvoll, f�ur die alle Trajektorien eine gebundene Bewegung beschrei-ben. So geht das Potential f�ur a2 > a1 f�ur einige Zeit w�ahrend einer Periode imUnendlichen gegen �1, so da� nicht mehr von einem Zwei-Mulden-Potentialgesprochen werden kann. Dies f�uhrt zwar nicht automatisch zu ungebundenerDynamik, aber dennoch soll immer a2 < a1 angenommen werden.1.3 SkalierungAus Gr�unden der Einfachheit und �Uberschaubarkeit ist es sinnvoll, das Systemdurch Wahl geeigneter Ma�einheiten so zu skalieren, da� m�oglichst viele Pa-rameter des Systems eliminiert werden. Das kann in diesem Fall durch eine



20 1 Der Duffing-Oszillator mit parametrischer Anregungeinfache kanonische Skalierung erreicht werden:r a1m!2 q 7�! q, (1.13a)r a1m3!4 p 7�! p, (1.13b)! t 7�! t, (1.13c)a1m2!4 H(q; p; t) 7�! H(q; p; t): (1.13d)Dann bleiben die kanonischen Bewegungsgleichungen (1.4) erhalten, wie manleicht nachrechnen kann. Nach der Skalierung sind von den sechs urspr�unglichenParametern nur noch drei unabh�angige Parameter �ubrig:a2a1 7�! a2 =: a; (1.14a)b1m!2 7�! b1 =: b; (1.14b)b2m!2 7�! b2 =: c: (1.14c)Die Periode T wird dabei auf 2� skaliert. F�ur die skalierte Hamilton-Funktionerh�alt man schlie�lich:H(q; p; t) = p22 + 14 (1 + a f(t)) q4 � 12 (b+ c g(t)) q2 (1.15)mit dem skalierten PotentialV (q; t) = 14(1 + a f(t)) q4 � 12(b+ c g(t)) q2: (1.16)Die kanonischen Bewegungsgleichungen lauten nun:dqdt = p, (1.17a)dpdt = �(1 + a f(t)) q3 + (b+ c g(t)) q: (1.17b)1.4 Zwei 2-parametrige Spezialf�alleEin wesentlicher Bestandteil dieser Arbeit ist es, Fixpunkte und periodischeOrbits auf Stabilit�at und Instabilit�at zu untersuchen. Dabei ist die Untersu-chung von Fixpunkten o�enbar einfacher, da f�ur deren Bestimmung lediglichdie Kenntnis der Nullstellen des Vektorfeldes n�otig ist.Das Vektorfeld des Di�erentialgleichungssystems (1.17) lautet:F ��qp� ; t� = � p�(1 + a f(t)) q3 + (b+ c g(t)) q� : (1.18)



1.4 Zwei 2-parametrige Spezialf�alle 21F�ur die Nullstellen von F , deren Ortskomponenten o�ensichtlich identisch mitden Extrema des Potentials sind, ergibt sich dann:F (x; t) = 0 () p = 0 ^ q = 0 _ q = �s b+ c g(t)1 + a f(t)! : (1.19)Im allgemeinen besitzt F somit nur einen einzigen Fixpunkt, n�amlich den Ur-sprung x0 = ( q0p0 ) = ( 00 ). Maximal zwei weitere Fixpunkte sind bei geeigneterParameterwahl m�oglich: Sindq1;2 = �s b+ c g(t)1 + a f(t) (1.20)Konstanten, so sind x1 = ( q10 ) sowie x2 = ( q20 ) = �x1 ebenfalls Fixpunkte desVektorfelds.Im ungest�orten Fall, d.h. f�ur a = c = 0 und b > 0 ist q0 ein lokales Maximumdes Potentials und somit x0 ein instabiler Fixpunkt des Vektorfelds. Dagegensind q1;2 = �pb lokale Minima des Potentials und daher x1 und x2 stabileFixpunkte des Vektorfelds, wie aus Abb. 1.3 ersichtlich ist. F�ur b = 0 gibt esnur den stabilen Fixpunkt ( 00 ) .
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Abbildung 1.3: Das Potential V (q) f�ur a = 0, b = 2, c = 0.1.4.1 Spezialfall 1: a = cb ; f(t) = g(t)Es stellt sich die Frage, f�ur welche Parameterwahl die Fixpunkte x1;2 des un-gest�orten Systems erhalten bleiben. Es l�a�t sich leicht zeigen, da� dies genaudann der Fall ist, falls gilt:b > 0 und a = c = 0 (1.21a)oder b > 0 und �a = cb ^ f(t) = g(t)� (1.21b)



22 1 Der Duffing-Oszillator mit parametrischer AnregungDer erste Fall (1.21a) ist trivial: Es ergibt sich das ungest�orte System. Wesent-lich ist daher der zweite Fall (1.21b).W�ahlt man nun f(t) = g(t) 8 t 2 R sowie a = cb , b > 0, so ergibt sich f�ur dieseitlichen Potentialminima aus (1.20):q1;2 = �pb: (1.22)F�ur diesen speziellen Fall geht die Hamilton-Funktion (1.15) �uber inH(q; p; t) = p22 + �1 + cb f(t)� �14 q4 � 12 b q2� (1.23)mit den kanonischen Gleichungen_q = p, (1.24a)_p = ��1 + cb f(t)� �q3 � b q� : (1.24b)Dieses eingeschr�ankte System hat den Vorteil, da� durch die zeitunabh�angigenExtrema des Potentials die klassische Stabilit�atsanalyse deutlich vereinfachtwird. Leider stellt sich heraus, da� diese Systemwahl f�ur die numerische Unter-suchung des quantenmechanischen Systemverhaltens weniger geeignet ist1. Diesliegt im wesentlichen an der kleinr�aumigen Struktur der Phasenportraits des Sy-stems, die meist aus vielen kleinen regul�aren Inseln und chaotischen B�andernbestehen, aber kaum gro�
�achige Strukturen enthalten. Eine Untersuchung imHinblick auf chaotisches Verhalten des quantenmechanischen Systems w�urdeeine hohe Phasenraumau
�osung und somit sehr viel Rechenzeit f�ur die nume-rischen Berechnungen erfordern.1.4.2 Spezialfall 2: a = 0Im zweiten hier betrachteten Fall wird der Parameter a = 0 gesetzt, so da� dieZeitabh�angigkeit aus dem nichtlinearen Anteil des Potentials verschwindet. DiePotentialminima aus (1.20) sind dann allerdings zeitabh�angig:q1;2 = �pb+ c g(t): (1.25)Die Hamilton-Funktion (1.15) geht dabei �uber inH(q; p; t) = p22m + 14 q4 � 12(b+ c g(t)) q2 (1.26)mit den kanonischen Gleichungen_q = p; (1.27a)_p = �q3 + (b+ c g(t)) q: (1.27b)1siehe Abschnitt 3.5



1.4 Zwei 2-parametrige Spezialf�alle 23Dies entspricht dem Beispiel des beidseitig eingespannten Balkens aus Abschnitt1.1.22. Der Parameter c gibt hierbei die St�arke der St�orung an, w�ahrend bdie Belastung des Balkens beschreibt. Ein Wert von b < 0 entspricht einergeringen Belastung des Balkens und f�uhrt zu einer einzigen stabilen Ruhelageohne Auslenkung. b > 0 dagegen bedeutet eine hohe Belastung des Balkensoberhalb der "EulerschenKnicklast\. Die zentrale Ruhelage ist dann instabil,und es gibt zwei seitliche stabile Ruhelagen mit einer Auslenkung von �pb.Es ist zu erwarten, da� bei Anlegen einer kleinen St�orung die stabilen Ruhelagenin Orbits der Periode T = 2� �ubergehen. Dieses System hat daher den Nach-teil, da� diese Orbits im Gegensatz zum Spezialfall 1 nicht konstant sind undsomit die klassische Stabilit�atsanalyse erschwert ist. Daf�ur ist in diesem Fall dienumerische Untersuchung des quantenmechanischen Systemverhaltens deutlicheinfacher3. Der Grund liegt darin, da� die Phasenportraits dieses Systems gro�eregul�are Inseln und im wesentlichen nur einen zusammenh�angenden chaotischenBereich enthalten. Dadurch ist der ben�otigte numerische Rechenaufwand deut-lich geringer als im Spezialfall 1, da eine niedrigere "Phasenraumau
�osung\ zurquantenmechanischen Untersuchung ausreicht.

2Die Konstante c aus Gleichung (1.6) ist in Abschnitt 1.3 auf 1 skaliert worden.3siehe Abschnitt 3.5
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2 Klassische Mechanik 25
2 Klassische MechanikIn diesem Kapitel wird der unged�ampfte Duffing-Oszillator mit parametri-scher Anregung im Rahmen der klassischen Mechanik sowohl analytisch alsauch numerisch behandelt. Ein besonderer Schwerpunkt wird auf die Bestim-mung der Stabilit�at der Fixpunkte bzw. der periodischen Orbits in den Poten-tialmulden gelegt, die bei Anlegen einer St�orung aus den stabilen Fixpunktendes ungest�orten Systems entstehen. Dies sind auch gleichzeitig die wichtigstenOrbits des Systems, da diese den gest�orten Ruhelagen des jeweils zugrundelie-genden Modells entsprechen.2.1 Die Poincar�e-Abbildung2.1.1 Der Flu� autonomer VektorfelderF�ur ein autonomes Vektorfeld F : Rn ! Rn, x 7! F (x) ist der zugeh�orige Flu�� : Rn �R ! Rn, (x0; t) 7! �t(x0) durch eine partielle Di�erentialgleichung1in der Zeit, die sogenannte Flu�gleichung@@t�jx0;t = F � �jx0;t (2.1)de�niert mit der Anfangsbedingung�0 = 1 jRn : (2.2)Die Abbildung t 7! �t(x0) f�ur festes x0 beschreibt somit den zur Zeit t = 0in x0 startenden Orbit; x0 7! �t(x0) ist f�ur festes t ein Di�eomorphismus aufdem Rn. Die durch t parametrisierte Schar von Di�eomorphismen �t bildeteine Abelsche Gruppe2; denn es gilt:�t � �t0 = �t+t0 = �t0 � �t: (2.3)und ��1t = ��t (2.4)1Die Nomenklatur �jx0;t0 wird in dieser Arbeit ausschlie�lich im Zusammenhang mitAbleitungen verwendet. So bedeutet z.B. D�jx00;t0 die Ableitung von � nach den x0-Komponenten an der Stelle x0 = x00, t = t0 und ist eine kompaktere Schreibweise als(D�t)(x00) oder D�t(x0)jx0=x00 .2�0 ist das neutrale Element, und die Assoziativit�at ergibt sich sofort aus (2.3).



26 2 Klassische Mechanik2.1.2 Der Flu� nichtautonomer VektorfelderF�ur ein nichtautonomes Vektorfeld F : Rn � R ! Rn, (x; t) 7! F t(x) ergibtsich eine zu (2.1) analoge Gleichung mit dem Unterschied, da� F explizit vonder Zeit abh�angt:@@t�jx0;t = F t � �jx0;t: (2.5)mit der Anfangsbedingung �0(x0) = x0. � ist allerdings im eigentlichen Sin-ne kein Flu�, da das Aussehen von � explizit von der gew�ahlten Startzeit t0(hier: t0 = 0) des Flusses abh�angt. Dieses Problem l�a�t sich dadurch umge-hen, da� � um ein zus�atzliches Zeitargument, die Startzeit, erweitert wird.� : Rn � R � R ! Rn, (x0; t; t0) 7! �t;t0(x0) mit der Anfangsbedingung�t0;t0 = 1 jRn bildet dann den eigentlichen Flu� des nichtautonomen Vektor-feldes F . Die nun zweiparametrige Schar �t;t0 von Di�eomorphismen auf Rnbildet im allgemeinen keine Gruppe. Es gilt:�t00;t0 � �t0;t = �t00;t: (2.6)Die Verkn�upfung zweier beliebiger Di�eomorphismen �t1;t2 und �t3;t4 der Scharist nur m�oglich, falls t2 = t3 oder t1 = t4 ist.Im Rahmen dieser Arbeit wird der zweiparametrige Flu� �t;t0 allerdings nichtben�otigt, so da� im folgenden mit dem Begri� "nichtautonomer Flu�\ immer�t aus (2.5) mit der Anfangsbedingung �0 = 1 jRn gemeint ist.Zu beachten ist lediglich, da� f�ur diesen nichtautonomen Flu� die Gleichun-gen (2.3) und (2.4) nicht g�ultig sind. Allerdings gilt f�ur T -periodische Systemefolgender Satz:Satz 2.1. Sei F t ein (nicht notwendigerweise endlich dimensionales) nichtau-tonomes Vektorfeld auf einem R-Vektorraum V . Es gelte F t+T = F t 8 t 2 R.Es sei � : V �R ! V , (x0; t) 7! �t(x0) der zugeh�orige nichtautonome Flu�,der durch Gleichung (2.5) mit der Anfangsbedingung �0 = 1 jV bestimmt ist.Dann gilt�t+T = �t � �T : (2.7)F�ur alle t 2 R.Beweis. Es mu� lediglich gezeigt werden, da� �t+T und �t � �T die Glei-chung (2.5) mit derselben Anfangsbedingung erf�ullen. Aus der Eindeutigkeitder L�osungen von Di�erentialgleichungen folgt dann automatisch, da� �t+Tund �t � �T identisch sind.Sei x0 2 V . Dann gilt:@@t�jx0;t+T = F t+T � �jx0;t+T = F t � �jx0;t+T : (2.8)



2.1 Die Poincar�e-Abbildung 27Also erf�ullt �t+T die Differentialgleichung (2.5) mit der Anfangsbedingung�0+T (x0) = �T (x0). Ferner gilt:@@t�t � �T jx0;t = @@t�j�T (x0) = F t � �j�T (x0) = F t � �t � �T (x0) (2.9)mit der zugeh�origen Anfangsbedingung �t=0 ��T (x0) = �T (x0). Damit ist dieAussage des Satzes bewiesen.Die Aussage des Satzes entspricht der folgenden Aussage f�ur den zweiparamet-rigen Flu�:�t+2�;0 = �t+2�;2� � �2�;0 = �t;0 � �2�;0: (2.10)F�ur bestimmte theoretische Belange ist es sinnvoll, ein nichtautonomes Systemin ein autonomes umzuschreiben. Dies kann durch Einf�uhrung einer neuen Va-riablen �(t) erreicht werden, deren zeitliche Entwicklung durch_� = 1 mit �(0) = �0 (2.11)gegeben ist. Es gilt daher:�(�0; t) = �0 + t: (2.12)Als neues autonomes Vektorfeld w�ahlt man F 0 : Rn+1 ! Rn+1 mitF 0� x� � := � F (x; � � �0)1 � : (2.13)Der zugeh�orige nichtautonome Flu� �0 : Rn+1 � R ! Rn+1, (x0; �0; t) 7!�0t(x0; �0) ist dann durch Gleichung (2.1) f�ur F 0 und �0 bestimmt:@@t�0jx0;�0;t = F 0 � �0jx0;�0;t: (2.14)Ist F in t periodisch mit der Periode 2�, so l�a�t sich �+2� mit � identi�zieren.Die a priori auf ganz R de�nierte Variable3 � l�a�t sich somit auf das Intervall[0; 2�[ abbilden und daher als zyklische Variable au�assen. Aus (2.12) folgtdann:�(�0; t+ 2�) = �0 + t+ 2� = �(�0; t): (2.15)Hierbei ist zu beachten, da� Fixpunkte des nichtautonomen Systems, d.h. zei-tunabh�angige Nullstellen von F in periodische Orbits des autonomen Systems�ubergehen, da die Koordinate �(�0; t) f�ur keine einzige Trajektorie konstant seinkann. Somit hat das autonome System insbesondere keine Fixpunkte.3Genaugenommen ist � nur in dem hier untersuchten System auf ganz R de�niert. Im All-gemeinen kann der De�nitionsbereich aber auch ein (von der Trajektorie abh�angiges) Teil-intervall der reellen Zahlen sein.



28 2 Klassische MechanikBezeichnet� : Rn+1 ! Rn; (x; �) 7! x (2.16)die Projektion auf die x-Komponente, so existiert zwischen � und �0 der fol-gende Zusammenhang [GH83]:�t(x0) = � � �0t(x0; �0 = 0): (2.17)Dieser Zusammenhang ist leicht einsichtig. � und �0 erf�ullen die Gleichungen(2.5) bzw. (2.14). W�ahlt man �0 = 0 fest, so sind beide Gleichungen identisch(weil die Vektorfelder identisch sind) bis auf die zus�atzliche �-Komponente von�0, bzw. von F 0. Das bedeutet, da� � mit der x0-Komponente von �0 identischsein mu�, und es gilt:�0t(x0; �0 = 0) = � �t(x0)�(t) � : (2.18)Daraus ergibt sich automatisch (2.17).Das in dieser Arbeit behandelte eindimensionale System (1.17) stellt ein nicht-autonomes System mit einem Freiheitsgrad dar. Daher ist der zugeh�orige Pha-senraum dreidimensional, bestehend aus den Koordinaten "Ort\ q, "Impuls\ psowie der "Zeit\ � au�er im Fall verschwindender St�orung (d.h. a = c = 0),wodurch (1.17) in ein autonomes System mit einem zweidimensionalen Phasen-raum �ubergeht.Durch Einf�uhrung der zyklischen Variable � geht das nichtautonome System(1.17) �uber indqdt = p; (2.19a)dpdt = �(1 + a f(�)) q3 + (b+ c g(�)) q; (2.19b)d�dt = 1: (2.19c)2.1.3 De�nition der Poincar�e-AbbildungDe�nition 2.2. Sei F ein autonomes Vektorfeld mit dem zugeh�origen (auto-nomen) Flu� � auf dem n-dimendionalen Phasenraum und � eine (n � 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit der Eigenschaft, da� alle Trajektorien� transversal schneiden, d.h. F (x) �n(x) 6= 0 8 x 2 �, wobei n(x) der Norma-leneinheitsvektor von � im Punkt x ist. Gibt es f�ur jedes x 2 � eine eindeutigbestimmte minimale Zeit �(x) > 0, in der die in x startende Trajektorie zu �zur�uckkehrt, so ist die AbbildungP : �! �; x 7! ��(x)(x) (2.20)eindeutig bestimmt und hei�t Poincar�e-Abbildung.



2.2 Klassisches Chaos 29Durch die Einf�uhrung einer Poincar�e-Abbildung wird die Dimension einesProblems um mindestens eine Variable verringert [GH83, Wig88, Wig90]. Zubeachten ist, da� hierf�ur ein autonomes System Voraussetzung ist.Im Fall nichtautonomer periodischer Systeme, deren explizite Zeitabh�angig-keit durch Einf�uhrung einer zyklischen Variable � beseitigt wurde, l�a�t sicheine Poincar�e-Abbildung auf triviale Weise angeben: Als Querschnitts
�ache� w�ahlt man eine Ebene �0 = const (im folgenden wird immer o.B.d.A.�0 = 0 angenommen). Wegen _� = 1 schneiden alle Trajektorien � transver-sal (F (x) � n(x) = 1) und wegen (2.15) gilt:�(x) = 2� 8 x 2 �: (2.21)Alle t = 2� nimmt die �-Koordinate des autonomisierten Flusses �0 den Wert �0(modulo 2�) an. Schr�ankt man den autonomisierten Flu� �0 auf � ein, d.h. fa�tman den Flu� als Abbildung �0 : Rn�R! Rn+1, (x0; t) 7! �0t(x0; �0 = 0) auf,so ergibt sich aus (2.20) in diesem Fall f�ur die Poincar�e-Abbildung4 [GH83,S. 26]:P(x0) = � � �02�(x0; �0 = 0); (2.22)bzw. in anderer Formulierung unter Benutzung von (2.17)P(x0) = �2�(x0): (2.23)Dabei gehen Orbits der Periode 2� in Fixpunkte der Poincar�e-Abbildung�uber, w�ahrend Orbits der Periode 2� rs mit r; s 2 Z in Zyklen der Periode s�ubergehen, die oft ebenfalls als periodische Orbits bezeichnet werden.2.2 Klassisches ChaosIn diesem Abschnitt wird die Bedeutung des Begri�s "Chaos\ bzw. "chaotischeDynamik\ im Rahmen der Theorie nichtlinearer dynamischer Systeme erl�autert,und es werden zwei f�ur diese Arbeit relevante Szenarien vorgestellt, die zumAuftreten chaotischer Dynamik f�uhren. Zuvor wird jedoch der Begri� der sta-bilen und instabilen Mannigfaltigkeit eingef�uhrt, da dieser f�ur das Verst�andnischaotischer Dynamik wichtig ist.2.2.1 Stabile und instabile MannigfaltigkeitF�ur das Verst�andnis chaotischer Dynamik ist die Kenntnis der Stabilit�at oderInstabilit�at von Fixpunkten bzw. Orbits unerl�a�lich. Daher werden zun�achstdiese beiden Begri�e de�niert.4Die Nomenklatur ist in dieser Hinsicht in der Literatur nicht eindeutig. Oft wird auf dasVorschalten von � in (2.22) verzichtet [Wig88]. Dies l�a�t sich insofern rechtfertigen, alsda� P eine Abbildung von � ' Rn nach � ' Rn darstellt, und �02� , eingeschr�ankt auf� = Rn�f�0g ' Rn, zwar noch formal eine Abbildung nach Rn+1 darstellt, die Bilder von�02� jedoch immer in � liegen.



30 2 Klassische MechanikDe�nition 2.3. Sei �x ein Fixpunkt eines Vektorfeldes F auf Rn, d.h. F (�x) =0. Dann hei�t �x(i) stabil, falls f�ur jede Umgebung V von �x eine Umgebung U � V von �xexistiert, so da� jede L�osung x(t) mit x(0) = x0 2 U f�ur alle t > 0 in Vbleibt.(ii) asymptotisch stabil, falls �x stabil ist und limt!1x(t) = �x.(iii) instabil, falls �x nicht stabil ist.Die Begri�e der Stabilit�at und Instabilit�at lassen sich auf einfache Weise auchauf Orbits �ubertragen. O�ensichtlich ist ein kontinuierlicher Orbit genau dannstabil, wenn seine Bilder unter einer Poincar�e-Abbildung stabil sind.Eine besondere Rolle beim Entstehen von Chaos spielen die stabile und dieinstabile Mannigfaltigkeit von Fixpunkten.De�nition 2.4. Sei �x Fixpunkt des Vektorfelds F auf V � Rn und � der zu-geh�orige Flu�. Dann hei�tW s(�x) := fx 2 V j limt!1�t(x)! �x; �t(x) 2 V 8 t � 0g (2.24)die stabile Mannigfaltigkeit5 von �x undW u(�x) := fx 2 V j limt!�1�t(x)! �x; �t(x) 2 V 8 t � 0g (2.25)die instabile Mannigfaltigkeit von �x.Es ist o�ensichtlich, da� �x genau dann asymptotisch stabil ist, wenn W s eineUmgebung von �x ist, und genau dann instabil, wenn die Dimension von W uungleich null ist.Ein anderer, wichtiger Begri� ist der des hyperbolischen Fixpunkts: �x hei�thyperbolischer Fixpunkt, fallsdimW s(�x) + dimW u(�x) = n (2.26)ist. Au�er der stabilen und der instabilen Mannigfaltigkeit gibt es im allgemei-nen auch noch die (nicht eindeutig bestimmte) Zentrumsmannigfaltigkeit, fallsgilt: dimW s(�x) + dimW u(�x) < n.5Auch wenn die globale stabile Mannigfaltigkeit W s und die globale instabile Mannigfaltig-keit Wu f�ur sich genommen di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten darstellen, m�ussen sie imAllgemeinen keine Untermannigfaltigkeiten des Rn sein. Die Einschr�ankung von W s undWu auf eine kleine Umgebung des Fixpunktes, also die lokale stabile und die lokale instabileMannigfaltigkeit, sind dagegen immer Untermannigfaltigkeiten des Rn.



2.2 Klassisches Chaos 312.2.2 De�nition von ChaosIn der Literatur werden verschiedene De�nitionen f�ur Chaos bzw. chaotischeDynamik diskutiert und eine Reihe von Chaosmerkmalen zur De�nition desBegri�s herangezogen. Ein wesentliches Merkmal chaotischer Dynamik ist diesensitive Abh�angigkeit des Verlaufs einer Trajektorie von den gegebenen An-fangsbedingungen: Zwei beliebig benachbarte Trajektorien laufen exponentiellauseinander und be�nden sich schon nach kurzer Zeit an v�ollig verschiedenenPunkten im Phasenraum. Andere Chaosmerkmale sind einzelne Orbits, die Be-reiche des Phasenraums dicht �uberdecken, die Existenz von Orbits aller Peri-oden in einer Abbildung, die ebenfalls Bereiche des Phasenraums dicht �uber-decken [Dev86], sowie die Existenz einer unter der Dynamik invarianten Men-ge, auf der sich eine vollst�andige symbolische Dynamik angeben l�a�t [Wig88].Die De�nition von Chaos, die in diesem Abschnitt gegeben wird, stammt aus[Rob95].De�nition 2.5. Eine Abbildung f : X ! X hei�t (topologisch) transitiv aufeiner invarianten Menge Y � X, d.h. f(Y ) � Y; falls es einen Punkt p 2 Ygibt, dessen Orbit dicht in Y liegt.De�nition 2.6. Eine Abbildung f auf einem metrischen Raum (X; d) hei�tsensitiv abh�angig von den Anfangsbedingungen, falls es ein r > 0 gibt, so da�f�ur jeden Punkt x 2 X und f�ur jedes � > 0 ein y 2 X existiert mit d(x; y) < �sowie ein k � 0, so da� d(fk(x); fk(y)) � r ist.De�nition 2.7. Eine Abbildung f auf einem metrischen Raum (X; d) hei�tchaotisch auf der invarianten Menge Y � X, falls gilt:(i) f ist transitiv auf Y , und(ii) f ist sensitiv abh�angig von den Anfangsbedingungen auf Y .Bei anderen Autoren wird noch zus�atzlich gefordert:(iii) Die Menge der periodischen Punkte von f liegt dicht in Y .Auch wenn diese De�nition sich nur auf diskrete Systeme bezieht, lassen sie sichdoch mittels Poincar�e-Abbildungen auf kontinuierliche Systeme �ubertragen.2.2.3 Homoklines ChaosEin Orbit, der sowohl auf der stabilen als auch auf der instabilen Mannigfaltig-keit eines Fixpunktes �x liegt, hei�t homokliner Orbit. Er startet f�ur t ! �1bei �x auf der instabilen Mannigfaltigkeit und kehrt f�ur t!1 auf der stabilenMannigfaltigkeit zu seinem Ausgangspunkt zur�uck. Speziell f�ur zweidimensio-nale Abbildungen mu� �x immer hyperbolisch sein, weil aus der Existenz derstabilen und der instabilen Mannigfaltigkeit bereits (2.26) folgt.



32 2 Klassische MechanikBricht ein homokliner Orbit einer zweidimensionalen Abbildung bei Anlegeneiner St�orung auf, so entsteht durch transversale Schnitte der stabilen undder instabilen Mannigfaltigkeit des zugeh�origen hyperbolischen Fixpunkts ei-ne chaotische Hufeisen-Dynamik [GH83, Wig90]. Die Existenz der transver-salen Schnitte kann mit Hilfe der Melnikov-Methode durch das Berechnender Melnikov-Funktion bewiesen werden. Diese Funktion beschreibt in ersterN�aherung den Abstand der stabilen und der instabilen Mannigfaltigkeit von-einander. Eine einfache Nullstelle bedeutet einen transversalen Schnittpunktder beiden Mannigfaltigkeiten. Gibt es einen Schnittpunkt, so gibt es unendlichviele, und es entsteht "homoklines Chaos\.Dies ist f�ur das hier untersuchte System teilweise schon in [Par90] bewiesen.Dort wird dieMelnikov-Funktion zwar nicht f�ur das allgemeine System (1.17),sondern f�ur eine Verallgemeinerung von Spezialfall 2 (1.27) berechnet und f�urdiesen Fall die Existenz des homoklinen Chaos gezeigt.Zu beachten ist, da� dort eine andere Skalierung als in dieser Arbeit (vgl. (1.13))verwendet wird:ra1b1 q 7�! q; (2.27a)r a1mb21 p 7�! p; (2.27b)rb1mt 7�! t; (2.27c)a1b21H(q; p; t) 7�! H(q; p; t): (2.27d)Es bleiben dann die folgenden Parameter �ubrig:
 =rmb1 ; (2.28a)a = a2a1 ; (2.28b)F = b2b1 ; (2.28c)wobei in [Par90] immer a = 0 gew�ahlt ist.Als Melnikov-Funktion ergibt sich in dieser SkalierungM(�) = F �
2 cosec h ��
22 � sin (
 �) : (2.29)Weil der Sinus nur einfache Nullstellen aufweist, ist damit die Existenz dertransversalen Schnitte der stabilen mit der instabilen Mannigfaltigkeit zumin-dest f�ur Spezialfall 2 bewiesen.



2.2 Klassisches Chaos 332.2.4 Das KAM-SzenarioDas zweite Szenario, welches beim unged�ampften Duffing-Oszillator mit pa-rametrischer Anregung Chaos entstehen l�a�t, ist das KAM- oder Birkhoff-Szenario6im Rahmen des KAM-Theorems [AP90, Jac90].In einem autonomen, integrablen Hamilton-System mit f Freiheitsgraden derBewegung liegen die Trajektorien im Phasenraum auf f -dimensionalen invari-anten Tori. Es l�a�t sich dann eine kanonische Transformation auf Wirkungs-Winkelvariablen J1; : : : ; Jf und #1; : : : ; #f angeben, so das die kanonischenBewegungsgleichungen die folgende einfache Form annehmen:_Ji = � @@#iH(J ;#) = 0; (2.30a)_#i = @@JiH(J ;#) = !i (2.30b)mit der L�osung Ji(t) = Ji(0) und #i(t) = #i(0) + !it.Im hier untersuchten System sind die invarianten Tori zweidimensional underscheinen in der Poincar�e-Abbildung als invariante Linien.Das von Kolmogorov, Arnold und Moser entwickelte KAM-Thorem be-schreibt das Aufbrechen dieser invarianten Tori [Arn78, Jac90, Wig90]. Vor-aussetzung ist unter anderem eine von einem St�orungsparameter � abh�angigeHamilton-Funktion, die f�ur verschwindende St�orung, d.h. � = 0, integrabelist. Bei wachsender St�orung � brechen immer mehr invariante Tori auf, bisschlie�lich alle zerst�ort sind. Es ist dabei so, da� diejenigen Tori mit den "irra-tionalsten\7 Frequenzen die stabilsten sind.Beim Aufbrechen eines Torus mit rationaler Windungszahl rs entstehen nachdem Poincar�e-Birkhoff-Theorem k � s elliptische und genauso viele hyper-bolische periodische Punkte der Poincar�e-Abbildung mit k � 1. Dies f�uhrt zurEntstehung sogenannter Birkhoff-Ketten (auch als Poincar�e-Birkhoff-Ketten oder als "Inselketten\ bezeichnet) [AP90, Jac90]. Jede einzelne die-ser "Inseln\ umgibt einen der elliptischen periodischen Punkte, der seinerseitsvon KAM-Tori (zweiter Ordnung) umgeben ist, die ihrerseits mit zunehmenderSt�orung aufbrechen und Birkhoff-Ketten innerhalb dieser Insel entstehen las-sen. Die Inseln dieser Ketten enthalten wiederum elliptische periodische Punkte,die ebenfalls von KAM-Tori (dritter Ordnung) umgeben sind. Dies setzt sichunendlich oft fort. Numerisch sind Inselketten dritter und h�oherer Ordnung nurschwer zu erkennen, da sie sehr klein sind.Zwischen zwei elliptischen Punkten einer Inselkette be�ndet sich immer ein hy-perbolischer Punkt. Durch Schnittpunkte der instabilen Mannigfaltigkeit des6Daneben ist auch der Begri� Poincar�e-Birkhoff-Szenario gebr�auchlich. Manchmal wirddieses Szenario auch ohne Bezeichnung im Rahmen der Diskussion von "Elliptischen Punk-ten\ [Jac90] oder "Generischen Elliptischen Punkten\ [AP90] besprochen.7Die "Irrationalit�at\ einer Windungszahl l�a�t sich auch quantitativ formulieren und ist inder oben angegebenen Literatur beschrieben. Die "irrationalste\ aller reellen Zahlen ist im�ubrigen 12 �1 +p5�, der sogenannte Goldene Schnitt.



34 2 Klassische Mechanikeinen hyperbolischen Punktes mit der stabilen Mannigfaltigkeit eines anderenhyperbolischen Punktes kommt es wie im vorhergehenden Abschnitt in diesemBereich zu chaotischer (Hufeisen-) Dynamik. Da sich hierbei jeweils die Mannig-faltigkeiten verschiedener hyperbolischer Punkte schneiden, spricht man nichtvon homoklinem, sondern von "heteroklinem Chaos\.2.2.5 Das Frequenzspektrum der AutokorrelationsfunktionF�ur eine Funktion s(t) ist die Autokorrelationsfunktion Cs(�) durchCs(�) = limT!1 12T TZ�T s(t) s(t+ �) dt (2.31)gegeben. Das Frequenzspektrum von s(t) ergibt sich zu~Cs(!) = 1p2� 1Z�1 Cs(�) e�i!� d�: (2.32)Bezeichnet speziell s(t) = A(q(t);p(t); t) eine klassische Observable A auf einerTrajektorie eines Systems mit f Freiheitsgraden, so ist das Frequenzspektrumf�ur regul�are Bewegung auf einem invarianten Torus durch die diskreten Fre-quenzen !1; : : : ; !f gegeben mit Amplituden, die von der expliziten Wahl derjeweiligen Trajektorie abh�angen. F�ur eine Trajektorie, die eine chaotische Be-wegung beschreibt, ist das Frequenzspektrum dagegen kontinuierlich [Ely88].2.3 Lineare Stabilit�atsanalyse2.3.1 Der Satz von Hartman-GrobmanJedes nichtlineare (di�erenzierbare) System _x = F (x) kann lokal durch einlineares System approximiert werden. Da lineare Systeme wesentlich leichter zubehandeln sind als nichtlineare, stellt sich die Frage, inwieweit die Dynamik beider Linearisierung qualitativ erhalten bleibt.Die Grundidee hinter der linearen Stabilit�atsanalyse ist recht simpel. Ein Orbit�t(x0) ist stabil (analog zur De�nition des stabilen Fixpunkts in Abschnitt2.2.1), wenn jeder in einer gen�ugend kleinen Umgebung um x0 in x startendeNachbarorbit �t(x) f�ur alle Zeiten benachbart bleibt. In Taylor-Entwicklunggilt f�ur den Flu� �t in einer Umgebung um x0:�t(x) = �t(x0) +D�t(x0) (x� x0) +O �(x� x0)2� : (2.33)In erster N�aherung wird daher der Abstand eines Nachbarorbits �t(x) zumReferenzorbit �t(x0) durch den linearisierten Flu�D�t(x0) beschrieben. DieserZusammenhang bildet den Hintergrund des Satzes von Hartman-Grobman[GH83, Per91]:



2.3 Lineare Stabilit�atsanalyse 35Satz 2.8 (Hartman-Grobman). Es sei F ein autonomes, di�erenzierbaresVektorfeld auf Rn und � der zugeh�orige Flu�. Sei x0 ein Fixpunkt von F , d.h.F (x0) = 0. Falls keiner der Eigenwerte von DF jx0 rein imagin�ar oder 0 ist {das ist �aquivalent dazu, da� x0 ein hyperbolischer Fixpunkt ist [GH83] {, danngibt es eine Umgebung U von x0 sowie einen Hom�oomorphismus h : U ! Rn,der lokal die Orbits des nichtlinearen Flusses �t auf die Orbits des linearisiertenFlusses D�t abbildet:h � �t(x) =D�t � h(x): (2.34)Daher ist ein hyperbolischer Fixpunkt x0 eines nichtlinearen Systems genaudann stabil (instabil), wenn 0 ein stabiler (instabiler) Fixpunkt des um x0linearisierten Systems ist.F�ur nichthyperbolische Fixpunkte ist die Situation etwas komplizierter. Aber esl�a�t sich zumindest zeigen, da� jeweils die Dimension der stabilen (instabilen)Mannigfaltigkeit des Fixpunkts im nichtlinearen Systems und im linearisier-ten System �ubereinstimmen [GH83]. Im linearen System ist die Dimension derstabilen Mannigfaltigkeit gleich der Anzahl der Eigenwerte von DF jx0 mit ne-gativem Realteil und die Dimension der instabilen Mannigfaltigkeit gleich derAnzahl der Eigenwerte mit positivem Realteil. Daher l�a�t sich zumindest nochdie Aussage tre�en, da� x0 instabil ist, falls ein Eigenwert vonDF jx0 einen po-sitiven Realteil besitzt, weil dann die Dimension der instabilen Mannigfaltigkeitim linearen System gr�o�er als 0 ist [Per91].Gibt es mindestens einen Eigenwert mit verschwindendem Realteil, aber kei-nen mit positivem Realteil, so l�a�t sich grunds�atzlich nicht von der Dynamikdes linearen Systems auf die Dynamik des nichtlinearen schlie�en. Sind alleEigenwerte rein imagin�ar oder null, so ist x0 ein elliptischer Fixpunkt.Das hier Gesagte gilt in fast identischer Formulierung auch f�ur Abbildungen:Satz 2.9 (Hartman-Grobman). Sei P : Rn ! Rn ein Di�eomorphismusmit einem hyperbolischen Fixpunkt x0. Dann gibt es eine Umgebung U von x0und einen Hom�oomorphismus h : U ! Rn mith � P(x) =DPjx0 � h(x): (2.35)F�ur die Bestimmung der Stabilit�at von periodischen Orbits eines kontinuierli-chen Systems wendet man Satz 2.9 auf eine Poincar�e-Abbildung an. Das giltinsbesondere auch f�ur nichtautonome Systeme, die ja, als autonome Systemeformuliert, keine Fixpunkte besitzen (siehe Abschnitt 2.1.2). Hat ein Orbit diePeriode n, so wendet man Satz 2.9 auf die Abbildung Pn an.Die Dynamik in der Umgebung eines hyperbolischen Orbits eines kontinuierli-chen Systems bleibt somit bei einer Linearisierung um diesen Orbit im wesent-lichen erhalten, weil dies bei der Poincar�e-Abbildung der Fall ist.



36 2 Klassische Mechanik2.3.2 Das linearisierte System2.3.2.1 Der linearisierte Flu�Der Flu� � f�ur ein autonomes System wird durch Gleichung (2.1) und f�ur einnichtautonomes System durch Gleichung (2.5) beschrieben. Beide F�alle sollenim folgenden zusammen behandelt werden. Das Vektorfeld F aufRn kann daherim folgenden sowohl autonom als auch nichtautonom sein. Der Flu� wird danndurch eine Abbildung � : Rn � R ! Rn, (x0; t) 7! �t(x0) beschrieben underf�ullt somit im nichtautonomen Fall nicht die Flu�relationen (2.3) und (2.4).Leider ist � im allgemeinen Fall eines nichtlinearen Vektorfeldes in der Regelnicht bekannt und kann auch nicht in geschlossener Form angegeben werden.Da lineare Systeme wesentlich einfacher zu behandeln sind als nichtlineare und,wie im vorangegangenen Abschnitt beschrieben, die Dynamik eines Systemsbei einer Linearisierung um einen Orbit herum unter bestimmten Bedingungenerhalten bleibt, bietet es sich an, (2.1) bzw. (2.5) nach den Phasenraumkoordi-naten x0 zu di�erenzieren:@@tD�jx0;t =DF j�t(x0);tD�jx0;t: (2.36)�t(x0) ist der Orbit, um den herum das Vektorfeld und der Flu� linearisiertwird. Im Prinzip gilt die Gleichung (2.36) f�ur jeden beliebigen Orbit, in dieserArbeit sind jedoch nur Fixpunkte und periodische Orbits des kontinuierlichenSystems im Rahmen der Stabilit�atsanalyse von Interesse.D�jx0;t ist der um den Referenzorbit �t(x0) linearisierte Flu� und~F t := DF j�t(x0);t (2.37)ist das um den Referenzorbit linearisierte Vektorfeld und somit per de�nitionemdas Vektorfeld des linearisierten Systems. Zu beachten ist, da� ~F im Allgemei-nen selbst dann explizit zeitabh�angig ist, wenn F nicht explizit von der Zeitabh�angt. Das liegt daran, da� der Referenzorbit im allgemeinen explizit von derZeit abh�angt. ~F ist nur dann autonom, wenn F autonom und der Referenzorbit�t(x0) konstant, also ein Fixpunkt von F ist. ~F ist periodisch im autonomenFall, wenn �t(x0) periodisch ist. ~F ist periodisch im nichtautonomen Fall, wenndie Periode T = 2� von F t und die Periode T 0 von �t(x0) kommensurabel sind,d.h. r 2� + s T 0 = 0 f�ur r; s 2 Z. Das ist �aquivalent dazu, da� das Verh�altnisder Perioden rational ist. Das linearisierte Vektorfeld hat dann die Periode 2�r.Ohne Einschr�ankung soll die Periode von ~F im folgenden als 2� angenommenwerden.Der zu ~F t geh�orige Flu� ~� des linearisierten Systems ist dann durch@@t ~�t = ~F t ~�t (2.38)mit der Anfangsbedingung ~�0 = 1 jRn bestimmt.



2.3 Lineare Stabilit�atsanalyse 37Ersetzt man in Gleichung (2.36) DF durch ~F , so erh�alt man@@tD�jx0;t = ~F tD�jx0;t: (2.39)Aus der Eindeutigkeit von ~� folgt dann bereits aus (2.38) und (2.39) f�ur denFlu� des linearisierten Systems:~�t =D�jx0;t: (2.40)Das ist aber nach dem oben gesagten gerade der um den Referenzorbit linea-risierte Flu� des nichtlinearen Systems. ~� ist im allgemeinen (auch, falls �autonom ist) ein nichtautonomer Flu� (2.5), f�ur den die Flu�relationen (2.3)und (2.4) nicht gelten.Dieser Zusammenhang zwischen ~� und � l�a�t sich knapp und markant formu-lieren:Der exakte Flu� des linearisierten Systems ist gleich dem lineari-sierten Flu� des exakten Systems.Der wesentliche Unterschied gegen�uber dem nichtlinearen System (2.1) be-steht darin, da� das durch ~� beschriebene lineare System explizit zeitabh�angigist. Ist �t(x0) ein periodischer Orbit, so l�a�t sich die entstandene expliziteZeitabh�angigkeit durch Einf�uhren einer neuen Phasenraumkoordinate �0 (sieheAbschnitt 2.1) beseitigen. Ist F bereits von einer derartigen "Zeitkoordinate\abh�angig und haben F und �t(x0) die gleiche Periode, so kann t0 mit der Kom-ponente �0 von x0 = (q0;p0; �0) identi�ziert werden und es braucht keine zweite"Zeitkoordinate\ eingef�uhrt zu werden8.2.3.2.2 Die linearisierte Poincar�e-AbbildungF�ur den { wie oben beschrieben { nichtautonomen Flu� ~� des linearisiertenSystems aus (2.40) ergibt sich die Poincar�e-Abbildung ~P des linearisiertenSystems wegen (2.23) zu:~P (�0) = ~�2� �0: (2.41)Sei nun � ein nichtautonomer Flu� und �0 der autonomisierte Flu� des nicht-autonomen Systems gem�a� (2.18). F�ur die Ableitung der Poincar�e-AbbildungP des nichtlinearen Systems (2.22) nach den x0-Komponenten erh�alt manDPjx0 =D�j�0t(x0;0)D�0jx0;0;2� = � �D�0jx0;0;2�: (2.42)8Allgemein ist dies f�ur ein beliebiges rationales Verh�altnis der Perioden von F und �t(x0)m�oglich, wenn die zyklische Variable � etwas anders gew�ahlt wird. Betr�agt die Periodevon �t(x0) z.B. rs2�, so mu� nur anstelle von � + 2� mit � nun � mit � + r 2� und �0mit �0 + s 2� identi�ziert werden. Dann sind � und �0 identisch und k�onnen miteinanderidenti�ziert werden.



38 2 Klassische MechanikDPjx0 ist die linearisiertePoincar�e-Abbildung. Andererseits istD�jx0;2� die-jenige Matrix, die nach (2.40) sowohl den linearisierten Flu� des nichtlinearenSystems als auch den Flu� des linearisierten Systems darstellt. Daraus ergibtsich f�ur die Poincar�e-Abbildung ~P des linearisierten Systems nach (2.17):~P = ~�2� =D(� � �0)jx0;0;2� =DPjx0 : (2.43)Auch dieser Zusammenhang l�a�t sich in einem Merksatz formulieren:Die exakte Poincar�e-Abbildung des linearisierten Systems ist dielinearisierte Poincar�e-Abbildung des exakten Systems.Daher gen�ugt es, ~P zu kennen, um Aussagen �uber die Stabilit�at eines gegebenenperiodischen Orbits eines nichtautonomen Systems machen zu k�onnen. Aller-dings lassen sich nicht in jedem Fall sichere R�uckschl�usse auf die Stabilit�at desOrbits im nichtlinearen System ziehen, wie in Abschnitt 2.3.1 bereits diskutiertwurde.F�ur die Berechnung von ~P bzw. ~� bietet es sich an, in der nichtautonomenDarstellung, d.h. ohne Verwendung von � zu rechnen. Zu l�osen ist dann eingew�ohnliches lineares Di�erentialgleichungssystem erster Ordnung mit periodi-schen Koe�zienten. Genau diese Art von Di�erentialgleichungssystemen wirddurch die Floquet-Theorie (siehe Anhang A) beschrieben.Bezeichnet � nun einen autonomen Flu�, so gilt f�ur die linearisierte Poincar�e-AbbildungDPjx0 = � �D�jx0;�(x0): (2.420)Hierbei bezeichnet � eine geeignete Projektion auf die Querschnitts
�ache �[Rob95, S. 168]. Aus (2.40) und (2.41) folgt dann:� � ~P = � �D�jx0;�(x0) =DPjx0 : (2.430)2.3.2.3 Anwendung auf den Duffing-OszillatorDas um einen Orbit �t(q0; p0) =: � q(q0;t)p(q0;t) � linearisierte Vektorfeld (1.18) desunged�ampften Duffing-Oszillators mit parametrischer Anregung lautet:DF j(q0;p0);t = � 0 1�3 (1 + a f(t)) q2(q0; t) + (b+ c g(t)) 0 � : (2.44)Mit h(t) := 3 (1 + a f(t)) q2(q0; t)� (b+ c g(t)) = @2@q2V (q; t) (2.45)



2.3 Lineare Stabilit�atsanalyse 39gem�a� (1.16) ergibt sich als zu l�osendes Gleichungssystem analog zu (2.38)schlie�lich� _~q_~p � = � 0 1�h(t) 0 � � ~q~p � ; (2.46)bzw. als Di�erentialgleichung zweiter Ordnung formuliert:�~q + h(t) ~q = 0: (2.47)Diese letzte Formulierung ist unter dem Namen Hill-Gleichung in der Literaturdas bekannteste Beispiel f�ur eine gew�ohnliche lineare Di�erentialgleichung mitperiodischen Koe�zienten.2.3.3 Die Monodromiematrix2.3.3.1 Autonome SystemeF�ur autonome Systeme ist die Monodromiematrix M als diejenige Matrix de�-niert, die in linearer N�aherung die �Anderung des Abstandes eines Nachbarorbits�t(x) von einem Referenzorbit �t(x0) beschreibt [EW91], d.h. es folgt aus derTaylor-Entwicklung (2.33) f�ur ein autonomes System:M =D�jx0;2� (2.48)und damit wegen (2.40)M = ~�2�: (2.49)M beschreibt somit den linearisierten Flu� �uber eine Periode 2� hinweg.Die Stabilit�at des linearisierten Flusses wird durch die Eigenwerte der Monodro-miematrix beschrieben. Ist � ein Eigenwert (auch als Floquet-Multiplikatorbezeichnet, siehe Anhang A) vonM , so gibt es einen Orbit �(t) mit �(t+2�) =� �(t) 8 t 2 R. Dieser Orbit ist o�ensichtlich beschr�ankt f�ur j�j � 1 und unbe-schr�ankt f�ur j�j > 1. Der Ursprung des linearen Systems ist genau dann stabil,wenn alle Orbits beschr�ankt sind.Es erhebt sich die Frage, inwieweit die Monodromiematrix von der Startzeitdes gew�ahlten Orbits, also von einer "Phasenverschiebung\ abh�angt. W�ahltman statt des Startpunkts x0 einen anderen Punkt x00 desselben Orbits alsStartpunkt, so gibt es ein t0 2 R mit x00 = �t(x0). Als Vektorfeld dieses "pha-senverschobenen\ Systems erh�alt man F t+t0 und somit f�ur zugeh�origen Flu��t+t0 , f�ur das linearisierte Vektorfeld ~F t+t0 und schlie�lich f�ur den linearisier-ten Flu� ~�t+t0 . Dieses Resultat gilt f�ur autonome und nichtautonome Systemegleicherma�en.Die Monodromiematrix ist dann wie oben diejenige Matrix, die den linearisier-ten Flu� ~�t+t0 von t = 0 nach t = 2� �uberf�uhrt:~�t0+2� =M 0 ~�t0 : (2.50)



40 2 Klassische MechanikDaraus folgt mit Satz 2.1, da� sichM 0 = ~�t0 � ~�2� � ~��1t0 = ~�t0 �M � ~��1t0 (2.51)von M nur um eine �Ahnlichkeitstransformation unterscheidet, bei der die Ei-genwerte der Monodromiematrix erhalten bleiben. Da ~� grunds�atzlich ein ex-plizit zeitabh�angiger Flu� ist, gelten die Gleichungen (2.3) und (2.4) nicht, wiebereits in Abschnitt 2.1.2 erw�ahnt wurde.Der Begri� der Monodromiematrix wird in der Literatur immer im Zusammen-hang mit autonomen Systemen verwandt. F�ur ein autonomes System mit fFreiheitsgraden handelt es sich um eine (2f � 2f)-Matrix.2.3.3.2 Erweiterung f�ur nichtautonome SystemeBezieht man sich auf die eigentliche Intention der Monodromiematrix, n�amlichdie Entwicklung eines Nachbarorbits �t(x) von einem Referenzorbit �t(x0) inlinearer N�aherung zu beschreiben, so l�a�t sich auch f�ur ein nichtautonomesSystem mit f Freiheitgraden die Monodromiematrix als (2f � 2f)-Matrix de�-nieren. Die Taylor-Entwicklung in (2.33) gilt gleicherma�en f�ur autonome undnichtautonome Fl�usse. Daher macht es Sinn, die De�nition (2.48) der Mono-dromiematrix auf nichtautonome Systeme zu erweitern.~M bezeichne die f�ur ein System mit f Freiheitsgraden diejenige (2f � 2f)-Matrix, die sich aus dem nichtautonomen Flu� � zur Zeit 2� ergibt, also~M =D�2� = ~�2�: (2.52)M bezeichne die (2f+1)�(2f+1)-Matrix, die sich aus dem h�oherdimensionalen,autonomisierten Flu� �0 ebenfalls zur Zeit 2� ergibt, alsoM =D�02�j�0=0: (2.53)In diesem Fall eines explizit zeitabh�angigen Flusses ist die linearisierte Poin-car�e-Abbildung, dargestellt als Matrix, mit wegen (2.40) und (2.41) identisch.Der Zusammenhang zwischen den beiden Matrizen ist der folgende:M = 0BBB@ m1;2n+1~M ...m2n;2n+10 � � � 0 1 1CCCA : (2.54)M und ~M haben somit die gleichen Eigenwerte bis auf den zus�atzlichen Ei-genwert 1 vonM . Daher hat die Wahl vonM oder ~M f�ur ein nichtautonomesSystem keinerlei Ein
u� auf die lineare Stabilit�atsanalyse. ~M soll im folgendenebenfalls als Monodromiematrix bezeichnet werden.



2.3 Lineare Stabilit�atsanalyse 412.3.3.3 Eigenschaften der MonodromiematrixIn diesem Abschnitt werden nun einige Eigenschaften der Monodromiematrixf�ur Hamilton-Systeme aufgef�uhrt [Arn78, AP90, EW91, L�od95, Rob95].Satz 2.10. Gegeben sei ein Vektorfeld F : Rn ! Rn mit div F = 0, und � seider Flu� von F . Dann ist � volumenerhaltend, d.h. ein gegebenes Volumen Vwird unter dem Flu� � wieder auf ein Volumen der gleichen Gr�o�e abgebildetund es gilt:detD�jx0;t = 1: (2.55)Dies gilt auch, falls F explizit zeitabh�angig ist.F�ur den Beweis der Volumenerhaltung wird an dieser Stelle auf [AP90, S. 45]verwiesen, woraus automatisch jdetD�jx0;tj = 1 folgt. Da� der Flu� sogarorientierungserhaltend ist, wird in [Wig88] gezeigt. Daher ist die Determinantezu allen Zeiten 1, weil sie es zur Zeit t = 0 ist.Im folgenden sollen einige Eigenschaften der Monodromiematrix f�ur autonomeHamilton-Systeme mit f Freiheitsgraden aufgelistet werden. Die Monodro-miematrix ist in diesem Fall eine (2f � 2f)-Matrix.(i) M ist symplektisch [EW91, L�od95], d.h.M t J M = J ; J = � 0 1�1 0 � : (2.56)(ii) Wegen (2.48) und (2.55) gilt:detM = 1; (2.57)daher ist M invertierbar.(iii) Das charakteristische Polynom von M ist re
exiv, d.h. es gilt�(�) = �n �� 1�� ; (2.58)wobei n der Grad von �(�) = det(��M ) ist [Arn78, EW91, L�od95].(iv) F�ur jeden Eigenwert � vonM gibt es nach (2.58) einen reziproken Eigen-wert 1� [Arn78, EW91, L�od95]. Da �(�) ein reelles Polynom darstellt, dasnur paarweise komplex konjugierte Nullstellen enthalten kann, sind auch�� und 1�� Eigenwerte vonM . �, ��, 1� und 1�� m�ussen nicht notwendigerweiseverschieden sein. Ist � reell oder komplex und vom Betrage 1, so sind nurje zwei der Eigenwerte paarweise verschieden.(v) Der Eigenwert in Richtung des Flusses ist immer 1 [L�od95, Rob95].



42 2 Klassische MechanikF�ur die Matrix ~M von nichtautonomen Hamilton-Systemen gelten die Punkte(i)-(iv), da auch ~M symplektisch ist (die Symplexit�at der Monodromiematrixwird aus den Hamilton-Gleichungen hergeleitet). (iii) folgt aus (i), und (iv)folgt aus (iii), w�ahrend sich (ii) aus Satz 2.10 ergibt.F�ur die MatrixM von nichtautonomen Hamilton-Systemen gelten die Punkte(ii) und (v), da M mit ~M identisch bis auf den zus�atzlichen Eigenwert 1 ist.Die Symplexit�at und die sich daraus ergebenden anderen Eigenschaften sindnicht erf�ullt.Eine besondere Bedeutung erlangt die Monodromiematrix durch ihren Zu-sammenhang mit der Poincar�e-Abbildung des linearisierten Systems. Wegen(2.41) und (2.52) gilt f�ur nichtautonome Systeme~P = ~M ; (2.59)und wegen (2.41) und (2.49) ergibt sich f�ur autonome Systeme~P =M : (2.590)Im folgenden ist mit Monodromiematrix f�ur nichtautonome Systeme immer diewie oben de�nierte Matrix ~M gemeint.2.3.4 Die Hill-GleichungDie wohl bekannteste und in der Literatur am h�aufgsten untersuchte gew�ohn-liche lineare Di�erentialgleichung mit periodischen Koe�zienten ist die Hill-Gleichung (2.46). Sie l�a�t sich leider nicht in geschlossener Form l�osen, dennochlassen sich f�ur diese Gleichung einige Aussagen �uber die Monodromiematrixund die Art der existierenden L�osungen tre�en.Da die Monodromiematrix der Hill-Gleichung eine (2� 2)-Matrix ist, ergebensich aus den in Abschnitt 2.3.3.3 erw�ahnten Eigenschaften folgende Spezialisie-rungen:1. Sei M diagonalisierbar. Dann hat M zwei (nicht notwendigerweise ver-schiedene) Eigenwerte �1 und �2 und es gilt:detM = �1 �2 = 1: (2.60)Damit ist �1 = ��12 und die beiden Eigenwerte sind reziprok reell oderkomplex konjugiert zueinander mit dem Betrag 1.2. SeiM nicht diagonalisierbar. Dann hatM nur einen einfachen9Eigenwert�, und es gilt:detM = �2 = 1: (2.61)� ist entweder 1 oder �1.



2.3 Lineare Stabilit�atsanalyse 43F�ur das charakteristische Polynom von M ergibt sich�(�) = �2 + � SpM + 1; (2.62)woraus sich dann sofort die Eigenwerte und Floquet-Multiplikatoren zu�1;2 = SpM2 �s�SpM2 �2 � 1 (2.63)ergeben.Es sind dann drei F�alle m�oglich:1. �Sp M2 �2 > 1. Dann sind die beiden Floquet-Multiplikatoren zueinanderreziprok reell, und einer ist vom Betrag her gr�o�er als 1. Die charakteristi-schen Exponenten10sind �i = 12� ln�i 2 C. Die zwei linear unabh�angigenL�osungen haben die Form e�1t p1(t) und e�2t p2(t) mit 2�-periodischenFunktionen p1(t) und p2(t). Ist o.B.d.A. j�1j > 1 > j�2j, so ist der Re-alteil von �1 positiv und der Realteil von �2 negativ. Der Ursprung deslinearen Systems ist damit ein instabiler hyperbolischer Fixpunkt.2. �Sp M2 �2 < 1. Dann ist die Wurzel in (2.63) rein imagin�ar und die beidenFloquet-Multiplikatoren sind zueinander komplex konjugiert und habenden Betrag 1. Die charakteristischen Exponenten sind �1 = 12� ln�1 =: i!,�2 = 12� ln�2 = �i!, ! 2 R. Die zwei linear unabh�angigen L�osungen sindvon der Form ei!t p1(t) und e�i!t p2(t) mit zwei 2�-periodischen Funktio-nen p1(t) und p2(t). Der Ursprung des linearen Systems ist ein stabilerelliptischer Fixpunkt.3. �Sp M2 �2 = 1: Dann gibt es zwei M�oglichkeiten: Ist M diagonalisier-bar, so sind die beiden Eigenwerte identisch und haben den Wert +1oder �1. Die charakteristischen Exponenten sind � = 0 oder � = i2 .Zwei linear unabh�angige L�osungen lauten e�t pi(t), und der Ursprungist ein stabiler elliptischer Fixpunkt. Ist M dagegen nicht diagonalisier-bar, so ist � ein einfacher Eigenwert, und der zugeh�orige Eigenraum hatdie Dimension 1. Zwei linear unabh�angige L�osungen sind e�t p1(t) unde�t � t2��p1(t) + p2(t)�. Der Ursprung ist dann aufgrund des linearen Termsin der zweiten L�osung ein instabiler elliptischer Fixpunkt. ObM nun dia-gonalisierbar ist oder nicht, so gibt es in jedem Fall zumindest eine L�osungder Periode 2� (f�ur � = 1) oder 4� (f�ur � = �1).9Die Vielfachheit des Eigenwerts � einer Matrix A bezeichnet die Dimension des zugeh�ori-gen Eigenraums und weicht von der Vielfachheit der Nullstelle � des charakteristischenPolynoms ab, wenn A nicht diagonalisierbar ist.10Die charakteristischen Exponenten sind als � = 1T ln� de�niert, siehe Anhang A.



44 2 Klassische MechanikParametrisiert man die Hill-Gleichung (2.47) geeignet, so lassen sich noch wei-tergehende Aussagen �uber die L�osungen der Gleichung tre�en [Hau19, Cae59].Im folgenden soll geltenh(t) =: � + � p(t); (2.64)wobei p(t) eine 2�-periodische Funktion mit Mittelwert 0 sei. Nach dem Oszil-lationstheorem [Hau19] gibt es dann f�ur ein fest gew�ahltes � eine aufsteigendeFolge ��n�n2N0 von Werten, f�ur die 2�-periodische L�osungen (d.h. Floquet-Multiplikatoren +1) der Hill-Gleichung in der Parametrisierung von (2.64)existieren, sowie eine aufsteigende Folge �~�n�n2N1 von Werten, f�ur die 4�-periodische L�osungen (d.h. Floquet-Multiplikatoren �1) existieren. Es gilt:�0 < ~�1 � ~�2 < �1 � �2 < ~�3 � ~�4 < : : :< ~�2j�1 � ~�2j < �2j�1 � �2j < ~�2j+1 � : : : : (2.65)Die reelle Achse l�a�t sich also in Intervalle unterteilen, auf deren Randpunktendie Monodromiematrix von (2.64) entweder Floquet-Multiplikatoren +1 oder�1 besitzt. F�ur die Stabilit�at des Ursprungs dieses linearen Systems l�a�t sichfolgendes festhalten:1. Der Ursprung ist genau dann (elliptisch) stabil, wenn � in einem Inter-vall liegt, in dessen Randpunkten die Floquet-Multiplikatoren paarweiseverschieden sind, d.h. ~�2j < � < �2j�1 oder �2j < � < ~�2j+1. Existiert ineinem der Randpunkte ein zweifacher Eigenwert �1, so herrscht auch inihm Stabilit�at.2. Der Ursprung ist genau dann instabil, wenn entweder � < �0 istoder � in einem Intervall liegt, in dessen Randpunkten die Floquet-Multiplikatoren identisch sind. Existiert in einem der Randpunkte nurein einfacher Eigenwert �1, so herrscht in ihm Instabilit�at.Praktisch bedeutet das, da� die Kenntnis der 2�-periodischen und 4�-periodi-schen L�osungen ausreicht, um das Stabilit�atsproblem zu l�osen: "Zwischen\ zweidieser L�osungen zu verschiedenen Perioden sind alle L�osungen stabil, "zwischen\zwei dieser L�osungen zu gleichen Perioden sind alle L�osungen instabil. Fernerl�a�t sich noch feststellen, da� f�ur wachsendes � die Intervalle der Instabilit�atbeliebig klein werden.Dieses Verhalten l�a�t sich auch anschaulich erkl�aren: Die Eigenwerte der Mon-odromiematrix liegen nach dem oben Gesagten entweder beide auf der reellenAchse oder beide auf dem komplexen Einheitskreis und h�angen stetig von � ab.Deshalb ist ein �Ubergang von stabilem zu instabilem Verhalten und umgekehrtnur m�oglich, wenn die Eigenwerte die Werte �1 passieren.F�ur die beiden in Abschnitt 1.4 eingef�uhrten Spezialf�alle ergeben sich folgendeSpezialisierungen f�ur die Funktion h(t) aus (2.45): F�ur a = cb und f(t) = g(t)



2.3 Lineare Stabilit�atsanalyse 45(Spezialfall 1) ergibt sichh(t) = (b+ c g(t)) �3q2(t)b � 1� ; (2.66)und f�ur a = 0 (Spezialfall 2) erh�alt manh(t) = 3 q2(t)� (b+ c g(t)): (2.67)2.3.5 Spezialfall 1: a = cb ; f(t) = g(t)In diesem Abschnitt wird f�ur den ersten Spezialfall (1.17) f�ur die drei Fixpunk-te dieses eingeschr�ankten Systems eine lineare Stabilit�atsanalyse durchgef�uhrt.F�ur eine spezielle Wahl von g(t) wird die Berechnung analytisch, f�ur eine an-dere numerisch durchgef�uhrt. Die Bereiche der Stabilit�at und Instabilit�at imzweidimensionalen Parameterraum werden anschlie�end graphisch dargestellt.2.3.5.1 Die Hill-Gleichungen f�ur die FixpunkteDie jeweiligen "Anregungsfunktionen\ h(t) f�ur die einzelnen Fixpunkte des Sy-stems lassen sich nun angeben. F�ur den zentralen Fixpunkt mit q = 0 ergibtsich aus (2.66)h0(t) = �(b+ c g(t)); (2.68)und f�ur die beiden seitlichen Fixpunkte mit q = �pb ergibt sichh1(t) = 2(b+ c g(t)): (2.69)Die Hill-Gleichung �q + h1(t) q = 0 ist f�ur die beiden seitlichen Fixpunkteidentisch, was aufgrund der Symmetrie des Systems zu erwarten ist; sie unter-scheidet sich von der Gleichung f�ur den zentralen Fixpunkt nur um einen Faktor�2 in der Funktion h(t). In den folgenden Abschnitten werden die obigen Glei-chungen f�ur spezielle g(t) untersucht.2.3.5.2 Die Meissner-GleichungDie AnregungsfunktionWie bereits oben erw�ahnt, ist die Hill-Gleichung in ihrer allgemeinen Formnicht l�osbar. Auch f�ur den hier betrachteten Fall einer Parametrisierung wie in(2.64) l�a�t sich keine analytische L�osung f�ur alle Parameterwerte angeben.F�ur st�uckweise konstantes h(t) bzw. g(t) l�a�t sich dagegen eine analytischeL�osung angeben. Der einfachste Fall einer st�uckweise konstanten, periodischenFunktion ist die 2�-periodische Rechteckfunktionrect (t) = ( +1; falls 0 � t < �;�1; falls � � t < 2�: (2.70)



46 2 Klassische MechanikEine Hill-Gleichung des Typs�q + (� + � rect (t)) q = 0 (2.71)hei�t Meissner-Gleichung [Mei18, Cae59]. F�ur den zentralen Fixpunkt folgtdurch Vergleich mit Gleichung (2.68):� = �b; � = �c; (2.72)und f�ur die seitlichen Fixpunkte mit Gleichung (2.69):� = 2b; � = 2c: (2.73)Im Prinzip l�a�t sich f�ur jedes st�uckweise konstante Vektorfeld eine analytischeL�osung angeben, nur wird diese L�osung im allgemeinen mit zunehmender Zahlder Unstetigkeitsstellen sehr schnell sehr lang und kaum mehr handhabbar sein.In Anhang B wird eine L�osung derHill-Gleichung f�ur eine st�uckweise konstanteAnregungsfunktion mit vier �aquidistanten Unstetigkeitsstellen berechnet.Die Spur der MonodromiematrixWeil die Meissner-Gleichung st�uckweise konstant ist, l�a�t sie sich auf denjeweiligen Intervallen mit konstanter parametrischer Anregung � = ��� mittelsder Theorie linearer Di�erentialgleichungen mit konstanten Koe�zienten (sieheAnhang A.3) l�osen. Die allgemeine L�osung, d.h. der Flu� ergibt sich dann durchHintereinanderschaltung der "lokalen\ L�osungen.Die Gleichung�q + � q = 0 (2.74)bzw. � _q_p � = � 0 1�� 0 � � qp � (2.75)mit p = _q und den Anfangsbedingungenq(0) = q0; p(0) = p0 (2.76)f�uhrt nach kurzer Rechnung auf den Flu�~�(�)t =  cos (p� t) 1p� sin (p� t)�p� sin (p� t) cos (p� t) ! : (2.77)und es gilt:� q(t)p(t) � = ~�(�)t � q0p0 � : (2.78)F�ur � � 0 beschreibt ~�(�)t eine Drehung, und die Trajektorien sind Ellipsen imPhasenraum. F�ur � < 0 wird p� rein imagin�ar und sin (p� t) sowie cos (p� t)



2.3 Lineare Stabilit�atsanalyse 47gehen �uber in i sinh �p�� t� sowie cosh �p�� t�, und die Bahnkurven sindHyperbeln. Dadurch ist auch klar, wie parametrische Resonanz entsteht, selbstwenn das System (2.75) bzw. dessen L�osung (2.77) f�ur jeden einzelnen Zeitpunktein stabiles System (� > 0) beschreibt. Liegen n�amlich die Halbachsen derEllipsen, auf denen sich ein Orbit zu gewissen Zeiten bewegt, geeignet, so kanndieser bei jeder Unstetigkeitsstelle des Vektorfeldes immer weiter nach au�engetragen werden. Dies f�uhrt zu divergierenden, d.h. instabilen Orbits. F�ur � < 0ist Instabilit�at wegen der Hyperbolizit�at der Bahnkurven als "Regelfall\ zuerwarten, aber auch hier gibt es (allerdings sehr "kleine\) Parameterbereiche,f�ur die die Hyperbeln, auf denen sich ein Orbit zwischen den Unstatigkeitsstellenbewegt, so geeignet liegen, da� sich eine stabile Dynamik ergibt.W�ahrend der Flu� �uber ein Intervall, auf dem die Rechteckfunktion konstantist, ein autonomer Flu� ist, f�ur den die Gleichungen (2.3) und (2.4) gelten, istder Flu� �uber mehrere solche Intervalle ein nichtautonomer Flu�, f�ur den dieseRelationen nicht gelten.F�ur die Monodromiematrix, also den linearisierten Flu� der Meissner-Glei-chung (2.71) zur Zeit 2� ergibt sich dannM = ~�(���)� ~�(�+�)� : (2.79)Ausgeschrieben erh�alt man:M11 = cos�p� � � �� cos�p� + � ��� p� + �p� � � sin�p� � � �� sin�p� + � �� ; (2.80a)M12 = 1p� � � cos�p� � � �� sin�p� + � ��+ 1p� + � sin�p� � � �� cos�p� + � �� ; (2.80b)M21 = �p� � � sin�p� � � �� cos�p� + � ���p� + � cos�p� � � �� sin�p� + � �� ; (2.80c)M22 = cos�p� � � �� cos�p� + � ��� p� � �p� + � sin�p� � � �� sin�p� + � �� : (2.80d)Die Spur der Monodromiematrix l�a�t sich nun explizit angeben:Sp M = 2 cos�p� � � �� cos�p� + � ����p� + �p� � � + p� � �p� + �� sin�p� � � �� sin�p� + � �� : (2.81)



48 2 Klassische MechanikMit (2.63) lassen sich dann daraus die Eigenwerte der Monodromiematrix, diemit der linearisierten Poincar�e-Abbildung identisch ist, berechnen.Die Schlu�folgerungen, die sich aus den Eigenwerten von M auf die Stabilit�atder Fixpunkte bzw. periodischen Orbits ergeben, sind folgende:Es gibt nach Abschnitt 2.3.4 zwei M�oglichkeiten f�ur die Eigenwerte von M :�1 und �2 sind reziprok reell oder komplex konjugiert mit Betrag 1. Giltj�1j < 1 < j�2j, so ist der Ursprung des linearisierten Systems ein instabilerhyperbolischer Fixpunkt und es gilt Satz 2.9 von Hartman-Grobman: Derurspr�ungliche Fixpunkt des nichtlinearen Systems, um den herum der Flu�linearisiert wurde, ist ebenfalls ein instabiler hyperbolischer Fixpunkt. Gilt�1 = ��2 6= �2, so ist der Ursprung ein stabiler elliptischer Fixpunkt. Aufdie Stabilit�at des Fixpunktes im nichtlinearen System lassen sich daraus imstreng mathematischen Sinn keine Schl�usse ziehen, numerische Untersuchungenaber zeigen, da� auch das nichtlineare System in diesem Fall stabil ist. Analy-tisch kann zumindest aus dem KAM-Theorem (siehe Abschnitt 2.2.4) gefolgertwerden, da� f�ur ein festes b die im ungest�orten Fall stabilen seitlichen Fixpunk-te bei (�pb; 0) f�ur alle gen�ugend kleinen Werte von c stabil bleiben, da dieKAM-Tori zu hinreichend irrationalen Frequenzen erhalten bleiben. F�ur denFall �1 = �2 = �1 = � l�a�t sich aus der Berechnung der Eigenwerte nicht aufdie Stabilit�at des des linearen Systems schlie�en, da sich daraus keine Informa-tion �uber die Vielfachheit von � gewinnen l�a�t. Da dieser Fall aber nur beim�Ubergang von stabiler zu instabiler Dynamik auftritt, d.h. auf einer Menge vomMa� null, wird er hier vernachl�assigt.Da, wie oben gezeigt wurde, sich die Eigenwerte auf die Spur der Monodro-miematrix zur�uckf�uhren lassen, reicht es aus, diese zu betrachten. Es ergibtsich Stabilit�at, falls die Spur von M dem Betrag nach kleiner als 2 ist, undInstabilit�at, falls die Spur von M dem Betrage nach gr�o�er als 2 ist. Der zwei-dimensionale Parameterraum zerf�allt daher in stabile und instabile Bereiche.In Abb. 2.1 sind zwei Stabilit�atsdiagramme f�ur die Meissner-Gleichung dar-gestellt. Auf der horizontalen Achse ist der Parameter �, auf der vertikalender St�orparameter � aufgetragen. Das zweite Diagramm zeigt einen vergr�o�er-ten Ausschnitt des ersten. Stabilit�atsbereiche sind wei�, Instabilit�atsbereichescharz eingezeichnet. Auf die Bereiche � < 0 wird hier verzichtet, da dasDiagramm symmetrisch bez�ugliche der �-Achse ist; denn der �Ubergang von� in �� in Gleichung (2.71) entspricht einer Phasenverschiebung um �, darect (t + �) = � rect (t) ist. Eine Phasenverschiebung hat aber, wie bereitserw�ahnt, keinerlei Ein
u� auf die Stabilit�at. F�ur die einzelnen Fixpunkte l�a�tsich daraus das Stabilit�atsverhalten f�ur die Parameter b und c aus (2.72) und(2.73) ablesen, wenn man diese in � und � einsetzt.Die Instabilit�atsbereiche ber�uhren die �-Achse an den Stellen� = 14n2; n 2 N: (2.82)Dies l�a�t sich auf zwei Arten erkl�aren. Zum einen geht dieMeissner-Gleichung(2.71) des linearen Systems f�ur � = 0 in die Gleichung eines Harmonischen Os-
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50 2 Klassische Mechanikzillators mit der Frequenz ! = p� �uber mit den L�osungen e�i!t. Die Floquet-Multiplikatoren �1;2 des Systems sind dann gleich e�i2�!. Dann und nur dann,wenn � den Wert 14n2annimmt, nehmen die Floquet-Multiplikatoren denWert e�i�n = �1 an. Wie in Abschnitt 2.3.4 diskutiert wurde, m�ussen beim�Ubergang von einem Stabilit�ats- zu einem Instabilit�atsbereich die Floquet-Multiplikatoren den Wert +1 oder �1 durchlaufen. Das bedeutet, falls die In-stabilit�atsbereiche die �-Achse �uberhaupt ber�uhren, k�onnen sie das nur an denPunkten � = 14n2.Zum anderen l�a�t sich anschaulich argumentieren, da� Resonanze�ekte dannauftreten k�onnen, wenn die Eigenfrequenz !(�) des Systems ein ganzzahligesVielfaches der Anregungsfrequenz 1 ist. Ein Orbit wird dann immer in der glei-chen "Phase\ von der Anregung "erfa�t\, so da� hierdurch "Energie\ in dasSystem "hineingepumpt\ (instabiler Orbit) oder dem System "entzogen\ (sta-biler Orbit) werden kann. Aufgrund der Symmetrie des Potentials tritt dieserE�ekt auch noch auf, wenn die Eigenfrequenz ein halbzahliges Vielfaches derAnregungsfrequenz ist.Derjenige Instabilit�atsbereich, der die �-Achse bei 14n2 ber�uhrt, soll im folgendenals n-ter Instabilit�atsbereich bezeichnet werden. Wie in Abschnitt 2.3.4 mitGleichung (2.65) beschrieben wurde, �uberlappen diese Bereiche nicht.Das au��alligste Merkmal der Stabilit�atsdiagramme sind die "bauchigen\ Berei-che, aus denen ein Instabilit�atsbereich besteht. Und zwar besteht der (2n+1)-teund der (2n+2)-te Instabilit�atsbereich aus n solchen "bauchigen\ Gebieten, andie sich ein unbegrenztes Gebiet der Instabilit�at f�ur wachsendes � anschlie�t.Der zentrale FixpunktDas Stabilit�atsdiagramm des zentralen Fixpunktes 0 in Abh�angigkeit von b undc erh�alt man wegen (2.72) durch Spiegelung von Abb. 2.1 an der �-Achse. F�urb > 0 ist der Fixpunkt dann "meistens\ instabil, wie man es auch erwartenw�urde (F�ur c = 0 handelt es sich dabei um den hyperbolischen Fixpunkt desungest�orten Systems, daher ist dieses Verhalten auch im gest�orten Fall zu er-warten.). Jedoch f�ur geeignete Anregung c kann auch dieser Fixpunkt f�ur b > 0stabil werden.Im hier nicht betrachteten Fall, da� b < 0 ist, �uberwiegen f�ur kleine St�orungendie Bereiche der Stabilit�at. Das ist auch zu erwarten, da das ungest�orte System(Ein-Mulden-Potential) dann nur einen (stabilen) Fixpunkt aufweist.Die Bereiche der Instabilit�at ber�uhren die horizontale Achse bei b = �14n2.Die seitlichen FixpunkteDas Stabilit�atsdiagramm der seitlichen Fixpunkte ��pb0 � in Abh�angigkeit vonb und c erh�alt man wegen (2.73) durch Stauchung von Abb. 2.1 um den Faktor12 in horizontaler und vertikaler Richtung.Wie zu erwarten war, sind die seitlichen Fixpunkte f�ur b > 0 und kleines c�uberwiegend stabil . F�ur b < 0 existieren diese Fixpunkte nicht.



2.3 Lineare Stabilit�atsanalyse 51Die Instabilit�atsbereiche ber�uhren in diesem Fall die horizontale Achse f�ur b =�2 = 18n2.2.3.5.3 Die Mathieu-GleichungDie AnregungsfunktionDie wohl bekannteste und in der Literatur am h�au�gsten untersuchte Varianteder Hill-Gleichung (2.47) ist die Mathieu-Gleichung11�q + (� + � cos t) q = 0; (2.83)deren bekannteste L�osungen die Mathieu-Funktionen [AMS72] sind. DieseFunktionen sind gerade die 2�- und 4�-periodischen L�osungen der Mathieu-Gleichung, d.h. es sind L�osungen zu den Floquet-Multiplikatoren 1 und �1.Durch die Kenntnis aller dieser L�osungen sowie deren Lage im Parameterraumist es m�oglich, die Lage der Stabilit�ats- und der Instabilit�atsbereiche im Para-meterraum anzugeben, wie in Abschnitt 2.3.4 bereits erl�autert wurde.W�ahlt man nung(t) = cos t; (2.84)so erh�alt man aus der Mathieu-Gleichung und (2.68) bzw. (2.69) genau wief�ur die Meissner-Gleichung f�ur den zentralen Fixpunkt:� = �b; � = �c; (2.85)und f�ur die seitlichen Fixpunkte:� = 2b; � = 2c: (2.86)Die Spur der MonodromiematrixLeider l�a�t sich die Mathieu-Gleichung (2.83) nicht allgemein l�osen. Es sindnur f�ur bestimmte Parameter L�osungen bekannt, deren prominenteste Vertreterdie oben erw�ahnten Mathieu-Funktionen sind.Die Stabilit�atsdiagramme der Mathieu-Gleichung sind in Abb. 2.2 dargestellt.Auf der horizontalen Achse ist � und auf der vertikalen � aufgetragen. Be-reiche der Instabilit�at sind wieder schwarz und Bereiche der Stabilit�at wei�aufgetragen. F�ur die Erzeugung dieses Diagramms wurden allerdings nicht dieMathieu-Funktionen verwandt, sondern aus Gr�unden der Einfachheit wurde11In der Literatur wird h�au�g eine andere Parametrisierung gew�ahlt: �q + (� + � cos 2t) q = 0.Dies hat zur Folge, da� die Bereiche der Instabilit�at die �-Achse an den Punkten ber�uhren,an denen � das Quadrat einer nat�urlichen Zahl ist. Das liefert f�ur die meisten Betrachtungenein "sch�oneres\ Ergebnis als die in dieser Arbeit verwandte Parametrisierung, bei der dieInstabilit�atsbereiche die �-Achse ber�uhren, wenn � ein Viertel des Quadrats einer nat�urlichenZahl betr�agt.
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δAbbildung 2.2: Stabilit�atsdiagramme f�ur dieMathieu-Gleichung (2.83); stabileBereiche sind wei�, instabile schwarz dargestellt. Das untere Bild zeigt eineAusschnittsvergr�o�erung des oberen Bildes.



2.3 Lineare Stabilit�atsanalyse 53die Spur der Monodromiematrix numerisch berechnet. �Ahnliche Bilder �ndensich in [Cae59, AMS72, NM79].Wie im vorangegangegangenen Abschnitt ist das Stabilit�atsdiagramm symme-trisch bez�uglich � = 0. Daher wird hier auf die Darstellung der Bereiche � < 0verzichtet.Wie bereits gesagt, existieren dieMathieu-L�osungen auf den eindimensionalenMannigfaltigkeiten, die den �Ubergang zwischen den Stabilit�ats- und Instabi-lit�atsbereichen bilden. Diese L�osungen sind abwechselnd gerade und ungerade.Beginnend mit � = 0 sind die periodischen L�osungen auf der ersten "�Uber-gangslinie\ gerade, auf der zweiten ungerade und so fort. Allgemein sind dieL�osungen auf der �Ubergangslinie von einem Instabilit�ats- zu einem Stabilit�ats-bereich gerade (bei wachsendem Parameter � betrachtet), w�ahrend sie auf der�Ubergangslinie von einem Stabilit�ats- zu einem Instabilit�atsbereich ungeradesind. Ferner sind die L�osungen auf den beiden �Ubergangslinien, die einen In-stabilit�atsbereich einschlie�en, immer von der gleichen Periode (d.h. entweder2�- oder 4�-periodisch), w�ahrend die L�osungen auf den �Ubergangslinien, dieeinen Stabilit�atsbereich einschlie�en, immer verschiedene Perioden haben (vgl.Abschnitt 2.3.4). Die L�osungen auf der ersten �Ubergangslinie haben die Periode2�.Der bedeutendste Unterschied zu den Stabilit�atsdiagrammen in den vorherigenAbschnitten ist das Verschwinden der "bauchigen\ Gebiete der Instabilit�at.Der zentrale FixpunktDas Stabilit�atsdiagramm f�ur den zentralen Fixpunkt 0 in Abh�angigkeit von bund c erh�alt man wegen (2.85) durch Spiegelung von Abb. 2.2 an der �-Achse.Es gilt f�ur diesen Fixpunkt das gleiche wie im vorangegangenen Abschnitt imFall der Meissner-Gleichung.Die seitlichen FixpunkteDas Stabilit�atsdiagramm f�ur die seitlichen Fixpunkte ��pb0 � in Abh�angigkeitvon b und c erh�alt man wegen (2.86) durch Stauchung von Abb. 2.2 um denFaktor 12 sowohl in horizontaler als auch in vertikaler Richtung. Die Bereicheder Instabilit�at ber�uhren die horizontale Achse somit ebenfalls bei b = 18n2:2.3.6 Spezialfall 2: a = 0Dieses System besitzt nur einen einzigen Fixpunkt, n�amlich den Ursprung. AusGleichung (2.67) folgt mit q = 0 f�ur die Anregungsfunktion:h(t) = �b� c g(t): (2.87)Diese Gleichung ist identisch mit der Anregungsfunktion h0(t) f�ur den zentra-len Fixpunkt von Spezialfall 1 (2.68). Daher ist dieser Fall bereits implizit inAbschnitt 2.3.5 abgehandelt worden.



54 2 Klassische Mechanik2.4 Numerische ResultateDargestellt werden im folgenden Phasenportraits des System, indem f�ur jededer folgenden Abbildungen f�ur eine Reihe von Startwerten � q0p0 � N iterierteder Poincar�e-Abbildung (2.23) berechnet werden. Die etwa 26-64 Startwer-te liegen in der Regel alle auf der q-Achse, d.h. p0 = 0, und N liegt in derGr�o�enordnung von 200-2000. Als Poincar�e-Abbildung wird die zur Schnitt-
�ache � = 0 geh�orige Abbildung P verwendet. Die Koordinate q wird auf derhorizontalen und die Koordinate p auf der vertikalen Achse aufgetragen. Die nu-merische Berechnung wurde mit einem Runge-Kutta-Verfahren 4: Ordnungdurchgef�uhrt [PTVF92].2.4.1 Spezialfall 1: a = cb ; f(t) = g(t)Abb. 2.3 zeigt eine Serie von Phasenportraits f�ur den Spezialfall 1 (1.23), umdie Ver�anderung der Systemdynamik bei wachsender St�orung qualitativ auf-zuzeigen. F�ur diese Bilderserie wurde b = 2 und g(t) = rect (t) gew�ahlt. F�uralle diese Phasenportraits ist cb < 1, da sonst f�ur gro�e c das Potential (1.16)w�ahrend einer Periode f�ur einige Zeit f�ur q ! �1 gegen �1 strebt . In demFall kann dann von einem Zwei-Mulden-Potential nicht mehr die Rede sein,weswegen dieser Parameterbereich hier nicht betrachtet wird.Es sind selbst f�ur gro�e Werte von c noch stabile Inseln um die seitlichenFixpunkte zu beobachten. Aufgrund numerischer Untersuchungen scheint dasnichtlineare System in der Umgebung der Fixpunkte genau dann stabil zu sein,wenn das linearisierte System, dargestellt in Abb. 2.1, stabil ist. Diese Aussagegilt im �ubrigen auch f�ur g(t) = cos t.Schon bei der geringsten St�orung bricht die Separatrix auf, und es entstehthomoklines Chaos. Deutlich sichtbar wird dieser E�ekt erst bei etwa c � 0:2.Bei deutlich kleinerem c entstehen au�erhalb der Separatrix des ungest�ortenSystems Inseln, die zu Orbits der Perioden 1, 2 oder 4 der Poincar�e-Abbildunggeh�oren. In Abb. 2.3(d) sind beispielsweise zwei Inselketten zur Periode 4 zuerkennen. Die Poincar�e-Birkhoff-Ketten sind ein einen scheinbar regul�arenPhasenraumbereich eingebettet.Zwischen c = 0:05 und c = 0:1 entstehen zahlreiche Chaosb�ander, und es er-gibt sich eine komplexe Struktur aus regul�aren Inseln und dazwischen liegendenChaosbereichen. Mit weiter steigender St�orung verbinden sich die Chaosb�andermiteinander zu einem zusammenh�angenden Bereich, w�ahrend viele regul�are In-seln kleiner werden und verschwinden. Au�erdem dehnt sich der chaotischeBereich immer weiter im Phasenraum aus.Man kann sich auch die Frage stellen, was au�erhalb des eigentlich betrachtetenParameterbereichs (c < b) mit den seitlichen Fixpunkten q = �pb passiert.F�ur gro�e Werte des St�orparameters c (c � b) liegen die Fixpunkte, wenn sieinstabil sind, in einem chaotischen Bereich des Phasenraums. F�ur kleine Werte
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(l) c = 0:5Abbildung 2.3: Phasenportraits f�ur den Spezialfall 1 (a = cb) mit b = 2 undf(t) = g(t) = rect (t).



2.4 Numerische Resultate 57von c (c � b) mu� zwischen dem zentralen und den seitlichen Fixpunktenunterschieden werden:Der zentrale Fixpunkt liegt im Falle seiner Instabilit�at immer in einem chaoti-schen Bereich des Phasenraums, n�amlich im Gebiet des "homoklinen Chaos\.Bei den seitlichen Fixpunkten wird beim �Ubergang vom stabilen in den insta-bilen Bereich des Parameterraums (bei wachsendem b) der jeweilige Fixpunktinstabil, w�ahrend entweder ein stabiler Orbit der Periode 2 oder zwei stabileFixpunkte der Periode 1 der Poincar�e-Abbildung entstehen. Beim Eintrittin einen Instabilit�atsbereich (bei wachsendem b) erlebt der Fixpunkt ��pb0 �entweder eine Pitchfork-Bifurkation, bei der der stabile Fixpunkt instabil wirdund gleichzeitig zwei stabile Fixpunkte entstehen, oder eine Flip-Bifurkation,bei der der stabile Fixpunkt instabil wird und sich ein stabiler Orbit der Periode2 bildet. Die Umgebung des instabil gewordenen Fixpunktes wird in Abb. 2.4f�ur g(t) = cos(t) f�ur die ersten beiden Instabilit�atsbereiche und in Abb. 2.5f�ur g(t) = rect (t) f�ur die ersten vier Instabilit�atsbereiche dargestellt. Im erstenInstabilit�atsbereich f�ur b = 1812 entsteht ein stabiler Orbit der Periode 2, imzweiten Instabilit�atsbereich f�ur b = 1822 entstehen zwei stabile Fixpunkte, imdritten Instabilit�atsbereich entsteht wieder ein Orbit der Periode 2, im viertenwieder zwei Fixpunkte.Vom Ansehen der Bilder her l�a�t sich ein Orbit der Pe-riode 2 nicht von zwei Fixpunkten unterscheiden, numerisch werden im zweitenFall allerdings doppelt so viele Trajektorien berechnet.
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(b) b = 12 , c = 15 : 2 stabile 1-ZyklenAbbildung 2.4: Phasenportraits f�ur Spezialfall 1 (a = cb und f(t) = g(t) = cos t).Dargestellt werden ein 2-Zyklus im 1. Instabilit�atsbereich (b = 18 ), und zwei 1-Zyklen im 2. Instabilit�atsbereich (b = 12).Der beim Eintritt in den Instabilit�atsbereich instabil gewordene Fixpunkt��pb0 � scheint ein hyperbolischer Fixpunkt geworden zu sein, von dem zweihomokline Orbits ausgehen. F�ur zunehmende St�orung kann man beobachten,wie zwischen den beiden regul�aren Inseln in der Umgebung des jetzt hyperbo-lischen Fixpunktes Chaos entsteht, so wie es auch f�ur den zentralen Fixpunkt0 im Ursprung geschieht.
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(d) b = 2, c = 15 : 2 stabile 1-ZyklenAbbildung 2.5: Phasenportraits f�ur den Spezialfall 1 (a = cb und f(t) = g(t) =rect (t)). Dargestellt werden ein 2-Zyklus im 1. Instabilit�atsbereich (b = 18), zwei1-Zyklen im 2. Instabilit�atsbereich (b = 12 ), ein 2-Zyklus im 3. Instabilit�atsbe-reich (b = 98 ) und ein 2-Zyklus im 4. Instabilit�atsbereich (b = 2).Um ein m�ogliches Mi�verst�andnis zu vermeiden: auch wenn diese Phasenpor-traits, insbesondere Abb. 2.5(d), so aussehen wie die Phasenportraits des "gan-zen\ Duffing-Oszillators in Abb. 2.3, so handelt es sich hier um Bilder derengen Umgebung des seitlichen Fixpunkts bei �pb0 �. Speziell bei Abb. 2.5(d)handelt es sich um eine Ausschnittsvergr�o�erung von Abb. 2.3(f)c. Tats�achlichsind die seitlichen Fixpunkte f�ur b = 2 (Abb. 2.3) nicht stabil.Das Auftreten dieser neuen (stabilen) periodischen Orbits bzw. Fixpunkte l�a�tsich mit der Windungszahl des instabil gewordenen Fixpunkts bei �pb0 � in Ver-bindung bringen. Im n: Instabilit�atsbereich, der die horizontale Achse des Sta-bilit�atsdiagramms bei b = 18n2 ber�uhrt, betr�agt die Windungszahl� � p� = p2b = n2 : (2.88)Die Umgebung des Fixpunktes rotiert somit in 2 Perioden etwa n-mal um diesenPunkt herum. Dies l�a�t sich auch numerisch beobachten. So rotiert die "Hantel\



2.4 Numerische Resultate 59aus Abb. 2.5(d) (n = 4) zweimal in einer Periode um den Fixpunkt herum.Eine Windungszahl von rs f�ur einen Fixpunkt bedeutet, da� alle periodischenOrbits, die diesen "umkreisen\, in s Perioden r Uml�aufe durchf�uhren. Gibt esalso einen periodischen Orbit, der einen Fixpunkt mit der Windungszahl n2 um-kreist, so f�uhrt dieser in 2 Perioden des Systems n Uml�aufe aus. Ist n ungerade,so erscheint dieser Orbit in der Poincar�e-Abbildung als ein 2-Zyklus. Ist n ge-rade, so erkennt man 2 verschiedene 1-Zyklen der Poincar�e-Abbildung. Genaudieser Fall liegt hier vor.Das Entstehen des stabilen Zweizyklus wurde f�ur ein Ein-Mulden-Potential,d.h. f�ur b < 0 und f�ur den ersten Instabilit�atsbereich bereits bewiesen[Wei52, Wei56]. Daher ist es keine �Uberraschung, da� der gleiche E�ekt auch f�urjede Mulde eines Zwei-Mulden-Potentials eintritt. Der wesentliche Unterschiedzwischen den beiden F�allen liegt in einer Deformierung der beiden Mulden desZwei-Mulden-Potentials gegen�uber der einen Mulde des Ein-Mulden-Potentials.Entwickelt man das Potential (1.16) um q0 = pb, ber�ucksichtigt a = cb und setzt~q := q � q0 so ergibt sichV (~q; t) = �1 + cb g(t)� �12 ~q4 +pb ~q3 + b ~q2 � 14b2� : (2.89)Dies ist gerade das Ein-Mulden-Potential (bis auf die genauen Vorfaktoren),das man f�ur b < 0 um q0 = 0 erh�alt, bis auf den ~q3-Term, der das Potentialdeformiert. Daher ist es durchaus zu verstehen, da� in einer Umgebung um denFixpunkt in einer der Mulden eine dem Ein-Mulden-Potential �ahnliche Dynamikauftritt.2.4.2 Spezialfall 2: a = 0F�ur die Erstellung der Phasenportraits von Spezialfall 2 (1.26) wurde b = 2 undg(t) = cos t gew�ahlt.Die in Abb. 2.6 gezeigten Phasenportraits von Spezialfall 2 unterscheiden sichvon den Phasenportraits des vorangegangenen Abschnitts in verschiedener Hin-sicht. Zum einen entsprechen die Fixpunkte der Poincar�e-Abbildung in denPotentialmulden keinen Fixpunkten, sondern periodischen Orbits des kontinu-ierlichen Systems. Zum anderen entstehen mit wachsender St�orung c nicht zahl-reiche breite Chaosb�ander, die durch Orbits der Perioden 1, 2 oder 4 vonein-ander getrennt sind, sondern nur ein gro�er chaotischer Bereich, der aus dem"homoklinen Chaos\ des hyperbolischen Fixpunktes 0 hervorgegangen ist.Mit zunehmender St�orung w�achst der chaotische Bereich, wenn auch nur lang-sam. Die regul�aren Inseln um die periodischen Orbits in den Potentialmuldenwerden immer kleiner und verschwinden bei etwa c � 1 schlie�lich ganz. Daf�urdehnt sich der chaotische Bereich weiter aus und umschlie�t weiter au�erhalbliegende regul�are Inseln zu Orbits der Perioden 1 und 2. Diese reg�ul�aren In-seln schrumpfen in dem chaotischen Bereich und verschwinden schlie�lich. Der



60 2 Klassische Mechanik
-20

-10

0

10

20

-4 -2 0 2 4

q

p

(a) c = 0 -20

-10

0

10

20

-4 -2 0 2 4

q

p

(b) c = 0:001
-20

-10

0

10

20

-4 -2 0 2 4

q

p

(c) c = 0:002 -20

-10

0

10

20

-4 -2 0 2 4

q

p

(d) c = 0:005
-20

-10

0

10

20

-4 -2 0 2 4

q

p

(e) c = 0:01 -20

-10

0

10

20

-4 -2 0 2 4

q

p

(f) c = 0:02



2.4 Numerische Resultate 61
-20

-10

0

10

20

-4 -2 0 2 4

q

p

(g) c = 0:05 -20

-10

0

10

20

-4 -2 0 2 4

q

p

(h) c = 0:1
-20

-10

0

10

20

-4 -2 0 2 4

q

p

(i) c = 0:2 -20

-10

0

10

20

-4 -2 0 2 4

q

p

(j) c = 0:5
-20

-10

0

10

20

-4 -2 0 2 4

q

p

(k) c = 1 -20

-10

0

10

20

-4 -2 0 2 4

q

p

(l) c = 2



62 2 Klassische Mechanik
-20

-10

0

10

20

-4 -2 0 2 4

q

p

(m) c = 5 -20

-10

0

10

20

-4 -2 0 2 4

q

p

(n) c = 10
-20

-10

0

10

20

-4 -2 0 2 4

q

p

(o) c = 20 -20

-10

0

10

20

-4 -2 0 2 4

q

p

(p) c = 50Abbildung 2.6: Phasenportraits f�ur den Spezialfall 2 (a = 0) mit b = 2 undf(t) = g(t) = cos(t).chaotische Bereich dehnt sich weiter �uber die n�achsten regul�aren Inseln aus, umauch diese zu verschlucken.Nach numerischen Untersuchungen l�a�t sich auch in Spezialfall 2 f�ur die seit-lichen periodischen Orbits der (b; c)-Parameterraum in stabile und instabileBereiche einteilen. Die Instabilit�atsbereiche ber�uhren auch hier die b-Achse beib = �14n2 f�ur den Ursprung, bzw. b = 18n2 f�ur die seitlichen Fixpunkte ��pb0 �.Es scheinen auch hier nach dem gleichen Muster wie in Spezialfall 1 stabile Or-bits der Perioden 1 und 2 zu entstehen, wenn die seitlichen Fixpunkte instabilwerden.



3 Quantenmechanik 63
3 QuantenmechanikIn diesem Kapitel wird der unged�ampfte Duffing-Oszillator mit parametri-scher Anregung im Rahmen der Quantenmechanik untersucht. Von besondererBedeutung ist der Vergleich des quantenmechanischen Systems mit dem im vo-rigen Kapitel betrachteten klassisch-mechanischen System. Insbesondere gehtes darum, inwiefern sich klassisch chaotisches Verhalten in der Quantenmecha-nik widerspiegelt und mit welchen Methoden sich dies untersuchen l�a�t. An-wendungen des quantenmechanischen Systems sind denkbar in der Atom- undMolek�ulphysik, etwa als Bewegung eines Elektron im zeitabh�angigen Potentialeines Molek�uls, das Vibrationsschwingungen ausf�uhrt.3.1 PhasenraumverteilungenDas Hauptproblem beim Vergleich von klassischer und quantenmechanischerDynamik ist die Tatsache, da� die klassische Mechanik im Phasenraum formu-liert ist, w�ahrend die Quantenmechanik z.B. nur im Orts- oder Impulsraum for-muliert werden kann, aber zun�achst nicht in einem von q und p aufgespanntenPhasenraum. Ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung quantenmechanischenSystemsverhaltens stellen daher sogenannte Phasenraumverteilungen oder Ver-teilungsfunktionen �(q;p; t) dar, welche den Zustand eines quantenmechani-schen Systems in Abh�angigkeit von der Zeit auf dem Phasenraum beschreibensollen. Es gibt eine Vielzahl solcher Verteilungen, die f�ur diesen Zweck mehroder weniger gut geeignet sind.3.1.1 Einf�uhrungIn diesem Abschnitt soll die Idee, die hinter der Einf�uhrung der erw�ahntenPhasenraumverteilungen steht, erl�autert werden, ohne dabei zu sehr in die Tiefezu gehen. Eine eingehendere Diskussion �ndet sich z.B. in [Lee95, Eng99].In der Klassischen Mechanik wird der Zustand eines Systems mit f Freiheitsgra-den zu jedem Zeitpunkt durch einen Punkt im 2f -dimensionalen Phasenraumcharakterisiert, der den Ortsraum und den Impulsraum als Teilmenge enth�alt.Die zeitliche Entwicklung des Systems wird durch die kanonischen Bewegungs-gleichungen beschrieben.In der Quantenmechanik dagegen wird der Zustand des Systems durch einekomplexwertige Funktion auf dem f -dimensionalen Orts- oder Impulsraum11Es gibt auch andere Darstellungen, die in diesem Fall aber nicht relevant sind.



64 3 Quantenmechanikdargestellt, deren zeitliche Entwicklung durch die Schr�odinger-Gleichungi~ @@t = Ĥ  (3.1)mit dem Hamilton-Operator Ĥ bestimmt wird. Alternativ zur Darstellung alsWellenfunktion auf dem Orts- oder Impulsraum l�a�t sich ein quantenmecha-nischer Zustand als Vektor in einem im allgemeinen unendlich-dimensionalenHilbert-Raum au�assen, dessen zeitliche Entwicklung dann eine "Trajektorie\in diesem Raum beschreibt. Im folgenden wird eine Theorie entwickelt, so da�trotz der Verschiedenheit des klassischen und des quantenmechanischen Forma-lismus ein Vergleich der beiden dynamischen Theorien m�oglich ist. Der Grund-gedanke besteht darin, die Quantenmechanik ebenfalls in irgendeiner Form aufdem Phasenraum zu formulieren.Innerhalb der klassischen Statistik wird die zeitliche Entwicklung der Wahr-scheinlichkeitsdichte �0(q;p; t) durch die Liouville-Gleichung@�0(q;p; t)@t = �H(q;p; t); �0(q;p; t)	 (3.2)beschrieben2. Der Erwartungswert der klassischen Observablen A(q;p; t) ergibtsich dann zuhAi = ZZ A(q;p; t) �0(q;p; t) df q dfp: (3.3)Im folgenden sollen der Einfachheit wegen f = 1 gew�ahlt sowie ausschlie�lichreine Zust�ande betrachtet werden. Dann ist der statistische Operator �̂ imZustand  gleich dem Projektor auf diesen Zustand.Die Idee besteht nun darin, in der Quantenmechanik den Erwartungswert desOperators Â(q̂; p̂; t) durch eine zu (3.3) m�oglichst �ahnliche Gleichung auszu-dr�ucken, d.h. den Operator durch eine skalare Funktion A(q; p; t) darzustellenund eine Verteilungsfunktion �(q; p; t) zu �nden, so da�DÂE = Sp (�̂ Â) = ZZ A(q; p; t) �(q; p; t) dq dp (3.4)den quantenmechanischen Erwartungswert angibt.Eine der klassischen Wahrscheinlichkeitsdichte analoge quantenmechanischePhasenraumverteilung �(q; p; t) f�ur einen Zustand  (q; t) m�u�te sich als Wahr-scheinlichkeitsverteilung auf dem Phasenraum au�assen lassen, sie m�u�te al-so zumindest reell und nichtnegativ sein. Au�erdem m�u�te sie die sogenann-ten "marginalen quantenmechanischen Verteilungen\ korrekt erf�ullen, d.h. dieWahrscheinlichkeit, das Teilchen am Ort q zu �nden, w�ahrend der Impuls pbeliebig ist, m�u�te j (q; t)j2 sein:j (q; t)j2 = Z �(q; p; t) dp: (3.5a)2fA;Bg ist de�niert als fPj=1 @A@qj @B@pj � @B@qj @A@pj .



3.1 Phasenraumverteilungen 65Ebenso m�u�te die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen mit dem Impuls p vorzu�n-den, j ~ (p; t)j2 betragen3:j ~ (p; t)j2 = Z �(q; p; t) dq: (3.5b)Es ist bekannt, da� es keinen eindeutigen Weg gibt, die Phasenraumverteilung�(q; p; t) zu de�nieren [Lee95]. Das h�angt damit zusammen, da� die quanten-mechanischen Operatoren q̂ und p̂ nicht kommutieren.Dies l�a�t sich leicht einsehen. Im allgemeinen gilt sicherhq̂ p̂i 6= hp̂ q̂i : (3.6)G�abe es eine Verteilung � mit den obigen Eigenschaften, so w�urde daraus wegen(3.4) und der Kommutativit�at skalarer Funktionenhq̂ p̂i = ZZ q p �(q; p; t) dq dp = ZZ p q �(q; p; t) dq dp = hp̂ q̂i (3.7)folgen. Dies stellt einen Widerspruch dar. Eine Verteilungsfunktion �, die alleoben erw�ahnten Eigenschaften besitzt, kann es also nicht geben.Das Problem liegt darin, einer klassischen Observable A eindeutig einen quan-tenmechanischen Operator Â (und umgekehrt) zuzuordnen. F�ur eine eindeutigeZuordnung ist es notwendig, eine "Zuordnungsregel\ festzulegen. Beispielsweisek�onnte man vom Operator Â verlangen, da� dieser eine bestimmte Operator-anordnung erf�ullt, beispielsweise da�, wenn man Â nach Potenzen von q̂ und p̂entwickelt, die Potenzen von q̂ vor den Potenzen von p̂ angeordnet sind. Diesespezielle Operatoranordnung wird als Standardordnung bezeichnet. Dem Opera-tor q̂ p̂ wird danach die skalare Funktion q p zugeordnet, w�ahrend dem Operatorp̂ q̂ = q̂ p̂ + ~i die skalare Funktion q p + ~i zugeordnet wird. Die so de�nierteZuordnung ist umkehrbar eindeutig.Jeder Operator Â l�a�t sich nach ei�q̂+i�p̂ entwickeln:Â(q̂; p̂) = ZZ g(�; �) ei�q̂+i�p̂ d� d�: (3.8)Dies ist eine (physikalisch unanschauliche) Fourier-Entwicklung nach zwei Va-riablen � und �. Dadurch l�a�t sich das Problem der Zuordnung von Operatorenzu Observablen von einem beliebigen Operator Â auf den Operator ei�q̂+i�p̂ re-duzieren. Man kann nun einfach durch Wahl einer beliebigen4 Funktion f(�; �)eine explizite Zuordnungsregel vorgeben:ei�q̂+i�p̂ f(�; �) ! ei�q+i�p; (3.9)3 ~ (p; t) = 1p2�~ R  (q; t) e� i~pq dq bezeichnet die Fourier-Transformierte von  (q; t). DieR�ucktransformation ist gegeben durch  (q; t) = 1p2�~ R ~ (p; t) e i~ pq dp.4f(�; �) kann auch explizit vom jeweiligen Zustand  des Systems abh�angen. Bei fast allenjemals untersuchten Phasenraumverteilungen ist dies aber nicht der Fall.



66 3 Quantenmechanikbzw. ei�q̂+i�p̂  ! ei�q+i�p 1f(�; �) : (3.90)Wegen der Baker-Campbell-Hausdorff-Beziehung [Sch88]eÂ+B̂ = eÂ eB̂ e� 12 [Â;B̂] (3.10)bedeutet das beispielsweise f�ur die Standardordnungei�q̂+i�p̂ = ei�q̂ ei�p̂ e 12 i~��  ! ei�q+i�p e 12 i~��; (3.11)also fS(�; �) = e� 12 i~��: (3.12)Aus (3.4) mit Â := ei�q̂+i�p̂ f(�; �) und somit A = ei�q+i�p ergibt sich die ge-suchte Verteilungsfunktion �f (q; p; t) durch R�ucktransformation:�f (q; p; t) = 14�2 ZZ Sp ��̂ ei�q̂+i�p̂ f(�; �)� e�i�q�i�p d� d�: (3.13)Nach einigen Umformungen erh�alt man:�f (q; p; t) = 14�2 ZZZ  ��q0 � 12�~; t�  (q0 + 12�~; t) f(�; �)� ei�(q0�q) e�i�p dq0 d� d�: (3.14)Der Index f dr�uckt die Abh�angigkeit der Verteilungsfunktion von f(�; �) aus.�f kann f�ur viele Zuordnungsregeln auch negativ oder sogar komplex werden.Daher kann eine Phasenraumverteilung nicht als Wahrscheinlichkeitsdichte in-terpretiert werden. Vielmehr spricht man in diesem Fall von Quasiwahrschein-lichkeitsverteilungen.Die Vorgehensweise ist also wie folgt: Man w�ahlt eine Zuordnung f(�; �), so da�dem (umgeordneten) Operator B̂(q̂; p̂) := ei�q̂+i�p̂ f(�; �) die skalare FunktionB(q; p) := ei�q+i�p zugeordnet wird. Dann entwickelt man den gew�unschtenOperator Â nach B̂(q̂; p̂), d.h.Â(q̂; p̂) = Z Z g(�; �)f(�; �) ei�q̂+i�p̂ f(�; �) d� d�; (3.80)ersetzt B̂ durch B(q; p) und berechnet dann Af (q; p; t) durchAf (q; p; t) = Z Z g(�; �)f(�; �) ei�q+i�p d� d�: (3.15)Der Erwartungswert von Â ergibt sich dann aus Af (q; p; t) und �f (q; p; t) wie inder klassischen Statistik gem�a� (3.3) als Integral �uber diese beiden Funktionen.Ein Vorteil der Verwendung von Phasenraumverteilungen liegt darin, da� esdadurch m�oglich ist, Erwartungswerte auf klassische Weise zu berechnen, ohneden Operator-Formalismus der Quantenmechanik zu benutzen. Auch die Zeit-entwicklung dieser Verteilungsfunktionen ist in vielen F�allen leichter zu erfassen,als mit der Schr�odinger-Gleichung [Lee95].



3.1 Phasenraumverteilungen 673.1.2 Die Wigner-VerteilungDie 1932 von Wigner eingef�uhrte und nach ihm benannte Phasenraumvertei-lung war �uber lange Zeit die am h�au�gsten in der Literatur verwendete [Lee95].Ihre "Zuordnungsregel\ istf(�; �) � 1: (3.16)Sie entspricht der Weylschen Operatoranordnungei�q̂+i�p̂  ! ei�q+i�p: (3.17)Die Verteilungsfunktion ergibt sich aus (3.14) zu�W (q; p; t) = 12� Z  �(q � 12�~; t) (q + 12�~; t) e�i�p d� (3.18)oder mit �0 := 12�~ zu�W (q; p; t) = 1�~ Z  �(q � �0; t) (q + �0; t) e� 2i�0p~ d�0: (3.180)DieWigner-Verteilung erf�ullt zwar (3.5), nimmt aber auch negative Werte an,so da� sie sich nicht als Wahrscheinlichkeitsverteilung au�assen l�a�t.Abb. 3.1 zeigt H�ohenliniendiagramme derWigner-Verteilung f�ur den Grundzu-stand sowie den zehnten angeregten Zustand des Harmonischen Oszillators f�urzehn �aquidistante Werte von �w. W�ahrend sich f�ur den Grundzustand, bei demes sich sowohl in Orts- als auch in Impulsdarstellung um eine Gau�-Funktionhandelt, ebenfalls eine Gau�-Funktion (in zwei Variablen) ergibt, sieht dieWigner-Verteilung f�ur den zehnten angeregten Zustand deutlich komplizierteraus. Was sich in der zweifarbigen Abbildung schlecht erkennen l�a�t, ist, da� dieWigner-Verteilung von innen nach au�en stark oszilliert. Starke Oszillationensind charakteristisch f�ur diese Phasenraumverteilung.F�ur Systeme, deren Potential nur Terme bis maximal 2. Ordnung enth�alt, be-wegt sich die Wigner-Verteilung "klassisch\ durch den Phasenraum: JederPhasenraumpunkt (q; p) derWigner-Verteilung bewegt sich entlang einer klas-sischen Trajektorie. Daher l�auft die Wigner-Verteilung beim HarmonischenOszillator wie eine klassische Wahrscheinlichkeitsdichte um den Ursprung her-um. Dies ist eine spezielle Eigenschaft derWigner-Verteilung, die f�ur beliebigeandere Verteilungsfunktionen nicht gilt [Lee95].Darauf beruht die "Methode derWigner-Trajektorien\ f�ur Potentiale mit Ter-men h�oherer Ordnung, die sich nur gering vom Harmonischen Oszillator unter-scheiden. Die Phasenraumverteilung bewegt sich in niedrigster N�aherung ent-lang der klassischen Trajektorien. H�ohere N�aherungsordnungen erh�alt man mit-tels der St�orungsrechnung unter Ber�ucksichtigung quantenmechanischer Kor-rekturen. Bevorzugt wird dieses Verfahren f�ur die Beschreibung von Kollisions-prozessen eingesetzt [Lee95].
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(b) n = 10Abbildung 3.1: H�ohenliniendiagramm der Wigner-Verteilung f�ur (a) denGrundzustand sowie (b) den zehnten angeregten Zustand des HarmonischenOszillators mit ~ = 1.3.1.3 Die Husimi-VerteilungEine Verteilungsfunktion, die in den letzten Jahren immer mehr an Bedeutunggewonnen hat, ist dieHusimi-Verteilung [Lee95]. Sie entspricht der Zuordnungs-regel f(�; �) = e�~�24s �~s�24 (3.19)mit einem frei w�ahlbaren Parameter s.Die Husimi-Verteilung ergibt sich nach (3.14) zu�sH (q; p; t) = 12�~ jZ ��sq;p(x) (x; t) dxj2 = 12�~ jh�sq;pj�sq;pij2 (3.20)mit �sq;p(x) := 4r s�~ e� s(x�q)22~ + ipx~ : (3.21)�sq;p ist eine Gauss-Funktion mit minimalem Unsch�arfeprodukt, d.h. dasUnsch�arfeprodukt aus Ortsunsch�arfe �q und Impulsunsch�arfe �p betr�agt ~2 :�q =r ~2s; �p =r~s2 : (3.22)



3.1 Phasenraumverteilungen 69Je gr�o�er s ist, desto kleiner ist die Orts- und desto gr�o�er ist die Impul-sunsch�arfe der Funktion. Daher bestimmt der Parameter s, inwieweit �sq;p je-weils im Orts- oder Impulsraum verbreitert ist. Man bezeichnet s als "Quetsch-parameter\ (squeezing parameter). F�ur den Erwartungswert von Ort und Im-puls erh�alt man hq̂i = q und hp̂i = p. Aus diesem Grund wird �sq;p als "Gauss-Funktion minimaler Unsch�arfe am Punkt � qp � mit Quetschparameter s\ be-zeichnet.Die Husimi-Verteilung l�a�t sich als �Ubergangswahrscheinlichkeit von  (t)nach q 12�~�sq;p au�assen. O�ensichtlich ist diese Verteilung im Gegensatz zurWigner-Verteilung nicht negativ. Sie erf�ullt aber nicht (3.5), so da� auch dieHusimi-Verteilung nicht als Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte auf dem Pha-senraum aufgefa�t werden kann.Die Abbildungen 3.2, 3.3, und 3.4 zeigen H�ohenliniendiagramme der Husimi-Verteilung f�ur verschiedene Werte von s. Auch f�ur die Husimi-Verteilung mits = 1 ergibt sich im Grundzustand des Harmonischen Oszillators eine Gau�-Glocke (in zwei Variablen), allerdings gegen�uber der Wigner-Verteilung ver-breitert. F�ur s = 110 und s = 10 ist diese Gau�-Glocke in Impuls- bzw. Orts-richtung "gequetscht\.
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(b) s = 110 , n = 10Abbildung 3.2: H�ohenliniendiagramm der Husimi-Verteilung zum Quetschpa-rameter s = 110 f�ur (a) den Grundzustand sowie (b) den zehnten angeregtenZustand des Harmonischen Oszillators mit ~ = 1.Die Verbreiterung gegen�uber der Wigner-Verteilung liegt daran, da� sich dieHusimi-Verteilung als Faltung derWigner-Verteilung mit einerGau�-Glocke
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(b) s = 1, n = 10Abbildung 3.3: H�ohenliniendiagramm der Husimi-Verteilung zum Quetschpa-rameter s = 1 f�ur (a) den Grundzustand sowie (b) den zehnten angeregtenZustand des Harmonischen Oszillators mit ~ = 1.
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(a) s = 10, n = 0 -8
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(b) s = 10, n = 10Abbildung 3.4: H�ohenliniendiagramm der Husimi-Verteilung zum Quetschpa-rameter s = 10 f�ur (a) den Grundzustand sowie (b) den zehnten angeregtenZustand des Harmonischen Oszillators mit ~ = 1.



3.1 Phasenraumverteilungen 71im Orts- und Impulsraum darstellen l�a�t:�sH (q; p; t) = 1�~ ZZ e� sq02~ e� p02~s �W (q0; p0; t) dq0 dp0: (3.23)Es handelt sich hierbei um eine Gl�attung, da die starken Oszillationender Wigner-Verteilung durch diesen Proze� gegl�attet werden. Die Husimi-Verteilung besitzt daher eine vergleichsweise glatte und regul�are Gestalt.F�ur n = 10 und s = 1 ergibt sich eine ringf�ormige Verteilung, die der klassischenkreisf�ormigen Trajektorie recht nahe kommt. Das Maximum der Verteilung liegtauf der klassischen Trajektorie. F�ur andere Werte von s l�a�t sich die Verteilungnicht so leicht interpretieren, und die Verteilung besteht aus zwei spiegelsymme-trischen Wellenbergen. F�ur s = 110 liegen die Maxima zueinander symmetrischauf der p-Achse und f�ur s = 10 zueinander symmetrisch auf der q-Achse.DieHusimi-Verteilung wird bevorzugt f�ur Phasenraumdarstellungen nichtlinea-rer, klassisch chaotischer Systeme verwendet. Wenn die Dynamik eines Systemso komplex ist wie im Fall klassisch chaotischer Systeme, tr�agt eine Visualisie-rung dieser Dynamik wesentlich zum Verst�andnis der Dynamik bei. Und f�urdie Darstellung der zeitlichen Entwicklung auf dem Phasenraum ist gerade dieHusimi-Verteilung durch ihre relativ einfache Struktur wesentlich besser geeig-net als z.B. die stark oszillierende Wigner-Verteilung [Lee95].3.1.4 Andere VerteilungsfunktionenNeben den in den beiden vorangegangenen Abschnitten vorgestelltenWigner-und Husimi-Verteilungen gibt es noch eine Vielzahl von Phasenraumverteilun-gen, die in der Literatur allerdings nicht so h�au�g diskutiert werden. Im Prin-zip spielt es keine Rolle, welche Verteilungsfunktion ausgew�ahlt wird, da allem�oglichen Verteilungen die gleiche Information enthalten und durch Transfor-mationen wie (3.23) ineinander �uberf�uhrt werden k�onnen [Lee95].Nat�urlich emp�ehlt es sich, die f�ur das jeweilige Problem einfachste Vertei-lungsfunktion zu w�ahlen. So wird in der Quantenoptik bevorzugt die normal-geordnete Verteilung gew�ahlt, die auch als Glauber-Sudarshan-Verteilungoder P-Funktion bezeichnet wird. Bei dieser Phasenraumverteilung werden dieOperatoren so nach den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren des Har-monischen Oszillators entwickelt, da� die Potenzen des Aufsteigeoperators âyvor den Potenzen des Absteigeoperators â stehen. Dazu gibt es dann dieanti-normalgeordnete Verteilung oder Q-Funktion, bei der die Potenzen vonâ vor denen von ây angeordnet sind. Ferner geh�ort noch die bereits erw�ahn-te standard-geordnete Verteilung zu den bekannteren Verteilungen, ebenso dieanti-standard-geordnete oder Kirkwood-Verteilung. Bei der ersteren stehendie Potenzen von q̂ vor denen von p̂, bei der letzteren ist es genau andersherum[Lee95].An dieser Stelle soll noch eine weitere Verteilungsfunktion diskutiert werden,die bereits von Cohen untersucht wurde [Coh66]. Es handelt sich dabei um�C (q; p; t) = j (q; t)j2 j ~ (p; t)j2: (3.24)



72 3 QuantenmechanikDiese Verteilungsfunktion ist o�ensichtlich reell und nicht negativ und ergibtwegen der Normierung der Wellenfunktion automatisch die korrekten margina-len quantenmechanischen Verteilungen (3.5). Die entsprechende Zuordnungsre-gel ist mitfC(�; �; t) = RR j (q; t)j2 j ~ (p; t)j2 ei�q+i�p dp dqR � (q � 12�~; t) (q + 12�~; t) ei�q dq (3.25)wesentlich komplizierter als die aller anderen hier vorgestellten Verteilungsfunk-tionen, insbesondere da fC explizit vom jeweiligen Zustand  (t) abh�angt. Dieshat zur Folge, da� diese Verteilungsfunktion wegen (3.13) im Gegensatz zu al-len anderen vorgestellen Phasenraumverteilungen nicht bilinear in  (t) ist. Diesfolgt aus Gleichung (3.13), da f explizit von  (t) abh�angt. Daraus ergeben sichweitreichende Konsequenzen: nicht nur die Verteilungsfunktion �f ist dadurchvom jeweiligen Zustand des Systems abh�angig, sondern auch Af wegen (3.15).Das bedeutet, da� sich auch die skalare Funktion, die den Operator Â f�ur dieseVerteilung repr�asentiert, st�andig mit dem Systemzustand �andert. Daher machtes normalerweise keinen Sinn, �C zu betrachten. Etwas anderes ist es nat�urlich,wenn die Wellenfunktion bereits (analytisch oder numerisch) vorliegt und nurdie Verteilungsfunktion selbst interessiert und nicht ihre Verwendung zur Be-rechnung von Erwartungswerten. Ist dies wie in dieser Arbeit der Fall, so ist �Cdie am einfachsten zu berechnende Verteilung �uberhaupt.Abb. 3.5 zeigt H�ohenliniendiagramme der Verteilung von Cohen f�ur denGrundzustand und den zehnten angeregten Zustand des Hamonischen Oszilla-tors. Auch f�ur diese Verteilung erh�alt man im Grundzustand des HamonischenOszillators eine Gau�-Glocke bez�uglich Ort und Impuls, die identisch ist mitder Wigner-Verteilung in Abb. 3.1(a), wie man nachrechnen kann. F�ur denzehnten angeregten Zustand sieht das Bild jedoch ganz anders aus. Es fallendie zahlreichen, wie auf einem Gitter angeordneten Maxima auf, die f�ur diesePhasenraumverteilung typisch sind. Das l�a�t sich leicht erkl�aren: �C hat o�en-sichtlich genau an dem Punkt � qp � ein Maximum, an dem  (q; t) und ~ (p; t)(vom Betrag her) ein Maximum besitzen, und genau dann eine Nullstelle, wenn (q; t) oder ~ (p; t) eine Nullstelle besitzt. Da der zehnte angeregte Zustand desHarmonischen Oszillators sowohl in der Orts- als auch in der Impulsdarstellunggenau zehn Knoten besitzt, mu� diese Verteilung genau 11 � 11 symmetrischangeordnete Maxima besitzen.3.2 Die zeitliche Entwicklung3.2.1 Quantenmechanische SkalierungDer Hamilton-Operator f�ur den unged�ampften Duffing-Oszillator mit para-metrischer Anregung ergibt sich aus der klassischen Hamilton-Funktion (1.3)bzw. (1.12), indem die kanonisch konjugierten Variablen q und p durch ihre
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(b) n = 10Abbildung 3.5: H�ohenliniendiagramm der Verteilung von Cohen f�ur (a) denGrundzustand sowie (b) den zehnten angeregten Zustand des HarmonischenOszillators mit ~ = 1.quantenmechanischen Pendants q̂ und p̂ ersetzt werden:Ĥ(q̂; p̂; t) = p̂22m + 14(a1 + a2 f(!t)) q4 � 12(b1 + b2 g(!t)) q2: (3.26)F�ur die Quantenmechanik kann die gleiche Skalierung (1.13) wie in der Klassi-schen Mechanik verwendet werden. Man erh�alt auch die gleichen Parameter a,b und c wie im klassischen Fall in (1.14). Aber nicht nur die Parameter des Sy-stems werden durch die Skalierung beein
u�t, sondern auch Naturkonstanten.W�ahrend dies f�ur die klassische Dynamik ohne Bedeutung ist (die kanonischenBewegungsgleichungen h�angen von keiner Naturkonstante ab), ist dies in derQuantenmechanik durchaus relevant; denn die Schr�odinger-Gleichung (3.1)h�angt von der Planck'schen Konstante ~ ab. Bezieht man auch diese in dieSkalierung ein, so erh�alt man:a1m2!3 ~ 7�! ~: (3.27)Nach dieser Skalierung ist ~ also von den Systemparametern abh�angig und stelltin der Quantenmechanik einen zus�atzlichen Parameter dar. Der Limes ~ ! 0steht hierbei f�ur den "klassischen Grenzfall\.In dieser Skalierung erh�alt man als Hamilton-Operator analog zu (1.15):Ĥ(q̂; p̂; t) = p̂22 + 14(1 + a f(t)) q̂4 � 12(b+ c g(t)) q̂2: (3.28)



74 3 Quantenmechanik3.2.2 Autonome Systeme: Energieeigenzust�andeF�ur autonome Systeme, deren Hamilton-Operator nicht explizit von der Zeitabh�angt, erh�alt man die allgemeine L�osung der zeitabh�angigen Schr�odinger-Gleichung (3.1) durch die L�osung der zeitunabh�angigen Schr�odinger-Glei-chungĤ = E  ; (3.29)die insgesamt abz�ahlbar unendlich viele5 L�osungen �n zu den Energien Enbesitzt. Die �n werden als Energieeigenzust�ande bezeichnet. Ihre zeitliche Ent-wicklung ergibt sich zu�n(t) = �n e� i~Ent = �n e�i!nt (3.30)mit !n = En~ . F�ur eine gegebene Anfangsbedingung  (0) ergibt sich somit diefolgende Zeitentwicklung: (t) =Xn ��n;  (0)��n e�i!nt: (3.31)3.2.3 Nichtautonome Systeme: Quasienergieeigenzust�andeDie Floquet-Theorie ist im Rahmen der Physik nicht nur f�ur die klassischeMechanik von Interesse, sondern auch f�ur die Quantenmechanik [Zel66, Lee95,KW96]. Es gilt bei der Anwendung auf die Quantenmechanik nur zwei wesent-liche Unterschiede zur "klassischen" Floquet-Theorie zu beachten: Zum einen�ndet die Quantenmechanik auf unendlichdimensionalen Vektorr�aumen statt,zum anderen sind die den endlichdimensionalen Matrizen in den vorangegan-genen Abschnitten entsprechenden quantenmechanischen Operatoren nicht nurtrigonalisierbar, sondern sogar diagonalisierbar6 .Gegeben sei ein zeitabh�angiger Hamilton-Operator mit Ĥ(t + T ) = Ĥ(t)8 t 2 R. Die Bewegungsgleichung der Quantenmechanik ist die Schr�odinger-Gleichung, die als gew�ohnliche lineare Di�erentialgleichung mit T -periodischenKoe�zienten auf einem (unendlich dimensionalen) Hildert-Raum aufgefa�twerden kann. Daher kann die in Anhang A beschriebene Floqet-Theorie aufsie angewandt werden.Die Zeitentwicklung eines Zustands  (0) l�a�t sich formal �uber den Zeitord-nungsoperator T als (t) = T exp0@ tZ0 � i~Ĥ(t0) dt01A  (0) =: Û(t; 0) (0) (3.32)5Die Parameter des Zwei-Mulden-Potential werden immer so gew�ahlt, da� eine gebundeneBewegung vorliegt (siehe Abschnitt 1.2). Daher besitzt der Hamilton-Operator ein reindiskretes Spektrum.6Alle hier betrachteten Operatoren sind selbstadjungiert oder unit�ar.



3.2 Die zeitliche Entwicklung 75angeben. Û(t; 0) ist hierbei der unit�are Zeitentwicklungsoperator. Das zweiteZeitargument, die "Startzeit\, ist im gesamten Abschnitt zu null gew�ahlt undwird im folgenden fortgelassen.Es gibt7 einen Operator M mitÛ(t+ T ) = Û(t)M : (3.33)M ist gegeben durch Û(T ), dessen Eigenwerte die Floquet-Multiplikatorendes Systems sind. Û(T ) wird auch als Floquet-Operator bezeichnet. Es giltsomit:Û(t+ T ) = Û(t) Û (T ): (3.330)Ferner gibt es8 einen konstanten Operator R̂ sowie einen T -periodischen Ope-rator P̂ (t) mit P̂ (0) = 1, so da� sich der Zeitentwicklungsoperator alsÛ(t) = P̂ (t) eR̂t (3.34)schreiben l�a�t. Die Eigenwerte von R̂ sind die charakteristischen Exponentendes Systems. Û(T ) ist als unit�arer Operator diagonalisierbar, und die Floquet-Multiplikatoren �n haben den Betrag 1. Daher ist auch R̂ diagonalisierbar unddie charakteristischen Exponenten �n sind wegen �n = e�nT rein imagin�ar. R̂ist also das Produkt von i mit einem reellen Operator R̂0. Weil Û(t) und eR̂tunit�ar sind, mu� auch P̂ (t) unit�ar sein.Satz 3.1. Es sei �n eine Eigenfunktion von Û(T ) zum Eigenwert �n = e�nT .Dann gibt es eine T -periodische Funktion un(t) mit�n(t) = un(t) e�nt: (3.35)Insbesondere gilt un(0) = �n(0) = �n.Beweis. Da �j Eigenwert von Û(T ) zum Eigenvektor �n ist, gilt:�n(T ) = Û(T )�n = �j �n = e�jT �n: (3.36)W�ahle nun un(t) := e��nt �n(t). Dann folgt aus (3.330):un(t+ T ) = e��j(t+T ) �n(t+ T ) = e��j(t+T ) Û(t+ T )�n= e��j(t+T ) Û(t) Û (T )�n= e��j t e��jT Û(t) e�jT �n = e��j t �n(t)= un(t): (3.37)Damit ist die Periodizit�at von un(t) bewiesen.7nach Satz A.28nach Satz A.7



76 3 QuantenmechanikF�ur die zeitliche Entwicklung eines Zustands  (0) nach den Eigenfunktionen�n von Û(t) erh�alt man (t) = 1Xn=0��n;  (0)��n(t): (3.38)Dies ist eine Entwicklung mit konstanten Koe�zienten. De�niert man�n := �~i �n; (3.39)so l�a�t sich (3.38) wegen (3.35) auch als (t) = 1Xn=0��n;  (0)�un(t) e� i~ �nt (3.380)schreiben. Aufgrund der �Ahnlichkeit dieser Gleichung zur Zeitentwicklung inautonomen Systemen (3.31) bezeichnet man �n als Quasienergie und �n(t) alsQuasienergiezustand oder Floquet-Zustand. Der Begri� "Quasienergie\ r�uhrtdaher, da� die reelle Zahl �j die Dimension einer Energie hat und nach (3.35)die Zeitentwicklung �n(t) identisch ist mit der Zeitwntwicklung eines "echten\Energieeigenzustandes, au�er da� die dem station�aren Zustand �n in (3.30)entsprechende Funktion un(t) periodisch von der Zeit abh�angt.Allerdings ist es nicht m�oglich, die �j mit "echten\ physikalischen Energienzu identi�zieren, da diese nur bis auf eine additive Konstante 2�~T n mit n 2Z, eindeutig bestimmt sind9. Es ist daher �ublich, die Quasi-Energien auf dasIntervall [0; 2�~T [ abzubilden.Bemerkung 3.2. F�ur die Quasienergiezust�ande �n(t) folgt aus (3.35):�n(t+ T ) = e� i~ �n(t+T ) un(t+ T ) = e� i~ �nT �n(t): (3.40)3.2.4 Die "quantenmechanische Poincar�e-Abbildung\Das Hauptproblem bei der Untersuchung von Chaos beim �Ubergang von derklassischen zur quantenmechanischen Beschreibung liegt in der �Ubertragung desklassischen Chaosbegri�es auf die Quantenmechanik. Deshalb interessiert mansich f�ur die Charakteristika quantenmechanischer Systeme, die im klassischenLimes chaotisches Verhalten aufweisen. F�ur derartige Betrachtungen sind diein Abschnitt 3.1 vorgestellten Phasenraumverteilungen hilfreich, die wie diePoincar�e-Abbildung in der Klassischen Mechanik in der QuantenmechanikEinblick in die Dynamik des Systems geben sollen. So ist es f�ur das Verst�andnisder Dynamik eines quantenmechanischen Systems von gro�er Bedeutung, obetwa ein Wellenpaket, das anfangs um einen elliptischen Fixpunkt lokalisiertist, auch f�ur alle Zeit lokalisiert bleibt.9Bereits die charakteristischen Exponenten �j sind nur bis auf eine additive Konstante 2�iT n,n 2 Z eindeutig. Das liegt daran, da� der komplexe Logarithmus nur bis auf eine additiveKonstante 2�in eindeutig bestimmt ist.



3.3 Quantenchaos 77Man betrachtet dazu die gemittelte Phasenraumverteilungh�iq;p := 1N N�1Xn=0 �(q; p; nT ) (3.41)�uber viele Perioden T des Systems hinweg. Ist N gen�ugend gro�, so kannman davon ausgehen, da� h�iq;p tats�achliche die gemittelte Phasenraumver-teilung beschreibt, da "zuf�allige\ Fluktuationen in der Phasenraumverteilungherausgemittelt werden. h�iq;p wird auch in Analogie zur klassischenPoincar�e-Abbildung als "quantenmechanische Poincar�e-Abbildung\ bezeichnet, da siedirekt mit ihrem klassischen Analogon verglichen werden kann. Den invariantenLinien um einen Fixpunkt entspricht dabei eine f�ur alle Zeit um diesen Fixpunktherum lokalisierte Phasenraumverteilung und einem zusammenh�angenden chao-tischen Bereich eine mehr oder weniger gleichm�a�ig �uber diesen Bereich verteiltePhasenraumverteilung.Im Prinzip l�a�t sich f�ur die "quantenmechanische Poincar�e-Abbildung\ jedebeliebige Phasenraumverteilung verwenden, bevorzugt wird aber die Husimi-Verteilung wegen ihrer im Vergleich zu allen anderen Verteilungen einfachenund �ubersichtlichen Struktur [Lee95].3.3 Quantenchaos3.3.1 De�nition von QuantenchaosDer Begri� "Chaos\ in der Klassischen Mechanik beruht im wesentlichen aufder sensiblen Abh�angigkeit des Verlaufs der Trajektorien von den Anfangsbe-dingungen, verbunden mit der Transitivit�at dieser Trajektorien (De�nition 2.7).O�ensichtlich l�a�t sich diese De�nition nicht direkt auf die Quantenmechanik�ubertragen. Zum einen liegt das daran, da� die Quantenmechanik nicht aufdem Phasenraum de�niert ist. Dieses Problem l�a�t sich, wie in Abschnitt 3.1beschrieben, durch Einf�uhrung von Phasenraumverteilungen umgehen. Zum an-deren l�a�t sich ein quantenmechanischer Zustand nicht durch einen Punkt (q;p)im Phasenraum beschreiben, sondern nur durch eine Verteilungsfunktion. Ei-ne solche Verteilungsfunktion ist im allgemeinen �uber den ganzen Phasenraumverteilt. Damit ist klar, da� es nicht viel Sinn macht zu fragen, ob diese Vertei-lungsfunktion im Laufe der Zeit einen Bereich des Phasenraums dicht ausf�ulltoder ob zwei "dicht benachbart gestartete Verteilungen\ f�ur alle Zeit benachbartbleiben oder nicht.Es wurden in der Vergangenheit auch Zweifel ge�au�ert, ob ein quantenmecha-nisches System �uberhaupt ein irgendwie geartetes chaotisches Verhalten zeigenkann; denn die Schr�odinger-Gleichung (3.1) ist im Gegensatz zu den kanoni-schen Bewegungsgleichungen immer linear. Im Fall eines endlich-dimensionalenHilbert-Raums stellt sich die Zeitentwicklung eines Zustands als endliche Sum-



78 3 Quantenmechanikme  (t) =Xn an(t)�n (3.42)in der gew�ahlten Basis f�ng dar, und die zugeh�orige Schr�odinger-Gleichungist ein endlich-dimensionales System gekoppelter linearer Di�erentialgleichun-gen f�ur an. Durch Aufspaltung in Real- und Imagin�arteil von an erh�alt man diekanonischen Bewegungsgleichungen eines klassischen n-dimensionalen Harmo-nischen Oszillators, der sicherlich nicht chaotisch ist [KW96].Andererseits ist die Klassische Mechanik ein Grenzfall der Quantenmechanikim Limes ~! 0. Von daher ist durchaus zu erwarten, da� chaotische Dynamikin irgendeiner Form auch in der Quantenmechanik auftritt.Das Ziel bei der Erforschung von quantenmechanischem Chaos besteht nun dar-in, die speziellen Eigenschaften von quantenmechanischen Systemen zu unter-suchen, deren klassische Pendants eine chaotische Dynamik aufweisen [Ely88].Man spricht daher in der Regel von Quantenchaos, wenn das zugeh�orige klas-sische System chaotisches Verhalten aufweist.Ist ein klassisches System mit f Freiheitsgraden integrabel, d.h. gibt es f un-abh�angige Integrale der Bewegung, so nennt man das zugeh�orige quantenmecha-nische System regul�ar. In vielen F�allen ist dann auch das quantenmechanischeSystem integrabel, d.h. es gibt f Operatoren F̂i, die paarweise miteinander kom-mutieren. Falls eine klassische Erhaltungsgr�o�e F (q; p) aus Termen des Typsqmpn besteht, so mu� der zugeh�orige Operator F̂ (q̂; p̂) nicht notwendigerwei-se mit dem Hamilton-Operator vertauschen, da q̂ und p̂ nicht kommutieren[Ely88].Es zeigt sich, da� klassisch chaotische Dynamik zu starken Fluktuationen im(Quasi-) Energiespektrum des quantenmechanischen Systems f�uhrt. Daher istdas Verst�andnis dieser Fluktuationen von gro�er Bedeutung f�ur das Verst�andnisder quantenmechanischen Dynamik chaotischer Systeme. Von Bedeutung sindferner die (Quasi-) Energiezust�ande des quantenmechanischen Systems. Dabeiruht ein besonderes Augenmerk auf ihrer Lokalisierung im Phasenraum. Einweiteres Augenmerk liegt auf der zeitlichen Entwicklung von nicht (quasi-) sta-tion�aren Zust�anden, inwiefern sich n�amlich ein beliebiges Wellenpaket zeitlichentwickelt und inwieweit diese Entwicklung von der klassischen Aufteilung desPhasenraums in regul�are und chaotische Bereiche beein
u�t wird. Diesen dreiFragestellungen wird in den folgenden Abschnitten nachgegangen, um den Be-gri� des Quantenchaos etwas konkreter zu fassen. Dabei geht es dann auch umKriterien, die es erm�oglichen, regul�are von chaotischer Dynamik in der Quanten-mechanik zu unterscheiden. Solche Kriterien werden Quantenchaos-Kriteriengenannt [Ely88].Im folgenden wird des �ofteren auf die Unterscheidung zwischen Energie-zust�anden und Quasienergiezust�anden durch Fortlassen der Vorsible "Quasi\verzichtet. Dies dient allein der Vereinfachung der Nomenklatur. Sofern nichtexplizit etwas anderes angegeben wird, beziehen sich alle folgenden Aussagensowohl auf autonome als auch auf nichtautonome Systeme.



3.3 Quantenchaos 79F�ur den Grenzfall rein regul�arer und rein chaotischer Systeme existieren bereitssemiklassische Theorien, die deren Verhalten im wesentlichen beschreiben. Alssemiklassische Mechanik bezeichnet man eine Wellenmechanik, die die fest aufder klassischen Dynamik basiert. Sogenannte "gemischte\ Systeme, bei denenGebiete der Regularit�at und des Chaos nebeneinander existieren, wie dies beimin dieser Arbeit untersuchten Duffing-Oszillator mit parametrischer Anre-gung der Fall ist, haben sich bis heute einer semiklassischen Formulierung alsunzug�anglich erwiesen [FD98].Eine Ziel der Quantenchaos-Kriterien ist es, zwischen den zwei folgenden An-nahmen zu entscheiden [Ely88]:(i) Quantenchaos ist eine Eigenschaft eines einzelnen Eigenzustands.(ii) Quantenchaos ist eine Eigenschaft einer Gruppe von Eigenzust�anden mitn�aherungsweise gleichen Eigenenergien.Im ersten Fall l�a�t sich f�ur einen einzelnen Zustand sagen, ob dieser regul�ar oderchaotisch ist. Das bedeutet insbesondere, da� ein station�arer, also zeitperiodi-scher Zustand in irgendeiner Form chaotische Dynamik beschreiben kann. Imzweiten Fall ist nicht ein einzelner Eigenzustand chaotisch, sondern die chaoti-sche Dynamik tritt in der Quantenmechanik erst durch das Zusammenwirkenvieler Eigenzust�ande auf.Nach dem derzeitigen Stand der Forschung scheint der erste Fall zuzutre�en[BTU93]. Danach besitzt Percival's semiklassisches Klassi�kationsschema imwesentlichen G�ultigkeit. Dieses besagt, da� es zwei Arten von Eigenzust�andengibt, n�amlich regul�are und irregul�are. Regul�are Zust�ande, die zu einem regul�arenEnergiespektrum geh�oren, entsprechen quasiperiodischer Bewegung des klassi-schen Systems. Jeder regul�are Zustand l�a�t sich eindeutig durch einen Satz ausf Quantenzahlen beschreiben. Ferner sind die Matrixelemente von Operato-ren durch Auswahlregeln limitiert. Irregul�are Zust�ande dagegen, die zu einemirregul�aren Energiespektrum geh�oren, entsprechen chaotischer Bewegung desklassischen Systems. Sie lassen sich nicht durch einen Satz von Quantenzahlenbeschreiben, und auch f�ur die Matrixelemente von Operatoren gibt es keineAuswahlregeln [Ely88].3.3.2 Das (Quasi-) EnergiespektrumDas Energiespektrum eines quantenmechanischen Systems hat sich als ein we-sentlicher Schl�ussel zum Verst�andnis chaotischer Dynamik herausgestellt. Eshat sich n�amlich gezeigt, da� die Energien, die zu chaotischen Energiezust�andengeh�oren, stark in Abh�angigkeit von den Systemparametern 
uktuieren und an-dere Verteilungen aufweisen als die Energien von regul�aren Energiezust�anden[Ely88, Haa91, BTU93].Es bezeichne N(E) die Zustandsdichte undSn = (En �En�1)N(En) (3.43)



80 3 Quantenmechanikden relativen Abstand zwischen den benachbarten Eigenenergien En�1 und En[Ely88]. Die Verteilungsfunktion �(S) der Gr�o�e S ist durch die Bedingungen1Z0 �(S) dS = 1 (3.44a)und 1Z0 S �(S) dS = 1 (3.44b)normiert. (3.44b) bedeutet, da� der mittlere Abstand benachbarter Energieni-veaus auf 1 normiert ist.Regul�are und chaotische Systeme unterscheiden sich deutlich in der Form von�(S): F�ur regul�are Systeme erh�alt man eine Poisson-Verteilung, d.h. es gilt�P (S) = e�S : (3.45)Das entspricht der Annahme, da� die Eigenenergien nicht korreliert sind. Manvermutet, da� dies im allgemeinen der Fall ist, auch wenn es einzelne F�alle gibt(z.B. den mehrdimensionalen Harmonischen Oszillator), in denen die Eigen-energien stark korreliert sind.F�ur rein chaotische Systeme stellt sich heraus, da� die Energieniveaus so korre-liert sind, da� f�ur S ! 0 die Verteilung �(S) gegen 0 geht. Das bedeutet, da� einbeliebig kleiner Abstand benachbarter Energieniveaus beliebig unwahrscheinlichist. Diese Eigenschaft chaotischer Spektren bezeichnet man als Level-Absto�ung(level repulsion) [Ely88, BTU93]. Sie tritt bei autonomen und nichtautonomenSystemen gleicherma�en auf [SDK+87, Haa91].Es gibt drei verschiedene Arten von Level-Absto�ung: lineare, quadratische undquartische. Lineare Level-Absto�ung entspricht einer Wigner-Verteilung:�O(S) = �2S e��4 S2 : (3.46)Bei quadratischer Level-Absto�ung erh�alt man:�U (S) = 32�2S2 e� 4�S2 ; (3.47)und bei quartischer Level-Absto�ung:�S (S) = 21836�3S4 e� 649�S2 : (3.48)Es hat sich gezeigt, da� die Verteilung der Energieniveaus eines chaotischenSystems einzig von allgemeinen Raum-Zeit-Symmetrien abh�angt [SDK+87,Haa91]. Eine lineare Level-Absto�ung ergibt sich, falls eine der folgenden Vor-aussetzungen erf�ullt ist:



3.3 Quantenchaos 811. Es gibt mindestens eine antiunit�are Symmetrie, d.h. einen antiunit�a-ren10 Operator T mit T Ĥ T �1 = Ĥ f�ur autonome Systeme, bzw.T Û(T )T �1 = Û y(T ) f�ur nichtautonome Systeme, und f�ur alle antiu-nit�aren Symmetrien des Systems gilt: T 2 = 1. Der Zeitumkehroperatorist beispielsweise ein antiunit�arer Operator. Daher fallen die meisten zeit-umkehrinvarianten Systeme in diese Kathegorie.2. Es gibt eine antiunit�are Symmetrie T mit T 2 = 1 in Verbindung mithoher r�aumlicher Symmetrie. Der Zeitumkehroperator f�ur Spin-12-Systemehat beispielsweise die Eigenschaft T 2 = �1 [Haa91].Der unged�ampfte Duffing-Oszillator mit parametrischer Anregung sollte einelineare Level-Absto�ung zeigen, da er zeitumkehrinvariant ist, falls die Anre-gungsfunktionen f(t) und g(t) zeitumkehrinvariant sind (vgl. Gleichung 3.28).Eine quadratische Level-Absto�ung erh�alt man in den folgenden F�allen:1. Das System hat keine antiunit�are Symmetrie T . Dies ist quasi der "ge-nerische Fall\.2. Es gibt eine antiunit�are Symmetrie T mit T 2 = �1 sowie eine Parit�atP mit P2 = �1 und [T ;P] = 0.Zur quartischen Level-Absto�ung kommt es im Fall der sogenannten Kra-merschen Entartung:1. Das besitzt eine antiunit�are Symmetrie T mit T 2 = 1, aber keine geo-metrische Symmetrie.Es stellt sich nun die Frage, welche Verteilung sogenannte "gemischte Systeme\zeigen, d.h. Systeme, die sowohl regul�are also auch chaotische Dynamik auf-weisen. Eine diskutierte M�oglichkeit besteht darin, da� die gesuchte Verteilungvon der Poisson-Verteilung �P f�ur den integrablen Fall stetig mit zunehmen-dem Chaos in die Wigner-Verteilung �O bzw. in �U �ubergeht. Dies scheintallerdings nicht der Fall zu sein [Ely88].Es gibt auch die M�oglichkeit, da� sich, wie bereits erw�ahnt, die Eigenzust�andeeines Systems nach regul�aren und irregul�aren, d.h. chaotischen Zust�anden klas-si�zieren lassen. Die regu�aren Zust�ande erzeugen dann ein Poisson-verteiltesund die irregul�aren Zust�ande (im zeitumkehrinvarianten Fall) ein Wigner-verteiltes Spektrum. Das gesamte Spektrum des Systems besteht dann aus ei-ner �Uberlagerung der beiden Einzelspektren. Diese Idee wird manchmal alsBerry-Robnik-Vermutung bezeichnet [BTU93].Es hat sich gezeigt, da� die Spektren autonomer, chaotischer Systeme die glei-chen Fluktuationen aufweisen wie gewisse Ensembles von hermiteschen Zufalls-matrizen. Und zwar erh�alt man f�ur sogenannte Gausssche Orthogonale En-sembles (GOE) die Verteilung �O , f�ur Gausssche Unit�are Ensembles (GUE)10Ein Operator Â hei�t antiunit�ar, falls �Â ; Â�� = � ; ��� f�ur alle Zust�ande  , � erf�ulltist.



82 3 Quantenmechanikdie Verteilung �U und f�ur Gausssche Symplektische Ensembles (GSE) die Ver-teilung �S [Haa91].Eine Matrix aus einem GOE beispielsweise besteht aus unabh�angigen, bei nullzentrierten, Gauss-verteilten reellen Matrixelementen, die alle dieselbe Vari-anz besitzen, mit Ausnahme der Diagonalelemente, deren Varianz doppelt sogro� ist [BTU93]. Die Varianzen selbst werden systemabh�angig gew�ahlt. Manbenutzt nun solche Matrizen als Hamilton-Operator und untersucht das Spek-trummit den Mitteln der Statistik. F�ur rein chaotische Systeme ergeben sich gu-te �Ubereinstimmungen mit dem statistischen Verhalten des tats�achlichen Spek-trums.In einem gemischten System blendet man den Anteil der regul�aren Eigen-zust�ande des Spektrums aus und beschreibt den Anteil der chaotischen Eigen-zust�ande am Spektrum, auch kurz "chaotisches Spektrum\ genannt, mit Hilfevon GOE. Implizit wird damit angenommen, da� der chaotische Bereich desPhasenraumes homogen und eigenschaftslos ist.Genauere Untersuchungen zeigen, da� die Berry-Robnik-Vermutung in dieserForm nicht zutri�t [BTU93]. Der gesamte chaotische Bereich des Phasenrauml�a�t sich n�amlich nicht durch ein einzelnes GOE beschreiben. Die l�a�t sich da-durch erkl�aren, da� der chaotische Phasenraumbereich nicht v�ollig strukturlosist. Es k�onnen sogenannte "partielle Transportbarrieren\ existieren, die denfreien Flu� behindern. Man kann sich das im Prinzip wie zwei chaotische Bil-lards vorstellen, die durch eine kleine �O�nung miteinander verbunden werden.Es entsteht ein einziger zusammenh�angender Chaosbereich, aber dennoch istder Phasenraum
u� durch die kleine �O�nung behindert, da in einer Zeit, dieausreicht, um das Phasenraumvolumen des einen Billards vollst�andig zu "ver-mischen\, nur ein relativ kleines Volumen zwischen den beiden Billards ausge-tauscht werden kann. So kann sehr starkes lokales Chaos mit einer gro�r�aumigenKorrelation �uber lange Zeitskalen koexistieren. Die kleine �O�nung bildet alsoeine Transportbarriere f�ur den Flu�, aber keine totale, wie etwa ein invarianterTorus, sondern eine partielle; denn nach endlicher Zeit werden irgendwann diebeiden Phasenraumvolumina der Billards v�ollig vermischt sein.Derartige partielle Barrieren k�onnen beispielsweise durch zerfallene invarianteTori, sogenannte "Cantori\, sowie stabile und instabile Mannigfaltigkeiten vonInselketten, die den Phasenraum
u� behindern, verursacht werden [BTU93].Auf die genauen Einzelheiten soll an dieser Stelle nicht eingegangen werden,da das im Rahmen dieser Arbeit zu weit f�uhren w�urde. Wesentlich ist aber,da� der chaotische Bereich des Phasenraumes in verschiedene Bereiche zerfal-len kann, die durch solche partiellen Transportbarrieren voneinander getrenntsind, so da� innerhalb des chaotischen Bereichs �uber lange Zeit gro�r�aumi-ge Korrelationen existieren, die die quantenmechanischen Eigenfunktionen undEigenenergien merklich beein
ussen.Daher bietet es sich an, statt nur eines GOE eins f�ur jeden dieser Phasenraum-bereiche in den Hamilton-Operator einzuf�ugen, der dann aus n Bl�ocken vonGOE-Matrizen auf der Diagonalen besteht. Diese Matrixbl�ocke werden durch



3.3 Quantenchaos 83kleine Matrixelemente miteinander verkoppelt, deren Eigenschaften durch denklassischen Phasenraum
u� bestimmt werden. Diese Methode bringt recht guteErgebnisse [BTU93].Es gibt auch andere statistische Eigenschaften chaotischer Spektren, die unter-sucht werden, auf die an dieser Stelle allerdings nicht weiter eingegangen werdensoll [Ely88, BTU93].F�ur nichtautonome Systeme betrachtet man anstatt des (zeitabh�angigen)Hamilton-Operators den Floquet-Operator Û(T ), dessen Spektrum die glei-chen statistischen Eigenschaften besitzt wie sogenannte Zirkulare Orthogona-le (COE), Zirkulare Unit�are (CUE) bzw. Zirkulare Symplektische Ensembles(CSE). Es handelt sich hierbei um Ensembles von unit�aren Zufallsmatrizen, de-ren Quasienergiespektren die gleichen Eigenschaften wie die oben diskutiertenGOE, GUE und GSE aufweisen [Haa91].3.3.3 Eigenschaften station�arer Zust�andeEs l�a�t sich zeigen, da� im Limes ~ ! 0 die Eigenfunktionen des Hamilton-Operators in Bereichen des Phasenraumes lokalisiert sind, die unter der klas-sischen Dynamik invariante Mengen umfassen, n�amlich in Bereichen regul�areroder chaotischer Dynamik [Ely88].In diesem Sinne kann man dann von regul�aren und irregul�aren Zust�anden spre-chen. Eine typische Eigenschaft irregul�arer Zust�ande ist ihre breite "Vertei-lung\ �uber viele Eigenzust�ande in verschiedenen Basissystemen. Nimmt manbeispielsweise die Eigenfunktionen �n des Harmonischen Oszillators oder dieEigenfunktionen des ungest�orten Systems11 und entwickelt einen irregul�arenEigenzustand c =Xn an �n (3.49)danach, so liegen in der Regel viele Entwicklungskoe�zienten in der gleichenGr�o�enordnung, der Zustand ist somit �uber viele Basiszust�ande "verteilt\. EinMa� daf�ur liefert die EntropieS = �Xn janj2 lnjanj2; (3.50)die die Lokalisierung des Zustands in der gew�ahlten Basis angibt. Die Anzahlder involvierten Zust�ande betr�agt etwa eS [Ely88]. Allerdings ist eine gro�eEntropie kein Beweis f�ur Chaos. Es bedeutet nur, da�  c von den gew�ahltenBasiszust�anden sehr verschieden ist.�Ahnliche Betrachtungen lassen sich auch in der Phasenraumdarstellung mittelsder in Abschnitt 3.1 besprochenen Phasenraumverteilungen anstellen. Dort ist11Falls das betrachtete System in Abh�angigkeit von einem Parameter von Integrabilit�at inChaos �ubergeht, so kann man den integrablen Fall als das "ungest�orte\ System betrachten.



84 3 Quantenmechanikein chaotischer Zustand in der Regel �uber den ganzen chaotischen Phasenraum-bereich verteilt (mit einer Reihe von lokalen Maxima und Minima). Analog l�a�tsich auch dort eine EntropieS = � 12�~ Z �H (q; p) ln�H (q; p) dq dp (3.51)de�nieren, f�ur die eS die Anzahl der involvierten Zust�ande minimaler Unsch�arfe�q�p angibt [KW96]. �H bezeichnet dabei die Husimi-Verteilung.3.3.4 Eigenschaften nichtstation�arer Zust�andeAus der zeitlichen Entwicklung nichtstation�arer Zust�ande, im einfachsten Fallzu einem Zeitpunkt irgendwo im Phasenraum lokalisierter Wellenpakete, kannman auch Informationen gewinnen. W�ahlt man als Anfangsbedingung ein Wel-lenpaket  (0), so entwickelt sich dies in der Eigenbasis des Sytems gem�a� (3.31)f�ur autonome Systeme bzw. (3.38) f�ur nichtautonome, periodische Systeme.Unabh�angig davon, ob die Zeitentwicklung durch regul�are oder irregul�are Ei-genzust�ande des System beschrieben wird, sind die beteiligten Frequenzen Ei~bzw. �i~ diskret . Das steht im Gegensatz zur Klassischen Mechanik, in der dasFrequenzspektrum der Autokorrelationsfunktion f�ur chaotische Dynamik kon-tinuierlich ist, also �uberabz�ahlbar viele Frequenzen enth�alt.Auch in der Quantenmechanik l�a�t sich eine Autokorrelationsfunktion de�nie-ren, und zwar durchC (t) = � (0);  (t)�: (3.52)Das Frequenzspektrum der Autokorrelationsfunktion enth�alt genau diejenigenFrequenzen, die in die Dynamik von  (t) involviert sind [KW96]. Die Autokor-relationsfunktion stellt daher eine einfache Methode dar, Informationen �uberdas Energiespektrum eines Systems zu sammeln.Die FunktionP (t) = jC (t)j2 (3.53)wird als "R�uckkehr-Wahrscheinlichkeit\ (recurrence probability) bezeichnet[KW96]. P (t) = 1 bedeutet, da�  (t) mit  (0) identisch ist. Aus einem dis-kreten Quantenspektrum folgt, da� f�ur jede Wellenfunktion die R�uckkehr-Wahrscheinlichkeit P (t) im Laufe der Zeit beliebig nahe an 1 herankommt[Ely88].3.4 Der quantenmechanische Tunnele�ektEin quantenmechanischer E�ekt, f�ur den es kein klassisches Analogon gibt, istder Tunnele�ekt, bei dem ein Wellenpaket aus einem klassisch erlaubten Bereich



3.4 Der quantenmechanische Tunnele�ekt 85durch einen klassisch verbotenen Bereich in einen anderen klassisch erlaubtenBereich tunnelt. Am bekanntesten ist der Tunnele�ekt zwischen Energiebarrie-ren, bei dem die Wellenfunktion durch eine Potentialbarriere, einen energetischverbotenen Bereich tunnelt. Findet der Tunnele�ekt zwischen zwei Gebietenstatt, die nicht durch eine Energiebarriere getrennt sind, sondern deren klassi-sche Dynamik durch irgendeine andere Erhaltungsgr�o�e getrennt verl�auft, z.B.durch eine Drehimpulsbarriere, so spricht man von dynamischem Tunneln. Inden meisten F�allen ist es jedoch nicht m�oglich, explizit eine klassische Erhal-tungsgr�o�e nennen, die durch den Tunnele�ekt verletzt wird.3.4.1 Die EBK-QuantisierungF�ur das Verst�andnis des Tunnele�ektes zwischen verschiedenen Regularit�atsbe-reichen und auch f�ur das Verst�andnis der quantenmechanischen Dynamik in ge-mischten Systemen bildet die Einstein-Brillouin-Keller-Quantisierung einwichtiges Werkzeug. Die EBK-Quantisierung ist eine Erweiterung der Bohr-Sommerfeld-Quantisierung auf nichtseparable Systeme [Kel58, Per77]. Eshandelt sich dabei um eine semiklassische Theorie, d.h. es wird mittels derklassischen Dynamik eines Systems die quantenmechanische Dynamik n�ahe-rungsweise beschrieben.Gegeben sei ein System mit f Freiheitsgraden und der Hamilton-FunktionH(q;p; t), und sei  (q; t) eine L�osung der entsprechenden Schr�odinger-Gleichung. Es soll angenommen werden, da� sich  n�aherungsweise durch eineendliche Summe 0(q; t) = rXk=1Ak(q; t) e i~Sk(q;t) (3.54)beschreiben l�a�t. Sk und Ak sollen dabei ausschlie�lich durch die klassische Dy-namik bestimmt sein. W�ahrend  0 nat�urlich eine eindeutige Funktion darstellt,k�onnen Sk und Ak mehrdeutig sein. Das mu� man sich in etwa so vorstellen,da� beispielsweise f�ur ein Teilchen der Masse m in einem eindimensionalen, zei-tunabh�angigen Potential der Impuls p(q) = �p2m(E � V (q)) als Funktion desOrtes nicht eindeutig bestimmt ist. In gleicher Weise sind auch Sk und Ak mehr-deutig und die Indizes k bezeichnen die verschiedenen Zweige der Funktionen.Die physikalische Idee, die hinter diesem Ansatz steckt, ist die, da� sich z.B.ein station�arer Zustand als Summe �uber r sich bewegende Zust�ande darstellenl�a�t. Im einfachsten Fall eines Potentialtopfes mit unendlich hohen W�anden bei�q0 und V (q) = 0 f�ur �q0 � q � q0 sind dies beispielsweise die zwei Zust�andee�ikq mit geeignet zu w�ahlendem Wellenvektor k = p~ .Nun gibt es noch eine wichtige Nebenbedingung, die Sk und Ak erf�ullen m�ussen.Es seien Bk und Bl verschiedene, stetige Zweige einer mehrdeutigen Funktion.Durchl�auft man von einem Punkt q eine Kurve { dies mu� keine Trajektoriesein { im Ortsraum und kehrt zum Ausgangspunkt zur�uck, so erh�alt man nichtnotwendigerweise wieder Bk(q), sondern Bl(q). Man kann also von einem Zweigder Funktion auf einen anderen wechseln.



86 3 QuantenmechanikDas kann man sich beispielsweise so vorstellen, da� beim Durchlaufen einerklassischen Trajektorie in einem Potential V (q) der Impuls sein Vorzeichen amklassischen Umkehrpunkt �andert. Erreicht die Trajektorie zum ersten Mal wie-der ihren Ausgangspunkt q0, so ist der Impuls stetig von p(q0) in �p(q0) �uber-gegangen. Der �Ubergang zwischen den beiden Zweigen des Impulses ist dabeiam klassischen Umkehrpunkt erfolgt.In jedem Fall aber m�ussen die verschiedenen Summanden in (3.54) stetig in-einander �ubergehen. An einem Punkt q0, an dem die verschiedenen Zweige Skund Sl sowie Ak und Al ineinander �ubergehen, mu� daher gelten:Ak(q0; t) e i~Sk(q0;t) = Al(q0; t) e i~Sl(q0;t): (3.55)Das ist genau dann der Fall, wenn es ein n 2 Z gibt mitln�Ak(q0; t) e i~Sk(q0;t)� = ln�Al(q0; t) e i~Sl(q0;t)�+ 2�in: (3.56)Durch Umformung erh�alt man schlie�lichSk(q0; t)� Sl(q0; t) = 2�~�n+ i2� �lnAk(q0; t)� lnAl(q0; t)��: (3.57)Die obigen Di�erenzen zwischen den verschiedenen Zweigen von Sk und Ak, diebeim Durchlaufen einer in q0 startenden, geschlossenen Kurve auftreten, lassensich auch als Linienintegral �uber diese Kurve ausdr�ucken:I rSk(q; t) dq = 2�~�n+ i2� I r lnAk(q; t) dq� (3.58)F�ur ein fest gew�ahltes Sk und Ak ist diese Gleichung f�ur alle geschlossenenKurven f�ur ein (von der Kurve abh�angiges) n 2 Z erf�ullt.Im folgenden soll nun auf den Index k verzichtet werden, da er f�ur die weiterenAusf�uhrungen nicht wesentlich ist.Setzt man  0 in die Schr�odinger-Gleichung ein und betrachtet nur die Termein niedrigster Ordnung von ~, so erh�alt man als Bestimmungsgleichung f�ur Sdie klassische Hamilton-Jacobi-Gleichung:H(q;rS; t) = �@S@t : (3.59)F�ur P := A2 ergibt sich die klassische Liouville-Gleichung (3.2)@P@t = � fXj=1 _qj @P@qj (3.60)f�ur eine impulsunabh�angige "Verteilung\ P (q; t), die nicht einmal reell zu seinbraucht. rS l�a�t sich mit dem Impuls p identi�zieren und (3.58) geht �uber inI fXj=1 pj(q; t) dqj = 2�~�n+ i2� I r lnA(q; t) dq� : (3.61)



3.4 Der quantenmechanische Tunnele�ekt 87Hierbei ist anzumerken, da� nicht jede im Ortsraum geschlossene Kurve C imSinne des obigen Wegintegrals eine geschlossene Kurve darstellt. Stattdessenmu� der Weg so gew�ahlt werden, da� p(q) physikalisch "sinnvolle\ Werte an-nehmen kann. So mu� z.B. der Impuls in die Integrationsrichtung zeigen, d.h.es gilt p(q) > 0 f�ur die Integration von q1 nach q2 mit q1 < q2 und p(q) < 0 beiIntegration in die Gegenrichtung. (C; p(C)) mu� eine geschlossene Kurve (nichtnotwendigerweise eine Trajektorie) im Phasenraum darstellen12.Die Wegintegrale �uber zwei geschlossene Kurven sind identisch, falls die bei-den Kurven ineinander �uberf�uhrt werden k�onnen, ohne eine Singularit�at desIntegranden zu passieren. Im allgemeinen gibt es nur eine endliche Zahl vonKlassen unabh�angiger Kurven, die nicht ineinander �uberf�uhrt werden k�onnen.Jede andere geschlossene Kurve l�a�t sich darstellen als endliche Linearkom-bination solcher Kurven mit ganzzahligen Koe�zienten. Ist (3.61) erf�ullt f�urirgendein n f�ur je eine Kurve jeder der unabh�angigen Klassen von Kurven, soist die Gleichung f�ur alle geschlossenen Kurven erf�ullt. Jede Klasse unabh�angi-ger Kurven ist �aquivalent zu einer Quantenzahl. Gibt es N solcher Klassen,so ist die exakte L�osung  der Schr�odinger-Gleichung eine L�osung mit denQuantenzahlen n1; : : : ; nN . Gilt f�ur ein autonomes System N = f , so ist derZustand  eindeutig durch diesen Satz von Quantenzahlen beschrieben [Kel58].Eine L�osung S der Hamilton-Jacobi-Gleichung (3.59) hat im allgemeineneine unendliche Mehrdeutigkeit, d.h. unendlich viele verschiedene Zweige, aberes gibt in jedem Fall nur endlich viele, die sich nicht nur um eine additiveKonstante unterscheiden. Daher hat rS = p nur endlich viele verschiedeneZweige [Kel58].Das Wegintegral �uber lnA h�angt nur von der Anzahl m der sogenannten Fo-kalpunkte oder Kaustiken ab, die auf der Kurve liegen, und ergibt �i�2m. Manbezeichnet m auch als Maslov-Index [Per77]. F�ur die endg�ultige Quantisie-rungsbedingung ergibt sich schlie�lich:I fXj=1 pj(q; t) dqj = 2�~�n+ m4 � : (3.62)Die Fokalpunkte entsprechen im wesentlichen den klassischen Umkehrpunkten.F�ur den Harmonischen Oszillator gilt daher beispielsweise m = 2.3.4.2 Die EBK-Quantisierung f�ur nichtautonome SystemeAuch wenn die urspr�ungliche Formulierung der im vorigen Abschnitt beschrie-benen EBK-Theorie in [Kel58] auch nichtautonome Systeme mit einschlie�t,12Genaugenommen steckt dahinter eine topologische �Uberlegung, die an dieser Stelle zu weitf�uhren w�urde. Im eigentlichen Sinne sind diese Wegintegrale nicht �uber Kurven im Orts-raum, sondern in einer durch die Zweige von Sk bestimmten f -dimensionalen Mannigfaltig-keit auszuwerten. Setzt man aber auf einzelnen Kurvenst�ucken den physikalisch "richtigen\Zweig der Funktionen ein, so lassen sich die Integrale auch �uber dem Ortsraum ausf�uhren.An dieser Stelle wird auf die angegebene Literatur verwiesen.



88 3 Quantenmechanikso l�a�t sie sich in der Praxis nur auf autonome Systeme anwenden. DerGrund liegt darin, da� die von Maslov und Fedoriuk entwickelte Metho-de des kanonischen Operators, die die exakte mathematische Grundlage f�ur dieEBK-Quantisierung bildet, einen Phasenraum mit gerader Dimension ben�otigt.Nichtautonome Systeme besitzen dagegen einen aus q, p und � bestehendenPhasenraum mit ungerader Dimension [BH91].In diesem Abschnitt soll die Erweiterung der EBK-Theorie auf nichtautonome,periodische Systeme lediglich skizziert werden. F�ur weitergehende Einzelheitensei auf [BH91] verwiesen.Gegeben sei ein nichtautonomes System mit f Freiheitsgraden der Bewegungund einer T -periodischen Hamilton-Funktion H(q;p; t). Zun�achst wird einezyklische Variable � mit _� = 1 eingef�uhrt, wie in Abschnitt 2.1.2 beschriebenwurde. Durch Einf�uhrung einer weiteren, zu � kanonisch konjugierten Variablenp� und einer neuen Hamilton-FunktionH 0(q;p; �; p�) := H(q;p; �) + p� (3.63)erh�alt man ein autonomes System mit einem (2f + 2)-dimensionalen Phasen-raum. � und p� erf�ullen die kanonischen Bewegungsgleichungen_� = @@p�H 0(q;p; �; p�) = 1; (3.64a)_p� = � @@�H 0(q;p; �; p�): (3.64b)Auf dieses System l�a�t sich die EBK-Quantisierung anwenden. Man erh�alt ana-log zu (3.62) f +1 voneinander unabh�angige geschlossene Kurven Ci und somitf + 1 Quantisierungsbedingungen:ICi p dq + p� d� = 2�~�ni + mi4 � : (3.65)Ohne Einschr�ankung ist es m�oglich, die Kurven Ci so zu w�ahlen, da� C1; : : : ; Cfin einer Ebene � = const liegen, und Cf+1 so zu w�ahlen, da� diese Kurve imwesentlichen "entlang\ der �-Achse l�auft. Dann gilt mf+1 = 0, da es keineklassischen Umkehrpunkte in Zeitrichtung gibt.Die Integrationswege k�onnen so gew�ahlt werden, da� bei R�uckkehr in den (2f+1)-dimensionalen Phasenraum des urspr�unglichen Systems (3.65) f�ur 1 � i � f�ubergeht inICi p dq = 2�~�ni + mi4 � : (3.66)Dies sind Integrationswege innerhalb einer Poincar�e-Schnitt
�ache � = const.Die (f +1)-te Quantisierungsbedingung sichert die Periodizit�at der Funktionenun(t) der Quasienergiezust�ande. Die Quantenzahl nf+1 korrespondiert dabei zueiner Quasienergie von �� 2�~T nf+1.Insgesamt reicht es also, f�ur nichtautonome, periodische Systeme die EBK-Quantisierung auf einen Poincar�e-Schnitt anzuwenden.



3.4 Der quantenmechanische Tunnele�ekt 893.4.3 Die Lokalisierung von Eigenfunktionen inRegularit�atsgebietenIn diesem Abschnitt geht es darum, mit Hilfe der EBK-Quantisierung Aussagen�uber die Art der Eigenzust�ande in regul�aren Bereichen des Phasenraumes zumachen. Dies ist von besonderem Interesse f�ur gemischte Systeme, in denen so-wohl regul�are als auch chaotische Dynamik nebeneinander existieren. Die Struk-tur von Regularit�atsgebieten um einen periodischen Orbit im Phasenraum, diesich in einer Poincar�e-Abbildung als regul�are Inseln aus invarianten Liniendarstellen, ist f�ur integrable und nichtintegrable Systeme �ahnlich, auch wenndie Dynamik im nichtintegrablen Fall deutlich komplexer ist als im integrablenFall. Im allgemeinen wird eine regul�are Insel in einem nichtintegrablen Systemein vollst�andiges KAM-Szenario durchlaufen, welches in Abschnitt 2.2.4 an-gesprochen wurde: Die Tori zu rationalen Windungszahlen sind unter Bildungvon regul�aren Inselketten und heretoklinem Chaos aufgebrochen, und nur dieTori zu hinreichend irrationalen Windungszahlen sind stabil. Um die folgen-den �Uberlegungen zu vereinfachen, soll die innere Struktur aus zerst�orten underhaltenen Tori jedoch vernachl�assigt werden [BTU93].F�ur autonome Systeme mit f Freiheitsgraden der Bewegung verl�auft die Be-wegung innerhalb eines Regularit�atsgebietes auf f -dimensionalen Tori in ei-nem 2f -dimensionalen Phasenraum. F�ur nichtautonome Systeme reicht es nachdem im vorigen Abschnitt Gesagten, einen 2f -dimensionalenPoincar�e-Schnittzu betrachten. Die EBK-Quantisierungsbedingungen (3.62) in Form der Wir-kungsintegraleJi = 12� ICi p(q) dq = ~�ni + mi4 � (3.67)sind invariant unter kanonischen Transformationen [Per77]. Es bietet sich daheran, die Wegintegrale in lokalen13 Wirkungs-Winkel-Variablen J , # auszuwerten,so da� die Integration �uber einem invarianten Torus statt�ndet. Auf einem f -dimensionalen Torus gibt es genau f voneinander unabh�angige geschlosseneKurven, die f Quantenzahlen entsprechen.Als Integrationswege w�ahlt man sinnvollerweise die f Wegintegrale entlang je-weils einer der Winkelvariablen #i, d.h.Ci : [0; 2�[! [0; 2�[f ; #i 7! (0; : : : ; #i; : : : ; 0): (3.68)Die Quantisierungsbedingungen gehen dann �uber inJi = 12� ICi p dq = 12� 2�Z0 Ji d#i = ~�ni + mi4 � : (3.69)13Diese Transformation kann aus zwei Gr�unden nicht global durchgef�uhrt werden. Zum einensind die Wirkungs-Winkel-Variablen nicht in den chaotischen Bereichen de�niert, und zumanderen k�onnen zwei Tori von zwei verschiedenen regul�aren Inseln zu demselben Wert vonJ geh�oren.



90 3 QuantenmechanikDieMaslov-Indicesmi sind dabei vom jeweiligen Integrationsweg Ci abh�angig.Erf�ullen f�ur einen Torus alle Ji diese Relationen, so spricht man von einemquantisierten EBK-Torus, und die Energie E des Torus ist ein Eigenwert desHamilton-Operators.Im Falle nur eines Freiheitsgrades reduzieren sich die Quantisierungsbedingun-gen aufJ = IC p(q) dq = 2�~�n+ 12� ; (3.70)da der Maslov-Index f�ur die einzige geschlossene Kurve auf einem 1-Torus 2ist (es gibt genau zwei Umkehrpunkte). J beschreibt in diesem Fall die Fl�acheinnerhalb des Torus.Erf�ullt J die Quantisierungsbedingung, so ist im Torus ein sogenannter EBK-Eigenzustand lokalisiert. Man kann das so erkl�aren, da� au�erhalb des Torusdie kinetische Energie negativ und der Impuls somit imagin�ar wird. Damit wirdS ebenfalls imagin�ar und die Wellenfunktion (3.54) f�allt au�erhalb des Torusexponentiell ab. Tori zu h�oheren Quantenzahlen sind dann zumindest f�ur einigeSysteme zunehmend auf dem Torus selbst lokalisiert14 [BTU93].Damit in einer regul�aren Insel in semiklassischer N�aherung �uberhaupt ein Ei-genzustand (n = 0) lokalisiert ist, mu� die Fl�ache der Inseln mindestens �~betragen.Auch f�ur zwei Freiheitsgrade kann man zeigen, da� die Fl�ache der regul�aren In-seln in einer zweidimensionalen Poincar�e-Abbildung mindestens �~ betragenmu�, damit dort ein Eigenzustand lokalisiert ist.Eigenzust�ande, die in Regularit�atsbereichen lokalisiert sind, werden als regul�areEigenzust�ande bezeichnet { im Gegensatz zu chaotischen Eigenzust�anden, diein Chaosbereichen lokalisiert sind. Diese Unterscheidung entspricht dem Klas-si�kationsschema von Percival, das in Abschnitt 3.3.1 bereits angesprochenwurde. Diese Unterscheidung ist nicht v�ollig exakt, da die Semiklassik, auf derdiese Unterscheidung beruht, nur im Grenzfall ~! 0 exakt gilt.Tats�achlich stellt die EBK-Quantisierung ein exzellentes N�aherungsverfahrendar, um die Anzahl der in einem regul�aren Phasenraumbereich lokalisiertenEigenzust�ande zu berechnen. Beispielsweise sagt die EBK-Theorie f�ur den un-ged�ampften Duffing-Oszillator mit �au�erer Anregung bei einer bestimmte Pa-rameterwahl eine Zahl von 24 Quasieigenzust�anden innerhalb einer regul�aren In-sel voraus, die auch tats�achlich mit der Zahl der numerisch gefundenen Zust�ande�ubereinstimmt [BTMK92].14Die Lokalisierung einer Wellenfunktion auf einem Torus ist im Sinne derWigner-/ Husimi-Darstellung zu sehen.



3.4 Der quantenmechanische Tunnele�ekt 913.4.4 Regul�ares TunnelnBei dem Begri� Tunnele�ekt denkt man zumeist an das Tunneln von Wellen-paketen durch Potentialbarrieren, wobei ein Teil der Wellenfunktion durch einePotentialbarriere hindurchtunnelt und nicht wieder zur�uckkehrt. Intuitiv w�urdeman vielleicht erwarten, da� ein in einer von zwei benachbarten Potentialmul-den lokalisiertes Wellenpaket im Laufe der Zeit in die andere Potentialmuldehineintunnelt, bis sich ein Gleichgewicht eingestellt hat. Das ist aber nicht derFall.Verl�auft die klassische Dynamik auf einem endlichen Phasenraumbereich, sowird die quantenmechanische Dynamik im wesentlichen nur von endlich vielenEigenzust�anden des Systems getragen. Ein Zustand, der sich in einer endlichenBasis von Eigenzust�anden entwickeln l�a�t, wird sich in jedem Fall quasiperi-odisch, wenn nicht sogar periodisch entwickeln. Aus diesem Grund mu� auchdas Tunneln zwischen Regularit�atsbereichen quasiperiodisch ablaufen.Im folgenden wird auf die Unterscheidung zwischen Energiezust�anden autono-mer Systeme und Quasienergiezust�anden nichtautonomer Systeme verzichtet.Tats�achlich l�auft der Tunnele�ekt in beiden F�allig vollkommen analog ab.Gegeben sei ein System mit einer diskreten Phasenraumsymmetrie P. Im Falldes in dieser Arbeit betrachteten Duffing-Oszillators mit parametrischer An-regung ist dies der Parit�atsoperator. Seien A1 und A2 zwei getrennte Phasen-raumgebilde, die invariant unter der klassischen Dynamik sind und unter derSymmetrieoperation P ineinander �ubergehen, d.h. A2 = PA1, A1 = PA2.Speziell seien A1;2 EBK-quantisierte Tori innerhalb von regul�aren Inseln. Aufjedem der Tori existiert dann ein EBK-Eigenzustand  i(q) , i 2 f1; 2g mit derquantisierten Energie E. Wegen der globalen Symmetrie gilt  2(q) =  1(P(q))[FD98].Diese beiden Zust�ande sind bis zu einer gew�ahlten Ordnung15 in ~ entartet,allerdings sind  1 und  2 keine exakten Eigenzust�ande des Systems. Die exaktenEigenzust�ande sind symmetrisch oder antisymmetrisch unter P, d.h.��(q) � 1p2 ( 1(q)�  2(q)) ; (3.71)und ihre Eigenenergien spalten um einen Wert �E auf, der zu einem periodi-schen Tunnele�ekt mit der Periode � = 2�~�E f�uhrt. Man spricht in diesem Fallvon quasienarteten Eigenzust�anden.Diesen Zusammenhang kann man sich leicht klarmachen. Der Hamilton-Ope-rator in der  1;2-Basis l�a�t sich darstellen alsĤ � a1a2 � = � E �2�2 E � � a1a2 � (3.72)15Es k�onnen f�ur jede beliebige Ordnung in ~ EBK-Zust�ande konstruiert werden, die dieSchr�odinger-Gleichung bis zu dieser Ordnung in ~ erf�ullen.



92 3 Quantenmechanikmit �2 = � 1;  2�, zumindest solange das Matrixelement � schneller f�ur ~ ! 0verschwindet als jede Potenz [BTU93]. Durch Diagonalisierung erh�alt man danndie tats�achlichen Eigenenergien E� �2 mit � = �E und die Eigenfunktionen aus(3.71).Nun wird gezeigt, da� es durch diese Energieaufspaltung tats�achlich zu einemTunnele�ekt kommt. Seien �1 und �2 Eigenfunktionen von Ĥ mit den Eigen-energien E1 und E2. Als Anfangsverteilung werde (0) = ��1 + ��2 (3.73)gew�ahlt mit j�j2 + j�j2 = 1. Es k�onnen �, �, �1 und �2 o.B.d.A. als reellangesetzt werden.F�ur die Zeitenwicklung von  erh�alt man (t) = ��1 e� i~E1t + � �2 e� i~E2t; (3.74)und nach kurzer Umformung ergibt sich f�ur die Aufenthaltswahrscheinlichkeits-dichte�(t) = j (t)j2 = �2 �21 + �2 �22 + 2� � cos�E1 �E2~ t� �1 �2= 12 (��1 + ��2)2�1 + cos�E1 �E2~ t��+ 12 (��1 � ��2)2�1� cos�E1 �E2~ t�� : (3.75)Diese beschreibt eine Oszillation zwischen den Zust�anden ��1+��2 und ��1���2 mit der Periode� = 2�~jE1 �E2j (3.76)und der AmplitudeA = 2��: (3.77)Gleichung (3.75) f�uhrt nicht automatisch zu einem Tunnele�ekt, sondern istabh�angig davon, wo die beiden Zust�ande �1;2 lokalisiert sind. W�ahlt man aberspeziell (0) =  1 � 1p2 ��+ + ��� (3.78)in (3.73), d.h. � = � = 1p2 , �1 = �+ und �2 = ��, so wird die Oszillationsam-plitude zu 1 und (3.75) geht �uber inj 1(t)j2 � 12 j 1j2�1 + cos�E1 �E2~ t��+ 12 j 2j2�1� cos�E1 �E2~ t�� : (3.79)



3.4 Der quantenmechanische Tunnele�ekt 93Das bedeutet also, da� die Wellenfunktion, die anfangs am quantisierten To-rus A1 lokalisiert ist, im Laufe der Zeit dort langsam verschwindet, und nacheiner halben Periode vollst�andig zum zweiten quantisierten Torus A2 hindurch-getunnelt ist. Im Laufe einer weiteren halben Tunnelperiode wiederholt sich derProze� in umgekehrter Richtung, und zur Zeit � be�ndet sich die Wellenfunk-tion wieder in ihrem Ausgangszustand.Meist ist die Tunnelperiode � sehr gro�, was dazu �aquivalent ist, da� die demTorus entsprechende klassische Erhaltungsgr�o�e nur sehr schwach verletzt ist.Je gr�o�er die Energieaufspaltung ist, desto gr�o�er ist die Tunnelrate.Speziell f�ur den integrablen Fall eines eindimensionalen Doppelmuldenpotenti-als l�a�t sich die Energieaufspaltung in semiklassischer N�aherung [DH81, KW96]f�ur zwei EBK-Tori zur Energie E berechnen:�E = ~!� exp0@�1~ q+Zq� p2mjE � V (q)j dq1A : (3.80)q� und q+ sind dabei die klassischen Umkehrpunkte der Bewegung, zwischen de-nen der Tunnele�ekt statt�ndet, und ! bezeichnet die Frequenz des klassischenTorus der Energie E. O�ensichtlich ist die Energieaufspaltung und damit dieTunnelrate exponentiell von ~ abh�angig. Weitere Abh�angigkeiten liegen in derEntfernung zwischen den Potentialmulden, speziell in der Entfernung q+ � q�zwischen den klassischen Umkehrpunkten sowie der H�ohe der PotentialbarriereV (q)�E.W�ahlt man f�ur die Beobachtung des Tunnele�ekts f�ur verschiedene ~ jeweilsimmer einen Torus zur Energie E, so ver�andert sich das Integral I in (3.80)nicht, und �E ist ausschlie�lich von der Variation von ~ abh�angig. F�ur dieTunnelperiode ergibt sich aus (3.76) und (3.80) :�(~) = 2�~�E � e I~ : (3.81)Das bedeutet aber auch, da� der Torus zur Energie E f�ur kleiner werdendes ~zu immer h�oheren Quantenzahlen geh�ort. Umgekehrt geh�ort ein Torus zu einerfesten Quantenzahl zu kleiner werdenden Energien und einer kleiner werdendenFl�ache. Daher vergr�o�ert sich der Integrationsweg in (3.80), weil die klassischenUmkehrpunkte auf dem klassischen Torus zur Energie E liegen und gegen diePotentialminima streben. Gleichzeitig vergr�o�ert sich auch der Integrand, dadie Energie des Torus sinkt und V (q) � E im klassisch verbotenen Bereich,�uber den integriert wird, positiv ist.Von den bisherigen �Uberlegungen ausgehend ist also zu erwarten, da� die Ener-gieaufspaltung der quasientarteten EBK-Zust�ande f�ur ~ ! 0 exponentiell ab-nimmt und damit der Tunnele�ekt im klassischen Grenzfall verschwindet.Falls durch Variation eines Systemparameters die Symmetrie P verletzt wird,bricht der Tunnele�ekt sehr schnell zusammen. Die Energieentartung �E im



94 3 Quantenmechanikzweidimensionalen Unterraum der ehemals zueinander symmetrischen EBK-Tori A1 und A2 wird in der Regel gr�o�er werden, d.h. die Tunnelperiodek�urzer. Gleichzeitig wird die Energieaufspaltung nicht mehr zwischen den ehe-mals (anti-) symmetrischen Zust�anden �+ und �� sondern zwischen anderenLinearkombinationen � 1+� 2 erfolgen mit dem Resultat, da� die Tunnelamp-litude beliebig klein werden kann. Zumindest f�ur den Fall eines dynamischenTunnelns wurde gezeigt, da� bereits eine geringe Symmetrieverletzung dazuf�uhren kann, da� die Tunnelamplituden um mehrere Gr�o�enordnungen kleinerwerden [DH81].Der Tunnele�ekt �ndet tats�achlich nur zwischen zueinander symmetrischenEBK-Tori statt. Existieren im Phasenraum zwei Paare von zueinander symme-trischen (ingesamt vier) regul�aren Inseln, so �ndet das Tunneln jeweils nur zwi-schen den zueinander symmetrischen Inseln statt. Leider war es nicht m�oglich,im Fall des unged�ampften Duffing-Oszillators mit parametrischer Anregungein Beispiel f�ur eine solche Phasenraumdynamik zu �nden, f�ur die eine numeri-sche Untersuchung mit den zur Verf�ugung stehenden Mitteln h�atte durchgef�uhrtwerden k�onnen16. Im Fall des Duffing-Oszillators mit �au�erer Anregung istdies jedoch m�oglich und an numerischen Beispielen auch durchgef�uhrt worden[LB91].Wird ein unter der klassischen Dynamik invariantes PhasenraumobjektB durchP auf sich selbst abgebildet, d.h. PB = B, so kommt es nicht zu einer Auf-spaltung in quasientartete Zust�ande [FD98]. Dies hat bei vielen Systemen aucheine praktische Bedeutung. Oft ist es so { wie auch im Fall des in dieser Arbeituntersuchten Systems {, da� regul�are Phasenraumbereiche durch eine Symme-trieoperation auf ihr symmetrisches Gegenst�uck abgebildet werden, w�ahrendder chaotische Bereich auf sich selbst abgebildet wird. Daher sind die regul�arenZust�ande im Energiespektrum durch ihre sehr kleinen Energieaufspaltungenzu identi�zieren, die bei Eigenenergieen, die zu chaotischen Zust�anden geh�oren,nicht auftreten. Zuf�allige �Ubereinstimmungen von Eigenenergieen zu zwei chao-tischen Zust�anden sind selten, da chaotische Eigenzust�ande aufgrund der inAbschnitt 3.3.2 diskutierten Level-Absto�ung die Eigenenergien benachbarterZust�ande zu vermeiden suchen [BTU93].3.4.5 Chaotisches TunnelnDas Verschwinden der Energieaufspaltung der quasientarteten EBK-Zust�andeund somit das Verschwinden des Tunnele�ekts im klassischen Grenzfall ~ ! 0wird in der Regel nur f�ur integrable und quasiintegrable Systeme beobachtet,bei denen die chaotische Dynamik vernachl�assigbar17 ist. Sind die beiden am16F�ur n�ahere Angaben siehe die Diskussion in Abschnitt 3.5.17Vernachl�assigbar bedeutet, da� das Phasenraumvolumen, in dem sich chaotische Dynamikabspielt, klein sein mu� gegen�uber dem Volumen der regul�aren Bewegung. Eine solche Dyna-mik wird auch als quasiintegrabel bezeichnet. Das ist nat�urlich eine Frage der Gr�o�enskala,mit der man die Dynamik betrachtet. F�ur beliebig kleines ~ wird n�amlich jeder noch sokleine chaotische Phasenraumbereich f�ur die Dynamik relevant, sobald sich Eigenzust�andein ihm lokalisieren lassen.



3.4 Der quantenmechanische Tunnele�ekt 95Tunnelproze� beteiligten quantisierten EBK-Tori dagegen durch einen chaoti-schen Bereich getrennt, so beobachtet man durchaus sehr starke Schwankungen�uber mehrere Gr�o�enordnungen in der Energieaufspaltung [BTU93].Oft �ndet man beim �Ubergang von regul�arer zu chaotischer Dynamik ein starkesAnsteigen der Tunnelrate um mehrere Gr�o�enordnungen. Ein Grund liegt si-cher darin, da� mit demWachsen des chaotischen Phasenraumbereichs die H�ohevon Energiebarrieren abnehmen kann, wodurch der Tunnele�ekt verst�arkt wird.Dadurch lassen sich aber nicht die beobachteten Schwankungen in der Tunnel-periode erkl�aren. Daher liegt der Gedanke nahe, da� die chaotische Dynamikdes Phasenraumbereichs, den die Wellenfunktion beim Tunneln passieren mu�,in irgendeiner Weise Ein
u� auf den Tunnele�ekt hat. In diesem Zusammen-hang spricht man von "chaos assisted tunneling\ [BTU93]. Die Ursache hierf�urwar lange Zeit unklar und ist bis heute nicht abschlie�end gekl�art [FD98].F�ur Systeme mit teilweise chaotischer Dynamik l�a�t sich der Tunnele�ekt nichtallein mit dem im vorigen Abschnitt beschriebenen 2-Level-Proze� erkl�aren. DieUrsache liegt darin, da� die im chaotischen Bereich lokalisierten Eigenzust�andeden Tunnele�ekt beein
ussen. Mindestens ist daher zur Beschreibung des "cha-os assisted tunneling\ ein 3-Level-Proze�, wenn nicht sogar ein multi-Level-Proze� notwendig. Im folgenden soll der in [BTU93] entwickelte 3-Level-Proze�vorgestellt werden, um zumindest prizipiell deutlich zu machen, inwiefern einchaotischer Eigenzustand die regul�aren Zust�ande auf den EBK-Tori beein
us-sen kann.Gegeben seien wieder zwei zueinander symmetrische EBK-Zust�ande  1 und 2 zur Energie E. Im folgenden soll die Quasientartung vernachl�assigt werden.Statt  1;2 werden zweckm�a�igerweise � = 1p2 ( 1 �  2) (3.82)betrachtet. Man beachte, da� hier, im Gegensatz zu (3.71) das Gleichheits-zeichen (=) statt des "ungef�ahr gleich\-Zeichen (�) steht.  � bezeichnet denexakten, aus  1;2 gebildeten (anti-) symmetrischen Zust�and, aber keinen Eigen-zustand von Ĥ, �� aus (3.71) dagegen den (anti-) symmetrischen Eigenzustandvon Ĥ. Ferner sei ein chaotischer (ohne Einschr�ankung symmetrischer) Eigen-zustand �c mit einer Eigenenergie E0c � E gegeben. Dann koppelt �c mit  +,aber nicht mit  �; denn es gilt� �; Ĥ�c� = E0c � �; �c� = 0; (3.83)weil das Skalarprodukt eines symmetrischen und eines antisymmetrischen Zu-stands verschwindet. F�ur die Anwengung der St�orungsrechnung m�ussen die dreiZust�ande orthonormiert werden. Dies geschieht durch das Schmidt'sche Ortho-normierungsverfahren. Der "neue\ Zustand c := �c � � +; �c� +k�c � � +; �c� +k (3.84)



96 3 Quantenmechanikist dann allerdings kein exakter Eigenzustand zu Ĥ mehr. F�ur die Nichtdiago-nalelemente von Ĥ in der Basis f �;  +;  cg gilt :� �; Ĥ +� � �2 ; (3.85a)� �; Ĥ c� � 0; (3.85b)� +; Ĥ c� =: v (3.85c)und f�ur die Diagonalelemente :� �; Ĥ �� � E; (3.86a)� +; Ĥ +� � E; (3.86b)� c; Ĥ c� =: Ec � E0c: (3.86c)Dabei ist � = �E die Energieaufspaltung der Quasientartungen aus (3.72). Imfolgenden soll angenommen werden, da� � im Verh�altnis zu v 2 R vernachl�assigtwerden kann. v mu� au�erdem kleiner als jE �Ecj sein.Der Hamilton-Operator in der Basis der drei Zust�ande hat somit n�aherungs-weise folgende Gestalt:Ĥ0@ a�a+ac 1A = 0@ E 0 00 E v0 v Ec 1A0@ a�a+ac 1A : (3.87)Mittels entarteter St�orungsrechnung erh�alt man f�ur die Eigenzust�ande in ersterOrdnung :�� =  �; (3.88a)�+ =  + + vE �Ec c; (3.88b)�+c = � vE �Ec + +  c; (3.88c)und in zweiter Ordnung f�ur die Eigenenergien :E� = E; (3.89a)E+ = E + v2E �Ec ; (3.89b)E+c = Ec � v2E �Ec : (3.89c)Jetzt soll die zeitliche Entwicklung eines anfangs auf dem Torus A1 lokalisier-ten Wellenpakets, n�amlich  1 = 1p2 ( + +  �) untersucht werden. W�ahrendsich der Anteil  � = �� lediglich um die Phase e� i~Et �andert, ist die zeitli-che Entwicklung von  + � �+ � vE�Ec�+c etwas komplizierter. Es ergibt sichnach (3.75), (3.76) und (3.77) eine Oszillation mit der Amplitude j 2vE�Ec j und



3.4 Der quantenmechanische Tunnele�ekt 97der Tunnelperiode � = 2�~jE�Ecj . Das bedeutet, da� ein kleiner Teil des symmetri-schen Zustands  + von den beiden regul�aren EBK-Tori, auf denen er lokalisiertist, in den chaotischen Bereich des Phasenraumes tunnelt und nach der Oszil-lationsperiode � wieder in seinen urspr�unglichen Zustand zur�uckgetunnelt ist.Diese Oszillation zwischen dem regul�aren Zustand  + und dem chaotischen Zu-stand  c ist physikalisch daf�ur verantwortlich, da� die quasientartete EnergieE in E+ und E� aufspaltet.Nach einer Oszillationsperiode sind die Zeitentwicklungen der drei Eigen-zust�ande ��, �+ und �+c in guter N�aherung wieder in Phase, und man kannden Anteil von �+c vernachl�assigen. Nach n Perioden erh�alt man somit 1(n�) � 1p2 ���e� i~En� + �+e� i~�E+ v2E�Ec �n�� : (3.90)Das aber bedeutet nach (3.75), (3.76) und (3.77) wiederum eine Oszillation,diesmal zwischen �� und �+ mit der Amplitude 1 und der Oszillationsperi-ode T0 = 2�~v2 jE � Ecj > � . Mit anderen Worten: es �ndet ein vollst�andigerTunnele�ekt statt.Mit diesem 3-Level-Proze� l�a�t sich verstehen, wieso f�ur ~! 0 die Energieauf-spaltung in teilweise chaotischen Systemen nicht exponentiell gegen null geht.Je kleiner ~ wird, desto dichter liegen die Eigenenergien zusammen, auch imchaotischen Bereich. Daher wird die Wahrscheinlichkeit, da� die Eigenenergieeines chaotischen Zustand mit der Eigenenergie der gew�ahlten regul�aren EBK-Zust�ande fast zusammenf�allt, immer gr�o�er.F�ur das vollst�andige Verst�andnis von "chaos assisted tunneling\ reicht der obenbeschriebene 3-Level-Proze� nicht aus, da im allgemeinen kein einzelner chao-tischer Zustand eine so dominierende Rolle bei der Kopplung spielt, sondernin der Regel mehrere Zust�ande daran beteiligt sind. F�ur das grundlegendeVerst�andnis des Tunnele�ektes in chaotischen Systemen ist der 3-Level-Proze�aber durchaus relevant.3.4.6 Blockmatrix-ModelleEine allgemeinere Beschreibung des "chaos assisted tunneling\ mu� ber�ucksich-tigen, da� viele verschiedene chaotische Eigenzust�ande in diesen Proze� invol-viert sind. Da� kann dadurch geschehen, da� die beiden zueinander symmetri-schen EBK-Eigenzust�ande nicht nur wie in (3.87) durch einen einzelnen chaoti-schen Eigenzustand gekoppelt sind, sondern durch eine komplette Matrix einesGOE/COE f�ur zeitumkehrinvariante, bzw. GUE/CUE f�ur nicht zeitumkehrin-variante Systeme. Derartige Untersuchungen wurden auch bereits durchgef�uhrt.Sie haben aber den Nachteil, da� hierbei der chaotische Bereich des Phasenrau-mes zwischen den EBK-Tori implizit als strukturlos angenommen wird. E�ekte,die gerade durch Strukturen im chaotischen Phasenraumbereich hervorgerufenwerden, wie partielle Transportbarrieren in Form von zerfallenen KAM-Tori,sogenannten Cantori, lassen sich mit einem solchen Verfahren nicht beschreiben.



98 3 QuantenmechanikEin Beispiel f�ur solche E�ekte ist die dynamische Lokalisierung von Zust�andenin gewissen Bereichen des Phasenraums. Chaotische Zust�ande sind dann nicht�uber den gesamten chaotischen Phasenraumbereich verteilt, sondern nur �uberTeile davon [FD98].In [FD98] wird zur Ber�ucksichtigung auch der partiellen Transportbarrieren imchaotischen Phasenraumbereich ein Matrixmodell aus f�unf Bl�ocken vorgeschla-gen, die jeweils den beiden regul�aren Inseln, dem chaotischen Gebiet mit freiemTransport zwischen den Inseln sowie den beiden "Strand\-Regionen um die In-seln herum entsprechen. Der Grund hierf�ur liegt in der relativ stabilen Dynamikin den "Strand\-Bereichen trotz ihres langfristig chaotischen Verhaltens. Teil-weise kann der Transport weg von den regul�aren Bereichen stark eingeschr�anktsein, so da� sich hierdurch sogenannte "beach states\ bilden, die �uberwiegendin den "Strand\-Regionen lokalisiert sind und kaum mit der chaotischen "See\zwischen den "Strand\-Regionen �uberlappen. In einer Reihe von F�allen hat sichherausgestellt, da� diese "beach-states\ gro�e �Ahnlichkeit zu regul�aren Eigen-zust�anden in regul�aren Inseln haben und EBK-�ahnlichen Quantisierungsregelnfolgen.Mit diesem Modell erh�alt man drei verschiedene "Pfade\, auf denen ein Wel-lenpaket von einem Regularit�atsbereich in einen anderen tunneln kann:1. Direktes Tunneln zwischen den Regularit�atsbereichen. Dies entsprichtdem 2-Level-Proze� in Abschnitt 3.4.4.2. Indirektes Tunneln, bei dem das Wellenpaket von einem Regularit�atsbe-reich durch den Chaosbereich in den anderen Regularit�atsbereich tun-nelt. Dies entspricht dem 3-Level-Proze� in Abschnitt 3.4.5, bzw. in allge-meinerer Formulierung dem "chaos assisted tunneling\ von Blockmatrix-Modellen aus drei Bl�ocken.3. Indirektes Tunnel aus dem einen Regularit�atsbereich �uber den umgeben-den "Strand\-Bereich in den Chaosbereich, und von dort aus weiter �uberden "Strand\-Bereich der zweiten Inseln in den anderen Regularit�atsbe-reich.Man nimmt an, da� der dritte Proze� der dominierende ist, wobei das genaueVerh�altnis vom betrachteten System abh�angt.3.4.7 Die Lokalisierung von Eigenzust�anden in chaotischenBereichenAuch �uber die Lokalisierung chaotischer Eigenzust�ande lassen sich Aussagenmachen. Wie bereits in Abschnitt 3.3.3 erw�ahnt, sind chaotische Eigenzust�andein der Regel sehr weit auf dem chaotischen Phasenraumbereich verteilt lokali-siert. Bestehen partielle Transportbarrieren, so k�onnen die chaotischen Eigen-zust�ande im wesentlichen auf Teilbereiche des chaotischen Phasenraumbereichsbeschr�ankt sein. Das kann dazu f�uhren, da� wegen partieller Transportbarrieren



3.4 Der quantenmechanische Tunnele�ekt 99in der Umgebung einer regul�aren Inseln dort chaotische Eigenzust�ande lokali-siert sind, die EBK-�ahnlichen Quantisierungsregeln folgen. Die Anzahl der ineinem Phasenraumbereich lokalisierten Eigenzust�ande nimmt mit seiner Gr�o�ezu. Ein Zustand "belegt\ grob gesch�atzt etwa eine Fl�ache von 2�~ bei Systemenmit einem Freiheitsgrad.Es ist auch schon ein Tunnele�ekt zwischen derartigen chaotischen Zust�andenbeobachtet worden, sowohl als direkter �Ubergang als auch als auch indirektdurch Kopplung mit einem regul�aren Eigenzustand [FD98].Dies deutet darauf hin, da� der Tunnele�ekt eher von der Phasenraum-Topologie bestimmt ist und weniger von Regularit�at oder Chaos einzelner Pha-senraumbereiche und da� "chaos-assisted-tunneling\ ein Teil eines allgemeine-ren Ph�anomens ist, n�amlich des "transport-assisted-tunneling\.3.4.8 Dynamisches TunnelnIn den bisherigen Ausf�uhrungen wurde nicht zwischen dem Tunneln durch Ener-giebarrieren und dynamischem Tunneln unterschieden. Tats�achlich sind die Me-chanismen prinzipiell die gleichen und nur abh�angig von der Topologie des Pha-senraumes und nicht von der Art der klassischen Erhaltungsgr�o�e, die durch denTunnele�ekt verletzt wird.Im Einzelfall lassen sich dagegen durchaus Unterschiede in der Dynamik fest-machen. In einigen Ver�o�entlichungen [DH81, LB91, Shi96] ist von resonantenund nichtresonanten regul�aren Inseln die Rede, zwischen denen der Tunnelef-fekt statt�ndet. Als resonante Inseln werden regul�are Gebiete bezeichnet, diezu periodischen Orbits mit rationaler Windungszahl geh�oren, die in Folge einesKAM-Szenarios oder durch Bifurkationen von periodischen Orbits entstehen.Alle �ubrigen Inseln, die beispielsweise durch Potentialmulden entstehen, werdenals nichtresonant bezeichnet.Nichtresonante Inseln sind daher in der Regel durch eine Energiebarriere von-einander getrennt, und auch f�ur stark gest�orte Systeme lassen sich die nicht-resonanten Inseln meist noch mit den urspr�unglichen Potentialmulden identi-�zieren. Tunnelt zwischen zwei solchen, zueinander symmetrischen Inseln einWellenpaket, so kann man vom Tunneln durch eine Energiebarriere sprechen.Dagegen entstehen resonante Inseln im Laufe des �Ubergangs von integrabler zuchaotischer Dynamik und k�onnen in manchen F�allen mit anderen klassischenErhaltungsgr�o�en als der Energie identi�ziert werden, z.B. dem Drehimpuls[FD98]. Das Tunneln zwischen zwei solchen Inseln wird als dynamisches Tun-neln bezeichnet. Oft wird dieser Begri� auch allgemein als Synonym f�ur denTunnele�ekt in gemischten System gebraucht.Gerade 1 : 1-Resonanzen, d.h. zwei zueinander symmetrische Inseln zu Orbitsder Periode 1, werden mehrfach als Beispiele f�ur einen starken dynamischenTunnele�ekt in der Literatur angef�uhrt. Speziell in Systemen, bei denen einParameter die St�arke einer �au�eren antreibenden Kraft bezeichnet, beobachtet



100 3 Quantenmechanikman, da� die Tunnelrate sehr stark mit der Zunahme der �au�eren Kraft (Periode1) w�achst. Dies ist f�ur denDuffing-Oszillator mit �au�erem Antrieb [LB91] undf�ur ein rechteckiges Zwei-Mulden-Potential [Shi96] gezeigt worden.Dagegen ist f�ur 1 : 2-Resonanzen, d.h. einen Orbit der Periode 2, dessen Umge-bung in einem Poincar�e-Plot in Form zweier regul�arer Inseln erscheint, keinTunnele�ekt zu erkennen [DH81]. Dies l�a�t sich dadurch erkl�aren, da� die Um-gebung eines 2-Zyklus in dem Poincar�e-Plot zwar als zwei verschiedene re-gul�are Inseln erscheinen, aber die zugeh�origen invarianten Tori in Wirklichkeitzu ein und demselben Orbit geh�oren und unter der SymmetrietransformationP in sich selbst �ubergehen.Zusammenfassend l�a�t sich sagen, da� in integrablen und quasiintegrablen Sy-stemen ausschlie�lich der in Abschnitt 3.4.4 diskutierte 2-Level-Proze� zumTunnele�ekt beitr�agt, der sich in diesem Fall mit einem Tunneln durch Ener-giebarrieren identi�zieren l�a�t. In gemischten Systemen dominiert dagegen imallgemeinen das "chaos assisted tunneling\, das sich �uberwiegend mit dynami-schem Tunneln, aber auch mit dem Tunneln durch Energiebarrieren in Verbin-dung bringen l�a�t.3.5 Numerische ResultateIn diesem Abschnitt werden zun�achst die f�ur die quantenmechanischen Berech-nungen wichtigsten Algorithmen kurz beschrieben. Im Gegensatz zu den Be-rechnungen zur Klassischen Mechanik in Kapitel 2 ist nicht von vornhereinklar, welche Algorithmen f�ur die quantenmechanische Numerik zu verwendensind. Im Anschlu� daran werden in den weiteren Abschnitten die numerischenErgebnisse des quantenmechanischen Teils dieser Arbeit pr�asentiert und disku-tiert.3.5.1 Numerische AlgorithmenF�ur die Iteration der Wellenfunktion wird in dieser Arbeit die sogenannte Split-Operator-Methode [KW96] verwendet. Es handelt sich dabei um ein leistungs-starkes Iterationsverfahren. Bei diesem Verfahren wird der Zeitentwicklungs-operator Û f�ur eine gen�ugend kleine Zeitspanne � durchÛ(t+ �; t) � e� i~ Ĥ� � e� i2~ T̂ � e� i~ ^V (t)� e� i2~ T̂ � (3.91)angen�ahert. Dies l�a�t durch zweimalige Anwendung von (3.10) nachrechnen.Praktisch wird f�ur die Ausf�uhrung eines Iterationsschrittes ausgenutzt, da� dasPotential V̂ (t) in der Ortsdarstellung diagonal ist, w�ahrend die kinetische Ener-gie T̂ in der Impulsdarstellung diagonal ist. Daher wird die Wellenfunktion~ (p; t) in der Impulsdarstellung mit e� i2~T� multipliziert, das Zwischenergeb-nis anschlie�end durch eine Fourier-Transformation in die Ortsdarstellung



3.5 Numerische Resultate 101�uberf�uhrt, mit e� i~V (t)� multipliziert, in die Impulsdarstellung zur�ucktransfor-miert und mit e� i2~T� multipliziert. Als Ergebnis erh�alt man ~ (p; t+ �).Die Fourier-Transformation wird als Fast-Fourier-Transformation (FFT)mit dem Algorithmus von Danielson und Lanczos durchgef�uhrt [PTVF92].Die Berechnung der Phasenraumverteilungen erfolgt durch Benutzung der FFT.Wie man aus (3.18) ersieht, l�a�t sich dieWigner-Verteilung f�ur festes p als eineFourier-Transformation von  �(q� 12�~:t) (q+ 12�~; t) au�assen. Dadurch l�a�tsich die Berechnung der Wigner-Verteilung drastisch beschleunigen. F�ur einGitter aus n � n Punkten sind nur n Fourier-Transformationen (je eine f�urjeden Wert von p) notwendig statt n2 numerischer Integrationen. Die Anzahlder Gitterpunkte variiert f�ur die verschiedenen H�ohenliniendiagramme in dieserArbeit zwischen 50� 50 und 120 � 120.Die Husimi-Verteilung in (3.20) l�a�t sich als Betragsquadrat der Fourier-Transformierten von  (x; t) e� s2~ (x�q)2 au�assen. Die Verteilung von Cohenergibt sich aus dem Betragsquadrat des Produktes der Wellenfunktion mit ihrerFourier-Transformierten und ist somit die in diesem Zusammenhang die ameinfachsten zu berechnende Verteilung �uberhaupt.Ist eine Funktion f(t) auf N �aquidistanten diskreten St�utzstellen im Abstand�t gegeben, so gibt es eine spezielle Frequenz, die Nyquist-Frequenzfc = 12�t = !c2� ; (3.92)welche die maximale Frequenz der Fourier-Transformierten ~f(!) angibt, diedurch die Abstastung von f(t) an den St�utzstellen "erfa�t\ wird. Enth�alt ~f(!)keine Frequenzen, die gr�o�er als die Nyquist-Frequenz sind, d.h. ~f(!) = 0f�ur j!j > !c, so l�a�t sich die Funktion f(t) durch ihre Funktionswerte an denSt�utzstellen in guter N�aherung beschreiben. Durch die FFT erh�alt man ~f(!)auf N �aquidistanten St�utzstellen18 zwischen �!c und +!c im Abstand�! = 2!cN : (3.93)Bezeichnet T = N �t das Zeitintervall, in dem f(t) abgetastet wird, so erh�altman f�ur Frequenzintervall, auf dem die St�utzstellen von ~f(!) gegeben sind
 := 2!c = 2�NT (3.94)aus (3.92) und (3.93) [PTVF92].Die Variablen t und ! entsprechen im Orts- und Impulsraum q und k = p~ . Istdie Wellenfunktion  (q) auf N diskreten St�utzstellen zwischen � q02 und q02 imOrtsraum gegeben sowie ~ (p) zwischen �p02 und p02 , so ergibt sich aus (3.94)die RelationN = q0 p02�~ (3.95)18Speziell f�ur die Anwendung der FFT mu� N eine Potenz von 2 sein.



102 3 Quantenmechanikzwischen q0, p0, N und ~.F�ur die numerische Berechnung der zeitlichen Entwicklung der Wellenfunktionist es sinnvoll, die Systemparameter so zu w�ahlen, da� N m�oglichst klein ist,damit die Berechnung m�oglichst schnell durchgef�uhrt werden kann. Dazu sollteder Phasenraumbereich, in den die Wellenfunktion im Laufe der zeitlichen Ent-wicklung vordringen kann, m�oglichst klein sein. Ung�unstig sind beispielsweisegro�r�aumige chaotische Bereiche oder zahlreiche miteinander verbundene kleinechaotische Bereiche, wie sie in Spezialfall 1 (1.23) f�ur c > 0:05 vorkommen19(Abb. 2.3) oder in Spezialfall 2 (1.26) f�ur c > 1 (Abb. 2.6). Ferner d�urfen dieklassischen Strukturen im betrachteten Phasenraumbereich, die Ein
u� auf diezeitliche Entwicklung der Wellenfunktion nehmen k�onnen, nicht zu klein20 sein,ansonsten mu� die Zahl der St�utzstellen weiter erh�oht werden. Au�erdem steigtdie Anzahl der ben�otigten St�utzstellen mit kleiner werdendem ~.Um sowohl regul�are als auch chaotische Dynamik quantenmechanisch untersu-chen zu k�onnen, emp�ehlt sich ein Phasenraumbereich mit gro�en regul�arenInseln, die in einen chaotischen Bereich gleicher Gr�o�enordnung eingebettetsind. Dies ist in Spezialfall 1 und 2 f�ur c < 0:1 nicht gegeben. Soll zus�atz-lich der quantenmechanische Tunnele�ekt betrachtet werden, so m�ussen sichmindestens zwei zueinander symmetrische regul�are Inseln im Chaosbereich be-�nden. Es wird im folgenden ein Parameterbereich angegeben, der sich f�ur einenumerische Analyse eignet.3.5.2 Die zeitliche Entwicklung von WellenpaketenIn diesem Abschnitt wird numerisch die zeitliche Entwicklung von Wellenpake-ten minimaler Unsch�arfe untersucht, die anfangs entweder in einem regul�arenoder in einem chaotischen Bereich des Phasenraumes lokalisiert sind. Ausge-hend von obigen �Uberlegungen, wird f�ur die Untersuchungen a = 0, b = 2,c = 0:5 und g(t) = cos t gew�ahlt. Es handelt sich hierbei um den Spezialfall 2(1.26).Abb. 3.6 zeigt ein Phasenportrait des klassischen Systems aus 22 verschiede-nen Trajektorien. Der chaotische Bereich wird in dieser Abbildung durch eineneinzigen Orbit erzeugt. Es handelt sich hierbei um eine Ausschnittsvergr�o�e-rung von Abb. 2.6(j). In den chaotischen Phasenraumbereich sind zwei gro�eregul�are Inseln eingebettet, die Orbits mit der Periode 2�, d.h. Fixpunkten derPoincar�e-Abbildung entsprechen. Die beiden Inseln gehen mit zunehmenderSt�orung aus den regul�aren Inseln der Potentialmulden des ungest�orten Systemshervor. Umgeben ist der chaotische Bereich von regul�arer Dynamik, die sich bisins Unendliche erstreckt.19Die Diskussion wird an dieser Stelle speziell f�ur b = 2 gef�uhrt. F�ur andere Werte von b ent-wickelt sich die Dynamik mit wachsendem c �ahnlich. Das Entstehen bestimmter Strukturen�ndet dort allerdings f�ur andere Werte von c statt.20Strukturen, deren Fl�ache sehr klein gegen ~ ist, k�onnen vernachl�assigt werden.
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Abbildung 3.6: Klassisches Phasenportrait: a = 0; b = 2; c = 0:5 und g(t) =cos(t).F�ur zwei verschiedene Werte von ~, n�amlich 0:2 und 0:01 wird im folgenden diequantenmechanische Dynamik des Systems untersucht. F�ur ~ = 0:01 sollte dasSystem ein "klassischeres\ Verhalten aufweisen als f�ur ~ = 0:2.In Abb. 3.7 wird die zeitliche Entwicklung eines Wellenpakets am Startpunkt(3:0; 0:0) au�erhalb des klassisch chaotischen Bereichs gezeigt. Anfangszustandist ein Gausssches Wellenpaket minimaler Unsch�arfe mit dem Quetschparame-ter s = 2. Die dort startende klassische Trajektorie liegt nahe an einem Orbitder Periode 2�.In der Husimi-Verteilung21 sieht man sehr gut, wie das Wellenpaket den chaoti-schen Bereich um
ie�t. Schon nach einer Systemperiode hat sich die anf�angliche21F�ur die Berechnung der Husimi-Verteilung wird immer derselbe Wert des Quetschparame-ters (hier s = 2) gew�ahlt wie f�ur die Anfangsverteilung.
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t = 0 t = 2π t = 4π t = 6π

t = 8π t = 10π t = 12π t = 14π

Abbildung 3.7: H�ohenliniendiagramme der Husimi-Verteilung f�ur die Zeitent = 2�n mit ~ = 0:2. Gezeigt wird der Bereich [�4; 4]� [�10; 10] mit q auf derhorizontalen und p auf der vertikalen Achse. Anfangszustand ist einGau�schesWellenpaket minimaler Unsch�arfe mit Quetschparamer s = 2 bei bei (3:0, 0:0)in einem klassisch regul�aren Gebiet. Man beachte die unterschiedlichen Skalie-rungen der q- und p-Achse.Lokalisierung aufgel�ost, und nach zwei Perioden hat sich bereits ein Ring gebil-det, der im Laufe der n�achsten Perioden in einzelne Segmente zerf�allt.Eine klassische statistische Verteilung w�urde innerhalb der ersten Periode eine�ahnliche Entwicklung durchmachen. Diejenigen Trajektorien des Ensembles, diesich anfang weiter au�erhalb (vom Ursprung aus betrachtet) be�nden, besitzeneine h�ohere Energie und "umrunden\ den Ursprung in k�urzerer Zeit als dieweiter innen liegenden Trajektorien22. Hierdurch l�a�t sich erkl�aren, da� zur Zeit2� der "vordere\ Arm der Husimi-Verteilung (der untere Arm im zweiten Bildvon Abb. 3.7) vom Betrag her einen gr�o�eren Impuls aufweist als der "hintere\Arm, der weiter "innen\ liegt.Nach zwei Systemperioden "�uberholt\ der "vordere\ Arm den langsameren"hinteren\ Arm, und es bildet sich ein Ring aus. In den folgenden Periodeninterfereriert die Wellenfunktion mit sich selbst, und der Ring zerf�allt.In Abb. 3.8 ist f�ur ~ = 0:01 die zeitliche Entwicklung eines Wellenpakets amselben Startpunkt dargestellt. Das Wellenpaket zer
ie�t deutlich langsamer,weil die Orts- und die Impulsunsch�arfe deutlich kleiner sind als im obigen Fall.In dieser Abbildung werden nur sechs H�ohenlinien dargestellt, w�ahrend f�ur alleanderen Abbildungen in dieser Arbeit zehn H�ohenlinien verwendet werden.Nach f�unf Perioden hat der "schnellere\ Arm der Wellenfunktion den "langsa-22Dies ist eine grundlegende Eigenschaft nichtlinearer Oszillatoren: F�ur ein Potential, dasst�arker anw�achst als q2, umrunden die au�en liegenden Trajektorien den Ursprung schnellerals die innen liegenden.
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Abbildung 3.8: H�ohenliniendiagramme der Husimi-Verteilung f�ur die Zeitent = 2�n mit ~ = 0:01. Anfangszustand ist ein Gau�sches Wellenpaket mini-maler Unsch�arfe mit Quetschparamer s = 1 bei bei (3:0, 0:0) in einem klassischregul�aren Gebiet. Man beachte die unterschiedlichen Skalierungen der q- undp-Achse.



3.5 Numerische Resultate 107meren\ eingeholt. Deutlich kann man erkennen, da� bei gro�en Impulsen beideArme nebeneinander durch den Phasenraum laufen, w�ahrend sie sich an derq-Achse �uberlagern. Dort kommt es dann auch zur Interferenz. Im Laufe derZeit bildet sich abermals ein Ring, der durch Interferenz in einzelne Segmentezerf�allt.Im statistischen Mittel werden diese Ringe aber recht gleichm�a�ig ausgef�ullt.Es handelt sich hierbei um das quantenmechanische Analogon zu einer invari-anten Linie in der Klassischen Mechanik. Insgesamt kann man sagen, da� dieWellenfunktion deutlich ein "regul�ares\ Verhalten an den Tag legt.Abb. 3.9 zeigt die zeitliche Entwicklung eines im chaotischen Bereich gestar-teten Wellenpakets f�ur ~ = 0:2 mit dem Quetschparameter s = 0:5. DieseWahl von s ist notwendig, da es ansonsten nicht m�oglich ist ein Wellenpaketvollst�andig im chaotischen Phasenraumbereich zu lokalisieren. Die Anfangsver-teilung ist bei (0; 0) lokalisiert und somit symmetrisch unter Parit�atsumkehr. Dader Hamilton-Operator mit dem Parit�atsoperator vertauscht, sind die Quasi-eigenfunktionen des Systems entweder symmetrisch oder antisymmetrisch. Diegew�ahlte Anfangsverteilung l�a�t sich daher ausschlie�lich nach symmetrischenQuasienergiezust�anden entwickeln und bleibt f�ur alle Zeit invariant unter Pa-rit�atsumkehr.In Abschnitt 3.4.7 wurde erw�ahnt, da� die Anzahl der in einem Phasenraumbe-reich lokalisierten Quasienergiezust�ande mit der Gr�o�e dieses Phasenraumbe-reichs (in Einheiten von ~) zusammenh�angt. F�ur ~ = 0:2 sind daher nur relativwenige im chaotischen Bereich lokalisierte Quasienergiezust�ande zu erwarten.Ein im chaotischen Bereich gestartetes Wellenpaket l�a�t sich daher nach nureinigen wenigen Quasienergiezust�anden entwickeln, und wird daher in der Regeleine quasiperiodische Entwicklung mit relativ kurzer Periode durchlaufen. Undtats�achlich kehrt das Wellenpaket in Abb. 3.9 nach etwa 7 Systemperiodenbeinahe wieder in den anf�anglichen Zustand �uber. Klassisch l�a�t sich diesesVerhalten nicht verstehen.F�ur kleinere Werte von ~ erwartet man, da� die Quasiperiodizit�at, die auchhier auftreten mu�, erst nach sehr langer Zeit in Erscheinung tritt. Dieser Fallwird in Abb. 3.10 dargestellt. Nach einer Systemperiode ist die Lokalisierung desWellenpakets weitgehend aufgehoben. Man sieht, wie sich die Wellenfunktion inder Husimi-Verteilung entlang der Separatrix des ungest�orten Systems bewegtund die regul�aren Inseln einzuschlie�en beginnt. Nach drei Perioden hat sichdas Wellenpaket weitgehend �uber den klassisch chaotischen Phasenraumbereichausgebreitet. Es zeigt dort starke r�aumliche und zeitliche Fluktuationen. Auchnach sehr langer Zeit beobachtet man keine R�uckkehr in den Anfangszustand.In Abb. 3.11 wird die Wellenfunktion zur Zeit t = 10� in der Wigner-Verteilung sowie der Verteilung von Cohen dargestellt. In diesen beiden Dar-stellungen l�a�t sich keinerlei Verbindung zur klassischen Dynamik erkennen. DieWigner-Verteilung oszilliert sehr stark �uber kurze Distanzen. Selbst wenn manjede einzelne der H�ohenlinien in einer anderen Farbe betrachtet, sind keinerleiStrukturen zu erkennen. Aus der Verteilung von Cohen l�a�t sich nur schlie�en,
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t = 0 t = 2π t = 4π t = 6π

t = 8π t = 10π t = 12π t = 14π

t = 16π t = 18π t = 20π t = 22π

t = 24π t = 26π t = 28π t = 30π

Abbildung 3.9: H�ohenliniendiagramme der Husimi-Verteilung f�ur die Zeitent = 2�n mit ~ = 0:2. Gezeigt wird der Bereich [�4; 4]� [�4; 4] mit q auf der ho-rizontalen und p auf der vertikalen Achse. Anfangszustand ist ein Gau�schesWellenpaket minimaler Unsch�arfe mit Quetschparamer s = 12 bei bei (0:0, 0:0)im klassisch chaotischen Gebiet.



3.5 Numerische Resultate 109da� sowohl  (q) als auch ~ (p) auf kurzen Distanzen stark oszillieren. DieseBilder sind typisch f�ur diese beiden Verteilungen. Daher wird f�ur die Untersu-chung von nichtlinearer Dynamik in der Quantenmechanik fast ausschlie�lichdie Husimi-Verteilung verwendet.Abb. 3.12 zeigt die zeitliche Entwicklung eines Wellenpakets, das nicht invariantunter Parit�atsumkehr ist, ebenfalls f�ur ~ = 0:01, aber zum Quetschparameters = 2. Die Anfangsverteilung liegt zwischen der rechten Insel und dem �au�erenregul�aren Bereich. Nach einer Periode hat sich das Wellenpaket aufgespalten,und nach etwa drei Perioden ist es im wesentlichen �uber den chaotischen Bereichverteilt.Abb. 3.13 zeigt das Frequenzspektrum der R�uckkehrwahrscheinlichkeit (3.53)f�ur die in den Abb. 3.9 und 3.10 gezeigten Wellenpakete. Aufgetragen ist dasBetragsquadrat der Fourier-Transformierten in willk�urlichen Einheiten gegendie sogenannten Quasiwinkel# = 2�! = T~ �: (3.96)Die Quasiwinkel sind nur im Intervall [0; 2�[ eindeutig, weil die Quasienergien� nur im Intervall �0; 2�~T � eindeutig sind.Es f�allt auf, da� in Abb. 3.13(a) das Spektrum von zwei Peaks dominiert wird.Diese liegen bei den Quasiwinkeln #1 � 1:857 und #2 � 2:796. Die Perioden derPhasenfaktoren e� i~ �i tder dazu korrespondierenden Quasienergiezust�ande sinddaher T1 � 21:3 und T2 � 14:1. Diese beiden Perioden sind beinahe kommen-surabel: ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches betr�agt 42:3 � 6:7 � 2�, also etwasieben Systemperioden. Das erkl�art, warum sich das chaotische Wellenpaket zu~ = 0:2 (vgl. Abb. 3.9) nach 7 und 14 Systemperioden fast genau wieder imAnfangszustand be�ndet.Dagegen weist das Frequenzspektrum des chaotischen Wellenpakets zu ~ = 0:01(vgl. Abb. 3.10) in Abb. 3.13(b) schon eine deutlich andere Struktur auf. DiesesSpektrum von einer ganzen Reihe von Frequenzen dominiert und l�a�t sich imGegensatz zu dem Spektrum in Abb. 3.13(a) durchaus als chaotisch ansehen.3.5.3 Der Tunnele�ektIn diesem Abschnitt wird f�ur die oben gew�ahlten Systemparameter der Tunnel-e�ekt zwischen den beiden regul�aren Inseln demonstriert. Da sich die beidenInseln mit den Potentialmulden des ungest�orten Systems identi�zieren lassen,kann man in diesem Fall von einem Tunneln durch eine Energiebarriere spre-chen.Abb. 3.14 zeigt f�ur ~ = 0:2 das Tunneln eines anf�anglich in der rechten Insellokalisierten Wellenpakets mit dem Quetschparameter s = 2 in die linke Inselund zur�uck. Eine Tunnelperiode betr�agt etwa 260 Systemperioden.Bei genauerer Betrachtung zeigt sich, da� das Wellenpaket in den regul�arenInseln jeweils leicht oszilliert. Das liegt daran, da� f�ur die Anfangsverteilung eine
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Abbildung 3.10: H�ohenliniendiagramme der Husimi-Verteilung f�ur die Zeitent = 2�n mit ~ = 0:01. Anfangszustand ist ein Gau�sches Wellenpaket mi-nimaler Unsch�arfe mit Quetschparamer s = 1 bei bei (0:0, 0:0) im klassischchaotischen Gebiet.
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(b) Cohen-VerteilungAbbildung 3.11: H�ohenliniendiagramme der Verteilungen von (a) Wigner und(b) Cohen f�ur denselben Zustand wie im letzten Teilbild von Abb. 3.10.Gauss-Verteilung gew�ahlt wurde, die nicht exakt einem Quasienergiezustanddes Systems entspricht. Auf den Tunnele�ekt als solchen hat dies aber keineAuswirkungen.In den Abb. 3.15 und 3.16 wird die gleiche Entwicklung in den Verteilungenvon Wigner und Cohen dargestellt. Im Fall der Wigner-Verteilung erkenntman zwischen den beiden regul�aren Inseln ein Gebiet, in dem diese Phasen-raumverteilung sehr stark mit gro�en Maxima und tiefen Minima oszilliert,w�ahrend dort in der Husimi-Verteilung und auch in der Verteilung von Cohennichts zu erkennen ist. Die Fluktuationen der Verteilung von Cohen innerhalbder Inseln sind darauf zur�uckzuf�uhren, da� die Anfangsverteilung kein exakterEBK-Zustand der rechten Insel ist.In Abb. 3.17(a) ist der Erwartungswert von q̂ in Abh�angigkeit von der Zeit f�ur2000 Systemperioden aufgetragen und in Abb. 3.17(b) das Frequenzspektrum.Das Spektrum wird von einem einzigen Peak bei # � 0:025�0:003 dominiert. Zuerwarten w�aren zwei etwa gleich gro�e Peaks mit einem Abstand von 0:024 �0:002, der sich aus der Tunnelperiode gem�a� (3.76) ergibt. Eine M�oglichkeitbesteht darin, da� der zweite Peak bei # = 0 liegt und dort von dem sehrgro�en Peak �uberlagert wird, der sich bei der Fourier-Transformationdaherentsteht, da� der Mittelwert der R�uckkehrwahrscheinlichkeit ungleich null ist.Leider war es im Rahmen der zur Verf�ugung stehenden Rechenzeit nichtm�oglich, den Tunnele�ekt zwischen den Potentialmulden f�ur das ungest�orte,integrable System zu zeigen. Untersucht wurde als Anfangsverteilung einGausssches Wellenpaket minimaler Unsch�arfe mit Quetschparameter s = 2 amStartpunkt (1:5; 0:0). Abb. 3.18(a) zeigt den Erwartungswert von q̂ in Abh�angig-keit von der Zeit f�ur 2000 Systemperioden. Au��allig sind die Oszillationen mit
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Abbildung 3.12: H�ohenliniendiagramme der Husimi-Verteilung f�ur die Zeitent = 2�n mit ~ = 0:01. Anfangszustand ist ein Gau�sches Wellenpaket mi-nimaler Unsch�arfe mit Quetschparamer s = 2 bei bei (2:2, 0:0) im klassischchaotischen Gebiet.
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0 0.5 π π

ϑ(a) ~ = 0:2, s = 0:5 0 0.5 π π
ϑ(b) ~ = 0:01, s = 2Abbildung 3.13: Dargestellt wird das Frequenzspektrum f�ur die Wellenpakete(a) aus Abb. 3.9 und (b) aus Abb. 3.10.kleiner Amplitude und einer Periode von etwa 300 Systemperioden. Dieser Ef-fekt l�a�t sich dadurch erkl�aren, da� das anfangs lokalisierte Wellenpaket keinEigenzustand war, sondern sich vom EBK-Grundzustand der rechten Insel zurQuantenzahl n = 0 geringf�ugig unterschied. Die Oszillationen stammen ver-mutlich von den EBK-Zust�anden der beiden Inseln zur Quantenzahl n = 1oder n = 2. Wegen (3.80) ist die Energieaufspaltung der EBK-Zust�ande umsogr�o�er, je gr�o�er ihre Energie, bzw. ihre Quantenzahl ist. Daher oszillieren dieseEBK-Zust�ande auch schneller als der EBK-Grundzustand.Weiterhin l�a�t sich in Abb. 3.18(a) feststellen, da� der Mittelwert von < q̂ >im Laufe der Zeit langsam abnimmt. Dies ist vermutlich auf die Oszillation desEBK-Grundzustands zur�uckzuf�uhren. < q̂ > wird nach (3.79) einen Kosinusbeschreiben, wenn man von den "kurzzeitigen\ Oszillationen in der Gr�o�enord-nung von 300 Systemperioden absieht. Durch Vergleich von Abb. 3.18(a) miteinem Kosinus l�a�t sich die Tunnelperiode absch�atzen. Sie liegt bei etwa 30000Systemperioden bei einem gesch�atzten relativen Fehler von 20%.Damit liegt die Tunnelperiode im ungest�orten System um drei Gr�o�enordnun-gen �uber derjenigen im gest�orten System bei c = 0:5. Derartige Unterschiedesind nicht un�ublich. Tats�achlich beobachtet man h�au�g noch gr�o�ere Unter-schiede [DH81, BTU93]. Erkl�aren l�a�t sich dieser gro�e Unterschied dadurch,da� im integrablen Fall nur der in Abschnitt 3.4.4 diskutierte 2-Level-Proze�f�ur den Tunnele�ekt verantwortlich ist, w�ahrend im gest�orten System die chao-tischen Quasienergiezust�ande die Tunnelrate deutlich erh�ohen k�onnen.Abb. 3.18(b) zeigt das Frequenzspektrum des des betrachteten Wellenpakets.Deutlich sind zwei Peaks im Abstand von �# � 0:0220�0:003 zu erkennen. Diesentspricht einer Oszillationsperiode von etwa 286 Systemperioden. Mit ziemli-cher Sicherheit handelt es sich bei den Peaks um die Quasiwinkel der beidenEBK-Zust�ande zu einer h�oheren Quantenzahl als null, die f�ur die kurzfristigenOszillationen in Abb. 3.18(a) verantwortlich sind.Es war leider nicht m�oglich, ein dynamisches Tunneln zwischen zwei regul�arenInseln zu beobachten, die sich nicht mit den Potentialmulden des ungest�orten
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t = 0 t = 40π t = 80π t = 120π

t = 160π t = 200π t = 240π t = 280π

t = 320π t = 360π t = 400π t = 440π

t = 480π t = 520π t = 560π t = 600π

Abbildung 3.14: H�ohenliniendiagramme der Husimi-Verteilung f�ur die Zeitent = 40�n mit ~ = 0:2. Gezeigt wird der Bereich [�4; 4] � [�4; 4] mit q auf derhorizontalen und p auf der vertikalen Achse. Anfangszustand ist einGau�schesWellenpaket minimaler Unsch�arfe mit Quetschparamer s = 2 bei (1:8, 0:0) inder regul�aren Inseln, die aus der rechten Potentialmulde hervorgegangen ist.Beobachtet wird eine Tunnelperiode von etwa 260 Systemperioden.
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Abbildung 3.15: Wie Abb. 3.14, jedoch Wigner-Verteilung.
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Abbildung 3.16: Wie Abb. 3.14, jedoch Cohen-Verteilung.
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(a) Erwartungswert des Ortes 0 0.25 π 0.5 π
ϑ(b) FrequenzspektrumAbbildung 3.17: Gezeigt wird (a) der Erwartungswert des Ortes q sowie (b) dasFrequenzspektrum des in Abb. 3.10 dargestellten Wellenpakets.
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(a) Erwartungswert des Ortes 0 0.25 π 0.5 π
ϑ(b) FrequenzspektrumAbbildung 3.18: Gezeigt wird (a) der Erwartungswert des Ortes q sowie (b)das Frequenzspektrum f�ur die zeitliche Entwicklung eines Wellenpakets f�ur denintegrablen Fall mit a = 0; b = 2; c = 0; ~ = 0:2. Anfangszustand ist einGausssches Wellenpaket zum Quetschparameter s = 2 bei (1:5; 0:0).System identi�zieren lassen. Aufgrund der Phasenraumstruktur konnten keinederartigen regul�aren Inseln gefunden werden, die die in Abschnitt 3.5.1 An-forderungen erf�ullen. Entweder sind diese Inseln zu klein, zu weit voneinanderentfernt, nicht durch einen chaotischen Bereich verbunden, so da� die Tunnel-periode extrem gro� sein d�urfte, oder diese Inseln treten in einer verwobenenStruktur aus chaotischen und regul�aren Bereichen auf, f�ur deren numerischeErfassung eine zu gro�e Zahl an Gitterpunkten n�otig w�are.Im Fall des Duffing-Oszillators mit �au�erer Anregung ist es dagegen m�oglich,Parameter zu �nden, f�ur die sowohl zwei aus den Potentialmulden hervorgegan-gene regul�are Inseln als auch zwei durch eine 1 : 1-Resonanz enstandene Inselnin einem chaotischen Bereich zusammen existieren. Dort lassen sich sowohl dasTunneln durch eine Energiebarriere als auch dynamisches Tunneln beobachten[LB91].
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4 Schlu�bemerkungen 119
4 Schlu�bemerkungenIn dieser Arbeit wurde die klassisch-mechanische und die quantenmechanischeDynamik chaotischer Hamilton-Systeme untersucht. Der Vergleich dieser bei-den dynamischen Theorien wurde in Anlehnung an [KW96] anhand des un-ged�ampften Duffing-Oszillators mit parametrischer Anregung durchgef�uhrt.In Kapitel 2 wurde die De�nition chaotischer Dynamik im Rahmen der Klas-sischen Mechanik gegeben. Es wurden die Szenarien diskutiert, die f�ur das un-tersuchte System zum Entstehen von Chaos f�uhren: das Aufbrechen der stabi-len und instabilen Mannigfaltigkeit eines hyperbolischen Fixpunktes und dasKAM-Szenario. Das Auftreten dieser Szenarien konnte numerisch anhand vonPhasenportraits demonstriert werden.Ferner wurde allgemein die Stabilit�at periodischer Orbits im Rahmen einer li-nearen Stabilit�atsanalyse untersucht. F�ur nichtautonome Systeme mit einemFreiheitsgrad der Bewegung f�uhrte dies auf die Hill-Gleichung, die zwar imallgemeinen nicht in geschlossener Form gel�ost werden kann, �uber deren L�osun-gen aber dennoch einige grundlegende Aussagen getro�en werden konnten. Eszeigt sich, da� die Eigenwerte der Monodromiematrix die Stabilit�at des lineari-sierten Systems bestimmen. Die Eigenwerte wiederum k�onnen auf die Spur derMonodromiematrix zur�uckgef�uhrt werden. F�ur die Fixpunkte des untersuchtenSystems wurde die Hill-Gleichung f�ur einige Fallbeispiele analytisch oder nu-merisch gel�ost und durch die Berechnung der Spur der Monodromiematrix daslineare Stabilit�atsproblem gel�ost.Es stellte sich heraus, da� die Fixpunkte f�ur wachsendes b abwechselnd Bereicheder Stabilit�at und der Instabilit�at im Parameterraum durchlaufen. F�ur nicht zugro�e St�orung wurde numerisch gezeigt, da� die Fixpunkte ��pb0 � beim Eintrittin einen Instabilit�atsbereich abwechselnd eine Pitchfork- oder Flip-Bifurkationdurchlaufen.In Kapitel 3 wurden die quantenmechanischen Eigenschaften klassisch chaoti-scher Systeme diskutiert sowie einige Kriterien f�ur das Auftreten von Quanten-chaos angegeben. Die Energiezust�ande oder Quasienergiezust�ande lassen sich inregul�are und chaotische Zust�ande unterteilen. Die regul�aren (Quasi-) Energie-zust�ande lassen sich semiklassisch n�aherungsweise berechnen und sind in einerUmgebung der klassischen invarianten Tori lokalisiert.Das (Quasi-) Energiespektrum rein chaotischer Systeme weist statistische Ei-genschaften auf, die vergleichbar sind mit denen gewisser Klassen von Zufalls-matrizen. In gemischten Systemen zerf�allt das Spektrum nicht nur in einenregul�aren und einen irregul�aren, chaotischen Anteil, sondern es k�onnen auch



120 4 Schlu�bemerkungenmehrere chaotische Teilspektren auftreten. Diese Teilspektren lassen sich miteinzelnen Regionen des chaotischen Phasenraumbereichs identi�zieren, die von-einander durch partielle Transportbarrieren getrennt sind.W�ahrend innerhalb regul�arer Inseln im klassischen System stabile Dynamikbeobachtet wurde, die auf diese Inseln beschr�ankt ist, zeigte die Quantendy-namik einen Tunnele�ekt zwischen zueinander symmetrischen Inseln. Die ver-schiedenen Modelle, die den Tunnele�ekt f�ur integrable und gemischte Syste-me beschreiben, wurden ausf�uhrlich diskutiert. Es zeigte sich, da� die in derchaotischen Region zwischen den Inseln lokalisierten chaotischen (Quasi-) Ei-genzust�ande den Tunnele�ekt in gro�em Ma�e beein
u�ten.Abschlie�end wurde die zeitliche Entwicklung von Wellenpaketen studiert, dieanfangs in einem regul�aren oder chaotischen Phasenraumbereich lokalisiert wa-ren. Es zeigte sich, da� die Wellenpakete (vom Tunnele�ekt einmal abgesehen)f�ur alle Zeit in dem Phasenraumbereich blieben, in dem sie zu Anfang lokalisiertwaren.F�ur gro�e Werte von ~ (hier ~ = 0:2) zeigten die untersuchten Wellenpakete einmit der klassischen Dynamik nur entfernt vergleichbares Verhalten. Das regul�areWellenpaket bildete in der Husimi-Darstellung lokale Maxima und Minima aus,w�ahrend das chaotische Wellenpaket anfangs ein quasiperiodisches Verhaltenzeigte, welches sich durch eine Frequenzanalyse erkl�aren lie�.F�ur kleine Werte von ~ (hier ~ = 0:01) dagegen verhielten sich die Wellenpa-kete schon deutlich "klassischer\. Das regul�are Wellenpaket verteilte sich ziem-lich gleichm�a�ig im Bereich der klassischen, invarianten Linien. Zwar gab esauch hier lokale Maxima und Minima der Husimi-Verteilung, jedoch auf einerdeutlich kleineren Gr�o�enskala. Die chaotischen Wellenpakete verteilten sichrecht schnell �uber den chaotischen Bereich des Phasenraumes und zeigten star-ke r�aumliche und zeitliche Fluktuationen. Eine Quasiperiodizit�at der Verteilungwar nicht zu beobachten.Das Tunneln durch eine Energiebarriere im chaotischen Fall wurde mittels derdrei in dieser Arbeit diskutierten Phasenraumverteilungen demonstriert. DasTunneln im integrablen Fall konnte leider nicht gezeigt werden. Mit Hilfe dernumerischen Daten war es zumindest m�oglich, eine Absch�atzung der Tunnelpe-riode anzugeben.Leider konnte der dynamische Tunnele�ekt nicht gezeigt werden. Mit einer ho-hen Gitterau
�osung gen�ugend Rechenaufwand m�u�te er sich aber auch f�ur klei-nere resonante Inseln im System des unged�ampften Duffing-Oszillators mitparametrischer Anregung nachweisen lassen.
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A Floquet-Theorie 123
A Floquet-TheorieIn diesem Anhang soll ein kurzer �Uberblick �uber die 1883 von Floquet [Flo83]entwickelte Theorie gew�ohnlicher linearer Di�erentialgleichungen mit periodi-schen Koe�zienten, die sogenannte Floquet-Theorie, gegeben werden. AndereDarstellungen �nden sich unter anderem in [Cae59, NM79].Bekannterma�en l�a�t sich jede gew�ohnliche lineare Di�erentialgleichung als n-komponentige Di�erentialgleichung erster Ordnung in der Form_x(t) = A(t)x(t) (A.1)schreiben mit x(t) 2 Cn und A(t) 2 Cn�n. Im hier betrachteten Fall periodi-scher Koe�zienten gibt es somit ein T 2 R mit A(t+ T ) = A(t) 8 t 2 R.A.1 Die formale L�osungF�ur zeitabh�angiges (nicht notwendigerweise periodisches) A(t) ist die expliziteBerechnung der allgemeinen L�osung von (A.1) unm�oglich. Lediglich im Spezial-fall der Dimension n = 1 ist es m�oglich, eine L�osung explizit anzugeben:x(t) = exp0@ tZ0 A(t0) dt01Ax(0): (A.2)Schon im Zweidimensionalen funktioniert dies nicht mehr. Es l�a�t sich n�amlichzeigen, da� x(t) genau dann die allgemeine L�osung von (A.1) ist, wenn derKommutator124 t1Zt0 A(t) dt; t2Zt1 A(t) dt35 (A.3)f�ur alle t0; t1; t2 verschwindet. Das ist �aquivalent dazu, da� A(t) und A(t0) f�uralle Zeiten t; t0 kommutieren:�A(t);A(t0)� = 0 8 t; t0 2 R: (A.4)Und dies ist f�ur zeitabh�angigesA(t) im allgemeinen nur f�ur n = 1 richtig, da nurin diesem Fall die Multiplikation von (n � n)-Matrizen kommutativ ist [Jel84,Kap. 9].1F�ur zwei Matrizen ist der Kommutator [A;B] durch AB �BA de�niert.



124 A Floquet-TheorieEs ist allerdings m�oglich, mit Hilfe des sogenannten Zeitordnungsoperators Tauch f�ur n > 1 einen formalen Ausdruck f�ur den Flu� anzugeben:�t = T exp0@ tZ0 A(t0)dt01A:= 1Xn=0 1n! tZt0 � � � tZt0 T (A(t1) : : :A(tn)) dt1 : : : dtn: (A.5)T exp wird auch als zeitgeordnete Exponentialfunktion bezeichnet. Der Zeitord-nungsoperator ist dabei wie folgt de�niert:T (A(t1) � : : : �A(tn)) := A(ti1) � : : : �A(tin) (A.6)mit ti1 � : : : � tin .Insbesondere kann man aus der Kenntnis der (zeitabh�angigen) Eigenwerte vonA(t) nicht auf die allgemeine L�osung schlie�en!A.2 Floquet-Multiplikatorenn linear unabh�angige L�osungen yi(t) von Gleichung (A.1) bilden ein Fundamen-talsystem. Fa�t man die yi(t) als Vektoren auf und schreibt sie in die Spalteneiner Matrix Y (t), so erh�alt man die L�osung zur Anfangsbedingung x(0) 2 Cndurch Multiplikation mit Y (t)Y �1(0); denn f�urx(t) := Y (t)Y �1(0)x(0) (A.7)gilt: _x(t) = _Y (t)Y �1(0)x(0) = A(t)Y (t)Y �1(0)x(0) = A(t)x(t): (A.8)�t := Y (t)Y �1(0) mit �0 = 1 ist der Flu� des Systems. Ohne Einschr�ankungwird im folgenden Y (0) = 1 gew�ahlt.De�nition A.1. Eine Zahl � 2 C hei�t Floquet-Multiplikator des Systems(A.1), falls es eine L�osung x(t) gibt mit x(t+T ) = �x(t) 8 t 2 R. Insbesondereist � ungleich 0, da sonst x(t) bereits identisch 0 w�are.Satz A.2. Seien y1(t); : : : ;yn(t) linear unabh�angige L�osungen von (A.1). F�urdas Fundamentalsystem Y (t) = (y1(t); : : : ;yn(t)) gilt dann:(i) Es gibt eine Matrix M mitY (t+ T ) = Y (t)M : (A.9)(ii) Die Eigenwerte von M sind genau die Floquet-Multiplikatoren des Sy-stems.



A.2 Floquet-Multiplikatoren 125Beweis. Es bezeichne X(t) = (x1(t); : : : ;xn(t)) := Y (t+ T ).1. O�ensichtlich ist X(t) ebenfalls ein Fundamentalsystem. Es gibt somitKoe�zienten mij mitxi(t) = nXj=1mji yj(t):Dies entspricht gerade einer Matrixmultiplikation mit M = (mji)i;j vonrechts [Cae59]. Daraus folgt dann (A.9).Alternativ ergibt sich (A.9) aus Satz 2.1 mit M := �T :Y (t+ T ) = �t+T = �t � �T = Y (t)M :2. ): Sei � Eigenwert vonM zum Eigenvektor y0. F�ur die L�osung y(t) mity(0) = y0 gilt dann:y(t+ T ) = Y (t+ T )y0 = Y (t)M y0 = �Y (t)y0= �y(t):Also ist � ein Floquet-Multiplikator.(: Sei � ein Floquet-Multiplikator zur L�osung y(t) mit y(0) = y0.Dann folgt aus (A.9) f�ur t = 0:M y0 = Y (T )y0 = y(T ) = �y0:Also ist � Eigenwert von M .Bemerkung A.3. Aus (A.9) folgt f�ur t = 0:M = Y (T ) = �T : (A.10)Bemerkung A.4. Die Eigenwerte �1; : : : ; �k der Poincar�e-Abbildung des li-nearen Systems (A.1)~P : x0 =: x(0) 7! �T (x0) = x(T ) (A.11)sind genau die Floquet-Multiplikatoren von (A.1).Dieser Zusammenhang ergibt sich trivialerweise daraus, da�M diejenige Matrixist, die die Poincar�e-Abbildung beschreibt.De�nition A.5. Eine Zahl � 2 C hei�t charakteristischer Exponent des Sy-stems (A.1), falls es einen Floquet-Multiplikator � gibt mit � = e�T .



126 A Floquet-TheorieA.3 Zeitunabh�angige SystemeIm zeitunabh�angigen Fall ist A konstant und die L�osung der Di�erentialglei-chung (A.1) kann explizit angegeben werden. Die Matrix A mit den Eigenwer-ten ~�1; : : : ; ~�k (k � n) zerf�allt nach einer geeigneten �Ahnlichkeitstransformationin mehrere Jordan-Bl�ocke R1; : : : ;Rk der GestaltRi = 0BBBBB@~�i 0 0 � � � 01 ~�i 0 � � � 00 1 ~�i 0... . . . . . . ...0 � � � 0 1 ~�i
1CCCCCA : (A.12)Somit zerf�allt die urspr�ungliche Di�erentialgleichung (A.1) �uber Cn in k ent-koppelte Gleichungssysteme der Form_�i(t) = Ri �i(t) (A.13)mit �i(t) 2 Cmi , wobeimi die Dimension des i-ten Jordan-BlockesRi ist. Die-se k � n Gleichungssysteme sind v�ollig unabh�angig voneinander zu l�osen, undder L�osungsraum V von (A.1) ist gerade die direkte Summe der L�osungsr�aumeVi von (A.13):V = V1 � V2 � : : :� Vk: (A.14)Ist v(i)1 ;v(i)2 ; : : : ;v(i)mi die Basis, in der Ri die Form (A.13) besitzt, so lauten milinear unabh�angige L�osungene�it v(i)1 ; t e�it v(i)2 ; : : : ; tmi�1 e�it v(i)mi : (A.15)Die allgemeine L�osung von (A.1) ergibt sich dann aus (A.14) durch eine direkteSumme der L�osungen aus den einzelnen L�osungsr�aumen Vi.Der Flu� �t l�a�t sich schreiben als�t = eAt: (A.16)Diese Schreibweise ist wohlde�niert und �t hat die Eigenwerte e~�it. Hierausergeben sich dann die Floquet-Multiplikatoren des Systems zu�i = e~�iT : (A.17)Die Werte�i := 1T ln�i (A.18)sind die charakteristischen Exponenten und nur im zeitunabh�angigen Fall mitden Eigenwerten ~�i von A identisch2. ln bezeichnet hierbei den komplexen Lo-garithmus ln z = ln jzj+ i arg z.2Im zeitabh�angigen Fall �andern sich die Eigenwerte von A(t) im Laufe einer Periode. Daherist es unm�oglich, von ~�i(t) auf �i oder �i zu schlie�en.



A.4 Zeitabh�angige Systeme 127A.4 Zeitabh�angige SystemeAuch wenn es im allgemeinen nicht m�oglich ist, die formale L�osung (A.5) ex-plizit auszurechnen, so ist es doch m�oglich, den Flu� �t in einer deutlich leich-ter zu handhabenden Form zu schreiben. Dies ist die eigentliche Aussage derFloquet-Theorie und soll im folgenden ausgef�uhrt werden.Hilfssatz. Es sei R 2 Cn�n und � der einzige Eigenwert von R mit der Viel-fachheit 1. Dann hat eRT als einzigen Eigenwert e�T , ebenfalls mit der Viel-fachheit 1.Beweis. Sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert � von R. Dann folgt aus eRT v =e�T v bereits, da� e�T ein Eigenwert von eRT ist.Angenommen, es gibt einen von v linear unabh�angigen Eigenvektor v0 zu einemEigenwert �0 =: e�0t, dann gilt:eRT v0 = 1Xk=0 1k! �Rk v0� T k;e�0T v0 = 1Xk=0 1k! ��0k v0� T k:Durch Koe�zientenvergleich der beiden Reihen erh�alt manRk v0 = �0k v0:Insbesondere ist v0 Eigenvektor von R zum Eigenwert �0. Dies steht im Wi-derspruch zur Voraussetzung, da� v0 linear unabh�angig ist von v, dem einzigenEigenvektor von R. Also kann eRT keinen von v linear unabh�angigen Eigen-vektor besitzen.Bemerkung A.6. Besitzt eine Matrix nur einen einzigen Eigenwert der Viel-fachheit 1, so besteht ihre Jordan-Normalform aus nur einem Jordan-K�astchen zu diesem Eigenwert.Satz A.7. Es gibt eine konstante Matrix R sowie eine T -periodische MatrixP (t), so da��t := P (t) eRt (A.19)ein Fundamentalsystem von (A.1) darstellt. Die Eigenwerte von R sind geradedie charakteristischen Exponenten �i des Systems.Beweis. O.B.d.A. kann angenommen werden, da� die Jordan-Normalform vonM = �T nur aus einem einzigen Jordan-K�astchen der Gr�o�e n besteht. Dannhat M genau einen Eigenwert � mit der Vielfachheit 1, der damit auch dereinzige Floqet-Multiplikator des Systems ist. � := 1T ln� ist der zugeh�origecharakteristische Exponent. Sei R0 die (n � n) Jordan-Matrix, die nur aus



128 A Floquet-Theorieeinem einzigen Jordan-K�astchen zum Eigenwert � besteht. Nach dem obigenHilfssatz ist eR0T dann eine Matrix, deren einziger Eigenwert � = e�T die Viel-fachheit 1 hat. Also sind die Jordan-Formen von M und eR0T identisch, diebeiden Matrizen somit �ahnlich. Es gibt eine unit�are Matrix S mitM = S�1 eR0T S = eS�1R0 ST :W�ahlt man R := S�1R0 S, so ergibt sichM = eRT :Es gibt eine zun�achst beliebige Matrix P (t) mit �t = P (t) eRT , f�ur die gilt:�t+T = P (t+ T ) eRt eRT ;�t+T = �t � �T = �tM = P (t) eRt eRT :Dann mu� aber bereitsP (t+ T ) = P (t)f�ur alle t gelten.Bemerkung A.8. Insbesondere gilt1 = �0 = P (0) eR0 = P (0): (A.20)Es wurde in diesem Anhang nicht davon Gebrauch gemacht, da� die hier be-trachteten Vektorr�aume endlich dimensional sind. Daher gelten mit einigen Ein-schr�ankungen die S�atze A.2 und A.7 auch, falls A(t) aus Gleichung (A.1) aufeinem unendlich dimensionalen C-Vektorraum H de�niert ist. Zum einen mu�sich A(t) = (aij(t))i;j als Matrix au�assen lassen, und die Summe1Xj=1 aij xjmu� f�ur alle Vektoren x 2 H konvergieren, damit der Beweis von Satz A.2 g�ultigbleibt. Zum anderen mu� f�ur den Beweis von Satz A.7 der "Flu�\ triagonalisier-bar sein. Im Hinblick auf die Quantenmechanik sind diese beiden Bedingungenspeziell f�ur den Hamilton-Operator und den Zeitentwicklungsoperator erf�ullt.
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B L�osung einer Hill-Gleichung f�ur einest�uckweise konstante Anregungsfunktion mit4 UnstetigkeitsstellenDie AnregungsfunktionIn diesem Anhang wird analog zu Abschnitt 2.3.5.2 eine Hill-Gleichung f�ureine st�uckweise konstante Anregungsfunktionr(t) = 8>>>><>>>>: 0; falls 0 � t < 12�;�1; falls 12� � t < �;0; falls � � t < 32�;1; falls 32� � t < 2�: (B.1)mit vier �aquidistanten Unstetigkeitsstellen gel�ost:�q + (� + � r(t)): (B.2)Durch Vergleich mit Gleichung (2.68) bzw. (2.69) erh�alt man f�ur den zentralenFixpunkt 0:� = �b; � = �c; (B.3)und f�ur die seitlichen Fixpunkte ��pb0 �:� = 2b; � = 2c: (B.4)Die Spur der MonodromiematrixDie Monodomiematrix l�a�t sich dann analog zum Abschnitt 2.3.5.2 aus demFlu� (2.77) von Gleichung (2.74) berechnen:M = ~�(�+�)�2 ~�(�)�2 ~�(���)�2 ~�(�)�2 : (B.5)Durch Benutzung des Kommutators [A;B] = AB �BA l�a�t sich obige Glei-chung etwas vereinfachen:M = ~�(�+�)�2 ~�(�)�2 �~�(�)�2 ~�(���)�2 � h~�(�)�2 ; ~�(���)�2 i�= ~�(�+�)�2 ~�(�)� ~�(���)�2 � ~�(�+�)�2 ~�(�)�2 � � 00 �� �=: B �A



130 B L�osung einer Hill-Gleichung f�ur eine st�uckweise konstante : : :mit � =  p�p� � � + p� � �p� ! sin�p� �2� sin�p� � �� :Mit den Abk�urzungen� := p� + �� := p�
 := p� � �erh�alt man f�ur die Komponenten von AA11 = � �cos���2� cos���2�� �� sin���2� sin���2�� ;A12 = �� � 1� cos���2� sin���2�+ 1� sin���2� cos���2�� ;A21 = � ��� sin���2� cos���2�� � cos���2� sin���2�� ;A22 = �� �cos���2� cos���2�� �� sin���2� sin���2�� :und somit f�ur die Spur von A:Sp A = ��� � ��� ��
 � 
�� sin���2� sin2 ���2� sin�
 �2� :F�ur B ergibt sichB11 = cos���2� cos (��) cos�
 �2���� sin���2� sin (��) cos�
 �2��
� cos���2� sin (��) sin�
 �2��
� sin���2� cos (��) sin�
 �2� ;B12 = 1
 cos���2� cos (��) sin�
 �2�� �
� sin���2� sin (��) sin�
 �2�+1� cos���2� sin (��) cos�
 �2�+1� sin���2� cos (��) cos�
 �2� ;



B L�osung einer Hill-Gleichung f�ur eine st�uckweise konstante : : : 131B21 = �� sin���2� cos (��) cos�
 �2��� cos���2� sin (��) cos�
 �2�+
�� sin���2� sin (��) sin�
 �2��
 cos���2� cos (��) sin�
 �2� ;B22 = cos���2� cos (��) cos�
 �2���� sin���2� sin (��) cos�
 �2���
 cos���2� sin (��) sin�
 �2���
 sin���2� cos (��) sin�
 �2� :Daraus folgt:Sp B = 2 cos ���2� cos (��) cos�
 �2����� + ��� sin���2� sin (��) cos�
 �2���
� + �
� cos���2� sin (��) sin�
 �2���
� + �
� sin���2� cos (��) sin�
 �2� :Mit Sp M = = Sp B � Sp Aergibt sich schlie�lich f�ur die Spur der Monodromiematrix:Sp M = 2 cos�� �2� cos (� �) cos�
 �2����� + ��� sin�� �2� sin (� �) cos�
 �2���
� + �
� cos�� �2� sin (� �) sin�
 �2����
 + 
�� sin�� �2� cos (� �) sin�
 �2����� � ��� ��
 � 
��� sin�� �2� sin2 (� �) sin�
 �2� :
(B.6)



132 B L�osung einer Hill-Gleichung f�ur eine st�uckweise konstante : : :Abb. B.1 zeigt das zugeh�orige Stabilit�atsdiagramm analog zu Abb. 2.1 und 2.2.Der zentrale FixpunktDas Stabilit�atsdiagramm des zentralen Fixpunktes in Abh�angigkeit von b undc erh�alt man wegen (B.3) durch Spiegelung von Abb. B.1 an der �-Achse.Bez�uglich der Stabilit�at gelten fast die gleichen Aussagen wie f�ur dieMeissner-Gleichung in Abschnitt 2.3.5.2. Die genaue Form der Stabilit�ats- und Instabi-lit�atsbereiche ist geringf�ugig verschieden. Der wesentlichste Unterschied ist dieTatsache, da� sich die Zahl der "bauchigen\ Gebiete der Instabilit�at im Ver-gleich zur Meissner-Gleichung (2.71) mit 2 Unstetigkeitsstellen halbiert hat.Die seitlichen FixpunkteDas Stabilit�atsdiagramm der seitlichen Fixpunkte in Abh�angigkeit von b und cerh�alt man wegen (B.4) durch Stauchung von Abb. B.1 um den Faktor 12 in hori-zontaler und in vertikaler Richtung. F�ur die Stabilit�at der seitlichen Fixpunktegilt im Prinzip das gleiche wie im Falle der Meissner-Gleichung (2.71).Die Instabilit�atsbereiche ber�uhren die b-Achse daher auch bei b = n28 .
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