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Einleitung

In der nichtrelativistischen Physik gibt es zwei fundamentale Theorien der Me-
chanik, durch die das moderne Weltbild der Physik mafigeblich gepréigt wurde:
die Klassische NEWTON sche Mechanik und die Quantenmechanik. Die Klas-
sische Mechanik ist eine deterministische makroskopische Theorie, die unter
anderem in der Himmelsmechanik und der Ballistik Verwendung findet und
die Grundlage der klassischen Statistik bildet. Die Quantenmechanik dagegen
ist eine nichtdeterministische mikroskopische Theorie, die fiir einen gegebenen
Zustand eines Systems nur Wahrscheinlichkeiten {iber den Zustand zu einem
spiteren Zeitpunkt angeben kann. Sie beschreibt unter anderem den Aufbau
der Atomkerne, der Elektronenhiillen von Atomen und Molekiilen, die Bander-
modelle in der Festkorperphysik sowie Supraleitung und Suprafluiditét.

Obgleich sich diese beiden dynamischen Theorien sehr stark voneinander un-
terscheiden, muf} die mikroskopische Theorie, also die Quantenmechanik, beim
Ubergang zu grofien Skalen — man spricht dabei auch vom ,Limes & — 0 — in
die makroskopische Theorie, die Klassische Mechanik, iibergehen. Daher ist es
von Interesse, zu untersuchen, inwiefern sich die Eigenschaften eines klassischen
Systems in seinem quantenmechanischen Pendant wiederspiegeln.

Allgemein lassen sich physikalische Systeme durch das Modell von Massenpunk-
ten beschreiben, die sich reibungsfrei in einem Potential bewegen; denn Reibung
kommt in der makroskopischen Welt durch das statistische Verhalten vieler mi-
kroskopischer Teilchen zustande. Ein reibungsbehaftetes Teilchen in einem ein-
dimensionalen Potential 148t sich daher auch durch das Modell von 10?* Mas-
senpunkten in einem ebenso hochdimensionalen Potential beschreiben. In der
Quantenmechanik als mikroskopischer Theorie kann es keine Reibung geben.
Daher sollte fiir den Vergleich dieser beiden dynamischen Theorien die Klassi-
sche Mechanik als reibungsfrei angenommen und mit der HAMILTON-Mechanik
identifiziert werden.

Wie seit einigen Jahrzehnten bekannt ist, konnen HAMILTON-Systeme eine
duBerst komplexe Dynamik aufweisen. Neben requldrer, periodischer oder qua-
siperiodischer Dynamik, die der eines integrablen Systems entspricht, kann ein
System auch chaotische Dynamik aufweisen, bei welcher der Verlauf der Tra-
jektorien eine sensible Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen aufweist.
Tatséichlich ist dies der generische Fall. Ein , typisches®, d.h. beliebig ausgew&hl-
tes HAMILTON-System wird in der Regel sowohl regulire als auch chaotische
Dynamik aufweisen. Derartige Systeme werden in dieser Arbeit in Anlehnung
an [FD98] als gemischte Systeme (mixed systems) bezeichnet.

Fiir die Untersuchung eines klassischen Systems betrachtet man hiufig POIN-
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CARE-Schnitte im Phasenraum, die von den Trajektorien des Systems immer
wieder, und zwar unendlich oft, passiert werden. Die POINCARE-Abbildung ord-
net einem Punkt & der Schnittfliche den zeitlich nichsten Durchstofipunkt der
in x startenden Trajektorie durch die Schnittfliche zu. Die Untersuchung der
Dynamik auf dem Phasenraum 148t sich hiermit auf die niedrigerdimensionale
Schnittfliche reduzieren. Die Punkte des Phasenraums werden durch die kon-
jugierten Variablen ¢ und p bezeichnet, die mit Ort und Impuls identifiziert
werden konnen. Orbits auf dem POINCARE-Schnitt sind Punktfolgen. Zeichnet
man mehrere dieser Punktfolgen auf dem POINCARE-schnitt ein, so erhélt man
ein Phasenportrait des Systems.

Ein Hauptproblem beim Vergleich der klassischen und der quantenmechani-
schen Dynamik eines HAMILTON-Systems liegt darin, dal die quantenmecha-
nische Wellenfunktion, die der klassischen Trajektorie entspricht, nur entweder
als Funktion des Ortes q oder als Funktion des Impulses p formuliert werden
kann, nicht aber als Funktion von Ort und Impuls zugleich. Durch Einfithrung
von Phasenraumverteilungen lifit sich jedoch die zeitliche Entwicklung eines
Wellenpakets auch auf dem Phasenraum verfolgen [Lee95].

Autonome Systeme mit einem Freiheitsgrad der Bewegung sind immer integra-
bel, weil die HAMILTON-Funktion eine Erhaltungsgrofe ist. Die einfachsten Félle
eines Systems mit chaotischer Dynamik sind ein autonomes System mit zwei
Freiheitsgraden oder ein nichtautonomes System mit einem Freiheitsgrad. Fiir
das grundlegende Verstindnis der klassischen und der quantenmechanischen
Dynamik sind daher gerade solche Systeme besonders gut geeignet.

In der Literatur werden hiufig zwei spezielle Klassen von HAMILTON-Systemen
untersucht: Billardsysteme und nichtlineare Oszillatoren [BTU93]. Ein Billard-
system ist ein Modell eines freien Teilchens in einem Potentialtopf mit unendlich
hohen Winden. Ein Vorteil dieses Systems ist es, dafl numerische Berechnun-
gen mit relativ geringem Aufwand durchgefiihrt werden kénnen, weil sich das
Teilchen zwischen den Stéflen an den Potentialwinden frei bewegt. Nichtlinea-
re Oszillatoren dagegen werden durch ein Potential in Form eines Polynoms
beschrieben.

Ein Beispiel fiir einen nichtlinearen Oszillator ist der eindimensionale DUFFING-
Oszillator [GH83]. Als autonomes System ist der DUFFING-Oszillator integra-
bel. Bei Einfithrung einer Zeitabhingigkeit wird das System nichtintegrabel,
und es entsteht chaotische Dynamik. Dies kann auf zwei Arten geschehen; zum
einen durch eine dufere Anregung, zum anderen durch eine parametrische An-
regung. In jedem Fall ist die Anregung periodisch. Im ersten Fall wirkt auf das
System eine duflere Kraft. Dieser Fall wurde in der Literatur sowohl klassisch
[Kaub8, NM79, GH83, AFH94, KW96]| als auch quantenmechanisch abgehan-
delt [LB91, KW96]. Im zweiten Fall unterliegen die Parameter des Potentials
einer zeitlichen Variation. Dieser Fall wurde in der Literatur klassisch nur sel-
ten [Weib2, Weib6, Par90] und quantenmechanisch meines Wissens gar nicht
betrachtet. In Anlehnung an [KW96] wird in dieser Arbeit die klassische und
die quantenmechanische Dynamik des ungeddmpften DUFFING-Oszillators mit
parametrischer Anregung untersucht.
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Kapitel 1 beschiftigt sich mit der Beschreibung des untersuchten Systems. In
Abschnitt 1.1 wird zuniichst das Modell des DUFFING-Oszillators mit parame-
trischer Anregung klassisch vorgestellt. Es werden zwei makroskopische Systeme
angegeben, die sich durch dieses Modell beschreiben lassen, der axial pulsierend
belastete Balken und das Drehpendel mit oszillierender Aufhingung. Danach
wird das System in Abschnitt 1.2 parametrisiert und die sechs Systemparameter
a1, as, by, by, m und w werden eingefithrt. Durch die Skalierung in Abschnitt
1.3 bleiben insgesamt nur drei voneinander unabhingige Parameter a, b und ¢
iibrig. In Abschnitt 1.4 werden zwei 2-parametrige Spezialfille des DUFFING-
Oszillators mit parametrischer Anregung vorgestellt. Spezialfall 1 ist besser fiir
die klassische, Spezialfall 2 besser fiir die quantenmechanische Untersuchung
geeignet.

Kapitel 2 beschéftigt sich ausschliefSlich mit der Klassischen Mechanik des un-
tersuchten Systems. Zu Beginn werden in Abschnitt 2.1 einige allgemeine Aussa-
gen iiber den Fluff autonomer und nichtautonomer Vektorfelder gemacht, und
es wird die POINCARE-Abbildung eingefiihrt. In Abschnitt 2.2 wird der Be-
griff des klassischen Chaos definiert. Anschlieflend folgt eine Diskussion der
Szenarien, die fiir das Auftreten chaotischer Dynamik in dem untersuchten Sy-
stem typisch sind. Abschnitt 2.3 enthilt die klassische Stabilitdtsanalyse. Zu
Anfang wird mit Hilfe des Satzes von HARTMAN-GROBMAN die um einen Or-
bit linearisierte Dynamik des Systems diskutiert und die Monodromiematrix
eingefiihrt, deren Eigenwerte die Stabilitdt des gewéhlten Orbits bestimmen.
Fiir ein nichtautonomes System mit einem Freiheitsgrad der Bewegung ist die
lineare Dynamik durch die HILL-Gleichung gegeben, deren Eigenschaften be-
sprochen werden. Anschlielend wird fiir die Fixpunkte der beiden in Abschnitt
1.4 angegebenen Spezialfille fiir eine spezielle Wahl der Anregungsfunktion das
lineare Stabilitdtsproblem gel6st. Im Fall der Rechteckfunktion geht die HILL-
Gleichung in die MEISSNER-Gleichung iiber, fiir die sich eine analytische Lésung
angeben lift. Fiir den Kosinus erhiilt man die bekannte MATHIEU-Gleichung,
deren Loésung numerisch berechnet wird. In Abschnitt 2.4 werden die numeri-
schen Ergebnisse prisentiert. Fiir die beiden Spezialfille wird je eine Serie von
Phasenportraits gezeigt. Aulerdem werden Pitchfork- bzw. Flip-Bifurkationen
der seitlichen Fixpunkte diskutiert.

Kapitel 3 widmet sich der Quantenmechanik. Denkbare Anwendungen des quan-
tenmechanischen Systems liegen im Bereich der Atom- und Molekiilphysik.
Vorstellbar ist ein Elektron im zeitabhfingigen Potential eines Molekiils, das
Vibrationsschwingungen ausfiihrt. Die fiir die quantenmechanischen Untersu-
chungen notwendigen Phasenraumverteilungen werden in Abschnitt 3.1 ein-
gefiihrt. Vorgestellt werden die bekannten Phasenraumverteilungen von WiG-
NER und HUSIMI sowie eine Verteilung von COHEN. Im folgenden Abschnitt
3.2 wird A als zusitzlicher Parameter des quantenmechanischen Systems ein-
gefiihrt, und es werden Quasienergiezustinde diskutiert, die fiir nichtautonome
Systeme — analog zu den Energieeigenzustinden autonomer Systeme — eine Ba-
sis des HILBERT-Raums bilden. Abschnitt 3.3 beschreibt quantenmechanische
Charakteristika klassisch chaotischer Systeme, speziell die statistischen Eigen-
schaften von chaotischen Energiespektren. Ein besonderer Effekt, der nur quan-



14 Einleitung

tenmechanischen Systemen eigen ist, ist der Tunneleffekt, der in Abschnitt 3.4
ausfiihrlich diskutiert wird. Ein in einem Regularititsbereich lokalisiertes Wel-
lenpaket tunnelt bei Vorliegen gewisser Symmetrien auf dem Phasenraum im
Laufe der Zeit vollstdndig in einen anderen Regularitéitsbereich, und dann wie-
der zuriick. Es wird hierbei zwischen dem Tunneln durch Energiebarrieren und
sogenanntem dynamischem Tunneln unterschieden. Man beobachtet, dafl mit
dem Anwachsen des chaotischen Phasenraumbereichs die Tunnelrate um meh-
rere Groflenordnungen fluktuiert. Um dies zu erkliren, werden verschiedene
Modelle vorgestellt, angefangen bei 2-Level-Prozessen, an denen nur zwei Ener-
gieeigenzustinde beteiligt sind, iiber 3-Level-Prozesse bis hin zu Blockmatrix-
Modellen aus bis zu fiinf Blockmatrizen. In Abschnitt 3.5 werden nach einer
kurzen Vorstellung der fiir die numerischen Berechnungen benutzten Algorith-
men die numerischen Resultate prisentiert und diskutiert. Gezeigt wird die
Zeitentwicklung von Wellenpaketen fiir eine feste Parameterwahl von Spezial-
fall 2 fiir zwei verschiedene Werte von A. Fiir die Phasenraumdarstellungen wird
dabei iiberwiegend die dafiir geeigneteste Phasenraumverteilung, die Husimi-
Verteilung verwendet. An einem Fallbeispiel wird der Tunneleffekt demonstriert.
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1 Der DUFFING-Oszillator mit parametrischer
Anregung

In dieser Arbeit wird das Modell eines Massenpunktes in einem Zwei-Mulden-
Potential mit parametrischer Anregung ohne Démpfung untersucht, das auch
als ungedampfter DUFFING-Oszillator mit parametrischer Anrequng bezeichnet
wird. Es gibt einige physikalische Systeme, vorwiegend aus Bereichen der Me-
chanik, die durch dieses Modell ndherungsweise beschrieben werden konnen.
Derartige und dhnliche Systeme wurden in der Vergangenheit auch hiufig im
Rahmen der Ingenieurwissenschaften im Hinblick auf parametrische Resonanz
untersucht. Die Frage z. B. der Stabilitiat (oder Instabilitit) von Balken unter
selbsterregten Schwingungen ist gerade auf diesen Gebieten Bedeutung. Eine
recht umfassende Referenz wissenschaftlicher Untersuchungen iiber parametri-
sche Anregung findet sich in [NMT79].

1.1 Das System

1.1.1 Der DurFriNG-Oszillator

Als DUFFING-Oszillator bezeichnet man ein System, dessen Bewegungsglei-
chung durch eine zweidimensionale nichtlineare Differentialgleichung 1. Ord-
nung, ndmlich

._ P 1.1
Q= (1.1a)

p=—0p—aq®+bg (1.1b)

gegeben ist. Es handelt sich hierbei um ein wichtiges Modellsystem in der Theo-
rie nichtlinearer dynamischer Systeme, das an vielen Stellen in der Literatur
Erwéhnung findet [Kaub8, NM79, GH83, AFH94, KW96]. Bei Didmpfungsfrei-
heit (0 = 0) geht (1.1) in ein HAMILTON-System {iber mit der HAMILTON-
Funktion

2
p 1 1
H(q,p)=%+1aq4—§bq2. (1.2)

Sind die Parameter a,b und m des Systems nicht von der Zeit abhéngig, so er-
gibt sich aus der Energieerhaltung bereits die Integrabilitit des Systems. Durch
Einfiihrung einer zeitabhéngigen Storung kann das System nichtintegrabel wer-
den und eine chaotische Dynamik entstehen.
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Es gibt zwei Moglichkeiten, eine derartige Zeitabhéingigkeit in (1.1) einzufiihren:
Zum einen 148t sich das System durch eine dufere Anregung F(t) storen und
(1.1b) geht iiber in

p=—aq®+bq+ F(t). (1.1b")
Zum anderen kénnen die Systemparameter eine explizite Zeitabhéingigkeit ent-
halten. Man spricht dann von parametrischer Anregung.

Die klassische und quantenmechanische Dynamik des ungeddmpften DUFFING-
Oszillators mit duferer Anregung wird in [KW96] betrachtet. In Anlehnung an
jenen Artikel wird in dieser Arbeit die Dynamik des ungedampften DUFFING-
Oszillators mit parametrischer Anregung untersucht.

Die HAMILTON-Funktion (1.2) soll nun periodisch in der Zeit sein mit H (¢, p, t+
T) = H(q,p,t) Vt € R. Dabei sollen ¢ und b als explizit zeitabhéingig ange-
nommen werden, wihrend m weiterhin konstant ist. Man kann a und b ohne
Einschrénkung als 27m-periodisch wihlen, und mit w = QT” erhilt man aus (1.2):

2

1 1
H(q.p,t) = 5+ Jalwi) g — 5 b(wt) ¢ (13)

Die klassische Mechanik wird dann durch die kanonischen Bewegungsgleichun-
gen beschrieben:

dq 0 D

—=_H 1) = = 1.4
dt Op (g,p,%) m’ (1.42)
d _ _9 H(q,p,t) = —a(wt) ¢* + b(wt) (1.4b)
dt aq q7p7 q q' .

Dieses System ist invariant unter der Paritdtstransformation

#()-0) =

Das bedeutet, daf} fiir jede Trajektorie (ggg) auch (:Zgg) eine Losung der

kanonischen Bewegungsgleichungen darstellt.

Es gibt eine Reihe von physikalischen Systemen, die sich ndherungsweise durch
das Modell des ungeddmpften DUFFING-Oszillators mit parametrischer Anre-
gung beschreiben lassen. Die in den folgenden Abschnitten beschriebenen Sy-
steme fithren zu nichtlinearen Differentialgleichungen, bei denen die héheren
Terme durch TAYLOR-Entwicklung und Vernachléssigung der hoheren Glieder
vereinfacht werden.

1.1.2 Beispiel 1

Eines der am hiufigsten betrachteten Systeme ist der azial pulsierend belastete
Balken [Weib2, Weib6, Kaub8, Bol64, NMT79], sieche Abb. 1.1:
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Ein Balken wird an den Enden gelenkig gelagert, so dafl dort keine Querverschie-
bung und kein Biegemoment auftreten, und eines der Lager ist in Lingsrichtung
verschiebbar. Der Balken wird nun in Léingsrichtung durch eine T-periodische
Kraft angeregt und kann darauf sowohl mit Lingsschwingungen als auch mit
Querschwingungen (in einer Dimension) reagieren.

[ a0 =, Fo
a =

Abbildung 1.1: Axial pulsierend belasteter Balken.

Eine ausfiihrliche Herleitung der Differentialgleichung fiir die seitliche Auslen-
kung ¢(t) des Balkens wiirde sich iiber mehrere Seiten erstrecken und den Rah-
men dieser Arbeit sprengen. Daher wird an dieser Stelle auf [Wei52] verwiesen.

Unter Vernachlissigung der Reibung und mit einigen N&herungen ergibt sich
dann folgende Differentialgleichung fiir die seitliche Auslenkung;:

(j—l—rq?’—l—g(t)q:O (1.6)

mit 7 € R und einer periodischen Funktion g(t + T') = ¢(t) V ¢t € R. Dies ist
die NEwTONsche Bewegungsgleichung fiir einen DUFFING-Oszillator mit para-
metrischer Anregung; denn mit p := ¢ 148t sich (1.6) in (1.4) iberfithren. Man
erhilt a = r, b(wt) = —g(t) und m = 1.

1.1.3 Beispiel 2

Das zweite Modell, das hier vorgestellt werden soll, ist ein Drehpendel mit be-
weglicher Aufhdngung in Anlehnung an [NMT79], siehe Abb. 1.2:

Ein Pendel der Léinge [ wird senkrecht aufgestellt und am unteren Ende frei
drehbar gelagert. Am oberen Ende wird ein Korper der Masse m befestigt, der,
abhéngig von der Winkelauslenkung des Balkens, ein duch die Gravitationskraft
verursachtes Drehmoment auf das Pendel ausiibt. Eine Spiralfeder mit der Di-
rektionskonstanten D wird an dem Pendel und an der Authingung befestigt, so
daf} sie ein linear vom Auslenkungswinkel ¢ abhéngiges riicktreibendes Dreh-
moment auf das Pendel ausiibt. Uber die Aufhingung wirkt auf das Pendel eine
periodische Kraft F(t) = ma/(t) in vertikaler Richtung.

Fiir die Winkelauslenkung des Pendels ergibt sich aus der Bilanz der Drehmo-
mente folgende Bewegungsgleichung;:

mi?>§=mglsing+ma (t)lsing—Dgq (1.7)
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Abbildung 1.2: Drehpendel mit oszillierender Aufhingung.

Mit sing &~ ¢ — § ¢> sowie f(t) := g+zll(t)) und h(t) := M — % erhélt man
schliefllich:
i+ f(t)a* —h(t)g=0. (1.8)

Auch dies ist die NEWTONsche Bewegungsgleichung eines DUFFING-Oszillators
mit parametrischer Anregung. Bringt man (1.8) auf die Form von (1.4), so
ergibt sich a(wt) = f(t), b(wt) = h(t) und m = 1.

1.2 Parametrisierung

In der Form (1.3) ist das System von den zwei frei wiahlbaren, periodischen
Funktionen a und b abhéngig, iiber die ansonsten keine weiteren Annahmen ge-
macht werden. Diese recht allgemeine Form ist einer eingehenden Untersuchung
nur schwer zuginglich, so daf} fiir das System erst eine geeignete Parametrisie-
rung gewahlt werden muf.

Es lassen sich a(wt) und b(wt) schreiben als
a(wt) =: a1 +as f(wt) und b(wt) =: by + by g(wt) (1.9)

mit a1, as, b1, by € R. Fordert man zusétzlich

max{|f(t)] | 0<t<2nr} =1 = max{|g(#)] | 0<t<2r}, (1.10a)
2T

2
foydt =0 = [ g(t)dt, (1.10b)
/ J

0

so sind die vier neuen Systemparameter ap,as,b;,bs sowie die periodischen
Funktionen f(¢) und g(¢) durch die Vorgabe von a(t) und b(t) eindeutig be-
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stimmt. Es gilt dann:

27
1
ap = — [ a(t)dt, (1.11a)
27
0
ay = max {a(t) —a; | 0 <t <27}, (1.11b)
t) —
f(t) = alt) a1 (1.11c¢)
a2
b1, bs und g¢(t) werden analog bestimmt.
In den neuen Parametern lautet die HAMILTON-Funktion (1.3):
P 1 g1 2
H(q,p,t) = om T1 (a1 + a2 f(wt)) g" — 3 (b1 + b2 g(wt)) ¢°. (1.12)

Die Parameter as und by regeln die Stérke der parametrischen Anregung f(wt)
und g(wt) und sollen im folgenden als ,,Storparameter bezeichnet werden. Sind
beide gleich Null, so spricht man vom ,ungestérten“ System. a; und b; legen
die Form des Potentials im ungestérten Fall fest. Die Funktionen f und g regeln
dabei die Art der ,,Stérung® und sind in gewissen Grenzen (vgl. (1.10a)) frei
wéhlbar.

Da in dieser Arbeit, wie bereits oben erwihnt, ein Zwei-Mulden-Potential
untersucht werden soll, unterliegen die bisherigen sechs Systemparameter
a1, 09, b1, b2, m,w gewissen Beschrinkungen: So mufl a; > 0 und by > 0 sein.
Der Fall b; = 0 soll als Grenzfall des Ubergangs in ein Ein-Mulden-Potential
noch zugelassen sein. An diesem Parameterwert findet nimlich der Ubergang
zwischen dem Ein-Mulden-Potential fiir b; < 0 und dem Zwei-Mulden-Potential
fiir by > 0 statt. Ferner miissen m und w positiv sein, wihrend die ,,Storparame-
ter“ as und by im Prinzip frei variiert werden kénnen. Es bietet sich allerdings
an, sie auf nichtnegative Werte einzuschriinken, da ein Ubergang von as — —as
einem Ubergang von f — — f entspricht. Fiir by und g gilt das gleiche. Es sind in
jedem Fall — insbesondere im Hinblick auf die Quantenmechanik — nur Parame-
terwerte sinnvoll, fiir die alle Trajektorien eine gebundene Bewegung beschrei-
ben. So geht das Potential fiir az > a; fiir einige Zeit wihrend einer Periode im
Unendlichen gegen —oo, so dafl nicht mehr von einem Zwei- Mulden-Potential
gesprochen werden kann. Dies fithrt zwar nicht automatisch zu ungebundener
Dynamik, aber dennoch soll immer a2 < a1 angenommen werden.

1.3 Skalierung

Aus Griinden der Einfachheit und Uberschaubarkeit ist es sinnvoll, das System
durch Wahl geeigneter Mafleinheiten so zu skalieren, dafl méglichst viele Pa-
rameter des Systems eliminiert werden. Das kann in diesem Fall durch eine
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einfache kanonische Skalierung erreicht werden:

[ aq
p—_ q — q, (1.13a)

a1
\ 3wt P — P, (1.13b)
wt — t, (1.13c)
H(q,p,t) — H(q,p,t). (1.13d)

m2w?

Dann bleiben die kanonischen Bewegungsgleichungen (1.4) erhalten, wie man
leicht nachrechnen kann. Nach der Skalierung sind von den sechs urspriinglichen
Parametern nur noch drei unabhingige Parameter iibrig:

a2

—= — as =: a, (1.14a)
a
s — by =:b (1.14b)
mw? L= ’
by
3 — by =: c. (1.14c)

Die Periode T wird dabei auf 27 skaliert. Fiir die skalierte HAMILTON-Funktion
erhalt man schlief8lich:
_r

A~ =

(1+af0)d* ~ 5 (b+eq(t) (1.15)
mit dem skalierten Potential
Vigt) =30 +af)d — 50+ o) o (1.16)

Die kanonischen Bewegungsgleichungen lauten nun:

dg

= =, (1.17a)
B (1t af0)d*+ b+ et (117b)

1.4 Zwei 2-parametrige Spezialfille

Ein wesentlicher Bestandteil dieser Arbeit ist es, Fixpunkte und periodische
Orbits auf Stabilitat und Instabilitdt zu untersuchen. Dabei ist die Untersu-
chung von Fixpunkten offenbar einfacher, da fiir deren Bestimmung lediglich
die Kenntnis der Nullstellen des Vektorfeldes notig ist.

Das Vektorfeld des Differentialgleichungssystems (1.17) lautet:

¥ ((Z) ’t> - (—(1 +af(t))q3p+ (b+cg(t))q> ' (1.18)
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Fiir die Nullstellen von F', deren Ortskomponenten offensichtlich identisch mit
den Extrema des Potentials sind, ergibt sich dann:

F(z,t)=0 <+ p=0/\<q=0Vq=i %) (1.19)

Im allgemeinen besitzt F' somit nur einen einzigen Fixpunkt, ndmlich den Ur-
sprung zo = (£9) = (9). Maximal zwei weitere Fixpunkte sind bei geeigneter

Parameterwahl méglich: Sind

b+cg(t)
=4y ——= 1.20
2= a0 (20
Konstanten, so sind 21 = (%) sowie 3 = (%) = —z ebenfalls Fixpunkte des
Vektorfelds.

Im ungestorten Fall, d.h. fiir a = ¢ = 0 und b > 0 ist go ein lokales Maximum
des Potentials und somit @ ein instabiler Fixpunkt des Vektorfelds. Dagegen
sind g2 = ++v/b lokale Minima des Potentials und daher z; und z, stabile
Fixpunkte des Vektorfelds, wie aus Abb. 1.3 ersichtlich ist. Fiir b = 0 gibt es
nur den stabilen Fixpunkt (J) .

V(a)
0
el \/ \/
b’ 0 Vb
q

Abbildung 1.3: Das Potential V(q) fiir a =0, b=2, ¢ = 0.

1.4.1 Spezialfall 1: a = §, f(t) = g(1)

Es stellt sich die Frage, fiir welche Parameterwahl die Fixpunkte «; 2 des un-
gestorten Systems erhalten bleiben. Es laf3t sich leicht zeigen, dafl dies genau
dann der Fall ist, falls gilt:

b>0 und a=c=0 (1.21a)
oder

b>0 und (a - % A F(t) = g(t)) (1.21b)
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Der erste Fall (1.21a) ist trivial: Es ergibt sich das ungestorte System. Wesent-
lich ist daher der zweite Fall (1.21b).

Wéhlt man nun f(t) = g(t) V¢ € R sowie a = §, b > 0, so ergibt sich fiir die
seitlichen Potentialminima aus (1.20):

2 = £V (1.22)

Fiir diesen speziellen Fall geht die HAMILTON-Funktion (1.15) iiber in

2
_p ¢ 1, 1.5
) =5+ (L4 10) (30 - 500°) (1.23)
mit den kanonischen Gleichungen
q=rp, (1.24a)
. C 3
p=—(1+550) (¢ —ba). (1.24b)

Dieses eingeschrinkte System hat den Vorteil, dal durch die zeitunabhéngigen
Extrema des Potentials die klassische Stabilitdtsanalyse deutlich vereinfacht
wird. Leider stellt sich heraus, dafl diese Systemwahl fiir die numerische Unter-
suchung des quantenmechanischen Systemverhaltens weniger geeignet ist!. Dies
liegt im wesentlichen an der kleinrdumigen Struktur der Phasenportraits des Sy-
stems, die meist aus vielen kleinen reguliren Inseln und chaotischen Bindern
bestehen, aber kaum grofiflichige Strukturen enthalten. Eine Untersuchung im
Hinblick auf chaotisches Verhalten des quantenmechanischen Systems wiirde
eine hohe Phasenraumauflésung und somit sehr viel Rechenzeit fiir die nume-
rischen Berechnungen erfordern.

1.4.2 Spezialfall 2: a =0

Im zweiten hier betrachteten Fall wird der Parameter a = 0 gesetzt, so dafl die
Zeitabhingigkeit aus dem nichtlinearen Anteil des Potentials verschwindet. Die
Potentialminima aus (1.20) sind dann allerdings zeitabhéngig:

q12 = ++v/b+ Cg(t). (125)
Die HAMILTON-Funktion (1.15) geht dabei iiber in

2
1
P L

o T 1 —%(b-l—cg(t))q2 (1.26)

H(q,p,t) =
mit den kanonischen Gleichungen

qg=mp, (1.27&)
p=—¢>+b+cgl)q. (1.27b)

lsiehe Abschnitt 3.5
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Dies entspricht dem Beispiel des beidseitig eingespannten Balkens aus Abschnitt
1.1.22. Der Parameter c gibt hierbei die Stirke der Stérung an, wihrend b
die Belastung des Balkens beschreibt. Ein Wert von b < 0 entspricht einer
geringen Belastung des Balkens und fiihrt zu einer einzigen stabilen Ruhelage
ohne Auslenkung. b > 0 dagegen bedeutet eine hohe Belastung des Balkens
oberhalb der ,, EULERSCHEN Knicklast“. Die zentrale Ruhelage ist dann instabil,
und es gibt zwei seitliche stabile Ruhelagen mit einer Auslenkung von +v/b.

Es ist zu erwarten, dafl bei Anlegen einer kleinen Storung die stabilen Ruhelagen
in Orbits der Periode T' = 27 iibergehen. Dieses System hat daher den Nach-
teil, daf} diese Orbits im Gegensatz zum Spezialfall 1 nicht konstant sind und
somit die klassische Stabilitdtsanalyse erschwert ist. Dafiir ist in diesem Fall die
numerische Untersuchung des quantenmechanischen Systemverhaltens deutlich
einfacher3. Der Grund liegt darin, daf§ die Phasenportraits dieses Systems grofie
regulidre Inseln und im wesentlichen nur einen zusammenhingenden chaotischen
Bereich enthalten. Dadurch ist der benétigte numerische Rechenaufwand deut-
lich geringer als im Spezialfall 1, da eine niedrigere ,Phasenraumauflésung® zur
quantenmechanischen Untersuchung ausreicht.

’Die Konstante ¢ aus Gleichung (1.6) ist in Abschnitt 1.3 auf 1 skaliert worden.
3siehe Abschnitt 3.5
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2 Klassische Mechanik

In diesem Kapitel wird der ungeddmpfte DUFFING-Oszillator mit parametri-
scher Anregung im Rahmen der klassischen Mechanik sowohl analytisch als
auch numerisch behandelt. Ein besonderer Schwerpunkt wird auf die Bestim-
mung der Stabilitit der Fixpunkte bzw. der periodischen Orbits in den Poten-
tialmulden gelegt, die bei Anlegen einer Storung aus den stabilen Fixpunkten
des ungestorten Systems entstehen. Dies sind auch gleichzeitig die wichtigsten
Orbits des Systems, da diese den gestorten Ruhelagen des jeweils zugrundelie-
genden Modells entsprechen.

2.1 Die PoINCARE-Abbildung

2.1.1 Der FluB autonomer Vektorfelder

Fiir ein autonomes Vektorfeld F : R™ — R"™,  — F(x) ist der zugehorige Flufl
®:R" x R — R, (x9,t) — ®;(xg) durch eine partielle Differentialgleichung’
in der Zeit, die sogenannte Flufigleichung

0
E(I)Lvo,t =Fo (I)|w0,t (2-1)

definiert mit der Anfangsbedingung

Dy = 1 |go. (2.2)
Die Abbildung ¢ — ¢.(xq) fiir festes xg beschreibt somit den zur Zeit ¢ = 0
in xy startenden Orbit; &y — ¢(xg) ist fiir festes ¢ ein Diffeomorphismus auf

dem R"™. Die durch ¢ parametrisierte Schar von Diffeomorphismen ®; bildet
eine ABELsche Gruppe?; denn es gilt:

(ﬁt o (I)t/ = (I)t—l—t’ = (ﬁt’ o (I)t. (23)
und

o' =, 2.4
t

'Die Nomenklatur ®|4 ;s wird in dieser Arbeit ausschlieBlich im Zusammenhang mit
Ableitungen verwendet. So bedeutet z.B. D¢'|%,t/ die Ableitung von ® nach den xo-
Komponenten an der Stelle o = x(, t = ¢ und ist eine kompaktere Schreibweise als
(D®;)(zq) oder D®(20)|zy=a,-

2®, ist das neutrale Element, und die Assoziativitit ergibt sich sofort aus (2.3).
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2.1.2 Der FluB nichtautonomer Vektorfelder

Fiir ein nichtautonomes Vektorfeld F : R" x R — R", (z,t) — F(x) ergibt
sich eine zu (2.1) analoge Gleichung mit dem Unterschied, dafi F explizit von
der Zeit abhéngt:

d
Eq)|m0,t =Fy 0@y, (2.5)

mit der Anfangsbedingung ®¢(2¢) = x¢. P ist allerdings im eigentlichen Sin-
ne kein Flu}, da das Aussehen von ® explizit von der gewihlten Startzeit g
(hier: ¢p = 0) des Flusses abhingt. Dieses Problem 148t sich dadurch umge-
hen, dafl ® um ein zusitzliches Zeitargument, die Startzeit, erweitert wird.
®: R" xR xR — R", (zo,t,tg) — P4,(xo) mit der Anfangsbedingung
4,4, = 1|r~ bildet dann den eigentlichen FluB des nichtautonomen Vektor-
feldes F'. Die nun zweiparametrige Schar ®;;, von Diffeomorphismen auf R"
bildet im allgemeinen keine Gruppe. Es gilt:

(Ptll’tl [e] @t,,t = @t”,t‘ (26)

Die Verkniipfung zweier beliebiger Diffeomorphismen ®;, ;, und ®;, ;, der Schar
ist nur moglich, falls ¢35 = t5 oder t; = t4 ist.

Im Rahmen dieser Arbeit wird der zweiparametrige Flul ®;;, allerdings nicht
benétigt, so dafl im folgenden mit dem Begriff ,,nichtautonomer Flu* immer
®; aus (2.5) mit der Anfangsbedingung &y = 1 |g» gemeint ist.

Zu beachten ist lediglich, daf} fiir diesen nichtautonomen Fluf} die Gleichun-
gen (2.3) und (2.4) nicht giiltig sind. Allerdings gilt fiir T-periodische Systeme
folgender Satz:

Satz 2.1. Sei F'; ein (nicht notwendigerweise endlich dimensionales) nichtau-
tonomes Vektorfeld auf einem R-Vektorraum V. Es gelte Fiy 7 = Fy Yt € R.
Es sei ®:V xR = V, (zg,t) = ®(xg) der zugehirige nichtautonome Fluf,
der durch Gleichung (2.5) mit der Anfangsbedingung ®y = 1|y bestimmit ist.
Dann gilt

¢t+T = (bt o @T. (27)

Fiir alle t € R.

Beweis. Es muf} lediglich gezeigt werden, dafl ®;,.7 und ®; o &7 die Glei-
chung (2.5) mit derselben Anfangsbedingung erfiillen. Aus der Eindeutigkeit
der Losungen von Differentialgleichungen folgt dann automatisch, dal ®;, 7
und ®; o & identisch sind.

Sei &g € V. Dann gilt:

0

E‘I)|mo,t+T = Fi170 @lgy 147 = Fr 0 @lay 147 (2.8)
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Also erfiillt @, die Differentialgleichung (2.5) mit der Anfangsbedingung
Oy, 7(xy) = Pr(x)). Ferner gilt:

0 0
E(I)t o @T|mo,t = &@bﬂmo) =F;o q)|<I>T(m0) =F;0®;0 @T(a}g) (29)

mit der zugehorigen Anfangsbedingung ®;—g o &7 (xg) = P (xp). Damit ist die

Aussage des Satzes bewiesen. O

Die Aussage des Satzes entspricht der folgenden Aussage fiir den zweiparamet-
rigen Flufl:

Qi ior0 = Prioror © Poro = Pyoo Porp. (2.10)

Fiir bestimmte theoretische Belange ist es sinnvoll, ein nichtautonomes System
in ein autonomes umzuschreiben. Dies kann durch Einfiihrung einer neuen Va-
riablen #(t) erreicht werden, deren zeitliche Entwicklung durch

=1 mit 6(0) =6 (2.11)
gegeben ist. Es gilt daher:
0(0o,t) =6y + t. (2.12)

Als neues autonomes Vektorfeld wihlt man F' : R*tL — Rt mit

F’(Z’)::(F(“”91_90)>. (2.13)

Der zugehorige nichtautonome Fluf & : R"*! x R — R"!, (zg,0,t) —
®}(z0,0p) ist dann durch Gleichung (2.1) fiir F' und @' bestimmt:

B,
57 2 lwogot = F' 0 g 0,0 (2.14)

Ist F in ¢t periodisch mit der Periode 27, so 1aft sich 6 + 27 mit # identifizieren.
Die a priori auf ganz R definierte Variable® 6 148t sich somit auf das Intervall
[0, 2x[ abbilden und daher als zyklische Variable auffassen. Aus (2.12) folgt

dann:

0(0o,t + 2m) = 0y + £ + 21 = 000, ). (2.15)

Hierbei ist zu beachten, dafl Fixpunkte des nichtautonomen Systems, d.h. zei-
tunabhingige Nullstellen von F' in periodische Orbits des autonomen Systems
iibergehen, da die Koordinate 0(6), t) fiir keine einzige Trajektorie konstant sein
kann. Somit hat das autonome System insbesondere keine Fixpunkte.

®Genaugenommen ist § nur in dem hier untersuchten System auf ganz R definiert. Im All-
gemeinen kann der Definitionsbereich aber auch ein (von der Trajektorie abhéingiges) Teil-
intervall der reellen Zahlen sein.
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Bezeichnet
II:R"" - R", (z,0)~ (2.16)

die Projektion auf die z-Komponente, so existiert zwischen ® und ®' der fol-
gende Zusammenhang [GH83]:

CI)t(iBO) =1Ilo @;(mg, 00 = 0) (217)

Dieser Zusammenhang ist leicht einsichtig. ® und ®’ erfiillen die Gleichungen
(2.5) bzw. (2.14). Wahlt man 6y = 0 fest, so sind beide Gleichungen identisch
(weil die Vektorfelder identisch sind) bis auf die zusétzliche -Komponente von
®', bzw. von F’. Das bedeutet, dafl ® mit der zg-Komponente von ®' identisch
sein muf}, und es gilt:

®(x0,0p = 0) = < @8((;:)0) ) : (2.18)

Daraus ergibt sich automatisch (2.17).

Das in dieser Arbeit behandelte eindimensionale System (1.17) stellt ein nicht-
autonomes System mit einem Freiheitsgrad dar. Daher ist der zugehérige Pha-
senraum dreidimensional, bestehend aus den Koordinaten ,,Ort“ ¢, ,Impuls“ p
sowie der ,Zeit“ 6 aufler im Fall verschwindender Stérung (d.h. a = ¢ = 0),
wodurch (1.17) in ein autonomes System mit einem zweidimensionalen Phasen-
raum iibergeht.

Durch Einfithrung der zyklischen Variable # geht das nichtautonome System
(1.17) tber in

% . (2.19a)
B o (1 +afO)d + b+ eg®)a. (2.19b)
df

=1 (2.19¢)

2.1.3 Definition der PoINCARE-Abbildung

Definition 2.2. Sei F ein autonomes Vektorfeld mit dem zugehirigen (auto-
nomen) Fluff ® auf dem n-dimendionalen Phasenraum und % eine (n — 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit mit der Eigenschaft, daf$ alle Trajektorien
¥ transversal schneiden, d.h. F(x)-n(x) #0VY ¢ € ¥, wobei n(x) der Norma-
leneinheitsvektor von X3 im Punkt x ist. Gibt es fir jedes @ € 3 eine eindeutig
bestimmte minimale Zeit T(x) > 0, in der die in & startende Trajektorie zu ¥
zurickkehrt, so ist die Abbildung

PS5, @ Ory)(@) (2.20)

eindeutig bestimmt und heifit POINCARE-Abbildung.
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Durch die Einfiihrung einer POINCARE-Abbildung wird die Dimension eines
Problems um mindestens eine Variable verringert [GH83, Wig88, Wig90]. Zu
beachten ist, daf hierfiir ein autonomes System Voraussetzung ist.

Im Fall nichtautonomer periodischer Systeme, deren explizite Zeitabhingig-
keit durch Einfiihrung einer zyklischen Variable 6 beseitigt wurde, 148t sich
eine POINCARE-Abbildung auf triviale Weise angeben: Als Querschnittsfliche
¥ wihlt man eine Ebene 6y = const (im folgenden wird immer 0.B.d.A.
6o = 0 angenommen). Wegen 0 = 1 schneiden alle Trajektorien ¥ transver-
sal (F(x)-n(x) =1) und wegen (2.15) gilt:

T(x) =2r Vel (2.21)

Alle t = 27 nimmt die 8-Koordinate des autonomisierten Flusses ® den Wert 6
(modulo 27) an. Schriankt man den autonomisierten Flufl @' auf ¥ ein, d.h. fafit
man den FluB als Abbildung @' : R” x R — R"*!, (zg,t) — ®}(xo, 0 = 0) auf,
so ergibt sich aus (2.20) in diesem Fall fiir die POINCARE-Abbildung* [GHS83,
S. 26]:

P(zo) = Lo @y (20,00 = 0), (2.22)
bzw. in anderer Formulierung unter Benutzung von (2.17)

P(zo) = Por(z0). (2.23)

Dabei gehen Orbits der Periode 27 in Fixpunkte der POINCARE-Abbildung
iiber, wihrend Orbits der Periode 27% mit 7,5 € 7 in Zyklen der Periode s
iibergehen, die oft ebenfalls als periodische Orbits bezeichnet werden.

2.2 Klassisches Chaos

In diesem Abschnitt wird die Bedeutung des Begriffs ,,Chaos“ bzw. ,,chaotische
Dynamik“ im Rahmen der Theorie nichtlinearer dynamischer Systeme erldutert,
und es werden zwei fiir diese Arbeit relevante Szenarien vorgestellt, die zum
Auftreten chaotischer Dynamik fithren. Zuvor wird jedoch der Begriff der sta-
bilen und instabilen Mannigfaltigkeit eingefiihrt, da dieser fiir das Verstindnis
chaotischer Dynamik wichtig ist.

2.2.1 Stabile und instabile Mannigfaltigkeit

Fiir das Verstdndnis chaotischer Dynamik ist die Kenntnis der Stabilitit oder
Instabilitit von Fixpunkten bzw. Orbits unerlidfilich. Daher werden zunéichst
diese beiden Begriffe definiert.

“Die Nomenklatur ist in dieser Hinsicht in der Literatur nicht eindeutig. Oft wird auf das
Vorschalten von II in (2.22) verzichtet [Wig88]. Dies 148t sich insofern rechtfertigen, als
daB P eine Abbildung von ¥ ~ R™ nach £ ~ R" darstellt, und ®5,, eingeschrinkt auf
¥ = R" x {60} ~ R", zwar noch formal eine Abbildung nach R"*! darstellt, die Bilder von
&5, jedoch immer in X liegen.
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Definition 2.3. Sei @ ein Fizpunkt eines Vektorfeldes F auf R™, d.h. F(z) =
0. Dann heifit x

(i) stabil, falls fir jede Umgebung V wvon & eine Umgebung U C V wvon &
existiert, so daf§ jede Losung x(t) mit £(0) = g € U fiir allet >0 in V
bleibt.

(ii) asymptotisch stabil, falls Z stabil ist und lim x(t) = Z.

t—o00

(7ii) instabil, falls & nicht stabil ist.

Die Begriffe der Stabilitdt und Instabilitéit lassen sich auf einfache Weise auch
auf Orbits iibertragen. Offensichtlich ist ein kontinuierlicher Orbit genau dann
stabil, wenn seine Bilder unter einer POINCARE-Abbildung stabil sind.

Eine besondere Rolle beim Entstehen von Chaos spielen die stabile und die
instabile Mannigfaltigkeit von Fixpunkten.

Definition 2.4. Sei © Fizpunkt des Vektorfelds Fauf V. C R™ und ® der zu-
geharige Flufl. Dann heifit

Wi (z) :={xeV| 1tl_i)m Oy(x) > x, Py(xz) €V VE >0} (2.24)
o0
die stabile Mannigfaltigkeit® von & und
W z):={xecV| tLiEn Oi(x) > Z, Py(x) €V VE L0} (2.25)

die instabile Mannigfaltigkeit von .

Es ist offensichtlich, dafl & genau dann asymptotisch stabil ist, wenn W* eine
Umgebung von Z ist, und genau dann instabil, wenn die Dimension von W*
ungleich null ist.

Ein anderer, wichtiger Begriff ist der des hyperbolischen Fixpunkts: T heifdt
hyperbolischer Fixpunkt, falls

dim W?*(z) + dimW*(z) =n (2.26)

ist. Aufler der stabilen und der instabilen Mannigfaltigkeit gibt es im allgemei-
nen auch noch die (nicht eindeutig bestimmte) Zentrumsmannigfaltigkeit, falls
gilt: dim W* (&) + dim W*(z) < n.

% Auch wenn die globale stabile Mannigfaltigkeit W* und die globale instabile Mannigfaltig-
keit W* fiir sich genommen differenzierbare Mannigfaltigkeiten darstellen, miissen sie im
Allgemeinen keine Untermannigfaltigkeiten des R™ sein. Die Einschrankung von W* und
W™ auf eine kleine Umgebung des Fixpunktes, also die lokale stabile und die lokale instabile
Mannigfaltigkeit, sind dagegen immer Untermannigfaltigkeiten des R".
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2.2.2 Definition von Chaos

In der Literatur werden verschiedene Definitionen fiir Chaos bzw. chaotische
Dynamik diskutiert und eine Reihe von Chaosmerkmalen zur Definition des
Begriffs herangezogen. Ein wesentliches Merkmal chaotischer Dynamik ist die
sensitive Abhingigkeit des Verlaufs einer Trajektorie von den gegebenen An-
fangsbedingungen: Zwei beliebig benachbarte Trajektorien laufen exponentiell
auseinander und befinden sich schon nach kurzer Zeit an vollig verschiedenen
Punkten im Phasenraum. Andere Chaosmerkmale sind einzelne Orbits, die Be-
reiche des Phasenraums dicht iiberdecken, die Existenz von Orbits aller Peri-
oden in einer Abbildung, die ebenfalls Bereiche des Phasenraums dicht iiber-
decken [Dev86], sowie die Existenz einer unter der Dynamik invarianten Men-
ge, auf der sich eine vollstindige symbolische Dynamik angeben 1afit [Wig88].
Die Definition von Chaos, die in diesem Abschnitt gegeben wird, stammt aus
[Rob95].

Definition 2.5. FEine Abbildung f : X — X heifit (topologisch) transitiv auf
einer invarianten Menge Y C X, d.h. f(Y) C Y, falls es einen Punkt p € Y
gibt, dessen Orbit dicht in'Y liegt.

Definition 2.6. FEine Abbildung f auf einem metrischen Raum (X,d) heifit
sensitiv abhingig von den Anfangsbedingungen, falls es ein r > 0 gibt, so daf
fiir jeden Punkt x € X und fiir jedes € > 0 ein y € X existiert mit d(x,y) < €
sowie ein k >0, so daff d(f*(z), f¥(y)) > r ist.

Definition 2.7. FEine Abbildung f auf einem metrischen Raum (X, d) heifit
chaotisch auf der invarianten Menge Y C X, falls gilt:

(1) [ ist transitiv auf Y, und
(ii) f ist sensitiv abhdngig von den Anfangsbedingungen aufY .
Bei anderen Autoren wird noch zusdtzlich gefordert:

(iii) Die Menge der periodischen Punkte von f liegt dicht in'Y.

Auch wenn diese Definition sich nur auf diskrete Systeme bezieht, lassen sie sich
doch mittels POINCARE-Abbildungen auf kontinuierliche Systeme iibertragen.

2.2.3 Homoklines Chaos

Ein Orbit, der sowohl auf der stabilen als auch auf der instabilen Mannigfaltig-
keit eines Fixpunktes @ liegt, heillt homokliner Orbit. Er startet fiir t — —oo
bei £ auf der instabilen Mannigfaltigkeit und kehrt fiir £ — oo auf der stabilen
Mannigfaltigkeit zu seinem Ausgangspunkt zuriick. Speziell fiir zweidimensio-
nale Abbildungen mufl Z immer hyperbolisch sein, weil aus der Existenz der
stabilen und der instabilen Mannigfaltigkeit bereits (2.26) folgt.
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Bricht ein homokliner Orbit einer zweidimensionalen Abbildung bei Anlegen
einer Storung auf, so entsteht durch transversale Schnitte der stabilen und
der instabilen Mannigfaltigkeit des zugehorigen hyperbolischen Fixpunkts ei-
ne chaotische Hufeisen-Dynamik [GH83, Wig90]. Die Existenz der transver-
salen Schnitte kann mit Hilfe der MELNIKOV-Methode durch das Berechnen
der MELNIKOV-Funktion bewiesen werden. Diese Funktion beschreibt in erster
Naherung den Abstand der stabilen und der instabilen Mannigfaltigkeit von-
einander. Eine einfache Nullstelle bedeutet einen transversalen Schnittpunkt
der beiden Mannigfaltigkeiten. Gibt es einen Schnittpunkt, so gibt es unendlich
viele, und es entsteht ,,homoklines Chaos*.

Dies ist fiir das hier untersuchte System teilweise schon in [Par90] bewiesen.
Dort wird die MELNIKOV-Funktion zwar nicht fiir das allgemeine System (1.17),
sondern fiir eine Verallgemeinerung von Spezialfall 2 (1.27) berechnet und fiir
diesen Fall die Existenz des homoklinen Chaos gezeigt.

Zu beachten ist, daf} dort eine andere Skalierung als in dieser Arbeit (vgl. (1.13))
verwendet wird:

%q —  q (2.27a)
1
Ay =, (2.27D)
m by
by t, (2.27¢)
m
D H(gpt) s Higp). (2.27d)

bt

Es bleiben dann die folgenden Parameter iibrig:

0= ]2 (2.28a)
by
az
=2 2.28b
a= (2.28b)
Fol (2.28¢)
by

wobei in [Par90] immer a = 0 gewihlt ist.
Als MELNIKOV-Funktion ergibt sich in dieser Skalierung
2

M (1) = F mQ? cosech (%) sin (7). (2.29)

Weil der Sinus nur einfache Nullstellen aufweist, ist damit die Existenz der
transversalen Schnitte der stabilen mit der instabilen Mannigfaltigkeit zumin-
dest fiir Spezialfall 2 bewiesen.
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2.2.4 Das KAM-Szenario

Das zweite Szenario, welches beim ungedimpften DUFFING-Oszillator mit pa-
rametrischer Anregung Chaos entstehen li3t, ist das KAM- oder BIRKHOFF-
Szenario%im Rahmen des K AM-Theorems [AP90, Jac90].

In einem autonomen, integrablen HAMILTON-System mit f Freiheitsgraden der
Bewegung liegen die Trajektorien im Phasenraum auf f-dimensionalen invari-
anten Tori. Es 148t sich dann eine kanonische Transformation auf Wirkungs-

Winkelvariablen Ji,...,J; und #4,...,9; angeben, so das die kanonischen
Bewegungsgleichungen die folgende einfache Form annehmen:
. 0
i = -5 H(J,9) =0, 2.
J, a9 (J,9)=0 (2.30a)
. 0
9; = H(J,9) = w; 2.30b
S HW.9) = (2:300)

mit der Losung J;(t) = J;(0) und 9;(t) = 9;(0) + wjt.

Im hier untersuchten System sind die invarianten Tori zweidimensional und
erscheinen in der POINCARE-Abbildung als invariante Linien.

Das von KOLMOGOROV, ARNOLD und MOSER entwickelte KAM-Thorem be-
schreibt das Aufbrechen dieser invarianten Tori [Arn78, Jac90, Wig90]. Vor-
aussetzung ist unter anderem eine von einem Stérungsparameter e abhingige
HAMILTON-Funktion, die fiir verschwindende Stérung, d.h. e = 0, integrabel
ist. Bei wachsender Storung e brechen immer mehr invariante Tori auf, bis
schliefllich alle zerstért sind. Es ist dabei so, daf diejenigen Tori mit den ,irra-
tionalsten“” Frequenzen die stabilsten sind.

Beim Aufbrechen eines Torus mit rationaler Windungszahl % entstehen nach
dem POINCARE-BIRKHOFF-Theorem £k - s elliptische und genauso viele hyper-
bolische periodische Punkte der POINCARE-Abbildung mit & > 1. Dies fiihrt zur
Entstehung sogenannter BIRKHOFF-Ketten (auch als POINCARE-BIRKHOFF-
Ketten oder als ,Inselketten“ bezeichnet) [AP90, Jac90]. Jede einzelne die-
ser ,,Inseln“ umgibt einen der elliptischen periodischen Punkte, der seinerseits
von KAM-Tori (zweiter Ordnung) umgeben ist, die ihrerseits mit zunehmender
Storung aufbrechen und BIRKHOFF-Ketten innerhalb dieser Insel entstehen las-
sen. Die Inseln dieser Ketten enthalten wiederum elliptische periodische Punkte,
die ebenfalls von KAM-Tori (dritter Ordnung) umgeben sind. Dies setzt sich
unendlich oft fort. Numerisch sind Inselketten dritter und hoherer Ordnung nur
schwer zu erkennen, da sie sehr klein sind.

Zwischen zwei elliptischen Punkten einer Inselkette befindet sich immer ein hy-
perbolischer Punkt. Durch Schnittpunkte der instabilen Mannigfaltigkeit des

®Daneben ist auch der Begriff POINCARE-BIRKHOFF-Szenario gebriuchlich. Manchmal wird
dieses Szenario auch ohne Bezeichnung im Rahmen der Diskussion von , Elliptischen Punk-
ten“ [Jac90] oder ,,Generischen Elliptischen Punkten® [AP90] besprochen.

"Die ,Irrationalitiit“ einer Windungszahl 148t sich auch quantitativ formulieren und ist in
der oben angegebenen Literatur beschrieben. Die ,irrationalste* aller reellen Zahlen ist im
ibrigen % (1 + \/5), der sogenannte Goldene Schnitt.
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einen hyperbolischen Punktes mit der stabilen Mannigfaltigkeit eines anderen
hyperbolischen Punktes kommt es wie im vorhergehenden Abschnitt in diesem
Bereich zu chaotischer (Hufeisen-) Dynamik. Da sich hierbei jeweils die Mannig-
faltigkeiten verschiedener hyperbolischer Punkte schneiden, spricht man nicht
von homoklinem, sondern von , heteroklinem Chaos“.

2.2.5 Das Frequenzspektrum der Autokorrelationsfunktion

Fiir eine Funktion s(¢) ist die Autokorrelationsfunktion Cs(7) durch
) 1
Culr) = Jim oo [ ste)s(e+ ) (2.31)

gegeben. Das Frequenzspektrum von s(t) ergibt sich zu

G (w) = \/% / Co(r) e dr. (2.32)

Bezeichnet speziell s(t) = A(q(t),p(t),t) eine klassische Observable A auf einer
Trajektorie eines Systems mit f Freiheitsgraden, so ist das Frequenzspektrum
fiir regulire Bewegung auf einem invarianten Torus durch die diskreten Fre-
quenzen wi,... ,ws gegeben mit Amplituden, die von der expliziten Wahl der
jeweiligen Trajektorie abhingen. Fiir eine Trajektorie, die eine chaotische Be-
wegung beschreibt, ist das Frequenzspektrum dagegen kontinuierlich [Ely88].

2.3 Lineare Stabilitatsanalyse

2.3.1 Der Satz von HARTMAN-GROBMAN

Jedes nichtlineare (differenzierbare) System & = F(x) kann lokal durch ein
lineares System approximiert werden. Da lineare Systeme wesentlich leichter zu
behandeln sind als nichtlineare, stellt sich die Frage, inwieweit die Dynamik bei
der Linearisierung qualitativ erhalten bleibt.

Die Grundidee hinter der linearen Stabilitdtsanalyse ist recht simpel. Ein Orbit
®y(x) ist stabil (analog zur Definition des stabilen Fixpunkts in Abschnitt
2.2.1), wenn jeder in einer geniigend kleinen Umgebung um @( in & startende
Nachbarorbit ®;(x) fiir alle Zeiten benachbart bleibt. In TAYLOR-Entwicklung
gilt fiir den Fluff ®; in einer Umgebung um xg:

Oy () = By(x0) + DBy (o) (@ — o) + O (@ — x0)?) - (2.33)

In erster Naherung wird daher der Abstand eines Nachbarorbits ®;(2) zum
Referenzorbit ®;(x) durch den linearisierten Flufl D®(x¢) beschrieben. Dieser
Zusammenhang bildet den Hintergrund des Satzes von HARTMAN-GROBMAN
[GH83, PERI1]:
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Satz 2.8 (Hartman-Grobman). Es sei F ein autonomes, differenzierbares
Vektorfeld auf R™ und ® der zugehorige Fluf. Sei g ein Fizpunkt von F, d.h.
F(xzo) = 0. Falls keiner der Eigenwerte von DF |z, rein imagindr oder 0 ist —
das ist aquivalent dazu, daf$ 2o ein hyperbolischer Fixpunkt ist [GH83] —, dann
gibt es eine Umgebung U von xy sowie einen Homdomorphismus h : U — R,
der lokal die Orbits des nichtlinearen Flusses ®; auf die Orbits des linearisierten
Flusses D®; abbildet:

ho ®(x) = D®;o h(x). (2.34)

Daher ist ein hyperbolischer Fixpunkt x( eines nichtlinearen Systems genau
dann stabil (instabil), wenn O ein stabiler (instabiler) Fixpunkt des um xg
linearisierten Systems ist.

Fiir nichthyperbolische Fixpunkte ist die Situation etwas komplizierter. Aber es
148t sich zumindest zeigen, daf} jeweils die Dimension der stabilen (instabilen)
Mannigfaltigkeit des Fixpunkts im nichtlinearen Systems und im linearisier-
ten System iibereinstimmen [GH83]. Im linearen System ist die Dimension der
stabilen Mannigfaltigkeit gleich der Anzahl der Eigenwerte von D F|g, mit ne-
gativem Realteil und die Dimension der instabilen Mannigfaltigkeit gleich der
Anzahl der Eigenwerte mit positivem Realteil. Daher 148t sich zumindest noch
die Aussage treffen, daff @ instabil ist, falls ein Eigenwert von D F |4, einen po-
sitiven Realteil besitzt, weil dann die Dimension der instabilen Mannigfaltigkeit
im linearen System grofler als 0 ist [Per91].

Gibt es mindestens einen Eigenwert mit verschwindendem Realteil, aber kei-
nen mit positivem Realteil, so 148t sich grundsétzlich nicht von der Dynamik
des linearen Systems auf die Dynamik des nichtlinearen schlieffen. Sind alle
Eigenwerte rein imaginir oder null, so ist &g ein elliptischer Fixpunkt.

Das hier Gesagte gilt in fast identischer Formulierung auch fiir Abbildungen:

Satz 2.9 (Hartman-Grobman). Sei P : R" — R”" ein Diffeomorphismus
mit einem hyperbolischen Fizpunkt xg. Dann gibt es eine Umgebung U von xg
und einen Homdéomorphismus h : U — R™ mit

hoP(x) = DP|g, o h(z). (2.35)

Fiir die Bestimmung der Stabilitdt von periodischen Orbits eines kontinuierli-
chen Systems wendet man Satz 2.9 auf eine POINCARE-Abbildung an. Das gilt
insbesondere auch fiir nichtautonome Systeme, die ja, als autonome Systeme
formuliert, keine Fixpunkte besitzen (siehe Abschnitt 2.1.2). Hat ein Orbit die
Periode n, so wendet man Satz 2.9 auf die Abbildung P" an.

Die Dynamik in der Umgebung eines hyperbolischen Orbits eines kontinuierli-
chen Systems bleibt somit bei einer Linearisierung um diesen Orbit im wesent-
lichen erhalten, weil dies bei der POINCARE-Abbildung der Fall ist.
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2.3.2 Das linearisierte System
2.3.2.1 Der linearisierte FluB

Der Fluf§ ® fiir ein autonomes System wird durch Gleichung (2.1) und fiir ein
nichtautonomes System durch Gleichung (2.5) beschrieben. Beide Fille sollen
im folgenden zusammen behandelt werden. Das Vektorfeld F' auf R"™ kann daher
im folgenden sowohl autonom als auch nichtautonom sein. Der Fluff wird dann
durch eine Abbildung ® : R” x R — R", (z¢,t) — ®;(xo) beschrieben und
erfiillt somit im nichtautonomen Fall nicht die Fluirelationen (2.3) und (2.4).

Leider ist ® im allgemeinen Fall eines nichtlinearen Vektorfeldes in der Regel
nicht bekannt und kann auch nicht in geschlossener Form angegeben werden.
Da lineare Systeme wesentlich einfacher zu behandeln sind als nichtlineare und,
wie im vorangegangenen Abschnitt beschrieben, die Dynamik eines Systems
bei einer Linearisierung um einen Orbit herum unter bestimmten Bedingungen
erhalten bleibt, bietet es sich an, (2.1) bzw. (2.5) nach den Phasenraumkoordi-
naten xg zu differenzieren:
0

ED(I)'W = DF|p,(zy),: D®lao.s- (2.36)

®;(x) ist der Orbit, um den herum das Vektorfeld und der Fluf linearisiert
wird. Im Prinzip gilt die Gleichung (2.36) fiir jeden beliebigen Orbit, in dieser
Arbeit sind jedoch nur Fixpunkte und periodische Orbits des kontinuierlichen
Systems im Rahmen der Stabilititsanalyse von Interesse.

D®|y, 4 ist der um den Referenzorbit ®4(x¢) linearisierte Flufl und
Fy:= DF|a,(z0)1 (2.37)

ist das um den Referenzorbit linearisierte Vektorfeld und somit per definitionem
das Vektorfeld des linearisierten Systems. Zu beachten ist, daf3 Fim Allgemei-
nen selbst dann explizit zeitabhéingig ist, wenn F nicht explizit von der Zeit
abhéngt. Das liegt daran, dafl der Referenzorbit im allgemeinen explizit von der
Zeit abhingt. F ist nur dann autonom, wenn F' autonom und der Referenzorbit
®,(x() konstant, also ein Fixpunkt von F ist. F ist periodisch im autonomen
Fall, wenn ®,(x() periodisch ist. F ist periodisch im nichtautonomen Fall, wenn
die Periode T = 27 von F; und die Periode T" von ®4(z() kommensurabel sind,
d.h. r27 + sT' = 0 fiir r,s € Z. Das ist dquivalent dazu, da§ das Verhiltnis
der Perioden rational ist. Das linearisierte Vektorfeld hat dann die Periode 27r.
Ohne Einschrinkung soll die Periode von F im folgenden als 27 angenommen
werden.

Der zu F, gehorige FluB @ des linearisierten Systems ist dann durch
—o, =F, 9, (2.38)

mit der Anfangsbedingung & = 1 |r» bestimmt.



2.3 Lineare Stabilitdtsanalyse 37

Ersetzt man in Gleichung (2.36) DF durch F | so erhiilt man

9 -

57D egt = Fy DOz . (2.39)
Aus der Eindeutigkeit von ® folgt dann bereits aus (2.38) und (2.39) fiir den
Fluf} des linearisierten Systems:

Dy = DD|, 4. (2.40)

Das ist aber nach dem oben gesagten gerade der um den Referenzorbit linea-
risierte FluB des nichtlinearen Systems. ® ist im allgemeinen (auch, falls ®
autonom ist) ein nichtautonomer Fluf} (2.5), fiir den die Flufirelationen (2.3)
und (2.4) nicht gelten.

Dieser Zusammenhang zwischen ® und ® 148t sich knapp und markant formu-
lieren:

Der exakte Fluf$ des linearisierten Systems ist gleich dem lineari-
sierten Fluf$ des exakten Systems.

Der wesentliche Unterschied gegeniiber dem nichtlinearen System (2.1) be-
steht darin, daB das durch ® beschriebene lineare System explizit zeitabhingig
ist. Ist ®y(xg) ein periodischer Orbit, so 148t sich die entstandene explizite
Zeitabhéngigkeit durch Einfithren einer neuen Phasenraumkoordinate 6’ (siehe
Abschnitt 2.1) beseitigen. Ist F' bereits von einer derartigen , Zeitkoordinate“
abhéngig und haben F' und ®;(x) die gleiche Periode, so kann ¢y mit der Kom-
ponente 0y von g = (g, Py, fp) identifiziert werden und es braucht keine zweite
,Zeitkoordinate“ eingefiihrt zu werden®.

2.3.2.2 Die linearisierte POINCARE-Abbildung

Fiir den — wie oben beschrieben — nichtautonomen Fluf} (i) des linearisierten
Systems aus (2.40) ergibt sich die POINCARE-Abbildung P des linearisierten
Systems wegen (2.23) zu:

P (&) = Dor &,. (2.41)

Sei nun @ ein nichtautonomer Flufl und ®' der autonomisierte Fluf des nicht-
autonomen Systems gemif} (2.18). Fiir die Ableitung der POINCARE-Abbildung
P des nichtlinearen Systems (2.22) nach den xyp-Komponenten erhélt man

DPlu, = D¢} (zg,0) DP'g,020 = L0 D' 0,27 (2.42)

8 Aligemein ist dies fiir ein beliebiges rationales Verhiltnis der Perioden von F und ®(xo)
moglich, wenn die zyklische Variable 6 etwas anders gew&hlt wird. Betragt die Periode
von ®;(xo) z.B. 22w, so mufl nur anstelle von 6 + 27 mit 6 nun # mit 6 + r27 und g’
mit ' + s2m identifiziert werden. Dann sind 8 und 4’ identisch und kénnen miteinander
identifiziert werden.
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DP|g, ist die linearisierte POINCARE-Abbildung. Andererseits ist D®|g, o die-
jenige Matrix, die nach (2.40) sowohl den linearisierten Fluf des nichtlinearen
Systems als auch den Flufl des linearisierten Systems darstellt. Daraus ergibt
sich fiir die POINCARE-Abbildung P des linearisierten Systems nach (2.17):

P =By = D(TTo &) |y 000 = DPley- (2.43)
Auch dieser Zusammenhang 148t sich in einem Merksatz formulieren:

Die exakte POINCARE-Abbildung des linearisierten Systems ist die
linearisierte POINCARE-Abbildung des exakten Systems.

Daher geniigt es, P zu kennen, um Aussagen iiber die Stabilitéit eines gegebenen
periodischen Orbits eines nichtautonomen Systems machen zu kénnen. Aller-
dings lassen sich nicht in jedem Fall sichere Riickschliisse auf die Stabilitét des
Orbits im nichtlinearen System ziehen, wie in Abschnitt 2.3.1 bereits diskutiert
wurde.

Fiir die Berechnung von P bzw. ® bietet es sich an, in der nichtautonomen
Darstellung, d.h. ohne Verwendung von € zu rechnen. Zu l6sen ist dann ein
gewohnliches lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung mit periodi-
schen Koeffizienten. Genau diese Art von Differentialgleichungssystemen wird
durch die FLOQUET-Theorie (siche Anhang A) beschrieben.

Bezeichnet ® nun einen autonomen Fluf, so gilt fiir die linearisierte POINCARE-
Abbildung

DPlyy =10 D®|py +(zo)- (2.42")

Hierbei bezeichnet II eine geeignete Projektion auf die Querschnittsfliche X
[Rob95, S. 168]. Aus (2.40) und (2.41) folgt dann:

IoP =10 Dy r(20) = DPlao- (2.43")

2.3.2.3 Anwendung auf den DUFFING-Oszillator

Das um einen Orbit ®(qo,po) =: (ggggg) linearisierte Vektorfeld (1.18) des

ungeddmpften DUFFING-Oszillators mit parametrischer Anregung lautet:

0 1
DF|(QO:p0),t = < _3 (1 ‘I‘af(t))qQ(qo,t) + (b+Cg(t)) 0 > . (244)
Mit

2

5V (g,1) (2.45)

h(t) =3 (1+af(t)q*(q,t) — (b+cg(t) = B4
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geméf (1.16) ergibt sich als zu losendes Gleichungssystem analog zu (2.38)
schliefilich

<Z>:<—f?(t)(1)><z> (2.46)

bzw. als Differentialgleichung zweiter Ordnung formuliert:

G+ h(t)g=0. (2.47)

Diese letzte Formulierung ist unter dem Namen HILL-Gleichung in der Literatur
das bekannteste Beispiel fiir eine gewohnliche lineare Differentialgleichung mit
periodischen Koeffizienten.

2.3.3 Die Monodromiematrix
2.3.3.1 Autonome Systeme

Fiir autonome Systeme ist die Monodromiematriz M als diejenige Matrix defi-
niert, die in linearer Niherung die Anderung des Abstandes eines Nachbarorbits
®;(x) von einem Referenzorbit ®.(zo) beschreibt [EWI1], d.h. es folgt aus der
TAYLOR-Entwicklung (2.33) fiir ein autonomes System:

M = D®|g 2r (2.48)
und damit wegen (2.40)

M = &,,. (2.49)
M Dbeschreibt somit den linearisierten Fluf} iiber eine Periode 27 hinweg.

Die Stabilitét des linearisierten Flusses wird durch die Eigenwerte der Monodro-
miematrix beschrieben. Ist A ein Eigenwert (auch als FLOQUET-Multiplikator
bezeichnet, siche Anhang A) von M, so gibt es einen Orbit &(¢) mit £(t+2m) =
AE(t) V t € R. Dieser Orbit ist offensichtlich beschréinkt fiir [A\| < 1 und unbe-
schrankt fiir |A| > 1. Der Ursprung des linearen Systems ist genau dann stabil,
wenn alle Orbits beschrinkt sind.

Es erhebt sich die Frage, inwieweit die Monodromiematrix von der Startzeit
des gewihlten Orbits, also von einer ,Phasenverschiebung” abhingt. W&hlt
man statt des Startpunkts @z, einen anderen Punkt zf desselben Orbits als
Startpunkt, so gibt es ein ¢y € R mit @ = ®4(x(). Als Vektorfeld dieses , pha-
senverschobenen® Systems erhilt man F';,;, und somit fiir zugehoérigen Flufl
®y4y,, fiir das linearisierte Vektorfeld ﬁ‘t-l-to und schlie8lich fiir den linearisier-
ten Flufl ét+t0. Dieses Resultat gilt fiir autonome und nichtautonome Systeme
gleichermaflen.

Die Monodromiematrix ist dann wie oben diejenige Matrix, die den linearisier-
ten FluBl ®;,4, von ¢ = 0 nach ¢t = 27 iiberfiihrt:

Dy yor = M' Dy (2.50)
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Daraus folgt mit Satz 2.1, daB sich

M =, o Py, 0 é;}l = &)to oM o &)%1 (2.51)

von M nur um eine Ahnlichkeitstransformation unterscheidet, bei der die Ei-
genwerte der Monodromiematrix erhalten bleiben. Da ® grundsitzlich ein ex-
plizit zeitabhingiger Fluf ist, gelten die Gleichungen (2.3) und (2.4) nicht, wie
bereits in Abschnitt 2.1.2 erwéhnt wurde.

Der Begriff der Monodromiematrix wird in der Literatur immer im Zusammen-
hang mit autonomen Systemen verwandt. Fiir ein autonomes System mit f
Freiheitsgraden handelt es sich um eine (2f x 2f)-Matrix.

2.3.3.2 Erweiterung fiir nichtautonome Systeme

Bezieht man sich auf die eigentliche Intention der Monodromiematrix, ndmlich
die Entwicklung eines Nachbarorbits ®;(x) von einem Referenzorbit ®;(x) in
linearer Ndherung zu beschreiben, so 148t sich auch fiir ein nichtautonomes
System mit f Freiheitgraden die Monodromiematrix als (2f x 2f)-Matrix defi-
nieren. Die TAYLOR-Entwicklung in (2.33) gilt gleichermaflen fiir autonome und
nichtautonome Fliisse. Daher macht es Sinn, die Definition (2.48) der Mono-
dromiematrix auf nichtautonome Systeme zu erweitern.

M bezeichne die fiir ein System mit f Freiheitsgraden diejenige (2f x 2f)-
Matrix, die sich aus dem nichtautonomen Flufl ® zur Zeit 27 ergibt, also

M = D®,y, = &, (2.52)

M bezeichne die (2f+1) x (2 f+1)-Matrix, die sich aus dem héherdimensionalen,
autonomisierten Flufl ® ebenfalls zur Zeit 27 ergibt, also

M = DCI)I27r|90:0- (253)

In diesem Fall eines explizit zeitabhingigen Flusses ist die linearisierte POIN-
CARE-Abbildung, dargestellt als Matrix, mit wegen (2.40) und (2.41) identisch.

Der Zusammenhang zwischen den beiden Matrizen ist der folgende:

m12n+1

mMon,2n+1

M und M haben somit die gleichen Eigenwerte bis auf den zusitzlichen Ki-
genwert 1 von M. Daher hat die Wahl von M oder M fiir ein nichtautonomes
System keinerlei Einflufl auf die lineare Stabilitdtsanalyse. M soll im folgenden
ebenfalls als Monodromiematrix bezeichnet werden.
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2.3.3.3 Eigenschaften der Monodromiematrix

In diesem Abschnitt werden nun einige Eigenschaften der Monodromiematrix
fiir HAMILTON-Systeme aufgefithrt [Arn78, AP90, EW91, L6d95, Rob95].

Satz 2.10. Gegeben sei ein Vektorfeld F : R™ — R" mit div F =0, und ® sei
der Fluff von F. Dann ist ® volumenerhaltend, d.h. ein gegebenes Volumen V
wird unter dem Flufl ® wieder auf ein Volumen der gleichen Grdfie abgebildet
und es gilt:

det D®|y; = 1. (2.55)

Dies gilt auch, falls F explizit zeitabhdngig ist.

Fiir den Beweis der Volumenerhaltung wird an dieser Stelle auf [AP90, S. 45]
verwiesen, woraus automatisch |det D®|, ;| = 1 folgt. Dafl der Fluf} sogar
orientierungserhaltend ist, wird in [Wig88] gezeigt. Daher ist die Determinante
zu allen Zeiten 1, weil sie es zur Zeit ¢ = 0 ist.

Im folgenden sollen einige Eigenschaften der Monodromiematrix fiir autonome
HAMILTON-Systeme mit f Freiheitsgraden aufgelistet werden. Die Monodro-
miematrix ist in diesem Fall eine (2f x 2f)-Matrix.

(i) M ist symplektisch [EW91, Lod95], d.h.

M'JM =J, J:(_O]l g). (2.56)
(ii) Wegen (2.48) und (2.55) gilt:
det M =1, (2.57)

daher ist M invertierbar.

(iii) Das charakteristische Polynom von M ist refleziv, d.h. es gilt

=2 () (2:59)

wobei n der Grad von x(A) = det(A — M) ist [Arn78, EW91, L5d95].

(iv) Fiir jeden Eigenwert A von M gibt es nach (2.58) einen reziproken Eigen-
wert %[Arn?& EW91, L5d95]. Da x()\) ein reelles Polynom darstellt, das
nur paarweise komplex konjugierte Nullstellen enthalten kann, sind auch
X und % Eigenwerte von M. X, ), % und % miissen nicht notwendigerweise
verschieden sein. Ist A reell oder komplex und vom Betrage 1, so sind nur
je zwei der Eigenwerte paarweise verschieden.

(v) Der Eigenwert in Richtung des Flusses ist immer 1 [L6d95, Rob95].
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Fiir die Matrix M von nichtautonomen HAMILTON-Systemen gelten die Punkte
(i)-(iv), da auch M symplektisch ist (die Symplexitit der Monodromiematrix
wird aus den HAMILTON-Gleichungen hergeleitet). (iii) folgt aus (i), und (iv)
folgt aus (iii), wahrend sich (ii) aus Satz 2.10 ergibt.

Fiir die Matrix M von nichtautonomen HAMILTON-Systemen gelten die Punkte
(ii) und (v), da M mit M identisch bis auf den zusitzlichen Eigenwert 1 ist.
Die Symplexitit und die sich daraus ergebenden anderen Eigenschaften sind
nicht erfiillt.

Eine besondere Bedeutung erlangt die Monodromiematrix durch ihren Zu-
sammenhang mit der POINCARE-Abbildung des linearisierten Systems. Wegen
(2.41) und (2.52) gilt fiir nichtautonome Systeme

P=M, (2.59)
und wegen (2.41) und (2.49) ergibt sich fiir autonome Systeme

P =M. (2.59)

Im folgenden ist mit Monodromiematrix fiir nichtautonome Systeme immer die
wie oben definierte Matrix M gemeint.

2.3.4 Die HiLL-Gleichung

Die wohl bekannteste und in der Literatur am hiufgsten untersuchte gewdhn-
liche lineare Differentialgleichung mit periodischen Koeffizienten ist die HILL-
Gleichung (2.46). Sie 148t sich leider nicht in geschlossener Form losen, dennoch
lassen sich fiir diese Gleichung einige Aussagen iiber die Monodromiematrix
und die Art der existierenden Lésungen treffen.

Da die Monodromiematrix der HILL-Gleichung eine (2 x 2)-Matrix ist, ergeben
sich aus den in Abschnitt 2.3.3.3 erwidhnten Eigenschaften folgende Spezialisie-
rungen:

1. Sei M diagonalisierbar. Dann hat M zwei (nicht notwendigerweise ver-
schiedene) Eigenwerte A\; und A2 und es gilt:

det M = )\1 )\2 =1. (2.60)

Damit ist A\; = Ay ! und die beiden Eigenwerte sind reziprok reell oder
komplex konjugiert zueinander mit dem Betrag 1.

2. Sei M nicht diagonalisierbar. Dann hat M nur einen einfachen’Eigenwert
A, und es gilt:

det M = )\? = 1. (2.61)

)\ ist entweder 1 oder —1.
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Fiir das charakteristische Polynom von M ergibt sich
x(\) =X +XSp M +1, (2.62)

woraus sich dann sofort die Figenwerte und FLOQUET-Multiplikatoren zu

ALy = (2.63)

2
SpM:t <SpM> 1
2 2

ergeben.

Es sind dann drei Fille mdglich:

2
1. %) > 1. Dann sind die beiden FLOQUET-Multiplikatoren zueinander

reziprok reell, und einer ist vom Betrag her grofler als 1. Die charakteristi-
schen Exponenten'sind p; = % In A; € C. Die zwei linear unabhingigen
Losungen haben die Form e”'!p;(t) und e”?! py(t) mit 27-periodischen
Funktionen p;(t) und po(t). Ist 0.B.d.A. |Ai| > 1 > |A2], so ist der Re-
alteil von p; positiv und der Realteil von py negativ. Der Ursprung des
linearen Systems ist damit ein instabiler hyperbolischer Fixpunkt.

2
2. (%) < 1. Dann ist die Wurzel in (2.63) rein imaginéir und die beiden

FLOQUET-Multiplikatoren sind zueinander komplex konjugiert und haben
den Betrag 1. Die charakteristischen Exponenten sind p; = % In A\ =: 1w,
P2 = % In Ay = —iw, w € R. Die zwei linear unabhéngigen Lésungen sind
von der Form e p; () und e~ py(t) mit zwei 27-periodischen Funktio-
nen pq(t) und po(¢). Der Ursprung des linearen Systems ist ein stabiler
elliptischer Fixpunkt.

2
bar, so sind die beiden Eigenwerte identisch und haben den Wert +1

oder —1. Die charakteristischen Exponenten sind p = 0 oder p = 3.
Zwei linear unabhingige Losungen lauten e p;(t), und der Ursprung
ist ein stabiler elliptischer Fixpunkt. Ist M dagegen nicht diagonalisier-
bar, so ist A ein einfacher Eigenwert, und der zugehorige Eigenraum hat
die Dimension 1. Zwei linear unabhingige Losungen sind e’ py(t) und
e?" (55p1(t) + p2(t)). Der Ursprung ist dann aufgrund des linearen Terms
in der zweiten Losung ein instabiler elliptischer Fixpunkt. Ob M nun dia-
gonalisierbar ist oder nicht, so gibt es in jedem Fall zumindest eine Lésung

der Periode 27 (fiir A = 1) oder 47 (fiir A = —1).

2
3. (M> = 1. Dann gibt es zwei Moglichkeiten: Ist M diagonalisier-

°Die Vielfachheit des Eigenwerts A einer Matrix A bezeichnet die Dimension des zugehori-
gen Eigenraums und weicht von der Vielfachheit der Nullstelle A des charakteristischen
Polynoms ab, wenn A nicht diagonalisierbar ist.

'°Die charakteristischen Exponenten sind als p = £ In X definiert, siehe Anhang A.
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Parametrisiert man die HiLL-Gleichung (2.47) geeignet, so lassen sich noch wei-
tergehende Aussagen iiber die Losungen der Gleichung treffen [Haul9, Caeb9].
Im folgenden soll gelten

h(t) =: 6 + ep(t), (2.64)

wobei p(t) eine 2w-periodische Funktion mit Mittelwert 0 sei. Nach dem Oszil-
lationstheorem [Haul9] gibt es dann fiir ein fest gewéhltes € eine aufsteigende
Folge (6n)neN0 von Werten, fiir die 27-periodische Losungen (d.h. FLOQUET-
Multiplikatoren +1) der HILL-Gleichung in der Parametrisierung von (2.64)
existieren, sowie eine aufsteigende Folge (Sn)nelN1 von Werten, fiir die 4n-
periodische Losungen (d.h. FLOQUET-Multiplikatoren —1) existieren. Es gilt:

(50<(§1§(§2<51§(52<(§3§S4<...
< 52]'_1 < ng < (529'_1 < 52j < 52]'4_1 <.... (2.65)

Die reelle Achse 148t sich also in Intervalle unterteilen, auf deren Randpunkten
die Monodromiematrix von (2.64) entweder FLOQUET-Multiplikatoren +1 oder
—1 besitzt. Fiir die Stabilitdt des Ursprungs dieses linearen Systems 148t sich
folgendes festhalten:

1. Der Ursprung ist genau dann (elliptisch) stabil, wenn ¢ in einem Inter-
vall liegt, in dessen Randpunkten die FLOQUET-Multiplikatoren paarweise
verschieden sind, d.h. ggj < § < dgj—1 oder dgj < 0 < 32j+1. Existiert in
einem der Randpunkte ein zweifacher Eigenwert +1, so herrscht auch in
ihm Stabilitét.

2. Der Ursprung ist genau dann instabil, wenn entweder § < dJp ist
oder § in einem Intervall liegt, in dessen Randpunkten die FLOQUET-
Multiplikatoren identisch sind. Existiert in einem der Randpunkte nur
ein einfacher Eigenwert 41, so herrscht in ihm Instabilitét.

Praktisch bedeutet das, dafl die Kenntnis der 2m-periodischen und 47w-periodi-
schen Losungen ausreicht, um das Stabilitdtsproblem zu I6sen: ,,Zwischen® zwei
dieser Lésungen zu verschiedenen Perioden sind alle Lésungen stabil, ,, zwischen*
zwei dieser Losungen zu gleichen Perioden sind alle Losungen instabil. Ferner
14t sich noch feststellen, dafl fiir wachsendes § die Intervalle der Instabilitit
beliebig klein werden.

Dieses Verhalten 14t sich auch anschaulich erkléren: Die Eigenwerte der Mon-
odromiematrix liegen nach dem oben Gesagten entweder beide auf der reellen
Achse oder beide auf dem komplexen Einheitskreis und hingen stetig von § ab.
Deshalb ist ein Ubergang von stabilem zu instabilem Verhalten und umgekehrt
nur moglich, wenn die Eigenwerte die Werte +1 passieren.

Fiir die beiden in Abschnitt 1.4 eingefiithrten Spezialfille ergeben sich folgende
Spezialisierungen fiir die Funktion h(t) aus (2.45): Fiir a = 7 und f(t) = g(t)



2.3 Lineare Stabilitdtsanalyse 45

(Spezialfall 1) ergibt sich

2
h(t) = (b+ cg(t)) (3q b(t) - 1) : (2.66)

und fiir a = 0 (Spezialfall 2) erhilt man
h(t) = 3¢*(t) — (b+ cg(t)). (2.67)

2.3.5 Spezialfall 1: o = 7, f(t) = g(t)

In diesem Abschnitt wird fiir den ersten Spezialfall (1.17) fiir die drei Fixpunk-
te dieses eingeschrinkten Systems eine lineare Stabilitdtsanalyse durchgefiihrt.
Fiir eine spezielle Wahl von ¢(t) wird die Berechnung analytisch, fiir eine an-
dere numerisch durchgefiihrt. Die Bereiche der Stabilitidt und Instabilitit im
zweidimensionalen Parameterraum werden anschlieffend graphisch dargestellt.

2.3.5.1 Die HiLL-Gleichungen fiir die Fixpunkte

Die jeweiligen ,, Anregungsfunktionen® h(t) fiir die einzelnen Fixpunkte des Sy-
stems lassen sich nun angeben. Fiir den zentralen Fixpunkt mit ¢ = 0 ergibt
sich aus (2.66)

ho(t) = —(b+ cg(t)), (2.68)
und fiir die beiden seitlichen Fixpunkte mit ¢ = +v/b ergibt sich
hi(t) =2(b+ cg(t)). (2.69)

Die HiLL-Gleichung ¢ + hi(t)g = 0 ist fiir die beiden seitlichen Fixpunkte
identisch, was aufgrund der Symmetrie des Systems zu erwarten ist; sie unter-
scheidet sich von der Gleichung fiir den zentralen Fixpunkt nur um einen Faktor
—2 in der Funktion A(t). In den folgenden Abschnitten werden die obigen Glei-
chungen fiir spezielle ¢g(#) untersucht.

2.3.5.2 Die MEISSNER-Gleichung

Die Anregungsfunktion

Wie bereits oben erwéihnt, ist die HILL-Gleichung in ihrer allgemeinen Form
nicht 16sbar. Auch fiir den hier betrachteten Fall einer Parametrisierung wie in
(2.64) 148t sich keine analytische Losung fiir alle Parameterwerte angeben.

Fiir stiickweise konstantes h(t) bzw. g(t) 148t sich dagegen eine analytische
Losung angeben. Der einfachste Fall einer stiickweise konstanten, periodischen
Funktion ist die 2w-periodische Rechteckfunktion

1, falls 0<¢
rect(t):{ L lalls Ost<m (2.70)

—1, falls 7 <t <2m.



46 2 Klassische Mechanik

Eine HiLL-Gleichung des Typs
G+ (0 +erect(t)g=0 (2.71)

heifit MEISSNER-Gleichung [Meil8, Caeb9]. Fiir den zentralen Fixpunkt folgt
durch Vergleich mit Gleichung (2.68):

d=-b, €e=—c, (2.72)

§=2b, €=2c (2.73)

Im Prinzip 148t sich fiir jedes stiickweise konstante Vektorfeld eine analytische
Lésung angeben, nur wird diese Lésung im allgemeinen mit zunehmender Zahl
der Unstetigkeitsstellen sehr schnell sehr lang und kaum mehr handhabbar sein.
In Anhang B wird eine Losung der HILL-Gleichung fiir eine stiickweise konstante
Anregungsfunktion mit vier dquidistanten Unstetigkeitsstellen berechnet.

Die Spur der Monodromiematrix

Weil die MEISSNER-Gleichung stiickweise konstant ist, 148t sie sich auf den
jeweiligen Intervallen mit konstanter parametrischer Anregung o = § +¢ mittels
der Theorie linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten (siehe
Anhang A.3) l6sen. Die allgemeine Losung, d.h. der Fluf} ergibt sich dann durch
Hintereinanderschaltung der ,,lokalen“ Losungen.

Die Gleichung

g+ag=0 (2.74)

g\_( 0 1 q
(5)-(5%0) () 79
mit p = ¢ und den Anfangsbedingungen
q(0) = qo, p(0) = po (2.76)

fithrt nach kurzer Rechnung auf den Fluf}

B _ cos (yat) ﬁ sin (y/at)
! —Vasin (yat)  cos(yat) '

bzw.

(2.77)
und es gilt:

(1) (2)

Fiir a > 0 beschreibt éga) eine Drehung, und die Trajektorien sind Ellipsen im
Phasenraum. Fiir a < 0 wird v/« rein imaginéir und sin (y/at) sowie cos (y/a't)
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gehen iiber in i sinh (y/—at) sowie cosh (y/—at), und die Bahnkurven sind
Hyperbeln. Dadurch ist auch klar, wie parametrische Resonanz entsteht, selbst
wenn das System (2.75) bzw. dessen Losung (2.77) fiir jeden einzelnen Zeitpunkt
ein stabiles System (a > 0) beschreibt. Liegen ndmlich die Halbachsen der
Ellipsen, auf denen sich ein Orbit zu gewissen Zeiten bewegt, geeignet, so kann
dieser bei jeder Unstetigkeitsstelle des Vektorfeldes immer weiter nach auflen
getragen werden. Dies fithrt zu divergierenden, d.h. instabilen Orbits. Fiir a < 0
ist Instabilitit wegen der Hyperbolizitit der Bahnkurven als ,Regelfall* zu
erwarten, aber auch hier gibt es (allerdings sehr ,kleine“) Parameterbereiche,
fiir die die Hyperbeln, auf denen sich ein Orbit zwischen den Unstatigkeitsstellen
bewegt, so geeignet liegen, daB sich eine stabile Dynamik ergibt.

Wiéhrend der Fluf iiber ein Intervall, auf dem die Rechteckfunktion konstant
ist, ein autonomer Fluf} ist, fiir den die Gleichungen (2.3) und (2.4) gelten, ist
der Flufl iber mehrere solche Intervalle ein nichtautonomer Fluf}, fiir den diese
Relationen nicht gelten.

Fiir die Monodromiematrix, also den linearisierten Flufl der MEISSNER-Glei-
chung (2.71) zur Zeit 27 ergibt sich dann

M = 0= (o+e), (2.79)
Ausgeschrieben erhiilt man:

My = cos (\/(few) cos (MW)

Vite . . (2.80a)
_ f% sin (Vi—er) sin (Vi+er),

Mo = 61_ - coSs (\/ﬁ 7'(') sin (\/m 7T> (2.80b)
+ 51_'_ - sin (\/ﬁﬁ) cos (\/m 71') ,

My = —V/§ — esin (\/6 - e7r) cos (\/m 71') (2.800)

—Vd + €cos (\/ﬁﬂ) sin (\/ﬁﬂ) ,

:

M5y = cos ( 0 — e7r) cos (MW)
0 sin (\/ﬁ 7r) sin (\/m 7r> . (250

:

+e€
Die Spur der Monodromiematrix 148t sich nun explizit angeben:

Sp M = 2cos (\/ﬁﬂ') cos (MW)

Vi+te Vi—¢€\ . :
—<\/§%+\/g?>81n(M7r> sm(ﬁw).

(2.81)
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Mit (2.63) lassen sich dann daraus die Eigenwerte der Monodromiematrix, die
mit der linearisierten POINCARE-Abbildung identisch ist, berechnen.

Die Schlufifolgerungen, die sich aus den Eigenwerten von M auf die Stabilitit
der Fixpunkte bzw. periodischen Orbits ergeben, sind folgende:

Es gibt nach Abschnitt 2.3.4 zwei Mdoglichkeiten fiir die Eigenwerte von M:
A1 und Ay sind reziprok reell oder komplex konjugiert mit Betrag 1. Gilt
|Ad1] < 1 < |Ag|, so ist der Ursprung des linearisierten Systems ein instabiler
hyperbolischer Fixpunkt und es gilt Satz 2.9 von HARTMAN-GROBMAN: Der
urspriingliche Fixpunkt des nichtlinearen Systems, um den herum der Fluf}
linearisiert wurde, ist ebenfalls ein instabiler hyperbolischer Fixpunkt. Gilt
A = XAy # Xy, so ist der Ursprung ein stabiler elliptischer Fixpunkt. Auf
die Stabilitit des Fixpunktes im nichtlinearen System lassen sich daraus im
streng mathematischen Sinn keine Schliisse ziehen, numerische Untersuchungen
aber zeigen, dafl auch das nichtlineare System in diesem Fall stabil ist. Analy-
tisch kann zumindest aus dem KAM-Theorem (siehe Abschnitt 2.2.4) gefolgert
werden, daf} fiir ein festes b die im ungestorten Fall stabilen seitlichen Fixpunk-
te bei (£v/b,0) fiir alle geniigend kleinen Werte von ¢ stabil bleiben, da die
KAM-Tori zu hinreichend irrationalen Frequenzen erhalten bleiben. Fiir den
Fall Ay = Ao = £1 = X 148t sich aus der Berechnung der Eigenwerte nicht auf
die Stabilitit des des linearen Systems schlielen, da sich daraus keine Informa-
tion iiber die Vielfachheit von A gewinnen l48it. Da dieser Fall aber nur beim
Ubergang von stabiler zu instabiler Dynamik auftritt, d.h. auf einer Menge vom
Maf null, wird er hier vernachléssigt.

Da, wie oben gezeigt wurde, sich die Eigenwerte auf die Spur der Monodro-
miematrix zuriickfithren lassen, reicht es aus, diese zu betrachten. Es ergibt
sich Stabilitit, falls die Spur von M dem Betrag nach kleiner als 2 ist, und
Instabilitét, falls die Spur von M dem Betrage nach grofler als 2 ist. Der zwei-
dimensionale Parameterraum zerfillt daher in stabile und instabile Bereiche.

In Abb. 2.1 sind zwei Stabilitdtsdiagramme fiir die MEISSNER-Gleichung dar-
gestellt. Auf der horizontalen Achse ist der Parameter §, auf der vertikalen
der Storparameter e aufgetragen. Das zweite Diagramm zeigt einen vergréfer-
ten Ausschnitt des ersten. Stabilititsbereiche sind weif}, Instabilitdtsbereiche
scharz eingezeichnet. Auf die Bereiche ¢ < 0 wird hier verzichtet, da das
Diagramm symmetrisch beziigliche der d-Achse ist; denn der Ubergang von
e in —e in Gleichung (2.71) entspricht einer Phasenverschiebung um 7, da
rect (t + m) = —rect (¢) ist. Eine Phasenverschiebung hat aber, wie bereits
erwihnt, keinerlei Einflufl auf die Stabilitdt. Fiir die einzelnen Fixpunkte 148t
sich daraus das Stabilitdtsverhalten fiir die Parameter b und ¢ aus (2.72) und
(2.73) ablesen, wenn man diese in § und e einsetzt.

Die Instabilitatsbereiche beriithren die §-Achse an den Stellen

1
5= Zn?, n € N. (2.82)

Dies 148t sich auf zwei Arten erkldren. Zum einen geht die MEISSNER-Gleichung
(2.71) des linearen Systems fiir e = 0 in die Gleichung eines Harmonischen Os-
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Abbildung 2.1: Stabilitatsdiagramme fiir die MEISSNER-Gleichung (2.71); sta-
bile Bereiche sind weif}, instabile schwarz dargestellt. Das untere Bild zeigt eine
Ausschnittsvergroferung des oberen Bildes.
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zillators mit der Frequenz w = /3 iiber mit den Losungen e, Die FLOQUET-
Multiplikatoren A; o des Systems sind dann gleich e*?™ Dann und nur dann,
wenn 0 den Wert %nQannimmt, nehmen die FLOQUET-Multiplikatoren den
Wert €™ = 41 an. Wie in Abschnitt 2.3.4 diskutiert wurde, miissen beim
Ubergang von einem Stabilitits- zu einem Instabilititsbereich die FLOQUET-
Multiplikatoren den Wert +1 oder —1 durchlaufen. Das bedeutet, falls die In-
stabilitdtsbereiche die §-Achse iiberhaupt beriihren, konnen sie das nur an den
Punkten ¢ = % 2,

Zum anderen 148t sich anschaulich argumentieren, dafl Resonanzeffekte dann
auftreten konnen, wenn die Eigenfrequenz w(d) des Systems ein ganzzahliges
Vielfaches der Anregungsfrequenz 1 ist. Ein Orbit wird dann immer in der glei-
chen ,Phase“ von der Anregung ,erfafit“, so dafl hierdurch ,Energie* in das
System ,hineingepumpt“ (instabiler Orbit) oder dem System ,entzogen® (sta-
biler Orbit) werden kann. Aufgrund der Symmetrie des Potentials tritt dieser
Effekt auch noch auf, wenn die Eigenfrequenz ein halbzahliges Vielfaches der
Anregungsfrequenz ist.

Derjenige Instabilitétsbereich, der die d-Achse bei inZ beriihrt, soll im folgenden
als n-ter Instabilititsbereich bezeichnet werden. Wie in Abschnitt 2.3.4 mit
Gleichung (2.65) beschrieben wurde, iiberlappen diese Bereiche nicht.

Das auffélligste Merkmal der Stabilitdtsdiagramme sind die ,,bauchigen* Berei-
che, aus denen ein Instabilitidtsbereich besteht. Und zwar besteht der (2n+1)-te
und der (2n + 2)-te Instabilitdtsbereich aus n solchen ,bauchigen“ Gebieten, an
die sich ein unbegrenztes Gebiet der Instabilitit fiir wachsendes e anschlieft.

Der zentrale Fixpunkt

Das Stabilitdtsdiagramm des zentralen Fixpunktes 0 in Abhéingigkeit von b und
¢ erhilt man wegen (2.72) durch Spiegelung von Abb. 2.1 an der e-Achse. Fiir
b > 0 ist der Fixpunkt dann , meistens® instabil, wie man es auch erwarten
wiirde (Fiir ¢ = 0 handelt es sich dabei um den hyperbolischen Fixpunkt des
ungestorten Systems, daher ist dieses Verhalten auch im gestérten Fall zu er-
warten.). Jedoch fiir geeignete Anregung ¢ kann auch dieser Fixpunkt fiir b > 0
stabil werden.

Im hier nicht betrachteten Fall, dal b < 0 ist, iiberwiegen fiir kleine Stérungen
die Bereiche der Stabilitdt. Das ist auch zu erwarten, da das ungestorte System

(Ein-Mulden-Potential) dann nur einen (stabilen) Fixpunkt aufweist.
Die Bereiche der Instabilitidt beriihren die horizontale Achse bei b = —%nZ.

Die seitlichen Fixpunkte

Das Stabilitdtsdiagramm der seitlichen Fixpunkte (ia/E) in Abhéngigkeit von
b und ¢ erhilt man wegen (2.73) durch Stauchung von Abb. 2.1 um den Faktor
% in horizontaler und vertikaler Richtung.

Wie zu erwarten war, sind die seitlichen Fixpunkte fiir b > 0 und kleines ¢
iiberwiegend stabil . Fiir b < 0 existieren diese Fixpunkte nicht.
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Die Instabilitidtsbereiche beriihren in diesem Fall die horizontale Achse fiir b =
) 1
2~ 8"

2.3.5.3 Die MATHIEU-Gleichung

Die Anregungsfunktion

Die wohl bekannteste und in der Literatur am hiufigsten untersuchte Variante
der HILL-Gleichung (2.47) ist die MATHIEU-Gleichung!!

G+ (0 +e€cost)yqg=0, (2.83)

deren bekannteste Losungen die MATHIEU-Funktionen [AMS72] sind. Diese
Funktionen sind gerade die 27- und 4n-periodischen Lésungen der MATHIEU-
Gleichung, d.h. es sind Losungen zu den FLOQUET-Multiplikatoren 1 und —1.
Durch die Kenntnis aller dieser Lésungen sowie deren Lage im Parameterraum
ist es moglich, die Lage der Stabilitéts- und der Instabilitdtsbereiche im Para-
meterraum anzugeben, wie in Abschnitt 2.3.4 bereits erliutert wurde.

Wahlt man nun
g(t) = cost, (2.84)

so erhilt man aus der MATHIEU-Gleichung und (2.68) bzw. (2.69) genau wie
fiir die MEISSNER-Gleichung fiir den zentralen Fixpunkt:

d=-b, e=—c, (2.85)

§=2b, €=2c (2.86)

Die Spur der Monodromiematrix

Leider 148t sich die MATHIEU-Gleichung (2.83) nicht allgemein 16sen. Es sind
nur fiir bestimmte Parameter Losungen bekannt, deren prominenteste Vertreter
die oben erwihnten M ATHIEU-Funktionen sind.

Die Stabilititsdiagramme der MATHIEU-Gleichung sind in Abb. 2.2 dargestellt.
Auf der horizontalen Achse ist § und auf der vertikalen e aufgetragen. Be-
reiche der Instabilitit sind wieder schwarz und Bereiche der Stabilitit weifl
aufgetragen. Fiir die Erzeugung dieses Diagramms wurden allerdings nicht die
MATHIEU-Funktionen verwandt, sondern aus Griinden der Einfachheit wurde

"1n der Literatur wird hiufig eine andere Parametrisierung gewihlt: G + (6 + € cos 2t) ¢ = 0.
Dies hat zur Folge, daf die Bereiche der Instabilitdt die J-Achse an den Punkten beriihren,
an denen ¢ das Quadrat einer natiirlichen Zahl ist. Das liefert fiir die meisten Betrachtungen
ein ,schoneres“ Ergebnis als die in dieser Arbeit verwandte Parametrisierung, bei der die
Instabilitdtsbereiche die §-Achse beriihren, wenn § ein Viertel des Quadrats einer natiirlichen
Zahl betragt.
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-1 0% 1 2Y4 4 6Y4 9

Abbildung 2.2: Stabilitidtsdiagramme fiir die MATHIEU-Gleichung (2.83); stabile
Bereiche sind weif}, instabile schwarz dargestellt. Das untere Bild zeigt eine
Ausschnittsvergroferung des oberen Bildes.
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die Spur der Monodromiematrix numerisch berechnet. Ahnliche Bilder finden
sich in [Caeb9, AMS72, NM79].

Wie im vorangegangegangenen Abschnitt ist das Stabilitdtsdiagramm symme-
trisch beziiglich ¢ = 0. Daher wird hier auf die Darstellung der Bereiche ¢ < 0
verzichtet.

Wie bereits gesagt, existieren die MATHIEU-Losungen auf den eindimensionalen
Mannigfaltigkeiten, die den Ubergang zwischen den Stabilitits- und Instabi-
litdtsbereichen bilden. Diese Losungen sind abwechselnd gerade und ungerade.
Beginnend mit § = 0 sind die periodischen Losungen auf der ersten ,Uber-
gangslinie“ gerade, auf der zweiten ungerade und so fort. Allgemein sind die
Losungen auf der Ubergangslinie von einem Instabilitits- zu einem Stabilitits-
bereich gerade (bei wachsendem Parameter ¢ betrachtet), wihrend sie auf der
Ubergangslinie von einem Stabilitéits- zu einem Instabilitéitsbereich ungerade
sind. Ferner sind die Losungen auf den beiden Ubergangslinien, die einen In-
stabilitdtsbereich einschliefen, immer von der gleichen Periode (d.h. entweder
2m- oder 4m-periodisch), wihrend die Losungen auf den Ubergangslinien, die
einen Stabilitdtsbereich einschliefien, immer verschiedene Perioden haben (vgl.
Abschnitt 2.3.4). Die Losungen auf der ersten Ubergangslinie haben die Periode
2.

Der bedeutendste Unterschied zu den Stabilitdtsdiagrammen in den vorherigen
Abschnitten ist das Verschwinden der ,,bauchigen“ Gebiete der Instabilitét.

Der zentrale Fixpunkt

Das Stabilitdtsdiagramm fiir den zentralen Fixpunkt 0 in Abhingigkeit von b
und ¢ erhiilt man wegen (2.85) durch Spiegelung von Abb. 2.2 an der e-Achse.
Es gilt fiir diesen Fixpunkt das gleiche wie im vorangegangenen Abschnitt im
Fall der MEISSNER-Gleichung.

Die seitlichen Fixpunkte

Das Stabilitdtsdiagramm fiir die seitlichen Fixpunkte (ia/B) in Abhéngigkeit
von b und ¢ erhilt man wegen (2.86) durch Stauchung von Abb. 2.2 um den
Faktor I sowohl in horizontaler als auch in vertikaler Richtung. Die Bereiche

2
der Instabilitdt berithren die horizontale Achse somit ebenfalls bei b = %nQ.

2.3.6 Spezialfall 2: « =0

Dieses System besitzt nur einen einzigen Fixpunkt, ndmlich den Ursprung. Aus
Gleichung (2.67) folgt mit ¢ = 0 fiir die Anregungsfunktion:

h(t) = —b—cg(t). (2.87)
Diese Gleichung ist identisch mit der Anregungsfunktion hg(t) fiir den zentra-

len Fixpunkt von Spezialfall 1 (2.68). Daher ist dieser Fall bereits implizit in
Abschnitt 2.3.5 abgehandelt worden.
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2.4 Numerische Resultate

Dargestellt werden im folgenden Phasenportraits des System, indem fiir jede
der folgenden Abbildungen fiir eine Reihe von Startwerten ( gg) N iterierte
der POINCARE-Abbildung (2.23) berechnet werden. Die etwa 26-64 Startwer-
te liegen in der Regel alle auf der g-Achse, d.h. py = 0, und N liegt in der
Grofenordnung von 200-2000. Als POINCARE-Abbildung wird die zur Schnitt-
fliche 6 = 0 gehorige Abbildung P verwendet. Die Koordinate ¢ wird auf der
horizontalen und die Koordinate p auf der vertikalen Achse aufgetragen. Die nu-
merische Berechnung wurde mit einem RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung
durchgefiihrt [PTVF92].

2.4.1 Spezialfall 1: o = 7, f(t) = g(t)

Abb. 2.3 zeigt eine Serie von Phasenportraits fiir den Spezialfall 1 (1.23), um
die Verdnderung der Systemdynamik bei wachsender Stérung qualitativ auf-
zuzeigen. Fiir diese Bilderserie wurde b = 2 und g¢(t) = rect (¢) gew#hlt. Fiir
alle diese Phasenportraits ist § < 1, da sonst fiir grole ¢ das Potential (1.16)
wéahrend einer Periode fiir einige Zeit fiir ¢ — 00 gegen —oo strebt . In dem
Fall kann dann von einem Zwei- Mulden-Potential nicht mehr die Rede sein,
weswegen dieser Parameterbereich hier nicht betrachtet wird.

Es sind selbst fiir grofle Werte von ¢ noch stabile Inseln um die seitlichen
Fixpunkte zu beobachten. Aufgrund numerischer Untersuchungen scheint das
nichtlineare System in der Umgebung der Fixpunkte genau dann stabil zu sein,
wenn das linearisierte System, dargestellt in Abb. 2.1, stabil ist. Diese Aussage
gilt im iibrigen auch fiir g(¢) = cost.

Schon bei der geringsten Stérung bricht die Separatrix auf, und es entsteht
homoklines Chaos. Deutlich sichtbar wird dieser Effekt erst bei etwa ¢ = 0.2.
Bei deutlich kleinerem c¢ entstehen auflerhalb der Separatrix des ungestdrten
Systems Inseln, die zu Orbits der Perioden 1, 2 oder 4 der POINCARE-Abbildung
gehoren. In Abb. 2.3(d) sind beispielsweise zwei Inselketten zur Periode 4 zu
erkennen. Die POINCARE-BIRKHOFF-Ketten sind ein einen scheinbar reguliren
Phasenraumbereich eingebettet.

Zwischen ¢ = 0.05 und ¢ = 0.1 entstehen zahlreiche Chaosbédnder, und es er-
gibt sich eine komplexe Struktur aus reguliren Inseln und dazwischen liegenden
Chaosbereichen. Mit weiter steigender Storung verbinden sich die Chaosbénder
miteinander zu einem zusammenhingenden Bereich, wihrend viele regulére In-
seln kleiner werden und verschwinden. Auflerdem dehnt sich der chaotische
Bereich immer weiter im Phasenraum aus.

Man kann sich auch die Frage stellen, was auflerhalb des eigentlich betrachteten
Parameterbereichs (¢ < b) mit den seitlichen Fixpunkten ¢ = ++v/b passiert.
Fiir groe Werte des Stérparameters ¢ (¢ > b) liegen die Fixpunkte, wenn sie
instabil sind, in einem chaotischen Bereich des Phasenraums. Fiir kleine Werte
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Abbildung 2.3: Phasenportraits fiir den Spezialfall 1 (¢ = §) mit b = 2 und
f(t) = g(t) = rect (t).
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von ¢ (¢ < b) muB} zwischen dem zentralen und den seitlichen Fixpunkten
unterschieden werden:

Der zentrale Fixpunkt liegt im Falle seiner Instabilitdt immer in einem chaoti-
schen Bereich des Phasenraums, ndmlich im Gebiet des ,,homoklinen Chaos*.

Bei den seitlichen Fixpunkten wird beim Ubergang vom stabilen in den insta-
bilen Bereich des Parameterraums (bei wachsendem b) der jeweilige Fixpunkt
instabil, wihrend entweder ein stabiler Orbit der Periode 2 oder zwei stabile
Fixpunkte der Periode 1 der POINCARE-Abbildung entstehen. Beim Eintritt
in einen Instabilitdtsbereich (bei wachsendem b) erlebt der Fixpunkt (i[\]/(;)
entweder eine Pitchfork-Bifurkation, bei der der stabile Fixpunkt instabil wird
und gleichzeitig zwei stabile Fixpunkte entstehen, oder eine Flip-Bifurkation,
bei der der stabile Fixpunkt instabil wird und sich ein stabiler Orbit der Periode
2 bildet. Die Umgebung des instabil gewordenen Fixpunktes wird in Abb. 2.4
fiir g(t) = cos(t) fiir die ersten beiden Instabilitidtsbereiche und in Abb. 2.5
fiir g(t) = rect (¢) fiir die ersten vier Instabilitatsbereiche dargestellt. Im ersten
Instabilititsbereich fiir b = %12 entsteht ein stabiler Orbit der Periode 2, im
zweiten Instabilitdtsbereich fiir b = %22 entstehen zwei stabile Fixpunkte, im
dritten Instabilitéitsbereich entsteht wieder ein Orbit der Periode 2, im vierten
wieder zwei Fixpunkte.Vom Ansehen der Bilder her 148t sich ein Orbit der Pe-
riode 2 nicht von zwei Fixpunkten unterscheiden, numerisch werden im zweiten
Fall allerdings doppelt so viele Trajektorien berechnet.

01 '{v’»“" T T T 1 B 02 = T T S T
0.05F . . 01t
p Oor ] p oy
005F - 1 0.1t
0.1 S . i - | ) 0.2 < i , Lo ‘ |
01 02 03 04 05 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
q q
(a) b= 1, ¢ = —L=: 1 stabiler 2-Zykl b) b= 1, c=1:2 stabile 1-Zykl
=3, ¢ = 155: 1 stabiler 2-Zyklus (b) b= 3, c = 5: 2 stabile 1-Zyklen

Abbildung 2.4: Phasenportraits fiir Spezialfall 1 (a = 7 und f(t) = g(t) = cost).
Dargestellt werden ein 2-Zyklus im 1. Instabilititsbereich (b = g), und zwei 1-
Zyklen im 2. Instabilitéitsbereich (b = 1).

Der beim Eintritt in den Instabilitdtsbereich instabil gewordene Fixpunkt
(ia/E) scheint ein hyperbolischer Fixpunkt geworden zu sein, von dem zwei
homokline Orbits ausgehen. Fiir zunehmende Stérung kann man beobachten,
wie zwischen den beiden regulidren Inseln in der Umgebung des jetzt hyperbo-
lischen Fixpunktes Chaos entsteht, so wie es auch fiir den zentralen Fixpunkt
0 im Ursprung geschieht.
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(c) b= 2, c=1: 1 stabiler 2-Zyklus (d) b=2, c = %: 2 stabile 1-Zyklen

Abbildung 2.5: Phasenportraits fiir den Spezialfall 1 (a = § und f(t) = g(t) =
rect (t)). Dargestellt werden ein 2-Zyklus im 1. Instabilititsbereich (b = §), zwei
1-Zyklen im 2. Instabilitatsbereich (b = %), ein 2-Zyklus im 3. Instabilitdtsbe-

reich (b= 2) und ein 2-Zyklus im 4. Instabilititsbereich (b = 2).

Um ein mogliches Mifiverstindnis zu vermeiden: auch wenn diese Phasenpor-
traits, insbesondere Abb. 2.5(d), so aussehen wie die Phasenportraits des ,,gan-
zen“ DUFFING-Oszillators in Abb. 2.3, so handelt es sich hier um Bilder der
engen Umgebung des seitlichen Fixpunkts bei (\65) Speziell bei Abb. 2.5(d)
handelt es sich um eine Ausschnittsvergréferung von Abb. 2.3(f)c. Tatséichlich
sind die seitlichen Fixpunkte fiir b = 2 (Abb. 2.3) nicht stabil.

Das Auftreten dieser neuen (stabilen) periodischen Orbits bzw. Fixpunkte 148t
sich mit der Windungszahl des instabil gewordenen Fixpunkts bei (\65 ) in Ver-
bindung bringen. Im n. Instabilitdtsbereich, der die horizontale Achse des Sta-
bilitdtsdiagramms bei b = %nQ beriihrt, betrigt die Windungszahl

1/%\/3:\/2_:% (2.88)

Die Umgebung des Fixpunktes rotiert somit in 2 Perioden etwa n-mal um diesen
Punkt herum. Dies 148t sich auch numerisch beobachten. So rotiert die ,,Hantel“
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aus Abb. 2.5(d) (n = 4) zweimal in einer Periode um den Fixpunkt herum.

Eine Windungszahl von £ fiir einen Fixpunkt bedeutet, daf§ alle periodischen
Orbits, die diesen ,,umkreisen“, in s Perioden r Umlédufe durchfiithren. Gibt es
also einen periodischen Orbit, der einen Fixpunkt mit der Windungszahl & um-
kreist, so fithrt dieser in 2 Perioden des Systems n Umliufe aus. Ist n ungerade,
so erscheint dieser Orbit in der POINCARE-Abbildung als ein 2-Zyklus. Ist n ge-
rade, so erkennt man 2 verschiedene 1-Zyklen der POINCARé-Abbildung. Genau
dieser Fall liegt hier vor.

Das Entstehen des stabilen Zweizyklus wurde fiir ein Ein-Mulden-Potential,
d.h. fiir b < 0 und fiir den ersten Instabilititsbereich bereits bewiesen
[Wei52, Wei56]. Daher ist es keine Uberraschung, da$f der gleiche Effekt auch fiir
jede Mulde eines Zwei-Mulden-Potentials eintritt. Der wesentliche Unterschied
zwischen den beiden Fillen liegt in einer Deformierung der beiden Mulden des
Zwei-Mulden-Potentials gegeniiber der einen Mulde des Ein-Mulden-Potentials.
Entwickelt man das Potential (1.16) um g = v/b, beriicksichtigt a = § und setzt
G := q — qp so ergibt sich

1 1
V(g,t) = (1 + gg(t)) (554 + VP + b Zb2> . (2.89)
Dies ist gerade das Ein-Mulden-Potential (bis auf die genauen Vorfaktoren),
das man fiir b < 0 um gy = 0 erhélt, bis auf den §*-Term, der das Potential
deformiert. Daher ist es durchaus zu verstehen, daf} in einer Umgebung um den

Fixpunkt in einer der Mulden eine dem Ein-Mulden-Potential &hnliche Dynamik
auftritt.

2.4.2 Spezialfall 2: a =0

Fiir die Erstellung der Phasenportraits von Spezialfall 2 (1.26) wurde b = 2 und
g(t) = cost gewéhlt.

Die in Abb. 2.6 gezeigten Phasenportraits von Spezialfall 2 unterscheiden sich
von den Phasenportraits des vorangegangenen Abschnitts in verschiedener Hin-
sicht. Zum einen entsprechen die Fixpunkte der POINCARE-Abbildung in den
Potentialmulden keinen Fixpunkten, sondern periodischen Orbits des kontinu-
ierlichen Systems. Zum anderen entstehen mit wachsender Stérung c nicht zahl-
reiche breite Chaosbénder, die durch Orbits der Perioden 1, 2 oder 4 vonein-
ander getrennt sind, sondern nur ein grofler chaotischer Bereich, der aus dem
,homoklinen Chaos“ des hyperbolischen Fixpunktes 0 hervorgegangen ist.

Mit zunehmender Stérung wichst der chaotische Bereich, wenn auch nur lang-
sam. Die reguliren Inseln um die periodischen Orbits in den Potentialmulden
werden immer kleiner und verschwinden bei etwa ¢ & 1 schliefilich ganz. Dafiir
dehnt sich der chaotische Bereich weiter aus und umschlieit weiter aulerhalb
liegende regulédre Inseln zu Orbits der Perioden 1 und 2. Diese regiildren In-
seln schrumpfen in dem chaotischen Bereich und verschwinden schlieflich. Der



60 2 Klassische Mechanik




2.4  Numerische Resultate

61




62 2 Klassische Mechanik
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Abbildung 2.6: Phasenportraits fiir den Spezialfall 2 (¢ = 0) mit b = 2 und
f(t) = g(t) = cos(t).

chaotische Bereich dehnt sich weiter iiber die néchsten regulidren Inseln aus, um
auch diese zu verschlucken.

Nach numerischen Untersuchungen 148t sich auch in Spezialfall 2 fiir die seit-
lichen periodischen Orbits der (b, c)-Parameterraum in stabile und instabile
Bereiche einteilen. Die Instabilitdtsbereiche beriithren auch hier die b-Achse bei
b= —%nQ fiir den Ursprung, bzw. b = %nQ fiir die seitlichen Fixpunkte (i[\]/g).
Es scheinen auch hier nach dem gleichen Muster wie in Spezialfall 1 stabile Or-
bits der Perioden 1 und 2 zu entstehen, wenn die seitlichen Fixpunkte instabil
werden.
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3 Quantenmechanik

In diesem Kapitel wird der ungeddmpfte DUFFING-Oszillator mit parametri-
scher Anregung im Rahmen der Quantenmechanik untersucht. Von besonderer
Bedeutung ist der Vergleich des quantenmechanischen Systems mit dem im vo-
rigen Kapitel betrachteten klassisch-mechanischen System. Insbesondere geht
es darum, inwiefern sich klassisch chaotisches Verhalten in der Quantenmecha-
nik widerspiegelt und mit welchen Methoden sich dies untersuchen lifit. An-
wendungen des quantenmechanischen Systems sind denkbar in der Atom- und
Molekiilphysik, etwa als Bewegung eines Elektron im zeitabhingigen Potential
eines Molekiils, das Vibrationsschwingungen ausfiihrt.

3.1 Phasenraumverteilungen

Das Hauptproblem beim Vergleich von klassischer und quantenmechanischer
Dynamik ist die Tatsache, da8 die klassische Mechanik im Phasenraum formu-
liert ist, wihrend die Quantenmechanik z.B. nur im Orts- oder Impulsraum for-
muliert werden kann, aber zunéchst nicht in einem von g und p aufgespannten
Phasenraum. Ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung quantenmechanischen
Systemsverhaltens stellen daher sogenannte Phasenraumverteilungen oder Ver-
teilungsfunktionen p(q,p,t) dar, welche den Zustand eines quantenmechani-
schen Systems in Abhéingigkeit von der Zeit auf dem Phasenraum beschreiben
sollen. Es gibt eine Vielzahl solcher Verteilungen, die fiir diesen Zweck mehr
oder weniger gut geeignet sind.

3.1.1 Einfiihrung

In diesem Abschnitt soll die Idee, die hinter der Einfithrung der erwihnten
Phasenraumverteilungen steht, erldutert werden, ohne dabei zu sehr in die Tiefe
zu gehen. Eine eingehendere Diskussion findet sich z.B. in [Lee95, Eng99].

In der Klassischen Mechanik wird der Zustand eines Systems mit f Freiheitsgra-
den zu jedem Zeitpunkt durch einen Punkt im 2f-dimensionalen Phasenraum
charakterisiert, der den Ortsraum und den Impulsraum als Teilmenge enthilt.
Die zeitliche Entwicklung des Systems wird durch die kanonischen Bewegungs-
gleichungen beschrieben.

In der Quantenmechanik dagegen wird der Zustand des Systems durch eine
komplexwertige Funktion auf dem f-dimensionalen Orts- oder Impulsraum!®

'Es gibt auch andere Darstellungen, die in diesem Fall aber nicht relevant sind.
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dargestellt, deren zeitliche Entwicklung durch die SCHRODINGER-Gleichung
ihzzp = H (3.1)
ot '

mit dem HAMILTON-Operator H bestimmt wird. Alternativ zur Darstellung als
Wellenfunktion auf dem Orts- oder Impulsraum 148t sich ein quantenmecha-
nischer Zustand als Vektor in einem im allgemeinen unendlich-dimensionalen
HiLBERT-Raum auffassen, dessen zeitliche Entwicklung dann eine ,, Trajektorie“
in diesem Raum beschreibt. Im folgenden wird eine Theorie entwickelt, so daf}
trotz der Verschiedenheit des klassischen und des quantenmechanischen Forma-
lismus ein Vergleich der beiden dynamischen Theorien moglich ist. Der Grund-
gedanke besteht darin, die Quantenmechanik ebenfalls in irgendeiner Form auf
dem Phasenraum zu formulieren.

Innerhalb der klassischen Statistik wird die zeitliche Entwicklung der Wahr-
scheinlichkeitsdichte p'(g, p,t) durch die L1IOUVILLE-Gleichung

apl(g,tp’t) - {H(q,p, t),0'(q,p, t)} (3.2)

beschrieben?. Der Erwartungswert der klassischen Observablen A(q, p,t) ergibt
sich dann zu

(A) = // A(q.p,t) p'(q,p,t) d g d’p. (3.3)

Im folgenden sollen der Einfachheit wegen f = 1 gewé&hlt sowie ausschliellich
reine Zustinde betrachtet werden. Dann ist der statistische Operator p im
Zustand 1) gleich dem Projektor auf diesen Zustand.

Die Idee besteht nun darin, in der Quantenmechanik den Erwartungswert des
Operators A(g,p,t) durch eine zu (3.3) moglichst dhnliche Gleichung auszu-
driicken, d.h. den Operator durch eine skalare Funktion A(q,p,t) darzustellen

und eine Verteilungsfunktion p(g,p,t) zu finden, so daf}

<A> =Sp (pA) = // A(g,p,t) p(q,p,t) dg dp (3.4)

den quantenmechanischen Erwartungswert angibt.

Eine der klassischen Wahrscheinlichkeitsdichte analoge quantenmechanische
Phasenraumverteilung p(q, p, t) fiir einen Zustand (g, t) miifite sich als Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf dem Phasenraum auffassen lassen, sie miifite al-
so zumindest reell und nichtnegativ sein. Auflerdem miifite sie die sogenann-
ten ,marginalen quantenmechanischen Verteilungen“ korrekt erfiillen, d.h. die
Wahrscheinlichkeit, das Teilchen am Ort ¢ zu finden, wihrend der Impuls p
beliebig ist, miiite | (q,t)|? sein:

p(q,8)? = / o(a,p.1) dp. (3.5a)

. f
2{A, B} ist definiert als S 24 98 _ 9B 04
i=1
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Ebenso miifite die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen mit dem Impuls p vorzufin-
den, |¢(p,t)|? betragen?:

(p, 1) = / p(a,p,1) dg. (3.5b)

Es ist bekannt, daf} es keinen eindeutigen Weg gibt, die Phasenraumverteilung
p(q,p,t) zu definieren [Lee95]. Das hingt damit zusammen, dafl die quanten-
mechanischen Operatoren ¢ und p nicht kommutieren.

Dies 1483t sich leicht einsehen. Im allgemeinen gilt sicher

(Gp) # (Pa) - (3.6)

Gébe es eine Verteilung p mit den obigen Eigenschaften, so wiirde daraus wegen
(3.4) und der Kommutativitit skalarer Funktionen

(qp) = //qpp(q,p,t) dq dp = //pqp(q,p,t) dqdp = (p §) (3.7)

folgen. Dies stellt einen Widerspruch dar. Eine Verteilungsfunktion p, die alle
oben erwihnten Eigenschaften besitzt, kann es also nicht geben.

Das Problem liegt darin, einer klassischen Observable A eindeutig einen quan-
tenmechanischen Operator A (und umgekehrt) zuzuordnen. Fiir eine eindeutige
Zuordnung ist es notwendig, eine ,,Zuordnungsregel“ festzulegen. Beispielsweise
kénnte man vom Operator A verlangen, daf} dieser eine bestimmte Operator-
anordnung erfiillt, beispielsweise daf}, wenn man A nach Potenzen von q und p
entwickelt, die Potenzen von ¢ vor den Potenzen von p angeordnet sind. Diese
spezielle Operatoranordnung wird als Standardordnung bezeichnet. Dem Opera-
tor ¢ p wird danach die skalare Funktion ¢ p zugeordnet, wihrend dem Operator
pqg =qp+ % die skalare Funktion gp + % zugeordnet wird. Die so definierte
Zuordnung ist umkehrbar eindeutig.

Jeder Operator A 1Bt sich nach €9+ entwickeln:

Alg,p) = / / g(€,m) ETH g iy (3.8)

Dies ist eine (physikalisch unanschauliche) FOURIER-Entwicklung nach zwei Va-
riablen ¢ und 5. Dadurch 148t sich das Problem der Zuordnung von Operatoren
zu Observablen von einem beliebigen Operator A auf den Operator edtnP ye-
duzieren. Man kann nun einfach durch Wahl einer beliebigen* Funktion f(¢,7)
eine explizite Zuordnungsregel vorgeben:

ei§é+’inﬁ f(fﬂ?) s e’lf‘H“iﬂp’ (39)

3h(p,t) = ﬁ J (g, t)e’%pq dq bezeichnet die FOURIER-Transformierte von (q,t). Die

Riicktransformation ist gegeben durch ¥ (q,t) = ﬁ le(p,t) ehPa dp.
1f(&,n) kann auch explizit vom jeweiligen Zustand v des Systems abhingen. Bei fast allen

jemals untersuchten Phasenraumverteilungen ist dies aber nicht der Fall.
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bzw.
e . 1

el€a+inp o oi€qtinp T (3.9')
Wegen der BAKER-CAMPBELL- HAUSDORFF-Beziehung [Sch88]

eATB — oA B o—3[AB] (3.10)
bedeutet das beispielsweise fiir die Standardordnung

i+ — oikd pinb p5ihén .y ifqtinp o3ihén (3.11)
also

fs(€,m) = e 2. (3.12)

Aus (3.4) mit A := €@t f(¢ 1) und somit A = €T ergibt sich die ge-
suchte Verteilungsfunktion p¢(g, p,t) durch Riicktransformation:

1 S i€q+inp —igq—i
pr(q,p,t) = 4—7T2/ Sp (;065"+ ’”’f(é‘,n)) eI ¢ dp. (3.13)

Nach einigen Umformungen erhélt man:

pr(q,pt) = yp 2///¢ (q— nht> (g + nﬁt)f(En) (3.14)
e P dq d¢ dn.

Der Index f driickt die Abhéngigkeit der Verteilungsfunktion von f(&,7n) aus.
py kann fiir viele Zuordnungsregeln auch negativ oder sogar komplex werden.
Daher kann eine Phasenraumverteilung nicht als Wahrscheinlichkeitsdichte in-

terpretiert werden. Vielmehr spricht man in diesem Fall von Quasiwahrschein-
lichkeitsverteilungen.

Die Vorgehensweise ist also wie folgt: Man wihlt eine Zuordnung f(£,7), so daf§
dem (umgeordneten) Operator B(G,p) := €9+ f(¢ p) die skalare Funktion

B(q,p) = €9t zugeordnet wird. Dann entwickelt man den gewiinschten
Operator A nach B (q,p), d.h.
A = [ [ St p(e) de (38)

ersetzt B durch B(q, p) und berechnet dann A 7(q,p,t) durch

(a,p,t //f efatine qe dn. (3.15)

Der Erwartungswert von A ergibt sich dann aus A 7(q,p,t) und ps(q,p,t) wie in
der klassischen Statistik gemaf (3.3) als Integral iiber diese beiden Funktionen.

Ein Vorteil der Verwendung von Phasenraumverteilungen liegt darin, daf} es
dadurch méglich ist, Erwartungswerte auf klassische Weise zu berechnen, ohne
den Operator-Formalismus der Quantenmechanik zu benutzen. Auch die Zeit-
entwicklung dieser Verteilungsfunktionen ist in vielen Fillen leichter zu erfassen,
als mit der SCHRODINGER-Gleichung [Lee95].
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3.1.2 Die WIGNER-Verteilung

Die 1932 von WIGNER eingefiihrte und nach ihm benannte Phasenraumvertei-
lung war iiber lange Zeit die am hiufigsten in der Literatur verwendete [Lee95].
Thre ,,Zuordnungsregel“ ist

f(&n) =1. (3.16)

Sie entspricht der WEYLschen Operatoranordnung
pibdtinp oy gibqtinp. (3.17)

Die Verteilungsfunktion ergibt sich aus (3.14) zu

1 i} 1 1 »
Py (@D t) = == /1/) (g — =nh,t) (g + snh,t) e P dn (3.18)
o 2 2
oder mit 7' := Inh zu
1 N _ 2ip’
Py (@, D, 1) = — /w (g =1, t) (g +n',t)e” " dy. (3.18")

Die WIGNER-Verteilung erfiillt zwar (3.5), nimmt aber auch negative Werte an,
so daB sie sich nicht als Wahrscheinlichkeitsverteilung auffassen l48t.

Abb. 3.1 zeigt Hohenliniendiagramme der WIGNER-Verteilung fiir den Grundzu-
stand sowie den zehnten angeregten Zustand des Harmonischen Oszillators fiir
zehn dquidistante Werte von p,,. Wahrend sich fiir den Grundzustand, bei dem
es sich sowohl in Orts- als auch in Impulsdarstellung um eine GAUSs-Funktion
handelt, ebenfalls eine GAUss-Funktion (in zwei Variablen) ergibt, sieht die
WIGNER-Verteilung fiir den zehnten angeregten Zustand deutlich komplizierter
aus. Was sich in der zweifarbigen Abbildung schlecht erkennen 148, ist, daf} die
WIGNER-Verteilung von innen nach auflen stark oszilliert. Starke Oszillationen
sind charakteristisch fiir diese Phasenraumverteilung.

Fiir Systeme, deren Potential nur Terme bis maximal 2. Ordnung enthilt, be-
wegt sich die WIGNER-Verteilung ,klassisch“ durch den Phasenraum: Jeder
Phasenraumpunkt (¢, p) der WIGNER-Verteilung bewegt sich entlang einer klas-
sischen Trajektorie. Daher lduft die WIGNER-Verteilung beim Harmonischen
Oszillator wie eine klassische Wahrscheinlichkeitsdichte um den Ursprung her-
um. Dies ist eine spezielle Eigenschaft der WIGNER-Verteilung, die fiir beliebige
andere Verteilungsfunktionen nicht gilt [Lee95].

Darauf beruht die ,,Methode der WIGNER-Trajektorien fiir Potentiale mit Ter-
men héherer Ordnung, die sich nur gering vom Harmonischen Oszillator unter-
scheiden. Die Phasenraumverteilung bewegt sich in niedrigster Ndherung ent-
lang der klassischen Trajektorien. H6here Ndherungsordnungen erhélt man mit-
tels der Storungsrechnung unter Beriicksichtigung quantenmechanischer Kor-
rekturen. Bevorzugt wird dieses Verfahren fiir die Beschreibung von Kollisions-
prozessen eingesetzt [Lee95].
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Abbildung 3.1: Hohenliniendiagramm der WIGNER-Verteilung fiir (a) den
Grundzustand sowie (b) den zehnten angeregten Zustand des Harmonischen
Oszillators mit A = 1.

3.1.3 Die Husimi-Verteilung

Eine Verteilungsfunktion, die in den letzten Jahren immer mehr an Bedeutung
gewonnen hat, ist die HusIMI-Verteilung [Lee95]. Sie entspricht der Zuordnungs-
regel

Flem) = e~ (319)
mit einem frei wihlbaren Parameter s.
Die HusiMI-Verteilung ergibt sich nach (3.14) zu
0 0p,t) = 5z [ G (o) o) el = (9,16, (3.20)
27h ’ 27h D

mit

s(z— )2 ipT
bpla) = ([ e TR (3.21)

Py p ist eine GAUSs-Funktion mit minimalem Unschirfeprodukt, d.h. das
Unschérfeprodukt aus Ortsunschirfe Ag und Impulsunschérfe Ap betragt %:

h hs
Aqg=1/, Ap=1/—+. .22
q 25’ p 2 (3.22)
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Je grofler s ist, desto kleiner ist die Orts- und desto grofler ist die Impul-
sunschirfe der Funktion. Daher bestimmt der Parameter s, inwieweit ®7 , je-
weils im Orts- oder Impulsraum verbreitert ist. Man bezeichnet s als ,,Quetsch-
parameter® (squeezing parameter). Fiir den Erwartungswert von Ort und Im-
puls erhéilt man (¢) = ¢ und (p) = p. Aus diesem Grund wird ®; , als , GAUSS-
Funktion minimaler Unschirfe am Punkt ( g) mit Quetschparameter s“ be-

zeichnet.

Die HusiMmI-Verteilung lift sich als Ubergangswahrscheinlichkeit von (t)

nach ﬁqb;’p auffassen. Offensichtlich ist diese Verteilung im Gegensatz zur
WIGNER-Verteilung nicht negativ. Sie erfiillt aber nicht (3.5), so dal auch die
HusiMi-Verteilung nicht als Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte auf dem Pha-
senraum aufgefalit werden kann.

Die Abbildungen 3.2, 3.3, und 3.4 zeigen Hoéhenliniendiagramme der HUsIMI-
Verteilung fiir verschiedene Werte von s. Auch fiir die HusiMmI-Verteilung mit
s = 1 ergibt sich im Grundzustand des Harmonischen Oszillators eine GAUSS-
Glocke (in zwei Variablen), allerdings gegeniiber der WIGNER-Verteilung ver-
breitert. Fiir s = % und s = 10 ist diese GAUSS-Glocke in Impuls- bzw. Orts-

richtung ,,gequetscht*.

8 8
6 6
7&
4 4 [
—_———
) NEE———R)
— [ o=—=2 |
0 p o X
= e
-2 -2 é P P s é /
CQ’E)D
“ B
-6 -6
-8 -8
8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 8 6 -4 2 0 2 4 6 8
q q
(a)s=%,n=0 (b) s=+4,n=10

Abbildung 3.2: Héhenliniendiagramm der HUSIMI-Verteilung zum Quetschpa-
rameter s = - fiir (a) den Grundzustand sowie (b) den zehnten angeregten
Zustand des Harmonischen Oszillators mit / = 1.

Die Verbreiterung gegeniiber der WIGNER-Verteilung liegt daran, daf} sich die
Husimi-Verteilung als Faltung der WIGNER-Verteilung mit einer GAUSS-Glocke
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Abbildung 3.3: Hohenliniendiagramm der HusiMI-Verteilung zum Quetschpa-
rameter s = 1 fiir (a) den Grundzustand sowie (b) den zehnten angeregten
Zustand des Harmonischen Oszillators mit & = 1.
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Abbildung 3.4: Hohenliniendiagramm der HusiMI-Verteilung zum Quetschpa-
rameter s = 10 fiir (a) den Grundzustand sowie (b) den zehnten angeregten
Zustand des Harmonischen Oszillators mit & = 1.
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im Orts- und Impulsraum darstellen 148t:

/2 /2
05 (a,p,t // e pw(d',p',t) dg dp'. (3.23)

Es handelt sich hierbei um eine Glittung, da die starken Oszillationen
der WIGNER-Verteilung durch diesen Prozefl geglittet werden. Die HuUsSIMI-
Verteilung besitzt daher eine vergleichsweise glatte und regulire Gestalt.

Fiir n = 10 und s = 1 ergibt sich eine ringférmige Verteilung, die der klassischen
kreisférmigen Trajektorie recht nahe kommt. Das Maximum der Verteilung liegt
auf der klassischen Trajektorie. Fiir andere Werte von s 148t sich die Verteilung
nicht so leicht interpretieren, und die Verteilung besteht aus zwei spiegelsymme-
trischen Wellenbergen. Fiir s = 1—10 liegen die Maxima zueinander symmetrisch
auf der p-Achse und fiir s = 10 zueinander symmetrisch auf der g-Achse.

Die HusiMI-Verteilung wird bevorzugt fiir Phasenraumdarstellungen nichtlinea-
rer, klassisch chaotischer Systeme verwendet. Wenn die Dynamik eines System
so komplex ist wie im Fall klassisch chaotischer Systeme, trigt eine Visualisie-
rung dieser Dynamik wesentlich zum Verstindnis der Dynamik bei. Und fiir
die Darstellung der zeitlichen Entwicklung auf dem Phasenraum ist gerade die
HusiMi-Verteilung durch ihre relativ einfache Struktur wesentlich besser geeig-
net als z.B. die stark oszillierende WIGNER-Verteilung [Lee95].

3.1.4 Andere Verteilungsfunktionen

Neben den in den beiden vorangegangenen Abschnitten vorgestellten WIGNER-
und HusiMI-Verteilungen gibt es noch eine Vielzahl von Phasenraumverteilun-
gen, die in der Literatur allerdings nicht so hiufig diskutiert werden. Im Prin-
zip spielt es keine Rolle, welche Verteilungsfunktion ausgewéhlt wird, da alle
moglichen Verteilungen die gleiche Information enthalten und durch Transfor-
mationen wie (3.23) ineinander iiberfithrt werden kénnen [Lee95].

Natiirlich empfiehlt es sich, die fiir das jeweilige Problem einfachste Vertei-
lungsfunktion zu wéihlen. So wird in der Quantenoptik bevorzugt die normal-
geordnete Verteilung gewihlt, die auch als GLAUBER-SUDARSHAN-Verteilung
oder P-Funktion bezeichnet wird. Bei dieser Phasenraumverteilung werden die
Operatoren so nach den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren des Har-
monischen Oszillators entwickelt, daf die Potenzen des Aufsteigeoperators af
vor den Potenzen des Absteigeoperators a stehen. Dazu gibt es dann die
anti-normalgeordnete Verteilung oder Q-Funktion, bei der die Potenzen von
a vor denen von a' angeordnet sind. Ferner gehért noch die bereits erwihn-
te standard-geordnete Verteilung zu den bekannteren Verteilungen, ebenso die
anti-standard-geordnete oder KIRKWOOD-Verteilung. Bei der ersteren stehen
die Potenzen von ¢ vor denen von p, bei der letzteren ist es genau andersherum
[Lee95].

An dieser Stelle soll noch eine weitere Verteilungsfunktion diskutiert werden,
die bereits von COHEN untersucht wurde [Coh66]. Es handelt sich dabei um

pe(@,p,t) = [9(q, )" [ (p, ). (3.24)
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Diese Verteilungsfunktion ist offensichtlich reell und nicht negativ und ergibt
wegen der Normierung der Wellenfunktion automatisch die korrekten margina-
len quantenmechanischen Verteilungen (3.5). Die entsprechende Zuordnungsre-
gel ist mit

_ JI19@ )P [dp, ) 40 dp dg
[ b(q— 3nh,t) (g + snh,t) €4 dg

fe(€,n,t) (3.25)

wesentlich komplizierter als die aller anderen hier vorgestellten Verteilungsfunk-
tionen, insbesondere da fc explizit vom jeweiligen Zustand v (¢) abhingt. Dies
hat zur Folge, daf} diese Verteilungsfunktion wegen (3.13) im Gegensatz zu al-
len anderen vorgestellen Phasenraumverteilungen nicht bilinear in ) (#) ist. Dies
folgt aus Gleichung (3.13), da f explizit von 1(¢) abhéngt. Daraus ergeben sich
weitreichende Konsequenzen: nicht nur die Verteilungsfunktion py ist dadurch
vom jeweiligen Zustand des Systems abhéngig, sondern auch Ay wegen (3.15).
Das bedeutet, daf} sich auch die skalare Funktion, die den Operator A fiir diese
Verteilung reprisentiert, stindig mit dem Systemzustand dndert. Daher macht
es normalerweise keinen Sinn, p,, zu betrachten. Etwas anderes ist es natiirlich,
wenn die Wellenfunktion bereits (analytisch oder numerisch) vorliegt und nur
die Verteilungsfunktion selbst interessiert und nicht ihre Verwendung zur Be-
rechnung von Erwartungswerten. Ist dies wie in dieser Arbeit der Fall, so ist p,,
die am einfachsten zu berechnende Verteilung {iberhaupt.

Abb. 3.5 zeigt Hohenliniendiagramme der Verteilung von COHEN fiir den
Grundzustand und den zehnten angeregten Zustand des Hamonischen Oszilla-
tors. Auch fiir diese Verteilung erhilt man im Grundzustand des Hamonischen
Oszillators eine GAUSS-Glocke beziiglich Ort und Impuls, die identisch ist mit
der WIGNER-Verteilung in Abb. 3.1(a), wie man nachrechnen kann. Fiir den
zehnten angeregten Zustand sieht das Bild jedoch ganz anders aus. Es fallen
die zahlreichen, wie auf einem Gitter angeordneten Maxima auf, die fiir diese
Phasenraumverteilung typisch sind. Das 148t sich leicht erkldren: p, hat offen-
sichtlich genau an dem Punkt (g) ein Maximum, an dem (q,t) und 1/;(p, t)
(vom Betrag her) ein Maximum besitzen, und genau dann eine Nullstelle, wenn
P(q,t) oder 1/;(p, t) eine Nullstelle besitzt. Da der zehnte angeregte Zustand des
Harmonischen Oszillators sowohl in der Orts- als auch in der Impulsdarstellung
genau zehn Knoten besitzt, mufl diese Verteilung genau 11 x 11 symmetrisch
angeordnete Maxima besitzen.

3.2 Die zeitliche Entwicklung

3.2.1 Quantenmechanische Skalierung

Der HAMILTON-Operator fiir den ungeddmpften DUFFING-Oszillator mit para-
metrischer Anregung ergibt sich aus der klassischen HAMILTON-Funktion (1.3)
bzw. (1.12), indem die kanonisch konjugierten Variablen ¢ und p durch ihre



3.2 Die zeitliche Entwicklung 73

8 8
6 6
4 4
2 2
0 p o
2 2
4 4
6 6
8 -8
8 6 4 2 0 2 4 6 8 8 6 4 2 0 2 4 6 8
q q
(a)mn=0 (b)y n =10

Abbildung 3.5: Hohenliniendiagramm der Verteilung von COHEN fiir (a) den
Grundzustand sowie (b) den zehnten angeregten Zustand des Harmonischen
Oszillators mit A = 1.

quantenmechanischen Pendants ¢ und p ersetzt werden:

H(p0) = 24 Lo+ ar fwn) ' = S0+ bgn) @ (320

Fiir die Quantenmechanik kann die gleiche Skalierung (1.13) wie in der Klassi-
schen Mechanik verwendet werden. Man erhilt auch die gleichen Parameter a,
b und ¢ wie im klassischen Fall in (1.14). Aber nicht nur die Parameter des Sy-
stems werden durch die Skalierung beeinflufit, sondern auch Naturkonstanten.
Wiéhrend dies fiir die klassische Dynamik ohne Bedeutung ist (die kanonischen
Bewegungsgleichungen hingen von keiner Naturkonstante ab), ist dies in der
Quantenmechanik durchaus relevant; denn die SCHRODINGER-Gleichung (3.1)
hingt von der PLANCK’schen Konstante A ab. Bezieht man auch diese in die
Skalierung ein, so erhilt man:

aq

ho— B (3.27)

m2w3

Nach dieser Skalierung ist # also von den Systemparametern abhingig und stellt
in der Quantenmechanik einen zusétzlichen Parameter dar. Der Limes i — 0
steht hierbei fiir den ,klassischen Grenzfall“.

In dieser Skalierung erhilt man als HAMILTON-Operator analog zu (1.15):

(A A o1 a1 -2
H(Ggp.t) =5+ (I+aft)q —5(b+ecg(t) g (3.28)

N
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3.2.2 Autonome Systeme: Energieeigenzustdande

Fiir autonome Systeme, deren HAMILTON-Operator nicht explizit von der Zeit
abhéngt, erhilt man die allgemeine Losung der zeitabhéingigen SCHRODINGER-
Gleichung (3.1) durch die Losung der zeitunabhingigen SCHRODINGER-Glei-
chung

Hy = Eq, (3.29)

die insgesamt abzihlbar unendlich viele® Losungen ¢, zu den Energien E,
besitzt. Die ¢, werden als Energieeigenzustéinde bezeichnet. Ihre zeitliche Ent-
wicklung ergibt sich zu

bu(t) = e F I = g, ¢mint (3.30)

mit w, = % Fiir eine gegebene Anfangsbedingung 1(0) ergibt sich somit die
folgende Zeitentwicklung;:

$(t) =Y (¢n, 1(0)) pn e n". (3.31)

n

3.2.3 Nichtautonome Systeme: Quasienergieeigenzustdnde

Die FLOQUET-Theorie ist im Rahmen der Physik nicht nur fiir die klassische
Mechanik von Interesse, sondern auch fiir die Quantenmechanik [Zel66, Lee95,
KW96]. Es gilt bei der Anwendung auf die Quantenmechanik nur zwei wesent-
liche Unterschiede zur ,klassischen” FLOQUET-Theorie zu beachten: Zum einen
findet die Quantenmechanik auf unendlichdimensionalen Vektorriumen statt,
zum anderen sind die den endlichdimensionalen Matrizen in den vorangegan-
genen Abschnitten entsprechenden quantenmechanischen Operatoren nicht nur
trigonalisierbar, sondern sogar diagonalisierbarS.

Gegeben sei ein zeitabhiingiger HAMILTON-Operator mit H(t + T) = H(t)
V t € R. Die Bewegungsgleichung der Quantenmechanik ist die SCHRODINGER-
Gleichung, die als gewohnliche lineare Differentialgleichung mit T-periodischen
Koeffizienten auf einem (unendlich dimensionalen) HILDERT-Raum aufgefaft
werden kann. Daher kann die in Anhang A beschriebene FLOQET-Theorie auf
sie angewandt werden.

Die Zeitentwicklung eines Zustands (0) 148t sich formal iiber den Zeitord-
nungsoperator 7T als

t

D(t) = T exp —%ﬁ(t’)dt’ $(0) =: T (£, 0) (0) (3.32)
0

°Die Parameter des Zwei-Mulden-Potential werden immer so gewihlt, dafl eine gebundene
Bewegung vorliegt (sieche Abschnitt 1.2). Daher besitzt der HAMILTON-Operator ein rein
diskretes Spektrum.

6 Alle hier betrachteten Operatoren sind selbstadjungiert oder unitér.
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angeben. U(t,0) ist hierbei der unitire Zeitentwicklungsoperator. Das zweite
Zeitargument, die , Startzeit“, ist im gesamten Abschnitt zu null gewdhlt und
wird im folgenden fortgelassen.

Es gibt” einen Operator M mit
Ut+T)=U(t) M. (3.33)

M ist gegeben durch U(T), dessen Eigenwerte die FLOQUET-Multiplikatoren
des Systems sind. U(T') wird auch als FLOQUET-Operator bezeichnet. Es gilt
somit:

Ut+T)=0U(t)U(T). (3.33")

Ferner gibt es® einen konstanten Operator R sowie einen T-periodischen Ope-
rator P(t) mit P(0) = 1, so daf sich der Zeitentwicklungsoperator als

U(t) = P(t) et (3.34)

schreiben 14t. Die Eigenwerte von R sind die charakteristischen Exponenten
des Systems. U(T) ist als unitdrer Operator diagonalisierbar, und die FLOQUET-
Multiplikatoren A\, haben den Betrag 1. Daher ist auch R diagonalisierbar und
die charakteristischen Exponenten p,, sind wegen )\, = e”*" rein imaginr. R
ist also das Produkt von i mit einem reellen Operator R'. Weil U(t) und e’
unitir sind, muB auch P(t) unitéir sein.

Satz 3.1. Fs sei ¢, eine Eigenfunktion von U(T) zum Eigenwert \, = efrT.
Dann gibt es eine T-periodische Funktion uy(t) mit

Gn(t) = un(t) e/, (3.35)

Insbesondere gilt u,(0) = ¢n(0) = ¢y,

Beweis. Da )\, Eigenwert von U(T) zum Eigenvektor ¢, ist, gilt:
¢n(T) = U(T) ¢n = >‘j b = epjTﬁbn- (336)
Wiihle nun uy, (t) := e "' ¢,(¢). Dann folgt aus (3.33'):

Un(t+T)=e D gt +T) = e DT (& +T) $
= e D T (1) U(T) ¢

) (3.37)
— g Pit g=PiT U(t) ePiT ¢, = e Pit b (t)
= up(t).
Damit ist die Periodizitét von wu,(t) bewiesen. O

"nach Satz A.2
8nach Satz A.7



76 3 Quantenmechanik

Fiir die zeitliche Entwicklung eines Zustands 1 (0) nach den Eigenfunktionen
¢n, von U (t) erhélt man

oo

p(t) =" (¢n: $(0)) pn(t). (3.38)

n=0
Dies ist eine Entwicklung mit konstanten Koeffizienten. Definiert man

h

€n 3=~ P, (3.39)

so 148t sich (3.38) wegen (3.35) auch als

o0

D(t) = 3" (bn, $(0)) un(t) e~ et (3.38)

n=0

schreiben. Aufgrund der Ahnlichkeit dieser Gleichung zur Zeitentwicklung in
autonomen Systemen (3.31) bezeichnet man ¢, als Quasienergie und ¢, (t) als
Quasienergiezustand oder FLOQUET-Zustand. Der Begriff ,, Quasienergie® riihrt
daher, daf die reelle Zahl €; die Dimension einer Energie hat und nach (3.35)
die Zeitentwicklung ¢, (¢) identisch ist mit der Zeitwntwicklung eines ,echten®
Energieeigenzustandes, aufler dafl die dem stationiren Zustand ¢, in (3.30)
entsprechende Funktion u, () periodisch von der Zeit abhingt.

Allerdings ist es nicht mdglich, die €; mit ,echten® physikalischen Energien
zu identifizieren, da diese nur bis auf eine additive Konstante Q%hn mit n €
7., eindeutig bestimmt sind®. Es ist daher iiblich, die Quasi-Energien auf das

Intervall [0, 22 abzubilden.

Bemerkung 3.2. Fir die Quasienergiezustande ¢y (t) folgt aus (3.35):

bt +T) = e #ET) gy (4 4+ T) = e 5T (1) (3.40)

3.2.4 Die ,,quantenmechanische PoiNCARE-Abbildung*

Das Hauptproblem bei der Untersuchung von Chaos beim Ubergang von der
klassischen zur quantenmechanischen Beschreibung liegt in der Ubertragung des
klassischen Chaosbegriffes auf die Quantenmechanik. Deshalb interessiert man
sich fiir die Charakteristika quantenmechanischer Systeme, die im klassischen
Limes chaotisches Verhalten aufweisen. Fiir derartige Betrachtungen sind die
in Abschnitt 3.1 vorgestellten Phasenraumverteilungen hilfreich, die wie die
POINCARE-Abbildung in der Klassischen Mechanik in der Quantenmechanik
Einblick in die Dynamik des Systems geben sollen. So ist es fiir das Verstindnis
der Dynamik eines quantenmechanischen Systems von grofler Bedeutung, ob
etwa ein Wellenpaket, das anfangs um einen elliptischen Fixpunkt lokalisiert
ist, auch fiir alle Zeit lokalisiert bleibt.

9Bereits die charakteristischen Exponenten pj sind nur bis auf eine additive Konstante %’rin,

n € 7Z eindeutig. Das liegt daran, daf} der komplexe Logarithmus nur bis auf eine additive
Konstante 2min eindeutig bestimmt ist.
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Man betrachtet dazu die gemittelte Phasenraumverteilung

1 N-1
(Plop =7 D Pa:p.nT) (3.41)

n=0

iiber viele Perioden T' des Systems hinweg. Ist N geniigend grof}, so kann
man davon ausgehen, dafl (p) qp tatsichliche die gemittelte Phasenraumver-
teilung beschreibt, da ,zufillige“ Fluktuationen in der Phasenraumverteilung
herausgemittelt werden. (p), , wird auch in Analogie zur klassischen POINCARE-
Abbildung als ,,quantenmechanische POINCARE-Abbildung bezeichnet, da sie
direkt mit ihrem klassischen Analogon verglichen werden kann. Den invarianten
Linien um einen Fixpunkt entspricht dabei eine fiir alle Zeit um diesen Fixpunkt
herum lokalisierte Phasenraumverteilung und einem zusammenhéngenden chao-
tischen Bereich eine mehr oder weniger gleichméfig iiber diesen Bereich verteilte
Phasenraumverteilung.

Im Prinzip 148t sich fiir die ,quantenmechanische POINCARE-Abbildung® jede
beliebige Phasenraumverteilung verwenden, bevorzugt wird aber die HUSIMI-
Verteilung wegen ihrer im Vergleich zu allen anderen Verteilungen einfachen
und {iibersichtlichen Struktur [Lee95].

3.3 Quantenchaos

3.3.1 Definition von Quantenchaos

Der Begriff ,,Chaos“ in der Klassischen Mechanik beruht im wesentlichen auf
der sensiblen Abhéngigkeit des Verlaufs der Trajektorien von den Anfangsbe-
dingungen, verbunden mit der Transitivitéit dieser Trajektorien (Definition 2.7).
Offensichtlich 148t sich diese Definition nicht direkt auf die Quantenmechanik
iibertragen. Zum einen liegt das daran, dal die Quantenmechanik nicht auf
dem Phasenraum definiert ist. Dieses Problem 146t sich, wie in Abschnitt 3.1
beschrieben, durch Einfithrung von Phasenraumverteilungen umgehen. Zum an-
deren 1a8t sich ein quantenmechanischer Zustand nicht durch einen Punkt (q, p)
im Phasenraum beschreiben, sondern nur durch eine Verteilungsfunktion. Ei-
ne solche Verteilungsfunktion ist im allgemeinen iiber den ganzen Phasenraum
verteilt. Damit ist klar, da} es nicht viel Sinn macht zu fragen, ob diese Vertei-
lungsfunktion im Laufe der Zeit einen Bereich des Phasenraums dicht ausfiillt
oder ob zwei ,,dicht benachbart gestartete Verteilungen® fiir alle Zeit benachbart
bleiben oder nicht.

Es wurden in der Vergangenheit auch Zweifel geduflert, ob ein quantenmecha-
nisches System iiberhaupt ein irgendwie geartetes chaotisches Verhalten zeigen
kann; denn die SCHRODINGER-Gleichung (3.1) ist im Gegensatz zu den kanoni-
schen Bewegungsgleichungen immer linear. Im Fall eines endlich-dimensionalen
HiLBERT-Raums stellt sich die Zeitentwicklung eines Zustands als endliche Sum-
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P(t) = Z an(t) dn (3.42)

in der gewihlten Basis {¢, } dar, und die zugehorige SCHRODINGER-Gleichung
ist ein endlich-dimensionales System gekoppelter linearer Differentialgleichun-
gen fiir a,,. Durch Aufspaltung in Real- und Imaginirteil von a,, erhédlt man die
kanonischen Bewegungsgleichungen eines klassischen n-dimensionalen Harmo-
nischen Oszillators, der sicherlich nicht chaotisch ist [KW96].

Andererseits ist die Klassische Mechanik ein Grenzfall der Quantenmechanik
im Limes A — 0. Von daher ist durchaus zu erwarten, daf} chaotische Dynamik
in irgendeiner Form auch in der Quantenmechanik auftritt.

Das Ziel bei der Erforschung von quantenmechanischem Chaos besteht nun dar-
in, die speziellen Eigenschaften von quantenmechanischen Systemen zu unter-
suchen, deren klassische Pendants eine chaotische Dynamik aufweisen [Ely88].
Man spricht daher in der Regel von Quantenchaos, wenn das zugehérige klas-
sische System chaotisches Verhalten aufweist.

Ist ein klassisches System mit f Freiheitsgraden integrabel, d.h. gibt es f un-
abhéngige Integrale der Bewegung, so nennt man das zugehoérige quantenmecha-
nische System reguldr. In vielen Féllen ist dann auch das quantenmechanische
System integrabel, d.h. es gibt f Operatoren F}, die paarweise miteinander kom-
mutieren. Falls eine klassische Erhaltungsgrofe F'(q,p) aus Termen des Typs
q™p" besteht, so mufl der zugehorige Operator F((j,ﬁ) nicht notwendigerwei-
se mit dem HAMILTON-Operator vertauschen, da ¢ und p nicht kommutieren
[Ely88].

Es zeigt sich, daf klassisch chaotische Dynamik zu starken Fluktuationen im
(Quasi-) Energiespektrum des quantenmechanischen Systems fiihrt. Daher ist
das Versténdnis dieser Fluktuationen von grofier Bedeutung fiir das Verstindnis
der quantenmechanischen Dynamik chaotischer Systeme. Von Bedeutung sind
ferner die (Quasi-) Energiezustinde des quantenmechanischen Systems. Dabei
ruht ein besonderes Augenmerk auf ihrer Lokalisierung im Phasenraum. Ein
weiteres Augenmerk liegt auf der zeitlichen Entwicklung von nicht (quasi-) sta-
tiondren Zustdnden, inwiefern sich ndmlich ein beliebiges Wellenpaket zeitlich
entwickelt und inwieweit diese Entwicklung von der klassischen Aufteilung des
Phasenraums in reguldre und chaotische Bereiche beeinflufit wird. Diesen drei
Fragestellungen wird in den folgenden Abschnitten nachgegangen, um den Be-
griff des Quantenchaos etwas konkreter zu fassen. Dabei geht es dann auch um
Kriterien, die es ermdglichen, regulire von chaotischer Dynamik in der Quanten-
mechanik zu unterscheiden. Solche Kriterien werden Quantenchaos-Kriterien
genannt [Ely88].

Im folgenden wird des ofteren auf die Unterscheidung zwischen Energie-
zustinden und Quasienergiezustinden durch Fortlassen der Vorsible ,,Quasi“
verzichtet. Dies dient allein der Vereinfachung der Nomenklatur. Sofern nicht
explizit etwas anderes angegeben wird, beziehen sich alle folgenden Aussagen
sowohl auf autonome als auch auf nichtautonome Systeme.
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Fiir den Grenzfall rein regulérer und rein chaotischer Systeme existieren bereits
semiklassische Theorien, die deren Verhalten im wesentlichen beschreiben. Als
semiklassische Mechanik bezeichnet man eine Wellenmechanik, die die fest auf
der klassischen Dynamik basiert. Sogenannte ,,gemischte“ Systeme, bei denen
Gebiete der Regularitit und des Chaos nebeneinander existieren, wie dies beim
in dieser Arbeit untersuchten DUFFING-Oszillator mit parametrischer Anre-
gung der Fall ist, haben sich bis heute einer semiklassischen Formulierung als
unzuginglich erwiesen [FD98].

Eine Ziel der Quantenchaos-Kriterien ist es, zwischen den zwei folgenden An-
nahmen zu entscheiden [Ely88]:

(i) Quantenchaos ist eine Eigenschaft eines einzelnen Eigenzustands.

(ii) Quantenchaos ist eine Eigenschaft einer Gruppe von Eigenzustinden mit
ndherungsweise gleichen Eigenenergien.

Im ersten Fall 148t sich fiir einen einzelnen Zustand sagen, ob dieser reguléir oder
chaotisch ist. Das bedeutet insbesondere, dafl ein stationérer, also zeitperiodi-
scher Zustand in irgendeiner Form chaotische Dynamik beschreiben kann. Im
zweiten Fall ist nicht ein einzelner Eigenzustand chaotisch, sondern die chaoti-
sche Dynamik tritt in der Quantenmechanik erst durch das Zusammenwirken
vieler Eigenzustinde auf.

Nach dem derzeitigen Stand der Forschung scheint der erste Fall zuzutreffen
[BTU93]. Danach besitzt PERCIVAL’s semiklassisches Klassifikationsschema im
wesentlichen Giiltigkeit. Dieses besagt, dafl es zwei Arten von Eigenzustinden
gibt, ndmlich reguldre und irrequlire. Reguldre Zustinde, die zu einem reguléren
Energiespektrum gehoren, entsprechen quasiperiodischer Bewegung des klassi-
schen Systems. Jeder regulire Zustand 148t sich eindeutig durch einen Satz aus
f Quantenzahlen beschreiben. Ferner sind die Matrixelemente von Operato-
ren durch Auswahlregeln limitiert. Irreguliire Zustinde dagegen, die zu einem
irregulidren Energiespektrum gehdren, entsprechen chaotischer Bewegung des
klassischen Systems. Sie lassen sich nicht durch einen Satz von Quantenzahlen
beschreiben, und auch fiir die Matrixelemente von Operatoren gibt es keine
Auswahlregeln [Ely88].

3.3.2 Das (Quasi-) Energiespektrum

Das Energiespektrum eines quantenmechanischen Systems hat sich als ein we-
sentlicher Schliissel zum Verstindnis chaotischer Dynamik herausgestellt. Es
hat sich ndmlich gezeigt, dafl die Energien, die zu chaotischen Energiezustinden
gehoren, stark in Abhéingigkeit von den Systemparametern fluktuieren und an-
dere Verteilungen aufweisen als die Energien von reguliren Energiezustinden

[Ely88, Haa91, BTU93].
Es bezeichne N(FE) die Zustandsdichte und

Sy = (Ey — En_1) N(Ey) (3.43)
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den relativen Abstand zwischen den benachbarten Eigenenergien E,_1 und E,
[Ely88]. Die Verteilungsfunktion p(S) der Grofie S ist durch die Bedingungen

/ o(S)dS =1 (3.44n)
0

und
/ Sp(S)dS =1 (3.44b)
0

normiert. (3.44b) bedeutet, dafl der mittlere Abstand benachbarter Energieni-
veaus auf 1 normiert ist.

Reguldre und chaotische Systeme unterscheiden sich deutlich in der Form von
p(S). Fiir reguliire Systeme erhilt man eine POISSON-Verteilung, d.h. es gilt

pp(S) =e 5. (3.45)

Das entspricht der Annahme, dafl die Eigenenergien nicht korreliert sind. Man
vermutet, dafl dies im allgemeinen der Fall ist, auch wenn es einzelne Fille gibt
(z.B. den mehrdimensionalen Harmonischen Oszillator), in denen die Eigen-
energien stark korreliert sind.

Fiir rein chaotische Systeme stellt sich heraus, daf} die Energieniveaus so korre-
liert sind, da8 fiir S — 0 die Verteilung p(S) gegen 0 geht. Das bedeutet, daf} ein
beliebig kleiner Abstand benachbarter Energieniveaus beliebig unwahrscheinlich
ist. Diese Eigenschaft chaotischer Spektren bezeichnet man als Lewvel-AbstofSung
(level repulsion) [Ely88, BTU93]. Sie tritt bei autonomen und nichtautonomen
Systemen gleichermafien auf [SDK*87, Haa91].

Es gibt drei verschiedene Arten von Level-Abstolung: lineare, quadratische und
quartische. Lineare Level-Abstoflung entspricht einer WIGNER-Verteilung:

po(S) = gse*%“. (3.46)

Bei quadratischer Level-Abstoflung erhélt man:
pp() = S55%e +7, (3.47)

und bei quartischer Level-Abstofung:

218 4 6igo
pS(S) = 36?8 e 977 . (348)

Es hat sich gezeigt, daf} die Verteilung der Energieniveaus eines chaotischen
Systems einzig von allgemeinen Raum-Zeit-Symmetrien abhingt [SDK'87,
Haa91]. Eine lineare Level-Abstoung ergibt sich, falls eine der folgenden Vor-
aussetzungen erfiillt ist:
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1. Es gibt mindestens eine antiunitire Symmetrie, d.h. einen antiuniti-
ren'® Operator .7 mit 7 H.Z~!' = H fiir autonome Systeme, bzw.
FU(T) 7! = UYT) fiir nichtautonome Systeme, und fiir alle antiu-
nitiren Symmetrien des Systems gilt: 72 = 1. Der Zeitumkehroperator
ist beispielsweise ein antiunitidrer Operator. Daher fallen die meisten zeit-
umkehrinvarianten Systeme in diese Kathegorie.

2. Bs gibt eine antiunitire Symmetrie .7 mit .7? = 1 in Verbindung mit
hoher raumlicher Symmetrie. Der Zeitumkehroperator fiir Spin- %—Systeme
hat beispielsweise die Eigenschaft .72 = — 1 [Haa91].

Der ungeddmpfte DUFFING-Oszillator mit parametrischer Anregung sollte eine
lineare Level-Abstoflung zeigen, da er zeitumkehrinvariant ist, falls die Anre-
gungsfunktionen f(¢) und g(¢) zeitumkehrinvariant sind (vgl. Gleichung 3.28).

Eine quadratische Level-Abstoffung erhilt man in den folgenden Fillen:

1. Das System hat keine antiunitire Symmetrie 7. Dies ist quasi der ,ge-
nerische Fall“.

2. Es gibt eine antiunitire Symmetrie .7 mit .72 = — 1 sowie eine Paritiit

P mit #? = -1 und [T, P] = 0.

Zur quartischen Level-Abstofiung kommt es im Fall der sogenannten KRA-
MERschen Entartung:

1. Das besitzt eine antiunitire Symmetrie .7 mit .72 = 1, aber keine geo-
metrische Symmetrie.

Es stellt sich nun die Frage, welche Verteilung sogenannte ,,gemischte Systeme“
zeigen, d.h. Systeme, die sowohl regulire also auch chaotische Dynamik auf-
weisen. Eine diskutierte Moglichkeit besteht darin, da8 die gesuchte Verteilung
von der PoIsson-Verteilung p,, fiir den integrablen Fall stetig mit zunehmen-
dem Chaos in die WIGNER-Verteilung p, bzw. in p, iibergeht. Dies scheint
allerdings nicht der Fall zu sein [Ely88].

Es gibt auch die Moglichkeit, daf} sich, wie bereits erwdhnt, die Eigenzustinde
eines Systems nach regulédren und irreguliiren, d.h. chaotischen Zustéinden klas-
sifizieren lassen. Die reguiren Zustinde erzeugen dann ein POISSON-verteiltes
und die irreguliren Zustinde (im zeitumkehrinvarianten Fall) ein WIGNER-
verteiltes Spektrum. Das gesamte Spektrum des Systems besteht dann aus ei-
ner Uberlagerung der beiden Einzelspektren. Diese Idee wird manchmal als
BERRY-ROBNIK- Vermutung bezeichnet [BTU93].

Es hat sich gezeigt, dafl die Spektren autonomer, chaotischer Systeme die glei-
chen Fluktuationen aufweisen wie gewisse Ensembles von hermiteschen Zufalls-
matrizen. Und zwar erhilt man fiir sogenannte GAUSSsche Orthogonale En-
sembles (GOE) die Verteilung p,,, fiir GAUSSsche Unitéire Ensembles (GUE)

Bin Operator A heift antiunitir, falls (A, Ag) = (1, ¢)" fiir alle Zustinde 1, ¢ erfiillt
ist.
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die Verteilung p,, und fiir GAusssche Symplektische Ensembles (GSE) die Ver-
teilung p, [Haa91].

Eine Matrix aus einem GOE beispielsweise besteht aus unabhingigen, bei null
zentrierten, GAUSS-verteilten reellen Matrixelementen, die alle dieselbe Vari-
anz besitzen, mit Ausnahme der Diagonalelemente, deren Varianz doppelt so
grof} ist [BTU93]. Die Varianzen selbst werden systemabhéngig gewihlt. Man
benutzt nun solche Matrizen als HAMILTON-Operator und untersucht das Spek-
trum mit den Mitteln der Statistik. Fiir rein chaotische Systeme ergeben sich gu-
te Ubereinstimmungen mit dem statistischen Verhalten des tatsichlichen Spek-
trums.

In einem gemischten System blendet man den Anteil der reguliren Eigen-
zustinde des Spektrums aus und beschreibt den Anteil der chaotischen Eigen-
zustdnde am Spektrum, auch kurz ,,chaotisches Spektrum® genannt, mit Hilfe
von GOE. Implizit wird damit angenommen, dafl der chaotische Bereich des
Phasenraumes homogen und eigenschaftslos ist.

Genauere Untersuchungen zeigen, dafl die BERRY-ROBNIK-Vermutung in dieser
Form nicht zutrifft [BTU93]. Der gesamte chaotische Bereich des Phasenraum
148t sich nidmlich nicht durch ein einzelnes GOE beschreiben. Die 148t sich da-
durch erklidren, dafl der chaotische Phasenraumbereich nicht véllig strukturlos
ist. Es kénnen sogenannte ,partielle Transportbarrieren“ existieren, die den
freien Flufl behindern. Man kann sich das im Prinzip wie zwei chaotische Bil-
lards vorstellen, die durch eine kleine Offnung miteinander verbunden werden.
Es entsteht ein einziger zusammenhéngender Chaosbereich, aber dennoch ist
der Phasenraumflul durch die kleine Offnung behindert, da in einer Zeit, die
ausreicht, um das Phasenraumvolumen des einen Billards vollstdndig zu ,,ver-
mischen®, nur ein relativ kleines Volumen zwischen den beiden Billards ausge-
tauscht werden kann. So kann sehr starkes lokales Chaos mit einer grofriumigen
Korrelation iiber lange Zeitskalen koexistieren. Die kleine Offnung bildet also
eine Transportbarriere fiir den Fluf}, aber keine totale, wie etwa ein invarianter
Torus, sondern eine partielle; denn nach endlicher Zeit werden irgendwann die
beiden Phasenraumvolumina der Billards v6llig vermischt sein.

Derartige partielle Barrieren kénnen beispielsweise durch zerfallene invariante
Tori, sogenannte ,,Cantori“, sowie stabile und instabile Mannigfaltigkeiten von
Inselketten, die den Phasenraumfluff behindern, verursacht werden [BTU93].
Auf die genauen Einzelheiten soll an dieser Stelle nicht eingegangen werden,
da das im Rahmen dieser Arbeit zu weit fithren wiirde. Wesentlich ist aber,
daf} der chaotische Bereich des Phasenraumes in verschiedene Bereiche zerfal-
len kann, die durch solche partiellen Transportbarrieren voneinander getrennt
sind, so daf} innerhalb des chaotischen Bereichs iiber lange Zeit groffiriumi-
ge Korrelationen existieren, die die quantenmechanischen Eigenfunktionen und
Eigenenergien merklich beeinflussen.

Daher bietet es sich an, statt nur eines GOE eins fiir jeden dieser Phasenraum-
bereiche in den HAMILTON-Operator einzufiigen, der dann aus n Blocken von
GOE-Matrizen auf der Diagonalen besteht. Diese Matrixblocke werden durch
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kleine Matrixelemente miteinander verkoppelt, deren Figenschaften durch den
klassischen Phasenraumfluff bestimmt werden. Diese Methode bringt recht gute
Ergebnisse [BTU93].

Es gibt auch andere statistische Eigenschaften chaotischer Spektren, die unter-
sucht werden, auf die an dieser Stelle allerdings nicht weiter eingegangen werden
soll [Ely88, BTU93|.

Fiir nichtautonome Systeme betrachtet man anstatt des (zeitabhingigen)
HAMILTON-Operators den FLOQUET-Operator U(T), dessen Spektrum die glei-
chen statistischen Eigenschaften besitzt wie sogenannte Zirkulare Orthogona-
le (COE), Zirkulare Unitidre (CUE) bzw. Zirkulare Symplektische Ensembles
(CSE). Es handelt sich hierbei um Ensembles von unitiren Zufallsmatrizen, de-
ren Quasienergiespektren die gleichen Eigenschaften wie die oben diskutierten
GOE, GUE und GSE aufweisen [Haa91].

3.3.3 Eigenschaften stationdrer Zustande

Es 148t sich zeigen, dafl im Limes A — 0 die Eigenfunktionen des HAMILTON-
Operators in Bereichen des Phasenraumes lokalisiert sind, die unter der klas-
sischen Dynamik invariante Mengen umfassen, nimlich in Bereichen regulirer
oder chaotischer Dynamik [Ely88].

In diesem Sinne kann man dann von reguléren und irreguliren Zustinden spre-
chen. Eine typische Eigenschaft irregulérer Zustinde ist ihre breite , Vertei-
lung® iiber viele Eigenzustéinde in verschiedenen Basissystemen. Nimmt man
beispielsweise die Figenfunktionen ¢, des Harmonischen Oszillators oder die

Eigenfunktionen des ungestérten Systems'' und entwickelt einen irreguliren
Eigenzustand
e = andn (3.49)
n

danach, so liegen in der Regel viele Entwicklungskoeffizienten in der gleichen
Groflenordnung, der Zustand ist somit iiber viele Basiszustinde ,verteilt“. Ein
Maf dafiir liefert die Entropie

S==>lan|* Infay|?, (3.50)
n

die die Lokalisierung des Zustands in der gewahlten Basis angibt. Die Anzahl
der involvierten Zustinde betrigt etwa e [Ely88]. Allerdings ist eine grofie
Entropie kein Beweis fiir Chaos. Es bedeutet nur, daf3 ¢, von den gewihlten
Basiszustidnden sehr verschieden ist.

Ahnliche Betrachtungen lassen sich auch in der Phasenraumdarstellung mittels
der in Abschnitt 3.1 besprochenen Phasenraumverteilungen anstellen. Dort ist

HEalls das betrachtete System in Abhingigkeit von einem Parameter von Integrabilitit in
Chaos iibergeht, so kann man den integrablen Fall als das ,ungestorte“ System betrachten.
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ein chaotischer Zustand in der Regel iiber den ganzen chaotischen Phasenraum-
bereich verteilt (mit einer Reihe von lokalen Maxima und Minima). Analog 148t
sich auch dort eine Entropie

1

S = “orF Py (q,p) Inpy(q,p) dgdp (3.51)

definieren, fiir die e die Anzahl der involvierten Zustinde minimaler Unschirfe
Agq Ap angibt [KW96]. p,, bezeichnet dabei die HUsIMI-Verteilung.

3.3.4 Eigenschaften nichtstationdrer Zustdnde

Aus der zeitlichen Entwicklung nichtstationéirer Zustinde, im einfachsten Fall
zu einem Zeitpunkt irgendwo im Phasenraum lokalisierter Wellenpakete, kann
man auch Informationen gewinnen. Wahlt man als Anfangsbedingung ein Wel-
lenpaket 1(0), so entwickelt sich dies in der Eigenbasis des Sytems gemif (3.31)
fiir autonome Systeme bzw. (3.38) fiir nichtautonome, periodische Systeme.
Unabhéngig davon, ob die Zeitentwicklung durch regulire oder irregulire Ei-
genzustinde des System beschrieben wird, sind die beteiligten Frequenzen i1
bzw. 5 diskret . Das steht im Gegensatz zur Klassischen Mechanik, in der das
Frequenzspektrum der Autokorrelationsfunktion fiir chaotische Dynamik kon-

tinuierlich ist, also iiberabzihlbar viele Frequenzen enthlt.

Auch in der Quantenmechanik 148t sich eine Autokorrelationsfunktion definie-
ren, und zwar durch

Cy(t) = ($(0), (1)) (3.52)

Das Frequenzspektrum der Autokorrelationsfunktion enthélt genau diejenigen
Frequenzen, die in die Dynamik von 1 (¢) involviert sind [KW96]. Die Autokor-
relationsfunktion stellt daher eine einfache Methode dar, Informationen iiber
das Energiespektrum eines Systems zu sammeln.

Die Funktion
P(t) = |Cy(t)? (3.53)

wird als , Riickkehr-Wahrscheinlichkeit“ (recurrence probability) bezeichnet
[KW96]. P(t) = 1 bedeutet, dafl 1(¢) mit 1(0) identisch ist. Aus einem dis-
kreten Quantenspektrum folgt, dafl fiir jede Wellenfunktion die Riickkehr-
Wahrscheinlichkeit P(#) im Laufe der Zeit beliebig nahe an 1 herankommt
[Ely88].

3.4 Der quantenmechanische Tunneleffekt

Ein quantenmechanischer Effekt, fiir den es kein klassisches Analogon gibt, ist
der Tunneleffekt, bei dem ein Wellenpaket aus einem klassisch erlaubten Bereich
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durch einen klassisch verbotenen Bereich in einen anderen klassisch erlaubten
Bereich tunnelt. Am bekanntesten ist der Tunneleffekt zwischen Energiebarrie-
ren, bei dem die Wellenfunktion durch eine Potentialbarriere, einen energetisch
verbotenen Bereich tunnelt. Findet der Tunneleffekt zwischen zwei Gebieten
statt, die nicht durch eine Energiebarriere getrennt sind, sondern deren klassi-
sche Dynamik durch irgendeine andere Erhaltungsgrofie getrennt verlauft, z.B.
durch eine Drehimpulsbarriere, so spricht man von dynamischem Tunneln. In
den meisten Fillen ist es jedoch nicht moglich, explizit eine klassische Erhal-
tungsgrofe nennen, die durch den Tunneleffekt verletzt wird.

3.4.1 Die EBK-Quantisierung

Fiir das Verstindnis des Tunneleffektes zwischen verschiedenen Regularitétsbe-
reichen und auch fiir das Verstindnis der quantenmechanischen Dynamik in ge-
mischten Systemen bildet die EINSTEIN-BRILLOUIN-KELLER-Quantisierung ein
wichtiges Werkzeug. Die EBK-Quantisierung ist eine Erweiterung der BOHR-
SOMMERFELD-Quantisierung auf nichtseparable Systeme [Kel58, Per77]. Es
handelt sich dabei um eine semiklassische Theorie, d.h. es wird mittels der
klassischen Dynamik eines Systems die quantenmechanische Dynamik nihe-
rungsweise beschrieben.

Gegeben sei ein System mit f Freiheitsgraden und der HAMILTON-Funktion
H(q,p,t), und sei 1(q,t) eine Losung der entsprechenden SCHRODINGER-
Gleichung. Es soll angenommen werden, daf} sich 1 ndherungsweise durch eine
endliche Summe

Po(g.t) = Y Ayl t) e 5@ (3.54)
k=1

beschreiben 148t. S;, und A, sollen dabei ausschlieflich durch die klassische Dy-
namik bestimmt sein. Wahrend ) natiirlich eine eindeutige Funktion darstellt,
kénnen S und Ap mehrdeutig sein. Das mufl man sich in etwa so vorstellen,
daf} beispielsweise fiir ein Teilchen der Masse m in einem eindimensionalen, zei-
tunabhingigen Potential der Impuls p(q) = £1/2m(E — V(q)) als Funktion des
Ortes nicht eindeutig bestimmt ist. In gleicher Weise sind auch S und A mehr-
deutig und die Indizes k bezeichnen die verschiedenen Zweige der Funktionen.
Die physikalische Idee, die hinter diesem Ansatz steckt, ist die, da} sich z.B.
ein stationdrer Zustand als Summe {iber r sich bewegende Zustidnde darstellen
148t. Im einfachsten Fall eines Potentialtopfes mit unendlich hohen Winden bei
+qp und V(q) = 0 fiir —qp < g < qo sind dies beispielsweise die zwei Zustinde
e**4 mit geeignet zu wahlendem Wellenvektor k = 2.

Nun gibt es noch eine wichtige Nebenbedingung, die S; und Ay, erfiillen miissen.
Es seien By und B; verschiedene, stetige Zweige einer mehrdeutigen Funktion.
Durchlduft man von einem Punkt g eine Kurve — dies muf} keine Trajektorie
sein — im Ortsraum und kehrt zum Ausgangspunkt zuriick, so erhilt man nicht
notwendigerweise wieder By (q), sondern B;(q). Man kann also von einem Zweig
der Funktion auf einen anderen wechseln.
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Das kann man sich beispielsweise so vorstellen, dal beim Durchlaufen einer
klassischen Trajektorie in einem Potential V' (q) der Impuls sein Vorzeichen am
klassischen Umkehrpunkt dndert. Erreicht die Trajektorie zum ersten Mal wie-
der ihren Ausgangspunkt ¢, so ist der Impuls stetig von p(¢') in —p(q’) iiber-
gegangen. Der Ubergang zwischen den beiden Zweigen des Impulses ist dabei
am klassischen Umkehrpunkt erfolgt.

In jedem Fall aber miissen die verschiedenen Summanden in (3.54) stetig in-
einander iibergehen. An einem Punkt gy, an dem die verschiedenen Zweige S
und S; sowie Ay und A; ineinander iibergehen, mufl daher gelten:

Ap(go,t) e 0 @0t) = A(qqy,t) e 51 (90D, (3.55)
Das ist genau dann der Fall, wenn es ein n € Z gibt mit
In (A (go, t) e%sk(qo’t)) = In(4(qy,t) e%sl(q‘)’t)) + 2min. (3.56)

Durch Umformung erh&lt man schliellich
i
Si(ans ) = Si(an: 1) = 2mh(n + 5= (n Ax(@o, 1) ~In Ai(gp, 1) ). (3:57)

Die obigen Differenzen zwischen den verschiedenen Zweigen von S und Ay, die
beim Durchlaufen einer in g, startenden, geschlossenen Kurve auftreten, lassen
sich auch als Linienintegral iiber diese Kurve ausdriicken:

fVSk(q,t) dq = 2mh (n + i 7{ Vin Ag(q,t) dq) (3.58)

Fiir ein fest gewéhltes S und Ay ist diese Gleichung fiir alle geschlossenen
Kurven fiir ein (von der Kurve abhéngiges) n € Z erfiillt.

Im folgenden soll nun auf den Index k verzichtet werden, da er fiir die weiteren
Ausfiihrungen nicht wesentlich ist.

Setzt man 1y in die SCHRODINGER-Gleichung ein und betrachtet nur die Terme
in niedrigster Ordnung von f, so erhilt man als Bestimmungsgleichung fiir S
die klassische HAMILTON-JACOBI-Gleichung:

oS

H(q,VS,t) = % (3.59)
Fiir P := A? ergibt sich die klassische LI0OUVILLE-Gleichung (3.2)

op L op

= ]2:: qja—qj (3.60)

fiir eine impulsunabhéngige ,, Verteilung® P(q,t), die nicht einmal reell zu sein
braucht. V.S 148t sich mit dem Impuls p identifizieren und (3.58) geht iiber in

j{zf:py‘(qat) dq; = 2mh <n + i fVInA(q,t) dq> ) (3.61)
j=1
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Hierbei ist anzumerken, dafl nicht jede im Ortsraum geschlossene Kurve C im
Sinne des obigen Wegintegrals eine geschlossene Kurve darstellt. Stattdessen
mufl der Weg so gewéhlt werden, dafl p(q) physikalisch ,sinnvolle* Werte an-
nehmen kann. So muf} z.B. der Impuls in die Integrationsrichtung zeigen, d.h.
es gilt p(q) > 0 fiir die Integration von ¢; nach ¢ mit ¢; < g2 und p(q) < 0 bei
Integration in die Gegenrichtung. (C,p(C)) muf} eine geschlossene Kurve (nicht
notwendigerweise eine Trajektorie) im Phasenraum darstellen'2.

Die Wegintegrale iiber zwei geschlossene Kurven sind identisch, falls die bei-
den Kurven ineinander iiberfithrt werden konnen, ohne eine Singularitit des
Integranden zu passieren. Im allgemeinen gibt es nur eine endliche Zahl von
Klassen unabhéngiger Kurven, die nicht ineinander iiberfiihrt werden kénnen.
Jede andere geschlossene Kurve 148t sich darstellen als endliche Linearkom-
bination solcher Kurven mit ganzzahligen Koeffizienten. Ist (3.61) erfiillt fiir
irgendein n fiir je eine Kurve jeder der unabhéngigen Klassen von Kurven, so
ist die Gleichung fiir alle geschlossenen Kurven erfiillt. Jede Klasse unabhéngi-
ger Kurven ist dquivalent zu einer Quantenzahl. Gibt es N solcher Klassen,
so ist die exakte Losung ¢ der SCHRODINGER-Gleichung eine Losung mit den
Quantenzahlen nq,... ,ny. Gilt fiir ein autonomes System N = f, so ist der
Zustand 1) eindeutig durch diesen Satz von Quantenzahlen beschrieben [Kel58].

Eine Losung S der HAMILTON-JACOBI-Gleichung (3.59) hat im allgemeinen
eine unendliche Mehrdeutigkeit, d.h. unendlich viele verschiedene Zweige, aber
es gibt in jedem Fall nur endlich viele, die sich nicht nur um eine additive
Konstante unterscheiden. Daher hat V.S = p nur endlich viele verschiedene
Zweige [Kel58].

Das Wegintegral iiber In A hdngt nur von der Anzahl m der sogenannten Fo-
kalpunkte oder Kaustiken ab, die auf der Kurve liegen, und ergibt —i5m. Man
bezeichnet m auch als MASLOV-Index [Per77]. Fiir die endgiiltige Quantisie-
rungsbedingung ergibt sich schliellich:

j{zf:pj(q,t) dq; = 2mh (n + %) . (3.62)
j=1

Die Fokalpunkte entsprechen im wesentlichen den klassischen Umkehrpunkten.
Fiir den Harmonischen Oszillator gilt daher beispielsweise m = 2.

3.4.2 Die EBK-Quantisierung fiir nichtautonome Systeme

Auch wenn die urspriingliche Formulierung der im vorigen Abschnitt beschrie-
benen EBK-Theorie in [Kel58] auch nichtautonome Systeme mit einschliefit,

12Genaugenommen steckt dahinter eine topologische Uberlegung, die an dieser Stelle zu weit
fiihren wiirde. Im eigentlichen Sinne sind diese Wegintegrale nicht iiber Kurven im Orts-
raum, sondern in einer durch die Zweige von Sj bestimmten f-dimensionalen Mannigfaltig-
keit auszuwerten. Setzt man aber auf einzelnen Kurvenstiicken den physikalisch , richtigen“
Zweig der Funktionen ein, so lassen sich die Integrale auch iiber dem Ortsraum ausfiihren.
An dieser Stelle wird auf die angegebene Literatur verwiesen.
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so 148t sie sich in der Praxis nur auf autonome Systeme anwenden. Der
Grund liegt darin, daf} die von MASLOV und FEDORIUK entwickelte Metho-
de des kanonischen Operators, die die exakte mathematische Grundlage fiir die
EBK-Quantisierung bildet, einen Phasenraum mit gerader Dimension benétigt.
Nichtautonome Systeme besitzen dagegen einen aus g, p und 6 bestehenden
Phasenraum mit ungerader Dimension [BH91].

In diesem Abschnitt soll die Erweiterung der EBK-Theorie auf nichtautonome,
periodische Systeme lediglich skizziert werden. Fiir weitergehende Einzelheiten
sei auf [BH91] verwiesen.

Gegeben sei ein nichtautonomes System mit f Freiheitsgraden der Bewegung
und einer T-periodischen HAMILTON-Funktion H(q,p,t). Zunichst wird eine
zyklische Variable 6 mit 6 =1 eingefiihrt, wie in Abschnitt 2.1.2 beschrieben
wurde. Durch Einfithrung einer weiteren, zu 6 kanonisch konjugierten Variablen
pg und einer neuen HAMILTON-Funktion

H'(q,p,0,p0) := H(q,p,0) +py (3.63)

erhilt man ein autonomes System mit einem (2f + 2)-dimensionalen Phasen-
raum. 6 und py erfiillen die kanonischen Bewegungsgleichungen

0 = aipoH'(q,p,O,pg) =1, (3.64a)
, 0
Do = —%H'(q,p,ﬁ,pg). (364b)

Auf dieses System 14t sich die EBK-Quantisierung anwenden. Man erhélt ana-
log zu (3.62) f + 1 voneinander unabhingige geschlossene Kurven C; und somit
f + 1 Quantisierungsbedingungen:

fpdq + ppdf = 27h (nz + %) . (3.65)
C;
Ohne Einschriankung ist es moglich, die Kurven C; so zu wéhlen, dafi Cy,...,C;
in einer Ebene 6 = const liegen, und Cyyy so zu wihlen, daf diese Kurve im
wesentlichen ,entlang” der #-Achse lauft. Dann gilt my, = 0, da es keine
klassischen Umkehrpunkte in Zeitrichtung gibt.

Die Integrationswege konnen so gewéhlt werden, dafl bei Riickkehr in den (2f 4+
1)-dimensionalen Phasenraum des urspriinglichen Systems (3.65) fiir 1 <i < f
iibergeht in

fpdq — orh (n + %) . (3.66)
Ci

Dies sind Integrationswege innerhalb einer POINCARE-Schnittfliche 6 = const.

Die (f + 1)-te Quantisierungsbedingung sichert die Periodizitéit der Funktionen
un(t) der Quasienergiezusténde. Die Quantenzahl n s korrespondiert dabei zu

einer Quasienergie von € — Q%hn f41-

Insgesamt reicht es also, fiir nichtautonome, periodische Systeme die EBK-
Quantisierung auf einen POINCARE-Schnitt anzuwenden.
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3.4.3 Die Lokalisierung von Eigenfunktionen in
Regularitatsgebieten

In diesem Abschnitt geht es darum, mit Hilfe der EBK-Quantisierung Aussagen
iiber die Art der Eigenzustinde in reguldren Bereichen des Phasenraumes zu
machen. Dies ist von besonderem Interesse fiir gemischte Systeme, in denen so-
wohl regulire als auch chaotische Dynamik nebeneinander existieren. Die Struk-
tur von Regularitidtsgebieten um einen periodischen Orbit im Phasenraum, die
sich in einer POINCARE-Abbildung als regulire Inseln aus invarianten Linien
darstellen, ist fiir integrable und nichtintegrable Systeme #dhnlich, auch wenn
die Dynamik im nichtintegrablen Fall deutlich komplexer ist als im integrablen
Fall. Im allgemeinen wird eine regulédre Insel in einem nichtintegrablen System
ein vollstindiges KAM-Szenario durchlaufen, welches in Abschnitt 2.2.4 an-
gesprochen wurde: Die Tori zu rationalen Windungszahlen sind unter Bildung
von reguldren Inselketten und heretoklinem Chaos aufgebrochen, und nur die
Tori zu hinreichend irrationalen Windungszahlen sind stabil. Um die folgen-
den Uberlegungen zu vereinfachen, soll die innere Struktur aus zerstérten und
erhaltenen Tori jedoch vernachléssigt werden [BTU93].

Fiir autonome Systeme mit f Freiheitsgraden der Bewegung verliuft die Be-
wegung innerhalb eines Regularititsgebietes auf f-dimensionalen Tori in ei-
nem 2 f-dimensionalen Phasenraum. Fiir nichtautonome Systeme reicht es nach
dem im vorigen Abschnitt Gesagten, einen 2 f-dimensionalen POINCARE-Schnitt
zu betrachten. Die EBK-Quantisierungsbedingungen (3.62) in Form der Wir-
kungsintegrale

1

Y
Ci

p(q)dg =h (n + mj) (3.67)

sind invariant unter kanonischen Transformationen [Per77]. Es bietet sich daher
an, die Wegintegrale in lokalen'? Wirkungs-Winkel-Variablen J, 9 auszuwerten,
so dafl die Integration iiber einem invarianten Torus stattfindet. Auf einem f-
dimensionalen Torus gibt es genau f voneinander unabhiingige geschlossene
Kurven, die f Quantenzahlen entsprechen.

Als Integrationswege wéhlt man sinnvollerweise die f Wegintegrale entlang je-
weils einer der Winkelvariablen #;, d.h.

Ci: [0,2n[— [0,2x]/, ;i (0,...,9;,...,0). (3.68)

Die Quantisierungsbedingungen gehen dann iiber in

2T

1 1 m;

Ji=o- pdqzﬂ/Jidﬂi=h<ni+T). (3.69)
C; 0

13Diese Transformation kann aus zwei Griinden nicht global durchgefiihrt werden. Zum einen
sind die Wirkungs-Winkel-Variablen nicht in den chaotischen Bereichen definiert, und zum
anderen koénnen zwei Tori von zwei verschiedenen reguléren Inseln zu demselben Wert von
J gehoren.
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Die M AsrLov-Indices m; sind dabei vom jeweiligen Integrationsweg C; abhéingig.

Erfiillen fiir einen Torus alle .J; diese Relationen, so spricht man von einem
quantisierten EBK-Torus, und die Energie E des Torus ist ein Eigenwert des
HAMILTON-Operators.

Im Falle nur eines Freiheitsgrades reduzieren sich die Quantisierungsbedingun-
gen auf

J = f p(q) dq = 2rh <n + %) : (3.70)

da der MAsSLOV-Index fiir die einzige geschlossene Kurve auf einem 1-Torus 2
ist (es gibt genau zwei Umkehrpunkte). J beschreibt in diesem Fall die Fliche
innerhalb des Torus.

Erfillt J die Quantisierungsbedingung, so ist im Torus ein sogenannter EBK-
Eigenzustand lokalisiert. Man kann das so erkliren, dal auBerhalb des Torus
die kinetische Energie negativ und der Impuls somit imagindr wird. Damit wird
S ebenfalls imaginir und die Wellenfunktion (3.54) fillt auBerhalb des Torus
exponentiell ab. Tori zu hoheren Quantenzahlen sind dann zumindest fiir einige
Systeme zunehmend auf dem Torus selbst lokalisiert'* [BTU93].

Damit in einer reguliren Insel in semiklassischer N&dherung {iberhaupt ein Ei-
genzustand (n = 0) lokalisiert ist, mufl die Fliche der Inseln mindestens 7/
betragen.

Auch fiir zwei Freiheitsgrade kann man zeigen, dafi die Fliche der reguléren In-
seln in einer zweidimensionalen POINCARE-Abbildung mindestens 7/ betragen
muf}, damit dort ein Eigenzustand lokalisiert ist.

Eigenzustinde, die in Regularititsbereichen lokalisiert sind, werden als requldre
Eigenzustinde bezeichnet — im Gegensatz zu chaotischen Figenzustinden, die
in Chaosbereichen lokalisiert sind. Diese Unterscheidung entspricht dem Klas-
sifikationsschema von PERCIVAL, das in Abschnitt 3.3.1 bereits angesprochen
wurde. Diese Unterscheidung ist nicht véllig exakt, da die Semiklassik, auf der
diese Unterscheidung beruht, nur im Grenzfall iz — 0 exakt gilt.

Tatséichlich stellt die EBK-Quantisierung ein exzellentes Ndherungsverfahren
dar, um die Anzahl der in einem reguliren Phasenraumbereich lokalisierten
Eigenzustinde zu berechnen. Beispielsweise sagt die EBK-Theorie fiir den un-
gedampften DUFFING-Oszillator mit duerer Anregung bei einer bestimmte Pa-
rameterwahl eine Zahl von 24 Quasieigenzustéinden innerhalb einer reguléren In-
sel voraus, die auch tatsichlich mit der Zahl der numerisch gefundenen Zustinde
iibereinstimmt [BTMK?92].

'4Die Lokalisierung einer Wellenfunktion auf einem Torus ist im Sinne der WIGNER-/ HUSIMI-
Darstellung zu sehen.
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3.4.4 Reguldres Tunneln

Bei dem Begriff Tunneleffekt denkt man zumeist an das Tunneln von Wellen-
paketen durch Potentialbarrieren, wobei ein Teil der Wellenfunktion durch eine
Potentialbarriere hindurchtunnelt und nicht wieder zuriickkehrt. Intuitiv wiirde
man vielleicht erwarten, daf ein in einer von zwei benachbarten Potentialmul-
den lokalisiertes Wellenpaket im Laufe der Zeit in die andere Potentialmulde
hineintunnelt, bis sich ein Gleichgewicht eingestellt hat. Das ist aber nicht der
Fall.

Verlduft die klassische Dynamik auf einem endlichen Phasenraumbereich, so
wird die quantenmechanische Dynamik im wesentlichen nur von endlich vielen
Eigenzustéinden des Systems getragen. Ein Zustand, der sich in einer endlichen
Basis von Eigenzustinden entwickeln 148t, wird sich in jedem Fall quasiperi-
odisch, wenn nicht sogar periodisch entwickeln. Aus diesem Grund mufl auch
das Tunneln zwischen Regularititsbereichen quasiperiodisch ablaufen.

Im folgenden wird auf die Unterscheidung zwischen Energiezustinden autono-
mer Systeme und Quasienergiezustinden nichtautonomer Systeme verzichtet.
Tatséichlich 1duft der Tunneleffekt in beiden Fillig vollkommen analog ab.

Gegeben sei ein System mit einer diskreten Phasenraumsymmetrie 4. Im Fall
des in dieser Arbeit betrachteten DUFFING-Oszillators mit parametrischer An-
regung ist dies der Paritidtsoperator. Seien & und @4 zwei getrennte Phasen-
raumgebilde, die invariant unter der klassischen Dynamik sind und unter der
Symmetrieoperation & ineinander iibergehen, d.h. &% = P o, o = P o).
Speziell seien %/ » EBK-quantisierte Tori innerhalb von reguliren Inseln. Auf
jedem der Tori existiert dann ein EBK-Eigenzustand 1;(q) , 7 € {1,2} mit der
quantisierten Energie E. Wegen der globalen Symmetrie gilt 12(q) = 11 (% (q))
[FDY8].

Diese beiden Zustinde sind bis zu einer gewihlten Ordnung!® in 7 entartet,
allerdings sind 11 und v keine exakten Eigenzustéinde des Systems. Die exakten
Eigenzustinde sind symmetrisch oder antisymmetrisch unter &2, d.h.

1
¢*(q) ~ 7 (Y1(q) £42(q)), (3.71)
und ihre Eigenenergien spalten um einen Wert AFE auf, der zu einem periodi-
schen Tunneleffekt mit der Periode 7 = % fithrt. Man spricht in diesem Fall

von quasienarteten Figenzustinden.

Diesen Zusammenhang kann man sich leicht klarmachen. Der HAMILTON-Ope-
rator in der 9 o-Basis 18t sich darstellen als

H<Z;>:<§J§E>(Z;> (3.72)

'5Es konnen fiir jede beliebige Ordnung in i EBK-Zustinde konstruiert werden, die die
SCHRODINGER-Gleichung bis zu dieser Ordnung in A erfiillen.

&
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mit § = (zpl, ng), zumindest solange das Matrixelement e schneller fiir 7 — 0
verschwindet als jede Potenz [BTU93]. Durch Diagonalisierung erhélt man dann
die tatséichlichen Eigenenergien F'+ § mit e = AFE und die Eigenfunktionen aus
(3.71).

Nun wird gezeigt, dafl es durch diese Energieaufspaltung tatséchlich zu einem
Tunneleffekt kommt. Seien ¢ und ¢9 Eigenfunktionen von H mit den Eigen-
energien Fq und Es. Als Anfangsverteilung werde

P(0) = oy + B2 (3.73)

gewihlt mit |a|? + |8]> = 1. Es kénnen o, 3, ¢1 und ¢ 0.B.d.A. als reell
angesetzt werden.

Fiir die Zeitenwicklung von 1) erhélt man
B(t) = agre 1L Bgye i, (3.74)

und nach kurzer Umformung ergibt sich fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeits-
dichte

Pl = 1O = 6 + 57 5 + 20 cos (220 1

= 5 (a0 (1 cos (P 20) ) (3.75)

+ % () — Bepa)? (1 — cos (@t)) )

Diese beschreibt eine Oszillation zwischen den Zustdnden a¢; + B¢2 und a¢p; —
B¢2 mit der Periode

2mh,
- 3.76
und der Amplitude
A=2ap. (3.77)

Gleichung (3.75) fiithrt nicht automatisch zu einem Tunneleffekt, sondern ist
abhéngig davon, wo die beiden Zusténde ¢; o lokalisiert sind. Wahlt man aber
speziell

P(0) = ¢ =~ % (p" +9¢7) (3.78)

in (3.73), dh. a = f = 5, ¢1 = ¢ und ¢ = ¢~, so wird die Oszillationsam-
plitude zu 1 und (3.75) geht iiber in

O = ghon? (14 cos (Z20) )

1 E—F
+ §|7JJ2|2 (1 — oS (%t)) .

(3.79)
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Das bedeutet also, dafi die Wellenfunktion, die anfangs am quantisierten To-
rus 7 lokalisiert ist, im Laufe der Zeit dort langsam verschwindet, und nach
einer halben Periode vollstandig zum zweiten quantisierten Torus <% hindurch-
getunnelt ist. Im Laufe einer weiteren halben Tunnelperiode wiederholt sich der
Prozef} in umgekehrter Richtung, und zur Zeit 7 befindet sich die Wellenfunk-
tion wieder in ihrem Ausgangszustand.

Meist ist die Tunnelperiode 7 sehr grof, was dazu dquivalent ist, daff die dem
Torus entsprechende klassische Erhaltungsgrofle nur sehr schwach verletzt ist.
Je grofler die Energieaufspaltung ist, desto grofler ist die Tunnelrate.

Speziell fiir den integrablen Fall eines eindimensionalen Doppelmuldenpotenti-
als 148t sich die Energieaufspaltung in semiklassischer Niherung [DH81, KW96]
fiir zwei EBK-Tori zur Energie E berechnen:

a+
I 1
AE = % exp | —% / V2m|E -V (q)|dq | . (3.80)
q—

q— und ¢ sind dabei die klassischen Umkehrpunkte der Bewegung, zwischen de-
nen der Tunneleffekt stattfindet, und w bezeichnet die Frequenz des klassischen
Torus der Energie E. Offensichtlich ist die Energieaufspaltung und damit die
Tunnelrate exponentiell von & abhingig. Weitere Abhingigkeiten liegen in der
Entfernung zwischen den Potentialmulden, speziell in der Entfernung ¢, — ¢
zwischen den klassischen Umkehrpunkten sowie der Hohe der Potentialbarriere
V(g — E.

Wihlt man fiir die Beobachtung des Tunneleffekts fiir verschiedene A jeweils
immer einen Torus zur Energie E, so verdndert sich das Integral I in (3.80)
nicht, und AF ist ausschliefilich von der Variation von # abhingig. Fiir die
Tunnelperiode ergibt sich aus (3.76) und (3.80) :

r(h) = 222 ~ ek (3.81)

Das bedeutet aber auch, dal der Torus zur Energie FE fiir kleiner werdendes 7
zu immer héheren Quantenzahlen gehort. Umgekehrt gehért ein Torus zu einer
festen Quantenzahl zu kleiner werdenden Energien und einer kleiner werdenden
Fliche. Daher vergrofiert sich der Integrationsweg in (3.80), weil die klassischen
Umkehrpunkte auf dem klassischen Torus zur Energie F liegen und gegen die
Potentialminima streben. Gleichzeitig vergrofiert sich auch der Integrand, da
die Energie des Torus sinkt und V(¢) — F im klassisch verbotenen Bereich,
iiber den integriert wird, positiv ist.

Von den bisherigen Uberlegungen ausgehend ist also zu erwarten, daf die Ener-
gieaufspaltung der quasientarteten EBK-Zusténde fiir 4 — 0 exponentiell ab-
nimmt und damit der Tunneleffekt im klassischen Grenzfall verschwindet.

Falls durch Variation eines Systemparameters die Symmetrie & verletzt wird,
bricht der Tunneleffekt sehr schnell zusammen. Die Energieentartung AFE im
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zweidimensionalen Unterraum der ehemals zueinander symmetrischen EBK-
Tori 2/, und 2% wird in der Regel groBer werden, d.h. die Tunnelperiode
kiirzer. Gleichzeitig wird die Energieaufspaltung nicht mehr zwischen den ehe-
mals (anti-) symmetrischen Zustéinden ¢ und ¢~ sondern zwischen anderen
Linearkombinationen a1 + 319 erfolgen mit dem Resultat, dafl die Tunnelamp-
litude beliebig klein werden kann. Zumindest fiir den Fall eines dynamischen
Tunnelns wurde gezeigt, dafl bereits eine geringe Symmetrieverletzung dazu
fithren kann, dafl die Tunnelamplituden um mehrere Gréflenordnungen kleiner
werden [DHS81].

Der Tunneleffekt findet tatsfichlich nur zwischen zueinander symmetrischen
EBK-Tori statt. Existieren im Phasenraum zwei Paare von zueinander symme-
trischen (ingesamt vier) reguldren Inseln, so findet das Tunneln jeweils nur zwi-
schen den zueinander symmetrischen Inseln statt. Leider war es nicht mdoglich,
im Fall des ungeddmpften DUFFING-Oszillators mit parametrischer Anregung
ein Beispiel fiir eine solche Phasenraumdynamik zu finden, fiir die eine numeri-
sche Untersuchung mit den zur Verfiigung stehenden Mitteln hétte durchgefiihrt
werden kénnen'®. Im Fall des DUFFING-Oszillators mit #ufBerer Anregung ist
dies jedoch mdglich und an numerischen Beispielen auch durchgefithrt worden
[LBI1].

Wird ein unter der klassischen Dynamik invariantes Phasenraumobjekt 2 durch
& auf sich selbst abgebildet, d.h. % = %, so kommt es nicht zu einer Auf-
spaltung in quasientartete Zustinde [FD98]. Dies hat bei vielen Systemen auch
eine praktische Bedeutung. Oft ist es so — wie auch im Fall des in dieser Arbeit
untersuchten Systems —, daf} regulire Phasenraumbereiche durch eine Symme-
trieoperation auf ihr symmetrisches Gegenstiick abgebildet werden, wihrend
der chaotische Bereich auf sich selbst abgebildet wird. Daher sind die regulédren
Zustinde im Energiespektrum durch ihre sehr kleinen Energieaufspaltungen
zu identifizieren, die bei Eigenenergieen, die zu chaotischen Zusténden gehéren,
nicht auftreten. Zufillige Ubereinstimmungen von Eigenenergieen zu zwei chao-
tischen Zustidnden sind selten, da chaotische Eigenzustinde aufgrund der in
Abschnitt 3.3.2 diskutierten Level-Abstoflung die Eigenenergien benachbarter
Zusténde zu vermeiden suchen [BTU93].

3.4.5 Chaotisches Tunneln

Das Verschwinden der Energieaufspaltung der quasientarteten EBK-Zustéinde
und somit das Verschwinden des Tunneleffekts im klassischen Grenzfall 2 — 0
wird in der Regel nur fiir integrable und quasiintegrable Systeme beobachtet,
bei denen die chaotische Dynamik vernachlissigbar!” ist. Sind die beiden am

'5Fiir nshere Angaben siehe die Diskussion in Abschnitt 3.5.

"Vernachlissigbar bedeutet, daB das Phasenraumvolumen, in dem sich chaotische Dynamik
abspielt, klein sein muf} gegeniiber dem Volumen der regulidren Bewegung. Eine solche Dyna-
mik wird auch als quasiintegrabel bezeichnet. Das ist natiirlich eine Frage der Gréflenskala,
mit der man die Dynamik betrachtet. Fiir beliebig kleines A wird nadmlich jeder noch so
kleine chaotische Phasenraumbereich fiir die Dynamik relevant, sobald sich Eigenzustinde
in ihm lokalisieren lassen.
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Tunnelprozel beteiligten quantisierten EBK-Tori dagegen durch einen chaoti-
schen Bereich getrennt, so beobachtet man durchaus sehr starke Schwankungen
iiber mehrere Groflenordnungen in der Energieaufspaltung [BTU93].

Oft findet man beim Ubergang von regulirer zu chaotischer Dynamik ein starkes
Ansteigen der Tunnelrate um mehrere Gréflenordnungen. Ein Grund liegt si-
cher darin, dafl mit dem Wachsen des chaotischen Phasenraumbereichs die Hohe
von Energiebarrieren abnehmen kann, wodurch der Tunneleffekt verstirkt wird.
Dadurch lassen sich aber nicht die beobachteten Schwankungen in der Tunnel-
periode erkldren. Daher liegt der Gedanke nahe, dafl die chaotische Dynamik
des Phasenraumbereichs, den die Wellenfunktion beim Tunneln passieren muf},
in irgendeiner Weise Einflu auf den Tunneleffekt hat. In diesem Zusammen-
hang spricht man von ,,chaos assisted tunneling® [BTU93]. Die Ursache hierfiir
war lange Zeit unklar und ist bis heute nicht abschlieend gekldrt [FD98].

Fiir Systeme mit teilweise chaotischer Dynamik 148t sich der Tunneleffekt nicht
allein mit dem im vorigen Abschnitt beschriebenen 2-Level-Prozef erkliren. Die
Ursache liegt darin, daf§ die im chaotischen Bereich lokalisierten Eigenzustinde
den Tunneleffekt beeinflussen. Mindestens ist daher zur Beschreibung des ,,cha-
os assisted tunneling® ein 3-Level-Prozef}, wenn nicht sogar ein multi-Level-
Prozeff notwendig. Im folgenden soll der in [BTU93| entwickelte 3-Level-Prozef}
vorgestellt werden, um zumindest prizipiell deutlich zu machen, inwiefern ein
chaotischer Eigenzustand die reguléren Zustinde auf den EBK-Tori beeinflus-
sen kann.

Gegeben seien wieder zwei zueinander symmetrische EBK-Zustinde 1y und
1 zur Energie E. Im folgenden soll die Quasientartung vernachléssigt werden.
Statt 11 2 werden zweckméBigerweise

Pt = % (41 £ 92) (3.82)
betrachtet. Man beachte, dafi hier, im Gegensatz zu (3.71) das Gleichheits-
zeichen (=) statt des ,ungefihr gleich“-Zeichen (=) steht. 1) bezeichnet den
exakten, aus 1 o gebildeten (anti-) symmetrischen Zustiand, aber keinen Eigen-
zustand von H, ¢F aus (3.71) dagegen den (anti-) symmetrischen Eigenzustand
von H. Ferner sei ein chaotischer (ohne Einschrinkung symmetrischer) Eigen-
zustand ¢, mit einer Eigenenergie E! ~ E gegeben. Dann koppelt ¢, mit 1™,
aber nicht mit ¢~; denn es gilt

(¢~ Hoe) = B, (v, ¢e) =0, (3.83)

weil das Skalarprodukt eines symmetrischen und eines antisymmetrischen Zu-
stands verschwindet. Fiir die Anwengung der Stérungsrechnung miissen die drei
Zustinde orthonormiert werden. Dies geschieht durch das SCHMIDT’sche Ortho-
normierungsverfahren. Der ,neue“ Zustand

w - ¢c_ (¢+a ch) Q/}—i—
T lde = (9, @) v

(3.84)
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ist dann allerdings kein exakter Eigenzustand zu H mehr. Fiir die Nichtdiago-
nalelemente von H in der Basis {¢~, ¢, 1.} gilt :

(w_a ﬁ¢+) ~ %7 (385&)

(v~ Hye) =0, (3.85b)

(v*, Hpe) =1 v (3.85¢)
und fiir die Diagonalelemente :

(v, Hy ) =~ E, (3.86a)

(v", Hy") ~ E, (3.86b)

(d’m I:IUJC) = B~ E'c. (3860)

Dabei ist € = AFE die Energieaufspaltung der Quasientartungen aus (3.72). Im
folgenden soll angenommen werden, dafl e im Verhéltnis zu v € R vernachlissigt
werden kann. v muf§ auBerdem kleiner als |E — E,| sein.

Der HAMILTON-Operator in der Basis der drei Zustinde hat somit niherungs-
weise folgende Gestalt:

a_ E 0 0 a_
H| ar |=| 0 E w ay |. (3.87)
Qe 0 v E,. Qe

Mittels entarteter Storungsrechnung erhilt man fiir die Eigenzustéinde in erster
Ordnung :

=97, (3.88a)
=9+ 5 = 7 Ve (3.88b)
¢y = Z ij i5 P+ e, (3.88¢)

und in zweiter Ordnung fiir die Eigenenergien :

E- =F, (3.89a)
+ v’
EFT=F .89b
Mo (3.89b)
+ v’
Bl =Fe- g p (3.89¢)

Jetzt soll die zeitliche Entwicklung eines anfangs auf dem Torus .27 lokalisier-
ten Wellenpakets, ndmlich ¢; = % (4 + 1) untersucht werden. Wihrend

sich der Anteil = = ¢~ lediglich um die Phase e~ Pt andert, ist die zeitli-

che Entwicklung von ¢+ ~ ¢+ — YRy o ¢t etwas komplizierter. Es ergibt sich

nach (3.75), (3.76) und (3.77) eine Oszillation mit der Amplitude |E3“EC| und
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der Tunnelperiode 7 = | E2fgc| . Das bedeutet, daf} ein kleiner Teil des symmetri-
schen Zustands 1™ von den beiden reguliren EBK-Tori, auf denen er lokalisiert
ist, in den chaotischen Bereich des Phasenraumes tunnelt und nach der Oszil-
lationsperiode 7 wieder in seinen urspriinglichen Zustand zuriickgetunnelt ist.
Diese Oszillation zwischen dem reguléren Zustand 4+ und dem chaotischen Zu-
stand 1. ist physikalisch dafiir verantwortlich, dafi die quasientartete Energie

E in ET und E~ aufspaltet.

Nach einer Oszillationsperiode sind die Zeitentwicklungen der drei Eigen-
zustinde ¢, ¢ und ¢ in guter Niherung wieder in Phase, und man kann
den Anteil von ¢} vernachlissigen. Nach n Perioden erhilt man somit

L ippr 4 J(mi)m)
nr) &~ — e h +oTe B E-Fe . 3.90
tnr) = = (9 s (3.90)
Das aber bedeutet nach (3.75), (3.76) und (3.77) wiederum eine Oszillation,
diesmal zwischen ¢~ und ¢+ mit der Amplitude 1 und der Oszillationsperi-
ode Ty = 2;r—2h|E — E.| > 7. Mit anderen Worten: es findet ein vollstindiger
Tunneleffekt statt.

Mit diesem 3-Level-Prozef} 148t sich verstehen, wieso fiir # — 0 die Energieauf-
spaltung in teilweise chaotischen Systemen nicht exponentiell gegen null geht.
Je kleiner A wird, desto dichter liegen die Eigenenergien zusammen, auch im
chaotischen Bereich. Daher wird die Wahrscheinlichkeit, dafl die Eigenenergie
eines chaotischen Zustand mit der Eigenenergie der gewihlten reguliren EBK-
Zustinde fast zusammenfillt, immer grofier.

Fiir das vollstdandige Verstindnis von ,,chaos assisted tunneling® reicht der oben
beschriebene 3-Level-Prozef nicht aus, da im allgemeinen kein einzelner chao-
tischer Zustand eine so dominierende Rolle bei der Kopplung spielt, sondern
in der Regel mehrere Zustinde daran beteiligt sind. Fiir das grundlegende
Versténdnis des Tunneleffektes in chaotischen Systemen ist der 3-Level-Prozef}
aber durchaus relevant.

3.4.6 Blockmatrix-Modelle

Eine allgemeinere Beschreibung des ,,chaos assisted tunneling* muf} beriicksich-
tigen, daf} viele verschiedene chaotische Eigenzustéinde in diesen Prozef} invol-
viert sind. Dafl kann dadurch geschehen, dafl die beiden zueinander symmetri-
schen EBK-Eigenzusténde nicht nur wie in (3.87) durch einen einzelnen chaoti-
schen Eigenzustand gekoppelt sind, sondern durch eine komplette Matrix eines
GOE/COE fiir zeitumkehrinvariante, bzw. GUE/CUE fiir nicht zeitumkehrin-
variante Systeme. Derartige Untersuchungen wurden auch bereits durchgefiihrt.
Sie haben aber den Nachteil, daf} hierbei der chaotische Bereich des Phasenrau-
mes zwischen den EBK-Tori implizit als strukturlos angenommen wird. Effekte,
die gerade durch Strukturen im chaotischen Phasenraumbereich hervorgerufen
werden, wie partielle Transportbarrieren in Form von zerfallenen KAM-Tori,
sogenannten Cantori, lagsen sich mit einem solchen Verfahren nicht beschreiben.
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Ein Beispiel fiir solche Effekte ist die dynamische Lokalisierung von Zustinden
in gewissen Bereichen des Phasenraums. Chaotische Zustédnde sind dann nicht
iiber den gesamten chaotischen Phasenraumbereich verteilt, sondern nur iiber
Teile davon [FD98].

In [FD98] wird zur Beriicksichtigung auch der partiellen Transportbarrieren im
chaotischen Phasenraumbereich ein Matrixmodell aus fiinf Blécken vorgeschla-
gen, die jeweils den beiden reguliren Inseln, dem chaotischen Gebiet mit freiem
Transport zwischen den Inseln sowie den beiden ,,Strand“-Regionen um die In-
seln herum entsprechen. Der Grund hierfiir liegt in der relativ stabilen Dynamik
in den ,Strand“-Bereichen trotz ihres langfristig chaotischen Verhaltens. Teil-
weise kann der Transport weg von den reguliren Bereichen stark eingeschrinkt
sein, so daf} sich hierdurch sogenannte ,beach states“ bilden, die iiberwiegend
in den ,Strand“-Regionen lokalisiert sind und kaum mit der chaotischen ,,See“
zwischen den ,,Strand“-Regionen {iberlappen. In einer Reihe von Féllen hat sich
herausgestellt, daB diese ,beach-states“ grofie Ahnlichkeit zu reguliren Eigen-
zustidnden in reguliren Inseln haben und EBK-dhnlichen Quantisierungsregeln
folgen.

Mit diesem Modell erhilt man drei verschiedene ,,Pfade“, auf denen ein Wel-
lenpaket von einem Regularititsbereich in einen anderen tunneln kann:

1. Direktes Tunneln zwischen den Regularititsbereichen. Dies entspricht
dem 2-Level-Prozefl in Abschnitt 3.4.4.

2. Indirektes Tunneln, bei dem das Wellenpaket von einem Regularitéitsbe-
reich durch den Chaosbereich in den anderen Regularititsbereich tun-
nelt. Dies entspricht dem 3-Level-Prozef in Abschnitt 3.4.5, bzw. in allge-
meinerer Formulierung dem ,chaos assisted tunneling“ von Blockmatrix-
Modellen aus drei Blocken.

3. Indirektes Tunnel aus dem einen Regularitétsbereich iiber den umgeben-
den ,,Strand“-Bereich in den Chaosbereich, und von dort aus weiter iiber
den , Strand“-Bereich der zweiten Inseln in den anderen Regularitéitsbe-
reich.

Man nimmt an, daf§ der dritte Prozel der dominierende ist, wobei das genaue
Verhéltnis vom betrachteten System abhingt.

3.4.7 Die Lokalisierung von Eigenzustinden in chaotischen
Bereichen

Auch iiber die Lokalisierung chaotischer Eigenzustinde lassen sich Aussagen
machen. Wie bereits in Abschnitt 3.3.3 erwihnt, sind chaotische Eigenzustinde
in der Regel sehr weit auf dem chaotischen Phasenraumbereich verteilt lokali-
siert. Bestehen partielle Transportbarrieren, so konnen die chaotischen Eigen-
zustinde im wesentlichen auf Teilbereiche des chaotischen Phasenraumbereichs
beschriankt sein. Das kann dazu fithren, dal wegen partieller Transportbarrieren
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in der Umgebung einer regulidren Inseln dort chaotische Eigenzustinde lokali-
siert sind, die EBK-ahnlichen Quantisierungsregeln folgen. Die Anzahl der in
einem Phasenraumbereich lokalisierten Figenzustinde nimmt mit seiner Grofle
zu. Ein Zustand ,belegt“ grob geschétzt etwa eine Fliche von 27h bei Systemen
mit einem Freiheitsgrad.

Es ist auch schon ein Tunneleffekt zwischen derartigen chaotischen Zustinden
beobachtet worden, sowohl als direkter Ubergang als auch als auch indirekt
durch Kopplung mit einem reguliren Eigenzustand [FD98].

Dies deutet darauf hin, daBl der Tunneleffekt eher von der Phasenraum-
Topologie bestimmt ist und weniger von Regularitdt oder Chaos einzelner Pha-
senraumbereiche und daf} ,,chaos-assisted-tunneling“ ein Teil eines allgemeine-
ren Phinomens ist, ndmlich des ,,transport-assisted-tunneling®.

3.4.8 Dynamisches Tunneln

In den bisherigen Ausfithrungen wurde nicht zwischen dem Tunneln durch Ener-
giebarrieren und dynamischem Tunneln unterschieden. Tatséchlich sind die Me-
chanismen prinzipiell die gleichen und nur abh&ngig von der Topologie des Pha-
senraumes und nicht von der Art der klassischen Erhaltungsgrofle, die durch den
Tunneleffekt verletzt wird.

Im Einzelfall lassen sich dagegen durchaus Unterschiede in der Dynamik fest-
machen. In einigen Veré6ffentlichungen [DH81, LB91, Shi96] ist von resonanten
und nichtresonanten reguldren Inseln die Rede, zwischen denen der Tunnelef-
fekt stattfindet. Als resonante Inseln werden reguldre Gebiete bezeichnet, die
zu periodischen Orbits mit rationaler Windungszahl gehoren, die in Folge eines
K AM-Szenarios oder durch Bifurkationen von periodischen Orbits entstehen.
Alle iibrigen Inseln, die beispielsweise durch Potentialmulden entstehen, werden
als nichtresonant bezeichnet.

Nichtresonante Inseln sind daher in der Regel durch eine Energiebarriere von-
einander getrennt, und auch fiir stark gestorte Systeme lassen sich die nicht-
resonanten Inseln meist noch mit den urspriinglichen Potentialmulden identi-
fizieren. Tunnelt zwischen zwei solchen, zueinander symmetrischen Inseln ein
Wellenpaket, so kann man vom Tunneln durch eine Energiebarriere sprechen.

Dagegen entstehen resonante Inseln im Laufe des Ubergangs von integrabler zu
chaotischer Dynamik und konnen in manchen Fiallen mit anderen klassischen
Erhaltungsgrofien als der Energie identifiziert werden, z.B. dem Drehimpuls
[FD98]. Das Tunneln zwischen zwei solchen Inseln wird als dynamisches Tun-
neln bezeichnet. Oft wird dieser Begriff auch allgemein als Synonym fiir den
Tunneleffekt in gemischten System gebraucht.

Gerade 1 : 1-Resonanzen, d.h. zwei zueinander symmetrische Inseln zu Orbits
der Periode 1, werden mehrfach als Beispiele fiir einen starken dynamischen
Tunneleffekt in der Literatur angefithrt. Speziell in Systemen, bei denen ein
Parameter die Stirke einer dufleren antreibenden Kraft bezeichnet, beobachtet
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man, dafl die Tunnelrate sehr stark mit der Zunahme der dufieren Kraft (Periode
1) wéchst. Dies ist fiir den DUFFING-Oszillator mit &ulerem Antrieb [LB91] und
fiir ein rechteckiges Zwei-Mulden-Potential [Shi96] gezeigt worden.

Dagegen ist fiir 1 : 2-Resonanzen, d.h. einen Orbit der Periode 2, dessen Umge-
bung in einem POINCARE-Plot in Form zweier reguliirer Inseln erscheint, kein
Tunneleffekt zu erkennen [DH81]. Dies la8t sich dadurch erkliren, daf die Um-
gebung eines 2-Zyklus in dem POINCARE-Plot zwar als zwei verschiedene re-
guldre Inseln erscheinen, aber die zugehorigen invarianten Tori in Wirklichkeit
zu ein und demselben Orbit gehoren und unter der Symmetrietransformation
& in sich selbst iibergehen.

Zusammenfassend 148t sich sagen, dafl in integrablen und quasiintegrablen Sy-
stemen ausschlieflich der in Abschnitt 3.4.4 diskutierte 2-Level-Proze8 zum
Tunneleffekt beitrdgt, der sich in diesem Fall mit einem Tunneln durch Ener-
giebarrieren identifizieren 148t. In gemischten Systemen dominiert dagegen im
allgemeinen das ,,chaos assisted tunneling®, das sich iiberwiegend mit dynami-
schem Tunneln, aber auch mit dem Tunneln durch Energiebarrieren in Verbin-
dung bringen 148t.

3.5 Numerische Resultate

In diesem Abschnitt werden zunéchst die fiir die quantenmechanischen Berech-
nungen wichtigsten Algorithmen kurz beschrieben. Im Gegensatz zu den Be-
rechnungen zur Klassischen Mechanik in Kapitel 2 ist nicht von vornherein
klar, welche Algorithmen fiir die quantenmechanische Numerik zu verwenden
sind. Im Anschlufl daran werden in den weiteren Abschnitten die numerischen
Ergebnisse des quantenmechanischen Teils dieser Arbeit préisentiert und disku-
tiert.

3.5.1 Numerische Algorithmen

Fiir die Iteration der Wellenfunktion wird in dieser Arbeit die sogenannte Split-
Operator-Methode [KW96] verwendet. Es handelt sich dabei um ein leistungs-
starkes Iterationsverfahren. Bei diesem Verfahren wird der Zeitentwicklungs-
operator U fiir eine geniigend kleine Zeitspanne ¢ durch

Ut 4 0,t) ~ e i 10 o= T8 VIS 55T (3.91)

angenihert. Dies 148t durch zweimalige Anwendung von (3.10) nachrechnen.
Praktisch wird fiir die Ausfithrung eines Iterationsschrittes ausgenutzt, dafi das
Potential V(t) in der Ortsdarstellung diagonal ist, wihrend die kinetische Ener-
gie T in der Impulsdarstellung diagonal ist. Daher wird die Wellenfunktion
1/;(p, t) in der Impulsdarstellung mit e 210 multipliziert, das Zwischenergeb-

nis anschliefend durch eine FOURIER-Transformation in die Ortsdarstellung
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V()

iiberfiithrt, mit e~ 7V (B multipliziert, in die Impulsdarstellung zuriicktransfor-

miert und mit e~ 3770 multipliziert. Als Ergebnis erhiilt man 1 (p, t + 6).

Die FOURIER-Transformation wird als Fast-FOURIER-Transformation (FFT)
mit dem Algorithmus von DANIELSON und LANCZOS durchgefiithrt [PTVF92].

Die Berechnung der Phasenraumverteilungen erfolgt durch Benutzung der FFT.
Wie man aus (3.18) ersieht, 148t sich die WIGNER-Verteilung fiir festes p als eine
FOURIER-Transformation von ¢* (q— $nh.t) ¢ (g+1nh, t) auffassen. Dadurch 148t
sich die Berechnung der WIGNER-Verteilung drastisch beschleunigen. Fiir ein
Gitter aus n x n Punkten sind nur n FOURIER-Transformationen (je eine fiir
jeden Wert von p) notwendig statt n? numerischer Integrationen. Die Anzahl
der Gitterpunkte variiert fiir die verschiedenen Héhenliniendiagramme in dieser
Arbeit zwischen 50 x 50 und 120 x 120.

Die HusiMI-Verteilung in (3.20) 148t sich als Betragsquadrat der FOURIER-
Transformierten von (z,t) e 2 (*=0) auffassen. Die Verteilung von COHEN
ergibt sich aus dem Betragsquadrat des Produktes der Wellenfunktion mit ihrer
FOURIER-Transformierten und ist somit die in diesem Zusammenhang die am
einfachsten zu berechnende Verteilung iiberhaupt.

Ist eine Funktion f(¢) auf N dquidistanten diskreten Stiitzstellen im Abstand
At gegeben, so gibt es eine spezielle Frequenz, die NYQUIST-Frequenz

1 We

fe=omi = o

(3.92)

welche die maximale Frequenz der FOURIER-Transformierten f(w) angibt, die
durch die Abstastung von f(t) an den Stiitzstellen ,erfat* wird. Enthilt f(w)
keine Frequenzen, die grofer als die NYQUIST-Frequenz sind, d.h. f (w) =0
fiir |w| > we, so laBt sich die Funktion f(#) durch ihre Funktionswerte an den
Stiitzstellen in guter Niherung beschreiben. Durch die FFT erhilt man f(w)
auf N idquidistanten Stiitzstellen'® zwischen —w, und +w, im Abstand

_ 2w

Aw= =2 .
w= "5 (3.93)

Bezeichnet T' = N At das Zeitintervall, in dem f(t) abgetastet wird, so erhilt
man fiir Frequenzintervall, auf dem die Stiitzstellen von f(w) gegeben sind

2N
T

aus (3.92) und (3.93) [PTVF92].

Q= 2w, = (3.94)

Die Variablen ¢ und w entsprechen im Orts- und Impulsraum ¢ und k& = ’—,;. Ist

die Wellenfunktion t(q) auf N diskreten Stiitzstellen zwischen —% und 4 im

Ortsraum gegeben sowie 1 (p) zwischen —Z2 und 22, so ergibt sich aus (3.94)

2 2
die Relation

_ 40 Po
2mh

18Speziell fiir die Anwendung der FFT muf8 N eine Potenz von 2 sein.

(3.95)
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zwischen ¢qg, pg, N und h.

Fiir die numerische Berechnung der zeitlichen Entwicklung der Wellenfunktion
ist es sinnvoll, die Systemparameter so zu wéhlen, dal N moglichst klein ist,
damit die Berechnung moglichst schnell durchgefithrt werden kann. Dazu sollte
der Phasenraumbereich, in den die Wellenfunktion im Laufe der zeitlichen Ent-
wicklung vordringen kann, méglichst klein sein. Ungiinstig sind beispielsweise
grofrdumige chaotische Bereiche oder zahlreiche miteinander verbundene kleine
chaotische Bereiche, wie sie in Spezialfall 1 (1.23) fiir ¢ > 0.05 vorkommen?
(Abb. 2.3) oder in Spezialfall 2 (1.26) fiir ¢ > 1 (Abb. 2.6). Ferner diirfen die
klassischen Strukturen im betrachteten Phasenraumbereich, die Einflufl auf die
zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion nehmen koénnen, nicht zu klein?” sein,
ansonsten muf} die Zahl der Stiitzstellen weiter erh6ht werden. Auflerdem steigt
die Anzahl der benétigten Stiitzstellen mit kleiner werdendem #.

Um sowohl regulire als auch chaotische Dynamik quantenmechanisch untersu-
chen zu konnen, empfiehlt sich ein Phasenraumbereich mit grofien reguliren
Inseln, die in einen chaotischen Bereich gleicher Grofienordnung eingebettet
sind. Dies ist in Spezialfall 1 und 2 fiir ¢ < 0.1 nicht gegeben. Soll zusétz-
lich der quantenmechanische Tunneleffekt betrachtet werden, so miissen sich
mindestens zwei zueinander symmetrische regulire Inseln im Chaosbereich be-
finden. Es wird im folgenden ein Parameterbereich angegeben, der sich fiir eine
numerische Analyse eignet.

3.5.2 Die zeitliche Entwicklung von Wellenpaketen

In diesem Abschnitt wird numerisch die zeitliche Entwicklung von Wellenpake-
ten minimaler Unschirfe untersucht, die anfangs entweder in einem reguléren
oder in einem chaotischen Bereich des Phasenraumes lokalisiert sind. Ausge-
hend von obigen Uberlegungen, wird fiir die Untersuchungen ¢ = 0, b = 2,
¢ = 0.5 und ¢(t) = cost gewihlt. Es handelt sich hierbei um den Spezialfall 2
(1.26).

Abb. 3.6 zeigt ein Phasenportrait des klassischen Systems aus 22 verschiede-
nen Trajektorien. Der chaotische Bereich wird in dieser Abbildung durch einen
einzigen Orbit erzeugt. Es handelt sich hierbei um eine Ausschnittsvergrofie-
rung von Abb. 2.6(j). In den chaotischen Phasenraumbereich sind zwei grofie
regulére Inseln eingebettet, die Orbits mit der Periode 27, d.h. Fixpunkten der
POINCARE-Abbildung entsprechen. Die beiden Inseln gehen mit zunehmender
Stérung aus den reguldren Inseln der Potentialmulden des ungestorten Systems
hervor. Umgeben ist der chaotische Bereich von regulérer Dynamik, die sich bis
ins Unendliche erstreckt.

19Die Diskussion wird an dieser Stelle speziell fiir b = 2 gefiihrt. Fiir andere Werte von b ent-
wickelt sich die Dynamik mit wachsendem ¢ &hnlich. Das Entstehen bestimmter Strukturen
findet dort allerdings fiir andere Werte von c statt.

20Gtrukturen, deren Fliche sehr klein gegen £ ist, konnen vernachlissigt werden.
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Abbildung 3.6: Klassisches Phasenportrait: a = 0, b = 2, ¢ = 0.5 und g(t) =
cos(t).

Fiir zwei verschiedene Werte von £, ndmlich 0.2 und 0.01 wird im folgenden die
quantenmechanische Dynamik des Systems untersucht. Fiir 2 = 0.01 sollte das
System ein ,klassischeres“ Verhalten aufweisen als fiir 7 = 0.2.

In Abb. 3.7 wird die zeitliche Entwicklung eines Wellenpakets am Startpunkt
(3.0,0.0) auBerhalb des klassisch chaotischen Bereichs gezeigt. Anfangszustand
ist ein GAUSSsches Wellenpaket minimaler Unschérfe mit dem Quetschparame-
ter s = 2. Die dort startende klassische Trajektorie liegt nahe an einem Orbit
der Periode 2.

In der HUSIMI-Verteilung?' sieht man sehr gut, wie das Wellenpaket den chaoti-
schen Bereich umfliefit. Schon nach einer Systemperiode hat sich die anféingliche

21 Piir die Berechnung der HusiMI-Verteilung wird immer derselbe Wert des Quetschparame-
ters (hier s = 2) gewihlt wie fiir die Anfangsverteilung.
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Abbildung 3.7: Héhenliniendiagramme der HUSIMI-Verteilung fiir die Zeiten
t = 27n mit i = 0.2. Gezeigt wird der Bereich [—4,4] x [-10, 10] mit ¢ auf der
horizontalen und p auf der vertikalen Achse. Anfangszustand ist ein GAUSSsches
Wellenpaket minimaler Unschirfe mit Quetschparamer s = 2 bei bei (3.0, 0.0)
in einem klassisch reguliren Gebiet. Man beachte die unterschiedlichen Skalie-
rungen der ¢g- und p-Achse.

Lokalisierung aufgel6st, und nach zwei Perioden hat sich bereits ein Ring gebil-
det, der im Laufe der ndchsten Perioden in einzelne Segmente zerfillt.

Eine klassische statistische Verteilung wiirde innerhalb der ersten Periode eine
dhnliche Entwicklung durchmachen. Diejenigen Trajektorien des Ensembles, die
sich anfang weiter auerhalb (vom Ursprung aus betrachtet) befinden, besitzen
eine hohere Energie und ,,umrunden® den Ursprung in kiirzerer Zeit als die
weiter innen liegenden Trajektorien??. Hierdurch I8t sich erkliren, daB zur Zeit
27 der ,vordere* Arm der HusimI-Verteilung (der untere Arm im zweiten Bild
von Abb. 3.7) vom Betrag her einen grofieren Impuls aufweist als der , hintere®
Arm, der weiter ,,innen* liegt.

Nach zwei Systemperioden ,iiberholt* der ,vordere“ Arm den langsameren
yhinteren“ Arm, und es bildet sich ein Ring aus. In den folgenden Perioden
interfereriert die Wellenfunktion mit sich selbst, und der Ring zerfillt.

In Abb. 3.8 ist fiir A = 0.01 die zeitliche Entwicklung eines Wellenpakets am
selben Startpunkt dargestellt. Das Wellenpaket zerfliefit deutlich langsamer,
weil die Orts- und die Impulsunschirfe deutlich kleiner sind als im obigen Fall.
In dieser Abbildung werden nur sechs Hohenlinien dargestellt, wihrend fiir alle
anderen Abbildungen in dieser Arbeit zehn Hohenlinien verwendet werden.

Nach fiinf Perioden hat der ,schnellere“ Arm der Wellenfunktion den ,langsa-

®2Dies ist eine grundlegende Eigenschaft nichtlinearer Oszillatoren: Fiir ein Potential, das
stirker anwiichst als g%, umrunden die auBen liegenden Trajektorien den Ursprung schneller
als die innen liegenden.
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Abbildung 3.8: Hohenliniendiagramme der HUSIMI-Verteilung fiir die Zeiten
t = 2wn mit i = 0.01. Anfangszustand ist ein GAUSSsches Wellenpaket mini-
maler Unschérfe mit Quetschparamer s = 1 bei bei (3.0, 0.0) in einem klassisch

reguliren Gebiet. Man beachte die unterschiedlichen Skalierungen der ¢- und
p-Achse.



3.5 Numerische Resultate 107

meren® eingeholt. Deutlich kann man erkennen, dafl bei grofien Impulsen beide
Arme nebeneinander durch den Phasenraum laufen, wihrend sie sich an der
g-Achse iiberlagern. Dort kommt es dann auch zur Interferenz. Im Laufe der
Zeit bildet sich abermals ein Ring, der durch Interferenz in einzelne Segmente
zerfillt.

Im statistischen Mittel werden diese Ringe aber recht gleichméfig ausgefiillt.
Es handelt sich hierbei um das quantenmechanische Analogon zu einer invari-
anten Linie in der Klassischen Mechanik. Insgesamt kann man sagen, daf} die
Wellenfunktion deutlich ein ,reguléires* Verhalten an den Tag legt.

Abb. 3.9 zeigt die zeitliche Entwicklung eines im chaotischen Bereich gestar-
teten Wellenpakets fiir 4 = 0.2 mit dem Quetschparameter s = 0.5. Diese
Wahl von s ist notwendig, da es ansonsten nicht moglich ist ein Wellenpaket
vollstéindig im chaotischen Phasenraumbereich zu lokalisieren. Die Anfangsver-
teilung ist bei (0, 0) lokalisiert und somit symmetrisch unter Paritdtsumkehr. Da
der HAMILTON-Operator mit dem Paritédtsoperator vertauscht, sind die Quasi-
eigenfunktionen des Systems entweder symmetrisch oder antisymmetrisch. Die
gewahlte Anfangsverteilung 148t sich daher ausschlieilich nach symmetrischen
Quasienergiezustinden entwickeln und bleibt fiir alle Zeit invariant unter Pa-
ritdtsumkehr.

In Abschnitt 3.4.7 wurde erwéihnt, dafl die Anzahl der in einem Phasenraumbe-
reich lokalisierten Quasienergiezustinde mit der Grofle dieses Phasenraumbe-
reichs (in Einheiten von #) zusammenhéingt. Fiir i = 0.2 sind daher nur relativ
wenige im chaotischen Bereich lokalisierte Quasienergiezustéinde zu erwarten.

Ein im chaotischen Bereich gestartetes Wellenpaket 14t sich daher nach nur
einigen wenigen Quasienergiezustinden entwickeln, und wird daher in der Regel
eine quasiperiodische Entwicklung mit relativ kurzer Periode durchlaufen. Und
tatsichlich kehrt das Wellenpaket in Abb. 3.9 nach etwa 7 Systemperioden
beinahe wieder in den anfiinglichen Zustand iiber. Klassisch 148t sich dieses
Verhalten nicht verstehen.

Fiir kleinere Werte von A erwartet man, daf3 die Quasiperiodizitit, die auch
hier auftreten muf}, erst nach sehr langer Zeit in Erscheinung tritt. Dieser Fall
wird in Abb. 3.10 dargestellt. Nach einer Systemperiode ist die Lokalisierung des
Wellenpakets weitgehend aufgehoben. Man sieht, wie sich die Wellenfunktion in
der HusiMI-Verteilung entlang der Separatrix des ungestorten Systems bewegt
und die reguldren Inseln einzuschliefen beginnt. Nach drei Perioden hat sich
das Wellenpaket weitgehend iiber den klassisch chaotischen Phasenraumbereich
ausgebreitet. Es zeigt dort starke rdumliche und zeitliche Fluktuationen. Auch
nach sehr langer Zeit beobachtet man keine Riickkehr in den Anfangszustand.

In Abb. 3.11 wird die Wellenfunktion zur Zeit ¢ = 107 in der WIGNER-
Verteilung sowie der Verteilung von COHEN dargestellt. In diesen beiden Dar-
stellungen 148t sich keinerlei Verbindung zur klassischen Dynamik erkennen. Die
WIGNER-Verteilung oszilliert sehr stark {iber kurze Distanzen. Selbst wenn man
jede einzelne der Hohenlinien in einer anderen Farbe betrachtet, sind keinerlei
Strukturen zu erkennen. Aus der Verteilung von COHEN I48t sich nur schlieflen,
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Abbildung 3.9: Hohenliniendiagramme der HUSIMI-Verteilung fiir die Zeiten
t = 2mn mit i = 0.2. Gezeigt wird der Bereich [—4, 4] x [—4, 4] mit ¢ auf der ho-
rizontalen und p auf der vertikalen Achse. Anfangszustand ist ein GAUSSsches
Wellenpaket minimaler Unschérfe mit Quetschparamer s = % bei bei (0.0, 0.0)
im klassisch chaotischen Gebiet.
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daB sowohl ¢(q) als auch v (p) auf kurzen Distanzen stark oszillieren. Diese
Bilder sind typisch fiir diese beiden Verteilungen. Daher wird fiir die Untersu-
chung von nichtlinearer Dynamik in der Quantenmechanik fast ausschlielich
die HusiMI-Verteilung verwendet.

Abb. 3.12 zeigt die zeitliche Entwicklung eines Wellenpakets, das nicht invariant
unter Paritdtsumkehr ist, ebenfalls fiir # = 0.01, aber zum Quetschparameter
s = 2. Die Anfangsverteilung liegt zwischen der rechten Insel und dem dufieren
reguliéiren Bereich. Nach einer Periode hat sich das Wellenpaket aufgespalten,
und nach etwa drei Perioden ist es im wesentlichen iiber den chaotischen Bereich
verteilt.

Abb. 3.13 zeigt das Frequenzspektrum der Riickkehrwahrscheinlichkeit (3.53)
fiir die in den Abb. 3.9 und 3.10 gezeigten Wellenpakete. Aufgetragen ist das
Betragsquadrat der FOURIER-Transformierten in willkiirlichen Einheiten gegen
die sogenannten Quasiwinkel

¥ = 271w = %e. (3.96)

Die Quasiwinkel sind nur im Intervall [0, 27| eindeutig, weil die Quasienergien
e nur im Intervall [0, %[ eindeutig sind.

Es fallt auf, dal in Abb. 3.13(a) das Spektrum von zwei Peaks dominiert wird.
Diese liegen bei den Quasiwinkeln ¢; ~ 1.857 und 93 ~ 2.796. Die Perioden der
Phasenfaktoren e~ %% ‘der dazu korrespondierenden Quasienergiezustinde sind
daher T7 =~ 21.3 und 75 =~ 14.1. Diese beiden Perioden sind beinahe kommen-
surabel: ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches betrigt 42.3 =~ 6.7 - 27, also etwa
sieben Systemperioden. Das erklirt, warum sich das chaotische Wellenpaket zu
h = 0.2 (vgl. Abb. 3.9) nach 7 und 14 Systemperioden fast genau wieder im
Anfangszustand befindet.

Dagegen weist das Frequenzspektrum des chaotischen Wellenpakets zu 2 = 0.01
(vgl. Abb. 3.10) in Abb. 3.13(b) schon eine deutlich andere Struktur auf. Dieses
Spektrum von einer ganzen Reihe von Frequenzen dominiert und 148t sich im
Gegensatz zu dem Spektrum in Abb. 3.13(a) durchaus als chaotisch ansehen.

3.5.3 Der Tunneleffekt

In diesem Abschnitt wird fiir die oben gewahlten Systemparameter der Tunnel-
effekt zwischen den beiden regulidren Inseln demonstriert. Da sich die beiden
Inseln mit den Potentialmulden des ungestorten Systems identifizieren lassen,
kann man in diesem Fall von einem Tunneln durch eine Energiebarriere spre-
chen.

Abb. 3.14 zeigt fiir & = 0.2 das Tunneln eines anfinglich in der rechten Insel
lokalisierten Wellenpakets mit dem Quetschparameter s = 2 in die linke Insel
und zuriick. Eine Tunnelperiode betrigt etwa 260 Systemperioden.

Bei genauerer Betrachtung zeigt sich, dafl das Wellenpaket in den reguldren
Inseln jeweils leicht oszilliert. Das liegt daran, daf fiir die Anfangsverteilung eine
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Abbildung 3.10: Hohenliniendiagramme der HusIiMI-Verteilung fiir die Zeiten
t = 2an mit i = 0.01. Anfangszustand ist ein GAUSSsches Wellenpaket mi-
nimaler Unschirfe mit Quetschparamer s = 1 bei bei (0.0, 0.0) im klassisch
chaotischen Gebiet.
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Abbildung 3.11: Hohenliniendiagramme der Verteilungen von (a) WIGNER und
(b) COHEN fiir denselben Zustand wie im letzten Teilbild von Abb. 3.10.

GAuss-Verteilung gewidhlt wurde, die nicht exakt einem Quasienergiezustand
des Systems entspricht. Auf den Tunneleffekt als solchen hat dies aber keine
Auswirkungen.

In den Abb. 3.15 und 3.16 wird die gleiche Entwicklung in den Verteilungen
von WIGNER und COHEN dargestellt. Im Fall der WIGNER-Verteilung erkennt
man zwischen den beiden reguliren Inseln ein Gebiet, in dem diese Phasen-
raumverteilung sehr stark mit groflen Maxima und tiefen Minima oszilliert,
wihrend dort in der HUSIMI-Verteilung und auch in der Verteilung von COHEN
nichts zu erkennen ist. Die Fluktuationen der Verteilung von COHEN innerhalb
der Inseln sind darauf zuriickzufithren, dafl die Anfangsverteilung kein exakter
EBK-Zustand der rechten Insel ist.

In Abb. 3.17(a) ist der Erwartungswert von ¢ in Abhéingigkeit von der Zeit fiir
2000 Systemperioden aufgetragen und in Abb. 3.17(b) das Frequenzspektrum.
Das Spektrum wird von einem einzigen Peak bei ¢ ~ 0.025+0.003 dominiert. Zu
erwarten wiren zwei etwa gleich grofie Peaks mit einem Abstand von 0.024 +
0.002, der sich aus der Tunnelperiode gemifl (3.76) ergibt. Eine Moglichkeit
besteht darin, dal der zweite Peak bei ¢ = 0 liegt und dort von dem sehr
groflen Peak iiberlagert wird, der sich bei der FOURIER-Transformationdaher
entsteht, daB} der Mittelwert der Riickkehrwahrscheinlichkeit ungleich null ist.

Leider war es im Rahmen der zur Verfiigung stehenden Rechenzeit nicht
moglich, den Tunneleffekt zwischen den Potentialmulden fiir das ungestorte,
integrable System zu zeigen. Untersucht wurde als Anfangsverteilung ein
Gausssches Wellenpaket minimaler Unschérfe mit Quetschparameter s = 2 am
Startpunkt (1.5,0.0). Abb. 3.18(a) zeigt den Erwartungswert von ¢ in Abhéngig-
keit von der Zeit fiir 2000 Systemperioden. Auffillig sind die Oszillationen mit
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Abbildung 3.12: Hohenliniendiagramme der HusIiMI-Verteilung fiir die Zeiten
t = 2an mit i = 0.01. Anfangszustand ist ein GAUSSsches Wellenpaket mi-
nimaler Unschirfe mit Quetschparamer s = 2 bei bei (2.2, 0.0) im klassisch
chaotischen Gebiet.
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Abbildung 3.13: Dargestellt wird das Frequenzspektrum fiir die Wellenpakete
(a) aus Abb. 3.9 und (b) aus Abb. 3.10.

kleiner Amplitude und einer Periode von etwa 300 Systemperioden. Dieser Ef-
fekt 148t sich dadurch erkliren, dal das anfangs lokalisierte Wellenpaket kein
Eigenzustand war, sondern sich vom EBK-Grundzustand der rechten Insel zur
Quantenzahl n = 0 geringfiigig unterschied. Die Oszillationen stammen ver-
mutlich von den EBK-Zustinden der beiden Inseln zur Quantenzahl n = 1
oder n = 2. Wegen (3.80) ist die Energieaufspaltung der EBK-Zustinde umso
grofler, je grofer ihre Energie, bzw. ihre Quantenzahl ist. Daher oszillieren diese
EBK-Zusténde auch schneller als der EBK-Grundzustand.

Weiterhin 148t sich in Abb. 3.18(a) feststellen, dafi der Mittelwert von < ¢ >
im Laufe der Zeit langsam abnimmt. Dies ist vermutlich auf die Oszillation des
EBK-Grundzustands zuriickzufithren. < ¢ > wird nach (3.79) einen Kosinus
beschreiben, wenn man von den , kurzzeitigen“ Oszillationen in der Gréfienord-
nung von 300 Systemperioden absieht. Durch Vergleich von Abb. 3.18(a) mit
einem Kosinus 148t sich die Tunnelperiode abschétzen. Sie liegt bei etwa 30000
Systemperioden bei einem geschéitzten relativen Fehler von 20%.

Damit liegt die Tunnelperiode im ungestérten System um drei Groflenordnun-
gen iiber derjenigen im gestorten System bei ¢ = 0.5. Derartige Unterschiede
sind nicht uniiblich. Tatséchlich beobachtet man hiufig noch gréflere Unter-
schiede [DH81, BTU93]. Erkliren 148t sich dieser groie Unterschied dadurch,
dafl im integrablen Fall nur der in Abschnitt 3.4.4 diskutierte 2-Level-Prozefy
fiir den Tunneleffekt verantwortlich ist, wihrend im gestérten System die chao-
tischen Quasienergiezustinde die Tunnelrate deutlich erh6hen kénnen.

Abb. 3.18(b) zeigt das Frequenzspektrum des des betrachteten Wellenpakets.
Deutlich sind zwei Peaks im Abstand von A ~ 0.0220£0.003 zu erkennen. Dies
entspricht einer Oszillationsperiode von etwa 286 Systemperioden. Mit ziemli-
cher Sicherheit handelt es sich bei den Peaks um die Quasiwinkel der beiden
EBK-Zusténde zu einer hoheren Quantenzahl als null, die fiir die kurzfristigen
Oszillationen in Abb. 3.18(a) verantwortlich sind.

Es war leider nicht mdéglich, ein dynamisches Tunneln zwischen zwei regulédren
Inseln zu beobachten, die sich nicht mit den Potentialmulden des ungestorten
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Abbildung 3.14: Hohenliniendiagramme der HusIiMI-Verteilung fiir die Zeiten
t = 407n mit i = 0.2. Gezeigt wird der Bereich [—4, 4] x [—4, 4] mit ¢ auf der
horizontalen und p auf der vertikalen Achse. Anfangszustand ist ein GAUSSsches
Wellenpaket minimaler Unschérfe mit Quetschparamer s = 2 bei (1.8, 0.0) in
der regulidren Inseln, die aus der rechten Potentialmulde hervorgegangen ist.
Beobachtet wird eine Tunnelperiode von etwa 260 Systemperioden.



3.5 Numerische Resultate 115

t=0 t =401 t =80 t=120t
==
> =4
# -
: = ¥
t =160t t =200t t =240t t =280t
Dwg"_oc/)
= SiEnl
t =320t t = 3601 t = 400t t = 440t

e
=D
o
@

it

Abbildung 3.15: Wie Abb. 3.14, jedoch WIGNER-Verteilung.
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Abbildung 3.16: Wie Abb. 3.14, jedoch COHEN-Verteilung.
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Abbildung 3.17: Gezeigt wird (a) der Erwartungswert des Ortes ¢ sowie (b) das
Frequenzspektrum des in Abb. 3.10 dargestellten Wellenpakets.
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Abbildung 3.18: Gezeigt wird (a) der Erwartungswert des Ortes ¢ sowie (b)
das Frequenzspektrum fiir die zeitliche Entwicklung eines Wellenpakets fiir den
integrablen Fall mit ¢ = 0,6 = 2, ¢ = 0,h = 0.2. Anfangszustand ist ein
GAusssches Wellenpaket zum Quetschparameter s = 2 bei (1.5,0.0).

System identifizieren lassen. Aufgrund der Phasenraumstruktur konnten keine
derartigen reguliren Inseln gefunden werden, die die in Abschnitt 3.5.1 An-
forderungen erfiillen. Entweder sind diese Inseln zu klein, zu weit voneinander
entfernt, nicht durch einen chaotischen Bereich verbunden, so dafl die Tunnel-
periode extrem grof} sein diirfte, oder diese Inseln treten in einer verwobenen
Struktur aus chaotischen und reguliren Bereichen auf, fiir deren numerische
Erfassung eine zu grofie Zahl an Gitterpunkten nétig wire.

Im Fall des DUFFING-Oszillators mit duflerer Anregung ist es dagegen moglich,
Parameter zu finden, fiir die sowohl zwei aus den Potentialmulden hervorgegan-
gene regulire Inseln als auch zwei durch eine 1 : 1-Resonanz enstandene Inseln
in einem chaotischen Bereich zusammen existieren. Dort lassen sich sowohl das

Tunneln durch eine Energiebarriere als auch dynamisches Tunneln beobachten
[LBI1].
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4 SchluBbemerkungen

In dieser Arbeit wurde die klassisch-mechanische und die quantenmechanische
Dynamik chaotischer HAMILTON-Systeme untersucht. Der Vergleich dieser bei-
den dynamischen Theorien wurde in Anlehnung an [KW96] anhand des un-
geddmpften DUFFING-Oszillators mit parametrischer Anregung durchgefiihrt.

In Kapitel 2 wurde die Definition chaotischer Dynamik im Rahmen der Klas-
sischen Mechanik gegeben. Es wurden die Szenarien diskutiert, die fiir das un-
tersuchte System zum Entstehen von Chaos fiihren: das Aufbrechen der stabi-
len und instabilen Mannigfaltigkeit eines hyperbolischen Fixpunktes und das
KAM-Szenario. Das Auftreten dieser Szenarien konnte numerisch anhand von
Phasenportraits demonstriert werden.

Ferner wurde allgemein die Stabilitdt periodischer Orbits im Rahmen einer li-
nearen Stabilitdtsanalyse untersucht. Fiir nichtautonome Systeme mit einem
Freiheitsgrad der Bewegung fiihrte dies auf die HILL-Gleichung, die zwar im
allgemeinen nicht in geschlossener Form gel6st werden kann, iiber deren Losun-
gen aber dennoch einige grundlegende Aussagen getroffen werden konnten. Es
zeigt sich, dafl die Eigenwerte der Monodromiematrix die Stabilitéit des lineari-
sierten Systems bestimmen. Die Eigenwerte wiederum kénnen auf die Spur der
Monodromiematrix zuriickgefiihrt werden. Fiir die Fixpunkte des untersuchten
Systems wurde die HILL-Gleichung fiir einige Fallbeispiele analytisch oder nu-
merisch gelost und durch die Berechnung der Spur der Monodromiematrix das
lineare Stabilitdtsproblem gelost.

Es stellte sich heraus, daf} die Fixpunkte fiir wachsendes b abwechselnd Bereiche
der Stabilitdt und der Instabilitit im Parameterraum durchlaufen. Fiir nicht zu
grofle Stérung wurde numerisch gezeigt, dafl die Fixpunkte (i[\]/’;) beim Eintritt
in einen Instabilititsbereich abwechselnd eine Pitchfork- oder Flip-Bifurkation
durchlaufen.

In Kapitel 3 wurden die quantenmechanischen Eigenschaften klassisch chaoti-
scher Systeme diskutiert sowie einige Kriterien fiir das Auftreten von Quanten-
chaos angegeben. Die Energiezustinde oder Quasienergiezustinde lassen sich in
regulidre und chaotische Zustédnde unterteilen. Die reguliren (Quasi-) Energie-
zustinde lassen sich semiklassisch ndherungsweise berechnen und sind in einer
Umgebung der klassischen invarianten Tori lokalisiert.

Das (Quasi-) Energiespektrum rein chaotischer Systeme weist statistische Ei-
genschaften auf, die vergleichbar sind mit denen gewisser Klassen von Zufalls-
matrizen. In gemischten Systemen zerfillt das Spektrum nicht nur in einen
reguliren und einen irreguliren, chaotischen Anteil, sondern es kénnen auch
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mehrere chaotische Teilspektren auftreten. Diese Teilspektren lassen sich mit
einzelnen Regionen des chaotischen Phasenraumbereichs identifizieren, die von-
einander durch partielle Transportbarrieren getrennt sind.

Wiéhrend innerhalb regulérer Inseln im klassischen System stabile Dynamik
beobachtet wurde, die auf diese Inseln beschriankt ist, zeigte die Quantendy-
namik einen Tunneleffekt zwischen zueinander symmetrischen Inseln. Die ver-
schiedenen Modelle, die den Tunneleffekt fiir integrable und gemischte Syste-
me beschreiben, wurden ausfiihrlich diskutiert. Es zeigte sich, daf} die in der
chaotischen Region zwischen den Inseln lokalisierten chaotischen (Quasi-) Ei-
genzustinde den Tunneleffekt in grofem Mafe beeinflulten.

Abschlieflend wurde die zeitliche Entwicklung von Wellenpaketen studiert, die
anfangs in einem reguliren oder chaotischen Phasenraumbereich lokalisiert wa-
ren. Es zeigte sich, dafl die Wellenpakete (vom Tunneleffekt einmal abgesehen)
fiir alle Zeit in dem Phasenraumbereich blieben, in dem sie zu Anfang lokalisiert
waren.

Fiir grole Werte von 7 (hier i = 0.2) zeigten die untersuchten Wellenpakete ein
mit der klassischen Dynamik nur entfernt vergleichbares Verhalten. Das regulire
Wellenpaket bildete in der HusiMi-Darstellung lokale Maxima und Minima aus,
wéhrend das chaotische Wellenpaket anfangs ein quasiperiodisches Verhalten
zeigte, welches sich durch eine Frequenzanalyse erkliren lie8.

Fiir kleine Werte von 7 (hier i = 0.01) dagegen verhielten sich die Wellenpa-
kete schon deutlich ,klassischer“. Das regulédre Wellenpaket verteilte sich ziem-
lich gleichmifig im Bereich der klassischen, invarianten Linien. Zwar gab es
auch hier lokale Maxima und Minima der HusiMI-Verteilung, jedoch auf einer
deutlich kleineren Gréflenskala. Die chaotischen Wellenpakete verteilten sich
recht schnell {iber den chaotischen Bereich des Phasenraumes und zeigten star-
ke rdumliche und zeitliche Fluktuationen. Eine Quasiperiodizitit der Verteilung
war nicht zu beobachten.

Das Tunneln durch eine Energiebarriere im chaotischen Fall wurde mittels der
drei in dieser Arbeit diskutierten Phasenraumverteilungen demonstriert. Das
Tunneln im integrablen Fall konnte leider nicht gezeigt werden. Mit Hilfe der
numerischen Daten war es zumindest moglich, eine Abschitzung der Tunnelpe-
riode anzugeben.

Leider konnte der dynamische Tunneleffekt nicht gezeigt werden. Mit einer ho-
hen Gitterauflosung geniigend Rechenaufwand miifite er sich aber auch fiir klei-
nere resonante Inseln im System des ungeddmpften DUFFING-Oszillators mit
parametrischer Anregung nachweisen lassen.
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A Floquet-Theorie

In diesem Anhang soll ein kurzer Uberblick iiber die 1883 von FLOQUET [F1o83]
entwickelte Theorie gewohnlicher linearer Differentialgleichungen mit periodi-
schen Koeffizienten, die sogenannte FLOQUET- Theorie, gegeben werden. Andere
Darstellungen finden sich unter anderem in [Cae59, NMT79].

Bekanntermaflen 148t sich jede gewdhnliche lineare Differentialgleichung als n-
komponentige Differentialgleichung erster Ordnung in der Form

(t) = A(t) 2 (t) (A1)

schreiben mit () € C™ und A(t) € C™*". Im hier betrachteten Fall periodi-
scher Koeffizienten gibt es somit ein '€ R mit A(t+T) = A(t) Vi€ R.

A.1 Die formale Losung

Fiir zeitabhéngiges (nicht notwendigerweise periodisches) A(¢) ist die explizite
Berechnung der allgemeinen Lisung von (A.1) unmoglich. Lediglich im Spezial-
fall der Dimension n = 1 ist es méglich, eine Losung explizit anzugeben:

t
x(t) = exp At dt" | =(0). (A.2)
/

Schon im Zweidimensionalen funktioniert dies nicht mehr. Es 148t sich namlich
zeigen, dafl x(t) genau dann die allgemeine Losung von (A.1) ist, wenn der
Kommutator!

t1 to
A@t)dt, | A(t)dt (A.3)
[ron ]

fiir alle g, 1, to verschwindet. Das ist dquivalent dazu, dal A(¢) und A(#') fiir
alle Zeiten ¢, t kommutieren:

[A(t), A(t)] =0V ¢, ¢ € R. (A4)

Und dies ist fiir zeitabhéingiges A(¢) im allgemeinen nur fiir n = 1 richtig, da nur
in diesem Fall die Multiplikation von (n x n)-Matrizen kommutativ ist [Jel84,
Kap. 9].

'Fiir zwei Matrizen ist der Kommutator [A, B] durch AB — BA definiert.
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Es ist allerdings méglich, mit Hilfe des sogenannten Zeitordnungsoperators T
auch fiir n > 1 einen formalen Ausdruck fiir den Fluf} anzugeben:

t
&, = T exp /A(t')dt'

0
00 t t
- n;%t/ - -tO/T(A(tl) L A()dby . db.

T exp wird auch als zeitgeordnete Exponentialfunktion bezeichnet. Der Zeitord-
nungsoperator ist dabei wie folgt definiert:

T(A(t) ... A(tn)) = At,) - ... - Ats,) (A.6)
mit ¢, <... <t .

Insbesondere kann man aus der Kenntnis der (zeitabhéingigen) Eigenwerte von
A(t) nicht auf die allgemeine Lisung schliefien!

A.2 FLOQUET-Multiplikatoren

n linear unabhéngige Losungen y;(¢) von Gleichung (A.1) bilden ein Fundamen-
talsystem. Fait man die y,;(¢) als Vektoren auf und schreibt sie in die Spalten
einer Matrix Y (¢), so erhélt man die Losung zur Anfangsbedingung x(0) € C"
durch Multiplikation mit Y (t) Y ~!(0); denn fiir

z(t) ;==Y ()Y 1(0) z(0) (A7)
gilt:
et)=Y(H Y 0)z(0) = A YO Y 1 (0)z(0) = A(t) z(t).  (A.8)

®; ==Y (t) Y1 (0) mit g = 1 ist der FluB des Systems. Ohne Einschrinkung
wird im folgenden Y (0) = 1 gewéhlt.

Definition A.1. FEine Zahl A € C heifit FLOQUET-Multiplikator des Systems
(A.1), falls es eine Losung x (t) gibt mit x(t+T) = Ax(t) V t € R. Insbesondere
ist X ungleich 0, da sonst x(t) bereits identisch 0 wdire.

Satz A.2. Seien y(t),...,y,(t) linear unabhdingige Losungen von (A.1). Fir
das Fundamentalsystem Y (t) = (y,(t),...,y,(t)) gilt dann:

(i) Es gibt eine Matriz M mit
Yt+T)=Y(t) M. (A.9)

(ii) Die Eigenwerte von M sind genau die FLOQUET-Multiplikatoren des Sy-
stems.
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Beweis. Es bezeichne X (t) = (z1(t),...,zn(t)) ==Y (¢ +T).

1. Offensichtlich ist X (¢) ebenfalls ein Fundamentalsystem. Es gibt somit
Koeffizienten m;; mit

zi(t) = Z m;i Yj(t).
j=1

Dies entspricht gerade einer Matrixmultiplikation mit M = (mj;);; von
rechts [Caeb9]. Daraus folgt dann (A.9).

Alternativ ergibt sich (A.9) aus Satz 2.1 mit M := &
Y(t+T) = ¢t+T = @tO@T == Y(t)M
2. = Sei X Eigenwert von M zum Eigenvektor y,. Fiir die Losung y(¢) mit

y(0) = y, gilt dann:

Yy +T) =Yt +T)y, =Y () My, =AY (t)y,
= \y(t).

Also ist A ein FLOQUET-Multiplikator.

<: Sei A ein FLOQUET-Multiplikator zur Losung y(t) mit y(0) = y,.
Dann folgt aus (A.9) fiir t = 0:

My, =Y(T)yo = y(T) = Ayo.
Also ist A Eigenwert von M. O
Bemerkung A.3. Aus (A.9) folgt firt=0:
M =Y(T) = ®p. (A.10)

Bemerkung A.4. Die Figenwerte \y, ..., \; der POINCARE-Abbildung des li-
nearen Systems (A.1)

P:xy=: iI}(O) — (I)T(:Uo) = :U(T) (A.ll)

sind genau die FLOQUET-Multiplikatoren von (A.1).

Dieser Zusammenhang ergibt sich trivialerweise daraus, dafl M diejenige Matrix
ist, die die POINCARE-Abbildung beschreibt.

Definition A.5. FEine Zahl p € C heifit charakteristischer Exponent des Sy-
stems (A.1), falls es einen FLOQUET-Multiplikator X gibt mit X = €T
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A.3 Zeitunabhingige Systeme

Im zeitunabhdngigen Fall ist A konstant und die Losung der Differentialglei-
chung (A.1) kann explizit angegeben werden. Die Matrix A mit den Eigenwer-

ten pi, ..., pr (k < n) zerfillt nach einer geeigneten Ahnlichkeitstransformation
in mehrere JORDAN-Blocke Ry, ..., R; der Gestalt
pi 0 0 - 0
1 p 0 - 0
R,=10 1 p 0. (A.12)
0 -+ 0 1 p

Somit zerfillt die urspriingliche Differentialgleichung (A.1) iiber C" in k ent-
koppelte Gleichungssysteme der Form

£i(t) = R &,(t) (A.13)

mit &;(t) € C™, wobei m; die Dimension des i-ten JORDAN-Blockes R; ist. Die-
se k < n Gleichungssysteme sind vollig unabhéingig voneinander zu lésen, und
der Losungsraum V von (A.1) ist gerade die direkte Summe der Losungsraume
V; von (A.13):

V=VieVed...®V,:. (A.14)
Ist vgi), vgi), e ,v%)i die Basis, in der R; die Form (A.13) besitzt, so lauten m;
linear unabhéngige Losungen

efit vgi), telit vgi), oo,y T it v%)i. (A.15)

Die allgemeine Losung von (A.1) ergibt sich dann aus (A.14) durch eine direkte
Summe der Losungen aus den einzelnen Losungsrdumen V;.

Der Flufy &, 148t sich schreiben als
B, = et (A.16)

Diese Schreibweise ist wohldefiniert und ®; hat die Eigenwerte e”’. Hieraus
ergeben sich dann die FLOQUET-Multiplikatoren des Systems zu

N = ePiT, (A.17)
Die Werte
1
pi = In ); (A.18)

sind die charakteristischen Exponenten und nur im zeitunabhingigen Fall mit
den Eigenwerten j; von A identisch?. In bezeichnet hierbei den komplexen Lo-
garithmus Inz = In |z| + i arg 2.

’Im zeitabhsingigen Fall &ndern sich die Eigenwerte von A(t) im Laufe einer Periode. Daher
ist es unmdoglich, von p;(¢) auf \; oder p; zu schlieflen.
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A.4 Zeitabhangige Systeme

Auch wenn es im allgemeinen nicht moglich ist, die formale Losung (A.5) ex-
plizit auszurechnen, so ist es doch moglich, den Flufl ®; in einer deutlich leich-
ter zu handhabenden Form zu schreiben. Dies ist die eigentliche Aussage der
FLOQUET-Theorie und soll im folgenden ausgefiihrt werden.

Hilfssatz. Fs sei R € C"*" und p der einzige Figenwert von R mit der Viel-
fachheit 1. Dann hat e®T als einzigen Eigenwert efT, ebenfalls mit der Viel-
fachheit 1.

Beweis. Sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert p von R. Dann folgt aus e®7 v =

e’T v bereits, daB e?” ein Eigenwert von e®7T ist.

Angenommen, es gibt einen von v linear unabhingigen Eigenvektor v’ zu einem
. / .
Eigenwert \' =: !, dann gilt:

Durch Koeffizientenvergleich der beiden Reihen erhélt man
RFo' =%

Insbesondere ist v’ Eigenvektor von R zum Eigenwert p’. Dies steht im Wi-
derspruch zur Voraussetzung, dafl v" linear unabhéngig ist von v, dem einzigen
Eigenvektor von R. Also kann e®” keinen von v linear unabhiingigen Eigen-
vektor besitzen. O

Bemerkung A.6. Besitzt eine Matriz nur einen einzigen Eigenwert der Viel-
fachheit 1, so besteht ihre JORDAN-Normalform aus nur einem JORDAN-
Kastchen zu diesem Eigenwert.

Satz A.7. Es gibt eine konstante Matriz R sowie eine T-periodische Matriz
P(t), so daf

P, := P(t) et (A.19)

ein Fundamentalsystem von (A.1) darstellt. Die Eigenwerte von R sind gerade
die charakteristischen Exponenten p; des Systems.

Beweis. O.B.d.A. kann angenommen werden, daf§ die JORDAN-Normalform von
M = @7 nur aus einem einzigen JORDAN-Késtchen der Grofle n besteht. Dann
hat M genau einen Eigenwert A mit der Vielfachheit 1, der damit auch der
einzige FLOQET-Multiplikator des Systems ist. p := % In XA ist der zugehérige
charakteristische Exponent. Sei R’ die (n x n) JORDAN-Matrix, die nur aus
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einem einzigen JORDAN-Kiéstchen zum Eigenwert p besteht. Nach dem obigen
Hilfssatz ist e®7 dann eine Matrix, deren einziger Eigenwert A = e?7 die Viel-
fachheit 1 hat. Also sind die JORDAN-Formen von M und e®'T identisch, die
beiden Matrizen somit dhnlich. Es gibt eine unitire Matrix S mit

M=S1RTg_ SR ST
Wihlt man R:= S ' R’ S, so ergibt sich

M =BT

Es gibt eine zuniichst beliebige Matrix P(t) mit ®; = P(t)eRT, fiir die gilt:

Oy = P(t+T)eBl BT
Oy =Dy 0y =0, M = P(t) el BT,

Dann muf} aber bereits
P(t+T)=P(t)
fiir alle ¢ gelten. O

Bemerkung A.8. Insbesondere gilt

1=, =P(0)eR = P(0). (A.20)

Es wurde in diesem Anhang nicht davon Gebrauch gemacht, daf3 die hier be-
trachteten Vektorrdume endlich dimensional sind. Daher gelten mit einigen Ein-
schrinkungen die Sitze A.2 und A.7 auch, falls A(t) aus Gleichung (A.1) auf
einem unendlich dimensionalen C-Vektorraum H definiert ist. Zum einen muf}
sich A(t) = (ai;(t));,; als Matrix auffassen lassen, und die Summe

oo

j=1

muf fiir alle Vektoren & € H konvergieren, damit der Beweis von Satz A.2 giiltig
bleibt. Zum anderen muf fiir den Beweis von Satz A.7 der ,Flu“ triagonalisier-
bar sein. Im Hinblick auf die Quantenmechanik sind diese beiden Bedingungen
speziell fiir den HAMILTON-Operator und den Zeitentwicklungsoperator erfiillt.
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B Losung einer HiLL-Gleichung fiir eine
stiickweise konstante Anregungsfunktion mit
4 Unstetigkeitsstellen

Die Anregungsfunktion

In diesem Anhang wird analog zu Abschnitt 2.3.5.2 eine HILL-Gleichung fiir
eine stiickweise konstante Anregungsfunktion

0, falls 0<t< %ﬂ',

—1, falls ir<t<m,
r(t) = 2 3 (B.1)
0, falls m<t<g3m,

1, falls %71’ <t <2m.

mit vier dquidistanten Unstetigkeitsstellen gelost:

G+ (6 +er(t)). (B.2)

Durch Vergleich mit Gleichung (2.68) bzw. (2.69) erhélt man fiir den zentralen
Fixpunkt O:

d=-b €e=—c (B.3)
und fiir die seitlichen Fixpunkte (i(\)/g ):

§=2b, €=2c (B.4)

Die Spur der Monodromiematrix

Die Monodomiematrix 148t sich dann analog zum Abschnitt 2.3.5.2 aus dem
Fluf (2.77) von Gleichung (2.74) berechnen:

M = 30+ D G0 O, (B.5)
2 2

> b

Durch Benutzung des Kommutators [A, B] = AB — B A 1ifit sich obige Glei-
chung etwas vereinfachen:

M = &0tIW
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mit

v (e Y (45 (V)

Mit den Abkiirzungen

Vo—+e

B = Vi
v o= Vd—e¢

erhilt man fiir die Komponenten von A

Ay = A (cos (ag) cos ( —) — gsm (ﬁg) sm( )

A = =X <B cos( g) s1n( g) + —sin (ag) cos(

Aor = A (—oz sin (a%) cos (ﬁg) — [ cos (ag) sin (ﬁg)) ,

Ay = =) <cos (a%) cos (ﬂg) — %sin (a%) sin (ﬁg)) .
und somit fiir die Spur von A:

Sp A = <% — g) <§ — %) sin (a%) sin? (ﬁg) sin (*y%) .
Fiir B ergibt sich
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By

By

Daraus folgt:

Sp B
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—asin( —) cos (B) COS(
—Bcos( —) sin (O7) cos(
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ergibt sich schlielich fiir die Spur der Monodromiematrix:
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Abb. B.1 zeigt das zugehorige Stabilititsdiagramm analog zu Abb. 2.1 und 2.2.

Der zentrale Fixpunkt

Das Stabilitdtsdiagramm des zentralen Fixpunktes in Abhéingigkeit von b und
¢ erhilt man wegen (B.3) durch Spiegelung von Abb. B.1 an der e-Achse.
Beziiglich der Stabilitéit gelten fast die gleichen Aussagen wie fiir die MEISSNER-
Gleichung in Abschnitt 2.3.5.2. Die genaue Form der Stabilitdts- und Instabi-
litdtsbereiche ist geringfiigig verschieden. Der wesentlichste Unterschied ist die
Tatsache, dafl sich die Zahl der ,bauchigen* Gebiete der Instabilitdt im Ver-
gleich zur MEISSNER-Gleichung (2.71) mit 2 Unstetigkeitsstellen halbiert hat.

Die seitlichen Fixpunkte

Das Stabilitidtsdiagramm der seitlichen Fixpunkte in Abhéngigkeit von b und ¢
erhiilt man wegen (B.4) durch Stauchung von Abb. B.1 um den Faktor § in hori-
zontaler und in vertikaler Richtung. Fiir die Stabilitit der seitlichen Fixpunkte
gilt im Prinzip das gleiche wie im Falle der MEISSNER-Gleichung (2.71).

Die Instabilitatsbereiche beriihren die b-Achse daher auch bei b = %2.
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-1 0% 1 2Y4 4 6Y4 9

Abbildung B.1: Stabilitdtsdiagramme fiir die MEISSNER-Gleichung mit 4 Un-
stetigkeitsstellen (B.2); stabile Bereiche sind weif}, instabile schwarz dargestellt.
Das untere Bild zeigt eine Ausschnittsvergrofierung des oberen Bildes.
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