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Einleitung

Gegenstand der folgenden Untersuchungen ist die Dynamik eines Teilchens in
einem periodisch zeitabhangigen Kraftfeld. Die Zeitabhangigkeit sei periodisch
mit der Periode T'. Fiir die Hamilton—Funktion des Systems gilt somit

H(F, f,t)= H(F 7, t+T)

Dabei sollen die Untersuchungen auf ein System mit zentralsymmetrischem Po-
tential beschrinkt werden. Des weiteren soll die Zeitabhdngigkeit so gewéhlt
sein, dafl das Potential nur zu diskreten Zeitpunkten von Null verschieden ist.
Zwischen diesen Zeitpunkten soll die Dynamik des Systems der geradlinig—
gleichférmigen Bewegung eines freien Teilchens entsprechen. Ein solches System
ist durch die Hamilton—Funktion

=2 0
H(F, jot) = 2=+ V()T Y 8(t—kT)

2m i
gegeben. Sie beschreibt ein System, in dem sich der Impuls zu diskreten Zeit-
punkten durch einen instantanen Impulsiibertrag unstetig dndert. Dieser Im-
pulsiibertrag wird in der vorliegenden Arbeit als ,,Kick® bezeichnet, das un-
tersuchte System als ,Kicksystem®“. Bei der Wahl eines zentralsymmetrischen
»,Kickpotentials“ erfolgt der Kick stets in radialer Richtung, der Drehimpuls des
Systems ist eine Erhaltungsgrofle.

Der Vorteil eines derartigen Systems liegt darin, dafl die Dynamik durch die
[teration einer diskreten Abbildung beschrieben werden kann. Da diese Abbil-
dung in geschlossener Form angegeben werden kann, wird der Aufwand zur
numerischen Analyse des Systems gegeniiber der Losung eines Differentialglei-
chungssystems erheblich verringert.

Die chaotische, gebundene Dynamik in einem solchen Kicksystem ist in [1, 2]
untersucht worden. Wahrend in verschiedenen anderen Arbeiten [3, 4, 5] ein
vergleichbares eindimensionales System zur Modellierung chaotischer Streudy-
namik dient, soll in der vorliegenden Arbeit die chaotische Streudynamik in
dem beschriebenen System mit drei Freiheitsgraden der Bewegung untersucht
werden.



In einem Streusystem unterscheidet sich die chaotische Dynamik grundsédtz-
lich von der in gebundenen Systemen. Ein einzelner Streuorbit hélt sich nur
fiir endliche Zeit im Wechselwirkungsbereich des Potentials auf. Auch wenn die
Dynamik wihrend der Wechselwirkung beliebig kompliziert sein kann, wird sie
dennoch vor und nach der Wechselwirkung in die regulédre Dynamik eines inte-
grablen Systems {libergehen. Ein einzelner Streuorbit kann infolgedessen nicht
chaotisch sein [6].

Tragt man jedoch Out—Variablen, die das Teilchen nach der Wechselwirkung
charakterisieren, gegen die In—Variablen vor der Wechselwirkung auf, so fin-
det man hiufig eine empfindliche Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen.
Beliebig kleine Anderungen der In-Variablen kénnen beliebig grofe Anderun-
gen der Out—Variablen verursachen. Ferner kénnen einzelne Trajektorien durch
gebundene periodische Orbits im Wechselwirkungsbereich festgehalten werden
[7, 8,9, 10]. Fiir solche Trajektorien sind die Out—Variablen nicht definiert. Die
Streuwabbildung, welche die In—Variablen auf die Out—Variablen abbildet, wird
in diesem Falle singuléar.

In Systemen mit reguldrer Streudynamik treten solche Singularititen stets iso-
liert auf. In Systemen wie dem hier untersuchten hat die Menge der Singula-
rititen dagegen die Struktur einer fraktalen Cantor—Menge. In solchen Féllen
bezeichnet man die Dynamik als irrequldre Strewung [6].

Die beschriebenen Merkmale irreguldrer Streuung werden in dieser Arbeit an
dem untersuchten System dargestellt. Der Mechanismus, in dem Singularitdten
in der Streuabbildung durch den Einfang von Streutrajektorien (Orbiting) ver-
ursacht werden, findet sich auch in diesem System wieder. Dariiber hinaus findet
sich je nach Reichweite des des Kickpotentials noch ein anderer Mechanismus,
der fiir irreguldre Streuung verantwortlich ist. Hier verursachen parabolische
Out-Orbits, die das System unendlich langsam und mit verschwindender Ener-
gie verlassen, die Singularitaten in der Streuabbildung. Diese zwei unterschied-
lichen Ursachen fiir die Irregularitdt duflern sich in zwei verschiedenen Skalie-
rungseigenschaften der Streuabbildung.

In Kapitel 1 dieser Arbeit wird das oben beschriebene System vorgestellt. Da
aufgrund der geforderten Zentralsymmetrie des Systems der Drehimpuls eine
Konstante der Bewegung ist und die Dynamik somit in einer Ebene stattfindet,
wird eine Darstellung in ebenen Polarkoordinaten benutzt. In dieser Darstellung
wird eine iterative dreidimensionale Abbildung hergeleitet, die die Dynamik
des Systems beschreibt. Fiir das zentralsymmetrische Kickpotential wird ein
Potential der Form

V(r):—% , a>0

gewahlt. Die numerischen Untersuchungen beschranken sich auf die Félle n = 4
und n = 1. Durch zwei Skalierungen der Variablen reduziert sich die Anzahl
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der Parameter des Systems bei dieser Wahl des Potentials auf einen einzigen
Systemparameter K, der ein Maf fiir die Starke des Potentials darstellt.

In Kapitel 2 wird fiir den Fall n = 4 eine kanonische Transformation angege-
ben, die die dynamischen Variablen des Systems auf Variablen transformiert,
die fiir grofle Abstdnde vom Ursprung asymptotisch konstant werden und so-
mit zur Beschreibung des Teilchens vor und nach der Wechselwirkung dienen.
Mit Hilfe dieser Transformation sowie der in Kapitel 1 hergeleiteten iterati-
ven Abbildung wird die Streuabbildung definiert, welche die In-Variablen vor
der Wechselwirkung auf die Out—Variablen nach der Wechselwirkung abbildet.
Anschlielend werden die Streuabbildung sowie die Ablenkfunktion als Funk-
tion des Drehimpulses und einer In—Variablen numerisch untersucht. Es zeigt
sich, daf} eine fraktale Menge von Streusingularitdten existiert. Die Streudyna-
mik des Systems ist demnach irreguldr. Zum Abschlufl des Kapitels wird die
Hausdorff-Dimension der Menge der Streusingularitidten berechnet.

In Kapitel 3 wird gezeigt, daf fiir den Fall n = 4 die Singularitédten der Streu-
abbildung — wie oben beschrieben — durch den Einfang von Trajektorien durch
instabile lokalisierte Orbits verursacht werden. Zu diesem Zweck wird die ge-
bundene Bewegung des Systems untersucht, und es werden Fixpunkte sowie
periodische Punkte bis zur Ordnung 4 in Abhéngigkeit von dem Systempara-
meter K berechnet. Es zeigt sich ein unmittelbarer Zusammenhang zwischen
gebundener Bewegung und der Streudynamik: Existieren keine Fixpunkte bzw.
periodische Orbits, so ist die Streudynamik vollstidndig regulér. Sobald bei Va-
riation des Systemparameters durch eine Sattel-Zentrum-Bifurkation ein sta-
biler und ein instabiler Fixpunkt entstehen, wird die Dynamik in der folgenden
Weise durch die invarianten Mannigfaltigkeiten des instabilen Fixpunktes be-
einflufft: Durch homokline Schnittpunkte der Mannigfaltigkeiten entsteht in der
Umgebung des Fixpunktes eine hyperbolische, invariante Menge A, die aus un-
endlich vielen periodischen und aperiodischen instabilen Orbits besteht. Die
invarianten Mannigfaltigkeiten aller dieser Orbits reichen bis in den wechselwir-
kungsfreien Bereich des Phasenraumes. Startet hier eine Streutrajektorie genau
auf einer dieser stabilen Mannigfaltigkeiten, so wird sie von A ,eingefangen®
und wird infolgedessen den Wechselwirkungsbereich nicht mehr verlassen. Ei-
ne solche Anfangsbedingung fiihrt zu einer Singularitidt in der Streuabbildung.
Starten zwei Streutrajektorien mit Anfangsbedingungen, die sich nur minimal
unterscheiden, jedoch auf unterschiedlichen Seiten einer stabilen Mannigfaltig-
keit liegen, werden sie unter der Dynamik des Systems separiert und fithren
schlieBlich zu v6llig unterschiedlichen Werten der Out—Variablen. Dies bewirkt
eine empfindliche Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen in der Streuab-
bildung. Dieses Szenario fithrt zu einer exponentiellen Skalierung in der Streu-
abbildung, die zum Abschlufl des Kapitels erklart und numerisch nachgewiesen
wird.



In Kapitel 4 wird die Streudynamik fiir den Fall n = 1 beschrieben. Da das Sy-
stem fiir grole Abstdnde vom Ursprung in diesem Fall in ein System mit einem
attraktiven Coulomb—Potential ibergeht, muf} zunéchst eine Transformation auf
asymptotisch konstante Streuvariablen gefunden werden, welche die unendliche
Reichweite des Coulomb—Potentials beriicksichtigt. Da im Falle n = 1 nicht, wie
fiir n = 4, das repulsive Zentrifugalpotential dominiert, sind parabolische Out—
Orbits moglich, die das System mit der Gesamtenergie Null verlassen. Es zeigt
sich, daf} diese Orbits fiir die Singularitdten der Streuabbildung verantwortlich
sind. Ferner fiithren sie zu einer algebraischen Skalierung der Streuabbildung. Die
Skalierung wird in diesem Kapitel beschrieben und numerisch nachgewiesen.



Kapitel 1

Das System

1.1 Die Hamilton—Funktion

In dieser Arbeit wird die Bewegung eines Teilchens in einem periodisch zeit-
abhéngigen, radialsymmetrischen Potential untersucht. Die Zeitabhéngigkeit
des Potentials sei durch eine Folge von d-Impulsen mit konstanten Zeit-
absténden gegeben. Die allgemeine Hamilton—-Funktion eines solchen Systems
lautet

=2

H(F,ﬁ,t)zé?—m—l—V(r)T S S(t—kT) . (1.1)

k=—0c0

Hierbei bezeichnen 7 und § den Ort bzw. den Impuls des Teilchens in kartesi-
schen Koordinaten, m seine Masse und T' den zeitlichen Abstand zwischen zwei
d—Impulsen. V(r) entspricht dem zeitunabhéngigen Anteil des radialsymmetri-
schen Potentials. In dem durch (1.1) beschriebenen System ist von Schridde in
[1] fiir ein Potential der Form

Vi(r) = m%g (r — R)? (1.2)

die gebundene Bewegung analysiert worden. In dieser Arbeit sollen an das Kick-
potential die Forderungen

Tli_}rgo V(r)=0 (1.3)
sowie
. 7 o
lim V7(r) =0 (1.4)

gestellt werden. Als Modellpotential, das die Bedingungen (1.3) und (1.4) erfiillt,
wird ein Potential der Form

Vir)=—— , a>0 (1.5)



gewahlt. Fiir das resultierende System soll die Streudynamik untersucht werden.

Aufgrund der Zeitabhéngigkeit des Hamilton—Operators ist die Energie des Sy-
stems keine Erhaltungsgréfie. Der Drehimpuls L hingegen ist wegen der Radi-
alsymmetrie des Potentials eine Konstante der Bewegung. Die Bewegung findet
demnach in einer Ebene durch den Ursprung statt, die senkrecht zu L liegt.

Da die Zeitabhangigkeit der Hamilton—Funktion (1.1) periodisch mit der Periode
T ist, reicht es aus, wenn man nur Zeiten aus dem Intervall [0,T") betrachtet.
Phasenraum des Systems ist somit die 7-dimensionale Mannigfaltigkeit

{F.F0)|FeR, FER LET)} (1.6)

welche die Topologie eines Zylinders R® x S besitzt.
Aus der Hamilton—Funktion (1.1) folgen mit der Abkiirzung

F(r)y=-TV'(r) (1.7)
die Bewegungsgleichungen
L 0H _p
- - _ £ 1.
r o " m (1.8a)
. OH =
ﬁ:—W:F(T)f S S(t—kT) . (1.8b)
k=—o0

Zu den Zeitpunkten kT, k € Z, ertahrt das Teilchen einen instantanen Impuls-
tibertrag in radialer Richtung. Dieser Impulsiibertrag wird im folgenden als
»,Kick®, das gesamte System als ,Kicksystem® bezeichnet. Zwischen zwei Kicks
ist der Impuls konstant, die Bewegung des Teilchens entspricht der eines freien

Teilchens.

Den zu den Zeitpunkten kT (den , Kickzeitpunkten®) durch den Kick in radialer
Richtung iibertragenen Impuls (Ap)g erhéalt man durch Integration von (1.8b)
als

ET4¢
(Ap)y = lim / pdt
kT —e

= lim /EF(r)f S 81— K T)de 1

e—0
KT —e k!=—o0

= F(r(kT))r(kT)
Die Dynamik, die durch die Hamilton-Funktion (1.1) beschrieben wird, ist aus

zweil Bestandteilen zusammengesetzt: der freien Propagation iiber ein Zeitinter-
vall der Lange T und der unstetigen Impulsénderung durch den Kick zu den
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Zeitpunkten kT'. Die freie Propagation soll durch eine Abbildung ®1 beschrie-
ben werden, die unstetige Impulsdnderung durch eine Kickabbildung Wy . Die
Verkniipfung von &7 und Wy fithrt zu einer Abbildung

M = \I/KOcI)T 5 (110)

durch deren Iteration die gesamte Dynamik des Systems beschrieben wird. Die
Einfithrung der Abbildung M entspricht einem Poincaré—Schnitt — &hnlich einer
stroboskopischen Beleuchtung des Systems — unmittelbar nach den Kickzeit-
punkten k7. Alternativ ware auch die Einfiihrung eines Poincaré—Schnitts vor

dem Kick méglich, der zu einer Abbildung
M = &7 0V (1.11)

fithren wiirde. Die Abbildungen M und M sind, wie leicht verifiziert werden
kann, topologisch konjugiert. In dieser Arbeit wird die erste Form gewahlt, da
sie zu etwas kiirzeren Formeln fiihrt.

Der Ort 7, und der Impuls py des Teilchens unmittelbar nach dem Kick ergeben
sich geméaf} den Definitionen

iy =1 (kT)
pr = lim p(kT + ¢) (1.12)
e—0t

Aus (1.8a) und (1.8b) ergibt sich die Abbildung

e LHH - e

die die freie Propagation iiber ein Zeitintervall der Lange T' beschreibt, und die

Abbildung

v () (i) »

die die unstetige Anderung des Impulses durch den Kick angibt. Aus (1.10)
erhdlt man mit (1.13) und (1.14) schlieBlich die iterative Abbildung

M : (Fkvﬁk) — (Fk-l-lvﬁk-l-l)
— — T —
Tht1 = Tk T —Dk (1.15)
m
Prt1 = Pk + F(rrga) T

Wie oben erwéhnt, findet die Bewegung des Systems in einer Ebene durch den
Ursprung statt. Aus diesem Grund und aufgrund der Radialsymmetrie des Po-
tentials erscheint es angebracht, anstelle von kartesischen Koordinaten ebene
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Polarkoordinaten zu verwenden. W&hlt man die Lage des Koordinatensystems
so, dafl die Bewegung in der (z,y)-Ebene stattfindet, so erhdlt man mit Hilfe
der Definitionen

r o= r-r (Abstand vom Ursprung),

p = p-r (Impuls in Radialrichtung),

¢ = =arccos(r- @) fir #-g 20 (Azimutalwinkel),

L = L[-2 (z—Komponente des Drehimpulses)

die Hamilton—Funktion des Systems in der Gestalt

2 2

H(r,p,p, Lt) = L— + + V()T fj S(t—kT) . (1.16)

2m = 2mr?

k=—cc
Dabei bilden jeweils r und p sowie ¢ und L kanonisch konjugierte Variablen-
paare.

Aus (1.16) ergeben sich die Bewegungsgleichungen in ebenen Polarkoordinaten:

._ oH _»p
"= dp  m

oH L? s
p:_W:W—I_F(T)k_Z_: ot —kT)

=00 (1.17)

_on_ L
= oL  mr?
. OH
i=-2C 9

Do

Da die Hamilton—Funktion (1.16) zyklisch in der Variablen ¢ ist, ergibt sich fiir
den zu ¢ konjugierten Impuls L sofort die Lésung

L(t) = L = const. (1.18)

L wird somit zu einem frei wahlbaren Systemparameter. Das Vorzeichen von
L hat auf die (r, p)-Dynamik keinen Einflul. Es bestimmt lediglich die ,,Dreh-
richtung® des Systems. Im folgenden sei L > 0, d. h. o(¢) ist eine in ¢ streng
monoton wachsende Funktion. Der Fall L. = 0 wird in dieser Arbeit nicht un-
tersucht; in diesem Fall geht das System in ein System mit 1% Freiheitsgraden
tiber. Die Streudynamik in einem solchen System ist in [5] untersucht worden.

Mit der Einschrankung (1.18) ergibt sich als Phasenraum des Systems, das durch
die Hamilton—Funktion (1.16) beschrieben wird, die vierdimensionale Mannig-
faltigkeit

{.p. o t) T €RY, peR, g €0,27), 1 €[0,T)} . (1.19)
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Mit den zu (1.12) analogen Definitionen

ry, = r(kT)

pr = lim p(kT + €) (1.20)
e—07t

e = @(kT)

1Bt sich das System wiederum in eine iterative Abbildung tiberfithren. Zu die-
sem Zweck wird zunédchst der Vektor py in seine Anteile senkrecht und parallel
zu 7, zerlegt:

Pk = DPrfr+ —¢r (1.21)
Tk
Wenn man diese Beziehung in (1.15) einsetzt, ergibt sich
. T . TL
Th41 = (Tk + —pk) T + —— Pk (1.22a)
m mry
— A L ~ ~
Pkl = PrTk T Pk + F(req1) P - (1.22b)
k

Mit Hilfe von rgyq = |Fra1| und pry1 = Prar - 7e1 sowie der Orthonormiertheit
der Basisvektoren r; und ¢ ergeben sich die ersten beiden Komponenten der

gesuchten Abbildung:

T N\ TLN?
Tkl = (Tk + —pk) + (—)
m mry

2
(ry + %pk)pk + % TL
Phi1 = ( k) + F(rg41)
T'k+1

(1.23)

Die dritte Komponente erhdlt man durch skalare Multiplikation von (1.22a) mit
fki

Fht1 * Tk = Tht1 COS(Qr41 — ©k)

T (1.24)
=Tr+ —Dk
m

Aufgrund der Einschriankung auf positive L gilt 0 < @ri1 — ¢ < m; fir die
dritte Komponente der gesuchten Abbildung ergibt sich somit

T+ %pk) (1.25)

Pr+1 = @k + arccos
Tk+1

11



Insgesamt erhélt man eine dreidimensionale Abbildung, die zusammen mit
(1.18) eine Losung der Bewegungsgleichungen (1.17) darstellt:

D7 (7 Pry k) = (Thg1s Pht1> Pht1)

T \? TLN?
Tht1 = (Tk + —pk) + <—)
m mrg

2 1.26
(% + %pk)pk + % (i) (1.26)
Pry1 = + F(rgs1)
Trk+1
(Tk + %pk)
©Yr+1 = @g + arccos | ———
Trk+1

Definitionsbereich der so definierten Abbildung ®7 ist die dreidimensionale
Mannigfaltigkeit

T {(r, pe)|reERT peR, v € [0,2%)} : (1.27)

Die (r, p)-Dynamik ist aufgrund der Rotationssymmetrie des Potentials un-
abhingig von der p—Dynamik. In vielen der folgenden Untersuchungen dieser
Arbeit wird die Information iiber die Dynamik der Winkelvariablen ¢ nicht
explizit benotigt. In diesen Féllen kann man die Betrachtungen auf den (r, p)—
Anteil der Abbildung (1.26) beschranken. Durch diese Einschrankung erhélt
man eine Abbildung &7 mit

@ (7, pe) = (Tht1, Prg1)

() + ()
P AR T P mry, (1.28)
2
(ry + %pk)pk + % TL
Pri1 = () + F(ri1)
k41

Definitionsbereich der Abbildung (1.28) ist die zweidimensionale Mannigfaltig-
keit

S={(rnp) |reRt, peR} . (1.29)

Fiir die Untersuchung der Stabilitdt von Fixpunkten und Zyklen niedriger Pe-
riode wird in Kapitel 3 die Jacobi-Matrix D®y(r,p) der Abbildung (1.28)

benotigt. Bezeichnet man die beiden Komponenten von ®p mit ' und p’, so

12



gilt fiir die einzelnen Elemente der Jacobi-Matrix D®y (r, p)

or'(r,p) _ (r+5p) = 7(G2)°

or r'(r,p)
8r’(r,p) . Tr+ %p

0 T m 7
; (p | mr (eri o 1 a )
p/ r?p _ _@ T —I_ Ep 0 ,

o T (mr) (T’S(T,p) T rr’(np)) + arF(r (r,p))
Wrp) _ _gp  rUtgp)? 9,

=t 4+ —F(r'(r,
dp r(r, p) r’?’(r,p) ap (r'(r,p))

Aus (1.30) ergibt sich durch eine kurze Rechnung fiir die Determinante der
Jacobi-Matrix von (1.28)

det(DL) =1 | (1.31)

d. h. (1.28) ist eine flachen- und orientierungserhaltende Abbildung.

Um die Zahl der Systemparameter in der Abbildung (1.26) zu reduzieren, geht
man {iber zu neuen Variablen geméf der folgenden Skalierung:

T
F —F
r—=r (r) — — (r)
T T
p— —p L— —L (1.32)
m m

Y=

Durch diese Skalierung vereinfacht sich die Abbildung (1.26), und man erhélt
eine neue Abbildung

<1>7: : (Tkapk799k) — (Tk+17pk+1799k+1)

2, (LY
it = | (e + )™ + (r_)
k

2 1.33
(ri + pr)pr + (%) ( )
Prt1 = + F(rgs1)
k41
(Tk + pk)
Pr+1 = @k + arccos
k41

Dabei wurde fiir @7 einfachheitshalber kein neues Symbol eingefiihrt, vgl. (1.26).
Die neue Abbildung (1.33) kann wiederum auf den (r, p)-Anteil beschrankt wer-
den, sofern die Information {iber die p—Dynamik nicht explizit benétigt wird.

13



Pr+1 =

Tk4+1

P42 Fk+2 -

/ Tk

Abbildung 1.1: Anschauliche Bedeutung der skalierten Variablen j und
L.

Durch diese Einschrankung ergibt sich die Abbildung ®; in der Skalierung
(1.32):

Qr o (rr, pe) = (Tht1s Pig1)

Tkl = \I (re +px)* + (f_k)z (1.34)

2
(ri + pr)pr + TA
Pri1 = ( k) + F(r41)
Tk4+1

Fir @7, wurde hier wiederum kein neues Symbol eingefithrt, vgl. (1.28). De-
finitionsbereich von (1.34) ist ebenfalls die zweidimensionale Mannigfaltigkeit
(1.29).

Die skalierten Abbildungen (1.33) und (1.34) enthalten als Parameter nur noch

den Drehimpuls L sowie weitere in der Kraftfunktion F(r) enthaltene Parame-
ter.

Die skalierten Groien r, p und F'(r) haben die Dimension Lange, L die Dimen-
sion Flache. p und L haben eine anschauliche geometrische Bedeutung, siehe
Abbildung 1.1. Dargestellt sind die Ortsvektoren 7, des Teilchens zu verschie-
denen Zeiten sowie die dazugehorigen Impulse py.. pi entspricht dem Weg, den
das Teilchen im Zeitraum (KT, (k + 1)T') zuriicklegt. Die vom Fahrstrahl des
Teilchens zwischen zwei Kicks {iberstrichene Flache hat den Inhalt %L. Dies

14



entspricht dem Flichensatz, der in jedem System mit einem Zentralkraftfeld
erfiillt ist. Der Flachensatz 1a88t sich fiir die hier betrachtete Dynamik leicht
verifizieren, indem man (1.21) vektoriell mit #, multipliziert und den Betrag

bildet:

|7 X pr| =

— A L A

rE X (pkrk + —9%)
Tk

L A —

— (P& X Pr)

Tk

= |L]

(1.35)

In Kapitel 3 und 4 soll zur Vereinfachung des Systems die Méglichkeit ausge-
nutzt werden, den Systemparameter [, zu eliminieren. Dies wird erreicht durch
eine zweite Skalierung der Variablen r und p sowie der Kraftfunktion F(r)
gemaf:

—p (1.36)

Durch diese Skalierung vereinfacht sich die Abbildung (1.34), und es ergibt sich
eine neue Abbildung

P (rr,pr) = (Phy1, Pra1)

Thil = \/(Tk + i)+ (1.37)
r + + 7’
Dyt = (7 + pr)px k 4 F(res)
Trk+1

Definitionsbereich dieser Abbildung ist wiederum die zweidimensionale Man-
nigfaltigkeit (1.29), hier jedoch mit dimensionslosen Variablen r und p. Die
Kraftfunktion F'(r) ist in dieser Skalierung ebenfalls dimensionslos.

Die Abbildung (1.37) hangt nur noch von den in der Kraftfunktion F'(r) ent-

haltenen Parametern ab.

15



1.2 Zeitumkehrsymmetrie

Die Hamilton-Funktion (1.1) des Systems ist invariant unter der Zeitumkehr
t — —t bzw. der Impulsumkehr p0 — —p. Die Dynamik, die durch diese
Hamilton-Funktion beschrieben wird, ist somit ebenfalls invariant unter Zeit-
umkehr. Dies bedingt, dal unter der iterativen Abbildung M neben einer
» Vorwértsdynamik*

o= (Prm1 Pr=1) = (Frs Pk) = (Fhg1s Prgr) — -+ (1.38)
auch eine ,Riickwartsdynamik*
= (Thrs —Pk) = (P, —Dr—1) = (Fr—1, —Dh—2) = - (1.39)

moglich ist, siehe Abbildung 1.2. Die Indexverschiebung bei der Impulskom-
ponente kommt dadurch zustande, dafl in der Vorwéartsdynamik der Impuls
unmittelbar nach dem Kick definiert ist; in der Riickwértsdynamik mufl dann
der Impuls unmittelbar vor dem Kick eingesetzt werden.

In ebenen Polarkoordinaten ausgedriickt, lautet die zur ., Vorwartsdynamik*
. (Tk—upk—h ‘Pk—l)

= (Thtts Phtt> Phtt) = - -
gehorige , Riickwértsdynamik®
= (Mot = Prt1 + F(rega), Prer)

= (res —pk + F'(75), 1) (1.41)
— (re—1, —Pro1 + F(re—), @p-1) = oo,

wobei die Beziehung

=Pk Trt1 = (—=Prg1 + F(res1) Prr1) - Pega (1.42)
= —prs1 + F(rps1)

ausgenutzt wurde.

Der Zusammenhang zwischen Vorwérts- und Riickwartsdynamik 188t sich durch
eine Transformation

S(T, p) = (T, —p+ F(T)) (1'43)
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pk - pk

Pk 1 — Pk 1 =
+ Tk-|-1 + Tk4+1
Tk_|_2 y é Th42 y ;)
pk+2 —pk+2

Abbildung 1.2: Vorwirtsdynamik (links) und Riickwértsdynamik (rechts)
im Vergleich. ¥ und p sind in der Skalierung (1.32) dargestellt.

gemif dem Diagramm

CDL <I>L
(reopr)  —— (e —pr + F(r))
&, &, (1.44)

(Frts Prt1) —= (Fegts —Prpt + F(rier))

35 35

beschreiben. Aus (1.44) folgt sofort, dafl S' die Beziehung
1=S0®,085" (1.45)

erfillt. Die Transformation S stellt also eine Umkehrende Symmetrie dar [11,
12]. S ist dariiberhinaus eine Involution, also zu sich selbst invers.

Aus der Existenz dieser Involution S folgt die Existenz der eindimensionalen
Symmetrielinien

Fix(9) (1.46)
und

Fix(®r05) . (1.47)
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Durch die Berechnung von Schnittpunkten von (1.46) und (1.47) mit ihren Ite-
rierten kénnen Fixpunkte und periodische Orbits von ®; berechnet werden.
Diese Moglichkeit wird jedoch in dieser Arbeit nicht benutzt.

1.3 Die Abbildung II

In Kapitel 3 werden periodische Punkte der Periode 2 der Abbildung ® be-
rechnet. Diese Berechnung wird erleichtert durch eine Transformation auf eine

Hilfsabbildung
N=Uo®oU™* (1.48)
mit

U : Z%Z'z{(q,quERﬂZER}

= r(r—p+ F(r)) (149)
Die Transformation U ist invertierbar. Die Invertierung lautet
Ult: ¥—=x%
N
q—z (1.50)

P= + F(/4)

Mit Hilfe von (1.34) sowie der so definierten Transformation U 148t sich die
Abbildung II berechnen:

m: ¥ =Y
eyt + 1

a (1.51)
Zeet = 2qk — 2k + /G (k)

Diese Abbildung II ist nicht flichenerhaltend [1]. Aus (1.48) ergibt sich

dk+1 =

D(IloU)=DUo®) ; (1.52)
hieraus erhdlt man durch Anwendung der Kettenregel den Ausdruck

DH(qk, Zk) . DU(Tk,pk) = DU(Tk+1,pk+1) . D(I)(Tk,pk) . (153)
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Die Jacobi-Determinante von II an der Stelle (g, z) erhdlt man durch Bildung
der Determinante auf beiden Seiten von (1.53). Zusammen mit (1.31) und

det DU = ¢ (1.54)
ergibt sich

det DII(gy, ) = 241 (1.55)
dk

d. h. IT ist nur in der Umgebung eines Fixpunktes II(q, z) = (¢, z) flachenerhal-
tend. In [1] wird gezeigt, dal 1I auch in der Umgebung eines jeden m-Zyklus
flichenerhaltend ist.

Die Abbildungen II ist wegen (1.48) topologisch konjugiert zur Abbildung ®.
Fixpunkte von II sind deshalb auch Fixpunkte von .

1.4 Verhalten des Systems fiir r — ¢

Das gekickte, zeitabhingige System, das durch die Hamilton—Funktion (1.1)
beschrieben wird, geht fiir Potentiale, die (1.3) und (1.4) erfillen, fir r — oo
in das zeitunabhéngige System mit der Hamilton—Funktion

=2

H(r,p)=—+V(r) (1.56)

iber.

Die Darstellung des zeitabhéngigen Systems als iterative Abbildung (1.10) ent-
spricht genau dem Ergebnis, das man erhélt, wenn das zeitunabhingige Sy-
stem mit Hilfe des einfachsten numerischen Integrationsverfahrens, dem Fuler—
Verfahren [13], integriert wird. Dabei ist die Abweichung zwischen dem nume-
rischen Verfahren und der exakten Losung, wie leicht gezeigt werden kann [13],
von der Ordnung

oOWV"(r)- T . (1.57)

Ist nun die Forderung (1.4) an das Potential erfiillt, so geht fiir r — oo und
festes T wegen (1.57) offensichtlich das zeitabhangige System (1.1) in das zeit-
unabhéngige (1.56) tiber.

Zur Verdeutlichung dieser Uberlegungen sind in Abbildung 1.3 die Energie £
des Systems sowie der Abstand vom Ursprung als Funktion von t fiir einen
typischen Streuorbit gezeigt. Es ist deutlich zu erkennen, dafl fiir grofie r die
Energie des Systems eine Konstante der Bewegung ist.

19



30

40

30

20

10

<
I I I I O O O O

10

—20 —10 0 10 20 30

Abbildung 1.3: Gesamtenergie £ des Systems sowie Abstand r vom Ur-
sprung als Funktion der Zeit fiir einen typischen Streuorbit.

1.5 Das Kickpotential

Um an dem hier vorgestellten System Streuung untersuchen zu kénnen, werden
an das Potential die Forderungen (1.3) und (1.4) gestellt. Sie erméglichen den
Escape des Teilchens und gewahrleisten, daff das System gemiB den Uberlegun-
gen in Abschnitt 1.4 fiir r — oo in ein zeitunabhédngiges System {ibergeht. In

dieser Arbeit wird ein Potential der Form
«
Ving=-—. a>0 (1.58)

Ta?’L

gewahlt. Die Singularitat des Potentials im Ursprung bereitet keine Probleme,
da wegen der Voraussetzung L > 0 immer r > 0 gilt.
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Mit (1.7) und der Abkiirzung K = T« erhilt man die Kraftfunktion

F(r)= - (1.59)

rn+1

Mit dieser Wahl des Potentials und der daraus resultierenden Kraftfunktion
besitzt die Abbildung (1.33) bei fest gewahltem n zwei Systemparameter: den
Drehimpuls L sowie den Parameter K in der Kraftfunktion F'(r). K stellt ein
Maf fiir die Starke des Potentials dar.

Fiir grole Abstinde r vom Ursprung ndhert sich, wie in Kapitel 1.4 beschrie-
ben wurde, die Dynamik asymptotisch der Bewegung an, die durch die zeitun-
abhéngige Hamilton—Funktion
2 2
P L
}{(rvl% @):: ST

2m  2mr?

+V(r) (1.60)

erzeugt wird. Die Energie F des Systems wird in diesem Bereich asymptotisch
konstant. Nur fiir kleine r wird das Teilchen die Zeitabhadngigkeit des Potentials
spiiren.

Fir n = 1 fallt der Drehimpulsterm in (1.16) schneller ab als das attraktive
Potential V(r). Fiir groe Abstande zum Ursprung wird die Dynamik demnach
in die eines zeitunabhangigen Coulomb—Systems tibergehen. In diesem Bereich
des Phasenraumes wird die Bewegung also je nach Energie des Systems auf
Ellipsen oder Hyperbeln stattfinden. Auflerdem existieren parabolische Orbits,
auf denen das Teilchen den Wechselwirkungsbereich mit verschwindend kleiner
Energie verlait. Die Zeitabhingigkeit des Potentials beeinfluit die Dynamik nur
fiir kleine r. Die Streudynamik fiir n = 1, die von der Existenz parabolischer
Out-Orbits entscheidend beeinflufit wird, wird in Kapitel 4 untersucht.

Fir n > 1 geht die Dynamik des Systems fiir grofle Abstdnde vom Ursprung
in die eines freien Teilchens iiber, das Teilchen wird sich also geradlinig—
gleichférmig bewegen. Im Fall n = 2 ist dabei je nach Verhédltnis zwischen
Drehimpuls und Starke des Potentials V(r) das resultierende Potential attrak-
tiv oder repulsiv.

Fiir den Fall n > 2 wird das resultierende Potential fiir grofie r repulsiv. In die-
sem Fall sind demnach keine parabolischen Out—Orbits moglich, die den Wech-
selwirkungsbereich mit verschwindender Energie verlassen. Die fiir diese Wahl
des Potentials resultierende Dynamik unterscheidet sich demnach von der fiir
n = 1. Sie wird exemplarisch fiir den Fall n = 4 in Kapitel 3 untersucht.
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Kapitel 2

Streuabbildung und Ablenkfunktion

In dem hier vorgestellten System sollen die Eigenschaften der Streudynamik
untersucht werden. Fin typischer Streuorbit ndhert sich dem Streuzentrum aus
dem wechselwirkungsfreien Bereich, hélt sich fiir eine begrenzte Zeit im Wechsel-
wirkungsbereich auf und verlafit ihn anschliefend wieder in den asymptotischen
Bereich. Dabei kann es, wie Abbildung 2.1 zeigt, zu komplizierter Dynamik und
groflen Aufenthaltszeiten des Teilchens innerhalb des Wechselwirkungsbereiches
kommen.

Findet sich ein geeigneter Satz von Variablen, der fiir die Bewegung im wechsel-
wirkungsfreien Bereich konstante Werte annimmt, so 143t sich die Streuabbildung
definieren, welche den Satz konstanter In—Variablen vor der Wechselwirkung auf
den Satz konstanter Out—Variablen nach der Wechselwirkung mit dem Potential

abbildet.

In diesem Kapitel wird ein solcher Variablensatz fiir das r~* Potential ein-
gefithrt, mit dessen Hilfe dann die Streuabbildung o definiert werden kann.
Anschlieflend wird die Struktur dieser Streuabbildung als Funktion des System-

parameters L untersucht.

2.1 Asymptotisch konstante Variablen fiir n = 4

Fir die Beschreibung eines Streuvorganges bendétigt man Variablen, die fiir
grofle Abstdnde vom Streupotential, also auflerhalb des Wechselwirkungsbe-
reiches, langs der Trajektorie des Teilchens konstante Werte annehmen. Das
Variablenpaar (r, p) eignet sich demnach nicht zur Beschreibung eines Streu-
vorganges.

Im zeitabhéngigen r~*-Potential, auf das die Untersuchungen dieses Kapitels
beschrankt werden sollen, stellt die kinetische Energie £ des freien Teilchens
eine geeignete Grofle dar. Da die Bewegung fiir grofle Abstande vom Ursprung
in die eines freien Teilchens tibergeht, wird in diesem Bereich des Phasenraumes
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Abbildung 2.1: Typischer Streuorbit des Systems im Konfigurationsraum
fiir das r~*-Potential. K = 1, L = 1.3082940029708. Die Orte des Teilchens
zu den Kickzeitpunkten sind mit Punkten markiert.

die kinetische Energie I/ auch fiir das zeitabhéngige System eine Konstante der
Bewegung. Die kinetische Energie eines freien Teilchens ist in Polarkoordinaten

durch
1 L?
E=_— (p2 + —2) (2.1)
r

2m

gegeben. Eine zweite geeignete Grofle stellt die Zeit 7 dar, zu der — fiir die
Bewegung eines freien Teilchens — der Abstand vom Ursprung minimal wird.

Zum Zeitpunkt 7, zu dem per definitionem der Abstand des freien Teilchens
vom Ursprung minimal wird, gilt fiir den Radialimpuls p des freien Teilchens

p(7) = 0 (siehe Abbildung 2.2). Es gilt die Beziehung

- , (2.2)



Trajektorie des
freien Teilchens

: /

Abbildung 2.2: Zur Berechnung der Grofie 7

wobei r(¢) und p(t) Abstand vom Ursprung bzw. Radialimpuls des Teilchens zu
einem beliebigen Zeitpunkt ¢ darstellen. Andererseits gilt

th:E . (2.3)

r(t) p(t)
2K

Aus (2.2) und (2.3) ergibt sich

t—717=

(2.4)

Insgesamt ergibt sich aus (2.1) und (2.4) eine zeitabhéngige Transformation
Ti, die die Variablen (r, p) € ¥ auf die asymptotisch konstanten Variablen
(£, 7) € Rt X R transformiert geméif

T;: ¥ —=RT*xR

1 L?
m r (2.5)
— rp
T 28

Die Invertierung von T} lautet:
T7': RYxR—= X

¢(2E(t—r))2 + L
2m b
2E(t—1)

7

(2.6)
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T; ist, wie durch Berechnung der fundamentalen Poisson—Klammern leicht nach-
gerechnet werden kann, eine kanonische Transformation und somit flaichenerhal-
tend. Es gilt also

det(DT) =1 . (2.7)

2.2 Definition der Streuabbildung o

Mit Hilfe der oben eingefithrten Abbildung 7} 1a8t sich nun die Streuabbildung
o definieren. o soll die asymptotisch konstanten In—Variablen (FE;,,7;,) einer
Streutrajektorie auf die asymptotisch konstanten Out—Variablen (E,y, Tout) ab-
bilden. Dies wird erreicht durch die Definition

o (B, Tin) = (Eout, Tout)
(2.8)

o=lim lim Tyo®, 015"

2
t—00 t'——co

wobei @, fiir den durch die Hamiltonfunktion (1.16) erzeugten Fluf} im Zeit-
intervall (¢, t) steht. Stellt man die Streuabbildung o mit Hilfe der iterativen
Abbildung ®;, dar, ergibt sich aus (2.8)

(O (E2n7 Tin) — (Eout7 Tout)

2.9)

T . k—k' -1 (
o= kli}rgo k’1—1>r£loo Tpo®; " oTY

T} steht hier fiir die Transformation T} zum Zeitpunkt ¢ = kT, q)i_k/ fir die

(k—k')~fache Iteration der Abbildung ®, aus (1.28). o ist zusammengesetzt aus

drei flachenerhaltenden Transformationen und somit selber flachenerhaltend.

Fiir die numerischen Berechnungen der Streuabbildung o wird in dieser Arbeit
ausschlieBlich die Darstellung in der Form (2.9) benutzt. Dabei ist zu beachten,
daf} eine Streutrajektorie numerisch nicht tiber unendlich lange Zeitraume ver-
folgt werden kann. Da jedoch das Variablenpaar (E, 7) gerade so gewahlt ist,
dafB es fiir grofle Abstidnde zum Streuzentrum asymptotisch konstant wird, reicht
es aus, die Berechnung von o bei einem Radius R zu starten. Die Berechnung
kann abgebrochen werden, wenn nach dem Durchgang durch das Streuzentrum
dieser Radius R wieder erreicht wird. R mufl dabei so groff gewahlt werden,
dal £ und 7 fiir r > R im Rahmen der numerisch erreichbaren Genauigkeit
konstant werden.

Die Energiedifferenz F,,; — E;, gibt die beim Streuprozef auf das Teilchen tiber-
tragene Energie an und stellt somit ein Maf fiir die Inelastizitat der Streuung
dar. Die Zeitdifferenz 7,,; — 75, kann als MaB fiir die Verweilzeit des Teilchens
im Potential betrachtet werden.
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2.3 Die Ablenkfunktion ©

Neben der Anderung der asymptotisch konstanten Variablen (E,7) durch den
Streuvorgang soll auch der Ablenkwinkel © untersucht werden, um den das
Teilchen durch das Streupotential aus seiner urspriinglichen Bewegungsrichtung
abgelenkt wird. © 148t sich als Funktion der Azimutalwinkel ¢;, und @, des
Teilchens vor bzw. nach dem Stofl beschreiben. Es gilt

—7 fur L >0

(2.10)
+7 fuir L <0

0= (@out - @m) {

Wegen der Finschrankung auf positive L wird im folgenden nur die obere Be-
ziehung von (2.10) eingesetzt. Da das hier untersuchte System rotationssym-
metrisch beziiglich des Azimutalwinkels ¢ ist, kann man sich auf ¢;, = 0 be-
schranken.

O ist eine Funktion des Drehimpulses L. © héngt weiterhin von den In—Variablen
(Ein, Tin) sowie dem Parameter K der Kraftfunktion ab. In diesem Kapitel wer-
den die Ablenkfunktion © sowie die Out—Variablen E,,; und 7,,; in Abhéngig-
keit vom Drehimpuls L und dem , zeitlichen Stoparameter® 7, untersucht. £,
und A seien fest gewdhlt. Dies entspricht physikalisch einem Teilchenstrahl, der
mit fester Energie F;, und variablem 7;, auf das Streupotential , geschossen®
wird. Aufgrund der Einschriankung auf positive L wird hier nur eine Hélfte eines
solchen Strahls betrachtet.

Da das hier untersuchte System periodisch in der Zeit mit der Periode T' ist, ist
es ausreichend, fiir die Variable 7;,, Werte aus dem Intervall [0,7") zu wéhlen.
Fiir die Periode T" wird im folgenden 7" = 1 eingesetzt. Es ergibt sich somit
Tin - [0, 1)

Zusammen mit der Beschrankung von L auf positive Werte bleibt als Definiti-

onsbereich der Ablenkfunktion ©(L, 7;,) die Menge
[=[0,1) x R* . (2.11)

Diese Menge entspricht topologisch dem Mantel eines Halbzylinders.

2.4 Numerische Berechnung von ¢ und ©

Fiir die Darstellung der numerischen Berechnung der Ablenkfunktion ©(I") wird
O wie folgt farblich kodiert [14]: © wird abgebildet auf das Intervall [0, 27);
dem Winkel 0 bzw. 27 wird die Farbe Rot zugeordnet, dem Winkel = die Farbe
Blau. Zwischenwerte variieren linear mit dem Cosinus von 0. Diese Kodierung
ist nicht eindeutig, da dem Winkel = — « dieselbe Farbe zugeordnet wird wie
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dem Winkel 7+ a. Sie gewéhrleistet jedoch, daf sich fiir stetige Anderungen von
© der Farbwert ebenfalls stetig &ndert; unstetige Anderungen dagegen ergeben
Farbspriinge.

Abbildung 2.3 zeigt die Ablenkfunktion © in der beschriebenen Farbkodierung.
Der linke Rand der Abbildung ist mit dem rechten zu assoziieren. Fiir die Ener-
gie des einfallenden Teilchenstroms FE;, wurde £;, = 0.2 gewahlt, fiir die Po-
tentialstirke K = 1. Fiir grofle Drehimpulse L. > L*, L* ~ 1.3 fallt der Ablenk-
winkel stetig gegen 0. Fiir diese Werte des Drehimpulses bleibt der Abstand des
Teilchens zum Streuzentrum so grofl, dafl keine nennenswerte Ablenkung er-
folgt. In diesem Bereich hédngt der Ablenkwinkel nicht mehr von der Variablen
Tin ab.

Fiir Drehimpulse L < L* zeigt sich eine fiir chaotische Streusysteme typische
Struktur (siehe z. B. [8, 15, 5]). Gewisse Bereiche der Ablenkfunktion zeigen eine
stetige Abhéngigkeit von den Variablen L und 7, (stetiger Farbverlauf). Diese
Bereiche werden unterbrochen von Streifen, in denen der Ablenkwinkel unstetig
von den Variablen L und 7;, abhangt (Farbspriinge). Bei Vergroflerung dieser
unstetigen Streifen zeigt sich, dafl sie wieder Streifen mit stetiger Abhéngig-
keit enthalten, siehe Abbildung 2.4 und 2.5. Diese Streifen sind ihrerseits von
Unstetigkeitsbereichen unterbrochen usw. Diese Struktur setzt sich, wie die fol-
genden Rechnungen zeigen, bis in beliebig kleine MaBstabe fort. Der Bereich
der Unstetigkeiten erscheint hier als ein schmaler Streifen, der, bei der Geraden
L = 0 beginnend, sich unter spiraltérmiger Umwicklung des Halbzylinders I’
der Geraden [ = L* anndhert.

Fiir I — 0 geht das System in ein eindimensionales System iiber, hier sind fiir
© nur noch die Werte 0 und 7 méglich. Dementsprechend erscheinen in Abbil-
dung 2.3 mit kleiner werdenden L—Werten nur noch die Farben Rot und Blau.
Die Unstetigkeit in O fiir L — 0 bei 7, ~ 0.55 entsteht durch die Singularitat
des Potentials im Ursprung. Teilchen mit diesen Anfangsbedingungen laufen
direkt in die Singularitidt hinein. Bei geringfiigig kleineren/groBeren Werten fiir
Tin, Wird das Teilchen entweder unmittelbar vor dem Durchgang durch die Singu-
laritat oder direkt danach gekickt, der Streuwinkel © betrégt dementsprechend
entweder 0 oder .
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Abbildung 2.3: Zweidimensionale Darstellung der Funktion ©(L, 7;,,) fiir
festes F;, = 0.2 und K = 1. Der rechte Rand der Abbildung ist mit dem
linken zu assoziieren. Der Ablenkwinkel @ ist gem&f der Farbskala farb-
lich kodiert. Rot entspricht einem Ablenkwinkel von 0 (mod 27) (Vorwérts-
streuung), Blau einem Ablenkwinkel von 7 (mod 27) (Riickwirtsstreuung).
Der markierte Bereich ist in Abbildung 2.4 vergréfiert dargestellt. Die Be-
rechnung wurde mit einem Gitter von 800 L-Werten und 566 7;,—Werten

durchgefiihrt.
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Abbildung 2.4: Vergroflerte Darstellung des markierten Rechtecks in Ab-
bildung 2.3. Der markierte Bereich ist in Abbildung 2.5 vergrofiert darge-
stellt.
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Abbildung 2.5: Vergroflerte Darstellung des markierten Rechtecks in Ab-
bildung 2.4.
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Im folgenden wird die Definitionsmenge I' der Ablenkfunktion © auf eine ein-
dimensionale Untermenge I' eingeschrinkt, indem 7;, = 0 eingesetzt wird. Dies
entspricht einem Schnitt léngs des linken Randes durch das in Abbildung 2.3
dargestellte Bild. Durch diese Einschrankung héngt die Ablenkfunktion © nur
noch von einer Variablen L ab. So kénnen © und die durch o gegebenen Out—
Werte FE,,; und 7, in einem Diagramm in Abhéngigkeit von [ dargestellt
werden.

Abbildung 2.6 zeigt die Ablenkfunktion © und die Streuabbildung o in
Abhéangigkeit von L. © wurde hier nicht wie in Abbildung 2.3 auf das In-
tervall [0,27) eingeschrankt. Der spiralformige Streifen von Unstetigkeiten in
Abbildung 2.3 wird hier zu einer Folge von Intervallen, die sich von links gegen
L = L* hdaufen. Fir L > L* hdngen, wie schon in Abbildung 2.3 zu erkennen
war, die OQut—Variablen stetig vom Drehimpuls L ab.

In den Abbildungen 2.7-2.15 sind willkiirlich gewahlte Ausschnitte der Streu-
abbildung und der Ablenkfunktion wiederholt vergréflert worden. Bei der Ver-
groflerung eines Intervalls, in dem die Streufunktion sich irregular verhélt, zeigen
sich stets wieder Intervalle stetiger Abhéngigkeit, die ihrerseits wieder von In-
tervallen mit irreguldren Verhalten unterbrochen sind. Diese Schachtelung von
irreguldrem und reguldarem Verhalten setzt sich bis an die Grenze der numerisch
erreichbaren Genauigkeit fort.

Die Abbildungen 2.7-2.15 zeigen auflerdem, daf} sich bestimmte Strukturen in
der Streufunktion auf verschiedenen Mafistiben wiederholen. Diese Selbstdhn-
lichkeit ist ein typisches Merkmal von Mengen mit fraktaler Dimension. Beson-
ders deutlich zeigt sich diese Selbstadhnlichkeit beim Vergleich der Abbildungen
2.9, 2.12 und 2.14.

In der Menge I' der Anfangsbedingungen fiir die numerische Berechnung der
Ablenkfunktion O sowie der Streuabbildung o existiert also eine Menge Q, fiir
die © sowie o singuldr werden. Diese Menge Q hat offenbar, wie aus den Ab-
bildungen 2.7-2.15 zu erkennen ist, die Struktur einer fraktalen Cantor—-Menge.
Eine solche Menge von Streusingularitédten ist typisch fiir irrequldre Streuung
[6, 8]. Die Singularititen werden durch Trajektorien verursacht, die von in-
stabilen periodischen oder aperiodischen Orbits eingefangen werden und den
Wechselwirkungsbereich nicht mehr verlassen (Orbiting).
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Abbildung 2.6: F,,;, T,y und O als Funktionen des Drehimpulses L.
Fi, =02, 7, = 0.0, K = 1.0. Das markierte Intervall ist in Abbildung 2.7
vergroflert dargestellt.
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Abbildung 2.7: Vergroflerung des markierten Intervalls aus Abbildung 2.6.
Das markierte Intervall ist in Abbildung 2.8 vergrofiert dargestellt.
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Eout 1

Tout 10

Abbildung 2.8: Vergroflerung des markierten Intervalls aus Abbildung 2.7.
Das markierte Intervall ist in Abbildung 2.9 vergrofiert dargestellt.
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Eout 0.5

Tout

1||||||:|:|||||||||||||||||
1.308 1.3082 1.3084 1.3086 1.3088 1.309

L

Abbildung 2.9: Vergroflerung des markierten Intervalls aus Abbildung 2.8.
Das markierte Intervall ist in Abbildung 2.10 vergréfert dargestellt.
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Eout 0.5

Tout

1.30825 1.30826 1.30827 1.30828 1.30829 1.3083
L

Abbildung 2.10: Vergroflerung des markierten Intervalls aus Abbil-
dung 2.9. Das markierte Intervall ist in Abbildung 2.11 vergréflert darge-
stellt.
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1.308294 1.308295 1.308296

L

Abbildung 2.11: Vergroflerung des markierten Intervalls aus Abbil-
dung 2.10. Das markierte Intervall ist in Abbildung 2.12 vergréflert dar-
gestellt.
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30
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Tout

20

15

1.3082937 1.3082938 1.3082939 1.308294 1.3082941
L

Abbildung 2.12: Vergroflerung des markierten Intervalls aus Abbil-
dung 2.11. Das markierte Intervall ist in Abbildung 2.13 vergréflert dar-
gestellt.

37



Eout 0.5

35

30 _
Tout : :
o5 _
20 -
)
C]

|
1.30829398 1.30829399 1.308294 1.30829401 1.30829402

L

Abbildung 2.13: Vergroflerung des markierten Intervalls aus Abbil-
dung 2.12. Das markierte Intervall ist in Abbildung 2.14 vergréfiert dar-
gestellt.
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Eout 05

35

Tout

30

25

1.308294002 1.3082940025 1.308294003 1.3082940035
L

Abbildung 2.14: Vergroflerung des markierten Intervalls aus Abbil-
dung 2.13. Das markierte Intervall ist in Abbildung 2.15 vergréflert dar-
gestellt.
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Eout 0.5

Tout

1.30829400294 1.30829400295 1.30829400296 1.30829400297 1.30829400298
L

Abbildung 2.15: Vergroflerung des markierten Intervalls aus Abbil-
dung 2.14. Der markierte L—Wert stimmt mit dem in Abbildung 2.1 be-
nutzten Wert iiberein.
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Im folgenden Abschnitt wird die fraktale Dimension der Singularitdtenmenge
) berechnet. Im Kapitel 3 wird gezeigt, daBl auch in dem hier untersuchten
System fiir n = 4 der Einfang von Streutrajektorien an instabilen Fixpunkten
zu den Singularitdten in © und o fithrt. n Kapitel 4 wird ein anderer Mecha-
nismus vorgestellt, der fiir den Fall n = 1 fiir eine vergleichbare Struktur der
Streuabbildung verantwortlich ist.

2.5 Fraktale Dimension der Singularititenmenge ()

In Kapitel 2.4 wurde die Existenz einer Teilmenge () aus der eindimensiona-
len Menge der Anfangsbedingungen I' gezeigt, die die Struktur einer fraktalen
Cantor-Menge hatte. Fiir L—-Werte aus ) werden Streu- und Ablenkfunktion
singular. Im folgenden soll nun numerisch die fraktale Dimension d der Menge
) berechnet werden.

Zur Berechnung der fraktalen Dimension einer Menge von Streusingularitdten
wird von Lau, Finn und Ott in [16] der , Unsicherheitsalgorithmus® vorgeschla-
gen. Mit diesem Algorithmus soll auch hier die Dimension der Menge () be-
rechnet werden. Es 1488t sich zeigen, dafl die mit dem Unsicherheitsalgorith-
mus berechnete Unsicherheitsdimension kleiner oder gleich der , Box—Counting—
Dimension® ist; man vermutet, daf} fiir typische dynamische Systeme beide Di-
mensionen iibereinstimmen [17, 18].

Zur Berechnung der Unsicherheitsdimension d wird hier die Funktion F,.:(L)
benutzt. 7,,:(L) und O(L) fithren auf den gleichen Wert fiir d, da in diesen
Funktionen die gleiche Menge ) fiir die Streusingularitdten verantwortlich ist.

Der Unsicherheitsalgorithmus wird in [9] wie folgt beschrieben:

Fiir eine feste Unsicherheit € und eine zuféllig gewéhlte Anfangsbedingung Lo

wird die Grofe
O = |Aout( Lo + €) — Aout(Lo)| (2.12)

berechnet. A,,; steht dabei fir eine der beiden Out—Variablen £,,; und 7.
Fiir die anderen Parameter des Systems werden fiir die Rechnung feste Werte
gewahlt. Ist A grofler als ein kritischer Wert Ay, wird Lg als e—unsicher be-
zeichnet. Die Berechnung von 4\ wird solange mit weiteren zuféllig gewéhlten
Lo—Werten wiederholt, bis eine feste Zahl N,,. e-unsicherer Lo—Werte erreicht
ist. Die relative Unsicherheit f(e€) ergibt sich durch Division von N,,. durch
die Anzahl N der insgesamt eingesetzten Lo—Werte. Fiir geniigend grofie Ny,

n&hert sich f(e) numerisch dem Wert f(e) an, der die Wahrscheinlichkeit be-
zeichnet, mit der ein zuféllig gewahlter Lo—Wert e—unsicher ist.

Die Berechnung von f(¢) wird nun fiir verschiedene e durchgefiihrt. Fiir typische
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log(e)

Abbildung 2.16: Doppelt-logarithmische Darstellung von @ gegen ¢ fiir
FEi, =02, 7, =0und K = 1.

Systeme ist f(€) proportional einer Potenz von ¢, d. h.

fle) ~ e . (2.13)

Die Unsicherheitsdimension d ist definiert als

d=1—timiefO (2.14)

e—0 og €

Stellt man also @ gegen ¢ in einem doppelt-logarithmischen Diagramm dar,

so ergibt sich fiir € — 0 eine Gerade, aus deren Absolutwert der Steigung die
Unsicherheitsdimension d bestimmt werden kann.

Fir die numerische Berechnung der Unsicherheitsdimension d wird als Out—
Variable A,,; die Energie E,,; benutzt. Die Wahl von 7., als Out—Variable
fiihrt auf das gleich Ergebnis fiir d, da in beiden Fallen, wie in den Abbildun-

gen 2.6-2.15 zu erkennen ist, dieselbe Singularitdtenmenge Q) fiir das irregulére
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Verhalten verantwortlich ist. Die Werte fiir Ly werden aus dem in Abbildung 2.7
dargestellten Intervall gewdhlt, d. h. Lo € [1.2,1.35]. Die In—Variablen sind fest-
gesetzt auf £;, = 0.2, 7, = 0. Ferner gilt K = 1.

Die Ergebnisse der numerischen Untersuchungen sind in Abbildung 2.16 dar-
gestellt. Fiir ¢ — 0 wird die Bedingung (2.13) offensichtlich gut erfiillt, die
Werte liegen auf einer Geraden. Die Steigung der Geraden erhélt man mit ei-
nem Least-Square—Fit [13]. Bei der Berechnung der Steigung wurden nur die
Werte log(e) < — 4 beriicksichtigt. Es ergibt sich als Unsicherheitsdimension
der Menge ()

d =0.643 £ 0.005 . (2.15)

Dieser Wert fiir d ist kleiner als 1, die Menge der Anfangsbedingungen, die zu
Singularitédten in der Streufunktion fithren, hat somit das Mafl Null.

43



Kapitel 3

Chaotische Streuung im Falle n =4

In diesem Kapitel wird die Streudynamik fiir den Fall n = 4 untersucht. Fiir
das Kickpotential ergibt sich bei dieser Wahl von n:

K
Vi = -5 (3.1
fiir die Kraftfunktion gilt somit
1K

3.1 Gebundene Bewegung

Im Falle n = 4 wird die Streudynamik des Systems in besonderer Weise durch
die gebundene Bewegung beeinflufit. Die Existenz eines hyperbolischen Fix-
punktes sowie von homoklinen Schnittpunkten seiner stabilen und instabilen
Mannigfaltigkeiten fithrt zu einer exponentiellen Skalierung der Streuabbildung
o. Um den Einflul der gebundenen Bewegung auf die Streudynamik zu beschrei-
ben, muf} zunéchst die gebundene Bewegung untersucht werden. Im folgenden
wird deshalb die Entstehung von Fixpunkten und periodischen Orbits bis zur
Periode 4 bei Variation des Systemparameters K beschrieben. Anschlielend
werden die Ergebnisse in Poincaré—Plots in der (r, p)-Ebene graphisch darge-
stellt. Fiir die Untersuchungen in diesem Kapitel wird ausschlieflich die Abbil-
dung (1.37) benutzt. Da ® in dieser Skalierung den Drehimpuls L nicht mehr
enthéalt, wird auch der zu L konjugierte Ort ¢ nicht untersucht. Ein Fixpunkt
der Abbildung ® entspricht in der unskalierten, dreidimensionalen Darstellung
(1.26) einem Orbit mit konstantem Radius r und konstantem Radialimpuls p.
Der Azimutalwinkel ¢ wéchst zwischen zwei Kicks um einen konstanten Wert
Ayp an. Fir rationale Ag/(27) ist in der dreidimensionalen Darstellung der
resultierende Orbit periodisch, andernfalls quasiperiodisch.
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3.1.1 Klassifizierung von Fixpunkten

Zur Untersuchung der Stabilitdt der in diesem Kapitel berechneten Fixpunkte
bzw. periodischen Orbits der Abbildung ® werden die Eigenwerte der Jacobi—
Matrix D®(r,p) bendtigt. Die Matrixelemente von D®(r, p) ergeben sich aus
(1.30) unter Berticksichtigung der Skalierungen (1.32) und (1.36) zu

o(rp) _rtp—r

o r(rp)
or'(r,p)  r+p
op  r'(r,p)
(3.3)
ap'(r.p) 27“ +p 1 Jd .
= —F
o ) e oY)
op'(r,p p rir+p)” 0
L L L)
p r'(rp) o r(rp) - Op
Fiir die Eigenwerte Ay 5 einer 2 x 2-Matrix A gilt allgemein
A AN?
A, = opurd ﬂsw ) “detA (3.4)
’ 2 2
fiir die Eigenwerte von D® ergibt sich somit unter Beriicksichtigung von (1.31)
Spur D® Spur D® 2
o= SPDE (S DOV 59
’ 2 2
Die Eigenwerte A 5 erfiillen demnach die Beziehung

Hinsichtlich der Stabilitat eines Fixpunktes (7, p) der Abbildung ® gilt aufgrund
von (3.5) die folgende Fallunterscheidung;:

L. [Spur D®(r, p)| < 2: Die Eigenwerte sind konjugiert komplex und vom
Betrage 1. Der Fixpunkt ist in diesem Falle stabil; er wird als elliptisch
bezeichnet.

2. |Spur D®(7, p)| > 2: Die Eigenwerte sind reell. Der Fixpunkt ist in diesem
Falle instabil; er wird als hyperbolisch oder invers hyperbolisch bezeichnet,
sofern A; und A positiv bzw. negativ sind.

3. |Spur D®(7, p)| = 2: Fiir beide Eigenwerte gilt \; = Ay = 1. Man spricht
in diesem entarteten Falle von marginaler Stabilitdt und bezeichnet den
Fixpunkt als parabolisch.
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3.1.2 Fixpunkte der Abbildung ¢

Ein Fixpunkt (7, p) der Abbildung ® ist durch die Gleichung

o(r,p) = (7. p) (3.7)

gegeben. Aus (3.7) ergeben sich zusammen mit (1.37) die Bedingungen

AP P+ (FE) 7 +4=0 (3.8a)
b= %F(r) . (3.8b)

Mit (3.2) ergibt sich aus (3.8b) sofort

2K

p:_f5

(3.9)

Der gesuchte Fixpunkt liegt, wie leicht nachgerechnet werden kann, auf der
durch (1.46) gegebenen Symmetrielinie. Die Bestimmungsgleichung fiir 7 ergibt
sich schliefllich aus (3.8a) und (3.2). Man erhalt

PP 4K+ AKP =0 . (3.10)

Die Gleichung (3.10) ist nur numerisch losbar, es kann jedoch analytisch berech-
net werden, wieviele Losungen von (3.10) existieren. Es ergibt sich, daff (3.10)
fiir

23
K, = Tf = 0.3849 ... (3.11)

genau eine Losung, fiir A’ < K; keine und fiir K > K; zwei Lésungen hat. Fiir
K < K, existieren demnach keine Fixpunkte von ®, an der Stelle K’ = K; ent-
stehen zwei Fixpunkte, von denen, wie eine Analyse der Jacobi—Determinante
D® sowie der Eigenwerte (3.5) zeigt, einer hyperbolisch, der andere zunéchst
elliptisch ist. Es handelt sich also um eine Sattel-Zentrum—Bifurkation [19]. Zur
Unterscheidung der beiden Fixpunkte, die bei K = K, entstehen, wird im fol-
genden der Fixpunkt mit dem kleineren Wert von r als innerer, der andere als
duflerer Fixpunkt bezeichnet.
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3.1.3 2-Zyklen der Abbildung ¢

Fir die Berechnung von 2-Zyklen der Abbildung ® kann zur Vereinfachung
der Rechnung die Abbildung II benutzt werden. 2-Zyklen der Abbildung II
entsprechen 2-Zyklen der Abbildung @, da Il zu ® gemaf (1.48) konjugiert ist.

Ein 2-Zyklus (¢1, 21), (g2, 22) der Abbildung II ist durch die Gleichungen

(g1, 21) = (g2, 22) (3.12)

H(Qz, 22) = (qh 21)

gegeben. Zusammen mit der Definition (1.51) der Abbildung II erhalt man

als notwendige Bedingung fiir einen 2-Zyklus. Hieraus ergeben sich zwei Félle:
71 = z9 und z; = —29.
Z1 = Zso:

Fiir die Variablen z; und z; wird im folgenden das Symbol z gew&hlt. Aus (3.12)
folgt mit Hilfe von (1.51) die Gleichung

=t @ V) = 0t 5B (V) (3.14)

Zusammen mit der Kraftfunktion (3.2) erhalt man

B 2K 2K (3.15)
Z = _ — = - . .
q1 0’ q2 72?

Die Funktion ¢ — 2K /¢ ist fiir ¢ > 0 streng monoton steigend. (3.15) kann
demnach nur eine eindeutige Lésung ¢; = g2 haben, die im folgenden mit ¢
bezeichnet wird. Fiir den Fall z; = z5 ergibt sich also als Losung von (3.12)
ein Fixpunkt (¢, z) der Abbildung II. Der Fall z; = z; liefert also keine neue
Information; mit Hilfe von (1.51) erhdlt man aus (3.15) die Bedingung

G' 4K gP+4K* =0 (3.16)

die mit der Fixpunktbedingung (3.10) der Abbildung ¢ {ibereinstimmt.

Z1 = —Zg:
Aus (3.12) und (1.51) ergibt sich in diesem Fall
0=20+ Vo F(Va) =2+ V2 F(Vi2) 5
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zusammen mit (3.2) erhalt man hier

2K 2K
O=¢——=¢—— . 3.17
41 0’ q2 07 ( )

Die Bedingung (3.17) liefert wiederum nur eine eindeutige Losung ¢, und man
erhalt

(3.18)

An dieser Stelle interessieren nur reelle Werte fiir z; 5. Es ergibt sich somit als
notwendige Bedingung fiir einen 2-Zyklus von 1I:

1
K= . (3.19)

Mit Hilfe der Transformation U~" ergibt sich schlieBlich der gesuchte 2-Zyklus
(r, p1,2) von ®:

F= V2K

+ 2K —1 - 2K (3.20)

An der Stelle
(3.21)

liefert (3.20) nur die Losung (7, p) = (1, —1), also einen Fixpunkt. Diese Losung
erfiillt, wie leicht nachzurechnen ist, ebenfalls die Bedingungen (3.9) und (3.10).
Erst fir K > K, liefert (3.20) einen 2-Zyklus, der, wie die Analyse der Jacobi—
Matrix D(®?) zeigt, zunichst elliptisch ist. Der innere Fixpunkt von ®, der fiir
K < K, elliptisch ist, wird fir K > K5 invers hyperbolisch. An der Stel-
le K = K, durchlauft das System demnach eine periodenverdoppelnde Flip—
Bifurkation [19].

Numerisches Auswerten der Jacobi-Matrix D(®?) ergibt, daB der 2-Zyklus an
der Stelle

K3 = 0.5216 (3.22)

invers hyperbolisch wird, gleichzeitig entsteht durch eine erneute Flip—Bifurkati-
on ein elliptischer 4-Zyklus. Dieser wiederum wird an der numerisch bestimmten

Stelle
Ky = 0.5244 (3.23)
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Abbildung 3.1: Bifurkationsdiagramm der Abbildung ® im Falle n = 4.
Koordinaten 7 und p fiir den Fixpunkt (schwarz), fiir den 2-Zyklus (rot)
und den 4-Zyklus (blau). Elliptische Fixpunkte/periodische Orbits sind mit
durchgezogenen Linien gekennzeichnet, hyperbolische gepunktet. Bifurkati-
onsparameter /'y bis K4 gemdB Gleichungen (3.11) und (3.21) bis (3.23).

invers hyperbolisch.

Abbildung 3.1 zeigt die Fixpunkte der Abbildung ® und die periodischen Or-
bits bis zur Ordnung 4 in Abhéngigkeit von dem Parameter K. Die jeweilige
Lage der Fixpunkte wurde durch numerische Losung der Gleichung (3.10) so-
wie mit (3.9) bestimmt; die 2-Zyklen wurden mit Hilfe der Gleichungen (3.20)
ermittelt. Zusatzlich ist noch der 4-Zyklus gezeigt, der an der Stelle K = Kj
entsteht. Die (7, p)-Werte des 4-Zyklus wurden durch numerische Losung des
Gleichungssystems ®*(7, p) = (7, p) bestimmt.

Das Bifurkationsszenario, das von dem inneren Fixpunkt fiir den Parameter-
bereich K > K durchlaufen wird, 148t sich mit Hilfe von Poincaré-Plots des
Systems bei verschiedenen K—Werten verdeutlichen. Fiir die Abbildungen 3.2
bis 3.14 wurden jeweils ca. 3000 verschiedene Anfangsbedingungen (r, p) mit
Hilfe der Abbildung ® iteriert und die Lage nach jeder Iteration durch einen
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Punkt in der (r, p)-Ebene gekennzeichnet.

Abbildung 3.2 zeigt das System unmittelbar nach der Sattel-Zentrum-Bifur-
kation bei K = Kj. Der elliptische Fixpunkt liegt im Zentrum einer Reihe
invarianter Linien, die in den Poincaré—Plots durch ringférmige Linien zu erken-
nen sind. Die Lage des hyperbolischen Fixpunktes ist durch ein Kreuz gekenn-
zeichnet. Abbildung 3.3 zeigt das System bei einem geringfiigig vergroflertem
K—Wert. Der Bereich invarianter Linien um den elliptischen Fixpunkt hat sich
vergrofert.

Bei Vergroflerung des Systemparameters K durchlauft das System — dhnlich wie
das in [1] beschriebene System — ein Bifurkationsszenario. Der Zusammenhang
dieses Szenarios mit der Windungszahl v ist in [1] beschrieben und soll hier
nicht ndher erldutert werden. Aus dem elliptischen Fixpunkt bifurkieren nach-
einander Birkhoff-Ketten der Periode 7, 6 und 5, siehe Abbildungen 3.4 bis
3.6. Anschlieflend entstehen durch vier bzw. drei simultane Sattel-Zentrum-—
Bifurkationen stabile und instabile 4- und 3-Zyklen. Die Abbildungen 3.7 und
3.8 zeigen das System kurz nach der jeweiligen Bifurkation. Die gezeigten 4-
und 3-Zyklen werden bei weiterer Vergroflerung von K vom Bereich gebunde-
ner Bewegung abgetrennt. Abbildung 3.9 zeigt den 3—Zyklus fiir einen gréferen
K-Wert.

Bei der Sattel-Zentrum-Bifurkation bei K = K5 entsteht ein elliptischer 2—-
Zyklus, der wiederum von invarianten Linien umgeben ist, siehe Abbildun-
gen 3.10 und 3.11.

Nach der Sattel-Zentrum—Bifurkation bei durchlduft der elliptische 2-Zyklus
ein &hnliches Szenario wie zuvor der Fixpunkt, siehe Abbildungen 3.12 bis 3.14.
Anstelle von Birkhoff-Ketten der Periode 7, 6 und 5 entstehen hier Zyklen der
Ordnung 14, 12 und 10, von denen jeweils die ,Halfte* zusammen mit einem
Punkt des elliptischen 2-Zyklus dargestellt ist.
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Abbildung 3.2: Poincaré-Plot fiir K = 0.386 unmittelbar nach der Sattel-
Zentrum—Bifurkation bei K = K. Der elliptische Fixpunkt ist von invarian-
ten Linien umgeben. Die Lage des hyperbolischen Fixpunktes ist mit einem
»+ markiert.
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Abbildung 3.3: Poincaré-Plot fiir K = 0.39. Der Bereich invarianter Li-
nien um den elliptischen Fixpunkt ist gréfier geworden.
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Abbildung 3.4: K = 0.3962. Fin 7-Zyklus ist aus dem elliptischen Fix-
punkt bifurkiert.
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Abbildung 3.5: K = 0.4013. Ein 6—Zyklus ist entstanden. Der 7-Zyklus
ist auBlen noch schwach zu erkennen.
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K = 0.4103. Ein 5-Zyklus ist aus dem Fixpunkt bifurkiert.
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0.4272. Durch vier simultane Sattel-Zentrum-—Bi-

furkationen sind ein stabiler und ein instabiler 4—Zyklus entstanden.

K =

7

Abbildung 3

)



—-0.7 T 1 T | | :1 R L B A | T T

—1.1 - i | | P I U | I . | L :| | B ! [ I L
0.98 1 1.02 1.04

Abbildung 3.8: K = 0.454312. Durch drei simultane Sattel-Zentrum-Bi-
furkationen sind ein stabiler und ein instabiler 3—Zyklus entstanden.

56



_0-7 L T T

—1.1 .'i' Ly

Abbildung 3.9: K = 0.456. Der 3-Zyklus ist vom Bereich invarianter
Linien um den Fixpunkt separiert. Er ist von einem 15-Zyklus umgeben.
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Abbildung 3.10: K = 0.5002. Aus dem elliptischen Fixpunkt ist durch
Flip—Bifurkation ein invers hyperbolischer Fixpunkt und ein 2—-Zyklus ent-
standen.
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K = 0.503. Der elliptische 2-Zyklus ist von invarianten
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Abbildung 3

Linien umgeben.
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Abbildung 3.13: K = 0.5056. Der 14-Zyklus ist nach auflen gewandert.
Ein 12-Zyklus ist entstanden, von dem eine ,Hilfte* im Bild dargestellt ist.
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Abbildung 3.14: K = 0.50741. Der Punkt des elliptischen 2—Zyklus ist
von der Hilfte eines 10-Zyklus umgeben.
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3.2 Invariante Mannigfaltigkeiten des hyperbolischen
Fixpunktes

Die Existenz von Singularitdten in der Streuabbildung o steht in einem un-
mittelbaren Zusammenhang mit der Existenz von hyperbolischen Fixpunkten
und periodischen Orbits des Systems. Auch in einem zeitunabhangigen, zen-
tralsymmetrischen System mit reguldrer Streudynamik fithrt die Existenz von
hyperbolischen Fixpunkten zu Singularitidten in der Streuabbildung (Orbiting).
Erst wenn jedoch die Menge der Singularitdten in o wie in dem hier untersuch-
ten System eine Cantor—Menge bildet, spricht man von irrequldrer Streuung
[6].

Existieren keine Fixpunkte, so kann auch kein Orbiting—Prozel zu Singula-
ritdten fiihren. Dementsprechend mufl in dem hier untersuchten System fiir
K < K, die Streuabbildung o reguldr sein. Abbildung 3.15 zeigt die Out—
Variablen £,,; und 7, fur verschiedene £, bei K = 0.37. Dieser K—Wert
ist kleiner als KAy, es existieren also keine Fixpunkte. Offensichtlich weist o fiir
diesen K—Wert keine Singularitdten auf, die Streudynamik ist regulér. Die nu-
merischen Berechnungen wurden mit Hilfe von (2.9) durchgefiihrt, wobei jedoch
die Abbildung ® an Stelle von ®;, benutzt wurde.

Durch die Sattel-Zentrum—Bifurkation bei K = K; entstehen ein elliptischer
und ein hyperbolischer Fixpunkt. Der duflere, hyperbolische Fixpunkt wird im
folgenden mit (7, p) bezeichnet. Nach dem Stable-Manifold—Theorem [19] exi-
stieren fiir (7, p) stabile und instabile Mannigfaltigkeiten

W ={(r, p) | ©"(r, p) = (7, p) fir k — oo}
(3.24)
bzw. W = {(r, p) | ®%(r, p) — (7, p) fiir k — —oo} :

W?* und W* sind eindimensionale, glatte Kurven, die sich im Fixpunkt (7, p)
transversal schneiden. Liegt ein Punkt (r, p) auf W* oder W*, so kann er un-
ter der Dynamik des Systems diese Mannigfaltigkeiten nicht verlassen. Liegt
ein Punkt sowohl auf W? als auch auf W", so muf} er unter Vorwéarts- und
Rickwirtsdynamik stets wieder auf beiden Mannigfaltigkeiten liegen. Ein sol-
cher Schnittpunkt von W? und W* wird als homokliner Punkt bezeichnet. Die
Existenz eines homoklinen Punktes impliziert sofort die Existenz unendlich vie-
ler Schnittpunkte.

Abbildung 3.16 zeigt stabile und instabile Mannigfaltigkeiten des &ufleren Fix-
punktes fir K = 0.4 unmittelbar nach der Sattel-Zentrum—Bifurkation bei
K = K;. Beide Mannigfaltigkeiten des Fixpunktes bestehen aus zwei Asten:
Jeweils ein Ast lauft direkt in die asymptotische Region des Phasenraumes, der
andere verldauft zundchst in Richtung des Ursprungs, um sich dann in unendlich
vielen homoklinen Punkten mit der anderen Mannigfaltigkeit zu schneiden. Die
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Abbildung 3.15: E, . (E;,) und 1, (E;y,) fir K = 0.37, 7, = 0.5.

Schlaufen, die jeweils zwischen zwei homoklinen Punkten von den Mannigfaltig-
keiten gebildet werden, werden unter der Dynamik der Abbildung & aufeinan-
der abgebildet. Sie miissen, da ® eine flichenerhaltende Abbildung ist, jeweils
den gleichen Flacheninhalt haben. Da die Schlaufen zum Fixpunkt hin immer
schmaler werden, miissen sie gleichzeitig immer langer werden. Die Schlaufen
der stabilen Mannigfaltigkeit schmiegen sich dem anderen Ast der Mannigfaltig-
keit an und folgen seinem Verlauf bis in den asymptotischen Bereich. Gleiches
gilt fiir die Schlaufen der instabilen Mannigfaltigkeit.

Dieses Szenario erzeugt eine duflerst komplizierte Dynamik in der Umgebung
des Fixpunktes. Es kann gezeigt werden, dafl die Dynamik in diesem Bereich
des Phasenraumes topologisch konjugiert zur Horseshoe—Abbildung ist [19, 8].
Hier existiert eine hyperbolische Menge A, die unter der Dynamik invariant
ist. A besteht aus unendlich vielen periodischen und aperiodischen lokalisierten
instabilen Orbits. Alle diese Orbits besitzen ihrerseits stabile und instabile Man-
nigfaltigkeiten, die innerhalb der Schlaufen von W?* und W* des Fixpunktes bis
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Abbildung 3.16: Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten W* (blau) und
W (rot) des duBeren Fixpunktes fiir A" = 0.4.

in den asymptotischen Bereich reichen.

3.3 Exponentielle Skalierung der Streuabbildung

Die stabile Mannigfaltigkeit W* und die instabile Mannigfaltigkeit W* erstrek-
ken sich bis in den Bereich des Phasenraumes, in dem das System asymptotisch
in ein zeitunabhéngiges System tibergeht. Hier verlaufen sie — aufgrund der
Energieerhaltung in diesem Bereich des Phasenraumes — parallel zur r—Achse.
Immer wenn die Anfangsbedingung (., 7i,) einer Trajektorie auf der stabilen
Mannigfaltigkeit W? liegt, wird der Orbit von dem instabilen Fixpunkt ,ein-
gefangen®. In diesem Fall sind die Out—Variablen F,,; und 7,,; nicht definiert.
Ebenso entstehen durch die Schnittpunkte mit den invarianten Mannigfaltigkei-
ten der instabilen Orbits in A unendlich viele weitere Singularitéten. Alle diese
Schnittpunkte fithren zu einer fraktalen Menge von Streusingularitéten.
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Abbildung 3.17: F,,; und 7., als Funktion der Variablen Fj;, fir 7, =
0.5, K =0.4.

Wie aus Abbildung 3.16 ersichtlich ist, wird der Phasenraum durch den direkt
in den asymptotischen Bereich verlaufenden Ast von W* in zwei Teile separiert.
Eine Trajektorie, die oberhalb dieses Astes startet, kann ihn im Laufe der -
Dynamik nicht iiberschreiten und wird somit von dem Horseshoe—Szenario in
der Umgebung des Fixpunktes abgeschirmt. Fiir solche Anfangsbedingungen
muf} die Streuabbildung regulér sein. Liegt ein Orbit unterhalb dieses Astes, so
kann er durch die Zungen von W?*, die bis in den asymptotischen Bereich des
Phasenraumes reichen, eingefangen und von dem Horseshoe—-Szenario in der
Umgebung des duBeren, hyperbolischen Fixpunktes (7, p) erfalt werden. Fiir
(Ein, Tin)—Werte aus diesem Bereich des Phasenraumes ist die Streuabbildung
chaotisch.

Abbildung 3.17 zeigt die Variablen K,,; und 7,,; in Abhéngigkeit von £, fiir
Tin = 0.5, K = 0.4. Eine solche Menge von Anfangsbedingungen entspricht
einer eindimensionalen Mannigfaltigkeit, die von W?* transversal geschnitten
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Abbildung 3.18: F,,; und 7,,; als Funktionen der skalierten In—Gréfie &,
fiir 75, = 0.5, K = 0.4.

wird. Fir £, = 0.17165... ist eine Singularitdt zu erkennen, die durch den
Schnittpunkt mit W? entsteht. £ stellt eine Grenze zwischen regulérer und ir-
reguldrer Streudynamik dar. Fiir £ < EZ (Anfangsbedingung oberhalb von W?*
in der (r, p)-Ebene) sind E,,; und 7,,: entsprechend den obigen Uberlegungen
stetige Funktionen. Fir E;, > Ef (Anfangsbedingungen unterhalb von W?)
zeigen sich weitere Singularitidten, die durch Schnittpunkte mit den Schlaufen
von W? sowie den invarianten Mannigfaltigkeiten aller Orbits in A entstehen.
Diese Singularitdten héufen sich fiir £;,, — £ .

Abbildung 3.18 zeigt die Out—Variablen F,,; und 7,,; als Funktionen der Gréfe

log(Ein — £,
log )\1

§in = (3.25)
A1 bezeichnet hier den instabilen Figenwert des hyperbolischen Fixpunktes, d. h.
es ist Ay > 1. Fir K = 0.4 ergibt die numerische Berechnung A\; ~ 1.9038. Fir
grofe &, also fiir E;,, — EZ ., erkennt man, dal F,.:(&;,,) in eine periodische

mn?
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Abbildung 3.19: Vergroflerung des Bereiches um den hyperbolischen Fix-
punkt in Abbildung 3.16 mit einigen homoklinen Schnittpunkten P; von
W und W,

Funktion tibergeht, 7,,:(&:n) in eine Uberlagerung einer linearen und einer pe-
riodischen Funktion. Diese exponentielle Skalierung ist typisch fiir chaotische
Streusysteme, in denen ein hyperbolischer Fixpunkt und das durch homokline
Schnitte seiner Mannigfaltigkeiten entstandene Horseshoe-Szenario zu Singula-
ritdten in der Streuabbildung fithren [20, 21].

In Abbildung 3.19 sind die Umgebung des Fixpunktes (7, p) sowie die Mannig-
faltigkeiten W* und W* dargestellt. Zuséatzlich sind einige homokline Punkte
P gezeigt. Sie sind Punkte eines homoklinen Orbits, d. h. es gilt

Pi=0(Piy) . (3.26)

Da die Dynamik in der Umgebung des Fixpunktes nach dem Hartman—Grobman
Theorem [19] topologisch konjugiert zur linearisierten Dynamik

)= ) () a0
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ist, gilt fiir den Abstand [; zwischen zwei homoklinen Punkten P; und P, 4
asymptotisch die Beziehung

Eine eindimensionale Menge von Anfangsbedingungen, die W? transversal
schneidet, wird unter der ®-Dynamik beliebig nah an W* abgebildet. Sie wird
von den Schlaufen von W? in Intervalle [; unterteilt, fiir deren Lénge asympto-
tisch ebenfalls die Relation (3.28) gilt. Durch den Ubergang zu der skalierten
In—Variablen &, erhalten diese Intervalle alle die Léange 1. Anfangsbedingungen
aus einem Intervall [,_; werden dabei zu den gleichen Werten fiir die Out—
Variablen fiihren wie Anfangsbedingungen aus I; — mit dem einzigen Unter-
schied, daf} sie eine Iteration langer im Wechselwirkungsbereich des Potentials
verbleiben. F, (&) sowie der periodische Anteil von 7,,:(&;,) miissen also pe-
riodisch mit der Periode 1 sein, die Steigung des linearen Anteils von 7,,:(&:n)
muf ebenfalls 1 betragen.
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Kapitel 4

Chaotische Streuung im Falle n =1

In diesem Kapitel wird die Streudynamik fiir den Fall n = 1 untersucht. Fiir
das Kickpotential V(r) ergibt sich bei dieser Wahl von n:

K
Vi =— (1)
r
fiir die Kraftfunktion gilt somit
K
F(r)= 2 (4.2)

Fiir n = 1 verschwindet der repulsive Drehimpulsterm tiir r — oo schneller als
das attraktive Streupotential. Fiir groBe Abstinde zum Ursprung geht die Dy-
namik des Systems also in die eines zeitunabhangigen Coulomb—Systems iiber.
Die Bewegung findet je nach dem Vorzeichen der Energie asymptotisch auf
Hyperbeln, Parabeln oder Ellipsen statt. Anders als im Fall n = 4 kann sich
hier aufgrund der unendlichen Reichweite des attraktiven Coulomb—Potentials
ein gebundener Orbit auf einer ellipsenférmigen Bahn beliebig weit vom Streu-
zentrum entfernen. Ferner sind in diesem Falle parabolische Out-Orbits, also
Orbits, die das System mit der Energie E,,; = 0 verlassen, moglich. Diese para-
bolischen Out-Orbits sind, wie die Uberlegungen in diesem Kapitel zeigen, ver-
antwortlich fiir eine algebraische Skalierung der Streuabbildung. Abbildung 4.1
zeigt einen typischen Streuorbit fiir n = 1.

4.1 Asymptotisch konstante Variablen fiir n =1

Die in Kapitel 2 beschriebene Transformation (2.5) auf asymptotisch konstante
Variablen kann im Falle n = 1 nicht benutzt werden, da die mit (2.5) defi-
nierte Variable 7 im Potential (4.1) asymptotisch nicht konstant wird. Grund
hierfiir sind logarithmische Zusatzterme, die in der Beschreibung des asympto-
tischen Zeitverhaltens des Teilchens zusétzlich zur linearen Dynamik des freien
Teilchens auftreten.
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Abbildung 4.1: Typischer Streuorbit im Konfigurationsraum fiir n = 1.
FEi, = 1.98992..., 7, = 0.5, K = 2. Die Orte des Teilchens zu den Kick-
zeitpunkten sind mit Punkten markiert.

Eine geeignete Variable fiir das Coulomb—System stellt die Zeit 7 dar, zu der das
Teilchen im zeitunabhédngigen System den Umkehrpunkt einer Hyperbelbahn
durchléuft. 7 ist fir & > 0 durch den Ausdruck

, r K\
T:tZF,/@/ E_72_|_i dr’
27“ 2mr! r! (43)

firt =27
gegeben. ry bezeichnet den Radius im Umkehrpunkt und ist durch

K N K? N L2
2K 4E?  2mE

o =

(4.4)

eindeutig bestimmt. Fithrt man die Integration in (4.3) aus, so erhalt man
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schliefllich mit (4.4) die zeitabhéngige Transformation

Ti: (ryp)— (FE, 7)

F—

In [22] wird gezeigt, daB diese Transformation kanonisch und somit flichener-
haltend ist.

Da das untersuchte System fiir r — oo in ein zeitunabhdngiges Coulomb—
System tibergeht, nimmt das mit (4.5) definierte Variablenpaar (£, 7) fiir grofie
Abstdnde zum Ursprung asymptotisch konstante Werte an.

Mit Hilfe von (4.5) kann nun wie in (2.8) die Streuabbildung o definiert werden,
die die Variablen (FE;,, 7i,) vor dem Streuvorgang auf die Variablen (E,uz, Tout)
nach dem Durchgang durch den Wechselwirkungsbereich abbildet. Bei der nu-
merischen Berechnung der Streuabbildung muf} die Tatsache beachtet werden,
dafl sich ein gebundener Orbit mit £ < 0 auf einer ellipsenférmigen Bahn be-
liebig weit vom Ursprung entfernen kann. Die Berechnung darf demnach nur
abgebrochen werden, wenn ein festgelegter Abstand vom Ursprung erreicht ist
und gleichzeitig die Energie gréfier oder gleich Null ist.

Die Abbildungen 4.2 und 4.3 zeigen die Out—Variablen (Foy:, Tou:) fiir verschie-
dene E;, bei festem 7;,. Wie im Fall n = 4 zeigt sich, daf} sich auch hier stetige
und unstetige Intervalle abwechseln, die unstetigen Bereiche enthalten bei Ver-
groferung wieder stetige Intervalle. Es existiert also auch hier wie fiir n = 4 eine
Menge von Streusingularitdten mit der Struktur einer Cantor-Menge. Auf der
Grenze zwischen einem stetigen und einem unstetigen Bereich liegt dabei immer
ein parabolischer Out—Orbit. Die numerischen Berechnungen fiir die Abbildun-
gen in diesem Kapitel wurden mit Hilfe von (1.37) bei K = 2 durchgefiihrt.
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Abbildung 4.2: F,,; und 7,, in Abhangigkeit von F;, fiir 7, = 0.5,
K = 2. Der markierte Bereich ist in Abbildung 4.3 vergrofiert dargestellt.
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Abbildung 4.3: Vergréflerung des markierten Bereichs aus Abbildung 4.2.
Der markierte Wert 7 entspricht einer In—Energie, die zu einem paraboli-

schen Out—Orbit fiihrt.
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Abbildung 4.4: F,,; und 7, als Funktion der skalierten Grofie &;,,.

4.2 Algebraische Skalierung der Streuabbildung

Abbildung 4.4 zeigt die Out—Variablen K,,; und 7,,; in Abhangigkeit der ska-

lierten Grofie
€in = B — ELI7 (4.6)

L7, entspricht dabei einer Anfangsbedingung, die zu einem parabolischen Out—
Orbit fiihrt. Fir die Berechnungen wurde der in Abbildung 4.3 markierte Wert
Er =0.746974 ... benutzt. Ahnlich wie in Kapitel 3 gehen auch hier FEout(&in)
in eine periodische und 7,,:(&;,,) in die Uberlagerung einer periodischen und einer
linearen Funktion tiiber. Diese algebraische Skalierung der Streuabbildung ist in
[5] allgemein fiir periodisch zeitabhéngige Streusysteme, in denen die Dynamik
fiir grole Abstande vom Ursprung in die eines zeitunabhangigen Systems mit
einem attraktiven Streupotential iibergeht, erklart worden. Der Mechanismus,
der zu der algebraischen Skalierung (4.6) fiihrt, soll hier auf das in dieser Arbeit
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untersuchte System iibertragen werden.

Der Einfachheit halber sei angenommen, dafl das System jenseits eines Abstands
R vom Ursprung vollstdndig in das zeitunabhéngige System mit der Hamilton—
Funktion
2 L? K
H(r,p)= 2y o - = (4.7)

2m  2mr? r

tibergeht. I'r bezeichne die Energie des Systems bei r = R. Im folgenden sei 7;,
fest, F, variabel. 7 sei im folgenden eine beliebige In-Energie, die zu einem
parabolischen Out—Orbit fithrt. Er kann in einer Umgebung von F

¥ linearisiert
werden:

Ep=—C(Ey,—E.) . (4.8)

Die Konstante ' sei o. B. d. A. positiv. Es gilt nun die folgende Fallunterschei-
dung:

o I, < X = Er > 0. Der Orbit verlafit den Wechselwirkungsbereich auf
einer Hyperbel mit F,,; = Eg. Diese Anfangsbedingung fithrt zu regulérer
Streuung.

o [Ny, = L, = Fr = 0. Der Orbit verlafit den Wechselwirkungsbereich auf

einer Parabel mit £,,; = 0 und nicht definiertem 7,,;.

o Iy, > E! = Er < 0. Der Orbit bewegt sich mit konstanter Energie Er auf
einer elliptischen Bahn; er wird nach einer Wiederkehr—Zeit Tr.; nach r =
R zuriickkehren und anschliefend wieder in den Wechselwirkungsbereich
des zeitabhangigen Potentials eintreten. Diese Anfangsbedingung fiithrt zu
irregulérer Streuung.

Die Wiederkehr—Zeit Tr.s 14831t sich berechpen, indem man langs des elliptischen
Orbit von r = R bis zum Umkehrpunkt R und zuriick integriert. Man erhalt

R -\ —1/2
m L? K
Th. :2,/—/ Ep— ) e 1.
het ZR(R 2mr2+r) g (4.9)

Der Umkehrpunkt R ist hierbei durch

o 2| En| L2
R= K44 K2 — 2282 4.10
ST (x +¢x - ) (4.10)
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gegeben. Fiithrt man die Integration in (4.9) aus, erhdlt man

\/ZmKr —2m|Eg|r? — L?
| ER|

Tret = [—
. (4.11)

K -2|F
—K,/@|ER|_3/2 arcsin i | Er|r
2 VE?=2|Ep| L2 /m]

Fir |Er| — 0 ergibt sich aus (4.11)

Tt = K 7 /% |ER|7% (4.12)

Unterscheiden sich nun fiir zwei verschiedene Orbits mit der gleichen Energie
Er die Wiederkehr—Zeiten um ein ganzzahliges Vielfaches der Periodendauer
des Potentials, so treten die Trajektorien mit der gleichen Energie Er und mit
der gleichen Phase relativ zum Potential wieder in den Bereich zeitabhdngiger
Wechselwirkung ein. Die weitere Dynamik dieser Orbits mufl demnach identisch
sein. Sie miissen also, sobald sie den Wechselwirkungsbereich endgiiltig verlas-
sen, die gleiche QOut—Energie F,,; haben. In der Variablen 7,,; unterscheiden sie
sich um die Zeitdifferenz ihrer Wiederkehr—Zeiten.

Solche Orbits haufen sich wegen (4.12) fiir Er — 0, also in der Umgebung von
jedem parabolischen Out—Orbit. In der Skalierung (4.6) folgen sie fiir &;,, — oo
dquidistant. Die Periodizitat der Out—Variablen in Abbildung 4.4 ist also eine
Konsequenz von (4.12).
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Schlufl

Die vorliegende Arbeit befafit sich mit der chaotischen Dynamik in einem pe-
riodisch zeitabhéngigen Hamilton—System, das durch die Wahl einer speziellen
Form der Zeitabhéngigkeit die Gestalt eines ., Kicksystems® erhielt.

In diesem Kicksystem wurde die Streudynamik exemplarisch an einem speziel-
len zentralsymmetrischen Kickpotential untersucht. Es zeigte sich, daf} je nach
Reichweite des Kickpotentials zwei unterschiedliche Mechanismen die chaotische
Dynamik und somit auch die Struktur der Streuabbildung beeinflussen.

Bedingt durch diese zwei Mechanismen, weist die Streuabbildung zwei verschie-
dene Skalierungseigenschaften auf: exponentielle Skalierung bei kurzer, algebra-
ische bei langer Reichweite. Beide Skalierungseigenschaften konnten erklért und
numerisch bestatigt werden. In beiden Fallen zeigte sich, daf die Streuabbildung
fiir eine fraktale Menge von Anfangsbedingungen singular wird.

Die Wahl eines Kicksystems fiir die Untersuchungen erméglichte die Beschrei-
bung der Dynamik des Systems durch die Iteration einer diskreten Abbildung.
Dies hatte zur Folge, dafl die numerischen Berechnungen gegeniiber der Inte-
gration eines Differentialgleichungssystems erheblich vereinfacht wurden.

Diese Arbeit kann als eine Vorarbeit fiir die Analyse von Streuexperimenten
angesehen werden, in denen die explizite Zeitabhdngigkeit durch Uberlagerung
duferer elektromagnetischer Wechselfelder realisiert wird.
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