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EinleitungGegenstand der folgenden Untersuchungen ist die Dynamik eines Teilchens ineinem periodisch zeitabh�angigen Kraftfeld. Die Zeitabh�angigkeit sei periodischmit der Periode T . F�ur die Hamilton{Funktion des Systems gilt somitH(~r; ~p; t) = H(~r; ~p; t+ T ) :Dabei sollen die Untersuchungen auf ein System mit zentralsymmetrischemPo-tential beschr�ankt werden. Des weiteren soll die Zeitabh�angigkeit so gew�ahltsein, da� das Potential nur zu diskreten Zeitpunkten von Null verschieden ist.Zwischen diesen Zeitpunkten soll die Dynamik des Systems der geradlinig{gleichf�ormigen Bewegung eines freien Teilchens entsprechen. Ein solches Systemist durch die Hamilton{FunktionH(~r; ~p; t) = ~p 22m + V (r)T 1Xk=�1 �(t� kT )gegeben. Sie beschreibt ein System, in dem sich der Impuls zu diskreten Zeit-punkten durch einen instantanen Impuls�ubertrag unstetig �andert. Dieser Im-puls�ubertrag wird in der vorliegenden Arbeit als "Kick\ bezeichnet, das un-tersuchte System als "Kicksystem\. Bei der Wahl eines zentralsymmetrischen"Kickpotentials\ erfolgt der Kick stets in radialer Richtung, der Drehimpuls desSystems ist eine Erhaltungsgr�o�e.Der Vorteil eines derartigen Systems liegt darin, da� die Dynamik durch dieIteration einer diskreten Abbildung beschrieben werden kann. Da diese Abbil-dung in geschlossener Form angegeben werden kann, wird der Aufwand zurnumerischen Analyse des Systems gegen�uber der L�osung eines Di�erentialglei-chungssystems erheblich verringert.Die chaotische, gebundene Dynamik in einem solchen Kicksystem ist in [1, 2]untersucht worden. W�ahrend in verschiedenen anderen Arbeiten [3, 4, 5] einvergleichbares eindimensionales System zur Modellierung chaotischer Streudy-namik dient, soll in der vorliegenden Arbeit die chaotische Streudynamik indem beschriebenen System mit drei Freiheitsgraden der Bewegung untersuchtwerden. 3



In einem Streusystem unterscheidet sich die chaotische Dynamik grunds�atz-lich von der in gebundenen Systemen. Ein einzelner Streuorbit h�alt sich nurf�ur endliche Zeit im Wechselwirkungsbereich des Potentials auf. Auch wenn dieDynamik w�ahrend der Wechselwirkung beliebig kompliziert sein kann, wird siedennoch vor und nach der Wechselwirkung in die regul�are Dynamik eines inte-grablen Systems �ubergehen. Ein einzelner Streuorbit kann infolgedessen nichtchaotisch sein [6].Tr�agt man jedoch Out{Variablen, die das Teilchen nach der Wechselwirkungcharakterisieren, gegen die In{Variablen vor der Wechselwirkung auf, so �n-det man h�au�g eine emp�ndliche Abh�angigkeit von den Anfangsbedingungen.Beliebig kleine �Anderungen der In{Variablen k�onnen beliebig gro�e �Anderun-gen der Out{Variablen verursachen. Ferner k�onnen einzelne Trajektorien durchgebundene periodische Orbits im Wechselwirkungsbereich festgehalten werden[7, 8, 9, 10]. F�ur solche Trajektorien sind die Out{Variablen nicht de�niert. DieStreuabbildung, welche die In{Variablen auf die Out{Variablen abbildet, wirdin diesem Falle singul�ar.In Systemen mit regul�arer Streudynamik treten solche Singularit�aten stets iso-liert auf. In Systemen wie dem hier untersuchten hat die Menge der Singula-rit�aten dagegen die Struktur einer fraktalen Cantor{Menge. In solchen F�allenbezeichnet man die Dynamik als irregul�are Streuung [6].Die beschriebenen Merkmale irregul�arer Streuung werden in dieser Arbeit andem untersuchten System dargestellt. Der Mechanismus, in dem Singularit�atenin der Streuabbildung durch den Einfang von Streutrajektorien (Orbiting) ver-ursacht werden, �ndet sich auch in diesem Systemwieder. Dar�uber hinaus �ndetsich je nach Reichweite des des Kickpotentials noch ein anderer Mechanismus,der f�ur irregul�are Streuung verantwortlich ist. Hier verursachen parabolischeOut{Orbits, die das System unendlich langsam und mit verschwindender Ener-gie verlassen, die Singularit�aten in der Streuabbildung. Diese zwei unterschied-lichen Ursachen f�ur die Irregularit�at �au�ern sich in zwei verschiedenen Skalie-rungseigenschaften der Streuabbildung.In Kapitel 1 dieser Arbeit wird das oben beschriebene System vorgestellt. Daaufgrund der geforderten Zentralsymmetrie des Systems der Drehimpuls eineKonstante der Bewegung ist und die Dynamik somit in einer Ebene statt�ndet,wird eine Darstellung in ebenen Polarkoordinaten benutzt. In dieser Darstellungwird eine iterative dreidimensionale Abbildung hergeleitet, die die Dynamikdes Systems beschreibt. F�ur das zentralsymmetrische Kickpotential wird einPotential der Form V (r) = � �rn ; � > 0gew�ahlt. Die numerischen Untersuchungen beschr�anken sich auf die F�alle n = 4und n = 1. Durch zwei Skalierungen der Variablen reduziert sich die Anzahl4



der Parameter des Systems bei dieser Wahl des Potentials auf einen einzigenSystemparameter K, der ein Ma� f�ur die St�arke des Potentials darstellt.In Kapitel 2 wird f�ur den Fall n = 4 eine kanonische Transformation angege-ben, die die dynamischen Variablen des Systems auf Variablen transformiert,die f�ur gro�e Abst�ande vom Ursprung asymptotisch konstant werden und so-mit zur Beschreibung des Teilchens vor und nach der Wechselwirkung dienen.Mit Hilfe dieser Transformation sowie der in Kapitel 1 hergeleiteten iterati-ven Abbildung wird die Streuabbildung de�niert, welche die In{Variablen vorder Wechselwirkung auf die Out{Variablen nach der Wechselwirkung abbildet.Anschlie�end werden die Streuabbildung sowie die Ablenkfunktion als Funk-tion des Drehimpulses und einer In{Variablen numerisch untersucht. Es zeigtsich, da� eine fraktale Menge von Streusingularit�aten existiert. Die Streudyna-mik des Systems ist demnach irregul�ar. Zum Abschlu� des Kapitels wird dieHausdor�{Dimension der Menge der Streusingularit�aten berechnet.In Kapitel 3 wird gezeigt, da� f�ur den Fall n = 4 die Singularit�aten der Streu-abbildung { wie oben beschrieben { durch den Einfang von Trajektorien durchinstabile lokalisierte Orbits verursacht werden. Zu diesem Zweck wird die ge-bundene Bewegung des Systems untersucht, und es werden Fixpunkte sowieperiodische Punkte bis zur Ordnung 4 in Abh�angigkeit von dem Systempara-meter K berechnet. Es zeigt sich ein unmittelbarer Zusammenhang zwischengebundener Bewegung und der Streudynamik: Existieren keine Fixpunkte bzw.periodische Orbits, so ist die Streudynamik vollst�andig regul�ar. Sobald bei Va-riation des Systemparameters durch eine Sattel{Zentrum{Bifurkation ein sta-biler und ein instabiler Fixpunkt entstehen, wird die Dynamik in der folgendenWeise durch die invarianten Mannigfaltigkeiten des instabilen Fixpunktes be-ein
u�t: Durch homokline Schnittpunkte der Mannigfaltigkeiten entsteht in derUmgebung des Fixpunktes eine hyperbolische, invariante Menge �, die aus un-endlich vielen periodischen und aperiodischen instabilen Orbits besteht. Dieinvarianten Mannigfaltigkeiten aller dieser Orbits reichen bis in den wechselwir-kungsfreien Bereich des Phasenraumes. Startet hier eine Streutrajektorie genauauf einer dieser stabilen Mannigfaltigkeiten, so wird sie von � "eingefangen\und wird infolgedessen den Wechselwirkungsbereich nicht mehr verlassen. Ei-ne solche Anfangsbedingung f�uhrt zu einer Singularit�at in der Streuabbildung.Starten zwei Streutrajektorien mit Anfangsbedingungen, die sich nur minimalunterscheiden, jedoch auf unterschiedlichen Seiten einer stabilen Mannigfaltig-keit liegen, werden sie unter der Dynamik des Systems separiert und f�uhrenschlie�lich zu v�ollig unterschiedlichen Werten der Out{Variablen. Dies bewirkteine emp�ndliche Abh�angigkeit von den Anfangsbedingungen in der Streuab-bildung. Dieses Szenario f�uhrt zu einer exponentiellen Skalierung in der Streu-abbildung, die zum Abschlu� des Kapitels erkl�art und numerisch nachgewiesenwird. 5



In Kapitel 4 wird die Streudynamik f�ur den Fall n = 1 beschrieben. Da das Sy-stem f�ur gro�e Abst�ande vom Ursprung in diesem Fall in ein System mit einemattraktiven Coulomb{Potential �ubergeht, mu� zun�achst eine Transformation aufasymptotisch konstante Streuvariablen gefunden werden, welche die unendlicheReichweite des Coulomb{Potentials ber�ucksichtigt. Da im Falle n = 1 nicht, wief�ur n = 4, das repulsive Zentrifugalpotential dominiert, sind parabolische Out{Orbits m�oglich, die das System mit der Gesamtenergie Null verlassen. Es zeigtsich, da� diese Orbits f�ur die Singularit�aten der Streuabbildung verantwortlichsind. Ferner f�uhren sie zu einer algebraischen Skalierung der Streuabbildung. DieSkalierung wird in diesem Kapitel beschrieben und numerisch nachgewiesen.
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Kapitel 1Das System1.1 Die Hamilton{FunktionIn dieser Arbeit wird die Bewegung eines Teilchens in einem periodisch zeit-abh�angigen, radialsymmetrischen Potential untersucht. Die Zeitabh�angigkeitdes Potentials sei durch eine Folge von �{Impulsen mit konstanten Zeit-abst�anden gegeben. Die allgemeine Hamilton{Funktion eines solchen Systemslautet H(~r; ~p; t) = ~p 22m + V (r)T 1Xk=�1 �(t� kT ) : (1.1)Hierbei bezeichnen ~r und ~p den Ort bzw. den Impuls des Teilchens in kartesi-schen Koordinaten, m seine Masse und T den zeitlichen Abstand zwischen zwei�{Impulsen. V (r) entspricht dem zeitunabh�angigen Anteil des radialsymmetri-schen Potentials. In dem durch (1.1) beschriebenen System ist von Schridde in[1] f�ur ein Potential der FormV (r) = m!202 (r �R)2 (1.2)die gebundene Bewegung analysiert worden. In dieser Arbeit sollen an das Kick-potential die Forderungen limr!1 V (r) = 0 (1.3)sowie limr!1 V 00(r) = 0 (1.4)gestellt werden. Als Modellpotential, das die Bedingungen (1.3) und (1.4) erf�ullt,wird ein Potential der FormV (r) = � �rn ; � > 0 (1.5)7



gew�ahlt. F�ur das resultierende System soll die Streudynamik untersucht werden.Aufgrund der Zeitabh�angigkeit des Hamilton{Operators ist die Energie des Sy-stems keine Erhaltungsgr�o�e. Der Drehimpuls ~L hingegen ist wegen der Radi-alsymmetrie des Potentials eine Konstante der Bewegung. Die Bewegung �ndetdemnach in einer Ebene durch den Ursprung statt, die senkrecht zu ~L liegt.Da die Zeitabh�angigkeit der Hamilton{Funktion (1.1) periodisch mit der PeriodeT ist, reicht es aus, wenn man nur Zeiten aus dem Intervall [0; T ) betrachtet.Phasenraum des Systems ist somit die 7{dimensionale Mannigfaltigkeitn(~r; ~p; t) j ~r 2 R3; ~p 2 R3; t 2 [0; T )o ; (1.6)welche die Topologie eines Zylinders R6� S besitzt.Aus der Hamilton{Funktion (1.1) folgen mit der Abk�urzungF (r) = �T V 0(r) (1.7)die Bewegungsgleichungen_~r = @H@~p = ~pm (1.8a)_~p = �@H@~r = F (r) r̂ 1Xk=�1 �(t� kT ) : (1.8b)Zu den Zeitpunkten kT , k 2Z, erf�ahrt das Teilchen einen instantanen Impuls-�ubertrag in radialer Richtung. Dieser Impuls�ubertrag wird im folgenden als"Kick\, das gesamte System als "Kicksystem\ bezeichnet. Zwischen zwei Kicksist der Impuls konstant, die Bewegung des Teilchens entspricht der eines freienTeilchens.Den zu den Zeitpunkten kT (den "Kickzeitpunkten\) durch den Kick in radialerRichtung �ubertragenen Impuls (�~p)k erh�alt man durch Integration von (1.8b)als (�~p)k = lim�!0 kT+�ZkT�� _~p dt= lim�!0 kT+�ZkT�� F (r) r̂ 1Xk0=�1 �(t� k0 T ) dt= F (r(kT )) r̂(kT ) : (1.9)Die Dynamik, die durch die Hamilton{Funktion (1.1) beschrieben wird, ist auszwei Bestandteilen zusammengesetzt: der freien Propagation �uber ein Zeitinter-vall der L�ange T und der unstetigen Impuls�anderung durch den Kick zu den8



Zeitpunkten kT . Die freie Propagation soll durch eine Abbildung �T beschrie-ben werden, die unstetige Impuls�anderung durch eine Kickabbildung 	K. DieVerkn�upfung von �T und 	K f�uhrt zu einer AbbildungM = 	K � �T ; (1.10)durch deren Iteration die gesamte Dynamik des Systems beschrieben wird. DieEinf�uhrung der AbbildungM entspricht einem Poincar�e{Schnitt { �ahnlich einerstroboskopischen Beleuchtung des Systems { unmittelbar nach den Kickzeit-punkten kT . Alternativ w�are auch die Einf�uhrung eines Poincar�e{Schnitts vordem Kick m�oglich, der zu einer Abbildung~M = �T �	K (1.11)f�uhren w�urde. Die Abbildungen M und ~M sind, wie leicht veri�ziert werdenkann, topologisch konjugiert. In dieser Arbeit wird die erste Form gew�ahlt, dasie zu etwas k�urzeren Formeln f�uhrt.Der Ort ~rk und der Impuls ~pk des Teilchens unmittelbar nach dem Kick ergebensich gem�a� den De�nitionen~rk = ~r (kT )~pk = lim�!0+ ~p (kT + �) : (1.12)Aus (1.8a) und (1.8b) ergibt sich die Abbildung�T :  ~r~p!!  1 Tm0 1! ~r~p! ; (1.13)die die freie Propagation �uber ein Zeitintervall der L�ange T beschreibt, und dieAbbildung 	K :  ~r~p!!  ~r~p+ F (r)r̂! ; (1.14)die die unstetige �Anderung des Impulses durch den Kick angibt. Aus (1.10)erh�alt man mit (1.13) und (1.14) schlie�lich die iterative AbbildungM : (~rk; ~pk)! (~rk+1; ~pk+1)~rk+1 = ~rk + Tm~pk~pk+1 = ~pk + F (rk+1) r̂k+1 : (1.15)Wie oben erw�ahnt, �ndet die Bewegung des Systems in einer Ebene durch denUrsprung statt. Aus diesem Grund und aufgrund der Radialsymmetrie des Po-tentials erscheint es angebracht, anstelle von kartesischen Koordinaten ebene9



Polarkoordinaten zu verwenden. W�ahlt man die Lage des Koordinatensystemsso, da� die Bewegung in der (x; y){Ebene statt�ndet, so erh�alt man mit Hilfeder De�nitionenr = ~r � r̂ (Abstand vom Ursprung),p = ~p � r̂ (Impuls in Radialrichtung),' = � arccos(r̂ � x̂) f�ur r̂ � ŷ ? 0 (Azimutalwinkel),L = ~L � ẑ (z{Komponente des Drehimpulses)die Hamilton{Funktion des Systems in der GestaltH(r; p; '; L; t) = p22m + L22mr2 + V (r)T 1Xk=�1 �(t� kT ) : (1.16)Dabei bilden jeweils r und p sowie ' und L kanonisch konjugierte Variablen-paare.Aus (1.16) ergeben sich die Bewegungsgleichungen in ebenen Polarkoordinaten:_r = @H@p = pm_p = �@H@r = L2mr3 + F (r) 1Xk=�1 �(t� kT )_' = @H@L = Lmr2_L = �@H@' = 0 : (1.17)Da die Hamilton{Funktion (1.16) zyklisch in der Variablen ' ist, ergibt sich f�urden zu ' konjugierten Impuls L sofort die L�osungL(t) = L = const. (1.18)L wird somit zu einem frei w�ahlbaren Systemparameter. Das Vorzeichen vonL hat auf die (r; p){Dynamik keinen Ein
u�. Es bestimmt lediglich die "Dreh-richtung\ des Systems. Im folgenden sei L > 0, d. h. '(t) ist eine in t strengmonoton wachsende Funktion. Der Fall L = 0 wird in dieser Arbeit nicht un-tersucht; in diesem Fall geht das System in ein System mit 112 Freiheitsgraden�uber. Die Streudynamik in einem solchen System ist in [5] untersucht worden.Mit der Einschr�ankung (1.18) ergibt sich als Phasenraum des Systems, das durchdie Hamilton{Funktion (1.16) beschrieben wird, die vierdimensionale Mannig-faltigkeit n(r; p; '; t) j r 2 R+; p 2 R; ' 2 [0; 2�); t 2 [0; T )o : (1.19)10



Mit den zu (1.12) analogen De�nitionenrk = r(kT )pk = lim�!0+ p(kT + �) (1.20)'k = '(kT )l�a�t sich das System wiederum in eine iterative Abbildung �uberf�uhren. Zu die-sem Zweck wird zun�achst der Vektor ~pk in seine Anteile senkrecht und parallelzu r̂k zerlegt: ~pk = pk r̂k + Lrk '̂k : (1.21)Wenn man diese Beziehung in (1.15) einsetzt, ergibt sich~rk+1 = �rk + Tmpk� r̂k + TLmrk '̂k (1.22a)~pk+1 = pk r̂k + Lrk '̂k + F (rk+1) r̂k+1 : (1.22b)Mit Hilfe von rk+1 = j~rk+1j und pk+1 = ~pk+1 � r̂k+1 sowie der Orthonormiertheitder Basisvektoren r̂k und '̂k ergeben sich die ersten beiden Komponenten dergesuchten Abbildung:rk+1 = vuut�rk + Tmpk�2 + � TLmrk�2pk+1 = (rk + Tmpk)pk + Tm � Lrk �2rk+1 + F (rk+1) : (1.23)Die dritte Komponente erh�alt man durch skalare Multiplikation von (1.22a) mitr̂k: ~rk+1 � r̂k = rk+1 cos('k+1 � 'k)= rk + Tmpk : (1.24)Aufgrund der Einschr�ankung auf positive L gilt 0 < 'k+1 � 'k < �; f�ur diedritte Komponente der gesuchten Abbildung ergibt sich somit'k+1 = 'k + arccos rk + Tmpkrk+1 ! : (1.25)11



Insgesamt erh�alt man eine dreidimensionale Abbildung, die zusammen mit(1.18) eine L�osung der Bewegungsgleichungen (1.17) darstellt:��L : (rk; pk; 'k)! (rk+1; pk+1; 'k+1)rk+1 = vuut�rk + Tmpk�2 + � TLmrk�2pk+1 = (rk + Tmpk)pk + Tm � Lrk �2rk+1 + F (rk+1)'k+1 = 'k + arccos rk + Tmpkrk+1 ! : (1.26)De�nitionsbereich der so de�nierten Abbildung ��L ist die dreidimensionaleMannigfaltigkeit�� = n(r; p; ') j r 2 R+; p 2 R; ' 2 [0; 2�)o : (1.27)Die (r; p){Dynamik ist aufgrund der Rotationssymmetrie des Potentials un-abh�angig von der '{Dynamik. In vielen der folgenden Untersuchungen dieserArbeit wird die Information �uber die Dynamik der Winkelvariablen ' nichtexplizit ben�otigt. In diesen F�allen kann man die Betrachtungen auf den (r; p){Anteil der Abbildung (1.26) beschr�anken. Durch diese Einschr�ankung erh�altman eine Abbildung �L mit�L : (rk; pk)! (rk+1; pk+1)rk+1 = vuut�rk + Tmpk�2 + � TLmrk�2pk+1 = (rk + Tmpk)pk + Tm � Lrk �2rk+1 + F (rk+1) : (1.28)De�nitionsbereich der Abbildung (1.28) ist die zweidimensionale Mannigfaltig-keit � = n(r; p) j r 2 R+; p 2 Ro : (1.29)F�ur die Untersuchung der Stabilit�at von Fixpunkten und Zyklen niedriger Pe-riode wird in Kapitel 3 die Jacobi{Matrix D�L(r; p) der Abbildung (1.28)ben�otigt. Bezeichnet man die beiden Komponenten von �L mit r0 und p0, so12



gilt f�ur die einzelnen Elemente der Jacobi{Matrix D�L(r; p)@r0(r; p)@r = (r + Tmp)� 1r (T Lmr )2r0(r; p)@r0(r; p)@p = Tm r + Tmpr0(r; p)@p0(r; p)@r = �mT �T Lmr�2  2r + Tmpr03(r; p) + 1r r0(r; p)!+ @@rF (r0(r; p))@p0(r; p)@p = Tmpr0(r; p) + r(r + Tmp)2r03(r; p) + @@pF (r0(r; p)) : (1.30)Aus (1.30) ergibt sich durch eine kurze Rechnung f�ur die Determinante derJacobi{Matrix von (1.28) det(D�L) = 1 ; (1.31)d. h. (1.28) ist eine 
�achen- und orientierungserhaltende Abbildung.Um die Zahl der Systemparameter in der Abbildung (1.26) zu reduzieren, gehtman �uber zu neuen Variablen gem�a� der folgenden Skalierung:r ! r F (r)! TmF (r)p ! Tmp L! TmL (1.32)'! ' :Durch diese Skalierung vereinfacht sich die Abbildung (1.26), und man erh�alteine neue Abbildung��L : (rk; pk; 'k)! (rk+1; pk+1; 'k+1)rk+1 = vuut(rk + pk)2 + �Lrk�2pk+1 = (rk + pk)pk + � Lrk �2rk+1 + F (rk+1)'k+1 = 'k + arccos rk + pkrk+1 ! : (1.33)Dabei wurde f�ur ��L einfachheitshalber kein neues Symbol eingef�uhrt, vgl. (1.26).Die neue Abbildung (1.33) kann wiederum auf den (r; p){Anteil beschr�ankt wer-den, sofern die Information �uber die '{Dynamik nicht explizit ben�otigt wird.13



0 ~pk�1~pk~pk+1~pk+2 ~rk~rk+1~rk+2
Abbildung 1.1: Anschauliche Bedeutung der skalierten Variablen ~p undL.Durch diese Einschr�ankung ergibt sich die Abbildung �L in der Skalierung(1.32): �L : (rk; pk)! (rk+1; pk+1)rk+1 = vuut(rk + pk)2 + �Lrk�2pk+1 = (rk + pk)pk + � Lrk �2rk+1 + F (rk+1) : (1.34)F�ur �L wurde hier wiederum kein neues Symbol eingef�uhrt, vgl. (1.28). De-�nitionsbereich von (1.34) ist ebenfalls die zweidimensionale Mannigfaltigkeit(1.29).Die skalierten Abbildungen (1.33) und (1.34) enthalten als Parameter nur nochden Drehimpuls L sowie weitere in der Kraftfunktion F (r) enthaltene Parame-ter.Die skalierten Gr�o�en r, p und F (r) haben die Dimension L�ange, L die Dimen-sion Fl�ache. p und L haben eine anschauliche geometrische Bedeutung, sieheAbbildung 1.1. Dargestellt sind die Ortsvektoren ~rk des Teilchens zu verschie-denen Zeiten sowie die dazugeh�origen Impulse ~pk. ~pk entspricht dem Weg, dendas Teilchen im Zeitraum (kT; (k + 1)T ) zur�ucklegt. Die vom Fahrstrahl desTeilchens zwischen zwei Kicks �uberstrichene Fl�ache hat den Inhalt 12L. Dies14



entspricht dem Fl�achensatz, der in jedem System mit einem Zentralkraftfelderf�ullt ist. Der Fl�achensatz l�a�t sich f�ur die hier betrachtete Dynamik leichtveri�zieren, indem man (1.21) vektoriell mit ~rk multipliziert und den Betragbildet: j~rk � ~pkj = ����~rk � �pk r̂k + Lrk '̂k�����= ���� Lrk (r̂k � ~'k)����= jLj : (1.35)In Kapitel 3 und 4 soll zur Vereinfachung des Systems die M�oglichkeit ausge-nutzt werden, den Systemparameter L zu eliminieren. Dies wird erreicht durcheine zweite Skalierung der Variablen r und p sowie der Kraftfunktion F (r)gem�a�: rpL ! rppL ! p (1.36)F (r)pL ! F (r) :Durch diese Skalierung vereinfacht sich die Abbildung (1.34), und es ergibt sicheine neue Abbildung � : (rk; pk)! (rk+1; pk+1)rk+1 = q(rk + pk)2 + rk�2pk+1 = (rk + pk)pk + rk�2rk+1 + F (rk+1) : (1.37)De�nitionsbereich dieser Abbildung ist wiederum die zweidimensionale Man-nigfaltigkeit (1.29), hier jedoch mit dimensionslosen Variablen r und p. DieKraftfunktion F (r) ist in dieser Skalierung ebenfalls dimensionslos.Die Abbildung (1.37) h�angt nur noch von den in der Kraftfunktion F (r) ent-haltenen Parametern ab. 15



1.2 ZeitumkehrsymmetrieDie Hamilton{Funktion (1.1) des Systems ist invariant unter der Zeitumkehrt ! �t bzw. der Impulsumkehr ~p ! �~p. Die Dynamik, die durch dieseHamilton{Funktion beschrieben wird, ist somit ebenfalls invariant unter Zeit-umkehr. Dies bedingt, da� unter der iterativen Abbildung M neben einer"Vorw�artsdynamik\: : :! (~rk�1; ~pk�1)! (~rk; ~pk)! (~rk+1; ~pk+1)! : : : (1.38)auch eine "R�uckw�artsdynamik\: : :! (~rk+1;�~pk)! (~rk;�~pk�1)! (~rk�1;�~pk�2)! : : : (1.39)m�oglich ist, siehe Abbildung 1.2. Die Indexverschiebung bei der Impulskom-ponente kommt dadurch zustande, da� in der Vorw�artsdynamik der Impulsunmittelbar nach dem Kick de�niert ist; in der R�uckw�artsdynamik mu� dannder Impuls unmittelbar vor dem Kick eingesetzt werden.In ebenen Polarkoordinaten ausgedr�uckt, lautet die zur "Vorw�artsdynamik\: : :! (rk�1; pk�1; 'k�1)! (rk; pk; 'k)! (rk+1; pk+1; 'k+1)! : : : (1.40)geh�orige "R�uckw�artsdynamik\: : :! (rk+1; � pk+1 + F (rk+1); 'k+1)! (rk; �pk + F (rk); 'k)! (rk�1; �pk�1 + F (rk�1); 'k�1)! : : : ; (1.41)wobei die Beziehung�~pk � r̂k+1 = (�~pk+1 + F (rk+1) r̂k+1) � r̂k+1= �pk+1 + F (rk+1) (1.42)ausgenutzt wurde.Der Zusammenhang zwischen Vorw�arts- und R�uckw�artsdynamik l�a�t sich durcheine Transformation S(r; p) = (r; �p+ F (r)) (1.43)16



0 ~pk�1~pk~pk+1~pk+2 ~rk~rk+1~rk+2 0 �~pk�1�~pk�~pk+1�~pk+2 ~rk~rk+1~rk+2Abbildung 1.2: Vorw�artsdynamik (links) und R�uckw�artsdynamik (rechts)im Vergleich. ~r und ~p sind in der Skalierung (1.32) dargestellt.gem�a� dem Diagramm� � � � � �???y�L x???�L(rk; pk) S���! (rk;�pk + F (rk))???y�L x???�L(rk+1; pk+1) S���! (rk+1;�pk+1 + F (rk+1))???y�L x???�L� � � � � � (1.44)beschreiben. Aus (1.44) folgt sofort, da� S die Beziehung�L�1 = S � �L � S�1 (1.45)erf�ullt. Die Transformation S stellt also eine Umkehrende Symmetrie dar [11,12]. S ist dar�uberhinaus eine Involution, also zu sich selbst invers.Aus der Existenz dieser Involution S folgt die Existenz der eindimensionalenSymmetrielinien Fix(S) (1.46)und Fix(�L � S) : (1.47)17



Durch die Berechnung von Schnittpunkten von (1.46) und (1.47) mit ihren Ite-rierten k�onnen Fixpunkte und periodische Orbits von �L berechnet werden.Diese M�oglichkeit wird jedoch in dieser Arbeit nicht benutzt.1.3 Die Abbildung �In Kapitel 3 werden periodische Punkte der Periode 2 der Abbildung � be-rechnet. Diese Berechnung wird erleichtert durch eine Transformation auf eineHilfsabbildung � = U � � � U�1 (1.48)mit U : �! �0 = n(q; z) j q 2 R+; z 2 Roq = r2z = r(r � p + F (r)) : (1.49)Die Transformation U ist invertierbar. Die Invertierung lautetU�1 : �0 ! �r = pqp = q � zpq + F (pq) : (1.50)Mit Hilfe von (1.34) sowie der so de�nierten Transformation U l�a�t sich dieAbbildung � berechnen:� : �0 ! �0qk+1 = zk+12 + 1qkzk+1 = 2qk � zk +pqkF (pqk) : (1.51)Diese Abbildung � ist nicht 
�achenerhaltend [1]. Aus (1.48) ergibt sichD(� � U) = D(U � �) ; (1.52)hieraus erh�alt man durch Anwendung der Kettenregel den AusdruckD�(qk; zk) �DU(rk ; pk) = DU(rk+1; pk+1) �D�(rk ; pk) : (1.53)18



Die Jacobi{Determinante von � an der Stelle (qk; zk) erh�alt man durch Bildungder Determinante auf beiden Seiten von (1.53). Zusammen mit (1.31) unddetDU = q (1.54)ergibt sich detD�(qk; zk) = qk+1qk ; (1.55)d. h. � ist nur in der Umgebung eines Fixpunktes �(�q; �z) = (�q; �z) 
�achenerhal-tend. In [1] wird gezeigt, da� � auch in der Umgebung eines jeden m{Zyklus
�achenerhaltend ist.Die Abbildungen � ist wegen (1.48) topologisch konjugiert zur Abbildung �.Fixpunkte von � sind deshalb auch Fixpunkte von �.1.4 Verhalten des Systems f�ur r !1Das gekickte, zeitabh�angige System, das durch die Hamilton{Funktion (1.1)beschrieben wird, geht f�ur Potentiale, die (1.3) und (1.4) erf�ullen, f�ur r ! 1in das zeitunabh�angige System mit der Hamilton{FunktionH(~r; ~p ) = ~p 22m + V (r) (1.56)�uber.Die Darstellung des zeitabh�angigen Systems als iterative Abbildung (1.10) ent-spricht genau dem Ergebnis, das man erh�alt, wenn das zeitunabh�angige Sy-stem mit Hilfe des einfachsten numerischen Integrationsverfahrens, dem Euler{Verfahren [13], integriert wird. Dabei ist die Abweichung zwischen dem nume-rischen Verfahren und der exakten L�osung, wie leicht gezeigt werden kann [13],von der Ordnung O(V 00(r) � T 2) : (1.57)Ist nun die Forderung (1.4) an das Potential erf�ullt, so geht f�ur r ! 1 undfestes T wegen (1.57) o�ensichtlich das zeitabh�angige System (1.1) in das zeit-unabh�angige (1.56) �uber.Zur Verdeutlichung dieser �Uberlegungen sind in Abbildung 1.3 die Energie Edes Systems sowie der Abstand vom Ursprung als Funktion von t f�ur einentypischen Streuorbit gezeigt. Es ist deutlich zu erkennen, da� f�ur gro�e r dieEnergie des Systems eine Konstante der Bewegung ist.19
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.................................................................................................................................................................................................................................................................................... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Abbildung 1.3: Gesamtenergie E des Systems sowie Abstand r vom Ur-sprung als Funktion der Zeit f�ur einen typischen Streuorbit.1.5 Das KickpotentialUm an dem hier vorgestellten System Streuung untersuchen zu k�onnen, werdenan das Potential die Forderungen (1.3) und (1.4) gestellt. Sie erm�oglichen denEscape des Teilchens und gew�ahrleisten, da� das System gem�a� den �Uberlegun-gen in Abschnitt 1.4 f�ur r ! 1 in ein zeitunabh�angiges System �ubergeht. Indieser Arbeit wird ein Potential der FormV (r) = � �rn ; � > 0 (1.58)gew�ahlt. Die Singularit�at des Potentials im Ursprung bereitet keine Probleme,da wegen der Voraussetzung L > 0 immer r > 0 gilt.20



Mit (1.7) und der Abk�urzung K = T� erh�alt man die KraftfunktionF (r) = � Knrn+1 : (1.59)Mit dieser Wahl des Potentials und der daraus resultierenden Kraftfunktionbesitzt die Abbildung (1.33) bei fest gew�ahltem n zwei Systemparameter: denDrehimpuls L sowie den Parameter K in der Kraftfunktion F (r). K stellt einMa� f�ur die St�arke des Potentials dar.F�ur gro�e Abst�ande r vom Ursprung n�ahert sich, wie in Kapitel 1.4 beschrie-ben wurde, die Dynamik asymptotisch der Bewegung an, die durch die zeitun-abh�angige Hamilton{FunktionH(r; p; ') = p22m + L22mr2 + V (r) (1.60)erzeugt wird. Die Energie E des Systems wird in diesem Bereich asymptotischkonstant. Nur f�ur kleine r wird das Teilchen die Zeitabh�angigkeit des Potentialssp�uren.F�ur n = 1 f�allt der Drehimpulsterm in (1.16) schneller ab als das attraktivePotential V (r). F�ur gro�e Abst�ande zum Ursprung wird die Dynamik demnachin die eines zeitunabh�angigen Coulomb{Systems �ubergehen. In diesem Bereichdes Phasenraumes wird die Bewegung also je nach Energie des Systems aufEllipsen oder Hyperbeln statt�nden. Au�erdem existieren parabolische Orbits,auf denen das Teilchen den Wechselwirkungsbereich mit verschwindend kleinerEnergie verl�a�t. Die Zeitabh�angigkeit des Potentials beein
u�t die Dynamik nurf�ur kleine r. Die Streudynamik f�ur n = 1, die von der Existenz parabolischerOut{Orbits entscheidend beein
u�t wird, wird in Kapitel 4 untersucht.F�ur n > 1 geht die Dynamik des Systems f�ur gro�e Abst�ande vom Ursprungin die eines freien Teilchens �uber, das Teilchen wird sich also geradlinig{gleichf�ormig bewegen. Im Fall n = 2 ist dabei je nach Verh�altnis zwischenDrehimpuls und St�arke des Potentials V (r) das resultierende Potential attrak-tiv oder repulsiv.F�ur den Fall n > 2 wird das resultierende Potential f�ur gro�e r repulsiv. In die-sem Fall sind demnach keine parabolischen Out{Orbits m�oglich, die den Wech-selwirkungsbereich mit verschwindender Energie verlassen. Die f�ur diese Wahldes Potentials resultierende Dynamik unterscheidet sich demnach von der f�urn = 1. Sie wird exemplarisch f�ur den Fall n = 4 in Kapitel 3 untersucht.21



Kapitel 2Streuabbildung und AblenkfunktionIn dem hier vorgestellten System sollen die Eigenschaften der Streudynamikuntersucht werden. Ein typischer Streuorbit n�ahert sich dem Streuzentrum ausdemwechselwirkungsfreien Bereich, h�alt sich f�ur eine begrenzte Zeit imWechsel-wirkungsbereich auf und verl�a�t ihn anschlie�end wieder in den asymptotischenBereich. Dabei kann es, wie Abbildung 2.1 zeigt, zu komplizierter Dynamik undgro�en Aufenthaltszeiten des Teilchens innerhalb des Wechselwirkungsbereicheskommen.Findet sich ein geeigneter Satz von Variablen, der f�ur die Bewegung im wechsel-wirkungsfreien Bereich konstante Werte annimmt, so l�a�t sich die Streuabbildungde�nieren, welche den Satz konstanter In{Variablen vor der Wechselwirkung aufden Satz konstanter Out{Variablen nach der Wechselwirkung mit dem Potentialabbildet.In diesem Kapitel wird ein solcher Variablensatz f�ur das r�4{Potential ein-gef�uhrt, mit dessen Hilfe dann die Streuabbildung � de�niert werden kann.Anschlie�end wird die Struktur dieser Streuabbildung als Funktion des System-parameters L untersucht.2.1 Asymptotisch konstante Variablen f�ur n = 4F�ur die Beschreibung eines Streuvorganges ben�otigt man Variablen, die f�urgro�e Abst�ande vom Streupotential, also au�erhalb des Wechselwirkungsbe-reiches, l�angs der Trajektorie des Teilchens konstante Werte annehmen. DasVariablenpaar (r; p) eignet sich demnach nicht zur Beschreibung eines Streu-vorganges.Im zeitabh�angigen r�4{Potential, auf das die Untersuchungen dieses Kapitelsbeschr�ankt werden sollen, stellt die kinetische Energie E des freien Teilchenseine geeignete Gr�o�e dar. Da die Bewegung f�ur gro�e Abst�ande vom Ursprungin die eines freien Teilchens �ubergeht, wird in diesem Bereich des Phasenraumes22
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Abbildung 2.1: Typischer Streuorbit des Systems im Kon�gurationsraumf�ur das r�4{Potential. K = 1, L = 1:3082940029708. Die Orte des Teilchenszu den Kickzeitpunkten sind mit Punkten markiert.die kinetische Energie E auch f�ur das zeitabh�angige System eine Konstante derBewegung. Die kinetische Energie eines freien Teilchens ist in Polarkoordinatendurch E = 12m  p2 + L2r2 ! (2.1)gegeben. Eine zweite geeignete Gr�o�e stellt die Zeit � dar, zu der { f�ur dieBewegung eines freien Teilchens { der Abstand vom Ursprung minimal wird.Zum Zeitpunkt � , zu dem per de�nitionem der Abstand des freien Teilchensvom Ursprung minimal wird, gilt f�ur den Radialimpuls p des freien Teilchensp(� ) = 0 (siehe Abbildung 2.2). Es gilt die Beziehungxr(t) = p(t)p2mE ; (2.2)23



0
Trajektorie desfreien Teilchens~r(�)~r(t)xAbbildung 2.2: Zur Berechnung der Gr�o�e �wobei r(t) und p(t) Abstand vom Ursprung bzw. Radialimpuls des Teilchens zueinem beliebigen Zeitpunkt t darstellen. Andererseits giltxt� � = s2Em : (2.3)Aus (2.2) und (2.3) ergibt sicht� � = r(t) p(t)2E : (2.4)Insgesamt ergibt sich aus (2.1) und (2.4) eine zeitabh�angige TransformationTt, die die Variablen (r; p) 2 � auf die asymptotisch konstanten Variablen(E; � ) 2 R+�R transformiert gem�a�Tt : �! R+�RE = 12m  p2 + L2r2 !� = t� r p2E : (2.5)Die Invertierung von Tt lautet:T�1t : R+�R! �r = s(2E (t� � ))2 + L22mEp = 2E (t� � )r : (2.6)24



Tt ist, wie durch Berechnung der fundamentalen Poisson{Klammern leicht nach-gerechnet werden kann, eine kanonische Transformation und somit 
�achenerhal-tend. Es gilt also det(DT ) = 1 : (2.7)2.2 De�nition der Streuabbildung �Mit Hilfe der oben eingef�uhrten Abbildung Tt l�a�t sich nun die Streuabbildung� de�nieren. � soll die asymptotisch konstanten In{Variablen (Ein; �in) einerStreutrajektorie auf die asymptotisch konstanten Out{Variablen (Eout; �out) ab-bilden. Dies wird erreicht durch die De�nition� : (Ein; �in)! (Eout; �out)� = limt!1 limt0!�1 Tt � �t t0 � T�1t0 ; (2.8)wobei �t t0 f�ur den durch die Hamiltonfunktion (1.16) erzeugten Flu� im Zeit-intervall (t0; t) steht. Stellt man die Streuabbildung � mit Hilfe der iterativenAbbildung �L dar, ergibt sich aus (2.8)� : (Ein; �in)! (Eout; �out)� = limk!1 limk0!�1 Tk � �k�k0L � T�1k0 : (2.9)Tk steht hier f�ur die Transformation Tt zum Zeitpunkt t = kT , �k�k0L f�ur die(k�k0){fache Iteration der Abbildung �L aus (1.28). � ist zusammengesetzt ausdrei 
�achenerhaltenden Transformationen und somit selber 
�achenerhaltend.F�ur die numerischen Berechnungen der Streuabbildung � wird in dieser Arbeitausschlie�lich die Darstellung in der Form (2.9) benutzt. Dabei ist zu beachten,da� eine Streutrajektorie numerisch nicht �uber unendlich lange Zeitr�aume ver-folgt werden kann. Da jedoch das Variablenpaar (E; � ) gerade so gew�ahlt ist,da� es f�ur gro�e Abst�ande zum Streuzentrum asymptotisch konstant wird, reichtes aus, die Berechnung von � bei einem Radius R zu starten. Die Berechnungkann abgebrochen werden, wenn nach dem Durchgang durch das Streuzentrumdieser Radius R wieder erreicht wird. R mu� dabei so gro� gew�ahlt werden,da� E und � f�ur r > R im Rahmen der numerisch erreichbaren Genauigkeitkonstant werden.Die Energiedi�erenz Eout�Ein gibt die beim Streuproze� auf das Teilchen �uber-tragene Energie an und stellt somit ein Ma� f�ur die Inelastizit�at der Streuungdar. Die Zeitdi�erenz �out � �in kann als Ma� f�ur die Verweilzeit des Teilchensim Potential betrachtet werden. 25



2.3 Die Ablenkfunktion �Neben der �Anderung der asymptotisch konstanten Variablen (E; � ) durch denStreuvorgang soll auch der Ablenkwinkel � untersucht werden, um den dasTeilchen durch das Streupotential aus seiner urspr�unglichen Bewegungsrichtungabgelenkt wird. � l�a�t sich als Funktion der Azimutalwinkel 'in und 'out desTeilchens vor bzw. nach dem Sto� beschreiben. Es gilt� = ('out � 'in)8<:�� f�ur L > 0+� f�ur L < 0 : (2.10)Wegen der Einschr�ankung auf positive L wird im folgenden nur die obere Be-ziehung von (2.10) eingesetzt. Da das hier untersuchte System rotationssym-metrisch bez�uglich des Azimutalwinkels ' ist, kann man sich auf 'in = 0 be-schr�anken.� ist eine Funktion des DrehimpulsesL. � h�angt weiterhin von den In{Variablen(Ein; �in) sowie dem Parameter K der Kraftfunktion ab. In diesem Kapitel wer-den die Ablenkfunktion � sowie die Out{Variablen Eout und �out in Abh�angig-keit vom Drehimpuls L und dem "zeitlichen Sto�parameter\ �in untersucht. Einund K seien fest gew�ahlt. Dies entspricht physikalisch einem Teilchenstrahl, dermit fester Energie Ein und variablem �in auf das Streupotential "geschossen\wird. Aufgrund der Einschr�ankung auf positive L wird hier nur eine H�alfte einessolchen Strahls betrachtet.Da das hier untersuchte System periodisch in der Zeit mit der Periode T ist, istes ausreichend, f�ur die Variable �in Werte aus dem Intervall [0; T ) zu w�ahlen.F�ur die Periode T wird im folgenden T = 1 eingesetzt. Es ergibt sich somit�in 2 [0; 1).Zusammen mit der Beschr�ankung von L auf positive Werte bleibt als De�niti-onsbereich der Ablenkfunktion �(L; �in) die Menge� = [0; 1)�R+ : (2.11)Diese Menge entspricht topologisch dem Mantel eines Halbzylinders.2.4 Numerische Berechnung von � und �F�ur die Darstellung der numerischen Berechnung der Ablenkfunktion �(�) wird� wie folgt farblich kodiert [14]: � wird abgebildet auf das Intervall [0; 2�);dem Winkel 0 bzw. 2� wird die Farbe Rot zugeordnet, dem Winkel � die FarbeBlau. Zwischenwerte variieren linear mit dem Cosinus von �. Diese Kodierungist nicht eindeutig, da dem Winkel � � � dieselbe Farbe zugeordnet wird wie26



demWinkel �+�. Sie gew�ahrleistet jedoch, da� sich f�ur stetige �Anderungen von� der Farbwert ebenfalls stetig �andert; unstetige �Anderungen dagegen ergebenFarbspr�unge.Abbildung 2.3 zeigt die Ablenkfunktion � in der beschriebenen Farbkodierung.Der linke Rand der Abbildung ist mit dem rechten zu assoziieren. F�ur die Ener-gie des einfallenden Teilchenstroms Ein wurde Ein = 0:2 gew�ahlt, f�ur die Po-tentialst�arke K = 1. F�ur gro�e Drehimpulse L > L�, L� � 1:3 f�allt der Ablenk-winkel stetig gegen 0. F�ur diese Werte des Drehimpulses bleibt der Abstand desTeilchens zum Streuzentrum so gro�, da� keine nennenswerte Ablenkung er-folgt. In diesem Bereich h�angt der Ablenkwinkel nicht mehr von der Variablen�in ab.F�ur Drehimpulse L < L� zeigt sich eine f�ur chaotische Streusysteme typischeStruktur (siehe z. B. [8, 15, 5]). Gewisse Bereiche der Ablenkfunktion zeigen einestetige Abh�angigkeit von den Variablen L und �in (stetiger Farbverlauf). DieseBereiche werden unterbrochen von Streifen, in denen der Ablenkwinkel unstetigvon den Variablen L und �in abh�angt (Farbspr�unge). Bei Vergr�o�erung dieserunstetigen Streifen zeigt sich, da� sie wieder Streifen mit stetiger Abh�angig-keit enthalten, siehe Abbildung 2.4 und 2.5. Diese Streifen sind ihrerseits vonUnstetigkeitsbereichen unterbrochen usw. Diese Struktur setzt sich, wie die fol-genden Rechnungen zeigen, bis in beliebig kleine Ma�st�abe fort. Der Bereichder Unstetigkeiten erscheint hier als ein schmaler Streifen, der, bei der GeradenL = 0 beginnend, sich unter spiralf�ormiger Umwicklung des Halbzylinders �der Geraden L = L� ann�ahert.F�ur L! 0 geht das System in ein eindimensionales System �uber, hier sind f�ur� nur noch die Werte 0 und � m�oglich. Dementsprechend erscheinen in Abbil-dung 2.3 mit kleiner werdenden L{Werten nur noch die Farben Rot und Blau.Die Unstetigkeit in � f�ur L ! 0 bei �in � 0:55 entsteht durch die Singularit�atdes Potentials im Ursprung. Teilchen mit diesen Anfangsbedingungen laufendirekt in die Singularit�at hinein. Bei geringf�ugig kleineren/gr�o�eren Werten f�ur�in wird das Teilchen entweder unmittelbar vor demDurchgang durch die Singu-larit�at oder direkt danach gekickt, der Streuwinkel � betr�agt dementsprechendentweder 0 oder �.
27
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2�32��12�0Abbildung 2.3: Zweidimensionale Darstellung der Funktion �(L; �in) f�urfestes Ein = 0:2 und K = 1. Der rechte Rand der Abbildung ist mit demlinken zu assoziieren. Der Ablenkwinkel � ist gem�a� der Farbskala farb-lich kodiert. Rot entspricht einem Ablenkwinkel von 0 (mod 2�) (Vorw�arts-streuung), Blau einem Ablenkwinkel von � (mod 2�) (R�uckw�artsstreuung).Der markierte Bereich ist in Abbildung 2.4 vergr�o�ert dargestellt. Die Be-rechnung wurde mit einem Gitter von 800 L{Werten und 566 �in{Wertendurchgef�uhrt. 28
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Abbildung 2.4: Vergr�o�erte Darstellung des markierten Rechtecks in Ab-bildung 2.3. Der markierte Bereich ist in Abbildung 2.5 vergr�o�ert darge-stellt.
0.450.4550.46L 0.05 0.055 0.06�inAbbildung 2.5: Vergr�o�erte Darstellung des markierten Rechtecks in Ab-bildung 2.4. 29



Im folgenden wird die De�nitionsmenge � der Ablenkfunktion � auf eine ein-dimensionale Untermenge �� eingeschr�ankt, indem �in = 0 eingesetzt wird. Diesentspricht einem Schnitt l�angs des linken Randes durch das in Abbildung 2.3dargestellte Bild. Durch diese Einschr�ankung h�angt die Ablenkfunktion � nurnoch von einer Variablen L ab. So k�onnen � und die durch � gegebenen Out{Werte Eout und �out in einem Diagramm in Abh�angigkeit von L dargestelltwerden.Abbildung 2.6 zeigt die Ablenkfunktion � und die Streuabbildung � inAbh�angigkeit von L. � wurde hier nicht wie in Abbildung 2.3 auf das In-tervall [0; 2�) eingeschr�ankt. Der spiralf�ormige Streifen von Unstetigkeiten inAbbildung 2.3 wird hier zu einer Folge von Intervallen, die sich von links gegenL = L� h�aufen. F�ur L > L� h�angen, wie schon in Abbildung 2.3 zu erkennenwar, die Out{Variablen stetig vom Drehimpuls L ab.In den Abbildungen 2.7{2.15 sind willk�urlich gew�ahlte Ausschnitte der Streu-abbildung und der Ablenkfunktion wiederholt vergr�o�ert worden. Bei der Ver-gr�o�erung eines Intervalls, in dem die Streufunktion sich irregul�ar verh�alt, zeigensich stets wieder Intervalle stetiger Abh�angigkeit, die ihrerseits wieder von In-tervallen mit irregul�aren Verhalten unterbrochen sind. Diese Schachtelung vonirregul�arem und regul�arem Verhalten setzt sich bis an die Grenze der numerischerreichbaren Genauigkeit fort.Die Abbildungen 2.7{2.15 zeigen au�erdem, da� sich bestimmte Strukturen inder Streufunktion auf verschiedenen Ma�st�aben wiederholen. Diese Selbst�ahn-lichkeit ist ein typisches Merkmal von Mengen mit fraktaler Dimension. Beson-ders deutlich zeigt sich diese Selbst�ahnlichkeit beim Vergleich der Abbildungen2.9, 2.12 und 2.14.In der Menge �� der Anfangsbedingungen f�ur die numerische Berechnung derAblenkfunktion � sowie der Streuabbildung � existiert also eine Menge 
, f�urdie � sowie � singul�ar werden. Diese Menge 
 hat o�enbar, wie aus den Ab-bildungen 2.7{2.15 zu erkennen ist, die Struktur einer fraktalen Cantor{Menge.Eine solche Menge von Streusingularit�aten ist typisch f�ur irregul�are Streuung[6, 8]. Die Singularit�aten werden durch Trajektorien verursacht, die von in-stabilen periodischen oder aperiodischen Orbits eingefangen werden und denWechselwirkungsbereich nicht mehr verlassen (Orbiting).
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Abbildung 2.6: Eout, �out und � als Funktionen des Drehimpulses L.Ein = 0:2, �in = 0:0, K = 1:0. Das markierte Intervall ist in Abbildung 2.7vergr�o�ert dargestellt. 31
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Abbildung 2.7: Vergr�o�erung des markierten Intervalls aus Abbildung 2.6.Das markierte Intervall ist in Abbildung 2.8 vergr�o�ert dargestellt.32
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Abbildung 2.8: Vergr�o�erung des markierten Intervalls aus Abbildung 2.7.Das markierte Intervall ist in Abbildung 2.9 vergr�o�ert dargestellt.33
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Abbildung 2.9: Vergr�o�erung des markierten Intervalls aus Abbildung 2.8.Das markierte Intervall ist in Abbildung 2.10 vergr�o�ert dargestellt.34
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Abbildung 2.10: Vergr�o�erung des markierten Intervalls aus Abbil-dung 2.9. Das markierte Intervall ist in Abbildung 2.11 vergr�o�ert darge-stellt. 35
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Abbildung 2.11: Vergr�o�erung des markierten Intervalls aus Abbil-dung 2.10. Das markierte Intervall ist in Abbildung 2.12 vergr�o�ert dar-gestellt. 36
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Abbildung 2.12: Vergr�o�erung des markierten Intervalls aus Abbil-dung 2.11. Das markierte Intervall ist in Abbildung 2.13 vergr�o�ert dar-gestellt. 37
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Abbildung 2.13: Vergr�o�erung des markierten Intervalls aus Abbil-dung 2.12. Das markierte Intervall ist in Abbildung 2.14 vergr�o�ert dar-gestellt. 38
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Abbildung 2.14: Vergr�o�erung des markierten Intervalls aus Abbil-dung 2.13. Das markierte Intervall ist in Abbildung 2.15 vergr�o�ert dar-gestellt. 39
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Abbildung 2.15: Vergr�o�erung des markierten Intervalls aus Abbil-dung 2.14. Der markierte L{Wert stimmt mit dem in Abbildung 2.1 be-nutzten Wert �uberein. 40



Im folgenden Abschnitt wird die fraktale Dimension der Singularit�atenmenge
 berechnet. Im Kapitel 3 wird gezeigt, da� auch in dem hier untersuchtenSystem f�ur n = 4 der Einfang von Streutrajektorien an instabilen Fixpunktenzu den Singularit�aten in � und � f�uhrt. n Kapitel 4 wird ein anderer Mecha-nismus vorgestellt, der f�ur den Fall n = 1 f�ur eine vergleichbare Struktur derStreuabbildung verantwortlich ist.2.5 Fraktale Dimension der Singularit�atenmenge 
In Kapitel 2.4 wurde die Existenz einer Teilmenge 
 aus der eindimensiona-len Menge der Anfangsbedingungen �� gezeigt, die die Struktur einer fraktalenCantor{Menge hatte. F�ur L{Werte aus 
 werden Streu- und Ablenkfunktionsingul�ar. Im folgenden soll nun numerisch die fraktale Dimension d der Menge
 berechnet werden.Zur Berechnung der fraktalen Dimension einer Menge von Streusingularit�atenwird von Lau, Finn und Ott in [16] der "Unsicherheitsalgorithmus\ vorgeschla-gen. Mit diesem Algorithmus soll auch hier die Dimension der Menge 
 be-rechnet werden. Es l�a�t sich zeigen, da� die mit dem Unsicherheitsalgorith-mus berechnete Unsicherheitsdimension kleiner oder gleich der "Box{Counting{Dimension\ ist; man vermutet, da� f�ur typische dynamische Systeme beide Di-mensionen �ubereinstimmen [17, 18].Zur Berechnung der Unsicherheitsdimension d wird hier die Funktion Eout(L)benutzt. �out(L) und �(L) f�uhren auf den gleichen Wert f�ur d, da in diesenFunktionen die gleiche Menge 
 f�ur die Streusingularit�aten verantwortlich ist.Der Unsicherheitsalgorithmus wird in [9] wie folgt beschrieben:F�ur eine feste Unsicherheit � und eine zuf�allig gew�ahlte Anfangsbedingung L0wird die Gr�o�e �� = j�out(L0 + �)� �out(L0)j (2.12)berechnet. �out steht dabei f�ur eine der beiden Out{Variablen Eout und �out.F�ur die anderen Parameter des Systems werden f�ur die Rechnung feste Wertegew�ahlt. Ist �� gr�o�er als ein kritischer Wert �crit, wird L0 als �{unsicher be-zeichnet. Die Berechnung von �� wird solange mit weiteren zuf�allig gew�ahltenL0{Werten wiederholt, bis eine feste Zahl Nunc �{unsicherer L0{Werte erreichtist. Die relative Unsicherheit f(�) ergibt sich durch Division von Nunc durchdie Anzahl N der insgesamt eingesetzten L0{Werte. F�ur gen�ugend gro�e Nuncn�ahert sich f(�) numerisch dem Wert f(�) an, der die Wahrscheinlichkeit be-zeichnet, mit der ein zuf�allig gew�ahlter L0{Wert �{unsicher ist.Die Berechnung von f(�) wird nun f�ur verschiedene � durchgef�uhrt. F�ur typische41



�11 �10 �9 �8 �7 �6 �5 �4 �3 �2 �1 0log(�)0123
4567log �f(�)=�� ++++++++++++++++++++.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................Abbildung 2.16: Doppelt{logarithmische Darstellung von f(�)� gegen � f�urEin = 0:2, �in = 0 und K = 1.Systeme ist f(�) proportional einer Potenz von �, d. h.f(�) � �� : (2.13)Die Unsicherheitsdimension d ist de�niert alsd = 1 � lim�!0 log f(�)log � = 1� � : (2.14)Stellt man also f(�)� gegen � in einem doppelt{logarithmischen Diagramm dar,so ergibt sich f�ur � ! 0 eine Gerade, aus deren Absolutwert der Steigung dieUnsicherheitsdimension d bestimmt werden kann.F�ur die numerische Berechnung der Unsicherheitsdimension d wird als Out{Variable �out die Energie Eout benutzt. Die Wahl von �out als Out{Variablef�uhrt auf das gleich Ergebnis f�ur d, da in beiden F�allen, wie in den Abbildun-gen 2.6{2.15 zu erkennen ist, dieselbe Singularit�atenmenge 
 f�ur das irregul�are42



Verhalten verantwortlich ist. Die Werte f�ur L0 werden aus dem in Abbildung 2.7dargestellten Intervall gew�ahlt, d. h. L0 2 [1:2; 1:35]. Die In{Variablen sind fest-gesetzt auf Ein = 0:2, �in = 0. Ferner gilt K = 1.Die Ergebnisse der numerischen Untersuchungen sind in Abbildung 2.16 dar-gestellt. F�ur � ! 0 wird die Bedingung (2.13) o�ensichtlich gut erf�ullt, dieWerte liegen auf einer Geraden. Die Steigung der Geraden erh�alt man mit ei-nem Least{Square{Fit [13]. Bei der Berechnung der Steigung wurden nur dieWerte log(�) � � 4 ber�ucksichtigt. Es ergibt sich als Unsicherheitsdimensionder Menge 
 d = 0:643 � 0:005 : (2.15)Dieser Wert f�ur d ist kleiner als 1, die Menge der Anfangsbedingungen, die zuSingularit�aten in der Streufunktion f�uhren, hat somit das Ma� Null.
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Kapitel 3Chaotische Streuung im Falle n = 4In diesem Kapitel wird die Streudynamik f�ur den Fall n = 4 untersucht. F�urdas Kickpotential ergibt sich bei dieser Wahl von n:V (r) = �Kr4 ; (3.1)f�ur die Kraftfunktion gilt somitF (r) = �4Kr5 : (3.2)3.1 Gebundene BewegungIm Falle n = 4 wird die Streudynamik des Systems in besonderer Weise durchdie gebundene Bewegung beein
u�t. Die Existenz eines hyperbolischen Fix-punktes sowie von homoklinen Schnittpunkten seiner stabilen und instabilenMannigfaltigkeiten f�uhrt zu einer exponentiellen Skalierung der Streuabbildung�. Um den Ein
u� der gebundenen Bewegung auf die Streudynamik zu beschrei-ben, mu� zun�achst die gebundene Bewegung untersucht werden. Im folgendenwird deshalb die Entstehung von Fixpunkten und periodischen Orbits bis zurPeriode 4 bei Variation des Systemparameters K beschrieben. Anschlie�endwerden die Ergebnisse in Poincar�e{Plots in der (r; p){Ebene graphisch darge-stellt. F�ur die Untersuchungen in diesem Kapitel wird ausschlie�lich die Abbil-dung (1.37) benutzt. Da � in dieser Skalierung den Drehimpuls L nicht mehrenth�alt, wird auch der zu L konjugierte Ort ' nicht untersucht. Ein Fixpunktder Abbildung � entspricht in der unskalierten, dreidimensionalen Darstellung(1.26) einem Orbit mit konstantem Radius r und konstantem Radialimpuls p.Der Azimutalwinkel ' w�achst zwischen zwei Kicks um einen konstanten Wert�' an. F�ur rationale �'=(2�) ist in der dreidimensionalen Darstellung derresultierende Orbit periodisch, andernfalls quasiperiodisch.44



3.1.1 Klassi�zierung von FixpunktenZur Untersuchung der Stabilit�at der in diesem Kapitel berechneten Fixpunktebzw. periodischen Orbits der Abbildung � werden die Eigenwerte der Jacobi{Matrix D�(r; p) ben�otigt. Die Matrixelemente von D�(r; p) ergeben sich aus(1.30) unter Ber�ucksichtigung der Skalierungen (1.32) und (1.36) zu@r0(r; p)@r = r + p � r�3r0(r; p)@r0(r; p)@p = r + pr0(r; p)@p0(r; p)@r = � 2r + pr2 r03(r; p) + 1r3 r0(r; p) + @@rF (r0(r; p))@p0(r; p)@p = pr0(r; p) + r(r + p)2r03(r; p) + @@pF (r0(r; p)) : (3.3)F�ur die Eigenwerte �1;2 einer 2� 2{Matrix A gilt allgemein�1;2 = SpurA2 �s�SpurA2 �2 � detA ; (3.4)f�ur die Eigenwerte von D� ergibt sich somit unter Ber�ucksichtigung von (1.31)�1;2 = SpurD�2 �s�SpurD�2 �2 � 1 : (3.5)Die Eigenwerte �1;2 erf�ullen demnach die Beziehung�1 � �2 = 1 : (3.6)Hinsichtlich der Stabilit�at eines Fixpunktes (�r; �p) der Abbildung � gilt aufgrundvon (3.5) die folgende Fallunterscheidung:1. jSpurD�(�r; �p)j < 2: Die Eigenwerte sind konjugiert komplex und vomBetrage 1. Der Fixpunkt ist in diesem Falle stabil; er wird als elliptischbezeichnet.2. jSpurD�(�r; �p)j > 2: Die Eigenwerte sind reell. Der Fixpunkt ist in diesemFalle instabil; er wird als hyperbolisch oder invers hyperbolisch bezeichnet,sofern �1 und �2 positiv bzw. negativ sind.3. jSpurD�(�r; �p)j = 2: F�ur beide Eigenwerte gilt �1 = �2 = 1. Man sprichtin diesem entarteten Falle von marginaler Stabilit�at und bezeichnet denFixpunkt als parabolisch. 45



3.1.2 Fixpunkte der Abbildung �Ein Fixpunkt (�r; �p) der Abbildung � ist durch die Gleichung�(�r; �p) = (�r; �p) (3.7)gegeben. Aus (3.7) ergeben sich zusammen mit (1.37) die Bedingungen4F (�r) �r3 + (F (�r))2 �r2 + 4 = 0 (3.8a)�p = 12F (�r) : (3.8b)Mit (3.2) ergibt sich aus (3.8b) sofort�p = �2K�r5 : (3.9)Der gesuchte Fixpunkt liegt, wie leicht nachgerechnet werden kann, auf derdurch (1.46) gegebenen Symmetrielinie. Die Bestimmungsgleichung f�ur �r ergibtsich schlie�lich aus (3.8a) und (3.2). Man erh�alt�r 8 � 4K �r 6 + 4K2 = 0 : (3.10)Die Gleichung (3.10) ist nur numerisch l�osbar, es kann jedoch analytisch berech-net werden, wieviele L�osungen von (3.10) existieren. Es ergibt sich, da� (3.10)f�ur K1 = 2p39 = 0:3849 : : : (3.11)genau eine L�osung, f�ur K < K1 keine und f�ur K > K1 zwei L�osungen hat. F�urK < K1 existieren demnach keine Fixpunkte von �, an der Stelle K = K1 ent-stehen zwei Fixpunkte, von denen, wie eine Analyse der Jacobi{DeterminanteD� sowie der Eigenwerte (3.5) zeigt, einer hyperbolisch, der andere zun�achstelliptisch ist. Es handelt sich also um eine Sattel{Zentrum{Bifurkation [19]. ZurUnterscheidung der beiden Fixpunkte, die bei K = K1 entstehen, wird im fol-genden der Fixpunkt mit dem kleineren Wert von �r als innerer, der andere als�au�erer Fixpunkt bezeichnet.
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3.1.3 2{Zyklen der Abbildung �F�ur die Berechnung von 2{Zyklen der Abbildung � kann zur Vereinfachungder Rechnung die Abbildung � benutzt werden. 2{Zyklen der Abbildung �entsprechen 2{Zyklen der Abbildung �, da � zu � gem�a� (1.48) konjugiert ist.Ein 2{Zyklus (q1; z1), (q2; z2) der Abbildung � ist durch die Gleichungen�(q1; z1) = (q2; z2)�(q2; z2) = (q1; z1) (3.12)gegeben. Zusammen mit der De�nition (1.51) der Abbildung � erh�alt manjz1j = jz2j (3.13)als notwendige Bedingung f�ur einen 2{Zyklus. Hieraus ergeben sich zwei F�alle:z1 = z2 und z1 = �z2.z1 = z2:F�ur die Variablen z1 und z2 wird im folgenden das Symbol �z gew�ahlt. Aus (3.12)folgt mit Hilfe von (1.51) die Gleichung�z = q1 + 12pq1F (pq1) = q2 + 12pq2 F (pq2) : (3.14)Zusammen mit der Kraftfunktion (3.2) erh�alt man�z = q1 � 2Kq12 = q2 � 2Kq22 : (3.15)Die Funktion q � 2K=q2 ist f�ur q > 0 streng monoton steigend. (3.15) kanndemnach nur eine eindeutige L�osung q1 = q2 haben, die im folgenden mit �qbezeichnet wird. F�ur den Fall z1 = z2 ergibt sich also als L�osung von (3.12)ein Fixpunkt (�q; �z) der Abbildung �. Der Fall z1 = z2 liefert also keine neueInformation; mit Hilfe von (1.51) erh�alt man aus (3.15) die Bedingung�q 4 � 4K �q 3 + 4K2 = 0 ; (3.16)die mit der Fixpunktbedingung (3.10) der Abbildung � �ubereinstimmt.z1 = �z2:Aus (3.12) und (1.51) ergibt sich in diesem Fall0 = 2q1 +pq1 F (pq1) = 2q2 +pq2 F (pq2) ;47



zusammen mit (3.2) erh�alt man hier0 = q1 � 2Kq12 = q2 � 2Kq22 : (3.17)Die Bedingung (3.17) liefert wiederum nur eine eindeutige L�osung �q, und manerh�alt �q = 3p2K�z1;2 = �r 3q(2K)2 � 1 : (3.18)An dieser Stelle interessieren nur reelle Werte f�ur �z1;2. Es ergibt sich somit alsnotwendige Bedingung f�ur einen 2{Zyklus von �:K � 12 : (3.19)Mit Hilfe der Transformation U�1 ergibt sich schlie�lich der gesuchte 2{Zyklus(�r; �p1;2) von �: �r = 6p2K�p1;2 = �r 3q(2K)2 � 1 � 3p2K6p2K : (3.20)An der Stelle K2 = 12 (3.21)liefert (3.20) nur die L�osung (�r; �p) = (1;�1), also einen Fixpunkt. Diese L�osungerf�ullt, wie leicht nachzurechnen ist, ebenfalls die Bedingungen (3.9) und (3.10).Erst f�ur K > K2 liefert (3.20) einen 2{Zyklus, der, wie die Analyse der Jacobi{Matrix D(�2) zeigt, zun�achst elliptisch ist. Der innere Fixpunkt von �, der f�urK < K2 elliptisch ist, wird f�ur K > K2 invers hyperbolisch. An der Stel-le K = K2 durchl�auft das System demnach eine periodenverdoppelnde Flip{Bifurkation [19].Numerisches Auswerten der Jacobi{Matrix D(�2) ergibt, da� der 2{Zyklus ander Stelle K3 = 0:5216 (3.22)invers hyperbolisch wird, gleichzeitig entsteht durch eine erneute Flip{Bifurkati-on ein elliptischer 4{Zyklus. Dieser wiederumwird an der numerisch bestimmtenStelle K4 = 0:5244 (3.23)48
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0.35 0.40 0.45 0.55K1 K2 K3 K4K ..................... .....................Abbildung 3.1: Bifurkationsdiagramm der Abbildung � im Falle n = 4.Koordinaten �r und �p f�ur den Fixpunkt (schwarz), f�ur den 2{Zyklus (rot)und den 4{Zyklus (blau). Elliptische Fixpunkte/periodische Orbits sind mitdurchgezogenen Linien gekennzeichnet, hyperbolische gepunktet. Bifurkati-onsparameter K1 bis K4 gem�a� Gleichungen (3.11) und (3.21) bis (3.23).invers hyperbolisch.Abbildung 3.1 zeigt die Fixpunkte der Abbildung � und die periodischen Or-bits bis zur Ordnung 4 in Abh�angigkeit von dem Parameter K. Die jeweiligeLage der Fixpunkte wurde durch numerische L�osung der Gleichung (3.10) so-wie mit (3.9) bestimmt; die 2{Zyklen wurden mit Hilfe der Gleichungen (3.20)ermittelt. Zus�atzlich ist noch der 4{Zyklus gezeigt, der an der Stelle K = K3entsteht. Die (�r; �p){Werte des 4{Zyklus wurden durch numerische L�osung desGleichungssystems �4(�r; �p) = (�r; �p) bestimmt.Das Bifurkationsszenario, das von dem inneren Fixpunkt f�ur den Parameter-bereich K � K1 durchlaufen wird, l�a�t sich mit Hilfe von Poincar�e{Plots desSystems bei verschiedenen K{Werten verdeutlichen. F�ur die Abbildungen 3.2bis 3.14 wurden jeweils ca. 3000 verschiedene Anfangsbedingungen (r; p) mitHilfe der Abbildung � iteriert und die Lage nach jeder Iteration durch einen49



Punkt in der (r; p){Ebene gekennzeichnet.Abbildung 3.2 zeigt das System unmittelbar nach der Sattel{Zentrum{Bifur-kation bei K = K1. Der elliptische Fixpunkt liegt im Zentrum einer Reiheinvarianter Linien, die in den Poincar�e{Plots durch ringf�ormige Linien zu erken-nen sind. Die Lage des hyperbolischen Fixpunktes ist durch ein Kreuz gekenn-zeichnet. Abbildung 3.3 zeigt das System bei einem geringf�ugig vergr�o�ertemK{Wert. Der Bereich invarianter Linien um den elliptischen Fixpunkt hat sichvergr�o�ert.Bei Vergr�o�erung des SystemparametersK durchl�auft das System { �ahnlich wiedas in [1] beschriebene System { ein Bifurkationsszenario. Der Zusammenhangdieses Szenarios mit der Windungszahl � ist in [1] beschrieben und soll hiernicht n�aher erl�autert werden. Aus dem elliptischen Fixpunkt bifurkieren nach-einander Birkho�{Ketten der Periode 7, 6 und 5, siehe Abbildungen 3.4 bis3.6. Anschlie�end entstehen durch vier bzw. drei simultane Sattel{Zentrum{Bifurkationen stabile und instabile 4- und 3{Zyklen. Die Abbildungen 3.7 und3.8 zeigen das System kurz nach der jeweiligen Bifurkation. Die gezeigten 4-und 3{Zyklen werden bei weiterer Vergr�o�erung von K vom Bereich gebunde-ner Bewegung abgetrennt. Abbildung 3.9 zeigt den 3{Zyklus f�ur einen gr�o�erenK{Wert.Bei der Sattel{Zentrum{Bifurkation bei K = K2 entsteht ein elliptischer 2{Zyklus, der wiederum von invarianten Linien umgeben ist, siehe Abbildun-gen 3.10 und 3.11.Nach der Sattel{Zentrum{Bifurkation bei durchl�auft der elliptische 2{Zyklusein �ahnliches Szenario wie zuvor der Fixpunkt, siehe Abbildungen 3.12 bis 3.14.Anstelle von Birkho�{Ketten der Periode 7, 6 und 5 entstehen hier Zyklen derOrdnung 14, 12 und 10, von denen jeweils die "H�alfte\ zusammen mit einemPunkt des elliptischen 2{Zyklus dargestellt ist.
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Abbildung 3.2: Poincar�e{Plot f�ur K = 0:386 unmittelbar nach der Sattel{Zentrum{Bifurkation bei K = K1. Der elliptische Fixpunkt ist von invarian-ten Linien umgeben. Die Lage des hyperbolischen Fixpunktes ist mit einem"+\ markiert.
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Abbildung 3.4: K = 0:3962. Ein 7{Zyklus ist aus dem elliptischen Fix-punkt bifurkiert. 52
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Abbildung 3.5: K = 0:4013. Ein 6{Zyklus ist entstanden. Der 7{Zyklusist au�en noch schwach zu erkennen.53
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Abbildung 3.6:K = 0:4103. Ein 5{Zyklus ist aus dem Fixpunkt bifurkiert.54
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.Abbildung 3.7: K = 0:4272. Durch vier simultane Sattel{Zentrum{Bi-furkationen sind ein stabiler und ein instabiler 4{Zyklus entstanden.55
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Abbildung 3.8: K = 0:454312. Durch drei simultane Sattel{Zentrum{Bi-furkationen sind ein stabiler und ein instabiler 3{Zyklus entstanden.56
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Abbildung 3.9: K = 0:456. Der 3{Zyklus ist vom Bereich invarianterLinien um den Fixpunkt separiert. Er ist von einem 15{Zyklus umgeben.57
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Abbildung 3.10: K = 0:5002. Aus dem elliptischen Fixpunkt ist durchFlip{Bifurkation ein invers hyperbolischer Fixpunkt und ein 2{Zyklus ent-standen. 58
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. .Abbildung 3.12: Ein Punkt des elliptischen 2{Zyklus bei K = 0:5045. Erist von der "H�alfte\ eines 14{Zyklus umgeben.60
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Abbildung 3.13: K = 0:5056. Der 14{Zyklus ist nach au�en gewandert.Ein 12{Zyklus ist entstanden, von dem eine "H�alfte\ im Bild dargestellt ist.61



1 1:002 1:004r�0:95
�0:9
�0:85

p .
.

....
.

.

.

.

.

.
.

.
.

.
.

.

.
. .

.

.
. .....

. ..
.

.
...

.
. .

.

.
. .... . . .. ..

.
. ..

..
.

. .
.

.
.

.. . .... .
..

. . ..
.

.
.

..
..

.
.

... .. .
.

.
.

.
..

.

.
.

.
.

.
.

. .

.
.

.

.

.
..

. ..
.

.
. ....

.

.
.

.

.

.
.

.. .
.

. .
.. .

..
..

.
..

.
..

. . .
.

.
.

. . .
.

.
. .

..
. ..

.
.

.
. .

..
.

. .
.

.
. . .

..
. .

..
. . .

..
. .

..
.

..
. . .

.
.

.
. .

..
. .

..
. . .

.
.

. .
.

. . . .
..

.. . .
..

. .
.

. .
.. .. ..

. .
.

.
. . .

.
.

.
. . .

.
.

.
.

.
.

.
...

.
.

..
...

..
.

.
.

.
. .

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

..
.

..
.

.
.

..
. . .

. .
.

. . .
..

.
. .

..
.

....
.. .

.
.

.
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. ... . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
.... . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

.... . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. ... . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

.... . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
.... . .

..
. . .

..
.. . .

.
.

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
.... . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

.... . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
.... . .

..
. . .

..
.. . .

.
.

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. ... . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

.... . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

. .
.

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

. . .
.... . .

... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

..
.. . .

... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

. ... . .
... . .

..
. . .

..
.. . . .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

. . .
.... . .

... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

..
.. . .

... . .

..
. . .

..
.. . . .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

. . .
.... . .

... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

.... . .
... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

..
.. . .

.
.. . .

..
. . .

..
.. . . .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

. . .
.... . .

... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

..
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
.... . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

. ... . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. . .

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
.... . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

. ... . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

.... . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
.... . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. . .

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
.... . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

.
.

. .
.

. . .
.

.
.

.
.. ..

..
. . .

. .
.

. .
.. .

.
. . .

..
. . .

. .
.

. . .
.

.
. .

.. ..
..

...
.

.. .
..

.

.
..

.
.

. .
.

.
. . .

.
..

. . .
.

.
.

. . .
. .

. .
..

..
.

..
.

. .
.

. .
.

..
.

.
..

.
..

.
.

.
. . .

.
.

.
. . .

. .
.

. . .
.

.
. ..
. .

.
.

. . .
.

.
.

. . .
. .

. .
.

.
..

. .
.

.
. . . .

..
.. . .

..
. ..
. . .

..
. . .

.
.

.
. .

.. .
..

..
. . .

..
. . .

. .
.

. .
..

.
.

.
. . .

.
.

.
. . .

..
.

. . .
. .

. ..

. .
..

. . .
.

.
.

. . .
.

.
. .

. .

.

.
.

.
.. ..

.
.

..
.

.
..

.. ..
.

.
. .

.
. . .

..
. . .

. .
.

. . .
.

.
. .. ..

.
.. ..

.
. .

.
.

.
.

. . .
. .

. ..
.

.
.

. . .
.

.
.

. . .
.

.
.

.
..

.
. . ..

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. . .

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. . .

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. . .

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. . .

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

. . .
..

.. . .
.

.. . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

.... . .
... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

.... . .
... . .

..
. . .

..
.. . .

.
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

.... . .
... . .

..
. . .

..
.. . .

.
.. . .

..
. . .

..
.. . . .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

. . .
..

.. . .
... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

.... . .
... . .

..
. . .

..
.. . . .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

. . .
.... . .

... . .
..

. . .
..

.. . .
.

.. . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

. ... . .
..

. . .
..

. . .
..

... .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.
. . .

..
. . .

.
.

.
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

.... . .
..

. . .
.... . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

. . .
. .

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

.
.

.
. . .

..
.. .

.
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
.... . .

..
. . .

.... . .
..

. . .
.... . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. . .

.
.

. . .
..

.. .
. .

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
.

.
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.

. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. .. . .
. .

. .
..

.
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

.
. .

.. .
.

. ..
.

.
. . ..

.
.

. .
.. .

.
. . .

..
. . .

. .
.

. .
.. .

.
.

.

.

...
.

... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . ... . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... .. . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . .
. .

..
.. . .

.
.. . .

..
. . .

..
.. . .

.
.

. . .
..

. . .
.... . .

..
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. . .

.
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
. . .

. ... . .
..

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.. . .

..
. . .

..
.. . .

.
.

. . .
..

. . .
.... . .

..
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. . .

.
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
. . .

.... . .
..

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.. . .

..
. . .

..
.. . .

.
.

. . .
..

. . .
.... . .

..
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. . .

.
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
. . .

.... . .
..

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. .. .
.

.
.

. . .
. .

.
. . .

.
.

. .
.

.
.

.
...

. . .
..

. . .
.

.
. .

..

.
.

.
.

.
.

.

.
. .

.. .
.

.
. ..

.
.

.
.

.
.

... . . .
.

...
.

.
.. ... . .

..
.. . .

..
. . .

.
.

.
. . .

..
.. . .

..
. . .

.
.

.
. . .

..
.. . .

..
. . .

.
.

.
. . .

..
.. . .

..
. . .

.
.

.
. . .

..
.. . .

..
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

.
.

.
. . .

..
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

.
.

.
. . .

..
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
.. . .

..
. . .

. ... . .
..

. . .
. .

.
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

.
.

.
. . .

..
.. . .

..
. . .

. ... . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
. .

.
. . .

..
.. . .

..
. . .

.
.

.
. . .

..
.. . .

..
. . .

.
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
.

..
. . .

.... . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
. .

.
. . .

..
.. .

.
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
. .

.
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
.. . .

..
. . .

.... . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
. .

.
. . .

..
.. . .

..
. . .

. .
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. .
..

.
..

.. ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... .. . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .. . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . .

... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . .

... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . .

... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . . ... . .

..
. . .

..
.. . . .

.. . . ... . .
..

. . .
..

.. .
. ... . . ... . .

... . .
..

.. .
.... . . ... . .

... . .
..

. . .
..

.. . . ... . .
... . .

..
. . .

..
.. . . ... . .

... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . .

... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . .

... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . .

... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . . ... . .

..
. . .

..
.. . . .

.. . . ... . .
..

. . .
..

.. .
.... . . ... . .

... . .
..

. . .
.... . . ... . .

... . .
..

. . .
..

.. . . ... . .
... . .

..
. . .

..
.. . . .

.. . .
... . .

..
. . .

..
.. . . .

.. . .
... . .

..
. . .

..
.. . . .

.. . .
... . .

..
. . .

..
.. . . .

.. . . ... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . . ... . .

..
. . .

..
.. . . ... . . ... . .

... . .
..

.. .
.... . . ... . .

... . .
..

. . .
..

.. . . ... . .
... . .

..
. . .

..
.. . . ... . .

... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . .

... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . .

... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . .

... . .
..

. . .
..

.. . . .
.. . . ... . .

..
. . .

..
.. . . .

.. . . ... . .
..

. . .
..

.. .
. ... . . ... . .

... . .
..

.. .
.... . . ... . .

... . .
..

. . .
..

.. . . ... . .
... . .

..
. . .

..
.. . . .

. .
..

.
..

.
.

..
. ..

.
..
. .

.
..

.
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.
. . .

..
. . .

.
.

.
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.
. . .

..
. . .

.
.

.
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.

. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
.

.
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.

. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. .
.

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

. .
.

. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
.

.
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. .. . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .. . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . ..... . .

..
.

. . .
..

.
. .

..
.

. . .
.

..
.

.
.

. . .
.

.
.

. . .
.

.
.

.
..

.
.

..
. .

..
. . .

.
.

. .
.

. . . .
..

. .
.

.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.... . .. .

.
. ..

.
..

.
... .

.

.

.
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

.
. .

..
. .

..
. . .

.
.

. .
.

. . . .
..

.
.

. . .
..

. . .
. .

.
. . .

.
.

. .
.

. . . .
..

. .
.

.

.
.

.. .
.

. . ..
.

.

.
.

. .
.
.

.
.

.
.

.
.

. ..
.

.. .
.. ..

.
.. .

.
.

. . .
. .

. .
.

. . . .
..

. .
..

. . .
..

. .
..

.
..

. . .
.

.
.

. .
..

. . .
..

.
..

. . .
.

.
.

. .
..

.
.
.

. . . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

.. . .
..

.. . .
.

.

.
. .... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... .

.. . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . .... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . . ... . ... .
.

.
.. . .

..
. . .

.... . .
..

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

.... . .
..

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

.
.

.
. . .

..
. . .

.... . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.. . .

..
. . .

..
.. . .

..
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. .

. .
.. . .

..
. . .

..
.. . .

.
.

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
.

.
. . .

..
. . .

. ... . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.. . .

..
. . .

.... . .
..

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
.

.
. . .

..
. . .

. ... . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
.

.
.. . .

..
. . .

.... . .
..

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

. . .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. .
. .

.. . .
..

. . .
..

.. . .
.

.
. . .

..
. . .

. .
.. . .

..
. . . .. .

.
.

..

.
.

.

...
.

.
.

.
.

.. .. ..
. .

..
. . .

.
.

.
. .

.. .
..

. . . .
..

. .
..

...
.

.
.

..
.

.. .
.

.
.

.
. .

..
. . .

. .
.

. .
.. .

..

.
.

... . .
..

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

.
. .

.
.

.
.

. . . .
..

.
. .

... .
.

.
. .

.
.

.
.

.
.

.
.

.

..

.

.
...

.
.

. .. ..

.
. . .

.

.
.

.
.. .

.
.

. . .
.... . .

..
. . .

. .
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
..

.. . .
..

. . .
. .

.
. . .

..
.. . .

..
. . .

.... . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

.. . .
..

. .
..

.
.

....

.
. .

.
. . .

.
..

. . .
.

.
.

. . .
. .

.
.

.
.

.
. .. .

..

.
..

. ..
. .

.
.

. . .
.

.
.

. . .
..

.
. . .

.
.

.
.

..
. . .

..
. . .

.
.

.
. .

.. .
..

.
..

..
. .

..
. . . .

..
. . .

.
.

.
. . .

..
.. . .

..
. .

.
. . . .

..
.. . .

..
. . .

.
.

.
. . .

..
.. . .

..
. . .

.
.

.
. . .

..
.. . .

..
. . .

. .
.

. . .
..

.. . .
..

. . .
.

.
.

. . .
..

.. . .
..

.
. .

..
.

..
. . .

.
.

.
. .

..
.

. .. .
.. .

.
.

.
...

.
.

.
.. .

.

.
.

.
.

..

. .

.
.

.
.

..
.

.
.

.
.

.
.

.
.

. . . .
..

. .
.

.

.
. .

.
.

.
.

.
.

.
.. . .

.
.

.
. ..

.
.

.
. .

.
. . .

..

.
.. . .

.

.
.

.
. ..

. .. ..
.

.

.
.

.
.
.

.
.. ..

.

.
... .

.
.

.
..

.
.

.
. . .

.
.

.
. . .

. .
. .

..

.
.. ..

.
.

.
. . .

.
. .

.
Abbildung 3.14: K = 0:50741. Der Punkt des elliptischen 2{Zyklus istvon der H�alfte eines 10{Zyklus umgeben.62



3.2 Invariante Mannigfaltigkeiten des hyperbolischenFixpunktesDie Existenz von Singularit�aten in der Streuabbildung � steht in einem un-mittelbaren Zusammenhang mit der Existenz von hyperbolischen Fixpunktenund periodischen Orbits des Systems. Auch in einem zeitunabh�angigen, zen-tralsymmetrischen System mit regul�arer Streudynamik f�uhrt die Existenz vonhyperbolischen Fixpunkten zu Singularit�aten in der Streuabbildung (Orbiting).Erst wenn jedoch die Menge der Singularit�aten in � wie in dem hier untersuch-ten System eine Cantor{Menge bildet, spricht man von irregul�arer Streuung[6].Existieren keine Fixpunkte, so kann auch kein Orbiting{Proze� zu Singula-rit�aten f�uhren. Dementsprechend mu� in dem hier untersuchten System f�urK < K1 die Streuabbildung � regul�ar sein. Abbildung 3.15 zeigt die Out{Variablen Eout und �out f�ur verschiedene Ein bei K = 0:37. Dieser K{Wertist kleiner als K1, es existieren also keine Fixpunkte. O�ensichtlich weist � f�urdiesen K{Wert keine Singularit�aten auf, die Streudynamik ist regul�ar. Die nu-merischen Berechnungen wurden mit Hilfe von (2.9) durchgef�uhrt, wobei jedochdie Abbildung � an Stelle von �L benutzt wurde.Durch die Sattel{Zentrum{Bifurkation bei K = K1 entstehen ein elliptischerund ein hyperbolischer Fixpunkt. Der �au�ere, hyperbolische Fixpunkt wird imfolgenden mit (�r; �p) bezeichnet. Nach dem Stable{Manifold{Theorem [19] exi-stieren f�ur (�r; �p) stabile und instabile MannigfaltigkeitenW s = n(r; p) j �k(r; p)! (�r; �p) f�ur k !1obzw. W u = n(r; p) j �k(r; p)! (�r; �p) f�ur k !�1o : (3.24)W s und W u sind eindimensionale, glatte Kurven, die sich im Fixpunkt (�r; �p)transversal schneiden. Liegt ein Punkt (r; p) auf W s oder W u, so kann er un-ter der Dynamik des Systems diese Mannigfaltigkeiten nicht verlassen. Liegtein Punkt sowohl auf W s als auch auf W u, so mu� er unter Vorw�arts- undR�uckw�artsdynamik stets wieder auf beiden Mannigfaltigkeiten liegen. Ein sol-cher Schnittpunkt von W s und W u wird als homokliner Punkt bezeichnet. DieExistenz eines homoklinen Punktes impliziert sofort die Existenz unendlich vie-ler Schnittpunkte.Abbildung 3.16 zeigt stabile und instabile Mannigfaltigkeiten des �au�eren Fix-punktes f�ur K = 0:4 unmittelbar nach der Sattel{Zentrum{Bifurkation beiK = K1. Beide Mannigfaltigkeiten des Fixpunktes bestehen aus zwei �Asten:Jeweils ein Ast l�auft direkt in die asymptotische Region des Phasenraumes, derandere verl�auft zun�achst in Richtung des Ursprungs, um sich dann in unendlichvielen homoklinen Punkten mit der anderen Mannigfaltigkeit zu schneiden. Die63
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�achenerhaltende Abbildung ist, jeweilsden gleichen Fl�acheninhalt haben. Da die Schlaufen zum Fixpunkt hin immerschmaler werden, m�ussen sie gleichzeitig immer l�anger werden. Die Schlaufender stabilen Mannigfaltigkeit schmiegen sich dem anderen Ast der Mannigfaltig-keit an und folgen seinem Verlauf bis in den asymptotischen Bereich. Gleichesgilt f�ur die Schlaufen der instabilen Mannigfaltigkeit.Dieses Szenario erzeugt eine �au�erst komplizierte Dynamik in der Umgebungdes Fixpunktes. Es kann gezeigt werden, da� die Dynamik in diesem Bereichdes Phasenraumes topologisch konjugiert zur Horseshoe{Abbildung ist [19, 8].Hier existiert eine hyperbolische Menge �, die unter der Dynamik invariantist. � besteht aus unendlich vielen periodischen und aperiodischen lokalisierteninstabilen Orbits. Alle diese Orbits besitzen ihrerseits stabile und instabile Man-nigfaltigkeiten, die innerhalb der Schlaufen von W s und W u des Fixpunktes bis64
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Abbildung 3.16: Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten W s (blau) undWu (rot) des �au�eren Fixpunktes f�ur K = 0:4.in den asymptotischen Bereich reichen.3.3 Exponentielle Skalierung der StreuabbildungDie stabile MannigfaltigkeitW s und die instabile Mannigfaltigkeit W u erstrek-ken sich bis in den Bereich des Phasenraumes, in dem das System asymptotischin ein zeitunabh�angiges System �ubergeht. Hier verlaufen sie { aufgrund derEnergieerhaltung in diesem Bereich des Phasenraumes { parallel zur r{Achse.Immer wenn die Anfangsbedingung (Ein; �in) einer Trajektorie auf der stabilenMannigfaltigkeit W s liegt, wird der Orbit von dem instabilen Fixpunkt "ein-gefangen\. In diesem Fall sind die Out{Variablen Eout und �out nicht de�niert.Ebenso entstehen durch die Schnittpunkte mit den invarianten Mannigfaltigkei-ten der instabilen Orbits in � unendlich viele weitere Singularit�aten. Alle dieseSchnittpunkte f�uhren zu einer fraktalen Menge von Streusingularit�aten.65
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Abbildung 3.19: Vergr�o�erung des Bereiches um den hyperbolischen Fix-punkt in Abbildung 3.16 mit einigen homoklinen Schnittpunkten Pi vonW s und W u.Funktion �ubergeht, �out(�in) in eine �Uberlagerung einer linearen und einer pe-riodischen Funktion. Diese exponentielle Skalierung ist typisch f�ur chaotischeStreusysteme, in denen ein hyperbolischer Fixpunkt und das durch homoklineSchnitte seiner Mannigfaltigkeiten entstandene Horseshoe{Szenario zu Singula-rit�aten in der Streuabbildung f�uhren [20, 21].In Abbildung 3.19 sind die Umgebung des Fixpunktes (�r; �p) sowie die Mannig-faltigkeiten W s und W u dargestellt. Zus�atzlich sind einige homokline PunkteP i gezeigt. Sie sind Punkte eines homoklinen Orbits, d. h. es giltP i = �(Pi�1) : (3.26)Da die Dynamik in der Umgebung des Fixpunktes nach demHartman{GrobmanTheorem [19] topologisch konjugiert zur linearisierten Dynamik �i+1�i+1! =  �1 00 �2!  �i�i! (3.27)68



ist, gilt f�ur den Abstand li zwischen zwei homoklinen Punkten P i und P i�1asymptotisch die Beziehung li�1 = 1�1 li : (3.28)Eine eindimensionale Menge von Anfangsbedingungen, die W s transversalschneidet, wird unter der �{Dynamik beliebig nah an W u abgebildet. Sie wirdvon den Schlaufen von W s in Intervalle Ii unterteilt, f�ur deren L�ange asympto-tisch ebenfalls die Relation (3.28) gilt. Durch den �Ubergang zu der skaliertenIn{Variablen �in erhalten diese Intervalle alle die L�ange 1. Anfangsbedingungenaus einem Intervall Ii�1 werden dabei zu den gleichen Werten f�ur die Out{Variablen f�uhren wie Anfangsbedingungen aus Ii { mit dem einzigen Unter-schied, da� sie eine Iteration l�anger im Wechselwirkungsbereich des Potentialsverbleiben. Eout(�in) sowie der periodische Anteil von �out(�in) m�ussen also pe-riodisch mit der Periode 1 sein, die Steigung des linearen Anteils von �out(�in)mu� ebenfalls 1 betragen.
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Kapitel 4Chaotische Streuung im Falle n = 1In diesem Kapitel wird die Streudynamik f�ur den Fall n = 1 untersucht. F�urdas Kickpotential V (r) ergibt sich bei dieser Wahl von n:V (r) = �Kr ; (4.1)f�ur die Kraftfunktion gilt somitF (r) = �Kr2 : (4.2)F�ur n = 1 verschwindet der repulsive Drehimpulsterm f�ur r !1 schneller alsdas attraktive Streupotential. F�ur gro�e Abst�ande zum Ursprung geht die Dy-namik des Systems also in die eines zeitunabh�angigen Coulomb{Systems �uber.Die Bewegung �ndet je nach dem Vorzeichen der Energie asymptotisch aufHyperbeln, Parabeln oder Ellipsen statt. Anders als im Fall n = 4 kann sichhier aufgrund der unendlichen Reichweite des attraktiven Coulomb{Potentialsein gebundener Orbit auf einer ellipsenf�ormigen Bahn beliebig weit vom Streu-zentrum entfernen. Ferner sind in diesem Falle parabolische Out{Orbits, alsoOrbits, die das System mit der Energie Eout = 0 verlassen, m�oglich. Diese para-bolischen Out{Orbits sind, wie die �Uberlegungen in diesem Kapitel zeigen, ver-antwortlich f�ur eine algebraische Skalierung der Streuabbildung. Abbildung 4.1zeigt einen typischen Streuorbit f�ur n = 1.4.1 Asymptotisch konstante Variablen f�ur n = 1Die in Kapitel 2 beschriebene Transformation (2.5) auf asymptotisch konstanteVariablen kann im Falle n = 1 nicht benutzt werden, da die mit (2.5) de�-nierte Variable � im Potential (4.1) asymptotisch nicht konstant wird. Grundhierf�ur sind logarithmische Zusatzterme, die in der Beschreibung des asympto-tischen Zeitverhaltens des Teilchens zus�atzlich zur linearen Dynamik des freienTeilchens auftreten. 70
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Abbildung 4.1: Typischer Streuorbit im Kon�gurationsraum f�ur n = 1.Ein = 1:98992 : : : , �in = 0:5, K = 2. Die Orte des Teilchens zu den Kick-zeitpunkten sind mit Punkten markiert.Eine geeignete Variable f�ur das Coulomb{System stellt die Zeit � dar, zu der dasTeilchen im zeitunabh�angigen System den Umkehrpunkt einer Hyperbelbahndurchl�auft. � ist f�ur E > 0 durch den Ausdruck� = t�rm2 rZr0  E � L22mr02 + Kr0 !�1=2 dr0f�ur t ? � (4.3)gegeben. r0 bezeichnet den Radius im Umkehrpunkt und ist durchr0 = � K2E +s K24E2 + L22mE (4.4)eindeutig bestimmt. F�uhrt man die Integration in (4.3) aus, so erh�alt man71



schlie�lich mit (4.4) die zeitabh�angige TransformationTt : (r; p)! (E; � )E = p22m + L22mr2 � Kr� = t�r m2E 24sr2 + KE r � L22mE� K2E log0@2EK qr2 + KE r � L22mE + r + K2Eq2L2 EmK2 + 1 1A35 (4.5)f�ur t ? t0 :In [22] wird gezeigt, da� diese Transformation kanonisch und somit 
�achener-haltend ist.Da das untersuchte System f�ur r ! 1 in ein zeitunabh�angiges Coulomb{System �ubergeht, nimmt das mit (4.5) de�nierte Variablenpaar (E; � ) f�ur gro�eAbst�ande zum Ursprung asymptotisch konstante Werte an.Mit Hilfe von (4.5) kann nun wie in (2.8) die Streuabbildung � de�niert werden,die die Variablen (Ein; �in) vor dem Streuvorgang auf die Variablen (Eout; �out)nach dem Durchgang durch den Wechselwirkungsbereich abbildet. Bei der nu-merischen Berechnung der Streuabbildung mu� die Tatsache beachtet werden,da� sich ein gebundener Orbit mit E < 0 auf einer ellipsenf�ormigen Bahn be-liebig weit vom Ursprung entfernen kann. Die Berechnung darf demnach nurabgebrochen werden, wenn ein festgelegter Abstand vom Ursprung erreicht istund gleichzeitig die Energie gr�o�er oder gleich Null ist.Die Abbildungen 4.2 und 4.3 zeigen die Out{Variablen (Eout; �out) f�ur verschie-dene Ein bei festem �in. Wie im Fall n = 4 zeigt sich, da� sich auch hier stetigeund unstetige Intervalle abwechseln, die unstetigen Bereiche enthalten bei Ver-gr�o�erung wieder stetige Intervalle. Es existiert also auch hier wie f�ur n = 4 eineMenge von Streusingularit�aten mit der Struktur einer Cantor{Menge. Auf derGrenze zwischen einem stetigen und einem unstetigen Bereich liegt dabei immerein parabolischer Out{Orbit. Die numerischen Berechnungen f�ur die Abbildun-gen in diesem Kapitel wurden mit Hilfe von (1.37) bei K = 2 durchgef�uhrt.
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Abbildung 4.2: Eout und �out in Abh�angigkeit von Ein f�ur �in = 0:5,K = 2. Der markierte Bereich ist in Abbildung 4.3 vergr�o�ert dargestellt.
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untersuchte System �ubertragen werden.Der Einfachheit halber sei angenommen, da� das System jenseits eines AbstandsR vom Ursprung vollst�andig in das zeitunabh�angige System mit der Hamilton{Funktion H(r; p) = p22m + L22mr2 � Kr (4.7)�ubergeht. ER bezeichne die Energie des Systems bei r = R. Im folgenden sei �infest, Ein variabel. E�in sei im folgenden eine beliebige In{Energie, die zu einemparabolischen Out{Orbit f�uhrt. ER kann in einer Umgebung von E�in linearisiertwerden: ER = �C (Ein � E�in) : (4.8)Die Konstante C sei o. B. d. A. positiv. Es gilt nun die folgende Fallunterschei-dung:� Ein < E�in ) ER > 0. Der Orbit verl�a�t den Wechselwirkungsbereich aufeiner Hyperbel mit Eout = ER. Diese Anfangsbedingung f�uhrt zu regul�arerStreuung.� Ein = E�in ) ER = 0. Der Orbit verl�a�t den Wechselwirkungsbereich aufeiner Parabel mit Eout = 0 und nicht de�niertem �out.� Ein > E�in ) ER < 0. Der Orbit bewegt sich mit konstanter Energie ER aufeiner elliptischen Bahn; er wird nach einer Wiederkehr{Zeit TRet nach r =R zur�uckkehren und anschlie�end wieder in den Wechselwirkungsbereichdes zeitabh�angigen Potentials eintreten. Diese Anfangsbedingung f�uhrt zuirregul�arer Streuung.Die Wiederkehr{Zeit TRet l�a�t sich berechnen, indem man l�angs des elliptischenOrbit von r = R bis zum Umkehrpunkt �R und zur�uck integriert. Man erh�altTRet = 2rm2 �RZR  ER � L22mr2 + Kr !�1=2 dr : (4.9)Der Umkehrpunkt �R ist hierbei durch�R = 12jERj 0@K +sK2 � 2jERjL2m 1A (4.10)76



gegeben. F�uhrt man die Integration in (4.9) aus, erh�alt manTRet = 24�q2mK r � 2m jERj r2 � L2jERj�Krm2 jERj�3=2 arcsin K � 2 jERj rqK2 � 2 jERjL2 =m35 �RR : (4.11)F�ur jERj ! 0 ergibt sich aus (4.11)TRet = K �rm2 jERj�3=2 : (4.12)Unterscheiden sich nun f�ur zwei verschiedene Orbits mit der gleichen EnergieER die Wiederkehr{Zeiten um ein ganzzahliges Vielfaches der Periodendauerdes Potentials, so treten die Trajektorien mit der gleichen Energie ER und mitder gleichen Phase relativ zum Potential wieder in den Bereich zeitabh�angigerWechselwirkung ein. Die weitere Dynamik dieser Orbits mu� demnach identischsein. Sie m�ussen also, sobald sie den Wechselwirkungsbereich endg�ultig verlas-sen, die gleiche Out{Energie Eout haben. In der Variablen �out unterscheiden siesich um die Zeitdi�erenz ihrer Wiederkehr{Zeiten.Solche Orbits h�aufen sich wegen (4.12) f�ur ER ! 0, also in der Umgebung vonjedem parabolischen Out{Orbit. In der Skalierung (4.6) folgen sie f�ur �in !1�aquidistant. Die Periodizit�at der Out{Variablen in Abbildung 4.4 ist also eineKonsequenz von (4.12).
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Schlu�Die vorliegende Arbeit befa�t sich mit der chaotischen Dynamik in einem pe-riodisch zeitabh�angigen Hamilton{System, das durch die Wahl einer speziellenForm der Zeitabh�angigkeit die Gestalt eines "Kicksystems\ erhielt.In diesem Kicksystem wurde die Streudynamik exemplarisch an einem speziel-len zentralsymmetrischen Kickpotential untersucht. Es zeigte sich, da� je nachReichweite des Kickpotentials zwei unterschiedlicheMechanismen die chaotischeDynamik und somit auch die Struktur der Streuabbildung beein
ussen.Bedingt durch diese zwei Mechanismen, weist die Streuabbildung zwei verschie-dene Skalierungseigenschaften auf: exponentielle Skalierung bei kurzer, algebra-ische bei langer Reichweite. Beide Skalierungseigenschaften konnten erkl�art undnumerisch best�atigt werden. In beiden F�allen zeigte sich, da� die Streuabbildungf�ur eine fraktale Menge von Anfangsbedingungen singul�ar wird.Die Wahl eines Kicksystems f�ur die Untersuchungen erm�oglichte die Beschrei-bung der Dynamik des Systems durch die Iteration einer diskreten Abbildung.Dies hatte zur Folge, da� die numerischen Berechnungen gegen�uber der Inte-gration eines Di�erentialgleichungssystems erheblich vereinfacht wurden.Diese Arbeit kann als eine Vorarbeit f�ur die Analyse von Streuexperimentenangesehen werden, in denen die explizite Zeitabh�angigkeit durch �Uberlagerung�au�erer elektromagnetischer Wechselfelder realisiert wird.
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