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Einleitung
Into the woods,It's time to go,I hate to leave,I have to, though.Into the woods |It's time, and soI must begin my journey.Stephen Sondheim, Into the WoodsDas klassische Wassersto�atom im zeitabh�angigen elektrischen Feld ist ein dy-namisches System, das | neben seiner hervorragenden Bedeutung f�ur die In-terpretation von Ionisationsexperimenten | als beispielhaftes Modellsystemf�ur viele Aspekte der Theorie dynamischer Systeme dient. Mitte der siebzigerJahre gaben die Experimente Bay�elds und Kochs zur Multiphotonionisationhochangeregter Wassersto�atome [BaKo74] den Ansto� zu Anstrengungen, diefeldst�arkenabh�angige Ionisationsgrenze auf (semi-)klassischer Basis zu erkl�aren[Cas+87, Jen+91, Jen92, MoKo92, She93]. Die Anwendung der relativ jungen klas-sischen Theorie nichtlinearer Systeme (Chaostheorie) erbrachte dabei Resultate,die �uber einen weiten Parameterbereich gut mit den experimentellen Ergebnissen�ubereinstimmen [Jen84].Die Bewegung des Elektrons im Feld des Protons und im �au�eren zeitabh�angi-gen elektrischen Feld wird durch die Coulomb-Singularit�at, durch KAM-Bereichein der Umgebung stabiler periodischer Orbits und durch das asymptotisch at-traktive 1=r-Potential gepr�agt. Der Fall eines zirkular polarisierten elektrischenFeldes ist hier von besonderem Interesse, weil durch den �Ubergang in ein ro-tierendes Koordinatensystem die beschreibende Hamilton-Funktion ihre expliziteZeitabh�angigkeit verliert. W�ahrend die Ionisation von Wassersto�atomen heuterelativ gut verstanden ist, kla�en bei der Analyse sowohl der gebundenen als auchder Streudynamik gro�e L�ucken. Diese Arbeit dient dazu, durch eine umfassendeBehandlung der verschiedenen Darstellungen des Systems, der Chaosmechanis-3



4 Einleitungmen bei der gebundenen Bewegung und der Eigenschaften der Streufunktioneneinige dieser L�ucken zu schlie�en.Der Schwerpunkt meiner Untersuchungen zur gebundenen Dynamik des Wasser-sto�atoms im zirkular polarisierten elektrischen Feld liegt bei der detailliertenAnalyse des sogenannten Silnikov-Ph�anomens [Sil67, Sil70, Dev76]. Silnikov undDevaney haben gezeigt, da� ein Sattel-Fokus-Fixpunkt der Bewegungsgleichun-gen zusammen mit einem homoklinen Orbit die Existenz einer hyperbolischeninvarianten Menge im Phasenraum impliziert, auf der die Dynamik chaotisch ist.In dieser Arbeit werden erstmals bei einem realistischem System die in DevaneysBeweisf�uhrung ben�otigten lokalen Schnitt
�achen des Flusses und ihre Bilder un-ter dem Hamiltonschen Flu� konstruiert, und es wird gezeigt, da� die Dynamikauf der invarianten Menge topologisch zu einer Smaleschen Hufeisenabbildungund damit zu einer Shift-Abbildung auf einem Folgenraum konjugiert ist.Bei der Untersuchung der Streudynamik des Elektrons hat man die Komplika-tion, da� die Kraft auf das Elektron asymptotisch nicht verschwindet, da daszeitperiodische elektrische Feld als ortsunabh�angig vorausgesetzt ist. Durch eineals Beschleunigungseichung bezeichnete kanonische Transformation behebt mandieses Problem: Im transformierten System bewegt sich das Elektron im Felddes Protons, welches auf einem geschlossenen Weg gef�uhrt wird. Dabei ist dieBahn des Protons durch das zeitabh�angige elektrische Feld festgelegt; im Fallezirkularer Polarisation bewegt es sich z.B. gleichf�ormig auf einer Kreisbahn.Die Streufunktionen gleichen in ihrer charakteristischen Struktur denen andererexplizit zeitabh�angiger, aber auch bestimmter zeitunabh�angiger Systeme. An-ders als bei hyperbolischem Streuchaos spielen hier parabolisch entweichendeStreuorbits eine wichtige Rolle. Es gibt eine fraktale Menge sogenannter para-bolischer Streusingularit�aten, in deren N�ahe die Streufunktionen algebraisch ska-lieren | im Gegensatz zur exponentiellen Skalierung in der N�ahe hyperbolischerStreusingularit�aten. In dieser Arbeit werden die Skalierungseigenschaften des be-trachteten Systems auf die asymptotischen Eigenschaften des Potentials zur�uck-gef�uhrt. Dar�uberhinaus werden entsprechende Folgerungen f�ur eine gro�e Klassevon Streusystemen gezogen, die in dieser Arbeit genau charakterisiert wird. Dabeiwird der Skalierungsexponent, der das Verhalten der Streufunktionen in der N�aheparabolischer Streusingularit�aten beschreibt, eindeutig durch das asymptotischeVerhalten des Potentials festgelegt.Die algebraische Skalierung in der N�ahe parabolischer Streusingularit�aten hatzur Folge, da� auch bei vollst�andig entwickeltem Chaos [Ble+89] f�ur Ensemblesvon Streutrajektorien kein exponentielles, sondern ein algebraisches Zerfallsgesetzbeobachtet wird. Die Geschwindigkeit des Zerfalls wird durch den Zerfallsexpo-nenten festgelegt. Es wird gezeigt, da� dieser durch den Kehrwert des Skalierungs-



Einleitung 5exponenten der algebraischen Skalierung und folglich letztlich durch das asym-ptotische Verhalten des Potentials bestimmt wird. Der Beweis und numerischeTests f�ur dieses unerwartete Ph�anomen bilden den Abschlu� dieser Arbeit.Im ersten Kapitel werden verschiedene kanonische Darstellungen des Wassersto�-atoms im zirkular polarisierten elektrischen Feld vorgestellt. Neben dem urspr�ung-lichen raumfesten System werden die Hamilton-Funktionen des rotierenden Sy-stems und des sogenannten mitbewegten Systems (f�ur das die Wechselwirkungasymptotisch verschwindet) hergeleitet. Dar�uberhinaus werden zwei Regularisie-rungsmethoden erl�autert, welche die numerischen Schwierigkeiten aufgrund derCoulomb-Singularit�at beseitigen.Das zweite Kapitel ist gebundenen Bewegungen des Elektrons gewidmet, die nichtzur Ionisation des Wassersto�atoms f�uhren. Hier besch�aftige ich mich insbeson-dere mit der Dynamik nahe der Singularit�at und dem sogenannten Trojaner-punkt, einem stabilen Gleichgewichtspunkt des rotierenden Systems. Bei h�oherenFeldst�arken bifurkiert der Trojanerpunkt zu einem instabilen Sattel-Fokus-Punktder Bewegungsgleichungen. Zusammen mit einem homoklinen Orbit bildet er dieVoraussetzung f�ur das Silnikov-Ph�anomen.Im dritten Kapitel untersuche ich Eigenschaften der Elektron-Proton-Streuung imzirkular polarisierten elektrischen Feld. Die horizontale und die vertikale Strukturder Streufunktionen werden dargestellt und durch Eigenschaften der Streutrajek-torien erkl�art. Die besondere Bedeutung der parabolischen Streusingularit�aten f�urdie Struktur der Streufunktionen wird hervorgehoben und die algebraische Skalie-rung in ihrer Umgebung durch asymptotische Eigenschaften der Wechselwirkungerkl�art.Im vierten Kapitel werden diese �Uberlegungen auf eine gro�e Klasse von Streu-systemen verallgemeinert. Es werden typische Beispielsysteme vorgestellt, um dietheoretisch vorausgesagten Skalierungseigenschaften zu �uberpr�ufen. Eine einfacheheuristische �Uberlegung legt nahe, da� die algebraische Skalierung der Streufunk-tionen einen algebraischen Zerfall von Streuensembles zur Folge haben. Bei einemnumerisch unproblematischen System wird diese Vermutung anhand gro�er Streu-ensembles durch die Analyse der Verteilung der Verz�ogerungszeiten erh�artet. DenAbschlu� der Arbeit bildet ein detaillierter Beweis dieser Hypothese, der auf we-nigen Grundeigenschaften der Streufunktionen aufbaut. Die Beweisidee f�uhrt aufein abstraktes Fixpunktproblem, das durch die algebraisch abfallende Verteilungder Verz�ogerungszeiten gel�ost wird.



Kapitel 1Kanonische Formulierungen
In diesem Kapitel formuliere ich die Hamilton-Funktion und die Bewegungsglei-chungen des klassischen Wassersto�atoms im r�aumlich homogenen, jedoch zeitab-h�angigen elektrischen Feld. F�ur den in dieser Arbeit im Vordergrund stehendenFall zirkularer Polarisation werden insgesamt vier verschiedene Variablens�atzeverwendet, die durch kanonische Transformationen miteinander verkn�upft sind.Im Verlauf der Arbeit wird es sich als vorteilhaft erweisen, verschiedene Problem-stellungen im jeweils geeigneten Variablensatz zu behandeln.Au�erdem regularisiere ich durch zwei verschiedene Methoden die Coulomb-Singularit�at des Di�erentialgleichungssystems, die numerische Berechnungen derDynamik des Elektrons nahe dem Proton wesentlich erschwert. Damit erhalte icheine solide Basis, auf der die analytischen und numerischen Untersuchungen derfolgenden Kapitel aufbauen k�onnen.1.1 Das raumfeste SystemDie Newtonsche Bewegungsgleichung des Wassersto�atoms im zeitabh�angigenelektrischen Feld lautet:m�r = � e24��0 rr3 + Ff(t) : (1.1)Dabei bezeichnet m die reduzierte Masse des Elektron-Proton-Systems, e dieElementarladung, r den Ort des Elektrons relativ zum Proton und Ff(t) daselektrische Feld. F�ur den in dieser Arbeit ausf�uhrlich behandelten Fall zirkularerPolarisation hat man z.B.f(t) = ex cos!t+ ey sin!t : (1.2)6



1.1. Das raumfeste System 7Einstweilen sei die Funktion f(t) jedoch nicht spezi�ziert.Die Skalierungsoperationen, mit denen man sich einiger Systemparameter ent-ledigen kann, sind bei Anwendung auf die Newtonsche Bewegungsgleichung am�ubersichtlichsten. Unter den Transformationen�4��0me2 �1=3 r 7�! r (1.3a)� 4��0e2m2�1=3 F 7�! F (1.3b)ergibt sich das skalierte raumfeste System zu�r = � rr3 + Ff(t) : (1.4)Die Hamilton-Funktion, die dieses im folgenden mit � bezeichnete System be-schreibt, lautetH(r;p; t) = 12p2 � 1r � Fr � f(t) : (1.5)H f�uhrt auf die kanonischen Bewegungsgleichungen_r = p (1.6a)_p = � rr3 + Ff(t) : (1.6b)Es sei nun, wie im Spezialfall (1.2), das elektrische Feld periodisch in der Zeit,d.h. f�ur alle t geltef(t) = f(t+ 2�=!) : (1.7)Dann erweist sich, da� die Abh�angigkeit der Dynamik von der Kreisfrequenz !trivial ist. Skaliert man simultan Zeit, Ort und elektrische Feldst�arke gem�a�!t 7�! t (1.8a)!2=3r 7�! r (1.8b)!�4=3F 7�! F ; (1.8c)so folgt f�ur den Impuls!�1=3p 7�! p (1.9)und f�ur die Hamilton-Funktion!�2=3H 7�! H : (1.10)



8 Kapitel 1. Kanonische FormulierungenDiese neue Hamilton-Funktion hat die gleiche Form wie (1.5), jedoch besitzt f(t)nun nicht mehr die Periode 2�=!, sondern 2� und ist somit unabh�angig von !.F�ur den Fall der zirkularen Polarisation ergibt sich z.B. statt (1.2) nach dieserTransformation die Gleichungf(t) = ex cos t + ey sin t : (1.11)Als einziger Systemparameter verbleibt also die St�arke F des elektrischen Feldes.Im folgenden werde ich jedoch um der Anschaulichkeit willen den Parameter !meist in den Gleichungen belassen.1.2 Das rotierende SystemIn diesem Abschnitt soll die Untersuchung der gebundenen Dynamik f�ur das zirku-lar polarisierte elektrische Feld (1.2) vorbereitet werden. Hier ist der �Ubergang zueinem mit dem elektrischen Feldvektor mitrotierenden Koordinatensystem sinn-voll, da die explizite Zeitabh�angigkeit der Hamilton-Funktion auf diese Weiseeliminiert werden kann. Die kanonische Transformation wird generiert durch diefolgende Erzeugende vom F2-Typ [Gol85]:Fa(r; ~p; t) = ~ptR(t) r (1.12)mit der DrehmatrixR(t) = 0BB@ cos!t sin!t 0� sin!t cos!t 00 0 1 1CCA : (1.13)Die neuen Koordinaten ergeben sich zu~r = R(t) r (1.14a)~p = R(t)p : (1.14b)Die Hamilton-Funktion ~H dieses rotierenden Systems ~� ergibt sich mit ~H =H + @Fa=@t zu~H(~r; ~p) = 12 ~p2 � 1~r � F ~x� !(~x~py � ~y~px) : (1.15)Durch den �Ubergang in das rotierende Koordinatensystem ist es gelungen, dieexplizit zeitabh�angige Hamilton-Funktion H auf die zeitunabh�angige Hamilton-Funktion ~H zu transformieren. Der Wert von ~H ist folglich ein Integral der Be-wegung, und in Anlehnung an das entsprechende Integral im eingeschr�anktenDreik�orperproblem bezeichne ich es als Jacobi-Integral C [Cha27, AbMa78].



1.2. Das rotierende System 9Es ist erw�ahnenswert, da� die Hamilton-Funktion ~H formal mit der Hamilton-Funktion des Wassersto�atoms im gekreuzten elektromagnetischen Feld �uberein-stimmt, sofern man den diamagnetischen Term vernachl�assigt [GrFa92, RaCh95].Die kanonischen Bewegungsgleichungen in ~� lauten_~x = ~px + !~y (1.16a)_~y = ~py � !~x (1.16b)_~z = ~pz (1.16c)_~px = � ~x~r3 + !~py + F (1.16d)_~py = � ~y~r3 � !~px (1.16e)_~pz = � ~z~r3 : (1.16f)Im folgenden verwende ich statt der generalisierten Impulse ~p h�au�g die Ge-schwindigkeiten ~v = _~r. Diese stimmen hier nicht wie im raumfesten System �mit den Impulsen �uberein (siehe (1.16a{c)). Unter Verwendung der Geschwindig-keiten lautet das Di�erentialgleichungssystem wie folgt:_~x = ~vx (1.17a)_~y = ~vy (1.17b)_~z = ~vz (1.17c)_~vx = � ~x~r3 + !2~x + 2!~vy + F (1.17d)_~vy = � ~y~r3 + !2~y � 2!~vx (1.17e)_~vz = � ~z~r3 : (1.17f)In den Gleichungen (d) bis (f) bezeichnet der erste Summand jeweils die Coulomb-Kraft zwischen Proton und Elektron, w�ahrend in den Gleichungen (d) und (e)der zweite Summand jeweils die Zentrifugalkraft und der dritte Summand dieCoriolis-Kraft darstellt. Der Term F in Gleichung (d) entspricht der Kraft durchdas von au�en angelegte elektrische Feld.Das Jacobi-Integral C als Funktion der Orte und Geschwindigkeiten ergibt sichdann mit (1.15) und (1.16) zuC = T (~v) + U(~r) ; (1.18a)wobei der kinetische Anteil gegeben ist durchT (~v) = 12 �~v2x + ~v2y + ~v2z� ; (1.18b)



10 Kapitel 1. Kanonische Formulierungenw�ahrend sich der Potentialanteil (das "e�ective potential\ gem�a� [FaUz95]) zuU(~r) = �12!2~r2 � F ~x� 1~r (1.18c)ergibt. Durch Ableiten des "Potentials\ U kann nur die �au�ere Kraft F ~ex, dieCoulomb-Kraft �~r=~r3 und die Zentrifugalkraft !2(~x; ~y; 0) bestimmt werden. DieCoriolis-Kraft ist hingegen stets orthogonal zum Geschwindigkeitsvektor und lei-stet deshalb keine Arbeit. Sie besitzt folglich kein Potential. Trotzdem sieht manleicht, da� die kritischen Punkte des Potentials (d.h. Punkte mit rU = 0) auchdie Gleichgewichts- oder Fixpunkte des Di�erentialgleichungssystems (1.17) be-stimmen. F�ur diese gilt ja automatisch ~v = 0, und somit ist auch die Coriolis-Kraft gleich null. Gleichgewichtspunkten im rotierenden System ~� entsprechenKreisorbits im raumfesten System �. In Abschnitt 2.2.2 werde ich mich n�ahermit der Dynamik in der N�ahe der Kreisorbits auseinandersetzen.Das Jacobi-Integral l�a�t sich auch als Funktion der Koordinaten des raumfestenSystems � darstellen. Mit der Hamilton-Funktion (1.15) und den Transformati-onsformeln (1.14) ergibt sichC = E � !L : (1.19)Dabei bezeichnet E den (zeitabh�angigen) Wert der Hamilton-Funktion H (d.h.die Energie in �) und L die (ebenfalls zeitabh�angige) z-Komponente des Drehim-pulses in �. Energie und Drehimpuls im raumfesten System sind also durch dieKonstante C gekoppelt: W�achst E an, so im gleichen Ma�e auch L.Abschlie�end gehe ich noch auf Symmetrieeigenschaften des Systems ~� ein, die inKapitel 2 Verwendung �nden werden. Es soll im folgenden die Reversibilit�at desdurch (1.17) de�nierten Flusses im rotierenden System ~� nachgewiesen werden.Dabei hei�t nach [Mos73] ein dynamisches Systemd�=dt = F (�) (1.20)reversibel, wenn es eine lineare Abbildung S gibt mitS2 = id (1.21a)F (S�) = �SF (�) : (1.21b)Eine Abbildung S mit den Eigenschaften (1.21) hei�t (reversible) Symmetrie f�urdas Systems (1.20). F�ur ein reversibles System ist mit �(t) auch S�(�t) eineL�osung, denn es gilt:ddt(S�(�t)) = �S _�(�t) = �SF (�(�t)) = F (S�(�t)) : (1.22)



1.3. Das mitbewegte System 11Es bezeichne nun speziell� = (~x; ~y; ~z; ~vx; ~vy; ~vz) (1.23)den Phasenraumvektor in ~�. Dann stelltS1 : (~x; : : : ; ~vz) 7�! (~x; ~y; ~z;�~vx;�~vy;�~vz) (1.24)die Zeitumkehrabbildung undS2 : (~x; : : : ; ~vz) 7�! (~x;�~y; ~z; ~vx;�~vy; ~vz) (1.25)die Spiegelung an der xz-Ebene dar. Die Komposition von S1 und S2,S = S2S1 : (~x; : : : ; ~vz) 7�! (~x;�~y; ~z;�~vx; ~vy;�~vz) ; (1.26)ist eine Symmetrie des Di�erentialgleichungssystems (1.17), wie man durch Nach-pr�ufen der Forderungen (1.21) leicht best�atigt. (Die Zeitumkehrabbildung S1 al-lein stellt keine reversible Symmetrie des Systems (1.17) dar, da die Impulse indie Hamilton-Funktion (1.15) nicht nur quadratisch eingehen.) Wir werden diehier gefundene Reversibilit�at des Flusses sp�ater verwenden, um eine Symmetrieder Poincar�e-Abbildung herzuleiten. Die Reversibilit�at der Poincar�e-Abbildungvereinfacht die Suche nach periodischen Orbits und homoklinen Punkten undverringert den numerischen Aufwand bei der Erstellung von Poincar�e-Plots.1.3 Das mitbewegte SystemEs gibt im raumfesten System � sowohl gebundene als auch ungebundene Bewe-gung. Im Falle ungebundener Bewegung hat man in � asymptotisch keine gerad-linig gleichf�ormige Bewegung, da die Wechselwirkung f�ur gro�e Abst�ande nichtverschwindet. Gleichung (1.5) zeigt, da� das Potential, in dem sich das Elektronbewegt, f�ur gro�e r inVas(r) = �Fr � f(t) (1.27)�ubergeht. Die Asymptotik der Streutrajektorien in � ist leicht auszurechnen: Eshandelt sich z.B. im Falle der zirkularen Polarisation um Zykloiden in der xy-Ebene, �uberlagert von einer gleichf�ormigen Bewegung in z-Richtung. Wie ich imfolgenden zeige, ist jedoch auch eine Formulierung m�oglich, in der sich das Was-sersto�atom im zeitabh�angigen elektrischen Feld als "echtes\ Streusystem ent-puppt, dessen Wechselwirkung asymptotisch null wird. In Anlehnung an gewis-se unit�are Transformationen f�ur das entsprechende quantenmechanische System



12 Kapitel 1. Kanonische Formulierungen[Hen68] realisiere ich dieses Vorhaben durch zwei aufeinanderfolgende kanoni-sche Transformationen. Diese sind �ubrigens, wie auch schon die Transformationin das rotierende Koordinatensystem, unabh�angig von der speziellen Gestalt desCoulomb-Potentials und k�onnen somit f�ur beliebige Zentralpotentiale V (r) durch-gef�uhrt werden (siehe z.B. Unterabschnitt 4.2.3).Zun�achst wende ich auf die Hamilton-Funktion (1.5) des Systems � die kanonischeTransformation an, die durchFb1(r;p1; t) = r � (p1 �A(t)) (1.28)erzeugt wird. Dabei bezeichnetA(t) = � Z t Ff(t0)dt0 (1.29)das Vektorpotential, aus dem sich das �au�ere elektrische Feld als negative Ab-leitung nach der Zeit berechnet. Die Ortskoordinate ver�andert sich durch die-se Transformation nicht: r1 = r. Der neue generalisierte Impuls ergibt sich zup1 = p+A(t). Die neue Hamilton-Funktion lautet demnachH1(r1;p1; t) = 12 (p1 �A(t))2 � 1r1 : (1.30)Diese Transformation stellt nur eine Umeichung der elektromagnetischen Poten-tiale dar: War in System � das Vektorpotential gleich null, so bestimmt dasskalare Potential jetzt nur noch die Coulomb-Wechselwirkung �1=r1, aber nichtmehr das �au�ere zeitabh�angige elektrische Feld. Zuweilen sagt man hier auch, dasSystem be�nde sich in Geschwindigkeitseichung [Wie92b]. Erst durch die n�achsteTransformation erh�alt man ein echtes Streusystem. Die ErzeugendeFb2(r1;p0) = (r1 + �(t)) � p0 � 12 Z tA2(t0)dt0 (1.31)mit �(t) = Z tA(t0)dt0 (1.32)f�uhrt auf die neuen Variablenr0 = r1 + �(t) = r + �(t)p0 = p1 = p+A(t) : (1.33)Die neue Hamilton-Funktion des mitbewegten Systems �0 lautet:H 0(r0;p0; t) = 12p0 2 � 1jr0 � �(t)j : (1.34)



1.4. Das mitbewegte und rotierende System 13Man sagt hier, das System be�nde sich in Beschleunigungseichung [Wie92b]. Mankann das durch H 0 beschriebene System o�ensichtlich interpretieren als ein Elek-tron, das sich im Feld eines auf dem Weg �(t) laufenden Protons bewegt. F�urgro�e Abst�ande r0 vom Ursprung sieht das Teilchen lediglich die zeitunabh�angigeWechselwirkung �1=r0.Die kanonischen Bewegungsgleichungen lauten_r0 = p0 (1.35a)_p0 = � r0 � �(t)jr0 � �(t)j3 : (1.35b)Im Falle der zirkularen Polarisation (1.2) bewegt sich das Proton in �0 auf derKreisbahn �(t) = F!�2f(t), also phasengleich mit dem elektrischen Feldvektorin �. Hier ist es wieder wichtig auszurechnen, wie sich das Jacobi-Integral in dengestrichenen Koordinaten darstellt. Ausgehend von (1.19) und den Transforma-tionsformeln (1.33) erh�alt man nach etwas RechnenC = E 0 � !L0z + F2!2 : (1.36)Diese Beziehung wird in den Ausf�uhrungen �uber die Streubewegung h�au�g Ver-wendung �nden.1.4 Das mitbewegte und rotierende SystemIn diesem Abschnitt wird zur Abrundung der verschiedenen Darstellungen unse-res Systems die Hamilton-Funktion des mitbewegten Systems �0 in rotierendenKoordinaten dargestellt. Dazu verwende ich wieder die durch (1.12) generiertekanonische Transformation, die diesmal jedoch die Koordinaten (r0;p0) in dierotierenden Koordinaten (~r0; ~p0) �uberf�uhrt. Die entsprechende Erzeugende hei-�e Fc(r0; ~p0). Als Hamilton-Funktion des mitbewegten und rotierenden Sy-stems ~�0 ergibt sich~H 0(~r0; ~p0) = 12 ~p0 2 � 1j~r0 � F!�2~e0xj � ! �~x0~p0y � ~y0~p0x� : (1.37)Da auch ~H 0 (wie ~H) nicht explizit von der Zeit abh�angt, ist ~H 0 ein Integral derBewegung. Sein Wert ~E 0 ist allerdings keine vom Jacobi-Integral unabh�angigeKonstante, sondern h�angt auf einfache Weise mit C zusammen. Mit Hilfe von~E 0 = E 0 � !L0z erh�alt manC = ~E 0 + F2!2 : (1.38)



14 Kapitel 1. Kanonische FormulierungenIch f�uhre keine Rechnungen in diesen Koordinaten durch. Das System ~�0 habeich lediglich zur Vervollst�andigung des folgenden Schemas eingef�uhrt:� Fa����������! ~�Fb ???y ???y Fd�0 Fc����������! ~�0 (1.39)
Dabei lautet die Erzeugende der noch ausstehenden Transformation zwischen ~�und ~�0:Fd(~r; ~p0; t) = �~x + F!2� ~p0x + ~y �~p0y � F! �+ ~z~p0z � F2!2 t : (1.40)Die Variablen in den beiden rotierenden Koordinatensystemen h�angen also durchdie folgenden einfachen Gleichungen zusammen:~r0 = ~r + F!2 ~ex (1.41a)~p0 = ~p+ F! ~ey : (1.41b)Es ist einfach, sich die inversen Transformationen zu bescha�en. Insofern kannman (1.39) mit Recht als kommutatives Diagramm zwischen den verschiedenenDarstellungen unseres Systems bezeichnen. Es sei nochmals darauf hingewiesen,da� ein �Ubergang in die rotierenden Systeme ~� und ~�0 nat�urlich nur dann sinnvollist, wenn das �au�ere elektrische Feld gem�a� (1.2) zirkular polarisiert ist.1.5 Regularisierung der Coulomb-Singularit�atDie Coulomb-Singularit�at, die in jedem der oben eingef�uhrten Systeme auftaucht,kann f�ur numerische Untersuchungen regularisiert werden. Orbits, die der Singu-larit�at nahekommen, sind beliebig hohen Kr�aften ausgesetzt, die jede numerischeRoutine zur L�osung von Di�erentialgleichungen "sprengen\. Ich stelle hier zweiMethoden der Regularisierung vor. Beide basieren auf der gleichen Idee: Kommtein Orbit in die N�ahe der Singularit�at, so verlangsamt sich der Ablauf einer "re-gularisierten Zeit\. Dies hat zur Folge, da� die auftretenden Beschleunigungenkleiner werden. W�ahlt man die Beziehung zwischen regularisierter und normalerZeit geeignet, so kann die Singularit�at des Di�erentialgleichungssystems behobenwerden.



1.5. Regularisierung der Coulomb-Singularit�at 151.5.1 Regularisierte ZeitDa das rotierende System ~� eine zeitunabh�angige Hamilton-Funktion besitzt,f�allt hier die Regularisierung der Coulomb-Singularit�at besonders leicht. Fallsdas Elektron in die N�ahe des Protons kommt, k�onnen die Koordinaten im raum-festen oder im mitbewegten System bei numerischen Rechnungen gegebenenfallszun�achst auf die Koordinaten in ~� umgerechnet werden, bevor regularisiert wird.Zur Regularisierung des Systems ~� geht man von den Di�erentialgleichungen(1.17) aus. Da Verwechslungen hier nicht m�oglich sind, werde ich in diesem Ab-schnitt die Tilden �uber den Koordinaten weglassen. Nach einem aus der Him-melsmechanik wohlbekannten Verfahren (siehe z.B. [Sch79], Seite 203) f�uhrt mandie regularisierte Zeit s �uber die Beziehung ds = dt=r ein. Es folgt:ddt = 1r dds (1.42a)d2dt2 = 1r2 d2ds2 � 1r3 drds dds : (1.42b)Dann erh�alt man f�ur die regularisierten Newtonschen Di�erentialgleichungen:d2xds2 = 1r drds dxds � xr + !2r2x+ 2!rdyds + Fr2 (1.43a)d2yds2 = 1r drds dyds � yr + !2r2y � 2!rdxds (1.43b)d2zds2 = 1r drds dzds � zr (1.43c)mit drds = 1r  xdxds + ydyds! : (1.44)Wie man leicht einsieht, f�uhren die Faktoren x=r, y=r, z=r nicht auf Singula-rit�aten. Folglich sind diese Gleichungen Standard-Integrationsverfahren (z.B. demhier meist verwendeten Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren [EnRe87]) numerischzug�anglich und liegen den meisten numerischen Untersuchungen dieser Arbeitzugrunde.1.5.2 Die Kustaanheimo-Stiefel-TransformationIn diesem Abschnitt stelle ich die Kustaanheimo-Stiefel-Transformation (KS-Transformation) vor, die f�ur Coulomb-Probleme ma�geschneidert ist. Die KS-Transformation, in Verbindung mit einer einfachen Zeittransformation wie imletzten Unterabschnitt, erlaubt es, eine Hamilton-Funktion zu konstruieren, die



16 Kapitel 1. Kanonische Formulierungenrein polynomial ist. Ich beschr�anke mich darauf, die KS-Transformation f�ur zweiFreiheitsgrade zu behandeln. Da ich in den meisten Rechnungen nur Trajektorienin der xy-Ebene ber�ucksichtige, soll diese relativ einfache Variante der allgemei-nen KS-Transformation hier gen�ugen. Die Gleichungen (1.17) zeigen, da� mitAnfangsbedingungen z(0) = 0 und _z(0) = 0 eine Trajektorie f�ur alle Zeiten in derxy-Ebene des rotierenden Systems ~� (und damit auch des raumfesten Systems�) verbleibt. Die allgemeine KS-Transformation �ndet man in [StSc71], die Dar-stellung in diesem Abschnitt orientiert sich an den Ausf�uhrungen im Anhang von[Kap92].Die kanonische KS-Transformation in zwei Dimensionen ist durch die Erzeugendevom F2-TypFks(x; y; pu; pv) = xpr � y pu +pr � y pv (1.45)gegeben. Auch die uv-Koordinaten versehe ich nicht mit Tilden, da sie ausschlie�-lich im rotierenden System Verwendung �nden. Man erh�alt die Transformations-gleichungen zux = uv (1.46a)y = 12(u2 � v2) (1.46b)px = upv + vpuu2 + v2 (1.46c)py = upu � vpvu2 + v2 ; (1.46d)bzw. die inverse Transformation zuu = xpr � y (1.47a)v = pr � y (1.47b)pu = pr � ypx + xpr � ypy (1.47c)pv = xpr � ypx �pr � ypy : (1.47d)Ferner erh�alt man aus (1.46) die Gleichungu2 + v2 = 2r : (1.48)In den vorstehenden Gleichungen mu� die Zweideutigkeit der Wurzel beachtetwerden. Das hat zur Folge, da� es zu jedem (x; y; px; py) 6= 0 zwei Urbilder(u(1); v(1); p(1)u ; p(1)v ) und (u(2); v(2); p(2)u ; p(2)v ) gibt. F�ur die Interpretation von sp�atergezeigten Orbits im uv-Raum ist es hilfreich, sich die Abbildungseigenschaften der



1.5. Regularisierung der Coulomb-Singularit�at 17KS-Transformation vor Augen zu f�uhren: In Abbildung 1.1 sind die vier Quadran-ten der xy-Ebene und ihre Urbilder in der uv-Ebene dargestellt. So sieht man zumBeispiel, da� eine geschlossene, einmal im Uhrzeigersinn durchlaufene Kurve imuv-Raum auf eine geschlossene Kurve im xy-Raum abgebildet wird, die zweimalgegen den Uhrzeigersinn durchlaufen wird.
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Abbildung 1.1: Abbildungsverhalten der Kustaanheimo-Stiefel-Transformation.(a) xy-Kon�gurationsraum mit Bezeichnung der Quadranten. (b) Urbild unter derKS-Transformation: x� bezeichnet das Urbild der positiven/negativen x-Achse,analog y�.Die Hamilton-Funktion f�ur die zirkulare Polarisation im rotierenden Koordina-tensystem ~� lautet in Abh�angigkeit von den KS-Koordinaten:Hks(u; v; pu; pv) = 12 p2u + p2vu2 + v2 � 2u2 + v2 � Fuv � !2 (vpu � upv) : (1.49)Da die erzeugende Funktion Fks nicht explizit zeitabh�angig ist, ist der Wert vonHks gleich dem Wert von ~H, d.h. gleich dem Jacobi-Integral C. Um die Hamilton-Funktion zu regularisieren, erweitert man nun den Phasenraum um das kanoni-sche Paar (t;�C). Man bekommt die neue Hamilton-Funktion H 0ks = Hks � C,die auf jedem Orbit den Wert 0 annimmt. Die Trajektorien werden dabei durcht0 parametrisiert, wobei dt=dt0 = @H 0ks=@(�C) = 1 ist. Geht man zu der neuenZeitvariablen s �uber mitds = dt02r ; (1.50)



18 Kapitel 1. Kanonische Formulierungenso bekommt man die regularisierte Hamilton-Funktion H 00ks(u; v; t; pu; pv;�C) zuH 00ks = H 0ksdt0ds = H 0ks(u2 + v2) : (1.51)Beachtet man noch, da� sich die kanonischen Gleichungen nicht �andern, wennman eine Konstante zur Hamilton-Funktion addiert, so folgt schlie�lich die neueHamilton-FunktionKks = 12 �p2u + p2v�� �u2 + v2��C + Fuv � !2 (upv � vpu)� ; (1.52)die auf jedem Orbit den Wert 2 annimmt. Die aus (1.52) gewonnenen kanonischenDi�erentialgleichungen lautenduds = pu � !rv (1.53a)dvds = pv + !ru (1.53b)dpuds = 2Cu+ �Fv � !2 pv� �3u2 + v2�+ !uvpu (1.53c)dpvds = 2Cv + �Fu+ !2 pu� �3v2 + u2�+ !uvpv (1.53d)dtds = u2 + v2 : (1.53e)Die Hamilton-Funktion Kks ist als Polynom in den generalisierten Koordinatenu, v, pu und pv Untersuchungen mit Mitteln der Normalformentheorie [Gus66,DrFi79, Ste91, Eng+95] zug�anglich. Au�erdem, und im Rahmen dieser Arbeitwichtiger, sind die aus Kks gewonnenen kanonischen Bewegungsgleichungen alsrein polynomiale Di�erentialgleichungen numerisch mit relativ geringem Aufwandzu integrieren.



Kapitel 2Die gebundene Dynamik
Dieses Kapitel ist der "inneren\ Dynamik des Wassersto�atoms im zirkular po-larisierten elektrischen Feld gewidmet, d.h. Bewegungen, bei denen nicht die Io-nisation oder die Streudynamik im Vordergrund stehen. Nahezu alle Rechnungenwerden in den Koordinaten des rotierenden Systems ~� durchgef�uhrt (siehe Ab-schnitt 1.2). Bei der Diskussion von Bewegungen des Elektrons in der N�ahe desProtons werde ich die hierf�ur angepa�ten regularisierten KS-Koordinaten aus Un-terabschnitt 1.5.2 verwenden.Bei schwachen St�orungen des Wassersto�atoms, also im Falle geringer elektrischerFeldst�arken F , ist es oft sinnvoll, das Problem in Winkel-Wirkungs-Variablen desungest�orten Coulomb-Systems zu formulieren. Dieser Weg wird in einer Vielzahlvon Arbeiten beschritten, um den �Ubergang vom integrablen (und sogar �uber-integrablen) ungest�orten Wassersto�atomsystem zum schwach gest�orten Systemm�oglichst einfach beschreiben zu k�onnen. Ein weiterer Vorteil ist der enge Zusam-menhang zwischen den klassischen Integralen der Bewegung und den Quanten-zahlen n, l, m des atomaren Wassersto�s. Das Wassersto�atom in einem linearpolarisierten elektrischen Feld wird in diesem Sinne z.B. in [LePe79, LeRi85] (ein-dimensional) und in [Jen+91, Ric92] (mehrdimensional) behandelt, w�ahrend derFall zirkularer Polarisation in Winkel-Wirkungs-Variablen in [How92] f�ur zweiDimensionen untersucht wird.Die Darstellung in Winkel-Wirkungs-Variablen eignet sich vor allem, wenn mansich f�ur das Wassersto�atom im schwachen elektromagnetischen Feld interessiert.In dieser Arbeit werden jedoch vor allem hohe Feldst�arken betrachtet, f�ur die dieDarstellung in Winkel-Wirkungs-Variablen des ungest�orten Wassersto�atoms nurbedingt brauchbar ist. Beim �Ubergang zu Kontinuumszust�anden ist es notwen-dig, den Koordinatensatz zu wechseln, da die Winkel-Wirkungs-Variablen nur f�urgebundene Zust�ande de�niert sind. Ferner k�onnen zwar Di�erentialgleichungenin den Winkel-Wirkungs-Variablen explizit aufgestellt werden [How92], jedoch19



20 Kapitel 2. Die gebundene Dynamikenthalten diese viele trigonometrische Funktionen, deren Berechnung durch denComputer sehr viel Zeit ben�otigt. Die numerische Bestimmung von Orbits solltealso ohnehin mit den regularisierten Gleichungen (1.43) bzw. (1.53) durchgef�uhrtwerden [Kap94].Meine Untersuchungen zur gebundenen Dynamik des Wassersto�atoms im zir-kular polarisierten elektrischen Feld sind wie folgt gegliedert: Zun�achst wird dieBewegung des Elektrons in der N�ahe der Coulomb-Singularit�at in regularisiertenKS-Koordinaten untersucht. Anschlie�end berechne ich mit Hilfe des PotentialsU(~x; ~y) aus Gleichung (1.18c) Gleichgewichtspunkte des Flusses im rotierendenSystem ~� und bestimme Phasenraumbereiche unterschiedlicher Dynamik. DieStabilit�atsanalyse der Gleichgewichtspunkte zeigt, da� es �uberraschenderweisef�ur kleine Feldst�arken neben der Bewegung um die Singularit�at auch eine stabileBewegung um das Maximum des Potentials U(~x; ~y) gibt. Da dieses Ph�anonemals E�ekt einer dominanten Coriolis-Kraft auftritt, werde ich den entsprechendenGleichgewichtspunkt des Di�erentialgleichungssystems (1.17) in Anlehnung anein �ahnliches Resultat im eingeschr�ankten Dreik�orperproblem [Cha27, AbMa78]als Trojanerpunkt bezeichnen. Die Bewegung in der N�ahe des Trojanerpunkteswird mit Hilfe einer Poincar�e-Abbildung analysiert. Dabei stellt sich heraus, da�die Poincar�e-Abbildung als Folge der Coriolis-Kraft in der Regel nicht stetig ist.Bei gr�o�eren Feldst�arken wird der Trojanerpunkt instabil, und man erh�alt imPhasenraum einen Sattel-Fokus-Punkt. Die irregul�are Dynamik, die durch diesenPunkt | zusammen mit einem homoklinen Orbit | erzeugt wird, wird einge-hend analysiert (Silnikov-Ph�anomen). Hier werden zum ersten Mal bei einemrealistischen System explizit die beim Beweis der Chaotizit�at ben�otigten Poin-car�e-Fl�achen konstruiert und die topologische Konjugiertheit der entsprechendenPoincar�e-Abbildung mit einer Shift-Abbildung auf einem Folgenraum nachgewie-sen.2.1 Die Coulomb-Singularit�atWie in Unterabschnitt 1.5.2 gezeigt wurde, kann die Coulomb-Singularit�at durchdie Kustaanheimo-Stiefel-Transformation und eine anschlie�ende Zeitskalierungregularisiert werden. Interessiert man sich f�ur Trajektorien, die sich haupts�achlichin der N�ahe der Singularit�at aufhalten, so erweist es sich im Hinblick auf einenengen Zusammenhang des ungest�orten Coulomb-Systems mit dem harmonischenOszillator als sinnvoll, die Berechnung in den regularisierten KS-Koordinatendurchzuf�uhren. Wie ich schon in Unterabschnitt 1.5.2 angek�undigt habe, soll beiden folgenden Betrachtungen die Bewegung des Elektrons auf die xy-Ebene ein-geschr�ankt sein.



2.1. Die Coulomb-Singularit�at 212.1.1 Orbits im Kon�gurationsraumBetrachtet man Trajektorien, die nahe der Singularit�at verlaufen, so gen�ugt es,bei der Hamilton-Funktion (1.52) zun�achst nur Terme bis zur zweiten Ordnung zuber�ucksichtigen. F�ur negatives Jacobi-Integral C gelangt man so zur Hamilton-Funktion eines zweidimensionalen harmonischen Oszillators der Frequenz !0 =p�2C:Kks � 12 �p2u + p2v�+ 12!20 �u2 + v2� : (2.1)F�uhrt man die KS-Transformation mit anschlie�ender Regularisierung f�ur dasreine Coulomb-Problem (d.h. ohne �au�eres Feld und im nichtrotierenden Ko-ordinatensystem) durch, so gelangt man exakt auf diese Hamilton-Funktion. Csteht dann wegen ! = 0 nicht nur f�ur das Jacobi-Integral, sondern auch f�urdie Energie des Coulomb-Systems. In diesem Sinne sind das Coulomb- bzw.Kepler-System und der harmonische Oszillator �aquivalent. Die Kepler-Frequenz!K = p�2C 3 = !30 unterscheidet sich von der Frequenz der harmonischen Os-zillatoren, da die Zeit gem�a� ds = dt=2r transformiert wurde. Da im Grenz-fall hoher Bindungsenergien die Coulomb-Kraft die anderen Kr�afte (Coriolis-,Zentrifugal- und �au�ere Kraft) dominiert, ist klar, da� dann Kks in die reineCoulomb-Hamilton-Funktion (2.1) �ubergeht.In Abbildung 2.1 sind vier Orbits im uv-Kon�gurationsraum aufgetragen, die nu-merisch mit Hilfe der Di�erentialgleichungen (1.53) bestimmt wurden. Bild (a)zeigt einen Orbit, der bei geringer St�orung (F = 0:01) und hoher Bindungsener-gie (C = �10) nahe der Coulomb-Singularit�at verl�auft (maximaler Abstand ca.r = 0:1). Man erkennt eine wenig deformierte Ellipse, die im wesentlichen ei-ne L�osung des harmonischen Oszillators darstellt und deren Halbachsen langsampr�azedieren. Diese Pr�azession ist eine Folge der Rotation des Koordinatensystems.Man mu� sich allerdings vergegenw�artigen, da� die Rotationsgeschwindigkeit desuv-Systems wegen der Zeittransformation ds = dt=2r eine streng monoton wach-sende Funktion des Nullpunktabstands ist. Wie man leicht zeigen kann, ist dieCoriolis-Kraft in den KS-Koordinaten u und v stets gegen den Uhrzeigersinn ge-richtet | im Gegensatz zur Coriolis-Kraft in den Koordinaten x und y, die imUhrzeigersinn wirkt.Erh�oht man sukzessive, wie in den Bildern (b) und (c), das Jacobi-Integral C unddamit den mittleren Abstand von der Singularit�at, so verst�arkt sich die Pr�azessi-onsbewegung. Man erkennt allerdings noch keinen sichtbaren Ein
u� der �au�erenelektrischen Kraft: Stellt man Orbits des reinen Coulomb-Problems im rotieren-den Koordinatensystem und KS-Koordinaten dar, so kommt man zu ganz �ahnli-chen Resultaten. Erst bei gr�o�erem F hat die Pr�asenz des �au�eren elektrischenFeldes signi�kante Auswirkungen. Bild (d) zeigt f�ur F = 1 einen Orbit, der durch
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Abbildung 2.1: Trajektorien in der N�ahe der Coulomb-Singularit�at in KS-Koor-dinaten u und v. Parameter- und Anfangswerte:(a) F = 0:01, C = �10, u = 0:1, v = 0, pu = 0;(b) F = 0:01, C = �0:92, u = 0:1, v = 0, pu = 0;(c) F = 0:01, C = �0:3, u = 0:1, v = 0, pu = 0;(d) F = 1, C = �0:3, u = 0:1, v = 0, pu = 0:5.



2.1. Die Coulomb-Singularit�at 23das �au�ere Feld sogar ionisiert wird.Geht man zu positivem Jacobi-Integral C �uber, so sieht man an Gleichung (2.1),da� die um den Ursprung linearisierte Bewegung nun instabil ist. Bei C = 0 liegtalso eine Bifurkation vor, bei der der Gleichgewichtspunkt (u; v; du=ds; dv=ds) =(0; 0; 0; 0) von stabilem Verhalten (Eigenwerte der Jacobi-Matrix�i! jeweils zwei-fach entartet) zu instabilem Verhalten (Eigenwerte �� jeweils zweifach entartet)�ubergeht. Es hat allerdings wenig Sinn, weitere Eigenschaften aus dem um denUrsprung des Phasenraumes linearisierten System abzuleiten, da man wegen derauf die Hyper
�ache Kks = 2 eingeschr�ankten Dynamik nicht beliebig nahe an(u; v; du=ds; dv=ds) = 0 herankommt.2.1.2 Die Poincar�e-AbbildungEinen �Uberblick �uber die Dynamik eines Hamilton-Systems zweier Freiheitsgradeerh�alt man, wenn man eine Poincar�e-Abbildung einf�uhrt. F�ur festen Systempara-meter F und festes Jacobi-Integral C sind die Trajektorien auf die dreidimensio-nale "Energie\mannigfaltigkeit im Phasenraum des System ~� eingeschr�ankt, diedurch ~H = C bzw. Kks = 2 gegeben ist. Poincar�es Idee war, da� es f�ur ein qua-litatives Verst�andnis der Dynamik gen�ugt, die Schnittpunkte von Trajektorienmit einer zum Flu� transversalen Hyper
�ache, der sp�ater nach ihm bezeichnetenPoincar�e-Fl�ache zu betrachten. Die Poincar�e-Abbildung bildet sukzessive jedensolchen Schnittpunkt auf den ihm folgenden Schnittpunkt ab. Da der Schnitt zwi-schen der dreidimensionalen Energiehyper
�ache mit der dreidimensionalen Poin-car�e-Fl�ache (bei Beachtung der Transversalit�atsbedingung) eine zweidimensionaleMannigfaltigkeit ist, reichen bei Festlegung der Energie zwei Koordinatenangabenzur eindeutigen Beschreibung eines Punktes in der Poincar�e-Fl�ache. Die Ebene,die durch die Wahl dieser beiden Koordinaten festgelegt wird, hei�e im folgendenPoincar�e-Ebene.Zur Untersuchung der Dynamik in der N�ahe der Coulomb-Singularit�at habe ichim (u; v; du=ds; dv=ds)-Raum die Poincar�e-Fl�ache ausgew�ahlt, die durch v = 0und dv=ds > 0 charakterisiert ist. Zur Parametrisierung der Poincar�e-Fl�acheeignen sich dann bei festen Werten F und C die Koordinaten u und du=ds.Die Geschwindigkeit dv=ds wird nach Wahl einer Anfangsbedingung (u; du=ds)in der Poincar�e-Ebene mit Hilfe der Energiegleichung Kks = 2 bestimmt.In Abbildung 2.2 wurden zwanzig Anfangsbedingungen f�ur die Parameterkom-bination F = 0:01, C = �10 je 1000mal unter der Poincar�e-Abbildung iteriert(Poincar�e-Plot). Dabei ergeben sich in der Poincar�e-Ebene augenscheinlich aus-schlie�lich invariante Linien. Es sind keine Bereiche irregul�arer Dynamik erkenn-bar. Aufgrund dieser Eigenschaft k�onnte man schlie�en, da� neben dem Wert
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-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6Abbildung 2.2: Poincar�e-Plot in KS-Koordinaten f�ur F = 0:01, C = �10.der Hamilton-Funktion Kks noch ein zweites Integral der Bewegung existiert.Vergleicht man dieses Bild mit einem Poincar�e-Plot f�ur F = 0, d.h. das reineCoulomb-Problem, so wird man kaum einen Unterschied erkennen. Die St�orungdurch das �au�ere elektrische Feld ist also so klein, da� der Wert E der Hamilton-Funktion H des raumfesten Systems � in guter N�aherung erhalten ist und dieinvarianten Linien Niveaulinien von E in der Poincar�e-Ebene entsprechen. Mannennt eine Funktion der Phasenraumkoordinaten, die unter langsamer Parame-tervariation ann�ahernd erhalten bleibt, eine adiabatische Invariante des Systems([Sag+88], S. 82).Der Bahn aus Abbildung 2.1 (a) entspricht hier der markierte Orbit im positivenu-Bereich. Der bei u = 0:1, du=ds = 0 gestartete Orbit beschreibt im Kon�-gurationsraum eine Ellipse, deren Hauptachsen sehr langsam pr�azedieren. EinBildpunkt der Poincar�e-Abbildung liegt also stets sehr nahe bei seinem Urbild.Die invariante Linie wird Punkt f�ur Punkt mit kleiner Schrittweite ausgef�ullt. Denbeiden Fixpunkten der Poincar�e-Abbildung entsprechen einfach geschlossene Or-bits im raumfesten System �. Bei der hier vorliegenden hohen Bindungsenergiezwischen Proton und Elektron ist au�erdem die Coriolis-Kraft im Vergleich zurCoulomb-Kraft vernachl�assigbar klein. Dies hat zur Folge, da� der Poincar�e-Plotbez�uglich der du=ds-Achse nahezu symmetrisch ist.



2.1. Die Coulomb-Singularit�at 25Die Existenz einer adiabatischen Invarianten ist eine Eigenschaft, die dasCoulomb-Problem im zirkular polarisierten elektrischen Feld entscheidend vomviel untersuchten linear polarisierten Fall unterscheidet. Bei linearer Polarisationdes elektrischen Feldes hat man schon bei kleinen Feldst�arken starke Chaotizit�atder klassischen Phasenraumstruktur [LeRi85]. Die relativ stabile Regularit�at beizirkularer Polarisation wurde mit der M�oglichkeit in Zusammenhang gebracht,durch �Ubergang zu rotierenden Koordinaten ein zeitunabh�angiges System zu er-halten [Fu+90, Win91]. Dieser Argumentation wurde allerdings in [Nau90a] wi-dersprochen.Erh�oht man den Wert des Jacobi-Integrals C wie in Abbildung 2.3 auf C = �0:3,so fallen zwei Unterschiede zum letzten Bild auf. Zum einen ist die Symmetrie
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26 Kapitel 2. Die gebundene DynamikZum anderen gibt es in diesem Poincar�e-Plot nun auch Inselketten gem�a� demPoincar�e-Birkho�-Theorem [LiLi92] und Gebiete irregul�arer Bewegung. Ihre Exi-stenz weist darauf hin, da� E keine adiabatische Erhaltungsgr�o�e mehr darstellt,da f�ur den hier vorliegenden h�oheren Wert des Jacobi-Integrals das �au�ere elek-trische Feld eine relativ starke St�orung des reinen Coulomb-Problems darstellt.Der in Abbildung 2.1 (c) dargestellte quasiperiodische Orbit geh�ort zu einem dererhaltenen KAM-Tori in Abbildung 2.3, die sich um den Fixpunkt der Poincar�e-Abbildung scharen.2.2 Die Fixpunkte des FlussesAu�er durch die Coulomb-Singularit�at wird der Phasenraum des rotierenden Sy-stems ~� wesentlich durch die Gleichgewichts- oder Fixpunkte (~r; ~v) des Di�eren-tialgleichungssystems (1.17) strukturiert. Einem solchen Fixpunkt entspricht imraumfesten System � eine Kreisbahn des Elektrons um das Proton. In diesem Ab-schnitt werden Positionen und Stabilit�atseigenschaften der Fixpunkte bestimmt.Da in dem verbleibenden Teil dieses Kapitels ausschlie�lich im rotierenden Sy-stem ~� gerechnet wird, lasse ich die Tilden zur Kennzeichnung der rotierendenKoordinaten im folgenden wieder weg.2.2.1 Die Lage der FixpunkteDa die Coriolis-Kraft f�ur Gleichgewichtspunkte verschwindet und die anderenKr�afte durch Gradientenbildung aus dem in (1.18c) eingef�uhrten PotentialU(x; y; z) = �12!2r2 � Fx� 1r (2.2)hervorgehen, erh�alt man die Gleichgewichtspunkte aus den Bedingungen v = 0und rU(r) = 0 (siehe Seite 10). Es folgt sofort y = z = 0, w�ahrend man f�ur diex-Koordinate die kubische Gleichung!2x3 + Fx2 � 1 = 0 (2.3)zu l�osen hat. Dabei gilt das obere Vorzeichen f�ur x > 0 und das untere Vorzeichenf�ur x < 0. In Abbildung 2.4 sind die Niveaulinien des Potentials U f�ur F = 1 inder xy-Ebene skizziert. Auch hier gilt wieder, da� ein Teilchen in der xy-Ebeneverbleibt, falls es mit Anfangsbedingungen z = 0 und vz = 0 gestartet wird.Man kann sich die Bewegung des Teilchens im rotierenden Koordinatensystemvorstellen als Bewegung im Potential U(x; y) unter zus�atzlicher Ber�ucksichtigung



2.2. Die Fixpunkte des Flusses 27der Coriolis-Kraft, die das Teilchen bez�uglich seiner momentanen Bewegungsrich-tung stets nach rechts ablenkt.
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Abbildung 2.4: Das Potential U(x; y) im rotierenden System f�ur F = 1. Die Pfeilesymbolisieren Gradienten von U .F�ur alle positiven Werte von F ergibt sich f�ur U(x; y) die folgende Struktur: Bei(x; y) = (0; 0) liegt die Coulomb-Singularit�at mit U ! �1. Desweiteren gibt eszwei kritische Punkte von U , die durch (2.3) gegeben sind. Einer liegt auf derx-Achse rechts von der Singularit�at (d.h. x > 0, y = 0) und stellt einen Sattel-punkt von U dar. Der andere, ein Maximum von U , liegt auf der x-Achse linksvon der Singularit�at (d.h. x < 0, y = 0). Da es keine weiteren kritischen Punk-te gibt und f�ur gro�e Entfernungen r vom Nullpunkt die repulsive Zentrifugal-Wechselwirkung dominiert (U ! �1 f�ur r ! 1), liegt hier sogar das absoluteMaximum von U .Die Positionen x(F ) der kritischen Punkte auf der x-Achse des rotierenden Sy-stems sind in Abbildung 2.5 dargestellt. Im Grenzfall F ! 0 be�ndet sich dasMaximum bei x = �1 und der Sattel bei x = 1. Im Grenzfall gro�er F hat manf�ur den Sattel x � 1=pF , w�ahrend f�ur das Maximum x � �F gilt.2.2.2 Die Stabilit�at der FixpunkteW�urde sich die gesamte Kraft durch Gradientenbildung aus U herleiten, so w�areklar, von welchen Stabilit�atstypen die durch die kritischen Punkte von U gege-
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Abbildung 2.5: Die Lage der Gleichgewichtspunkte im rotierenden System in Ab-h�angigkeit von F .benen Gleichgewichts- oder Fixpunkte (x; y; vx; vy) = (x(F ); 0; 0; 0) w�aren: BeimMaximum von U l�age ein (hyperbolischer) Sattel des Flusses mit reellen Eigen-werten �1, ��1, �2 und ��2. Dabei geh�oren die negativen Eigenwerte zu Orbits,die asymptotisch auf das Maximum herau
aufen, w�ahrend die positiven Eigen-werte zu vom Maximum hinablaufenden Orbits geh�oren. Beim Sattelpunkt vonU l�age hingegen ein Fixpunkt des Flusses, der durch zwei reelle Eigenwerte �und �� und zwei imagin�are Eigenwerte i� und �i� ausgezeichnet ist. Die reellenEigenwerte geh�oren zur x-Richtung, in der U ein Maximum annimmt, die ima-gin�aren Eigenwerte geh�oren zur y-Richtung, in der U ein Minimum hat. Da imrotierenden Koordinatensystem jedoch die Coriolis-Kraft zu ber�ucksichtigen ist,wird im folgenden die Stabilit�at der Fixpunkte genauer zu untersuchen sein.Sei also f�ur festes F ein Gleichgewichtspunkt gegeben, der durch seinen x-Wertx� = x�(F ) gem�a� Gleichung (2.3) eindeutig gegeben ist. Bezeichnet man einenPhasenraumvektor durch � = (x; y; vx; vy)t und den Gleichgewichtspunkt durch�� = (x�; 0; 0; 0)t, so erh�alt man aus (1.17) das um �� linearisierte Di�erential-gleichungssystem (siehe auch [AbMa78], Seite 683) alsddt(� � ��) = L(� � ��) ; (2.4)wobei die Jacobi-Matrix gegeben ist durchL = J Hess ~H(��)



2.2. Die Fixpunkte des Flusses 29= 0BBBB@ 0 0 1 00 0 0 1!2 + 2jx�j�3 0 0 2!0 !2 � jx�j�3 �2! 0 1CCCCA : (2.5)Dabei bezeichnet J die symplektische MatrixJ =  02 id2�id2 02 ! : (2.6)Berechnet man die Eigenwerte � von L als Nullstellen des charakteristischenPolynoms und setzt man ! = 1 (siehe Abschnitt 1.1), so gelangt man zu� = �qp�pq (2.7)mit p = jx�j�3 � 22 (2.8a)q = jx�j�3 �94 jx�j�3 � 2� : (2.8b)Den vier unterschiedlichen L�osungstypen dieser Gleichung entsprechen vier ver-schiedene Stabilit�atstypen des Gleichgewichtspunktes:q p+pq p�pq �1, : : : , �4 Bezeichnung Beispiel> 0 > 0 > 0 ��1, ��2 Sattel Potentialmaximum> 0 > 0 < 0 ��, �i� Sattel-Zentrum Potentialsattel> 0 < 0 < 0 �i�1, �i�2 Zentrum Potentialminimum< 0 ��� i� Sattel-Fokus Sattel mit RotationIn der letzten Spalte der Tabelle �ndet man zu jedem Stabilit�atstyp ein Beispiel.Dabei gen�ugt f�ur die ersten drei Typen eine Hamilton-Funktion, die additiv auseinem kinetischen und einem Potentialanteil zusammengesetzt ist. Ein Sattel-Fokus kann unter diesen Umst�anden jedoch nicht auftreten. Hier ist zus�atzlichnoch ein Rotationsanteil notwendig, der sich z.B. aus der Drehung des Koordi-natensystems ergibt. Sattel und Sattel-Fokus sind hyperbolische Fixpunkte, d.h.sie besitzen keine Eigenwerte � mit Re� = 0.In Abbildung 2.6 sind die Eigenwerte der beiden Gleichgewichtspunkte des Flussesin Abh�angigkeit von F aufgetragen. Die Bilder (a) und (b) zeigen die Eigenwertebeim Maximum des Potentials U . Das Resultat ist zun�achst �uberraschend: Manhat f�ur kleine F vier imagin�are Eigenwerte �i�1 und�i�2. Das bedeutet, da� beimPotentialmaximum ein Zentrum des Flusses liegt und somit in seiner Umgebung
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Abbildung 2.6: Eigenwerte der Gleichgewichtspunkte im rotierenden System ~�.(a) und (b): Eigenwerte beim Maximum von U mit unterschiedlicher Skalierungder F -Achse.(c) und (d): Eigenwerte beim Sattel von U mit unterschiedlicher Skalierung derF -Achse.Die Bedeutung der Bezeichnungen entnehme man dem Text.



2.2. Die Fixpunkte des Flusses 31die Dynamik linear stabil ist. Dieses zun�achst der Anschauung widersprechen-de Ergebnis wird einsichtig, wenn man sich die Wirkung der Coriolis-Kraft vorAugen f�uhrt. Bei kleiner St�orung durch das �au�ere elektrische Feld zwingt dieCoriolis-Kraft Teilchen in der N�ahe des Maximums auf Orbits, die den Gleichge-wichtspunkt im Uhrzeigersinn umrunden.Man kennt ein �ahnliches Ph�anomen aus der Astronomie: Im eingeschr�anktenDreik�orperproblem [Cha27, MeHa92, Hor89] bewegt sich ein Testk�orper im Feldzweier sich umkreisender Himmelsk�orper der Massen � und 1 � �. Im mitro-tierenden Koordinatensystem hat man, wie im vorliegenden Problem, f�ur denTestk�orper ein Potential U , das Gravitations- und Zentrifugalkraft beschreibt.Es gibt f�unf Gleichgewichtspunkte, die sogenannten Lagrange-Punkte, von denendrei auf der Achse zwischen den Himmelsk�orpern liegen und zu S�atteln von Ukorrespondieren, w�ahrend die anderen beiden Maxima von U entsprechen. Liegtdas Massenverh�altnis � im Bereich 0 < � < �� wobei �� = 12(1 � p69=9) dieRouthsche kritische Masse bezeichnet [MeHa92], so wird die Dynamik nahe denMaxima durch die Coriolis-Kraft stabilisiert. Das bekannteste Beispiel ist das Sy-stem Sonne{Jupiter. Lagrange selbst rechnete nicht damit, da� die Existenz derGleichgewichtspunkte reale himmelsmechanische Folgen haben k�onnte. In unse-rem Jahrhundert hat man jedoch in der Umgebung der Maxima von U zweiGruppen von jeweils etwa f�unfzehn Asteroiden gefunden, die sogenannten Troja-ner und Griechen, die sich im KAM-Bereich der stabilen Gleichgewichtspunktebewegen. Die Bewegung um die Maxima wird instabil, wenn � die Routhsche kri-tische Masse �� �uberschreitet (wie im vieldiskutierten sogenannten KopenhagenerProblem, f�ur das die beiden schweren K�orper gleiche Massen besitzen).In Unterabschnitt 2.3.2 werden ein Orbit im Kon�gurationsraum und Poincar�e-Plots gezeigt, um die Bewegung von Trojanern im hier zu untersuchenden Pro-blem, dem Wassersto� im zirkular polarisierten elektrischen Feld, zu veranschau-lichen. Man �ndet das stabile Verhalten, wie im astronomischen Analogon, nurf�ur kleine Werte des St�orparameters. In Bild 2.6 (a) erkennt man, da� bei einerkritischen Feldst�arke von F � � 0:12 das Zentrum mit vier imagin�aren Eigen-werten in einen Sattel-Fokus mit vier komplexen Eigenwerten der Form �� � i��ubergeht: Mit wachsendem F bewegen sich die Eigenwerte i�1 und i�2 aufeinan-der zu und verschmelzen bei F = F � schlie�lich im Imagin�arteil der Eigenwerte�� + i� des Sattel-Fokus. Gleichzeitig verlassen die Eigenwerte die imagin�areAchse. Entsprechendes gilt f�ur die Eigenwerte in der unteren Halbebene.Die Realteile �� der Eigenwerte des Sattel-Fokus dr�ucken die Instabilit�at deshyperbolischen Gleichgewichtspunktes aus, w�ahrend die Imagin�arteile �� f�ur dieSt�arke der Rotation um den Gleichgewichtspunkt stehen. In Abschnitt 2.4 werdendiese Aussagen im Zusammenhang mit dem Silnikov-Ph�anomen pr�azisiert.Man kann den Bifurkationspunkt F �, bei dem das Zentrum in den Sattel-Fokus



32 Kapitel 2. Die gebundene Dynamik�ubergeht, exakt bestimmen. Dazu gen�ugt es, dasjenige F zu bestimmen, f�ur wel-ches der Radikand q in Gleichung (2.7) null wird. F�ur die Lage des Gleichge-wichtspunktes im Bifurkationspunkt giltx�(F �) = � 3p92 = �1:04004 : : : ; (2.9)und f�ur den Bifurkationsparameter folgt aus Gleichung (2.3):F � = 16 3p3 = 0:11556 : : : (2.10)Die Bilder 2.6 (c) und (d) zeigen die F -Abh�angigkeit der Eigenwerte �� und �i�des Sattel-Zentrum-Gleichgewichtspunktes, der beim Sattel von U liegt. Dieserf�ur alle F nichthyperbolische Punkt wird umso instabiler, je gr�o�er F gew�ahltist. Weder liegt eine linear stabile Bewegung vor, noch ist es m�oglich, �uber einentransversalen Schnitt invarianter Mannigfaltigkeiten die Existenz einer chaoti-schen Menge nachzuweisen. Der U -Sattel ist f�ur die Dynamik des Systems alsowenig interessant und wird im folgenden nicht weiter untersucht.2.3 Die Poincar�e-AbbildungIch f�uhre nun im rotierenden System ~� eine weitere Poincar�e-Abbildung ein,mit deren Hilfe die Phasenraumstrukturen der gebundenen Bewegung unter-sucht werden. Die Poincar�e-Fl�ache wird hier nicht wie in Abschnitt 2.1 in denKS-Koordinaten de�niert, sondern in den Koordinaten ~x; ~y; ~vx; ~vy (deren Tildenim folgenden wieder weggelassen werden). Der De�nitionsbereich der Poincar�e-Abbildung wird bestimmt und ihre Reversibilit�at nachgewiesen. Anschlie�endwerden Poincar�e-Plots der gesamten gebundenen Dynamik und speziell der Tro-janerbewegung diskutiert. Anhand der Trojanerbewegung wird klar, da� der Flu�nicht immer transversal zu der gew�ahlten Poincar�e-Fl�ache ist. Eine Konsequenzist, da� die Poincar�e-Abbildung nicht �uberall stetig ist.2.3.1 De�nition der Poincar�e-AbbildungF�ur einen festen Wert C des Jacobi-Integrals w�ahle ich zur De�nition der Poin-car�e-Abbildung P eine Poincar�e-Fl�ache �. Es erweist sich als sinnvoll, diese Wahlso zu tre�en, da� die Gleichgewichtspunkte des Flusses in der Poincar�e-Fl�ache lie-gen. Man legt � also z.B. durch die Bedingungen y = 0 und vy > 0 fest.Als parametrisierende Koordinaten des Schnittes zwischen � und der Energie-mannigfaltigkeit ~H = C bieten sich x und vx an. Aus den Gleichungen (1.18)



2.3. Die Poincar�e-Abbildung 33kann bei Vorgabe von C, x, y und vx (und unter Beachtung von z = 0 undvz = 0) die Geschwindigkeit vy berechnet werden:v2y = �v2x + !2r2 + 2�C + Fx+ 1r� : (2.11)Der dynamisch erlaubte Bereich, d.h. der De�nitionsbereich von P in der Poin-car�e-Ebene ergibt sich sofort aus Gleichung (2.11), denn es sind nur solche Punkte(x; vx) in der Poincar�e-Ebene erlaubt, f�ur die vy reell ist. Die Grenze zwischenerlaubtem und verbotenem Bereich in der Poincar�e-Ebene ist folglich durch dieGleichungv2x = !2x2 + 2 C + Fx + 1jxj! (2.12)bestimmt.Die Poincar�e-Abbildung P ist reversibel. Dabei hei�t nach [Gre+81, McK93] eineAbbildung P der Ebene reversibel, wenn es eine di�erenzierbare Abbildung R derEbene gibt mitR2 = id (2.13a)det(DR) < 0 (2.13b)PRP = R : (2.13c)Eine Abbildung R mit den Eigenschaften (a) und (b) hei�t orientierungsumkeh-rende Involution. Zusammen mit (c) nennt man R eine (reversible) Symmetrievon P. Mit Hilfe der Reversibilit�at des Flusses (Seite 10) wird jetzt gezeigt, da�die vorgestellte Poincar�e-Abbildung P reversibel ist.Es sei �(t) ein Orbit, der zu den Zeiten t1 und t2 die Poincar�e-Fl�ache � schneidet,d.h. (x(t1); vx(t1)) und (x(t2); vx(t2)) sind zwei aufeinanderfolgende Punkte einesP-Orbits mit y(ti) = 0 und vy(ti) > 0. Nun ist wegen der Symmetrie des Flussesunter S (Gleichung (1.26)) mit �(t) auch�0(t) = S�(�t) (2.14)ein Orbit des Systems. Bezeichnet man mit � = t2� t1 die Di�erenz zwischen denbeiden Zeitpunkten ti und mit �� die Flu�abbildung des rotierenden Systems, sogilt: �(t2) = ���((t1) (2.15a)�0(�t1) = ���0(�t2) : (2.15b)



34 Kapitel 2. Die gebundene DynamikMit (2.14) und (2.15) erh�alt man die beiden Gleichungen�0(�t2) = S���(t1) (2.16a)�0(�t2) = ��1� S�(t1) (2.16b)und damitS�� = ��1� S : (2.17)Mit der Poincar�e-Abbildung P = �� j� (� h�angt hier vom Startpunkt � in derPoincar�e-Fl�ache ab) undR = Sj� : (x; vx) 7�! (x;�vx) (2.18)folgt:RP = P�1R ; (2.19)also die dritte Forderung an eine reversible Symmetrie der Poincar�e-Abbildung.Man zeigt leicht, da� die beiden anderen Forderungen von (2.13) ebenfalls erf�ulltsind. Das Phasenportrait von P ist symmetrisch zu der zu R geh�orenden Sym-metrielinie, d.i. die Fixpunktlinie von R, die durch die x-Achse gegeben ist. Alseinfache Folgerung kann bei der numerischen Bestimmung der iterierten Poincar�e-Abbildung der Rechenaufwand halbiert werden, da ein an der x-Achse gespiegel-ter Orbit (bis auf die Bewegungsrichtung) ebenfalls ein erlaubtes Systemverhaltendarstellt.Abbildung 2.7 zeigt eine globale Darstellung der gebundenen Dynamik am Bei-spiel einer Systemkon�guration mit kleiner �au�erer Feldst�arke. F�ur F = 0:007wurde das Jacobi-Integral so gew�ahlt, da� C gleich dem Potentialwert U(x�; 0) =�1:493 : : : beim Maximum ist. (x� = �1:0023 : : : wurde dabei in Abh�angigkeitvon F aus Gleichung (2.3) berechnet.) Die Geschwindigkeit vx wurde hier durchqjxj vx ersetzt, um die in der N�ahe der Coulomb-Singularit�at beliebig hohen Ge-schwindigkeiten "ins Endliche zu holen\. Der dynamisch erlaubte Bereich ist vomverbotenen Bereich durch durchgezogene Linien abgegrenzt (Gleichung (2.12)).Der Phasenraum der Poincar�e-Abbildung ist in Bereiche unterschiedlichen Ver-haltens aufgeteilt: Zum einen zeigt sich in der N�ahe der Singularit�at bei x = 0ein �ahnliches Verhalten, wie es f�ur kleines F schon in Abbildung 2.2 in KS-Koordinaten zu sehen war. Die Orbits, die die Singularit�at im Uhrzeigersinn um-kreisen (x� < x < 0), bilden eine Schar von geschlossenen KAM-Tori, die sichum einen Fixpunkt von P gruppieren. Diese Orbits werden von der gleichfalls im
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Abbildung 2.7: Poincar�e-Plot f�ur F = 0:007 und C = U(x�; 0).Uhrzeigersinn wirkenden Coriolis-Kraft unterst�utzt. Auf der rechten Seite der Sin-gularit�at hingegen �ndet man keinen P-Fixpunkt und auch keine geschlossenenKAM-Linien. Vielmehr l�auft eine typische KAM-Linie in den Rand des erlaubtenBereiches hinein und wird unstetig fortgesetzt, indem man sie an der x-Achsespiegelt. Die zugeh�origen Orbits laufen gegen den Uhrzeigersinn und damit gegendie Wirkungsrichtung der Coriolis-Kraft. Im Zusammenhang mit der Bewegungin der N�ahe der Trojanerpunkte wird im n�achsten Unterabschnitt gezeigt, da�die Unstetigkeit der KAM-Linien auf die Unstetigkeit der Poincar�e-Abbildungzur�uckzuf�uhren ist.Das Jacobi-Integral C ist hier so gew�ahlt, da� man sich auf der Potentialh�ohedes U -Maximums be�ndet. Dementsprechend laufen die Grenzen des erlaubtenBereichs im Maximum bei (x�; 0) zusammen: In der N�ahe des Maximums ist dieGeschwindigkeit durch die Energiebedingung T = C � U beschr�ankt. Links vomMaximum erkennt man eine Schar von KAM-Orbits, die das (hier stabile) Maxi-mum in der xy-Ebene im Uhrzeigersinn (also mit der Coriolis-Kraft) umrunden.Bei genauerem Hinsehen erweist sich, da� auch diese KAM-Linien an den Grenzendes erlaubten Bereichs unstetig sind.Au�erhalb des regul�aren Bereichs �ndet sich ein gro�es Gebiet irregul�arer Dyna-



36 Kapitel 2. Die gebundene Dynamikmik, in dem sich kleinere Inseln regul�aren Verhaltens behaupten. Das "chaotischeMeer\ ist nicht durch einen KAM-Orbit gegen das Kontinuum abgegrenzt, d.h.fast alle Orbits in diesem Bereich sind Teile von Streutrajektorien. Dynamisch istdieses Gebiet mit dem kleinen irregul�aren Gebiet verbunden, das sich bei x � 1erkennen l�a�t | ebenfalls ein E�ekt der Unstetigkeit der Poincar�e-Abbildung P.2.3.2 Die TrojanerbewegungIch beschreibe nun die Dynamik in der N�ahe des U -Maximums f�ur kleine Wertedes �au�eren elektrischen Feldes. In Unterabschnitt 2.2.2 wurde gezeigt, da� dieBewegung in der N�ahe des Maximums durch die Coriolis-Kraft stabilisiert wird,sofern die �au�ere Kraft nicht zu gro� ist. Abbildung 2.8 zeigt das Beispiel einesOrbits, der eine stabile Bewegung in der N�ahe des Trojanerpunktes ausf�uhrt. DerOrbit geh�ort zu einer der KAM-Linien in Abbildung 2.7, die rechts der Singula-rit�at liegen. Da C = U(x�; 0) gilt, zeigt Gleichung (1.18a), da� zwar der gesamteOrtsraum dynamisch erlaubt ist, das Maximum selbst allerdings nur f�ur t ! 1mit Geschwindigkeit null erreicht werden kann.
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xAbbildung 2.8: Ein Orbit in der N�ahe des stabilen U-Maximums f�ur F = 0:007und C = U(x�; 0).F�ur das hier vorliegende F liegt das U -Maximum bei x� = �1:0023 : : :. Ent-sprechend der stets nach rechts wirkenden Coriolis-Kraft l�auft das Elektron im



2.3. Die Poincar�e-Abbildung 37Uhrzeigersinn um dieses Maximum herum. Zus�atzlich vollf�uhrt es, ebenfalls alsFolge der Coriolis-Kraft, Schleifen. Aufgrund dieses Ph�anomens stellt es sich alsunm�oglich heraus, eine stetige Poincar�e-Abbildung zu konstruieren. Wie ist daszu verstehen?Die Poincar�e-Fl�ache � ist durch y = 0, vy > 0 de�niert worden. Wegen derExistenz der Schleifen besteht die M�oglichkeit, da� ein Orbit die Mannigfaltigkeit� tangential im Punkt T1 ber�uhrt. Dann ist aber die Poincar�e-Abbildung imUrbild T0 = P�1(T1) unstetig. Man betrachte dazu Abbildung 2.9: Es gibt einen
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Abbildung 2.9: Zur Unstetigkeit der Poincar�e-Abbildung P: Zwei Orbits (Pi undQi) in der N�ahe einer Trajektorie, die die Poincar�e-Fl�ache � tangential ber�uhrt.Punkt P0 in der N�ahe von T0, dessen Bild P1 = P(P0) in der N�ahe von T1 liegt,w�ahrend ein Orbit, der aus einem anderen Punkt Q0 nahe T0 entspringt, dieUmgebung von T1 in � knapp verfehlt und erst in der N�ahe von T2 = P2(T0) undP2 = P2(P0) seinen n�achsten Bildpunkt Q1 = P(Q0) hat.In Gleichung (2.12) wurde die Grenze zwischen erlaubtem und verbotenem Be-reich berechnet als die Menge derjenigen Punkte (x; vx) in der Poincar�e-Ebene,f�ur die vy = 0 ist. Die zugeh�origen Orbits ber�uhren folglich die Poincar�e-Fl�achetangential. Aufgrund der vorausgegangenen Diskussion ist nun klar, da� jederPunkt auf der Grenze zwischen erlaubtem und verbotenem Bereich eine Unste-tigkeitsstelle der Poincar�e-Abbildung darstellt.Als Folge der Unstetigkeit der Poincar�e-Abbildung kann es vorkommen, da� der



38 Kapitel 2. Die gebundene DynamikSchnitt erhaltener KAM-Tori mit der Poincar�e-Fl�ache keine geschlossene Linieergibt, sondern Spr�unge aufweist. Dieses Ph�anomen konnte schon in Abbildung2.7 beobachtet werden. Ferner hat man bei der Bestimmung von symmetrischenperiodischen Punkten [Gre79] zu ber�ucksichtigen, da� Symmetrielinien unter An-wendung der Poincar�e-Abbildung auseinandergerissen werden. Bei mehrfacherIteration kann dies zu �au�erst un�ubersichtlichen Verh�altnissen f�uhren.In den folgenden drei Abbildungen 2.10 bis 2.12 richtet sich das Interesse aufdie Frage, wie sich das Phasenportrait von P in der N�ahe des U -Maximumsentwickelt, wenn der Parameter F den Bifurkationswert F � �uberschreitet, bei
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-1.6 -1.5 -1.4 -1.3 -1.2 -1.1 -1.0 -0.9xAbbildung 2.10: Wie Abbildung 2.7, jedoch F = 0:1.dem der Fixpunkt sein Stabilit�atsverhalten �andert (siehe Gleichung (2.10)). DasJacobi-Integral wurde, wie in Abbildung 2.7, jeweils auf das U -Niveau des Maxi-mums gesetzt, d.h. C = U(x�; 0). Es liegt hier nicht der oft behandelte Fall vor,da� ein Fixpunkt der Poincar�e-Abbildung P unter Periodenverdopplung instabilwird. Im Gegensatz zu einer Periodenverdopplungsbifurkation l�a�t sich hier keineUmgebung um den Gleichgewichtspunkt �nden, auf der P �uberall de�niert ist, dader dynamisch verbotene Bereich bis unmittelbar an den Fixpunkt heranreicht.Abbildung 2.10 zeigt die Verh�altnisse f�ur F = 0:1, einen Wert etwas unterhalbdes Bifurkationswertes F �. Um einen Bereich von KAM-Linien erstreckt sich eine



2.3. Die Poincar�e-Abbildung 39dreiperiodische Poincar�e-Birkho�-Kette, deren drei Stabilit�atsinseln einen relativgro�en Bereich des Phasenraums einnehmen.
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-1.6 -1.5 -1.4 -1.3 -1.2 -1.1 -1.0 -0.9xAbbildung 2.11: Wie Abbildung 2.7, jedoch F = F � = 0:1156 : : :.Bei Erh�ohung des Parameters F auf den Bifurkationswert F � (Abbildung 2.11)schn�uren sich die inneren KAM-Orbits in der vertikalen Richtung zusammen,w�ahrend sie in horizontaler Richtung stark auseinandergezogen sind. Dieses Pha-senportrait ist o�ensichtlich ein degenerierter �Ubergangszustand, bei dem sichder KAM-Bereich vom Gleichgewichtspunkt abkapselt. Weiter au�erhalb hat die-se lokale Bifurkation zun�achst keine dramatischen Auswirkungen: Nach wie vordominiert die dreiperiodische Birkho�-Kette, wenn sie auch unter der Parame-terver�anderung etwas nach au�en gewandert ist und ihre Stabilit�atsinseln etwaskleiner geworden sind.Bei weiterer Erh�ohung der �au�eren elektrischen Feldst�arke auf F = 0:125 (Abbil-dung 2.12) zeigen sich die Konsequenzen, die sich aus dem �Ubergang von der linearstabilen zur linear instabilen Dynamik in der N�ahe des Maximums ergeben. DerKAM-Bereich hat sich vom Gleichgewichtspunkt "abgenabelt\ und gruppiert sichnun um einen neu entstandenen Fixpunkt von P, der einem einfach periodischenOrbit des rotierenden Systems ~� entspricht. Au�erhalb dieses KAM-Bereichs be-�ndet sich ein Gebiet irregul�arer Bewegung, das durch den transversalen Schnittder invarianten Mannigfaltigkeiten des nun instabilen Gleichgewichtspunktes er-zeugt wird. Im n�achsten Abschnitt wird dieser Mechanismus en d�etail aufgekl�art.
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-1.6 -1.5 -1.4 -1.3 -1.2 -1.1 -1.0 -0.9xAbbildung 2.12: Wie Abbildung 2.7, jedoch F = 0:125.Bei weiterer Erh�ohung von F verschwindet der regul�are Bereich in einer Peri-odenverdopplungskaskade vollst�andig und hinterl�a�t lediglich ein dynamisch mitdem Kontinuum verbundenes Gebiet, in dem keinerlei regul�are Bewegung mehraufgefunden werden kann.2.4 Das Silnikov-Ph�anomenIn Unterabschnitt 2.2.1 wurde gezeigt, da� im rotierenden System ~� die Bewe-gungsgleichungen des H-Atoms im zirkular polarisierten elektrischen Feld zweiGleichgewichtsl�osungen besitzen. Eine davon | sie werde mit �� bezeichnet |ist f�ur kleine �au�ere Feldst�arken linear stabil und geht bei anwachsendem Para-meter F in einen hyperbolischen Gleichgewichtspunkt mit Eigenwerten ��� i�,einen sogenannten Sattel-Fokus �uber (siehe Unterabschnitt 2.2.2). Im folgendenwird nun gezeigt, da� es eine Trajektorie gibt, die sowohl in positiver als auch innegativer Zeitrichtung asymptotisch zu dieser Gleichgewichtsl�osung ist, die alsosowohl in die stabile, als auch in die instabile Mannigfaltigkeit des Gleichgewichts-punktes eingebettet ist. Kurz: Es gibt einen zu �� homoklinen Orbit. Damit sindzwei Voraussetzungen erf�ullt, die f�ur eine chaotische Dynamik charakteristischsind: Zum einen gibt es einen "Streckungs- und Faltungsmechanismus\, der hier



2.4. Das Silnikov-Ph�anomen 41durch die Dynamik nahe dem Sattel-Fokus realisiert ist; zum anderen existiertein "Wiederkehrmechanismus\, der durch die Existenz des homoklinen Orbitsgew�ahrleistet ist.F�ur die Iteration von Di�eomorphismen der Ebene ist in einer �ahnlichen Situati-on der Chaosmechanismus wohlverstanden. Smale [Sma65] hat gezeigt, da� es imFalle eines periodischen Sattelpunktes mit einer transversalen homoklinen Ver-bindung in jeder Umgebung des periodischen Punktes eine invariante Menge gibt,auf der eine Iterierte des Di�eomorphismus topologisch zur Shift-Abbildung aufeinem Folgenraum konjugiert ist (siehe auch [GuHo86], Theorem 5.3.5). Die Exi-stenz transversaler homokliner Orbits ist sogar eine generische Eigenschaft vonDi�eomorphismen der Ebene [Dev76]; das Smalesche Theorem gilt also nicht nurf�ur exotische Ausnahmef�alle. Es l�a�t sich selbstverst�andlich auch auf Poincar�e-Abbildungen von Vektorfeldern anwenden.Im hier vorliegenden Fall eines hyperbolischen Gleichgewichtspunktes eines vierdi-mensionalen Vektorfeldes hat man anders zu argumentieren. Zun�achst ist die Exi-stenz eines transversalen homoklinen Orbits hier nicht generisch. Dies folgt z.B.aus dem Kupka-Smale-Theorem (siehe z.B. [Wig88], Theorem 1.4.1), kann aberfolgenderma�en auch heuristisch verstanden werden: Die stabile und die instabileMannigfaltigkeit der Gleichgewichtsl�osung sind zweidimensionale Untermannig-faltigkeiten des vierdimensionalen Phasenraumes. Der Schnitt zweier Ebenen imVierdimensionalen ist generisch ein Punkt, und so hat auch der Schnitt der beideninvarianten Mannigfaltigkeiten generisch die (topologische) Dimension null. Alsokann kein (eindimensionaler) Orbit in diesen Schnitt eingebettet sein. Folglichgibt es im generischen Fall keinen zum Gleichgewichtspunkt homoklinen Orbit.Beschr�ankt man sich jedoch, wie im vorliegenden Fall, auf Hamiltonsche Vektor-felder, so ist die Situation eine andere. Die invarianten Mannigfaltigkeiten sindnach wie vor zweidimensional, sind aber nun Untermannigfaltigkeiten der dreidi-mensionalen Energiehyper
�ache (hier: die Hyper
�ache ~H = C). Der Schnitt vonzweidimensionalen Mannigfaltigkeiten im Dreidimensionalen hat aber generischdie Dimension eins. Anders ausgedr�uckt: Die Existenz transversaler homoklinerOrbits zu hyperbolischen Gleichgewichtspunkten ist eine generische EigenschaftHamiltonscher Vektorfelder, und diese Eigenschaft ist strukturell stabil [Rob70].Silnikov fand als erster Hufeisenabbildungen bei Sattel-Fokus-Punkten von Vek-torfeldern, die �ahnlich wie beim Smaleschen Theorem in Verbindung mit einemhomoklinen Orbit die topologische Konjugiertheit einer Teildynamik des Systemszur Shift-Abbildung auf einem Folgenraum induzieren [Sil67, Sil70]. In den Vor-aussetzungen seines Theorems werden jedoch gerade Hamiltonsche Vektorfelderausgeschlossen. Erst Devaney konnte Silnikovs Argumentation auf Hamilton-Systeme erweitern [Dev76]. Das Resultat seiner Arbeit kann in dem folgendenTheorem zusammengefa�t werden:



42 Kapitel 2. Die gebundene DynamikTheorem (Devaney): Gegeben sei das vierdimensionale Hamiltonsche Di�eren-tialgleichungssystem _� = F (�). Es seien � = �� ein Gleichgewichtspunkt vomSattel-Fokus-Typ des Vektorfeldes F und � ein zu �� geh�orender transversalerhomokliner Orbit. Dann gibt es f�ur jede lokale transversale Schnitt
�ache � von� und f�ur jede nat�urliche Zahl N eine kompakte invariante hyperbolische Menge�N � �, auf der die Poincar�e-Abbildung topologisch zu einer Shift-Abbildung aufN Symbolen konjugiert ist.Das Ziel dieses Abschnittes ist es, eine der Hufeisenabbildungen, deren ExistenzDevaney nachweist, f�ur das vorliegende System explizit zu konstruieren. MeinesWissens wird dieses Vorhaben hier zum ersten Mal f�ur ein realit�atsnahes Di�e-rentialgleichungssystem durchgef�uhrt. Meine Vorgehensweise lehnt sich dabei imwesentlichen an Wiggins' Darstellung in [Wig88], Seite 275 �. an.2.4.1 Bestimmung der Eigenr�aumeVoraussetzung f�ur eine einfache Darstellung der folgenden �Uberlegungen ist dieBestimmung der Eigenr�aume der Jacobi-Matrix L aus (2.5). Bezeichnet man mit� einen der Eigenwerte �� � i� von L, so erh�alt man aus der Beziehung (L �� id)� = 0 f�ur den entsprechenden Eigenvektor � = (x; y; vx; vy)t die folgendenBeziehungen (! = 1): 1 + 2jx�j�3 � �2 2��2� 1� jx�j�3 � �2 ! xy ! =  00 ! (2.20a)und  vxvy ! = � xy ! : (2.20b)Die durch dieses Gleichungssystem bestimmten vier komplexen Eigenvektorenzu den Eigenwerten � = �� � i� lassen sich als einfache Linearkombinationenvon vier reellen Vektoren �u1 , �u2 , �s1 und �s2 schreiben. Dabei ergeben sich dieEigenvektoren zu � = � � i� als �u1 � i�u2 , w�ahrend die Eigenvektoren zu � =��� i� sich als �s1 � i�s2 schreiben. Dabei sind�u1 = (x1; y1; v1x; v1y)t (2.21a)�u2 = (x2; y2; v2x; v2y)t (2.21b)�s1 = (x1;�y1;�v1x; v1y)t (2.21c)�s2 = (�x2; y2; v2x;�v2y)t (2.21d)mit reellen Komponenten xj, yj, vjx und vjy (j = 1; 2). W�ahlt man die x-Komponente der komplexen Eigenvektoren reell, d.h. x2 = 0, so erh�alt man mit



2.4. Das Silnikov-Ph�anomen 43Hilfe von (2.20) die anderen Komponenten als Funktionen von x1:y1 = �(�2 + �2 � 1� 2jx�j�3)2(�2 + �2) x1 (2.22a)v1x = �x1 (2.22b)v1y = 12 ��2 � �2 � 1� 2jx�j�3�x1 (2.22c)y2 = �(�2 + �2 + 1 + 2jx�j�3)2(�2 + �2) x1 (2.22d)v2x = �x1 (2.22e)v2y = 12��x1 : (2.22f)Der instabile Eigenraum Eu zu den Eigenwerten ��i� und der stabile EigenraumEs zu den Eigenwerten ��� i� sind jeweils zweidimensional. Beide R�aume lassensich als lineare H�ulle der reellen Vektoren �uj und �sj (j = 1; 2) schreiben:Eu = span(�u1 ;�u2) (2.23a)Es = span(�s1;�s2) : (2.23b)Es sei nun T die Matrix, die die erzeugenden Vektoren �uj und �sj (j = 1; 2) derEigenr�aume auf die Einheitsvektoren e1; : : : ; e4 abbildet. Die inverse Matrix l�a�tsich einfach darstellen alsT �1 = (�u1 ;�u2 ;�s1;�s2)= 0BBBB@ x1 0 x1 0y1 y2 �y1 y2v1x v2x �v1x v2xv1y v2y v1y �v2y 1CCCCA : (2.24)Die Transformationsmatrix T selbst wurde mit dem Programm Mathematica[Mat93] bestimmt und soll hier nicht aufgeschrieben werden. Die transformiertenKoordinaten bezeichne ich mit� =  �u�s ! = 0BBBB@ �u1�u2�s1�s2 1CCCCA = T 0BBBB@ x� x�yvxvy 1CCCCA : (2.25)Dabei sind �u und �s zweidimensionale Vektoren, welche die Komponenten desPhasenraumvektors im instabilen bzw. stabilen Eigenraum darstellen.2.4.2 Der zum Sattel-Fokus homokline OrbitF�ur den von Silnikov und Devaney gefundenen Chaosmechanismus ben�otigt manneben dem Sattel-Fokus einen transversalen homoklinen Orbit, der den Gleich-



44 Kapitel 2. Die gebundene Dynamikgewichtspunkt mit sich selbst verbindet. Dieser kann mit Hilfe der Poincar�e-Abbildung P und ihrer Symmetrie R mit gro�er Genauigkeit bestimmt werden(siehe Unterabschnitt 2.3.1). Dazu betrachte ich zun�achst die Schnittlinie des in-stabilen Eigenraumes Eu mit derjenigen Poincar�e-Fl�ache �, die durch das NiveauC = U(x�; 0) des Gleichgewichtspunktes gegeben ist. Die globale instabile Man-nigfaltigkeit W u \ � in der Poincar�e-Fl�ache ergibt sich durch Vorw�artsiterationeines nahe dem Gleichgewichtspunkt gelegenen kurzen St�ucks von Eu\�. Da derGleichgewichtspunkt �� auf der Fixpunktlinie von R (der x-Achse der Poincar�e-Ebene) liegt, ergibt sich die globale stabile Mannigfaltigkeit W s \ � gem�a�W s \ � = R(W u \ �) (2.26)als Spiegelung der instabilen Mannigfaltigkeit W u \ � an der x-Achse [Gre+81,Bee91]. Aus dieser Tatsache folgt direkt, da� jeder Schnittpunkt von W u \ �mit der Symmetrielinie vx = 0 auch auf W s \ � liegt und damit ein homokli-ner Punkt der Poincar�e-Abbildung P ist. Hat man einen solchen Schnittpunktbestimmt, so ergibt sich daraus der gesamte homokline Orbit � durch Vor- undR�uckw�artsintegration bis in die N�ahe des Gleichgewichtspunktes.Abbildung 2.13 zeigt f�ur F = 0:125 und C = U(x�; 0) die numerisch bestimm-ten invarianten Mannigfaltigkeiten in der Poincar�e-Ebene. Auf der linken Seitedurchsto�en die vom Gleichgewichtspunkt ausgehenden Mannigfaltigkeiten dieSymmetrielinie vx = 0 und schneiden sich transversal in einem homoklinen Punkt.Man beachte, da� die invarianten Mannigfaltigkeiten jeweils nur auf einer Seitedes Gleichgewichtspunktes bei x� liegen. Die stabile und die instabile Mannigfal-tigkeit bilden nicht wie bei regul�aren Fixpunkten der Poincar�e-Abbildung, die zueinfach periodischen Orbits des Flusses geh�oren, ein Kreuz in der Poincar�e-Ebene.Der zu dem homoklinen Punkt der Poincar�e-Abbildung geh�orende homokline Or-bit des Di�erentialgleichungssystems (1.17) wird in Abbildung 2.14 im Ortsraumdargestellt. F�ur h�ohere Werte von F ist es durchaus m�oglich, da� homokline Or-bits komplizierterer Gestalt auftreten. Es kann z.B. vorkommen, da� die Bahnum die Coulomb-Singularit�at herum verl�auft, w�ahrend f�ur F = 0:125 die Coriolis-Kraft den homoklinen Orbit stets in der n�aheren Umgebung des U -Maximumsh�alt.2.4.3 Die lokale Hamilton-FunktionSchreibt man die Hamiltonfunktion ~H des rotierenden Systems als Funktion derin Gleichung (2.25) eingef�uhrten Koordinaten �u und �s und entwickelt man an-schlie�end bis zur zweiten Ordnung, so ergibt sich (unter Weglassen des konstan-ten Summanden ~H(��), der f�ur die Dynamik belanglos ist) als lokale Hamilton-
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Abbildung 2.13: Invariante Mannigfaltigkeiten des Sattel-Fokus-Punktes in derPoincar�e-Ebene f�ur F = 0:125 und C = U(x�; 0).
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xAbbildung 2.14: Der zum Sattel-Fokus homokline Orbit � f�ur F = 0:125.



46 Kapitel 2. Die gebundene DynamikFunktion in der Umgebung des Sattel-FokusK(�u1 ; �u2 ; �s1; �s2) = � (�u1 �s1 + �u2 �s2)� � (�u1 �s2 � �u2 �s1) : (2.27)Dabei haben die Koordinaten �u der instabilen Ebene Eu die Bedeutung von ge-neralisierten Orten und die Koordinaten �s der stabilen Ebene Es die Bedeutungvon generalisierten Impulsen.Die aus (2.27) folgenden kanonischen Bewegungsgleichungen beschreiben die Dy-namik in der N�ahe des Sattel-Fokus:_�u1 = ��u1 + ��u2 (2.28a)_�u2 = ��u2 � ��u1 (2.28b)_�s1 = ���s1 + ��s2 (2.28c)_�s2 = ���s2 � ��s1 : (2.28d)Die Bewegungsanteile in instabiler und stabiler Ebene sind entkoppelt. BeiEinf�uhrung von Polarkoordinaten in der stabilen bzw. der instabilen Ebene ver-einfachen sich die Bewegungsgleichungen weiter. Mitru = j�uj (2.29a)�u = arg(�u) (2.29b)rs = j�sj (2.29c)�s = arg(�s) (2.29d)schreiben sich die Di�erentialgleichungen (2.28) folgenderma�en:_ru = �ru (2.30a)_�u = �� (2.30b)_rs = ��rs (2.30c)_�s = �� : (2.30d)Die L�osung ist trivial. Es ergibt sich:ru(t) = ru0e�t (2.31a)�u(t) = �u0 � �t (2.31b)rs(t) = rs0e��t (2.31c)�s(t) = �s0 � �t (2.31d)oder, bei R�ucktransformation in die �-Koordinaten: �u1�u2 ! (t) = e�t  cos �t � sin �tsin �t cos �t ! �u10�u20 ! (2.32a)



2.4. Das Silnikov-Ph�anomen 47 �s1�s2 ! (t) = e��t  cos �t � sin �tsin �t cos �t ! �s10�s20 ! : (2.32b)Bei Projektion in die instabile Ebene Eu beschreibt ein Orbit in der N�ahe desGleichgewichtspunktes also eine von innen nach au�en und im Uhrzeigersinn lau-fende, logarithmische Spirale; bei Projektion in die stabile Ebene Es l�auft einOrbit auf einer Spirale im Uhrzeigersinn von au�en nach innen. Dabei kann �als Expansions- bzw. Kontraktionskoe�zient aufgefa�t werden, w�ahrend � dieRotationsgeschwindigkeit beschreibt.Abbildung 2.15 zeigt, da� man speziell f�ur den homoklinen Orbit � dieses asym-ptotische Verhalten beobachten kann. Mit Hilfe der Transformationsmatrix T aus
�
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�u1Abbildung 2.15: Der homokline Orbit � f�ur F = 0:125, projiziert in die instabileEbene Eu.Gleichung (2.24) wurden die �-Koordinaten des homoklinen Orbits berechnet. Dader Orbit f�ur t ! �1 beliebig genau in der instabilen Ebene Eu liegt, gilt hierrs = j�sj � 0, w�ahrend in Eu die beschriebene spiralf�ormige Bewegung von innennach au�en zu sehen ist. F�ur t ! +1 erh�alt man in der stabilen Ebene Es einanaloges Verhalten mit einem in den Nullpunkt hineinspiralenden Orbit. Die Sy-stemsymmetrie hat zur Folge, da� die Projektion dieses Orbits in die �s-Ebenegenau dem an der horizontalen Achse gespiegelten Bild 2.15 gleicht. Ich verzich-te deswegen an dieser Stelle auf eine Abbildung des homoklinen Orbits in derstabilen Ebene Es.Die Einf�uhrung von Polarkoordinaten in den Eigenr�aumen Eu und Es erm�oglichtauch eine andere, im folgenden sehr n�utzliche Darstellung des Wertes der lokalen



48 Kapitel 2. Die gebundene DynamikHamilton-Funktion (2.27):K(ru; �u; rs; �s) = rurs (� cos(�u � �s)� � sin(�u � �s)) : (2.33)Diese Formel ist vor allem dann n�utzlich, wenn man sich in die Hyper
�ache K = 0begibt, in der ja auch der Gleichgewichtspunkt (ru = rs = 0) und sein homokli-ner Orbit liegen. Man beachte, da� (ru; �u; rs; �s) kein kanonischer Variablensatzist. Aus (2.33) k�onnen also keine kanonischen Di�erentialgleichungen abgeleitetwerden.2.4.4 Die Topologie der lokalen Schnitt
�achenEs werden nun lokale Schnitt
�achen des Flusses konstruiert, auf denen die Dy-namik in der N�ahe des homoklinen Orbits untersucht werden soll. F�ur gen�ugendkleines " > 0 seien de�niert:�u = f(�u; �s) : ru = "; rs � "g (2.34a)�s = f(�u; �s) : rs = "; ru � "g : (2.34b)�u und �s sind dreidimensionale Untermannigfaltigkeiten des vierdimensionalenPhasenraumes. F�ur gen�ugend kleines " kann der Hamiltonsche Flu� innerhalbeiner "-Umgebung um den Gleichgewichtspunkt durch das linearisierte System(2.28) approximiert werden. �u und �s sind dann zum Flu� transversale Schnitt-
�achen. Abbildung 2.16 zeigt diese Tatsache schematisch: Hier werden die 2-Vektoren �u und �s jeweils nur durch eine Koordinatenrichtung repr�asentiert, diePfeile geben die Richtung des Flusses an.Topologisch sind �u und �s Volltori: S1�IR2. Man stelle sich z.B. die Konstruktionvon �u folgenderma�en vor: Man l�a�t einen Vollkreis in den �s-Koordinaten mitdem Radius " einmal um den Kreis j�uj = ru = " rotieren; dabei durchl�auft derPolarwinkel �u den Bereich �� bis �. Das Ergebnis ist f�ur beide Schnitt
�achenin Abbildung 2.17 skizziert.Nicht die gesamten Volltori �u und �s sind dynamisch zug�anglich, denn derWert der Hamilton-Funktion ist ja auf K = 0 festgelegt. Es ist also vonn�oten, dieSchnitte der Tori mit der Energiemannigfaltigkeit des Gleichgewichtspunktes zubetrachten:�u = �u \K�1(0) (2.35a)�s = �s \K�1(0) : (2.35b)Als Schnitte zweier dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten im Vierdimensionalensind �u und �s zweidimensional. Welche Topologie haben diese Mengen?
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Abbildung 2.16: Schematische Darstellung des homoklinen Orbits � und der lo-kalen Schnittmannigfaltigkeiten �u und �s. Man beachte, da� �s und �u jeweilszweidimensionale Vektoren bezeichnen.
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Abbildung 2.17: Topologie der Schnittmannigfaltigkeiten �u und �s. Die linkenund rechten Grund
�achen der Vollzylinder sind jeweils zu identi�zieren. F�ur �uist ru = ", f�ur �s ist rs = ".Das Ergebnis einer numerischen Bestimmung von �s ist in Abbildung 2.18 zusehen. Hier wurden F = 0:125 und � = 5 � 10�3 gew�ahlt. Bei der Berechnung von�s wurde nicht die linearisierte Hamilton-Funktion K verwendet, sondern dievollst�andige Hamilton-Funktion ~H. Diese wurde zun�achst auf die �-Koordinatenumgeschrieben, um dann zu jeweils festgehaltenem �s mit Hilfe eines Programmszur numerischen Nullstellenbestimmung (�u1 ; �u2 )-Paare zu �nden, die zusammenmit �s1 = " cos�s und �s2 = " sin�s die Energie-Gleichung ~H = C� erf�ullen, wobeiC� = ~H(��) ist. Schlie�lich waren die gefundenen Wertetripel (�s; �u1 ; �u2 ) noch ingeeigneter Reihenfolge einer Graphik-Software zu �ubergeben, um die vorliegende
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�� �Abbildung 2.18: Die Schnitt
�ache �s f�ur F = 0:125 und " = 5 � 10�3.dreidimensionale Darstellung zu erhalten.Beachtet man die Identit�at von �s = �� und �s = �, so kann man das Resultat alsMoebius-Band der Breite 2" interpretieren, das beim Durchlaufen des Winkels �seine volle Drehung um die Achse �u = 0 vollf�uhrt. Man kann diese Topologie ausder linearisierten Hamilton-Funktion (2.33) in Polarkoordinaten ableiten. Setztman dort K = 0 und k�urzt die Radien ru und rs, so ergibt sich:� cos(�u � �s)� � sin(�u � �s) = 0 (2.36)und damittan(�u � �s) = �� : (2.37)Damit erh�alt man f�ur �s f�ur jeden vorgegebenen �s-Wert in der �u-Ebene genaueine Richtung, welche durch den �u-Wert aus Gleichung (2.37) bestimmt wird.Diese Richtung variiert linear mit �s:�u = �s + �� ; (2.38)wobei die Konstante durch �� = arctan(�=�) gegeben ist. F�ur die Schnitt
�ache �uergibt sich ein analoges Bild.Somit gen�ugen zur Kennzeichnung eines Punktes auf den Schnitt
�achen �u und�s je zwei Koordinaten. Die einfachste Wahl ist, neben positiven Werten f�ur ru



2.4. Das Silnikov-Ph�anomen 51und rs auch negative Werte zuzulassen. Damit kann ein Punkt in �u durch dieAngabe von (�u; rs) und ein Punkt in �s durch die Angabe von (�s; ru) spezi�ziertwerden. Abbildung 2.19 zeigt die zu Rechtecken "ausgerollten\ Schnitt
�achen �uund �s.
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Abbildung 2.19: Die "ausgerollten\ Schnitt
�achen �u und �s. F�ur die "Radien\rs und ru sind auch negative Werte zugelassen.
2.4.5 Die lokale Abbildung AlIm folgenden wird eine Poincar�e-Abbildung A : Du ! �u auf einem GebietDu � �u konstruiert und ihre Dynamik beschrieben. Abbildung 2.16 gibt einenHinweis, wie dabei vorzugehen ist. Es ist angebracht, die Abbildung A in zweiTeilabbildungen zu unterteilen,A = Al � Ag ; (2.39)wobei die "globale\ Abbildung Ag : Du ! �s ein Gebiet Du in �u entlang demhomoklinen Orbit � nach �s abbildet und die "lokale\ Abbildung Al : Ds ! �uein Gebiet Ds in �s zur�uck nach �u abbildet.Zun�achst sei das Augenmerk auf die lokale Abbildung Al gerichtet. Man betrach-te einen Orbit, der zum Zeitpunkt t = 0 die Fl�ache �s schneidet und dort durchdie Koordinaten (ru0 ; �s0) bestimmt ist. T bezeichne die Flugzeit bis zum Errei-chen von �u. F�ur gen�ugend kleine " k�onnen mit ausreichender Genauigkeit dieL�osungen (2.31) der linearisierten Di�erentialgleichungen verwendet werden. Ausder Schnittbedingung ru(T ) = ru0 exp(�T ) = " ergibt sich die Flugzeit alsT = 1� log "ru0 ! : (2.40)



52 Kapitel 2. Die gebundene DynamikMit der L�osung (2.31) der linearisierten Di�erentialgleichungen und dem Zusam-menhang (2.38) zwischen den Winkelkoordinaten lassen sich die Koordinaten desOrbitschnittpunkts mit �u und damit die lokale Abbildung Al berechnen:Al(ru0 ; �s0) = (rs(T ); �u(T ))= �rs0e��T ; �u0 � �T�= �" exp ���� log("=ru0 )� ; �s0 + ��� �� log("=ru0 )�= �ru0 ; �s0 + ��� �� log("=ru0 )� : (2.41)Folglich geht f�ur ru0 ! 0 der Winkel �u in �u gegen unendlich. Eine Kurve in �s,die die Linie ru = 0 transversal schneidet, wird also unter Al auf zwei Spiralen in�u abgebildet, die sich beide unendlich oft um den Torus �u winden. Abbildung2.20 zeigt das vorausgesagte Verhalten, wobei hier zur Kontrolle nicht die lineari-sierten Gleichungen, sondern die Di�erentialgleichungen (1.17) des vollst�andigenSystems ~� verwendet wurden.
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Abbildung 2.20: Das Bild einer Kurve S in �s unter der lokalen Abbildung Al.Parameter: F = 0:125, " = 5 � 10�3, S = f(�s; ru) 2 �s : �s = 0; jruj � "g.
2.4.6 Die globale Abbildung AgAls Hilfsmittel zur Beschreibung der lokalen AbbildungAl wurden die in der N�ahedes Gleichgewichtspunktes linearisierten Di�erentialgleichungen verwendet. ZurBeschreibung der "Wiederkehr\, d.h. der globalen Abbildung Ag, ist es dagegennotwendig, die Kenntnis des homoklinen Orbits � auszunutzen. � gew�ahrleistet,da� eine Umgebung Du von � in der Schnitt
�ache �u mit dem Flu� wieder nach�s zur�uckgef�uhrt wird. Zur genaueren Beschreibung dieses Vorgangs werden nundie Schnittpunkte des homoklinen Orbits mit den Schnitt
�achen des Flusses ein-gef�uhrt:qu = �u \ � (2.42a)



2.4. Das Silnikov-Ph�anomen 53qs = �s \ � : (2.42b)Mit diesen Bezeichnungen gilt o�ensichtlich Ag(qu) = qs. Ferner bezeichneman die (eindimensionalen) Schnitte der invarianten Mannigfaltigkeiten mit denSchnitt
�achen folgenderma�en:�u = W u \ �u = f(rs; �u) 2 �u : rs = 0g (2.43a)!u = W u \ �s (2.43b)�s = W s \ �s = f(ru; �s) 2 �s : ru = 0g (2.43c)!s = W s \ �u : (2.43d)Die invarianten Mannigfaltigkeiten W u und W s schneiden sich generisch trans-versal im homoklinen Orbit �. In den Schnitt
�achen �u und �s stellt sich dieserSachverhalt wie in der schematischen Abbildung 2.21 dar. In �u schneiden sich �u
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Abbildung 2.21: Die Schnitte �u;s und !u;s der invarianten MannigfaltigkeitenW u und W s mit den Schnitt
�achen �u und �s (schematisch). Zus�atzlich ist dasParallelogramm B und sein Bild unter der globalen Abbildung Ag skizziert.(das ist die Achse rs = 0) und !s transversal im Punkt qu. In �s schneiden sich�s (das ist die Achse ru = 0) und !u transversal im Punkt qs. Unter der globalenAbbildung Ag wird !s auf �s und �u auf !u abgebildet. Ein Parallelogramm Bin �u, dessen Seiten entlang �u und !s ausgerichtet sind und das nah genug amhomoklinen Orbit qu liegt, wird also unter Ag auf ein Parallelogramm Ag(B) in�u abgebildet, dessen Seiten parallel zu !u und �s sind und das nahe bei qs liegt.Ziel ist es, das Bild Ag(B) unter Al zur�uck nach �u abzubilden und es mit demUrbildparallelogramm B zum Schnitt zu bringen. Nach Devaney ergibt sich bei"geeigneter Wahl\ von B ein typisches Hufeisenszenario.Eine geeignete Wahl von B stellt sich im hier vorliegenden Fall als Problem her-aus. Zum ersten ist man stets bis zu einem gewissen Grad auf Ausprobierenangewiesen, um ein Parallelogramm zu �nden, das die gew�unschten Wiederkehr-eigenschaften besitzt. Zum zweiten ist die Instabilit�at von Bewegungen in der



54 Kapitel 2. Die gebundene DynamikN�ahe des homoklinen Orbits relativ gro�. Es ist numerisch nahezu unm�oglich,eine Umgebung von qu entlang dem homoklinen Orbit � bis in eine Umgebungvon qs zu integrieren. Die meisten Orbits verfehlen bei numerischer Integrationtrotz genauestm�oglicher Rechnung aufgrund sukzessive sich vergr�o�ender Run-dungsfehler die Schnitt
�ache �s.Mit Hilfe von [Ste94] fand ich die folgende L�osung f�ur dieses Problem. Die ge-naueste Angabe f�ur einen Punkt des homoklinen Orbits liegt konstruktionsbe-dingt (siehe Unterabschnitt 2.4.2) f�ur die "Mitte\ von � in der Poincar�e-Fl�ache� vor. Statt also in der N�ahe des (nicht so genau bekannten) Punktes qu ein ab-zubildendes Parallelogramm vorzugeben, habe ich ein Parallelogramm B0 in derN�ahe von � in � gew�ahlt und dieses in der Zeit r�uckw�arts bis nach �u und inder Zeit vorw�arts bis nach �s integriert. Die globale Abbildung Ag wird so alsoin zwei Teilabbildungen aufgeteilt:Ag = Ag2 � Ag1 ; (2.44)wobeiAg1 : �u �! � (2.45a)Ag2 : � �! �s : (2.45b)Das Urbild von B0 unter Ag1 nenne ich B, und B0 kann durch gezieltes Ausprobie-ren so gew�ahlt werden, da� B in etwa so aussieht wie gew�unscht. Die Abbildung2.22 zeigt das auf diese Weise gewonnene "Parallelogramm\ B und sein Bild unterder globalen Abbildung Ag(B).
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Abbildung 2.22: Das Parallelogramm B in �u und sein Bild unter der globalenAbbildung Ag in �s f�ur F = 0:125 und " = 5 � 10�3.



2.4. Das Silnikov-Ph�anomen 552.4.7 Die Konstruktion des HufeisensMit der Vorarbeit, die in Unterabschnitt 2.4.5 auf die lokale Abbildung Al ver-wendet wurde, kann nun erschlossen werden, wie das Parallelogramm B unterAnwendung der vollst�andigen Poincar�e-Abbildung A = Al � Ag : �u �! �uabgebildet wird. Das Parallelogramm Ag(B) in �s liegt nahe der stabilen Man-nigfaltigkeit �s. Wie in Unterabschnitt 2.4.5 ausgef�uhrt wurde, werden Punktevon Ag(B) durch Al umso weiter in �u-Richtung um �u gewickelt, je n�aher siebei der stabilen Mannigfaltigkeit �s liegen. Bei geeigneter Wahl von B ist also zuerwarten, da� A(B) um �u gewickelt wird und dabei, u.U. mehrmals, das UrbildB schneidet. In der Tat sagt Devaneys Theorem sogar, da� B so gew�ahlt wer-den kann, da� jede Anzahl N von transversalen Schnitten zwischen B und A(B)m�oglich ist.Abbildung 2.23 zeigt die Situation im hier vorliegenden Fall F = 0:125 mit der imletzten Abschnitt dargestellten Wahl von B. Der Schnitt zwischen Urbild und BildA(B) \ B besteht aus zwei schmalen, nahezu waagerechten Streifen. Das Paral-lelogramm B wird durch die Poincar�e-Abbildung A etwa f�unfmal in �u-Richtungum den Torus �u gewickelt; zwei dieser Segmente schneiden das Urbildparallelo-gramm. Die Wahl von B ist also gerade so getro�en worden, da� sich die Topologieeiner klassischen Hufeisenabbildung ergibt.In dieser Situation gibt es also eine A-invariante Cantor-Menge C im SchnittA(B) \ B, auf der A topologisch konjugiert ist zur Shift-Abbildung auf demFolgenraum �uber zwei Symbolen. Einfache Folgerungen sind [Wig88]:� A besitzt periodische Orbits jeder Periode.� A besitzt �uberabz�ahlbar unendlich viele nichtperiodische Orbits.� A besitzt einen auf C dichten Orbit.Werden diese drei Kriterien durch ein System simultan erf�ullt, so bezeichnet manes h�au�g auch als chaotisch [Dev89].Aus der Vergr�o�erung in Abbildung 2.23 (b) l�a�t sich der Streckungsfaktor derPoincar�e-Abbildung A absch�atzen. Die Breite von B in der �u-Richtung betr�agtca. 5 � 10�4, die Breite von A(B) hingegen etwa 4:5 � 2�. Daraus ergibt sich einStreckungsfaktor von etwa 5:5 � 105. Die entsprechende Absch�atzung in der rs-Richtung ergibt eine H�ohe 4�10�5 f�ur B und eine H�ohe von 10�9 f�ur A(B). Danachist der Stauchungsfaktor etwa gleich 2:5 � 10�5. Mittelt man den Streckungsfaktorund das Inverse des Stauchungsfaktors, so gelangt man f�ur den Streckungsfaktorzu einem Wert von etwa 50 000. Infolgedessen ist es nicht verwunderlich, da� dienumerischen Probleme so eklatant sind. Die starke Instabilit�at beruht u.a. auf der
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Abbildung 2.23: Das Parallelogramm B und sein Bild unter der Poin-car�e-Abbildung A in �u f�ur F = 0:125 und " = 5 � 10�3.(a) Die f�unf nahezu horizontalen Linien sind Segmente des Bildes A(B), dassich mehrmals um den Torus �u windet.(b) Die Vergr�o�erung l�ost das obere der beiden Segmente von A(B) \ B auf.



2.4. Das Silnikov-Ph�anomen 57Notwendigkeit, die Schnittmannigfaltigkeiten �s und �u so klein zu w�ahlen, da�die lokale Abbildung Al mit ausreichender Genauigkeit durch den linearisiertenFlu� approximiert wird.



Kapitel 3Die Streuung
Das Schwergewicht der Untersuchungen des 2. Kapitels lag auf der gebunde-nen Dynamik des Wassersto�atoms im zirkular polarisierten elektrischen Feld.Informationen �uber Mikrosysteme werden jedoch oft mittels Streuexperimentengewonnen.In Abschnitt 1.3 wurde durch eine kanonische Transformation das raumfeste Sy-stem � in das mitbewegte System �0 �uberf�uhrt, das durch ein asymptotisch wie�1=r verschwindendes Wechselwirkungspotential ausgezeichnet ist und somit imGegensatz zu � ein echtes Streusystem darstellt (Beschleunigungseichung). Ichwerde in Abschnitt 3.1 f�ur �0 geeignete asymptotisch konstante Streuvariableneinf�uhren und die Streuabbildung analysieren, welche einen vollst�andigen Satzasymptotischer In-Gr�o�en auf einen Satz asymptotischer Out-Gr�o�en abbildet.Die Beschleunigungseichung ist motiviert durch eine unit�are Transformationdes analogen Quantensystems, welche von Henneberger angegeben worden ist[Hen68]. Die Elektron-Proton-Streuung im Mikrowellen- oder Laserfeld ist quan-tenmechanisch auf dieser Grundlage numerisch untersucht [DiFa87] und ansatz-weise auch analytisch mittels st�orungstheoretischer Methoden behandelt wor-den [Fra+90]. Die Aussagekraft klassischer Rechnungen wurde erst sp�ater ent-deckt. Vor allem Wiesenfeld hat einige Beitr�age in dieser Richtung geliefert[Wie90, Wie91, Wie92a, Wie92b], mit denen ich mich sp�ater noch kritisch ausein-andersetzen werde. Wiesenfelds Verdienst ist die (erstaunlich sp�ate) Anwendungvon Konzepten, die anhand von klassisch chaotischen Streusystemen entwickeltworden sind und heute unter den Begri�en irregul�are oder chaotische Streuungsubsumiert werden.Bei der Untersuchung von Streusystemen interessiert man sich in der Regel f�urStreufunktionen, also funktionale Beziehungen zwischen In-Variablen, die denasymptotischen Anfangszustand eines Systems beschreiben, und Out-Variablen,die den asymptotischen Endzustand nach der Wechselwirkung charakterisieren.58



59Abschnitt 3.2 ist der numerischen Bestimmung von Streufunktionen f�ur das Sy-stem �0 gewidmet. Dabei werden zu verschiedenen In-Energien die Out-Variablenals Funktionen einer Zeitvariablen, welche die einlaufende Asymptote beschreibt,bestimmt.Die Berechnung von Streufunktionen f�ur klassische Modelle chemischer Prozes-se [RaMi71, Got75] hat noch vor der Entdeckung des Konzepts der chaotischenStreuung aufgezeigt, da� unerwartete Ph�anomene | Cluster von Singularit�atender Streuabbildung oder gro�e Schwankungen von Verz�ogerungszeiten und Ab-lenkwinkeln | neuer theoretischer Erkl�arungen bed�urfen.Die fraktale Verteilung der Streusingularit�aten dient seither zur Charakterisierungirregul�arer Streuung. Jung und Scholz haben anhand einfacher Modelle die folgen-de Erkl�arung f�ur die numerisch gefundene fraktale Struktur der Singularit�aten derStreufunktionen geliefert [JuSc87]. Durch transversale homokline oder heteroklineVerbindungen von instabilen periodischen Punkten wird eine lokalisierte invarian-te hyperbolische Menge (Repulsor) im Phasenraum erzeugt [Sma65]. Die stabilenMannigfaltigkeiten des Repulsors reichen bis in den Raum der asymptotischenIn-Werte und bilden dort eine fraktale Struktur. Ein Orbit, der auf einer stabilenMannigfaltigkeit gestartet wird, wird eingefangen | die Streufunktion hat andieser Stelle eine Singularit�at, f�ur die die Verz�ogerungszeit den Wert unendlicherreicht. Singularit�aten, die auf den Einfang durch hyperbolische Orbits zur�uck-zuf�uhren sind, werde ich im folgenden als hyperbolische Singularit�aten bezeichnen.Zahlreiche Systeme sind auf chaotische Streueigenschaften hin untersucht worden.Hinweise auf physikalische Anwendungen �ndet man z.B. in dem �Ubersichtsartikel[OtT�e93]. Ott und T�el geben hier Beispiele aus der Himmelsmechanik, Atom-und Kernphysik, Hydrodynamik, Theoretischen Chemie, Dynamik magnetischerFeldlinien und geladener Teilchen in elektromagnetischen Feldern etc. WeitereLiteratur und Hinweise auf Anwendungen �ndet man auch in den Artikeln vonEckhard [Eck88], Smilansky [Smi91] und Bl�umel [Bl�u92].F�ur zeitabh�angige Streusysteme (und andere Systeme, die ich in Kapitel 4 ge-nau de�nieren werde) treten neben den hyperbolischen noch andere Streusingu-larit�aten auf, deren Existenz nicht auf den Einfang durch eine hyperbolische lo-kalisierte Menge zur�uckgef�uhrt werden kann. Da die Energie in zeitperiodischenSystemen keine Konstante der Bewegung ist, sind im Falle eines asymptotischattraktiven Potentials parabolisch entweichende Orbits m�oglich, d.h. Streuorbitsmit asymptotischer Out-Energie Eout = 0. F�ur die entsprechenden asymptotischenAnfangsbedingungen hat die Streuabbildung eine, wie ich sie nennen werde, para-bolische Streusingularit�at. Falls parabolische Singularit�aten existieren, dominierensie die Gestalt der Streufunktionen; die hyperbolischen Singularit�aten verschwin-den in der charakteristischen Struktur, die durch die parabolischen Singularit�aten



60 Kapitel 3. Die Streuungerzeugt wird. Es gelingt dann nur mittels recht aufwendiger Suchverfahren, hyper-bolische Singularit�aten aufzu�nden [See95]. Ich werde die sogenannte horizontaleStruktur der Streufunktionen, die nahe den parabolischen Streusingularit�aten zu�nden ist und die f�ur das Verst�andnis von Skalierungseigenschaften der Streufunk-tionen notwendig ist, in Abschnitt 3.3 erl�autern. Die verschiedenen Generationender horizontalen Struktur werden durch unterschiedlich weite Kepler-Exkursionenerzeugt. Im gleichen Abschnitt werde ich auch kurz auf die vertikale Struktur derStreufunktionen eingehen, deren Generationen durch unterschiedliche Anzahlenvon Kepler-Exkursionen unterschieden werden.W�ahrend in der N�ahe hyperbolischer Streusingularit�aten die Streufunktionen ei-ne exponentielle Skalierung aufweisen, werde ich in Abschnitt 3.4 nachweisen,da� in der N�ahe parabolischer Singularit�aten die Streufunktionen algebraischskalieren. Der Skalierungsexponent kann durch Ausnutzung der asymptotischenPotentialeigenschaften bestimmt werden. Bei der Argumentation wird lediglichdie asymptotische Gestalt der Wechselwirkung und die Zeitperiodizit�at des Tar-gets ausgenutzt. Folglich werden die Streufunktionen f�ur alle jene periodischzeitabh�angigen Systeme algebraisch skalieren, welche durch eine asymptotischattraktive Coulomb-Wechselwirkung beschrieben werden.An dieser Stelle ist es angebracht, einige Worte �uber die Ionisation von Was-sersto�atomen im Strahlungsfeld, d.h. den photoelektrischen E�ekt zu sagen |einen Aspekt des hier betrachteten Systems, den ich in dieser Arbeit nicht ber�uck-sichtige, der jedoch in der Literatur eine wichtige Rolle spielt. In der Folge derbahnbrechenden Experimente von Bay�eld und Koch [BaKo74] zur Multipho-tonenionisation von Wassersto� sind zahlreiche theoretische und experimentelleArbeiten erschienen, die dem Aufbrechen der Proton-Elektron-Bindung in starkenelektromagnetischen Felder gewidmet waren. An den Experimenten von Bay�eldund Koch war neu, da� H-Atome nicht aus dem Grundzustand ionisiert, sondernzuvor auf ein hohes Energie-Niveau (n � 66) angeregt wurden. Diese sogenann-ten Rydberg-Atome wurden einem starken Mikrowellenfeld ausgesetzt. Schon ausenergetischen Gr�unden waren mindestens 80 Photonen notwendig, um ein Elek-tron zu ionisieren. Festgestellt wurde die Existenz einer Grenzfeldst�arke, oberhalbder Ionisation einsetzte | im Gegensatz zur Einsteinschen Grenzfrequenz beimPhotoe�ekt [Ein05].Es gab verschiedene Ans�atze, die gemessenen Daten theoretisch zu erkl�aren: Als�Ubersichtsartikel empfehlen sich [Cas+87, Jen+91, Jen92, MoKo92, She93]. DieG�ultigkeit von Skalierungseigenschaften bei den gemessenen Ionisationskurven,die auf klassischen Ursachen basiert (Abh�angigkeit nur von skalierter Feldst�arken4F und skalierter Frequenz n3!), legt die Anwendung klassischer Theorien nahe



3.1. De�nition der Streuabbildung 61[LePe79, Jen84, LeRi85].Bei den theoretischen Arbeiten zur Mikrowellenionisation von Rydberg-Atomenstand zun�achst der Fall des linear polarisierten (LP) Feldes im Mittelpunkt desInteresses [Cas+87, CaMo89, Bl�u+91, Ric92, Ben+92, Lai+92, Hil+92, Ben+93].Etwas sp�ater begann man sich f�ur den Fall der zirkularen Polarisation (ZP) zu in-teressieren [Fu+90, How92, GrFa92, Kap92, KaNa93, Zak+93, GeZa95, FaUz95].Diesem Problem geb�uhrt jedoch besondere Beachtung, da wegen der Transfor-mierbarkeit des ZP-Falls in ein zeitunabh�angiges Hamiltonsches Di�erentialglei-chungssystem (siehe Abschnitt 1.2) bei der Multiphoton-Ionisation wesentlichh�ohere Feldst�arken erforderlich sind als im LP-Fall [Fu+90].3.1 De�nition der StreuabbildungDie Streuabbildung f�uhrt einen vollst�andigen Satz asymptotisch konstanter In-Gr�o�en �in in einen vollst�andigen Satz asymptotisch konstanter Out-Gr�o�en �out�uber. In- und Out-Gr�o�en bezeichnet man zusammenfassend als Streuvariablen.F�ur ein Hamiltonsches Streusystem von f Freiheitsgraden besteht ein vollst�andi-ger Satz von Streuvariablen aus 2f dynamischen Gr�o�en, welche die Asympto-ten einer Streutrajektorie eindeutig charakterisieren. Vorzugsweise w�ahlt man beiHamilton-Systemen einen Satz kanonischer Variablen.In Abschnitt 1.3 habe ich gezeigt, wie man durch kanonische Transformationendas Wassersto�system im zeitabh�angigen elektrischen Feld in das Streusystem �0mit asymptotischer Coulomb-Wechselwirkung �uberf�uhren kann. Als Hamilton-Funktion erh�alt man in �0 gem�a� Gleichung (1.34):H(r;p; t) = 12p 2 � 1jr � �(t)j : (3.1)Hier und im folgenden werden im System �0 bei allen Gr�o�en die Striche wegge-lassen. �(t) ist der (i.a. periodisch durchlaufene) Weg des Protons. F�ur gro�e rgeht H in die zeitunabh�angige Hamilton-Funktion des reinen Coulomb-Problems�uber: H0(r;p) = 12p 2 � 1jrj : (3.2)H0 schreibt sich im Fall ebener Bewegung mit den Polarkoordinatenr = qx2 + y2 (3.3a)� = arg(x; y) (3.3b)pr = _r (3.3c)p� = r2 _� (3.3d)



62 Kapitel 3. Die Streuungals H0(r; �; pr; p�) = p2r2 + p2�2r2 � 1r : (3.4)Da der Winkel � in H0 eine zyklische Variable ist, ist neben der Energie auch derkonjugierte (Dreh-)Impuls L = p� asymptotisch konstant.Horstmann hat in seiner Diplomarbeit [Hor89] eine zeitabh�angige kanonischeTransformation angegeben, welche die Phasenraum-Koordinaten (r; �; pr; p�)auf einen Satz von Variablen abbildet, die im Falle asymptotischer Coulomb-Wechselwirkung f�ur r ! 1 konstant werden. Ich werde seinen Gedankengangnicht im einzelnen nachvollziehen, sondern nur die Ergebnisse referieren, um f�ur�0 einen vollst�andigen Satz kanonischer Streuvariablen anzugeben.Die ungebundene Bewegung unter der H0-Dynamik verl�auft auf Hyperbeln imOrtsraum. Der minimale Abstand r0 eines Elektrons der Energie H0 = E > 0vom Ursprung ergibt sich durch Nullsetzen von pr in (3.4) alsr0 = 12E ��1 +p1 + 2EL2� : (3.5)Es bezeichne nun � den Zeitpunkt, zu dem sich das Elektron im Umkehrpunktr = r0 be�ndet, und ' den zugeh�origen Polarwinkel �(�). � und ' lassen sichals Funktionen der Polarkoordinaten r und �, der Energie E, des DrehimpulsesL und der Zeit t schreiben ([Gol85], S. 69 und S. 83 �.):� = t� 1p2E rZr0 dr0s1� L22Er02 + 1Er0 (3.6a)' = �� rZr0 dr0r02s2EL2 + 2L2r0 � 1r02 : (3.6b)Das obere Vorzeichen steht dabei jeweils f�ur t < � , das untere f�ur t > � . DieIntegrale lassen sich explizit berechnen, und bei anschlie�ender Substitution vonr0 ergibt sich:� = t� 1p2E 24sr2 + rE � L22E �� 12E log0BBBB@2Esr2 + rE � L22E + 2Er + 1p1 + 2EL2 1CCCCA 377775 (3.7a)' = �� arccos L2 � rrp1 + 2EL2! : (3.7b)



3.1. De�nition der Streuabbildung 63In [Hor89] wird nun gezeigt, da� die durch diese Gleichungen gegebene zeit-abh�angige Transformation	t : (r; �; pr; p�) 7�! (E;'; �; L) (3.8)kanonisch ist. Das Ziel ist damit erreicht: Man hat einen Satz von asympto-tisch konstanten Variablen, die durch eine (zeitabh�angige) kanonische Transfor-mation aus den Phasenraumkoordinaten hervorgehen und jede Asymptote derH-Dynamik (also jeden Orbit der H0-Dynamik) eindeutig beschreiben.A bezeichne den Raum der Streuvariablen. Die De�nition der Streuabbildung� : A �! A(Ein; 'in; �in; Lin) 7�! (Eout; 'out; �out; Lout) (3.9)macht nun keine Schwierigkeiten mehr, wenn man mit �t0 ;t die Flu�abbildung inden Koordinaten (3.3) bezeichnet:� = limt0!1 limt!�1 	t0 � �t0 ;t �	�1t : (3.10)F�ur den im folgenden behandelten Fall zirkularer Streuung weist die Streuabbil-dung zwei Symmetrien auf:1. Die Konstanz des Jacobi-Integrals unter der H-Dynamik kann ausgenutztwerden, um die asymptotischen Variablen E und L zu verkn�upfen. MitGleichung (1.36) folgert man:C � F2!2 = Ein � !Lin = Eout � !Lout : (3.11)Damit er�ubrigt sich die Angabe z.B. des Out-Drehimpulses Lout, da er ausEin, Lin und Eout leicht auszurechnen ist.2. Die zweite Symmetrie der Streuabbildung ist eine Konsequenz dergleichm�a�igen Rotation des durch das kreisende Proton erzeugten Feldes.Eine �Anderung der In-Gr�o�e 'in um den Winkel # entspricht einer Dre-hung der In-Hyperbel um #. Eine gleichzeitige �Anderung der Zeitvariablen�in um #=! hat jedoch zur Folge, da� auch das Potential um den Win-kel # gedreht ist. Die Folge ist, da� ein Elektron, das mit den In-Werten'in + # und �in + #=! einf�allt, exakt die gleiche Dynamik hat wie ein Elek-tron mit den In-Werten 'in und �in | abgesehen von einer Drehung desKoordinatensystems. Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit kann also z.B.der Einfallwinkel 'in gleich null gesetzt werden.



64 Kapitel 3. Die StreuungBei Ber�ucksichtigung der beiden Symmetrien gen�ugt zur vollst�andigen Beschrei-bung des Streuprozesses also die Bestimmung der drei Out-Gr�o�en Eout, �out und'out als Funktionen der drei In-Gr�o�en Ein, �in und Lin (oder C). Man vergleichedieses Resultat mit dem Fall eines zeitunabh�angigen Hamilton-Systems zweierFreiheitsgrade mit schnell abfallendem Potential: Dort gen�ugt es ebenfalls, dreiOut-Gr�o�en (z.B. den Polarwinkel �out, den Drehimpuls Lout und die Verz�oge-rungszeit �t) als Funktionen dreier In-Gr�o�en (z.B. des Polarwinkels �in, desDrehimpulses Lin und der Energie Ein) zu bestimmen.3.2 Numerische Bestimmung der Streuabbil-dungDie numerische Berechnung der Streuabbildung � bei gegebenem Systemparame-ter F gliedert sich in folgende Schritte:1. Vorgabe des Jacobi-Integrals C und der asymptotischen In-Werte Ein und�in. Der In-Winkel 'in kann aus den oben genannten Gr�unden gleich nullgesetzt werden, und der In-Drehimpuls Lin ist Funktion von C und Ein:Es gilt mit (3.11): Lin = 1! (Ein � C + F=2!2). Es sei hier noch einmaldaran erinnert, da� stets ohne Einschr�ankung ! = 1 gesetzt werden kann.Zus�atzlich wird ein gro�er Abstand R gew�ahlt, bei dem die Berechnungbegonnen werden soll.2. Umrechnung der asymptotischen In-Werte (Ein; �in; 'in; Lin) auf die Polar-koordinaten (r; �; pr; p�; t) mit (3.7) und anschlie�end auf kartesische Koor-dinaten (x; y; px; py; t) in �0 via (3.3).3. Numerische Integration des Orbits mit den kanonischen Bewegungsgleichun-gen (1.35) in �0. Eine Regularisierung nahe der Coulomb-Singularit�at stelltesich als unn�otig heraus.4. Die Integration wird abgebrochen, falls f�ur r > R die Coulomb-EnergieH0(x; y; px; py) gr�o�er als null ist. In diesem Fall kann davon ausgegangenwerden, da� das Elektron nicht mehr zum Proton zur�uckkehren wird. Fallsbei �Uberschreiten des Abstands r = R die Coulomb-Energie kleiner als nullist, wird der Orbit weiterintegriert, bis der Radius r = 2R erreicht wirdoder das Teilchen umkehrt und zum Proton zur�uckf�allt. Im letzteren Fallwird wieder zun�achst bis zum Abbruchradius R weiterintegriert, w�ahrendim ersteren Fall erneut die Coulomb-Energie als Kriterium verwendet wird,ob bis r = 3R weiterintegriert wird, etc.



3.2. Numerische Bestimmung der Streuabbildung 655. Nach Abbruch der Integration werden die kartesischen auf Polarkoordinatenund anschlie�end auf die asymptotischen Out-Werte (Eout; 'out; �out; Lout)umgerechnet. Die G�ute der numerischen Berechnung kann gem�a� (3.11)durch den Vergleich von Eout � !Lout mit C � F=2!2 kontrolliert werden.Bei fest vorgegebenen Werten von F und C operiert die Streuabbildung � also aufeiner UntermannigfaltigkeitAF;C von A, auf der Ein und �in als Polarkoordinatenjede In-Asymptote eindeutig (bis auf die erw�ahnten Symmetrien) kennzeichnen.Abbildung 3.1 zeigt eine �Ubersicht �uber die Mannigfaltigkeit AF;C mit F = 1und C = 0:5. F�ur ein Raster von 450� 450 asymptotischen Anfangsbedingungen
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-2 -1 0 1 2 3 4 5Ein cos �inAbbildung 3.1: Asymptotische Anfangsbedingungen in AF;C mit �t � 0:01 f�urF = 1 und C = 0:5.wurden die zugeh�origen Streutrajektorien numerisch integriert. Markiert wurdendiejenigen Orbits, f�ur welche die Verz�ogerungszeit �t = �out � �in den Wert 0:01�uberschreitet. Da f�ur Streuorbits des reinen Coulomb-Problems �t = 0 gilt, be-kommt man so die Menge der Orbits, die sich in ihrem Zeitverhalten signi�kantvon Hyperbeln des reinen Coulomb-Problems unterscheiden.Die Abbildung zeigt einen Ring von Orbits mit �t > 0:01, w�ahrend in den wei�enFl�achen innerhalb und au�erhalb des Rings Orbits initialisiert sind, die Bahnendes reinen Coulomb-Problems �ahneln. Da f�ur Einfangorbits die Verz�ogerungs-zeit �t gegen unendlich geht, be�nden sich alle Singularit�aten der Streuabbil-dung innerhalb des markierten Gebietes. F�ur eine detailliertere Aufkl�arung der



66 Kapitel 3. Die StreuungStruktur von AF;C w�are es z.B. m�oglich, verschiedene Verz�ogerungszeiten durchverschiedene Farben zu codieren. Alternativ untersuche ich hier verschiedene ein-dimensionale Untermengen in AF;C und setze aus den Einzelresultaten | unterBer�ucksichtigung von Abbildung 3.1 | das Gesamtbild zusammen.Dazu verwende ich im folgenden monoenergetische Elektronenensembles derEnergie Ein, deren In-Phasen �in homogen in einem Intervall verteilt sind. InAbbildung 3.1 entspricht dies einem homogen auf einem Kreissegment vom Ra-dius Ein verteilten Ensemble. Die Berechnung der Streuabbildung reduziert sichauf die Bestimmung der drei Streufunktionen Eout(�in), �out(�in) und 'out(�in).Die Abbildungen 3.2 bis 3.7 zeigen eine Serie von Streufunktionen f�ur feste Para-meterwerte F = 1 und C = 0:5. Die In-Energie wird sukzessive erniedrigt, �uberdie Stufen Ein = 5:0, 4.0, 3.0, 1.5, 0.5 und 0.1, um einen �Uberblick �uber dasVerhalten der Streuabbildung im Raum AF;C zu gewinnen. Mit den gew�ahltenParameterwerten hat man ferner stets !L = E. F�ur jedes Bild wurden auf der �in-Achse 5000 homogen verteilte Anfangsbedingungen bei r = R = 1000 gestartetund mit dem Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren [EnRe87] integriert, bis die obenerl�auterten Abbruchbedingungen erf�ullt waren.
Eout
�out2�
'out� �in2�Abbildung 3.2: Streufunktionen f�ur F = 1, C = 0:5 und Ein = 5:0.In Abbildung 3.2 ist Ein = 5 und somit auch !Lin = 5. Aufgrund von Abbil-dung 3.1 erwartet man, da� ein Elektron dieser Einfallenergie durch das Felddes rotierenden Protons nur schwach beein
u�t wird. Man erh�alt auch wirklich



3.2. Numerische Bestimmung der Streuabbildung 67regul�are Streufunktionen, die den Streufunktionen f�ur das ungest�orte Coulomb-Problem �ahneln. Die Streuvariablen � = (E;'; �; L) sind ja gerade so gew�ahlt,da� im Falle reiner Coulomb-Streuung �out = �in gilt. Somit bek�ame man f�urdas reine Coulomb-Problem als Streufunktionen hier die konstante FunktionEout(�in) = Ein = 5, die identische Funktion �out(�in) = �in und die konstanteFunktion 'out(�in) = 'in = 0. Tats�achlich schwanken Out-Energie und -Winkelnur schwach um ihre ungest�orten Konstanten, w�ahrend �out(�in) kaum von deridentischen Funktion zu unterscheiden ist: Aus Abbildung 3.1 kann man entneh-men, da� �out hier nie mehr als �t = 0:01 von �in abweicht.F�ur die etwas niedrigere EinfallenergieEin = 4:0 in Abbildung 3.3 machen sich dieSt�orungen gegen�uber reiner Coulomb-Streuung schon wesentlich st�arker bemerk-bar. Vor allem die Out-Energie schwankt stark und f�allt f�ur �in=2� � 0:97 nahezu
Eout
�out2�
'out� �in2�Abbildung 3.3: Wie Abbildung 3.2, jedoch Ein = 4:0.auf null ab. F�allt das Elektron also zu einer geeigneten Phase des Protonenum-laufs ein, so wird ihm seine Energie nahezu vollst�andig entzogen, und es l�auftasymptotisch auf einer Parabel aus. Andererseits hat man f�ur �in=2� � 0:08 eineOut-Energie von etwa 5.3, d.h. bei Eintre�en zu einer anderen Phase gewinntdas Elektron beim Sto� Energie. Nichtsdestoweniger sind die Streufunktionennach wie vor regul�ar: Es gibt keine Streusingularit�aten, geschweige denn fraktaleMengen von Streusingularit�aten.



68 Kapitel 3. Die StreuungDies �andert sich, wenn man die Einfallenergie weiter auf Ein = 3:0 erniedrigt (Ab-bildung 3.4). Im Bereich 0:89 < �in=2� < 1:05 (mod 1) sind die Streufunktionennun irregul�ar. Auf einigen Intervallen erscheinen die Streufunktionen vollst�andig
Eout
�out2�
'out�

�in2�Abbildung 3.4: Wie Abbildung 3.2, jedoch Ein = 3:0.unstetig, verwoben damit �nden sich jedoch �uberall regul�are Intervalle. In denirregul�aren Intervallen schwankt Eout in einem Intervall von 0 bis ca. 3.8, �out gehtmit irregul�aren Schwankungen gegen unendlich, und 'out hat irregul�ar verteilteWerte im gesamten Intervall �� bis �, wobei die Verteilung auf das Intervalljedoch nicht homogen ist.Senkt man die In-Energie weiter auf Ein = 1:5 ab (Abbildung 3.5), so wird daszentrale regul�are Intervall schmaler: Es hat in der �in=2�-Richtung nur noch eineBreite von ca. 0.7, w�ahrend es sich f�ur Ein = 3:0 noch �uber eine Breite von ca. 0.85erstreckte. Zus�atzlich erkennt man ein weiteres relativ gro�es regul�ares Intervallzwischen 0.84 und 0.99.Bei weiterer Absenkung der Einfallenergie auf Ein = 0:5 (Abbildung 3.6) bzw.Ein = 0:1 (Abbildung 3.7) �andert sich nichts Grunds�atzliches mehr an den Streu-funktionen. Das ganze Bild wird im wesentlichen mit abnehmender Energie zukleineren �in-Werten hin verschoben, w�ahrend gleichzeitig das gro�e regul�are In-tervall schmaler und das kleinere regul�are Intervall breiter wird. Selbst bei dersehr kleinen Einfallenergie von Ein = 0:1, die wegen !Lin = Ein nahezu fron-



3.2. Numerische Bestimmung der Streuabbildung 69
Eout
�out2�
'out� �in2�Abbildung 3.5: Wie Abbildung 3.2, jedoch Ein = 1:5.
Eout
�out2�
'out� �in2�Abbildung 3.6: Wie Abbildung 3.2, jedoch Ein = 0:5.



70 Kapitel 3. Die Streuung
Eout
�out2�
'out� �in2�Abbildung 3.7: Wie Abbildung 3.2, jedoch Ein = 0:1.talem Einschu� entspricht, vergr�o�ern sich die irregul�aren Bereiche nicht mehrwesentlich.Bei den Streufunktionen, die irregul�are Intervalle enthalten, f�allt die Ausnahme-stellung der parabolisch entweichenden Orbits (PEO) auf, d.h. der Orbits mitEout = 0. Anscheinend wird jedes regul�are Intervall von zwei PEO begrenzt. Einregul�ares Intervall der Eout-Funktion besteht typischerweise aus einem "H�ugel\,der von zwei (Eout = 0)-Werten begrenzt wird. Auf der jeweils anderen Seitedieser Werte scheinen die Streufunktionen chaotisch zu sein.Nach diesem globalen �Uberblick �uber das Streuverhalten bei verschiedenen Ein-fallenergien soll nun die Struktur der irregul�aren Bereiche genauer untersucht wer-den. Abbildung 3.8 zeigt einen Ausschnitt der Streufunktionen aus Abbildung 3.6mit Ein = 0:5. Vergr�o�ert wurde der Bereich zwischen den beiden regul�aren In-tervallen. Zu erkennen sind vorher nicht aufgel�oste regul�are Intervalle (wiederumstets von zwei PEO begrenzt), zwischen denen sich irregul�are Bereiche be�nden.Ferner sieht man, da� die kleineren regul�aren Intervalle sich gegen die beidenPEO-Anfangsbedingungen h�aufen, welche sich nahe den R�andern des vergr�o�er-ten Bereiches be�nden. Dabei zeigen dieEout- und die 'out-Funktion selbst�ahnlicheStrukturen, w�ahrend sich bei genauerer Untersuchung f�ur die Funktion �out(�in)ergibt, da� bei Ann�aherung an die Anfangsbedingung des PEO �out mit jedem
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Eout
�out2�
'out� �in2�Abbildung 3.8: Vergr�o�erung eines irregul�aren Intervalls von Abbildung 3.6.regul�aren Intervall um den Wert von etwa 2� anw�achst. Diese Beobachtung wirdsich als Schl�ussel zum Verst�andnis der Struktur und Skalierung der Streufunktio-nen erweisen.Die selbst�ahnliche Struktur der Streufunktionen wird durch eine weitere Ver-gr�o�erung eines Ausschnitts der Streufunktionen f�ur F = 1, C = 0:5, Ein = 0:5illustriert. In Abbildung 3.9 wird eines der irregul�aren Intervalle aufgel�ost, die inAbbildung 3.8 zu sehen sind. Auch auf dieser Ebene zeigt die Abbildung die obenbeschriebenen Eigenschaften. Einziger wesentlicher Unterschied ist, da� die nied-rigsten �out-Werte hier nicht ungef�ahr dem In-Wert �in gleichen, sondern bei ca. 4�liegen. Die zugeh�origen Orbits sind also wesentlich verschieden von Hyperbeln desreinen Coulomb-Problems. In der N�ahe von PEO skalieren die Streufunktionengenauso wie auf der niedrigeren Ebene.Weitere Vergr�o�erungen von Teilen der Streuabbildung best�atigen diese Beob-achtungen. Am linken und am rechten Rand eines jeden regul�aren Intervalls derStreufunktionen liegt die Anfangsbedingung eines PEO. Auf der einen Seite desPEO sind die Streufunktionen regul�ar, auf der anderen Seite schwanken sie ir-regul�ar. Die asymptotischen Anfangsbedingungen eines PEO stellen stets einenH�aufungspunkt von Anfangsbedingungen anderer PEO dar. Im Raum AF;C istdie Menge der PEO-Anfangsbedingungen eine Cantor-Menge einer fraktalen Di-mension zwischen eins und zwei [McD+85]. H�alt man, wie bei der Bestimmung der
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Eout
�out2�
'out� �in2�Abbildung 3.9: Vergr�o�erung eines irregul�aren Intervalls von Abbildung 3.8.Streufunktionen, zus�atzlich die In-Energie Ein fest, so bekommt man ein Fraktaleiner Dimension zwischen null und eins.3.3 Die Struktur der StreufunktionenIn diesem Abschnitt werden die selbst�ahnlichen Strukturen der Streufunktio-nen auf zwei unterschiedliche dynamische Aspekte zur�uckgef�uhrt. Die horizontaleStruktur betri�t Skalierungseigenschaften in der N�ahe von parabolischen Streu-singularit�aten und h�angt mit der unterschiedlichenWeite der Kepler-Exkursionenzusammen. Mit der vertikalen Struktur bezeichnet man dagegen Eigenschaftenvon Intervallen der Streufunktionen, die auf Orbits unterschiedlicher Anzahl vonKepler-Exkursionen zur�uckgef�uhrt werden k�onnen.3.3.1 Die horizontale StrukturEin Ziel dieser Arbeit war es, einen oder mehrere Ordnungsparameter zu �n-den, mit denen m�oglichst jedes regul�are Intervall im Sinne einer SymbolischenDynamik benannt werden kann. Ein solches Vorhaben ist bisher vollst�andig nurf�ur einige wenige Systeme gegl�uckt: das Drei-Scheiben-Problem [Eck87], das Drei-



3.3. Die Struktur der Streufunktionen 73H�ugel-Problem [JuRi90] und ein einfaches Gravitationsbillard [H�en88]. Stegemer-ten fand k�urzlich erstmals eine vollst�andige symbolische Repr�asentierung einesattraktiven Streusystems [Ste95]. Voraussetzung f�ur die Existenz einer Symboli-schen Dynamik ist die Hyperbolizit�at des Systems.Da das vorliegende System nicht hyperbolisch ist, sondern stabile Orbits enth�alt,gibt es keine Symbolische Dynamik, mit deren Hilfe die regul�aren Intervalle ein-deutig bezeichnet werden k�onnen. F�ur einige andere Systeme wurden aber Kri-terien angegeben, nach denen wichtige Strukturmerkmale unterschieden werdenk�onnen [EcZi91, KoWi95]. In diesem Sinne werde ich mich zun�achst mit der ho-rizontalen Struktur [YuGu93] der Streufunktionen besch�aftigen.Dazu betrachte man die vier im Ortsraum dargestellten Streuorbits in Abbildung3.10. Die asymptotischen Anfangsbedingungen der Orbits liegen in regul�aren In-tervallen, die in Abbildung 3.8 zu sehen sind: Orbit (a) geh�ort zu einer Anfangs-bedingung aus dem gro�en mittleren Intervall bei �in=2� � 0:55, w�ahrend dieOrbits (b), (c) und (d) drei dazu korrespondierende Anfangsbedingungen in linksdavon liegenden Intervallen besitzen. Dabei nenne ich zwei Anfangsbedingungenzueinander korrespondierend, wenn sie auf einander entsprechenden Stellen in�ahnlichen regul�aren Intervallen nahe einer PEO-Anfangsbedingung liegen.In Abbildung 3.10 bewegt sich das Proton auf einer Kreisbahn vom Radius 1(hier nicht eingezeichnet). Das Elektron l�auft jeweils aus dem dritten Quadrantenein, beschreibt nach Ablenkung durch das Proton eine Schlaufe (eine sogenann-te Kepler-Exkursion [YuGu93]) und wird schlie�lich nach der R�uckkehr in denWechselwirkungsbereich in den zweiten Quadranten gestreut.F�ur alle vier Anfangsbedingungen bekommt man Bahnen, die sich wesentlich nurin der L�ange der Kepler-Exkursion unterscheiden. Das Elektron kehrt nach derKepler-Exkursion jeweils zur gleichen Phase des Protons in das Wechselwirkungs-gebiet zur�uck. Zwei regul�are Intervalle unterscheiden sich also durch die Anzahlder Protonenuml�aufe w�ahrend der Kepler-Exkursion. Im Grenzfall des PEO, d.h.am Rand des irregul�aren Bereichs, geht die Anzahl der Protonenuml�aufe w�ahrendder Exkursion gegen unendlich.Die Selbst�ahnlichkeit der Streufunktionen wird nun verst�andlich. Nahe dem PEOhat man sehr weite Kepler-Exkursionen. Das Elektron verbringt eine sehr langeZeit in den weit vom Proton entfernten Regionen. Kleine �Anderungen der An-fangsbedingungen verursachen relativ gro�e �Anderungen der Exkursionsdauer.Unterscheiden sich zwei Exkursionsdauern um ein Vielfaches 2�n=! der Umlauf-periode des Protons, so ist die weitere Bewegung der betre�enden Orbits nahezuidentisch. Folglich gleichen sich auch die asymptotischen Out-Gr�o�en Eout und'out, w�ahrend sich die Out-Phasen �out lediglich um 2�n=! unterscheiden. DieseTatsache konnte im letzten Abschnitt schon an den Streufunktionen beobachtet
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Abbildung 3.10: Streuorbits im Ortsraum f�ur die Parameterwerte von Abbildung3.8. (a) �in=2� = 0:54; (b) �in=2� = 0:51; (c) �in=2� = 0:499; (d) �in=2� = 0:492.werden. Die Konvergenz der Intervall�angen gegen null bei Ann�aherung an denRand des irregul�aren Bereiches (d.h. den PEO) ist durch die steigende Sensi-bilit�at der Exkursionsdauer gegen�uber �Anderungen der Anfangsbedingungen be-dingt. Diese Tatsache wird in Abschnitt 3.4 ausgenutzt werden, um die Skalierungder horizontalen Struktur in der N�ahe des PEO abzuleiten.3.3.2 Die vertikale StrukturNeben der horizontalen Struktur, die auf unterschiedlich weite Kepler-Exkur-sionen zur�uckgef�uhrt werden kann, weisen die Streufunktionen auch eine soge-nannte vertikale Struktur auf. Diese hat ihre Ursache in der Anzahl der Kepler-Exkursionen. Zur Illustration betrachte man noch einmal die Streufunktionen in



3.3. Die Struktur der Streufunktionen 75Abbildung 3.8 und deren Vergr�o�erung in Abbildung 3.9: Es ist unverkennbar,da� sich in Abbildung 3.9 nicht nur die Intervalle der horizontalen Struktur naheden PEO-Anfangsbedingungen �ahnlich sind, sondern auch jedes dieser Intervalleseinem "Mutterintervall\ aus Abbildung 3.8 in seinen charakteristischen Eigen-schaften gleicht.
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xAbbildung 3.11: Streuorbit mit zwei Kepler-Exkursionen. Parameterwerte wie inAbbildung 3.9 mit �in=2� = 0:5326.Eine Streutrajektorie aus einem regul�aren Intervall von Abbildung 3.8 wurdein Abbildung 3.10 (a) gezeigt. Abbildung 3.11 zeigt einen Orbit, der aus demzentralen regul�aren Intervall in der Vergr�o�erung Abbildung 3.9 stammt. Dieerste Kepler-Exkursion sieht bei beiden Orbits nahezu gleich aus. W�ahrend dererste Orbit danach sofort in die asymptotische Region entweicht, kehrt der zweitenach einer zweiten Kepler-Exkursion noch einmal zur�uck, bevor er entweicht. DieL�ange der zweiten Exkursion bestimmt, welches von den in Abbildung 3.9 zuerkennenden Subintervallen vorliegt.Ich bezeichne ein Intervall von Orbits, die genau n Kepler-Exkursionen haben,als Intervall der n-ten vertikalen Generation. Diese Einteilung ist nur dann prak-tikabel, wenn die Exkursionen so weit sind, da� sie eindeutig von anderen Bewe-gungsformen nahe dem Proton unterschieden werden k�onnen.



76 Kapitel 3. Die Streuung3.4 Die Skalierung der horizontalen StrukturDie horizontale Struktur eines irregul�aren Bereichs der Streufunktionen bestehtaus einer biin�niten Folge von ineinander verwobenen regul�aren und irregul�arenIntervallen, deren Breiten und Abst�ande bei Ann�aherung an die beiden begren-zenden PEO gegen null gehen. Es liegt nahe, nach Skalierungseigenschaften dieserFolge zu suchen. Ein �ahnlicher Fall liegt vor, wenn man sich das Verhalten vonStreufunktionen in der N�ahe einer hyperbolischen Streusingularit�at ansieht. Indiesem Fall skalieren die Streufunktionen exponentiell mit einem Exponenten,der dem gr�o�ten Eigenwert des entsprechenden periodischen Orbits entspricht[JuSc88, JuPo89, See90]. Analog f�uhre ich im folgenden die algebraische Skalie-rung der horizontalen Struktur auf das asymptotische Verhalten des Potentialszur�uck.An dieser Stelle ist es angebracht, kurz auf die Arbeiten Wiesenfelds einzugehen,der sich in mehreren Artikeln mit der klassischen Coulomb-Streuung im linearpolarisierten elektrischen Feld besch�aftigt hat [Wie90, Wie91, Wie92a, Wie92b].Obwohl er als erster die Konzepte der chaotischen Streuung auf diese System-klasse angewendet hat, �ubersah er bei der Interpretation der Streufunktionen dieBedeutung der PEO. Er schreibt in [Wie92b]:The mechanism through which irregular scattering appears in the de-
ection function is clear: as soon as the de
ection curve would diveinto bound states (resonances) : : : it is re
ected back into the N < 0[d.h. E > 0 (A.B.)] domain, as the trajectory cycles one time more orone time less nearby a bound unstable periodic orbit.Wie ich im letzten Abschnitt gezeigt habe, sind lokalisierte periodische Orbits, imGegensatz zu den PEO, f�ur die Struktur der irregul�aren Streufunktionen relativunwichtig. Weiter f�uhrt Wiesenfeld aus:While it is not clear yet whether the inner tori (tightly bound states,elliptic islands), the outer tori (Rydberg states) or both dominate thedynamics at long delays, the exponential scaling is clearly lost afteronly a few generations in the build-up of the fractal set of disconti-nuities.Zum einen ist nach meinen (z.T. noch folgenden) Ausf�uhrungen klar, da� dieRydberg-Zust�ande (so hei�en bei Wiesenfeld die weiten Kepler-Exkursionen) beiden langen Verz�ogerungszeiten dominieren, zum anderen geht die exponentiel-le Skalierung nicht erst nach einigen Generationen (ein Begri�, den Wiesenfeld



3.4. Die Skalierung der horizontalen Struktur 77nicht n�aher erl�autert, der aber vermutlich die Anzahl der Kepler-Exkursionenbezeichnet) verloren, sondern es gibt �uberhaupt keine exponentielle Skalierung.3.4.1 Numerische ResultateIch untersuche zun�achst numerisch das Skalierungsverhalten in der N�ahe des PEOam linken Rand der Abbildung 3.8 mit �in = � �in � 2� � 0:453. Man transformieredie �in-Variable in der folgenden Weise:� = (�in � � �in)�� mit � = 3=2 : (3.12)F�ur � !1 folgt also �in & � �in. Aus Abbildung 3.12 entnimmt man folgende Ei-
Eout
�out2�
'out�

� = (�in � � �in)�3=2Abbildung 3.12: Streufunktionen f�ur F = 1, C = 0:5 und Ein = 0:5 in Abh�angig-keit von der skalierten In-Variable �.genschaften der skalierten Streufunktionen, d.h. der Out-Gr�o�en in Abh�angigkeitvon der skalierten In-Variablen �:� Eout und 'out sind periodische Funktionen von �.� �out(�) ist die Superposition einer periodischen und einer linearen Funktion.



78 Kapitel 3. Die Streuung� �out w�achst mit jedem Periodizit�atsintervall um 2� (d.i. eine Umlaufperiodedes Protons).Die Auftragung der Out-Variablen als Funktionen der skalierten In-Phase � wurdef�ur mehrere Parameterkombinationen nahe PEO-Anfangsbedingungen aus ver-schiedenen vertikalen Generationen durchgef�uhrt. Au�erdem wurden auch Streu-funktionen gegen die skalierte In-Energie �0 = (Ein �E�in)�� bei festem �in aufge-tragen. Alle diese Experimente f�uhren auf die berichteten Skalierungseigenschaf-ten.3.4.2 Erkl�arung der algebraischen SkalierungIch f�uhre jetzt die im letzten Abschnitt numerisch nachgewiesene Skalierungsei-genschaft der Streufunktionen auf die asymptotische Bewegung des Elektrons imCoulomb-Potential bei weiten Exkursionen zur�uck. Die Argumentation ist f�ur dieUmgebung jeder beliebigen PEO-Anfangsbedingung g�ultig; f�ur ein anschaulichesBeispiel sei wieder auf die Anfangsbedingung � �in des PEO am linken Rand vonAbbildung 3.8 verwiesen. Man entwickle die Energie E1(�in) des Elektrons nachseinem ersten Zusammentre�en mit dem Proton um den Wert � �in:E1(�in) = �K1 (�in � � �in) (3.13)mit der Konstanten K1 = jE 01(� �in)j > 0. Es ergeben sich die folgenden F�alle:� �in < � �in =) E1 > 0 =) Das Elektron entweicht mit Eout = E1 > 0.Hier hat man bei den Streufunktionen ein regul�ares Verhalten.� �in = � �in =) E1 = 0 =) Das Elektron entweicht mit Eout = E1 = 0.Dies entspricht dem PEO.� �in > � �in =) E1 < 0 =) Das Elektron kehrt nach einer bestimm-ten Wiederkehrzeit T zur�uck und geh�ort folglich einer h�oheren vertikalenGeneration an als die anderen beiden F�alle. Hier hat man bei den Streu-funktionen irregul�ares Verhalten.Auf der irregul�aren Seite von � �in wird die Wiederkehrzeit T bei einer weitenExkursion des Elektrons vor allem durch die weit vom Proton entfernten Raum-bereiche bestimmt, da das Elektron hier sehr langsam ist. Man kann deshalb zurBerechnung von T in guter N�aherung die asymptotische EnergiegleichungE1 = 12 _r2 + L22r2 � 1r (3.14)



3.4. Die Skalierung der horizontalen Struktur 79verwenden. Durch Trennung der Variablen erh�alt man:T = 2 �tZt0 dt = p2 �rZr0  E1 � L22r2 + 1r!�1=2 dr ; (3.15)wobei�r = r(�t) = 12jE1j �1 +q1� 2jE1jL2� (3.16)den durch _r = 0 bestimmten �au�eren Umkehrpunkt des Orbits und r0 = r(t0)einen kleinen, aber sonst beliebigen Radius bezeichnen. Das Integral in (3.15)ergibt:T = � 24q2r � 2jE1jr2 � L2jE1j + 1q2jE1j3 arcsin0@ 1� 2jE1jrq1� 2jE1jL21A35�rr0 : (3.17)Setzt man hier Gleichung (3.16) ein, so erh�alt man f�ur kleine Energien E1:T (E1) = �p2 jE1j�3=2 : (3.18)Die Beziehung (3.13) zwischen E1 und �in erlaubt nun f�ur �in � � �in die Aufstellungeiner Relation zwischen der Wiederkehrzeit und der In-Phase �in:T (�in) = �q2K31 (�in � � �in)�� (3.19)mit dem Skalierungsexponenten� = 32 : (3.20)F�ur �in ! � �in geht die Wiederkehrzeit T also gem�a� einem Potenzgesetz mit demExponenten �� gegen unendlich. F�uhrt man, wie in Abbildung 3.12, die skalierteIn-Variable� = (�in � � �in)�� (3.21)ein, so geht Gleichung (3.19) �uber in die lineare BeziehungT (�) = K2� (3.22)mit der Konstanten K2 = �=q2K31 . Von besonderer Bedeutung sind Paare vonOrbits, deren Wiederkehrzeiten T sich um Vielfache von �T = 2�=! unterschei-den. Solche Orbits kehren zur gleichen Phase des Protons mit (nahezu) gleichen



80 Kapitel 3. Die StreuungBewegungsdaten zur�uck. Folglich verhalten sie sich in der Zukunft gleich, und siehaben gleiche asymptotische Out-Gr�o�en. Die Streufunktionen Eout(�) und 'out(�)sind also periodisch mit der Periode �� = 2�=K2!, w�ahrend die Phase �out(�)zus�atzlich zu dieser Periodizit�at um den Betrag von 2�=! pro Periode anw�achst.Damit best�atigt und erkl�art meine theoretische �Uberlegung die Eigenschaften derskalierten Streufunktionen, die ich aus Abbildung 3.12 abgeleitet habe.Die hier vorgef�uhrte Erkl�arung f�ur die algebraische Skalierung der Streufunktio-nen ist anwendbar f�ur alle periodisch zeitabh�angigen Streusysteme mit asympto-tisch attraktiver Coulomb-Wechselwirkung. Man �ndet also auf der irregul�arenSeite jeder PEO-Singularit�at von Streufunktionen eines jeden solchen Systemseine algebraische Skalierung mit dem Skalierungsexponenten � = 3=2.Unabh�angig von meiner allgemeinen Analyse der Skalierungseigenschaften von pe-riodisch zeitabh�angigen Systemen, die in [BeEc93] ver�o�entlicht worden ist undin erweiterter Form im 4. Kapitel dargestellt wird, haben Boyd und McMillan denMechanismus f�ur die Skalierung bei Kollisionen eines Himmelsk�orpers mit einemBin�arsystem angegeben [BoMcM92]. Yuan und Gu haben dieses Erkl�arungsmu-ster f�ur ihre Analyse der Elektronstreuung an He+ aufgegri�en [YuGu93].



Kapitel 4Skalierung und Zerfall inklassischen Streusystemen
Die besondere Rolle der parabolischen Singularit�atenmenge bei der Streuung inklassischen Streusystemen ist lange Zeit �ubersehen worden. Parabolische Streusin-gularit�aten treten h�au�g bei Hamilton-Systemen mit expliziter Zeitabh�angigkeitauf. Obwohl die f�ur zeitabh�angige Systeme charakteristischen Streufunktionen ineinigen Arbeiten abgebildet sind [Jun90, Lu+92, Wie92a, Wie92b], �nden sichdort keine Hinweise auf die parabolischen Streusingularit�aten. Selbst ein Artikel,in dem explizit die chaotische Streuung in zeitabh�angigen Hamilton-Systemen be-handelt wird [LaGr91], blendet das Charakteristische der zeitabh�angigen Streu-ung durch die Wahl eines asymptotisch repulsiven Potentials aus. In den erstenArbeiten zu zeitunabh�angigen Systemen mit parabolischer Singularit�atenmenge(z.B. [Noi+86]) �ndet sich ebenfalls kein Verweis auf die Bedeutung der parabo-lisch entweichenden Orbits. Erst f�ur spezielle Dreik�orperprobleme mit asympto-tischer Keplerscher bzw. Coulombscher Wechselwirkung wurde k�urzlich auf dieBesonderheit parabolischer Streusingularit�aten hingewiesen und ihr Ein
u� aufdie horizontale Skalierung der Streufunktionen untersucht [BoMcM92, BoMcM93,GuYu93, YuGu93].Die Erkl�arung f�ur die algebraische Skalierung in der N�ahe von PEO-An-fangsbedingungen bei periodisch zeitabh�angigen Systemen mit asymptotischerCoulomb-Wechselwirkung wurde von mir im letzten Abschnitt 3.4 geliefert. ImAbschnitt 4.1 zeige ich, da� Streufunktionen einer weitaus gr�o�eren Systemklasseebenfalls algebraisch skalieren. Der die Skalierung charakterisierende Koe�zientist dabei eindeutig durch die asymptotische Wechselwirkung festgelegt. Anhandeiniger typischer Beispiele aus dieser Systemklasse werden in Abschnitt 4.2 dietheoretisch vorausgesagten Skalierungseigenschaften veri�ziert.
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82 Kapitel 4. Skalierung und Zerfall in klassischen StreusystemenEine Konsequenz des Verhaltens der Verz�ogerungszeit �t in der N�ahe paraboli-scher Singularit�aten ist der algebraische Zerfall von tempor�ar gebundenen Sto�-komplexen, obwohl im Phasenraum keine KAM-Strukturen vorliegen. In der Re-gel zerfallen Systeme mit voll entwickeltem Chaos [Ble+89] exponentiell mit derZeit [Gre+86, KoT�e90]. Eine algebraische Zerfallsstatistik wird meist mit der Exi-stenz "klebriger\ Tori (engl.: sticky tori) | d.h. KAM- und Cantori | in Zusam-menhang gebracht. In der hier untersuchten Systemklasse f�uhrt jedoch der Ein
u�von KAM-Strukturen auf die Streudynamik zu einem Zerfall, der langsamer alsalgebraisch ist, w�ahrend bei voll entwickeltem Chaos ein algebraisches Zerfallsge-setz vorliegt. Ich bin in der Lage, den charakteristischen Zerfallsexponenten aufdie Skalierung der Streufunktionen und damit letztlich auf die asymptotischenEigenschaften des Potentials zur�uckzuf�uhren.In Abschnitt 4.3 wird anhand eines (numerisch leichter handhabbaren) Modellsy-stems ein algebraisches Zerfallsgesetz f�ur Sto�komplexe nachgewiesen und an-schlie�end auf die Skalierung der Verz�ogerungszeit in der N�ahe parabolischerStreusingularit�aten zur�uckgef�uhrt.4.1 Potentialasymptotik und algebraische Ska-lierungIn der Literatur begegnet man h�au�ger Abbildungen von Streufunktionen, dieden in dieser Arbeit gezeigten sehr �ahnlich sind. Nach Abschnitt 3.4 ist dies beiperiodisch zeitabh�angigen Systemen mit asymptotischer Coulomb- bzw. Kepler-Wechselwirkung zu erwarten; siehe z.B. [Hor89, Wie90, Wie91, Wie92a, Wie92b].Man �ndet analoge Eigenschaften der Streufunktionen jedoch auch bei periodischzeitabh�angigen Systemen anderer Asymptotik [EcZi91, Jun90, Bee91, Lu+92,Bil94, See95] und dar�uberhinaus auch bei Mehrteilchensystemen mit zeitun-abh�angiger Hamilton-Funktion [RaMi71, Got75, Noi+86, BoMcM92, GuYu93,Han+93, KoWi95].In diesem Abschnitt verallgemeinere ich die �Uberlegungen von Abschnitt 3.4, umdie Skalierung der horizontalen Struktur f�ur die Streufunktionen aller erw�ahn-ten Systeme aufzukl�aren. Es wird sich zeigen, da� die Streufunktionen in derN�ahe von parabolisch entweichenden Orbits stets algebraisch skalieren, wobei derSkalierungsexponent eindeutig von der Potentialasymptotik abh�angt.Es sei ein Hamilton-System gegeben, das durch die Hamilton-Funktion H be-schrieben werde. Dieses sei durch die folgenden drei Eigenschaften ausgezeichnet:1. Das System sei dissoziationsf�ahig, d.h. ein Teilsystem (das Projektil P)der Masse m sei in der Lage, sich unendlich weit vom Restsystem (dem



4.1. Potentialasymptotik und algebraische Skalierung 83Target T) zu entfernen. Die Entfernung zwischen P und T werde durch eineAbstandskoordinate r gemessen. Dar�uberhinaus sei das Projektil wesentlichleichter als das Target, so da� die Relativbewegung n�aherungsweise derProjektilbewegung entspricht.2. Die asymptotische Wechselwirkung zwischen P und T werde durch ein at-traktives Potential Vas(r) beschrieben:Fall (a): Vas(r) = �V0r�� mit Konstanten V0 > 0, � � 1Fall (b): Vas(r) = �V0 exp(�br) mit Konstanten V0 > 0, b > 0.3. Wenn P sich parabolisch, d.h. mit Out-Energie Eout = 0 von T entfernt,verhalte sich f�ur r !1 das Target periodisch mit der Kreisfrequenz !.Bemerkungen:1. Die Coulomb-Streuung im elektrischen Wechselfeld erf�ullt (nach dem �Uber-gang in das System �0) die drei genannten Forderungen: Das Elektron (P)und das kreisende Proton (T) ziehen sich asymptotisch gem�a� der Coulomb-Wechselwirkung (Fall (a) mit � = 1) an. Das Targetsystem verh�alt sichwegen des von au�en aufgepr�agten elektrischen Wechselfelds periodisch inder Zeit.2. Die periodische Zeitabh�angigkeit des Targets f�ur r ! 1 und Eout = 0 istnicht notwendig von au�en aufgepr�agt, sondern kann eine innere Eigenschaftdes Systems sein. Ein Beispiel ist die Streuung eines Himmelsk�orpers (P)an einem Bin�arsystem (T) [BoMcM92, BoMcM93]. Aufgrund der Konstanzder Gesamtenergie Eg ist die Energie des Bin�arsystems f�ur jedes paraboli-sche Entweichen des Projektils (Eout = 0) gleich Eg. Da die Frequenz desBin�arsystems nur von seiner Energie E abh�angt:!(E) = kpm(2jEj)3=2 (4.1)(k = Gravitationskonstante), gibt es f�ur Eout = 0 eine eindeutig de�nierteFrequenz ! = !(Eg) des Targets. Ein weiteres Beispiel liefern Handke etal. [Han+93, Han94]. Ich stelle �ahnliche Systeme in Unterabschnitt 4.2.2ausf�uhrlicher vor.3. Falls die Hamilton-Funktion einen ZentrifugalanteilVz(r) = L22mr2 (4.2)enth�alt, so gelten die folgenden �Uberlegungen nur, falls die (attraktive)Projektil-Target-Wechselwirkung asymptotisch langsamer abf�allt als die



84 Kapitel 4. Skalierung und Zerfall in klassischen Streusystemen(repulsive) Zentrifugalwechselwirkung. F�ur den Koe�zienten � mu� alsogelten: � < 2. In den nachfolgenden Beispielen arbeite ich anhand eines Sy-stems, das diese Voraussetzung nicht erf�ullt, die Unterschiede in Strukturund Skalierung der Streufunktionen heraus (Unterabschnitt 4.2.3).Man betrachte nun die beiden Gr�o�en Eout und �t als Funktionen einer beliebigenIn-Variablen �in. Dabei bezeichnet Eout die Out-Energie des Projektils P und �teine geeignet de�nierte Verz�ogerungszeit: �t gibt an, um wieviel l�anger sich dasProjektil im Vergleich zu freier Bewegung (bzw. reiner Coulomb-Streuung im Fall� = 1) im Bereich der Wechselwirkung aufh�alt. Die exakte De�nition von �t istdem jeweiligen System anzupassen. Bei der Coulomb-Streuung in Abschnitt 3.4hatte ich z.B. �t = �out � �in gew�ahlt.Gibt es irregul�are Bereiche, so wird die Struktur der Streufunktionen durch dieparabolisch entweichenden Projektilorbits (PEO) mit Eout = 0 dominiert. ��in seinun die asymptotische Anfangsbedingung eines PEO, d.h.Eout(��in) = 0 : (4.3)Dann verhalten sich die Streufunktionen in der Umgebung von ��in auf der einenSeite der PEO-Anfangsbedingung regul�ar und auf der anderen Seite irregul�ar.O.B.d.A. seien die Streufunktionen z.B. f�ur �in < ��in regul�ar und f�ur �in > ��inirregul�ar. Die Projektilorbits mit Anfangsbedingungen nahe ��in verlaufen �uberweite Strecken in der N�ahe des PEO. Ihre Energie E1 nach der letzten Begegnungvon PEO und Target kann, wie in Gleichung (3.13), in Abh�angigkeit von der In-Variablen linear approximiert werden:E1 = �K1(�in � ��in) (4.4)mit einer Konstanten K1 > 0. Auf der irregul�aren Seite von ��in wird jetzt, wieim Abschnitt 3.4, die Wiederkehrzeit T von Projektilen berechnet, die nach einerweiten Exkursion wieder zum Target zur�uckfallen. T wird durch die weit vomTarget entfernten Bereiche bestimmt, in denen das Projektil sehr langsam wird.Aus der asymptotischen EnergiegleichungE1 = m2 _r2 + Vas(r) (4.5)erh�alt man mittels Trennung der VariablenT = 2 �tZt0 dt = p2m �rZr0 (E1 � Vas(r))�1=2 dr : (4.6)Dabei bezeichnet �r = r(�t) den �au�eren Umkehrpunkt der Exkursion und r0 =r(t0) einen kleinen, aber sonst beliebigen Radius.



4.1. Potentialasymptotik und algebraische Skalierung 85Fall (a): Vas(r) = V0r��.Der Umkehrpunkt �r errechnet sich durch Nullsetzen der kinetischen Energie inder asymptotischen Energiegleichung zu�r =  V0jE1j!1=� : (4.7)F�ur die Wiederkehrzeit folgt aus (4.6)T = K2(�) jE1j�(�+2)=2� ; (4.8)wobei sich die Gr�o�e K2(�) mit der Substitution z = r=�r zuK2(�) = p2mV 1=�0 1Zr0=�r s z�1� z� dz (4.9)ergibt. K2 h�angt im Grenzfall kleiner Energie jE1j, d.h. f�ur gro�es �r nicht vonE1 ab, da dann die untere Grenze des Integrals gegen null geht. Mit Gleichung(4.4) schreibt sich die Wiederkehrzeit T in Abh�angigkeit von der In-Variablen �infolglich alsT (�in) = K(�) (�in � ��in)�� ; (4.10)wobeiK(�) = K2(�)K��1 ist und der Skalierungsexponent � von dem Exponenten�, der den asymptotischen Potentialverlauf charakterisiert, wie folgt abh�angt:� = �(�) = � + 22� : (4.11)Die Abbildung 4.1 zeigt die Beziehung zwischen der Potentialasymptotik und demSkalierungsexponenten �(�).Bemerkungen:1. Im Fall � = 1 hat man asymptotisch eine attraktive Coulomb-Wech-selwirkung zwischen Projektil und Target. Ohne da� das wegen Ber�uck-sichtigung des Zentrifugalanteils etwas kompliziertere Integral (3.17) ausge-rechnet werden mu�, ergibt sich gem�a� (4.11) der Skalierungsexponent zu� = 3=2. Dieser stimmt mit dem Exponenten �uberein, der bereits f�ur dieCoulomb-Streuung im elektrischen Wechselfeld ermittelt wurde.2. Im Grenzfall � !1 ergibt sich �! 1=2.
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�Abbildung 4.1: Skalierungsexponent � als Funktion des Potentialexponenten �.Fall (b): Vas(r) = �V0 exp(�br).Wie im Fall (a) ergibt sich der Umkehrpunkt �r durch Nullsetzen des kinetischenAnteils in der asymptotischen Energiegleichung:�r = 1b log V0jE1j! : (4.12)Substituiert man in (4.6) z = b(�r � r), so erh�alt manT = p2m jE1j�1=2 b(�r�r0)Z0 1pez � 1 dz : (4.13)F�ur jE1j ! 0 geht die obere Grenze des Integrals gegen unendlich. Da der Inte-grand hier exponentiell klein wird, h�angt das Integral nur wenig von der EnergieE1 ab. Damit und mit der Approximation (4.4) erh�alt manT (�in) = K (�in � ��in)�� (4.14)mit dem (von b unabh�angigen) Skalierungsexponenten� = �(1) = 12 : (4.15)Der Skalierungsexponent � im Fall exponentiell abfallender Wechselwirkung zwi-schen Projektil und Target entspricht also dem Grenzwert �(� ! 1) f�ur alge-braisch abfallendes V (r).



4.2. Beispiele 87In den beiden F�allen (a) und (b) gilt jetzt gleicherma�en die �Uberlegung, dieich im Abschnitt 3.4 f�ur den Fall asymptotischer Coulomb-Wechselwirkung an-gegeben habe: Orbits, deren Wiederkehrzeiten T sich lediglich um Vielfache derinneren Periode 2�=! unterscheiden, haben eine ann�ahernd gleiche Zukunft unddeshalb auch gleiche Out-Gr�o�en �out. Folglich sind die skalierten Streufunktio-nen �out(�) f�ur gro�e � = (�in � ��in)�� periodisch. Die Verz�ogerungszeit �t(�)w�achst mit zunehmender Wiederkehrzeit T und ist folglich die Superpositioneiner periodischen mit einer linearen Funktion. Dabei w�achst �t in jedem Peri-odizit�atsintervall um den Wert einer inneren Periode 2�=! an.4.2 BeispieleDie Theorie der Skalierungseigenschaften der horizontalen Struktur der Streu-funktionen bedarf weiterer Beispielsysteme, an denen ihre Voraussagen �uberpr�uftwerden k�onnen. Ich untersuche in diesem Abschnitt die folgenden Systeme, dienach wachsender Anzahl f von Freiheitsgraden aufgef�uhrt sind. Falls die jeweili-ge Hamilton-Funktion eine explizite Zeitabh�angigkeit aufweist, z�ahle ich diese alshalben Freiheitsgrad zu der Anzahl von zueinander konjugierten Variablenpaarenhinzu.1. Kicksystem (f = 3=2): Ein Teilchen bewegt sich in einem eindimensiona-len Muldenpotential, das lediglich zu den Zeiten tn = nT �-impulsf�ormigeingeschaltet wird [Bee91, BeEc93]. Dieses System von eineinhalb Freiheits-graden ist eine vereinfachte Version einer Klasse von Systemen mit glat-ter periodischer Zeitabh�angigkeit [Ale81], deren Streuorbits symbolisch vonEckelt und Zienicke beschrieben worden sind [EcZi91].2. �-Modell (f = 2): Noid, Gray und Rice haben bei ihren numerischenUntersuchungen von molekularen Streuprozessen irregul�are Streufunktionengefunden [Noi+86, Gra+86]. Durch die Wahl von Lennard-Jones-Potentialenverschiedener (algebraischer) Asymptotik oder eines Morse-Potentials (mitexponentiellem asymptotischen Abfall) k�onnen die Voraussagen des letztenAbschnitts hier an einem System mit zeitunabh�angiger Hamilton-Funktion�uberpr�uft werden.3. Zirkular bewegtes Zentralpotential (f = 5=2): Hier betrachte ich Sy-steme, die wie das mitbewegte, nichtrotierende System �0 aus Abschnitt1.3 durch die gleichf�ormige Kreisbewegung des Zentrums eines Zentralpo-tentials V (r) entstehen. V (r) ist hier nicht mehr notwendig asymptotischein Coulomb-Potential. Der �Ubergang in ein rotierendes Koordinatensystem(das dem System ~�0 aus Abschnitt 1.4 entspricht) zeigt wieder die Existenz



88 Kapitel 4. Skalierung und Zerfall in klassischen Streusystemeneiner Konstanten der Bewegung, des Jacobi-Integrals, das Energie und Dre-himpuls verkn�upft. Die Beziehung zwischen E und L erlaubt interessanteVarianten:(a) Bei Wahl eines attraktiven Potentials, das langsamer als das Zentrifu-galpotential abf�allt (d.h. � < 2), erwartet man die Existenz von pa-rabolisch entweichenden Orbits (PEO) und in ihrer N�ahe algebraischeSkalierung der Streufunktionen.(b) Bei Wahl eines schneller abfallenden Potentials dominiert f�ur gro�eEntfernungen der Zentrifugalterm. Folglich k�onnen PEO nicht existie-ren, und demnach skalieren die Streufunktionen auch nicht algebra-isch. Irregul�are Streufunktionen k�onnen hier nur durch den Einfangvon Trajektorien auf stabilen Mannigfaltigkeiten von instabilen loka-lisierten Orbits zustande kommen. Es gibt also lediglich hyperbolischeStreusingularit�aten, in deren N�ahe die Streufunktionen exponentiellskalieren.(c) Es gibt eine Ausnahme: Man kann das Jacobi-Integral C = E � !Lgleich null w�ahlen, so da� mit der Energie auch stets der Drehimpulsnull wird. In diesem Fall sind dann auch f�ur schnell abfallende Po-tentiale (Eout = 0)-Orbits m�oglich, da ja bei verschwindender Energieauch die Zentrifugalabsto�ung null wird.4.2.1 Das KicksystemDas System wird durch die folgende explizit zeitabh�angige Hamilton-Funktionbeschrieben [Bee91]:H(x; p; t) = 12p2 + V (x) +1Xj=�1 �(t� j) ; (4.16)wobei das ortsabh�angige Potential durchV (x) = �V0 1p1 + x2� ; (4.17)V0 > 0, � > 1, gegeben ist. Bezeichnet man mit (xj; pj) die Werte von Ortund Impuls direkt vor dem j-ten �-Impuls, so erh�alt man die zweidimensionale,
�achentreue Abbildungxj+1 = xj + pj+1 (4.18a)pj+1 = pj � V 0(xj) = pj � V0�p1 + x2�+2 : (4.18b)



4.2. Beispiele 89Die Abbildung (4.18) beschreibt auch die erste N�aherung eines Euler-Cauchy-Verfahrens [EnRe87] f�ur die Integration eines Teilchenorbits im zeitunabh�angigenPotential V (x) im Zeitintervall zwischen j und j+1. Im Falle gro�er r = jxj wirddie N�aherung sehr gut, und man bekommt folglich n�aherungsweise die Dynamikeines Teilchens im PotentialVas(r) = �V0r�� : (4.19)Die asymptotische Beschreibung der Teilchenbewegung entspricht also der vonFall (a) der allgemeinen Ausf�uhrungen in Abschnitt 4.1. (Eine genauere Be-gr�undung f�ur die Ersetzung des Kickpotentials durch Vas(r) im asymptotischenBereich �ndet man in [Bil94], Abschnitt 1.4.)Ein Paar kanonisch konjugierter Streuvariablen bekommt man z.B. mit der asym-ptotischen Energie E und dem Zeitpunkt � des Nulldurchgangs einer Trajektoriedes asymptotischen Systems:E = 12p2 (4.20a)� = t� xp : (4.20b)Die Streuabbildung � bildet ein Paar von asymptotischen In-Gr�o�en (Ein; �in) aufdie entsprechenden Out-Gr�o�en (Eout; �out) ab. Jeder Streuorbit hat mindestenseinen Nulldurchgang. Streuorbits mit wenigstens zwei Nulldurchg�angen nenneich komplex, Orbits mit nur einem Nulldurchgang einfach. Als Verz�ogerungszeit�t wird die Zeit zwischen dem ersten und dem letzten Nulldurchgang von x(t)de�niert. Man hat also �t = 0 f�ur einfache Streuung. Die naheliegende Wahl von�out� �in als Verz�ogerungszeit stellt sich hier als unangebracht heraus: Da �out f�urOrbits mit kleiner Out-Energie kleiner als �in werden kann und f�ur PEO sogargegen �1 geht, erhielte man so z.B. negative Verz�ogerungszeiten.Abbildung 4.2 zeigt die Out-Energie Eout, die Verz�ogerungszeit �t und die Anzahln der Nulldurchg�ange von x(t) als Funktionen der In-Energie Ein. Dabei wird�in = 0 festgehalten, und die Systemparameter sind als V0 = 2 und � = 4 gew�ahlt.Die regul�aren Intervalle von Eout(Ein) und �t(Ein) korrespondieren zu Intervallenkonstanter Nulldurchgangszahl n.An den R�andern jedes regul�aren Intervalls be�nden sich Orbits mit Eout = 0.Nach den Ausf�uhrungen im letzten Abschnitt hat man also in der N�ahe jedesPEO einen algebraisch skalierenden Abschnitt der Streufunktionen, wobei sichder Skalierungsexponent mit � = 4 gem�a� (4.11) zu� = � + 22� = 34 (4.21)



90 Kapitel 4. Skalierung und Zerfall in klassischen Streusystemen
Eout
�t
n

EinAbbildung 4.2: Streufunktionen f�ur das Kicksystem mit V0 = 2, � = 4, �in = 0.ergibt. Der PEO am linken Rand des Bereichs komplexer Streuorbits in Abbil-dung 4.2 bei Ein = E�in = 0:7818 : : : ist ein guter Kandidat, um die theoretischeVoraussage zu best�atigen. Abbildung 4.3 zeigt die Streufunktionen in Abh�angig-keit von der skalierten In-Variablen� = (Ein � E�in)�3=4 : (4.22)O�ensichtlich erf�ullen die skalierten Streufunktionen alle Voraussagen, die imvorigen Abschnitt gemacht worden sind.Seegers hat in seiner Doktorarbeit das Kicksystem (4.16) mit einem asymptotischexponentiell abfallendem Potential V (x) untersucht [See95]. Er konnte sowohldie algebraische Skalierung der horizontalen Struktur mit dem vorausgesagtenSkalierungsexponenten � = 1=2 best�atigen, als auch die exponentielle Skalierungin der N�ahe einer der "versteckten\ hyperbolischen Singularit�aten nachweisen.4.2.2 Das �-ModellNoid, Gray und Rice haben sich in zwei Artikeln mit der Streuung von Heliumam Iodmolek�ul I2 besch�aftigt [Noi+86, Gra+86]. Als einfaches Modell dient ihneneine �-f�ormige Anordnung, bei der die Bewegung des He-Atoms auf die Mittel-senkrechte der I2-Verbindungslinie beschr�ankt ist und keine Rotationszust�ande
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Eout
�t
n � = (Ein �E�in)�3=4Abbildung 4.3: Skalierte Streufunktionen f�ur das Kicksystem mit den Parameter-werten von Abbildung 4.2.vorliegen. Abbildung 4.4 zeigt die Geometrie des Modells. Hier bezeichnet P dasHeliumatom (Projektil) und T die Iodatome (Target).
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RAbbildung 4.4: Skizze des �-Modells.Die reduzierte Masse des Targetmolek�uls sei mit M und die Masse des Projektilsmit m bezeichnet. R sei der Abstand zwischen den beiden Targetatomen, und Psei der zu R konjugierte Impuls. Der Abstand des Projektils vom Targetmolek�ul



92 Kapitel 4. Skalierung und Zerfall in klassischen Streusystemensei mit r und der konjugierte Impuls mit p bezeichnet. Damit lautet die Hamilton-Funktion des Systems:H(R; r; P; p) = 12MP 2 + 12mp2 + V (R; r) (4.23)mit dem PotentialV (R; r) = 2VP (�(R; r)) + VT (R) ; (4.24)wobei�(R; r) = q(R=2)2 + r2 (4.25)der Abstand zwischen dem Projektil und den Targetatomen ist. VP (�) bezeich-net die Wechselwirkung zwischen dem Projektil und einem Targetatom, w�ahrendVT (R) das Potential zwischen den beiden Targetatomen darstellt.Es ist g�unstig, Skalierungsoperationen durchzuf�uhren, so da� sich (statt zweiergekoppelter Systeme mit jeweils einem Freiheitsgrad) die Hamilton-Funktion ei-nes Teilchens mit zwei Freiheitsgraden ergibt. Dazu f�uhrt man den reduziertenMassenparameter � = pMm ein und de�niert neue Orte und Impulse via(M=m)1=4 r 7�! r (4.26a)(m=M)1=4 p 7�! p (4.26b)(m=M)1=4R 7�! R (4.26c)(M=m)1=4 P 7�! P : (4.26d)F�ur diese neuen Koordinaten gelten Di�erentialgleichungen, die sich aus derHamilton-FunktionH(R; r; P; p) = 12� �P 2 + p2�+ V (R; r) (4.27)herleiten. H beschreibt o�ensichtlich die Dynamik eines Teilchens der Masse �im zweidimensionalen Potential V (R; r).Abh�angig von der Wahl der Potentiale VT (R) und VP (�) und der Gesamtenergiesind verschiedene Szenarien von Streuvorg�angen denkbar. Schie�t man das Pro-jektil P auf das Targetmolek�ul T{T, dann sind (a) inelastische Streuung von Punter Erhalt der Molek�ulbindung, (b) Dissoziation des Molek�uls oder (c) Einfangvon P unter Bildung eines Dreierkomplexes m�oglich. Ein Einfang des Projektils istjedoch h�ochstens auf einer Nullmenge von Anfangsbedingungen m�oglich [Eck88].Wird die Gesamtenergie des Systems kleiner als null gew�ahlt, so scheidet auch



4.2. Beispiele 93die Aufspaltung des Targetmolek�uls aus. Unter dieser Voraussetzung bleibt alsinteressante M�oglichkeit die inelastische Streuung des Projektils am Target.Es w�are nun m�oglich, wie in der Original-Arbeit, beide Wechselwirkungen durchMorse-Potentiale zu modellieren. Interessiert man sich jedoch nur f�ur inelastischeStreuung unter Erhalt der Molek�ulbindung, so ist es legitim, das intramoleku-lare Potential VT (R) harmonisch um den Gleichgewichtsabstand �R des Target-Molek�uls zu approximieren:VT (R) � 12�!2(R� �R)2 : (4.28)! bezeichnet hier die Kreisfrequenz der Eigenschwingungen des Targets. F�ur dieTarget-Projektil-Wechselwirkung verwende ich entweder ein (asymptotisch at-traktives und exponentiell abfallendes) Morse-PotentialVP (�) = D [exp(�2b(� � ��))� 2 exp(�b(� � ��))] (4.29)(D; b; �� > 0) oder ein (asymptotisch algebraisch wie ���� abfallendes) Lennard-Jones-PotentialVP (�) = D�� � 24�  ���!� � � ���!�35 (4.30)(D; �� > 0, � > � > 2). Die Parameter des Systems wurden in [Noi+86] so gew�ahlt,da� experimentell ermittelte Eigenschaften des HeI2-Molek�uls m�oglichst genaumit denen des Modells �ubereinstimmen. Dabei stellt sich heraus, da� die Kopp-lung zwischen Transversalbewegung (in R-Richtung) und Longitudinalbewegung(in r-Richtung) �au�erst klein ist. Die Streuabbildung zeigt nur bei sehr kleinenEinfallenergien irregul�are Eigenschaften, und der erforderliche numerische Auf-wand ist immens. Da ich lediglich Skalierungseigenschaften der Streufunktionennachweisen m�ochte, habe ich die Systemparameter auf besser handhabbare Wertegesetzt. Wie sich durch Vergleich mit den Streufunktionen des Originalsystemszeigt, �andert dies nichts an ihren qualitativen Eigenschaften.Die f�ur die Streubewegung charakteristischen Eigenschaften des Potentials ent-nimmt man der Abbildung 4.5. Die Abbildung zeigt Verlauf und H�ohenlinien desPotentials, wenn das intramolekulare Potential VT (R) harmonisch gen�ahert unddas Potential VP (�) als Morse-Potential gew�ahlt wird.Die wesentlichen Eigenschaften sind dieselben wie beim Potential der Original-arbeit: Man hat f�ur gro�e r eine Rinne, die in R-Richtung (der transversalenRichtung) durch ein quadratisches Minimum und in r-Richtung (der longitudi-nalen Richtung) durch ein asymptotisches Verhalten wie � exp(�br) ausgezeich-net ist. F�ur kleine r hat man eine Barriere, die das Teilchen in der Regel nicht
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Abbildung 4.5: Potential V (R; r) des �-Modells. VP (�) ist als Morse-Potentialgew�ahlt. Parameterwerte: ! = 2, D = 1, �� = 4, b = 1.�uberwinden kann; nur f�ur sehr hohe Energie kann das Projektil durch das Tar-getmolek�ul hindurchlaufen. Dazwischen be�ndet sich ein Potentialminimum, daseiner �-f�ormigen Molek�ulkon�guration entspricht. Im Falle von Lennard-Jones-Potentialen erh�alt man ein �ahnliches Bild. Der Abfall des Potentials f�ur r ! 1ist hier lediglich nicht exponentiell, sondern algebraisch wie �r��.Zur eindeutigen Charakterisierung von Streuasymptoten werden drei Streuvaria-blen ben�otigt. Hier erweist es sich als vorteilhaft, da� die Transversalbewegung inharmonischer N�aherung betrachtet wird. Die asymptotische Hamilton-Funktionf�ur r !1 lautet:Has(R; r; P; p) = 12�(P 2 + p2) + �2!2(R � �R)2 : (4.31)Hier sind harmonische Transversal- und Freiteilchen-Longitudinalbewegung ent-koppelt. Als Streuvariablen bieten sich an: die Transversalenergie (d.i. bis aufSkalierung die Targetenergie)Et = 12�P 2 + �2!2(R� �R)2 ; (4.32)die Longitudinalenergie (d.i. bis auf Skalierung die Projektilenergie)El = 12�p2 (4.33)



4.2. Beispiele 95und die Phase � des Transversalsystems zu dem Zeitpunkt, an dem die der asym-ptotische Orbit die Linie r = 0 �uberschreitet. � berechnet man folgenderma�en:Ein Orbit des asymptotischen Systems ist gegeben durchr(t) = r0 �s2El� (t� t0) (4.34a)R(t)� �R = 1!s2Et� sin(!t+ ') : (4.34b)Mit Gleichung (a) l�a�t sich der Zeitpunkt t� des Nulldurchgangs r(t�) = 0 be-stimmen. Die Phase � des Nulldurchgangs bekommt man folglich aus Gleichung(b) als � = !t� + '. Die Streuabbildung � bildet also das Tripel von In-Werten(Etin; Elin;�in) auf das Tripel von Out-Werten (Etout; Elout;�out) ab. Dabei sind imasymptotischen Bereich Et und El �uber die Gesamtenergie E = Et + El mitein-ander gekoppelt.Ich nenne Streutrajektorien einfach, wenn r(t) genau ein Minimum hat: Das Teil-chen l�auft in diesem Falle nur auf das Target zu und nach dem Abprallen am Po-tentialwall wieder zur�uck. Bei mehr als einem r(t)-Minimum hei�e die Streuungdagegen komplex. Als Komplexit�atsparameter n bietet sich die Anzahl der rela-tiven Maxima von r(t) (d.i. die Anzahl der Minima minus eins) an. Als Verz�oge-rungszeit �t eignet sich die Zeitdi�erenz zwischen dem ersten und dem letztenr(t)-Minimum. Per de�nitionem gilt f�ur einfache Streuorbits �t = 0.Abbildung 4.6 zeigt die Out-Energie Elout des Projektils, die Verz�ogerungszeit�t und den Komplexit�atsparameter n als Funktionen der In-Phase �in. Die Sy-stemparameter sind wie in Abbildung 4.5 gew�ahlt. Die Projektil-In-Energie istauf Elin = 0:1 und die Gesamtenergie auf E = 1:2 gesetzt (d.h. Etin = 1:1).Das Resultat reproduziert trotz der anders gew�ahlten Parameter qualitativ er-wartungsgem�a� die entsprechenden Diagramme in [Noi+86]. Die Struktur derStreufunktionen ist die gleiche wie bei dem im letzten Abschnitt behandeltenKicksystem oder der davor eingehend besprochenen Coulomb-Streuung im zir-kular polarisierten elektrischen Feld. Man mache sich aber klar, da� man hierkeine "von au�en\ aufgepr�agte Zeitabh�angigkeit hat (die Hamilton-Funktion istnicht explizit zeitabh�angig), sondern da� die Oszillation des Targets bei weitenExkursionen des Projektils die Skalierung der Streufunktionen bewirkt.Den allgemeinen Betrachtungen zur Skalierung von Streufunktionen in der N�ahevon parabolisch entweichenden Orbits in Abschnitt 4.1 entnimmt man f�ur expo-nentiell abfallende Potentiale den Skalierungsexponenten (4.15) als:� = �(1) = 12 : (4.35)Die Skalierung der Streufunktionen in der N�ahe des PEO mit ��in=2� = 0:458 : : :zeigt Abbildung 4.7. F�ur gro�e



96 Kapitel 4. Skalierung und Zerfall in klassischen Streusystemen
Elout
�t
n �in=2�Abbildung 4.6: Streufunktionen f�ur das �-Modell. VP (�) Morse-Potential, Sy-stemparameter wie in Abbildung 4.5, Elin = 0:1, Etin = 1:1 und � = p2.
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� = (��in � �in)�1=2Abbildung 4.7: Skalierte Streufunktionen aus Abbildung 4.6.



4.2. Beispiele 97� = (��in � �in)�1=2 (4.36)werden Elout und n periodische Funktionen von �, w�ahrend �t die �Uberlagerungeiner periodischen und einer linear wachsenden Funktion ist. In jedem Periodi-zit�atsintervall w�achst �t um den Wert von etwa 3 an; dies stimmt �uberein mitder Periode des inneren Systems 2�=! = �.W�ahlt man f�ur VP (�) ein Potential vom Lennard-Jones-Typ (4.30) mit � = 12und � = 6, so erh�alt man bei ansonsten gleichen Parameterwerten Streufunktio-nen, die denen f�ur das Morse-Potential sehr �ahnlich sind (Abbildung 4.8). Selbst
Elout
�t
n

�in=2�Abbildung 4.8: Streufunktionen f�ur das �-Modell. VP (�) ist als 12-6-Len-nard-Jones-Potential gew�ahlt. Parameterwerte: ! = 2; D = 1, �� = 4, � = 12,� = 6; � = p2, Elin = 0:1, Etin = 1:1.die Lage des Hauptbereiches komplexer Streuung auf der �in-Achse ist nahezuidentisch: Im Fall des Morse-Potentials liegt dieser im �in-Bereich [0:291; 0:458],im Falle des Lennard-Jones-Potentials im Bereich [0:306; 0:456].Man erkennt hier wie dort, da� die Anzahl n der r(t)-Maxima die regul�arenIntervalle gut charakterisiert, wie dies im Fall des Kicksystems die Anzahl n derNulldurchg�ange leistet. Der Grund f�ur diese �ahnlichen Eigenschaften ist, da� das�-System, genauso wie das Kicksystem, e�ektiv ein System eines Freiheitsgradesmit Zeitabh�angigkeit ist: Das sich in einer Dimension bewegende Projektil P



98 Kapitel 4. Skalierung und Zerfall in klassischen Streusystemenbe�ndet sich in einem Potential, das durch die interne Dynamik des Targetszeitabh�angig wird.
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� = (��in � �in)�2=3Abbildung 4.9: Skalierte Streufunktionen aus Abbildung 4.8.Abbildung 4.9 zeigt die Streufunktionen im Falle des 12-6-Lennard-Jones-Poten-tials in Abh�angigkeit von der skalierten Streuvariablen � = (��in � �in)��. DerSkalierungsexponent berechnet sich mit � = 6 gem�a� (4.11) zu� = 23 : (4.37)Auch hier sind die vorausgesagte Periodizit�at der skalierten Streufunktionen undder superponierte lineare Anstieg von �t(�) deutlich zu sehen. �t w�achst in jedemPeriodizit�atsintervall um den Wert von ca. 3 an | in guter �Ubereinstimmung mitder Eigenperiode � des Targetmolek�uls.4.2.3 Zirkular bewegtes ZentralpotentialIn diesem Unterabschnitt wird die Streuung eines Teilchens in einem gleichf�ormigauf einem Kreis gef�uhrten Zentralpotential V (r) untersucht. Der Spezialfall desattraktiven Coulomb-Potentials V (r) = �1=r wurde ausf�uhrlich im 3. Kapitelbesprochen. Wie im Coulombschen Fall ist es auch hier m�oglich, die Hamilton-Funktion eines Teilchens, das sich im Potential V (r) und in einem superponierten



4.2. Beispiele 99ortsunabh�angigen rotierenden Feld be�ndet, durch eine kanonische Transforma-tion auf die Hamilton-Funktion eines Teilchens im zirkular bewegten PotentialV (r) zu transformieren. Dabei verwendet man die gleichen Erzeugenden wie inAbschnitt 1.3, wobei man jeweils �1=r durch V (r) zu ersetzen hat. Ich beginnehier jedoch nicht mit dem raumfesten System �, sondern gleich mit dem (imCoulomb-Fall so bezeichneten) mitbewegten System �0, ohne weiter auf den Ur-sprung der Hamilton-Funktion Bezug zu nehmen.Gegeben sei also ein Zentralpotential V (r). Man verschiebe den Nullpunkt desKoordinatensystems um den Vektor ��ex, so da� V (r) 7�! V (jr � �exj). (ImCoulomb-Fall war � = F=!2.) Dann lasse man das Potential mit der Kreisfre-quenz ! um den Ursprung kreisen. Es ergibt sich die Hamilton-Funktion des imfolgenden so bezeichneten raumfesten Systems:H(r;p; t) = 12p2 + V (jr � �(t)j) (4.38a)mit �(t) = � (ex cos!t+ ey sin!t) (4.38b)(vergleiche mit (1.34)). Im rotierenden System (das im Coulomb-Fall mit ~�0 be-zeichnet worden war) wird die Hamilton-Funktion zeitunabh�angig:~H(~r; ~p) = 12 ~p 2 + V (j~r � � ~exj)� ! (~x ~py � ~y ~px) : (4.39)Folglich ist der Wert C von ~H eine Konstante der Bewegung. Ich bezeichne C wie-der als Jacobi-Integral. Im raumfesten Koordinatensystem vermittelt das Jacobi-Integral eine einfache Beziehung zwischen der Energie und dem Drehimpuls desTeilchens:C = E � !L ; (4.40)wobei E die Energie des Teilchens und L die z-Komponente des Drehimpulsesbezeichnen. Betrachtet man lediglich Bewegungen in der xy-Ebene, so hat manalso ein zeitunabh�angiges Hamilton-System von zwei Freiheitsgraden. Als anpas-sungsf�ahiges und numerisch unproblematisches Potential w�ahle ichV (r) = � 1qr2 + r20 � : (4.41)F�ur r0 = 0 und � = 1 geht das System in den Fall des zirkular bewegten Coulomb-Potentials aus Abschnitt 1.3 �uber. F�ur r0 > 0 verschwindet die Singularit�at bei



100 Kapitel 4. Skalierung und Zerfall in klassischen Streusystemenr = 0, so da� eine Regularisierung der Di�erentialgleichungen nicht mehr not-wendig ist. Ich handele im folgenden die auf Seite 88 aufgef�uhrten Spezialf�alle(a), (b) und (c) ab.Fall (a): � < 2.Es wurden numerisch Streufunktionen f�ur das System (4.38) mit Coulomb-artigabfallenden (d.h. � = 1) Potentialen (4.41) mit r0 > 0 bestimmt. Hier k�onnenwieder die in 3.1 eingef�uhrten Streuvariablen (E;L; �; ') verwendet werden. DieResultate unterscheiden sich in keinem wesentlichen Merkmal von den im 3. Ka-pitel gezeigten Ergebnissen. Ich verzichte daher hier auf eine weitergehende Dis-kussion.Fall (b): � > 2, C 6= 0.F�ur � > 2 f�allt das Potential V (r) schneller ab als das ZentrifugalpotentialL2=2r2.Folglich �uberwiegt asymptotisch der Repulsivanteil des E�ektivpotentials, undOrbits mit Eout = 0 sind nicht m�oglich. Wie sehen in diesem Fall die Streufunk-tionen aus?Das Teilchen bewegt sich im Unterschied zum Coulomb-Fall asymptotisch frei.Als Streuvariablen kann man jetzt die Energie E, den Drehimpuls L, den Winkel' = arctan(y=x) und den Zeitpunkt � der gr�o�ten Ann�aherung der Asymptotean den Ursprung verwenden. Dabei berechnet sich die Zeitvariable zu:� = t� xpx + ypyp2x + p2y : (4.42)Die gleichm�a�ige Rotationsbewegung des Systems erlaubt es wieder, die In-Koordinate 'in gleich null zu setzen. Fa�t man das Jacobi-Integral C als festenParameter des Systems auf, so errechnet sich der Drehimpuls Lin mit (4.40) ausEin. Unter diesen Einschr�ankungen operiert die Streuabbildung � nur noch aufdem zweidimensionalen Unterraum von asymptotischen Anfangsbedingungen mitden In-Werten (Ein; �in). Als Bild liefert � die drei Out-Werte (Eout; �out; 'out). ZurDarstellung der Streufunktionen variiert man einen der In-Parameter unter Fest-halten des anderen.Abbildung 4.10 zeigt Eout, �out und 'out als Funktionen der In-Energie Ein beifester In-Zeit �in. Asymptotisch verh�alt sich das Potential mit � = 4 hier wie�r�4. Folglich dominiert f�ur gro�e r der absto�ende Zentrifugalterm, und es gibtkeine parabolisch entweichenden Orbits. Die Struktur der Streufunktionen legtnichtsdestoweniger nahe, da� es Bereiche irregul�arer Streuung gibt.O�ensichtlich existiert eine kritische Out-Energie E�out = 0:085 : : :, die nicht un-terschritten wird. Ferner hat man f�ur gro�e In-Energien Ein > E�in = 0:217 : : : nur
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Eout
�out2�
'out� EinAbbildung 4.10: Streufunktionen f�ur ! = 1, � = 0:02, � = 4, r0 = p0:45,C = �0:90978 und �in = 0.noch regul�are Streuung. Zum Verst�andnis des hier vorliegenden Chaosmechanis-mus zeige ich in Abbildung 4.11 den Orbit, der | im Rahmen der verf�ugbarenRechengenauigkeit | zur Anfangsbedingung Ein = E�in geh�ort.Anscheinend n�ahert sich dieser Streuorbit an einen instabilen periodischen Orbitan. Nach sieben Umrundungen des Ursprungs entweicht das Teilchen wieder indie asymptotische Region. Eine genauere Approximation des periodischen Orbitsst�o�t hier an numerische Grenzen: Schon die Anfangsbedingung des gezeigtenOrbits mu�te mit einer Genauigkeit von 10�18 bestimmt werden, um das gezeigteResultat zu erhalten.Da der Parameter � in unserem Beispiel mit 0:02 relativ klein ist, liegt aufgrundder strukturellen Stabilit�at von instabilen periodischen Orbits die Vermutungnahe, da� dieser Orbit auch im Falle � = 0 existiert. F�ur � = 0 sind E und LKonstanten der Bewegung, und die radiale Bewegung des Teilchens wird durchdas E�ektivpotentialVe�(r;L) = V (r) + L22r2 (4.43)bestimmt. Abbildung 4.12 zeigt Ve�(r;L) f�ur L = 0:9915. Typisch ist das Mi-nimum, in dessen Umgebung man gebundene Bewegung hat. Das weiter au�en
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Abbildung 4.11: Streutrajektorie f�ur die Parameterwerte von Abbildung 4.10 undEin = E�in = 0:216 687 803 218 602 923.

-0.2-0.10
0.10.2

0 1 2 3 4 5
Ve�(r;L)

rAbbildung 4.12: E�ektivpotential Ve�(r;L) f�ur � = 0, � = 4, r0 = p0:45 undL = 0:9915.



4.2. Beispiele 103liegende lokale Maximum entspricht dem Orbiting-Orbit, einem instabilen perio-dischen Kreisorbit. Bei der Streuung f�uhren Orbits, die auf der stabilen Mannig-faltigkeit des Orbiting-Orbits verlaufen, zur Orbiting-Singularit�at in der Streuab-bildung.Im ungest�orten Fall schlie�en sich ein Ast der stabilen und ein Ast der instabi-len Mannigfaltigkeit zu einem homoklinen Orbit, w�ahrend die anderen �Aste indie asymptotische Region reichen. W�ahlt man den Parameter � gr�o�er als null,so schneiden sich stabile und instabile Mannigfaltigkeiten des Orbiting-Orbitstransversal. Als Konsequenz ergibt sich eine invariante repulsive chaotische Men-ge, deren stabile Mannigfaltigkeiten in die asymptotische Region reichen und zueiner fraktalen Menge hyperbolischer Streusingularit�aten f�uhren (siehe Einleitungzu Kapitel 3).Ist nun f�ur das Jacobi-Integral ein Wert C vorgegeben, so mu� f�ur den Orbiting-Orbit die Gleichung C = E(L)�!L gelten. Dabei ist die Energie E(L) durch denWert beim Maximum von Ve�(r;L) gegeben. In dem vorhin gezeigten Beispiel warC = �0:90978. Numerisch �ndet man damit L = 0:9915 : : : (dieser Wert wurdeauch in Abbildung 4.12 gew�ahlt), w�ahrend sich der Radius des Orbiting-Orbitsin guter �Ubereinstimmung mit Abbildung 4.11 als �r = 1:567 : : : ergibt. Man be-merkt, da� die untere Grenze E�out � 0:085 der Eout-Werte in Abbildung 4.10 etwamit dem hier berechneten Wert des Potentialmaximums (E = 0:08172 : : :) �uber-einstimmt. Der St�orparameter � = 0:02 ist also gro� genug, um deutliche E�ekteirregul�arer Streuung hervorzurufen, jedoch so klein, da� der untere Grenzwertder Out-Energie noch aus den Eigenschaften des ungest�orten Systems bestimmtwerden kann.Die Stabilit�at des Orbiting-Orbits l�a�t sich folgenderma�en ermitteln. In der Um-gebung des Orbiting-Orbits bewegt sich das Teilchen im PotentialVe�(r;L) � 12V 00e�(�r;L)(r � �r)2 ; (4.44)dabei ist V 00e�(�r;L) < 0. Die allgemeine L�osung f�ur die radiale Bewegung desTeilchens in der Umgebung des Orbiting-Orbits lautet alsor(t)� �r = Ae�t +Be��t (4.45)mit �2 = jV 00e�(�r;L)j : (4.46)Man ben�otigt noch die Periode des (kreisf�ormigen) Orbiting-Orbits:T = 2��r2L : (4.47)



104 Kapitel 4. Skalierung und Zerfall in klassischen StreusystemenDamit bekommt man (unter Vernachl�assigung des exponentiell abklingendenTerms in (4.45)) f�ur den Streckungsfaktor pro Orbitperiode:r(T )� �rr(0)� �r = e�T = exp 2��r2L qjV 00e�(�r;L)j! : (4.48)In unserem Beispiel ergibt sich f�ur Instabilit�atsexponent und Periode desOrbiting-Orbits:� = 0:37 : : : und T = 15:0 : : : : (4.49)Jung und Pott haben beschrieben, wie die Skalierungseigenschaften der chaoti-schen Streufunktionen durch einen einzigen instabilen periodischen Orbit domi-niert werden k�onnen [JuPo89]. Detailliert wurde dieses Ph�anomen auch am Bei-spiel des St�rmer-Problems untersucht [See90]. In Anlehnung an diese Arbeitenzeige ich in Abbildung 4.13 die Streufunktionen aus Abbildung 4.10 in Abh�angig-keit von der logarithmisch skalierten In-Variable � = � log(E�in � Ein), wobei E�inden kritischen In-Wert bezeichnet, der den Bereich komplexer Streuung von demunbeschr�ankten Bereich regul�arer Streuung trennt (siehe Abbildung 4.10).
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� = � log(E�in �Ein)Abbildung 4.13: Logarithmisch skalierte Streufunktionen aus Abbildung 4.10.Man erkennt, da� f�ur gro�e � die Out-Gr�o�enEout und 'out periodische Funktionenvon � mit der Periode �� = 5:3 : : : sind. Dieser Wert stimmt recht gut mit dem



4.2. Beispiele 105oben mit Hilfe des ungest�orten Systems (� = 0) bestimmten Logarithmus desStreckungsfaktors (4.48)�T = 5:5 : : : (4.50)�uberein. Ferner w�achst �out pro �-Periode um ca. 14:5 an, was gut mit der Peri-ode T des Orbiting-Orbits �ubereinstimmt. Die Periodizit�atsintervalle unterschei-den sich durch die Anzahl der Umrundungen des Ursprungs in der N�ahe desOrbiting-Orbits. Folglich �ndet sich auch die Instabilit�at des Orbiting-Orbits inder logarithmischen Skalierung der Streufunktionen wieder.Die etwas "ausgefransten\ Kurven im Bereich � > 33 haben ihre Ursache in nume-rischen Ungenauigkeiten. Dabei mu� man sich vergegenw�artigen, da� in diesemBereich bei der numerischen Integration der Streutrajektorien der Abstand zweierAnfangsbedingungenauf der Ein-Achse nur etwa e�34 � 10�15 betr�agt. Nur einewesentlich erh�ohte Rechengenauigkeit k�onnte hier Abhilfe scha�en | sofern manauch E�in entsprechend genauer bestimmt.Fall (c): � > 2, C = 0.Ein interessanter Ausnahmefall liegt vor, wenn man f�ur schnell abfallende Po-tentiale (� > 2) das Jacobi-Integral C = E � !L gleich null w�ahlt. F�ur C 6= 0sind parabolisch entweichende Orbits nicht m�oglich, da die Zentrifugalabsto�unggegen das attraktive Potential asymptotisch die Oberhand gewinnt. Bei der Wahlvon C = 0 hat man jedoch gerade mit E = 0 auch stets L = 0; die Zentrifu-galabsto�ung f�allt also f�ur PEO weg (und erm�oglicht damit erst ihre Existenz).Die Annahme liegt also nahe, da� im Falle C = 0 auch algebraisch skalierendeirregul�are Streufunktionen m�oglich sind.Man betrachte zum Beispiel die in Abbildung 4.14 gezeigten Streufunktionen.Die Systemparameter sind dieselben wie in den beiden letzten Abbildungen, le-diglich das Jacobi-Integral C ist nun gleich null gew�ahlt. Man erkennt sogleichdas typische Szenario f�ur das Vorliegen von algebraischer Skalierung. In der Um-gebung der PEO bei Ein = 0:03168 : : : und Ein = 0:03222 : : : h�aufen sich regul�areIntervalle und parabolische Streusingularit�aten. Die Zeitkoordinate �out w�achstmit jedem dieser Intervalle um etwa 2�, d.h. um eine Periode des rotierendenPotentials an.In Abbildung 4.15 sind die Streufunktionen in Abh�angigkeit von der skaliertenIn-Gr�o�e � = (Ein�E�in)�� mit � = 3=4 (wegen � = 4 und Gleichung (4.11)) auf-getragen. Zu erkennen ist die wohlbekannte Periodizit�at der Streufunktionen Eout,�out und 'out in Abh�angigkeit von �. Die Abwesenheit der Zentrifugalabsto�ungf�ur Orbits mit E � 0 hat also zur Folge, da� die Erkl�arung f�ur die algebraischeSkalierung der Streufunktionen vollst�andig g�ultig bleibt. Dabei mu� man sich vor
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Eout
�out2�
'out� EinAbbildung 4.14: Wie Abbildung 4.10, jedoch C = 0.
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� = (Ein � E�in)�3=4Abbildung 4.15: Skalierte Streufunktionen aus Abbildung 4.14.



4.3. Algebraischer Zerfall von Sto�komplexen 107Augen halten, da� die Bewegung von Teilchen mit Eout > 0 wegen L = E=!asymptotisch nach wie vor durch die Zentrifugalkraft und nicht durch das attrak-tive Potential dominiert wird. Es existieren neben den PEO auch logarithmischskalierende Streusingularit�aten, die auf dem Einfang von Streutrajektorien durchinstabile lokalisierte Orbits beruhen. Andere Abschnitte der Streufunktionen wer-den, wie in Fall (b), durch diese logarithmische Singularit�aten strukturiert. Ichverzichte hier auf eine Darstellung dieses Ph�anomens, weil gegen�uber Fall (b) keinwesentlicher Unterschied vorliegt.4.3 Algebraischer Zerfall von Sto�komplexenWelche Auswirkungen hat die algebraische Skalierung der Streufunktionen auf dieVerteilung der Verz�ogerungszeiten �t? Ich diskutiere diese Frage am Beispiel desin Abschnitt 4.2.1 eingef�uhrten Kicksystems. Dieses bietet vor allem den Vorteil,auch sehr gro�e Ensembles von Streuorbits mit relativ geringem Aufwand berech-nen zu k�onnen. Es ist notwendig, eine Anzahl von Trajektorien in der Gr�o�en-ordnung von 106 zu integrieren, um Skalierungseigenschaften der �t-Verteilungeindeutig nachzuweisen. Die CPU-Zeit auf dem schnellsten zur Verf�ugung ste-henden Rechner, einer VAX 9000-210, betr�agt beim Kicksystem f�ur diese Anzahletwa f�unf Stunden, w�ahrend bei der Coulomb-Streuung im zirkular polarisiertenelektrischen Feld mit etwa vierzig Tagen CPU-Zeit zu rechnen ist. Angesichts derTatsache, da� in der Regel h�ochstens zehn bis zwanzig Prozent der Rechenlei-stung einem einzelnen Systembenutzer zur Verf�ugung stehen, erschien mir dieserAufwand nicht vertretbar.4.3.1 Numerische Resultate f�ur das KicksystemBeim Kicksystem habe ich in Unterabschnitt 4.2.1 gezeigt, da� die Streuorbitsnach der Anzahl n ihrer Nulldurchg�ange klassi�ziert werden k�onnen:� n = 1: einfache Streuung. Der Ein
u� des streuenden Potentials ist schwach.Die Bewegung des Teilchens ist monoton, d.h. der Orbit hat keinen Um-kehrpunkt und genau einen Nulldurchgang.� n � 2: komplexe Streuung. Der Ein
u� des Potentials ist stark. Der Orbithat mindestens einen Umkehrpunkt, also mindestens zwei Nulldurchg�ange.Ein komplexer Streuorbit ist durch die Tatsache ausgezeichnet, da� er tempor�arim Streupotential "gebunden\ ist. Man kann die Verz�ogerungszeit �t als Lebens-dauer dieses tempor�aren Streukomplexes ansehen. Aus diesem Grunde wurde �t



108 Kapitel 4. Skalierung und Zerfall in klassischen Streusystemenals die Zeitdi�erenz zwischen dem ersten und dem letzten Nulldurchgang einesStreuorbits de�niert, so da� f�ur einfache Streuorbits, bei denen kein Streukomplexgebildet wird, �t = 0 gilt. Das Interesse richtet sich in diesem Abschnitt nichtmehr auf einzelne Trajektorien, sondern auf Ensembles von Streuorbits. Die Ver-teilung der Verz�ogerungszeiten im Ensemble wird numerisch bestimmt und aufder Basis der algebraischen Skalierung der Streufunktionen erkl�art.Man betrachte ein Ensemble von N(0) komplexen Streuorbits mit asymptoti-schen Anfangsbedingungen (E(i)in ; � (i)in ), i = 1; 2; : : : ; N(0). F�ur jedes �t � 0 gibtes N(�t) Orbits mit Verz�ogerungszeiten gr�o�er als �t. Die Frage ist, auf wel-che Weise N(�t) mit wachsendem �t verschwindet. Die Funktion N(�t) kannals Zerfallsgesetz interpretiert werden: De�niert man die Zeit des ersten Null-durchgangs als t = 0, so ist N(�t) die Anzahl der Orbits, die zur Zeit t = �tmindestens noch einen Nulldurchgang in der Zukunft besitzen. Anders gesagt istN(�t) die Anzahl der Teilchen, die zur Zeit t = �t noch in einem tempor�arenKomplex gebunden sind.In dieser Arbeit wird ein Streukomplex als zerfallen bezeichnet, sobald das Teil-chen seinen letzten Nulldurchgang hatte. Zu beachten ist, da� diese De�nitionvon jener anderer Autoren [MeOt85, Din+90, Lai+92] verschieden ist: Oft werdendie Teilchen des Ensembles in einem beschr�ankten Bereich R des Phasenraumesinitialisiert und die Anzahl N(t) derjenigen Teilchen gez�ahlt, die sich zur Zeitt noch in R be�nden. Diese De�nition w�urde sich f�ur das Kicksystem (und alleanderen in dieser Arbeit besprochenen Systeme) nicht eignen, denn o�ensichtlichist ein Streukomplex noch nicht zerfallen, wenn sich das Teilchen sehr weit vomStreuzentrum entfernt, aber noch einen weiteren Nulldurchgang hat.Die Berechnung der �t-Verteilung in Abbildung 4.16 basiert auf einem Ensemblevon 106 Streutrajektorien. Die Systemparameter sind, wie bei der Bestimmungder Streufunktionen in Abbildung 4.2, durch V0 = 2 und � = 4 gegeben. Die asym-ptotischen Anfangsbedingungen (E(i)in ; � (i)in ) sind folgenderma�en gew�ahlt: � (i)in = 0f�ur alle Orbits und E(i)in gleichm�a�ig verteilt im Intervall E�in < Ein < 0:85. Dabeibezeichnet E�in = 0:7818 : : : wieder die Anfangsbedingung des PEO am linkenRand des Bereiches komplexer Streuung in Abbildung 4.2.Es sei t(i)0 der Zeitpunkt des ersten Nulldurchgangs des i-ten Orbits. N(�t) istdie Anzahl der Orbits, die f�ur t � t(i)0 +�t noch weitere Nulldurchg�ange haben.In einer doppelt-logarithmischen Darstellung von N(�t) erh�alt man im Grenzfallgro�er Verz�ogerungszeiten �t einen linearen Zusammenhang, d.h.N(�t) � (�t)�
 mit 
 = 1:346 : : : ; (4.51)wobei 
 als Steigung der Ausgleichsgeraden im Bereich 102 < �t < 104 berechnetwurde. Dieses Ergebnis ist im folgenden Sinne ungew�ohnlich: F�ur die hier vorlie-
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Abbildung 4.16: Doppelt-logarithmische Darstellung der Anzahl N der zur Zeit�t noch nicht zerfallenen Streukomplexe beim Kicksystem f�ur V0 = 2 und � = 4.
gende Parameterkombination V0 = 2, � = 4 weist das Kicksystem "vollst�andigentwickeltes Chaos\ [Ble+89] auf, d.h. es gibt keine stabilen periodischen Orbitsund keine erhaltenen KAM-Linien. In der Regel zeigt ein System mit voll ent-wickeltem Chaos eine exponentiell fallende Zerfallsstatistik [Gre+86, KoT�e90] |im Gegensatz zu dem hier gefundenen algebraischem Abfall.4.3.2 Heuristische Erkl�arung des algebraischen ZerfallsDie folgende einfache Erkl�arung des algebraischen Zerfallsgesetzes st�utzt sich aufden in Abschnitt 4.1 angegebenen Zusammenhang (4.10) zwischen der Wieder-kehrzeit T und der In-Variable �in in der Umgebung parabolisch entweichenderOrbits. Man erinnere sich, da� sich im betrachteten Ein-Intervall unendlich vieleSubintervalle mit n = 2 Nulldurchg�angen be�nden, die sich gegen die PEO-Anfangsbedingung E�in h�aufen. Auf den (n=2)-Intervallen wird die Verz�ogerungs-zeit �t gut durch die Wiederkehrzeit T angen�ahert, denn die Zeit, die das Teilchenin der N�ahe des Nullpunktes verbringt, ist klein gegen die Zeitspanne auf der wei-ten Exkursion, w�ahrend derer das Teilchen umso langsamer wird, je weiter es sichvom Ursprung entfernt. Folglich bekommt man mit (4.10):�t(Ein) � jEin � E�inj�� : (4.52)



110 Kapitel 4. Skalierung und Zerfall in klassischen StreusystemenVernachl�assigt man die n-Intervalle mit n � 3, so kann man annehmen, da�die Relation (4.52) f�ur das gesamte Ensemble gilt. (Im n�achsten Unterabschnittwerde ich den allgemeinen Fall untersuchen, ohne diese recht grobe N�aherungzu verwenden.) Die Anzahl N(�t) der noch nicht zerfallenen Streukomplexe istdann proportional zur L�ange des Intervalls E�in < Ein < Ein(�t); dabei bezeichnetEin(�t) die Umkehrfunktion von (4.52). Es folgt:N(�t) � (�t)�
 mit 
 = 1� = 2�� + 2 (4.53)F�ur � = 4 lautet der theoretische Zerfallskoe�zient 
 = 4=3. Dieser stimmtbemerkenswert gut mit dem numerisch ermittelten Zerfallskoe�zienten (4.51)�uberein.Auch f�ur andere Parameterkombinationen (V0; �) konnte das Zerfallsgesetz (4.53)best�atigt werden. Ist die chaotische Dynamik jedoch nicht voll entwickelt (z.B.f�ur V0� < 6), so bekommt man weder algebraisch noch exponentiell zerfal-lende Streukomplexe. Vielmehr ergibt sich eine N(�t)-Kurve, die langsamerals algebraisch abf�allt: Numerische Untersuchungen zeigen eine konvexe Kur-ve im log(N)-log(�t)-Diagramm. Hier macht sich der Ein
u� der "klebrigen\Tori (engl.: sticky tori) bemerkbar, in deren N�ahe der Lyapunov-Exponent aufnull f�allt: Streutrajektorien, die in die N�ahe vom KAM- oder Cantori geraten,werden verz�ogert und ver�andern die Statistik zugunsten langer Zerfallszeiten[Kar83, ChSh84, GrKa85, MeOt85, Din+90, Lai+92].Noch steht die Frage im Raum, warum die irregul�aren Intervalle mit n � 3, die inAbbildung 4.2 doch etwa den gleichen Raum einnehmen wie die (n=2)-Intervalle,die einfache Argumentation nicht beeintr�achtigen. Zur Beantwortung dieser Fragekommt man an einer etwas di�zileren Argumentation nicht vorbei.4.3.3 Die universelle �t-VerteilungIch zeige jetzt, warum das algebraische Zerfallsgesetz (4.53), das aus der Ver-teilung der Wiederkehrzeiten T abgeleitet wurde, seine G�ultigkeit beh�alt, wennman die irregul�aren Teilintervalle mit n � 3 Nulldurchg�angen mit einbezieht. Zudiesem Zweck betrachte man die schematische Darstellung der Verz�ogerungszeit�t als Funktion der In-Variablen �in in Abbildung 4.17. Dabei wird die Ordi-nate �t in Einheiten der Periode T0 = 2�=! des Targetsystems gemessen. Amlinken Bildrand be�ndet sich die Anfangsbedingung ��in des parabolisch entwei-chenden Orbits. Gegen ihn h�aufen sich die Periodizit�atsintervalle, die ich mit jdurchnumeriere. Jedes dieser Intervalle besteht aus einem regul�aren Anteil, derdurch n = 2 Nulldurchg�ange, d.h. genau eine Exkursion charakterisiert ist, und
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�in��inAbbildung 4.17: Skizze zum algebraischen Zerfallsgesetz.aus einem irregul�aren Anteil, f�ur den n � 3 gilt. F�ur den regul�aren Anteil desj-ten Intervalls gilt:�t � jT0 = j � 2�! ; (4.54)denn die Verz�ogerungszeit entspricht n�aherungsweise der Wiederkehrzeit T derExkursion, w�ahrend der das Target j Perioden der Dauer T0 durchl�auft.Die �t-Verteilungen auf den j-Intervallen �ahneln sich aufgrund der Skalierungsei-genschaften in einer Weise, die ich im folgenden genauer beschreibe. Unterschiede�ndet man lediglich hinsichtlich der mit wachsendem j kleiner werdenden Inter-vallbreite und der mittleren H�ohe von �t, die mit j anw�achst. Mit Gleichung(4.10) hat man f�ur die Wiederkehrzeit T eines Orbits im j-ten Intervall approxi-mativ:T = jT0 � (�in � ��in)�� : (4.55)Die Funktion T (�in) ist zur Verdeutlichung ebenfalls in der Abbildung 4.17 auf-getragen. Mit 
 = 1=� gilt jetzt approximativ:�in � ��in � T�
 � j�
 : (4.56)F�ur die Breite bj des j-ten Intervalls (in Abbildung 4.17 ist das der Abstandzweier senkrechter gestrichelter Linien) ergibt sich also im Grenzfall gro�er j:bj � j�
 � (j + 1)�
 � 
j�(
+1) : (4.57)



112 Kapitel 4. Skalierung und Zerfall in klassischen StreusystemenIch werde nun wie folgt verfahren. Ich nehme f�ur die Verteilung der Verz�ogerungs-zeiten auf jedem j-Intervall eine bestimmte Funktion fj(�t) an. Aufgrund der ho-rizontalen Skalierung in der N�ahe des PEO l�a�t sich jedes fj(�t) durch einfacheSkalierungsoperationen auf eine universelle �t-Verteilung f(�t) zur�uckf�uhren.Die Gesamtverteilung F (�t) der Verz�ogerungszeiten ergibt sich durch Summati-on �uber die fj(�t). Aufgrund der vertikalen Struktur der Streufunktionen (sieheUnterabschnitt 3.3.2) ist zu fordern, da� die Gesamtverteilung F (�t) f�ur gro�e �tdas gleiche Zerfallsverhalten zeigt wie jede einzelne der Verteilungen fj(�t). Ab-strakt betrachtet hat man also ein Fixpunktproblem: Die Gesamtverteilung F (�t)ist ein Funktional der Universalverteilung f(�t). Gesucht ist eine universelle Ver-teilung f(�t), deren "Funktionswert\ F (�t) die gleichen Zerfallseigenschaftenwie f(�t) aufweist.Die Verteilung der Verz�ogerungszeiten auf dem j-ten Intervall sei also durchfj(�t) gegeben. Hier ist unter fj(�t) | wie bei der numerisch ermittelten Gr�o�eN(�t) | der Anteil der Orbits zu verstehen, deren Wiederkehrzeiten gr�o�er als�t sind. Einige Eigenschaften von fj(�t) sind unmittelbar klar:1. fj(�t) = cj = konstant f�ur �t < jT0.2. fj(�t) ist eine monoton fallende Funktion.3. Gem�a� Abbildung 4.17 hat fj(�t) bei �t = jT0 eine Sprungstelle, da in un-serer schematischen Darstellung alle regul�aren Orbits des j-Intervalls (eineMenge vom Ma� 1) die Verz�ogerungszeit �t = jT0 haben.4. Da au�erdem f�ur t ! 1 nur eine Nullmenge von Streutrajektorien einge-fangen wird, gilt fj(�t)! 0 f�ur �t!1.Die Verteilungen fj(�t) k�onnen aufgrund der Skalierungseigenschaften der Funk-tion �t(�in) in einfacher Weise aus der Verteilung f1(�t) �uber dem (j=1)-Intervall hergeleitet werden. Es gilt:fj(�t) = bjb1 f1(�t� (j � 1)T0) : (4.58)Durch den Faktor bj=b1 wird ber�ucksichtigt, da� die Anzahl der Orbits im j-tenIntervall proportional zur Breite bj des Intervalls ist. Au�erdem tr�agt man derTatsache Rechnung, da� die mittlere H�ohe des j-ten Intervalls linear mit derIntervallnummer j w�achst, indem man statt �t in die Funktion f1 den Wert�t� (j � 1)T0 einsetzt.Die Formeln vereinfachen sich noch etwas, wenn man die universelle Verteilungf(�t) = f1(�t + T0) (4.59)



4.3. Algebraischer Zerfall von Sto�komplexen 113einf�uhrt. Mit den Gleichungen (4.57) und (4.58) ergibt sich:fj(�t) = j�(
+1)f(�t� jT0) : (4.60)Die normierte Verteilung hat folgende Eigenschaften:1. f(�t) = c = konstant f�ur �t < 0. Im folgenden ist c = 1 gesetzt.2. f(�t) ist eine monoton fallende Funktion.3. Bei �t = 0 hat f(�t) eine Sprungstelle.4. f(�t)! 0 f�ur �t!1.Die Gesamtverteilung F (�t) der Verz�ogerungszeiten ergibt sich durch Summation�uber die Verteilungen fj(�t) aller j-Intervalle:F (�t) = 1Xj=1 fj(�t) = 1Xj=1 j�(
+1)f(�t� jT0) (4.61a)� 1Z1 dj j�(
+1)f(�t� jT0) : (4.61b)Ich bestimme im folgenden f�ur verschiedene universelle Verteilungen f(�t) dieGesamtverteilung F (�t).Fall (a): Keine Ber�ucksichtigung der irregul�aren Abschnitte.Vernachl�assigt man die irregul�aren Anteile der j-Intervalle, so sollte man mit demhier eingeschlagenen Weg das gleiche Resultat erhalten wie mit der einfachenArgumention in Unterabschnitt 4.3.2. Die normierte Verteilung lautet hier:f(�t) = �(��t) ; (4.62)wobei � die Stufenfunktion bezeichnet. Man erh�alt:F (�t) = 1Z1 dj j�(
+1)�(jT0 ��t)= 1Z�t=T0 dj j�(
+1)= 1
T 
0 (�t)�
 ; (4.63)also das erwartete Ergebnis.



114 Kapitel 4. Skalierung und Zerfall in klassischen StreusystemenFall (b): Linearer Abfall von f(�t) f�ur �t > 0, d.h.f(�t) = 8>><>>: 1 f�ur �t < 0b(1��t=a) f�ur 0 < �t < a0 f�ur �t > a ; (4.64)wobei wegen der Eigenschaften 2 und 3 gilt: 0 < b < 1. Diese Verteilung entsprichtder schematischen Darstellung in Abbildung 4.17: Dort ist b = 0:5 und a = 2:5T0.F�ur die gesamte �t-Verteilung ergibt sichF (�t) = 1Z�t=T0 dj j�(
+1) + (�t+a)=T0Z�t=T0 dj j�(
+1)b�1� �t� jT0a �= T 
0
 ((�t)�
 +  �b + ba�t!�(�t + a)�
 � (�t)�
�� b
a(
 � 1) �(�t + a)�(
�1) � (�t)�(
�1)�) : (4.65)Mit (�t + a)�� � (�t)�� � �a�(�t)�(�+1) f�ur gro�e �t folgt mit � = 
 bzw.� = 
 � 1 n�aherungsweise:F (�t) = T 
0 ((�t)�

 + ab(�t)�(
+1) � b(�t)�
 + b(�t)�
) (4.66)und damit f�ur gro�e �t wieder das Resultat (4.63).Fall (c): Algebraischer Abfall von f(�t).Die numerische Untersuchung legt nahe, da� die richtige Wahl der universellenVerteilung f(�t) f�ur gro�e �t wie (�t)�
 verschwinden mu�. Ich w�ahle also:f(�t) = 8<: 1 f�ur �t < T0b ��tT0 ��
 f�ur �t > T0 ; (4.67)wobei wieder 0 < b < 1 wegen der Eigenschaften 2 und 3 gilt. Die Gesamtvertei-lung hat dann gem�a� (4.61) die folgende Gestalt:F (�t) = 1Z�t=T0�1 dj j�(
+1) + b �t=T0�1Z1 dj j�(
+1) ��tT0 � j��
= 1
 ��tT0 � 1��
 + b I(�t) : (4.68)



4.3. Algebraischer Zerfall von Sto�komplexen 115Der erste Summand zeigt f�ur gro�e �t wieder eine (�t)�
-Abh�angigkeit. Es bleibtzu zeigen, da� das Integral I(�t) im zweiten Summanden asymptotisch minde-stens so schnell wie (�t)�
 abf�allt. Dazu schreibe ich das Integral I(�t) folgen-derma�en:I(�t) = ��tT0 ��
 �t=T0�1Z1 dj j�(
+1) �1� jT0�t ��
 : (4.69)Anwendung des Binomischen Satzes gibt:I(�t) = ��tT0 ��
 1X�=0 �
� !���tT0 ��� �t=T0�1Z1 dj j��
�1= ��tT0 ��
 1X�=0 �
� !���tT0 ��� 1� � 
 "��tT0 � 1���
 � 1# : (4.70)Damit folgt im Grenzfall gro�er �t:I(�t) � ��tT0 ��
 1X�=0 �
� !(�1)�� � 
 "��tT0 ��
 � ��tT0 ���# (4.71)und bei Vernachl�assigung aller schneller als (�t)�
 verschwindenden Terme:I(�t) � ��tT0 ��
  �
0 !1
 = ��tT0 ��
 : (4.72)Mit (4.68) ergibt sich also f�ur die Gesamtverteilung der folgende asymptotischeAusdruck:F (�t) �  1
 + b!��tT0 ��
 : (4.73)Zur Kontrolle dieser approximativen Rechnung habe ich in Abbildung 4.18 die ausder Summe (4.61a) mit der universellen Verteilung (4.67) numerisch bestimmteGesamtverteilung F (�t) in doppelt-logarithmischer Darstellung aufgetragen. DerVergleich mit der Funktion (�t)�
 zeigt, da� f�ur gro�e �t die GesamtverteilungF (�t) wirklich wie (�t)�
 zerf�allt.Die Gesamtverteilung F (�t) geht aus einer universellen Verteilung f(�t) hervor,die dasselbe asymptotische Verhalten f�ur gro�e Verz�ogerungszeiten aufweist. Sieist also konsistent mit der selbst�ahnlichen vertikalen und horizontalen Strukturder Streufunktionen. Ihre Asymptotik stimmt au�erdem mit den numerischen Re-sultaten und deren einfacher Erkl�arung in Unterabschnitt 4.3.2 �uberein. Damitist es �au�erst plausibel, da� das algebraische Zerfallsgesetz (4.53) universell f�ur
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Abbildung 4.18: Mit (4.61a) und (4.67) numerisch berechnete Verteilung F (�t).Parameterwerte: T0 = 1, b = 0:6, 
 = 4=3.Streusysteme g�ultig ist, deren Streufunktionen durch eine fraktale Menge para-bolischer Streusingularit�aten strukturiert ist.Schon Seegers hat in seiner Dissertation [See95] kritisiert, da� Gerwinsky und�Seba f�ur ein exponentiell abfallendes Kickpotential ein exponentielles Zerfalls-gesetz angegeben haben [Ge�Se94]. Sowohl numerische Untersuchungen als auchsemiklassische �Uberlegungen Seegers zeigen, da� dieses Ergebnis falsch ist.K�urzlich erschien ein Artikel von Kov�acs und Wiesenfeld [KoWi95], in dem durchdie Einf�uhrung einer "diskreten Verz�ogerungszeit\ (discrete time delay function)eine eigentlich algebraische in eine exponentielle Zerfallsstatistik verwandelt wur-de. Dem von den Autoren verwendeten Verfahren entspr�ache im Kicksystem dieEinf�uhrung der Anzahl n der Nulldurchg�ange statt der Verz�ogerungszeit �t. Esist klar, da� durch diesen "Kunstgri�\ der Beitrag der weiten Exkursionen zurVerz�ogerungszeit verschwindet. Gerade die weiten Exkursionen spielen jedoch inmeiner Erkl�arung der algebraischen Skalierung und des algebraischen Zerfallsdie entscheidende Rolle. Es w�are interessant, das unterschiedliche Verhalten derFunktionen N(�t) und N(n) (die Anzahl der Streuorbits, die mindestens n Null-durchg�ange besitzen) zu vergleichen | im Ansatz habe ich dies in [BeEc93] getan.Ungl�ucklicherweise behaupten aber Kov�acs und Wiesenfeld, die Diskretisierunghabe keine entscheidenden �Anderungen f�ur die Statistik der Verz�ogerungszeit zurFolge. Dar�uberhinaus wenden sie sogar | trotz des Vorliegens von KAM-Orbits| den thermodynamischen Formalismus f�ur dynamische Systeme [Rue78, T�el90]an. Sie halten den thermodynamischen Formalismus f�ur anwendbar, solange diefreie Energie nur f�ur niedrige Generationen (der vertikalen Struktur?) bestimmt
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u� der parabolisch entweichenden Orbits gegen�uberden Einfangorbits l�a�t dieses Unterfangen jedoch in meinen Augen als zweckloserscheinen.



Schlu� No more questions,Please.No more tests.Comes the dayYou say,"What for?\Please | no more.Stephen Sondheim, Into the WoodsMit dem klassischen Wassersto�atom im zirkular polarisierten elektrischen Feldwurde in dieser Arbeit ein einfaches System untersucht, dessen Dynamik sich alsau�erordentlich vielschichtig erwiesen hat. Da die Ionisation von Wassersto� imStrahlungsfeld relativ gut verstanden ist, wurden Schwerpunkte bei der Analyseder gebundenen Bewegung und Streudynamik gesetzt. Es wurden konsequent dieverschiedenen kanonischen Formulierungen des Systems ausgenutzt, durch welcheder Koordinatensatz stets an die jeweilige Fragestellung angepa�t werden konnte.Das wichtigste Resultat bei der Untersuchung der gebundenen Bewegung istder Nachweis, da� in der Umgebung des Trojanerpunktes bei nicht zu kleinerFeldst�arke F die Voraussetzungen f�ur das Silnikov-Ph�anomen erf�ullt sind. Hierkonnten explizit die ben�otigten lokalen Poincar�e-Fl�achen konstruiert werden unddie Existenz eines Hufeisens in der entsprechenden Poincar�e-Abbildung gezeigtwerden.Bei der Analyse der Streudynamik wurde die Bedeutung der parabolisch entwei-chenden Orbits f�ur die Struktur der Streufunktionen deutlich herausgestellt. Diebeiden Aspekte der selbst�ahnlichen Struktur der Streufunktionen | horizontaleund vertikale Struktur | konnten auf Weite bzw. Anzahl der Kepler-Exkursionender Streuorbits eines regul�aren Intervalls der Streufunktionen zur�uckgef�uhrt wer-den. Die algebraische Skalierung in der N�ahe der parabolischen Streusingu-larit�aten wurde durch die Berechnung der Wiederkehrzeit bei weiten Kepler-Exkursionen �uberzeugend erkl�art. 118



Schlu� 119Die amWassersto�atom gewonnenen Resultate wurden auf eine Klasse von Streu-systemen verallgemeinert, zu welcher sowohl explizit zeitabh�angige Systeme alsauch Systeme mit internen Schwingungen geh�oren. Durch die Berechnung derWiederkehrzeit bei weiten Exkursionen unter Ber�ucksichtigung der Periodizit�atdes Restsystems konnte nachgewiesen werden, da� die Streufunktionen in derN�ahe parabolischer Singularit�aten stets algebraisch skalieren. Der Skalierungsex-ponent � lie� sich als Funktion des Exponenten � ausdr�ucken, der die asympto-tische Wechselwirkung zwischen Target und Projektil beschreibt.Die Anwendung dieser Ergebnisse auf die Untersuchung der Statistik von Le-bensdauern bei Streuensembles lag nahe. Es konnte nachgewiesen werden, da�man bei Vorliegen parabolischer Streusingularit�aten trotz der Abwesenheit vonKAM-Strukturen einen algebraischen Zerfall tempor�arer Streukomplexe �ndet.Es wurde darauf hingewiesen, da� in einigen aktuellen Arbeiten im Widerspruchdazu von einem exponentiellen Zerfall ausgegangen wird. Meine Arbeit widerlegtentsprechende Aussagen.Ungekl�art ist nach wie vor die Situation, wenn zus�atzlich zu den parabolischenStreusingularit�aten KAM-Strukturen zu ber�ucksichtigen sind. Einige vorl�au�genumerische Experimente deuten darauf hin, da� der Zerfall von Streuensemblesdann langsamer als algebraisch ist [BeEc93, KoWi95]. F�ur den Nachweis einer spe-zi�schen Zerfallsfunktion m�ussen jedoch �au�erst lange Verz�ogerungszeiten undsehr gro�e Streuensembles ber�ucksichtigt werden. Der notwendige numerischeAufwand konnte in dieser Arbeit nicht bew�altigt werden.Es w�are interessant, eine M�oglichkeit zu �nden, Systeme mit parabolischen Streu-singularit�aten mit Hilfe des thermodynamischen Formalismus f�ur dynamische Sy-steme [T�el90, Ste95] zu untersuchen. Bisher ist bei der Anwendung des Formalis-mus stets die Hyperbolizit�at des Systems und ein exponentielles Zerfallsverhaltenvorausgesetzt worden.
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