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Einleitung

Into the woods,

It’s time to go,

I hate to leave,

I have to, though.

Into the woods —

It’s time, and so

I must begin my journey.

STEPHEN SONDHEIM, INTO THE WOODS

Das klassische Wasserstoffatom im zeitabhdngigen elektrischen Feld ist ein dy-
namisches System, das — neben seiner hervorragenden Bedeutung fiir die In-
terpretation von Ionisationsexperimenten — als beispielhaftes Modellsystem
fiir viele Aspekte der Theorie dynamischer Systeme dient. Mitte der siebziger
Jahre gaben die Experimente Bayfields und Kochs zur Multiphotonionisation
hochangeregter Wasserstoffatome [BaKo74| den Ansto8 zu Anstrengungen, die
feldstarkenabhéngige Ionisationsgrenze auf (semi-)klassischer Basis zu erkliren
[Cas™87, Jen'91, Jen92, MoKo092, She93]. Die Anwendung der relativ jungen klas-
sischen Theorie nichtlinearer Systeme (Chaostheorie) erbrachte dabei Resultate,
die iiber einen weiten Parameterbereich gut mit den experimentellen Ergebnissen
{ibereinstimmen [Jen84].

Die Bewegung des Elektrons im Feld des Protons und im &dufleren zeitabhingi-
gen elektrischen Feld wird durch die Coulomb-Singularitdt, durch KAM-Bereiche
in der Umgebung stabiler periodischer Orbits und durch das asymptotisch at-
traktive 1/r-Potential geprigt. Der Fall eines zirkular polarisierten elektrischen
Feldes ist hier von besonderem Interesse, weil durch den Ubergang in ein ro-
tierendes Koordinatensystem die beschreibende Hamilton-Funktion ihre explizite
Zeitabhéngigkeit verliert. Wahrend die Ionisation von Wasserstoffatomen heute
relativ gut verstanden ist, klaffen bei der Analyse sowohl der gebundenen als auch
der Streudynamik grofie Liicken. Diese Arbeit dient dazu, durch eine umfassende
Behandlung der verschiedenen Darstellungen des Systems, der Chaosmechanis-
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4 FEinleitung

men bei der gebundenen Bewegung und der Eigenschaften der Streufunktionen
einige dieser Liicken zu schlieflen.

Der Schwerpunkt meiner Untersuchungen zur gebundenen Dynamik des Wasser-
stoffatoms im zirkular polarisierten elektrischen Feld liegt bei der detaillierten
Analyse des sogenannten Silnikov-Phdnomens [Sil67, Sil70, Dev76]. Silnikov und
Devaney haben gezeigt, daf ein Sattel-Fokus-Fixpunkt der Bewegungsgleichun-
gen zusammen mit einem homoklinen Orbit die Existenz einer hyperbolischen
invarianten Menge im Phasenraum impliziert, auf der die Dynamik chaotisch ist.
In dieser Arbeit werden erstmals bei einem realistischem System die in Devaneys
Beweisfiihrung benotigten lokalen Schnittflichen des Flusses und ihre Bilder un-
ter dem Hamiltonschen Flufl konstruiert, und es wird gezeigt, da} die Dynamik
auf der invarianten Menge topologisch zu einer Smaleschen Hufeisenabbildung
und damit zu einer Shift-Abbildung auf einem Folgenraum konjugiert ist.

Bei der Untersuchung der Streudynamik des Elektrons hat man die Komplika-
tion, dafl die Kraft auf das Elektron asymptotisch nicht verschwindet, da das
zeitperiodische elektrische Feld als ortsunabhéngig vorausgesetzt ist. Durch eine
als Beschleunigungseichung bezeichnete kanonische Transformation behebt man
dieses Problem: Im transformierten System bewegt sich das Elektron im Feld
des Protons, welches auf einem geschlossenen Weg gefiihrt wird. Dabei ist die
Bahn des Protons durch das zeitabhéngige elektrische Feld festgelegt; im Falle
zirkularer Polarisation bewegt es sich z.B. gleichférmig auf einer Kreisbahn.

Die Streufunktionen gleichen in ihrer charakteristischen Struktur denen anderer
explizit zeitabhdngiger, aber auch bestimmter zeitunabhingiger Systeme. An-
ders als bei hyperbolischem Streuchaos spielen hier parabolisch entweichende
Streuorbits eine wichtige Rolle. Es gibt eine fraktale Menge sogenannter para-
bolischer Streusingularititen, in deren Nidhe die Streufunktionen algebraisch ska-
lieren — im Gegensatz zur exponentiellen Skalierung in der N&he hyperbolischer
Streusingularitdten. In dieser Arbeit werden die Skalierungseigenschaften des be-
trachteten Systems auf die asymptotischen Eigenschaften des Potentials zuriick-
gefiihrt. Dariiberhinaus werden entsprechende Folgerungen fiir eine grofie Klasse
von Streusystemen gezogen, die in dieser Arbeit genau charakterisiert wird. Dabei
wird der Skalierungsexponent, der das Verhalten der Streufunktionen in der Ndhe
parabolischer Streusingularitdten beschreibt, eindeutig durch das asymptotische
Verhalten des Potentials festgelegt.

Die algebraische Skalierung in der Ndhe parabolischer Streusingularitdten hat
zur Folge, dafl auch bei vollstindig entwickeltem Chaos [Ble™89] fiir Ensembles
von Streutrajektorien kein exponentielles, sondern ein algebraisches Zerfallsgesetz
beobachtet wird. Die Geschwindigkeit des Zerfalls wird durch den Zerfallsexpo-
nenten festgelegt. Es wird gezeigt, dafl dieser durch den Kehrwert des Skalierungs-
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exponenten der algebraischen Skalierung und folglich letztlich durch das asym-
ptotische Verhalten des Potentials bestimmt wird. Der Beweis und numerische
Tests fiir dieses unerwartete Phinomen bilden den Abschlufl dieser Arbeit.

Im ersten Kapitel werden verschiedene kanonische Darstellungen des Wasserstoft-
atoms im zirkular polarisierten elektrischen Feld vorgestellt. Neben dem urspriing-
lichen raumfesten System werden die Hamilton-Funktionen des rotierenden Sy-
stems und des sogenannten mitbewegten Systems (fiir das die Wechselwirkung
asymptotisch verschwindet) hergeleitet. Dariiberhinaus werden zwei Regularisie-
rungsmethoden erldutert, welche die numerischen Schwierigkeiten aufgrund der
Coulomb-Singularitét beseitigen.

Das zweite Kapitel ist gebundenen Bewegungen des Elektrons gewidmet, die nicht
zur lonisation des Wasserstoffatoms fiithren. Hier beschéftige ich mich insbeson-
dere mit der Dynamik nahe der Singularitit und dem sogenannten Trojaner-
punkt, einem stabilen Gleichgewichtspunkt des rotierenden Systems. Bei hoheren
Feldstirken bifurkiert der Trojanerpunkt zu einem instabilen Sattel-Fokus-Punkt
der Bewegungsgleichungen. Zusammen mit einem homoklinen Orbit bildet er die
Voraussetzung fiir das Silnikov-Phinomen.

Im dritten Kapitel untersuche ich Eigenschaften der Elektron-Proton-Streuung im
zirkular polarisierten elektrischen Feld. Die horizontale und die vertikale Struktur
der Streufunktionen werden dargestellt und durch Eigenschaften der Streutrajek-
torien erklédrt. Die besondere Bedeutung der parabolischen Streusingularitéten fiir
die Struktur der Streufunktionen wird hervorgehoben und die algebraische Skalie-
rung in ihrer Umgebung durch asymptotische Eigenschaften der Wechselwirkung
erklart.

Im vierten Kapitel werden diese Uberlegungen auf eine grofie Klasse von Streu-
systemen verallgemeinert. Es werden typische Beispielsysteme vorgestellt, um die
theoretisch vorausgesagten Skalierungseigenschaften zu iiberpriifen. Eine einfache
heuristische Uberlegung legt nahe, daf die algebraische Skalierung der Streufunk-
tionen einen algebraischen Zerfall von Streuensembles zur Folge haben. Bei einem
numerisch unproblematischen System wird diese Vermutung anhand grofler Streu-
ensembles durch die Analyse der Verteilung der Verzogerungszeiten erhértet. Den
Abschlufl der Arbeit bildet ein detaillierter Beweis dieser Hypothese, der auf we-
nigen Grundeigenschaften der Streufunktionen aufbaut. Die Beweisidee fiihrt auf
ein abstraktes Fixpunktproblem, das durch die algebraisch abfallende Verteilung
der Verzogerungszeiten gelost wird.



Kapitel 1
Kanonische Formulierungen

In diesem Kapitel formuliere ich die Hamilton-Funktion und die Bewegungsglei-
chungen des klassischen Wasserstoffatoms im rdumlich homogenen, jedoch zeitab-
hiangigen elektrischen Feld. Fiir den in dieser Arbeit im Vordergrund stehenden
Fall zirkularer Polarisation werden insgesamt vier verschiedene Variablensétze
verwendet, die durch kanonische Transformationen miteinander verkniipft sind.
Im Verlauf der Arbeit wird es sich als vorteilhaft erweisen, verschiedene Problem-
stellungen im jeweils geeigneten Variablensatz zu behandeln.

Auflerdem regularisiere ich durch zwei verschiedene Methoden die Coulomb-
Singularitdt des Differentialgleichungssystems, die numerische Berechnungen der
Dynamik des Elektrons nahe dem Proton wesentlich erschwert. Damit erhalte ich
eine solide Basis, auf der die analytischen und numerischen Untersuchungen der
folgenden Kapitel aufbauen kénnen.

1.1 Das raumfeste System
Die Newtonsche Bewegungsgleichung des Wasserstoffatoms im zeitabhingigen
elektrischen Feld lautet:

e r

mi = Ff(t). (1.1)

dmeg r3

Dabei bezeichnet m die reduzierte Masse des Elektron-Proton-Systems, e die
Elementarladung, » den Ort des Elektrons relativ zum Proton und F f(t) das
elektrische Feld. Fiir den in dieser Arbeit ausfiihrlich behandelten Fall zirkularer
Polarisation hat man z.B.

f(t) =eycoswt + ey sinwt . (1.2)
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Einstweilen sei die Funktion f(¢) jedoch nicht spezifiziert.

Die Skalierungsoperationen, mit denen man sich einiger Systemparameter ent-
ledigen kann, sind bei Anwendung auf die Newtonsche Bewegungsgleichung am
ibersichtlichsten. Unter den Transformationen

4 1/3

<7re§m> r — T (1.3a)
e

4 1/3

(:i) F s F (1.3b)
e2m

ergibt sich das skalierte raumfeste System zu
. T
r:—ﬁ+Ff(t) ) (1.4)

Die Hamilton-Funktion, die dieses im folgenden mit 3 bezeichnete System be-
schreibt, lautet

1 1

H(r,p,t) = §p2 - Fr- f(t). (1.5)

H fiihrt auf die kanonischen Bewegungsgleichungen
T = p (1.6a)
) r

Es sei nun, wie im Spezialfall (1.2), das elektrische Feld periodisch in der Zeit,
d.h. fiir alle ¢ gelte

ft)=rft+2r/w). (1.7)

Dann erweist sich, dafl die Abhéngigkeit der Dynamik von der Kreisfrequenz w
trivial ist. Skaliert man simultan Zeit, Ort und elektrische Feldstdrke geméafl

wt —> t (1.8a)
o2 s (1.8b)
wiPF — F, (1.8¢)

so folgt fiir den Impuls
wPp — p (1.9)
und fiir die Hamilton-Funktion

wPH — H. (1.10)
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Diese neue Hamilton-Funktion hat die gleiche Form wie (1.5), jedoch besitzt f(¢)
nun nicht mehr die Periode 27 /w, sondern 27 und ist somit unabhingig von w.
Fiir den Fall der zirkularen Polarisation ergibt sich z.B. statt (1.2) nach dieser
Transformation die Gleichung

t) = ey cost + e,sint . 1.11
y

Als einziger Systemparameter verbleibt also die Stérke F' des elektrischen Feldes.
Im folgenden werde ich jedoch um der Anschaulichkeit willen den Parameter w
meist in den Gleichungen belassen.

1.2 Das rotierende System

In diesem Abschnitt soll die Untersuchung der gebundenen Dynamik fiir das zirku-
lar polarisierte elektrische Feld (1.2) vorbereitet werden. Hier ist der Ubergang zu
einem mit dem elektrischen Feldvektor mitrotierenden Koordinatensystem sinn-
voll, da die explizite Zeitabhdngigkeit der Hamilton-Funktion auf diese Weise
eliminiert werden kann. Die kanonische Transformation wird generiert durch die
folgende Erzeugende vom F>-Typ [Gol85]:

Fu(r,b,t) = 5 R(t) 7 (1.12)
mit der Drehmatrix

coswt sinwt 0
R(t)=| —sinwt coswt 0 | . (1.13)
0 0 1

Die neuen Koordinaten ergeben sich zu

* = R(t)r (1.14a)
b = Rt)p. (1.14b)

Die Hamilton-Funktion H dieses rotierenden Systems % ergibt sich mit H =
H + 0F,/0t zu

L 1, 1 5 . s

H(7,p) = Ep i Fz — w(Zpy, — Ups) - (1.15)
Durch den Ubergang in das rotierende Koordinatensystem ist es gelungen, die
explizit zeitabhingige Hamilton-Funktion H auf die zeitunabhingige Hamilton-
Funktion H zu transformieren. Der Wert von H ist folglich ein Integral der Be-
wegung, und in Anlehnung an das entsprechende Integral im eingeschriankten
Dreikérperproblem bezeichne ich es als Jacobi-Integral C [Cha27, AbMaT78].
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Es ist erwihnenswert, daB die Hamilton-Funktion H formal mit der Hamilton-
Funktion des Wasserstoffatoms im gekreuzten elektromagnetischen Feld {iberein-
stimmt, sofern man den diamagnetischen Term vernachlissigt [GrFa92, RaCh95].

Die kanonischen Bewegungsgleichungen in ¥ lauten

i o= Pyt wi (1.16a)
§j = Py —wi (1.16b)
i = 7, (1.16¢)
: i
o = —ztwhy+F (1.16d)
Py = —5 ~wh (1.16e)
p, = —=. (1.16f)
F

Im folgenden verwende ich statt der generalisierten Impulse p hiufig die Ge-
schwindigkeiten & = #. Diese stimmen hier nicht wie im raumfesten System X
mit den Impulsen iiberein (siehe (1.16a—c)). Unter Verwendung der Geschwindig-
keiten lautet das Differentialgleichungssystem wie folgt:

i = 1, (1.17a)
i o= (1.17b)
;o= (1.17c)
3 T . -
U = —73 + W% + 2w, + F (1.17d)
: y

Uy = + W — 2w, (1.17e)
. z

. = - (1.17f)

In den Gleichungen (d) bis (f) bezeichnet der erste Summand jeweils die Coulomb-
Kraft zwischen Proton und Elektron, wihrend in den Gleichungen (d) und (e)
der zweite Summand jeweils die Zentrifugalkraft und der dritte Summand die
Coriolis-Kraft darstellt. Der Term F in Gleichung (d) entspricht der Kraft durch
das von auflen angelegte elektrische Feld.

Das Jacobi-Integral C' als Funktion der Orte und Geschwindigkeiten ergibt sich
dann mit (1.15) und (1.16) zu

C=T®)+U#), (1.18)

wobei der kinetische Anteil gegeben ist durch

1
T(3) = 5 (82 + 02 +2) , (1.18b)
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wihrend sich der Potentialanteil (das ,effective potential® gemaf [FaUz95]) zu

1
lmf):-—Ew%ﬂ-Ff—-

=S| o=

(1.18c)

ergibt. Durch Ableiten des ,Potentials“ U kann nur die duflere Kraft Fe,, die
Coulomb-Kraft —# /7 und die Zentrifugalkraft w?(Z,,0) bestimmt werden. Die
Coriolis-Kraft ist hingegen stets orthogonal zum Geschwindigkeitsvektor und lei-
stet deshalb keine Arbeit. Sie besitzt folglich kein Potential. Trotzdem sieht man
leicht, daf die kritischen Punkte des Potentials (d.h. Punkte mit VU = 0) auch
die Gleichgewichts- oder Fixpunkte des Differentialgleichungssystems (1.17) be-
stimmen. Fiir diese gilt ja automatisch ¥ = 0, und somit ist auch die Coriolis-
Kraft gleich null. Gleichgewichtspunkten im rotierenden System 3 entsprechen
Kreisorbits im raumfesten System 3. In Abschnitt 2.2.2 werde ich mich naher
mit der Dynamik in der Ndhe der Kreisorbits auseinandersetzen.

Das Jacobi-Integral 148t sich auch als Funktion der Koordinaten des raumfesten
Systems ¥ darstellen. Mit der Hamilton-Funktion (1.15) und den Transformati-
onsformeln (1.14) ergibt sich

C=FE-wL. (1.19)

Dabei bezeichnet E den (zeitabhingigen) Wert der Hamilton-Funktion H (d.h.
die Energie in ) und L die (ebenfalls zeitabhiingige) 2-Komponente des Drehim-
pulses in . Energie und Drehimpuls im raumfesten System sind also durch die
Konstante C gekoppelt: Wichst E an, so im gleichen Mafle auch L.

AbschlieBend gehe ich noch auf Symmetrieeigenschaften des Systems ¥ ein, die in
Kapitel 2 Verwendung finden werden. Es soll im folgenden die Reversibilitdt des
durch (1.17) definierten Flusses im rotierenden System Y nachgewiesen werden.
Dabei heifit nach [Mos73] ein dynamisches System

dr/dt = F(m) (1.20)

reversibel, wenn es eine lineare Abbildung S gibt mit

S? = id (1.21a)
F(Sw) = —-SF(m). (1.21Db)
Eine Abbildung & mit den Eigenschaften (1.21) heifit (reversible) Symmetrie fiir

das Systems (1.20). Fiir ein reversibles System ist mit #(¢) auch Sw(—t) eine
Losung, denn es gilt:

%(8#(—1&)) = —Snt(—t) = —SF(m(~t)) = F(Sm(~t)) . (1.22)
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Es bezeichne nun speziell
™= (2,9, 2,0y, 0y, U,) (1.23)

den Phasenraumvektor in 3. Dann stellt

Syt (&, ..., 0,) — (%, 7,2, — Ty, —0y, —0,) (1.24)
die Zeitumkehrabbildung und

So i (Z,...,0,) — (%, -7, 2, Uy, =0y, 1) (1.25)
die Spiegelung an der zz-Ebene dar. Die Komposition von &; und S,

S§=388:(&,...,0,) — (Z,—7, 2, —Us, 0y, —0,) , (1.26)

ist eine Symmetrie des Differentialgleichungssystems (1.17), wie man durch Nach-
priifen der Forderungen (1.21) leicht bestitigt. (Die Zeitumkehrabbildung S; al-
lein stellt keine reversible Symmetrie des Systems (1.17) dar, da die Impulse in
die Hamilton-Funktion (1.15) nicht nur quadratisch eingehen.) Wir werden die
hier gefundene Reversibilitdt des Flusses spéter verwenden, um eine Symmetrie
der Poincaré-Abbildung herzuleiten. Die Reversibilitit der Poincaré-Abbildung
vereinfacht die Suche nach periodischen Orbits und homoklinen Punkten und
verringert den numerischen Aufwand bei der Erstellung von Poincaré-Plots.

1.3 Das mitbewegte System

Es gibt im raumfesten System ¥ sowohl gebundene als auch ungebundene Bewe-
gung. Im Falle ungebundener Bewegung hat man in ¥ asymptotisch keine gerad-
linig gleichférmige Bewegung, da die Wechselwirkung fiir grofle Abstédnde nicht
verschwindet. Gleichung (1.5) zeigt, dafl das Potential, in dem sich das Elektron
bewegt, fiir grofle r in

Vas(r) = —Fr - £(t) (1.27)

iibergeht. Die Asymptotik der Streutrajektorien in ¥ ist leicht auszurechnen: Es
handelt sich z.B. im Falle der zirkularen Polarisation um Zykloiden in der xy-
Ebene, iiberlagert von einer gleichférmigen Bewegung in z-Richtung. Wie ich im
folgenden zeige, ist jedoch auch eine Formulierung moglich, in der sich das Was-
serstoffatom im zeitabhéngigen elektrischen Feld als ,echtes“ Streusystem ent-
puppt, dessen Wechselwirkung asymptotisch null wird. In Anlehnung an gewis-
se unitdre Transformationen fiir das entsprechende quantenmechanische System
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[Hen68| realisiere ich dieses Vorhaben durch zwei aufeinanderfolgende kanoni-
sche Transformationen. Diese sind iibrigens, wie auch schon die Transformation
in das rotierende Koordinatensystem, unabhingig von der speziellen Gestalt des
Coulomb-Potentials und kénnen somit fiir beliebige Zentralpotentiale V(r) durch-
gefithrt werden (siehe z.B. Unterabschnitt 4.2.3).

Zunichst wende ich auf die Hamilton-Funktion (1.5) des Systems ¥ die kanonische
Transformation an, die durch

Fou(r,p1,t) =7 (p1 — A(t)) (1.28)

erzeugt wird. Dabei bezeichnet

A =- [ "PEdr (1.29)

das Vektorpotential, aus dem sich das duflere elektrische Feld als negative Ab-
leitung nach der Zeit berechnet. Die Ortskoordinate verdndert sich durch die-
se Transformation nicht: 74 = 7. Der neue generalisierte Impuls ergibt sich zu
p1 = p+ A(t). Die neue Hamilton-Funktion lautet demnach

(1 — A(H)? — - (1.30)

Hl(rlapl)t) = r
1

DO | =

Diese Transformation stellt nur eine Umeichung der elektromagnetischen Poten-
tiale dar: War in System ¥ das Vektorpotential gleich null, so bestimmt das
skalare Potential jetzt nur noch die Coulomb-Wechselwirkung —1/r;, aber nicht
mehr das duflere zeitabhéngige elektrische Feld. Zuweilen sagt man hier auch, das
System befinde sich in Geschwindigkeitseichung [Wie92b]. Erst durch die néchste
Transformation erhélt man ein echtes Streusystem. Die Erzeugende

Fiolra,p) = (4 p(0)) -9 — 3 [ At (1.31)
mit
olt) = | A (1.32)

fithrt auf die neuen Variablen

! — —
'r, = ri+p(t) = r+p(t) (1.33)
P = D1 = p+ A().
Die neue Hamilton-Funktion des mitbewegten Systems Y’ lautet:
H( 1) = 0p” — (1.3
2 ' — p(t)]
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Man sagt hier, das System befinde sich in Beschleunigungseichung [Wie92b]. Man
kann das durch H' beschriebene System offensichtlich interpretieren als ein Elek-
tron, das sich im Feld eines auf dem Weg p(t) laufenden Protons bewegt. Fiir
grofle Absténde r' vom Ursprung sieht das Teilchen lediglich die zeitunabhéngige
Wechselwirkung —1/7'.

Die kanonischen Bewegungsgleichungen lauten

r = p (1.35a)

: r' — p(t)
p = ——F . 1.35b
v plt)F (1:350)
Im Falle der zirkularen Polarisation (1.2) bewegt sich das Proton in X’ auf der
Kreisbahn p(t) = Fw 2f(t), also phasengleich mit dem elektrischen Feldvektor
in ¥. Hier ist es wieder wichtig auszurechnen, wie sich das Jacobi-Integral in den
gestrichenen Koordinaten darstellt. Ausgehend von (1.19) und den Transforma-

tionsformeln (1.33) erhélt man nach etwas Rechnen

F
C=FEFE —-wl +—. 1.36
Diese Beziehung wird in den Ausfiihrungen iiber die Streubewegung haufig Ver-
wendung finden.

1.4 Das mitbewegte und rotierende System

In diesem Abschnitt wird zur Abrundung der verschiedenen Darstellungen unse-
res Systems die Hamilton-Funktion des mitbewegten Systems ¥’ in rotierenden
Koordinaten dargestellt. Dazu verwende ich wieder die durch (1.12) generierte
kanonische Transformation, die diesmal jedoch die Koordinaten (v',p’) in die
rotierenden Koordinaten (#',p') iiberfiihrt. Die entsprechende Erzeugende hei-
e F.(r',p'). Als Hamilton-Funktion des mitbewegten und rotierenden Sy-
stems Y’ ergibt sich

] 1 ~12 1

Hl(i‘l,ﬁl) —

Da auch H' (wie H) nicht explizit von der Zeit abhiingt, ist H' ein Integral der
Bewegung. Sein Wert E’ ist allerdings keine vom Jacobi-Integral unabhingige
Konstante, sondern hiangt auf einfache Weise mit C' zusammen. Mit Hilfe von

E' = E' — wL!, erhdlt man

~ F
C=E+

. (1.38)
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Ich fiihre keine Rechnungen in diesen Koordinaten durch. Das System ¥’ habe
ich lediglich zur Vervollstidndigung des folgenden Schemas eingefiihrt:

Fq

N

(1.39)
Fe

e
e—

0 — &
=

El

h

Dabei lautet die Erzeugende der noch ausstehenden Transformation zwischen %
und ¥

F F F
Fai,p,0) = (34 25 ) i+ (7 =) + 5L — 55t (1.40)
w w w

Die Variablen in den beiden rotierenden Koordinatensystemen hingen also durch
die folgenden einfachen Gleichungen zusammen:

. . F

7= Pt 8 (1.41a)
F

P = Pt g (1.41b)

Es ist einfach, sich die inversen Transformationen zu beschaffen. Insofern kann
man (1.39) mit Recht als kommutatives Diagramm zwischen den verschiedenen
Darstellungen unseres Systems bezeichnen. Es sei nochmals darauf hingewiesen,
daB ein Ubergang in die rotierenden Systeme ¥ und &' natiirlich nur dann sinnvoll
ist, wenn das duflere elektrische Feld gemafl (1.2) zirkular polarisiert ist.

1.5 Regularisierung der Coulomb-Singularitét

Die Coulomb-Singularitét, die in jedem der oben eingefiihrten Systeme auftaucht,
kann fiir numerische Untersuchungen regularisiert werden. Orbits, die der Singu-
laritdt nahekommen, sind beliebig hohen Kréften ausgesetzt, die jede numerische
Routine zur Lésung von Differentialgleichungen ,sprengen®. Ich stelle hier zwei
Methoden der Regularisierung vor. Beide basieren auf der gleichen Idee: Kommt
ein Orbit in die Ndhe der Singularitit, so verlangsamt sich der Ablauf einer , re-
gularisierten Zeit“. Dies hat zur Folge, da} die auftretenden Beschleunigungen
kleiner werden. W&hlt man die Beziehung zwischen regularisierter und normaler
Zeit geeignet, so kann die Singularitidt des Differentialgleichungssystems behoben
werden.
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1.5.1 Regularisierte Zeit

Da das rotierende System Y eine zeitunabhiingige Hamilton-Funktion besitzt,
fallt hier die Regularisierung der Coulomb-Singularitidt besonders leicht. Falls
das Elektron in die Nihe des Protons kommt, konnen die Koordinaten im raum-
festen oder im mitbewegten System bei numerischen Rechnungen gegebenenfalls
zunichst auf die Koordinaten in ¥ umgerechnet werden, bevor regularisiert wird.

Zur Regularisierung des Systems 3 geht man von den Differentialgleichungen
(1.17) aus. Da Verwechslungen hier nicht méglich sind, werde ich in diesem Ab-
schnitt die Tilden {iber den Koordinaten weglassen. Nach einem aus der Him-
melsmechanik wohlbekannten Verfahren (siehe z.B. [Sch79], Seite 203) fithrt man
die regularisierte Zeit s iiber die Beziehung ds = dt/r ein. Es folgt:

d 1d

—_— = —— 1.42
dt rds ( a)
d? 1 d? 1drd
Rl e 1.42b
dt? r2ds?2 r3dsds ( )

Dann erhélt man fiir die regularisierten Newtonschen Differentialgleichungen:

d*z ldrdz =z 9 o dy

e 2wr—= + Fr? 1.4

e s ds T-I-wr:c—l- wrds—l- r (1.43a)

d?y ldrdy vy 9 9 dx

- = - = Z — 2wr— 1.43b

ds? rdsds r—i—wry wrds (1.43b)

d?z ldrdz =z

I 222z 1.4

ds? rdsds r (1.43¢)
mit

dr 1 ( dx dy

— = |z— 1. 1.44

ds r (mds +yds) ( )

Wie man leicht einsieht, fiihren die Faktoren z/r, y/r, z/r nicht auf Singula-
ritdten. Folglich sind diese Gleichungen Standard-Integrationsverfahren (z.B. dem
hier meist verwendeten Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren [EnRe87]) numerisch
zuganglich und liegen den meisten numerischen Untersuchungen dieser Arbeit
zugrunde.

1.5.2 Die Kustaanheimo-Stiefel-Transformation

In diesem Abschnitt stelle ich die Kustaanheimo-Stiefel-Transformation (KS-
Transformation) vor, die fiir Coulomb-Probleme mafgeschneidert ist. Die KS-
Transformation, in Verbindung mit einer einfachen Zeittransformation wie im
letzten Unterabschnitt, erlaubt es, eine Hamilton-Funktion zu konstruieren, die
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rein polynomial ist. Ich beschrinke mich darauf, die KS-Transformation fiir zwei
Freiheitsgrade zu behandeln. Da ich in den meisten Rechnungen nur Trajektorien
in der zy-Ebene beriicksichtige, soll diese relativ einfache Variante der allgemei-
nen KS-Transformation hier geniigen. Die Gleichungen (1.17) zeigen, dafl mit
Anfangsbedingungen z(0) = 0 und 2(0) = 0 eine Trajektorie fiir alle Zeiten in der
zy-Ebene des rotierenden Systems % (und damit auch des raumfesten Systems
¥) verbleibt. Die allgemeine KS-Transformation findet man in [StSc71], die Dar-
stellung in diesem Abschnitt orientiert sich an den Ausfiihrungen im Anhang von
[Kap92].

Die kanonische KS-Transformation in zwei Dimensionen ist durch die Erzeugende
vom F5-Typ

Xz
st(mayapuapv) = \/T—ypu-i-\/r—ypu (145)

gegeben. Auch die uv-Koordinaten versehe ich nicht mit Tilden, da sie ausschlief3-
lich im rotierenden System Verwendung finden. Man erhélt die Transformations-
gleichungen zu

r = uv (1.46a)
1

y = §(u2—v2) (1.46D)
Upy + VPy

, = P T VD 1.46

D 0% + 02 (1.46¢)
UDy — UDy

Py = U2+’U2 ) (146(1)

bzw. die inverse Transformation zu

- - (1.47a)

v = Ji—y (1.47b)
Du = VT — YDy + (1.470)

Pv = —F——Pe— VT — YDy . 1.47d
=p. = V7 =P, (1.47d)

Ferner erhélt man aus (1.46) die Gleichung

u? +v?=2r. (1.48)

In den vorstehenden Gleichungen muf3 die Zweideutigkeit der Wurzel beachtet
werden. Das hat zur Folge, da8 es zu jedem (z,y,p;,p,) # O zwei Urbilder
(u®, v pM) p1)) und (@, v, p@ p2)) gibt. Fiir die Interpretation von spiter
gezeigten Orbits im uv-Raum ist es hilfreich, sich die Abbildungseigenschaften der
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KS-Transformation vor Augen zu fiihren: In Abbildung 1.1 sind die vier Quadran-
ten der zy-Ebene und ihre Urbilder in der uv-Ebene dargestellt. So sieht man zum
Beispiel, dafl eine geschlossene, einmal im Uhrzeigersinn durchlaufene Kurve im
uv-Raum auf eine geschlossene Kurve im zy-Raum abgebildet wird, die zweimal
gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

YA
IT I

8Y

ITI IV

(2) (b)

Abbildung 1.1: Abbildungsverhalten der Kustaanheimo-Stiefel-Transformation.
(a) vy-Konfigurationsraum mit Bezeichnung der Quadranten. (b) Urbild unter der
KS-Transformation: zy bezeichnet das Urbild der positiven/negativen x-Achse,

analog y .

Die Hamilton-Funktion fiir die zirkulare Polarisation im rotierenden Koordina-
tensystem X lautet in Abhéngigkeit von den KS-Koordinaten:

1p; +p} 2 w
Hies(w, v, pu, po) = Wt BEr Fuv — 5 (vpy — upy) - (1.49)

Da die erzeugende Funktion Fj, nicht explizit zeitabhéngig ist, ist der Wert von
Hy, gleich dem Wert von H, d.h. gleich dem Jacobi-Integral C'. Um die Hamilton-
Funktion zu regularisieren, erweitert man nun den Phasenraum um das kanoni-
sche Paar (t,—C'). Man bekommt die neue Hamilton-Funktion H;, = Hy, — C,
die auf jedem Orbit den Wert 0 annimmt. Die Trajektorien werden dabei durch
t' parametrisiert, wobei dt/dt' = 0H},/0(—C) = 1 ist. Geht man zu der neuen
Zeitvariablen s iiber mit

ot

ds = 2%
ST o

(1.50)
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so bekommt man die regularisierte Hamilton-Funktion H},(u,v,t, py,py,, —C) zu

dt'

Hllc,s = Hlls:s%

= H;,(u* +%). (1.51)
Beachtet man noch, dafl sich die kanonischen Gleichungen nicht &ndern, wenn
man eine Konstante zur Hamilton-Funktion addiert, so folgt schliefllich die neue
Hamilton-Funktion

1

Kio =5 (P2 +12) — (u* +0?) (C + Fuv — % (upy — vpu)> , (1.52)

die auf jedem Orbit den Wert 2 annimmt. Die aus (1.52) gewonnenen kanonischen
Differentialgleichungen lauten

du

o, = Pu—wrv (1.53a)
% = py +wru (1.53b)
UZ)S“ = 2Cu+ (Fv - %m) (3u2 + vz) + wuvpy (1.53¢)
CZ;” = 2Cv + (Fu + gm) (3?)2 + u2) + wuvp, (1.53d)
% = w47, (1.53¢)

Die Hamilton-Funktion Kj, ist als Polynom in den generalisierten Koordinaten
u, v, p, und p, Untersuchungen mit Mitteln der Normalformentheorie [Gus66,
DrFi79, Ste91, Eng'95] zuginglich. Aulerdem, und im Rahmen dieser Arbeit
wichtiger, sind die aus K, gewonnenen kanonischen Bewegungsgleichungen als
rein polynomiale Differentialgleichungen numerisch mit relativ geringem Aufwand
zu integrieren.



Kapitel 2
Die gebundene Dynamik

Dieses Kapitel ist der ,inneren“ Dynamik des Wasserstoffatoms im zirkular po-
larisierten elektrischen Feld gewidmet, d.h. Bewegungen, bei denen nicht die Io-
nisation oder die Streudynamik im Vordergrund stehen. Nahezu alle Rechnungen
werden in den Koordinaten des rotierenden Systems % durchgefiihrt (siche Ab-
schnitt 1.2). Bei der Diskussion von Bewegungen des Elektrons in der Nihe des
Protons werde ich die hierfiir angepafiten regularisierten KS-Koordinaten aus Un-
terabschnitt 1.5.2 verwenden.

Bei schwachen Stérungen des Wasserstoffatoms, also im Falle geringer elektrischer
Feldstdrken F', ist es oft sinnvoll, das Problem in Winkel- Wirkungs- Variablen des
ungestorten Coulomb-Systems zu formulieren. Dieser Weg wird in einer Vielzahl
von Arbeiten beschritten, um den Ubergang vom integrablen (und sogar iiber-
integrablen) ungestorten Wasserstoffatomsystem zum schwach gestérten System
moglichst einfach beschreiben zu kénnen. Ein weiterer Vorteil ist der enge Zusam-
menhang zwischen den klassischen Integralen der Bewegung und den Quanten-
zahlen n, [, m des atomaren Wasserstoffs. Das Wasserstoffatom in einem linear
polarisierten elektrischen Feld wird in diesem Sinne z.B. in [LePe79, LeRi85] (ein-
dimensional) und in [Jen'91, Ric92] (mehrdimensional) behandelt, wihrend der
Fall zirkularer Polarisation in Winkel-Wirkungs-Variablen in [How92] fiir zwei
Dimensionen untersucht wird.

Die Darstellung in Winkel-Wirkungs-Variablen eignet sich vor allem, wenn man
sich fiir das Wasserstoffatom im schwachen elektromagnetischen Feld interessiert.
In dieser Arbeit werden jedoch vor allem hohe Feldstidrken betrachtet, fiir die die
Darstellung in Winkel-Wirkungs-Variablen des ungestorten Wasserstoffatoms nur
bedingt brauchbar ist. Beim Ubergang zu Kontinuumszustinden ist es notwen-
dig, den Koordinatensatz zu wechseln, da die Winkel-Wirkungs-Variablen nur fiir
gebundene Zustdnde definiert sind. Ferner kénnen zwar Differentialgleichungen
in den Winkel-Wirkungs-Variablen explizit aufgestellt werden [How92], jedoch

19
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enthalten diese viele trigonometrische Funktionen, deren Berechnung durch den
Computer sehr viel Zeit ben6tigt. Die numerische Bestimmung von Orbits sollte
also ohnehin mit den regularisierten Gleichungen (1.43) bzw. (1.53) durchgefiihrt
werden [Kap94].

Meine Untersuchungen zur gebundenen Dynamik des Wasserstoffatoms im zir-
kular polarisierten elektrischen Feld sind wie folgt gegliedert: Zunéchst wird die
Bewegung des Elektrons in der Ndhe der Coulomb-Singularitit in regularisierten
KS-Koordinaten untersucht. Anschliefend berechne ich mit Hilfe des Potentials
U(%,7) aus Gleichung (1.18c) Gleichgewichtspunkte des Flusses im rotierenden
System % und bestimme Phasenraumbereiche unterschiedlicher Dynamik. Die
Stabilitdtsanalyse der Gleichgewichtspunkte zeigt, dafl es iiberraschenderweise
fiir kleine Feldstiarken neben der Bewegung um die Singularitdt auch eine stabile
Bewegung um das Maximum des Potentials U(Z, §) gibt. Da dieses Phinonem
als Effekt einer dominanten Coriolis-Kraft auftritt, werde ich den entsprechenden
Gleichgewichtspunkt des Differentialgleichungssystems (1.17) in Anlehnung an
ein dhnliches Resultat im eingeschriankten Dreikoérperproblem [Cha27, AbMaT78|
als Trojanerpunkt bezeichnen. Die Bewegung in der Nidhe des Trojanerpunktes
wird mit Hilfe einer Poincaré-Abbildung analysiert. Dabei stellt sich heraus, daf3
die Poincaré-Abbildung als Folge der Coriolis-Kraft in der Regel nicht stetig ist.
Bei grofleren Feldstirken wird der Trojanerpunkt instabil, und man erhdlt im
Phasenraum einen Sattel-Fokus-Punkt. Die irreguldre Dynamik, die durch diesen
Punkt — zusammen mit einem homoklinen Orbit — erzeugt wird, wird einge-
hend analysiert (Silnikov-Phinomen). Hier werden zum ersten Mal bei einem
realistischen System explizit die beim Beweis der Chaotizitdt bendtigten Poin-
caré-Flachen konstruiert und die topologische Konjugiertheit der entsprechenden
Poincaré-Abbildung mit einer Shift-Abbildung auf einem Folgenraum nachgewie-
sen.

2.1 Die Coulomb-Singularitét

Wie in Unterabschnitt 1.5.2 gezeigt wurde, kann die Coulomb-Singularitdt durch
die Kustaanheimo-Stiefel-Transformation und eine anschliefende Zeitskalierung
regularisiert werden. Interessiert man sich fiir Trajektorien, die sich hauptséichlich
in der N&he der Singularitdt aufhalten, so erweist es sich im Hinblick auf einen
engen Zusammenhang des ungestérten Coulomb-Systems mit dem harmonischen
Oszillator als sinnvoll, die Berechnung in den regularisierten KS-Koordinaten
durchzufiihren. Wie ich schon in Unterabschnitt 1.5.2 angekiindigt habe, soll bei
den folgenden Betrachtungen die Bewegung des Elektrons auf die zy-Ebene ein-
geschrankt sein.
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2.1.1 Orbits im Konfigurationsraum

Betrachtet man Trajektorien, die nahe der Singularitidt verlaufen, so geniigt es,
bei der Hamilton-Funktion (1.52) zunéchst nur Terme bis zur zweiten Ordnung zu
beriicksichtigen. Fiir negatives Jacobi-Integral C' gelangt man so zur Hamilton-
Funktion eines zweidimensionalen harmonischen Oszillators der Frequenz wg =

v —=2C"

Ky ~ % (pi —i—pg) + %wg (u2 + vz) . (2.1)
Fiihrt man die KS-Transformation mit anschlieBender Regularisierung fiir das
reine Coulomb-Problem (d.h. ohne &ufleres Feld und im nichtrotierenden Ko-
ordinatensystem) durch, so gelangt man exakt auf diese Hamilton-Funktion. C'
steht dann wegen w = 0 nicht nur fiir das Jacobi-Integral, sondern auch fiir
die Energie des Coulomb-Systems. In diesem Sinne sind das Coulomb- bzw.
Kepler-System und der harmonische Oszillator dquivalent. Die Kepler-Frequenz
wg = /—2C ? = wj unterscheidet sich von der Frequenz der harmonischen Os-
zillatoren, da die Zeit gemifl ds = dt/2r transformiert wurde. Da im Grenz-
fall hoher Bindungsenergien die Coulomb-Kraft die anderen Krifte (Coriolis-,
Zentrifugal- und duflere Kraft) dominiert, ist klar, dal dann Kj, in die reine
Coulomb-Hamilton-Funktion (2.1) iibergeht.

In Abbildung 2.1 sind vier Orbits im uv-Konfigurationsraum aufgetragen, die nu-
merisch mit Hilfe der Differentialgleichungen (1.53) bestimmt wurden. Bild (a)
zeigt einen Orbit, der bei geringer Storung (F = 0.01) und hoher Bindungsener-
gie (C = —10) nahe der Coulomb-Singularitit verliuft (maximaler Abstand ca.
r = 0.1). Man erkennt eine wenig deformierte Ellipse, die im wesentlichen ei-
ne Losung des harmonischen Oszillators darstellt und deren Halbachsen langsam
préazedieren. Diese Prézession ist eine Folge der Rotation des Koordinatensystems.
Man mu$ sich allerdings vergegenwirtigen, dafy die Rotationsgeschwindigkeit des
uv-Systems wegen der Zeittransformation ds = dt/2r eine streng monoton wach-
sende Funktion des Nullpunktabstands ist. Wie man leicht zeigen kann, ist die
Coriolis-Kraft in den KS-Koordinaten u und v stets gegen den Uhrzeigersinn ge-
richtet — im Gegensatz zur Coriolis-Kraft in den Koordinaten z und y, die im
Uhrzeigersinn wirkt.

Erhoht man sukzessive, wie in den Bildern (b) und (c), das Jacobi-Integral C' und
damit den mittleren Abstand von der Singularitit, so verstirkt sich die Prazessi-
onsbewegung. Man erkennt allerdings noch keinen sichtbaren Einflufl der &ufleren
elektrischen Kraft: Stellt man Orbits des reinen Coulomb-Problems im rotieren-
den Koordinatensystem und KS-Koordinaten dar, so kommt man zu ganz dhnli-
chen Resultaten. Erst bei groflerem F' hat die Présenz des dufleren elektrischen
Feldes signifikante Auswirkungen. Bild (d) zeigt fiir F' = 1 einen Orbit, der durch
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Abbildung 2.1: Trajektorien in der Néihe der Coulomb-Singularitit in KS-Koor-
dinaten u und v. Parameter- und Anfangswerte:

(a) F=001, C=-10, wu=0.1, v=0, p,=0;

(b) F=001, C=-092, =01, v=0, p,=0;

(¢c) F=001, C=-03, u=01 v=0, p,=0;

(d) F=1, C=-03, u=0.1, v=0, p,=0.5.
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das duflere Feld sogar ionisiert wird.

Geht man zu positivem Jacobi-Integral C iiber, so sieht man an Gleichung (2.1),
daf} die um den Ursprung linearisierte Bewegung nun instabil ist. Bei C' = 0 liegt
also eine Bifurkation vor, bei der der Gleichgewichtspunkt (u,v,du/ds,dv/ds) =
(0,0,0,0) von stabilem Verhalten (Eigenwerte der Jacobi-Matrix +-iw jeweils zwei-
fach entartet) zu instabilem Verhalten (Eigenwerte +p jeweils zweifach entartet)
iibergeht. Es hat allerdings wenig Sinn, weitere Eigenschaften aus dem um den
Ursprung des Phasenraumes linearisierten System abzuleiten, da man wegen der
auf die Hyperfliche K, = 2 eingeschrinkten Dynamik nicht beliebig nahe an
(u,v,du/ds,dv/ds) = 0 herankommt.

2.1.2 Die Poincaré-Abbildung

Einen Uberblick iiber die Dynamik eines Hamilton-Systems zweier Freiheitsgrade
erhdlt man, wenn man eine Poincaré-Abbildung einfiihrt. Fiir festen Systempara-
meter F' und festes Jacobi-Integral C' sind die Trajektorien auf die dreidimensio-
nale , Energie“mannigfaltigkeit im Phasenraum des System ¥ eingeschriinkt, die
durch H = C bzw. Ky, = 2 gegeben ist. Poincarés Idee war, da$ es fiir ein qua-
litatives Verstdndnis der Dynamik geniigt, die Schnittpunkte von Trajektorien
mit einer zum Fluf} transversalen Hyperfliche, der spédter nach ihm bezeichneten
Poincaré-Fliche zu betrachten. Die Poincaré-Abbildung bildet sukzessive jeden
solchen Schnittpunkt auf den ihm folgenden Schnittpunkt ab. Da der Schnitt zwi-
schen der dreidimensionalen Energiehyperfliche mit der dreidimensionalen Poin-
caré-Fliche (bei Beachtung der Transversalititsbedingung) eine zweidimensionale
Mannigfaltigkeit ist, reichen bei Festlegung der Energie zwei Koordinatenangaben
zur eindeutigen Beschreibung eines Punktes in der Poincaré-Flache. Die Ebene,
die durch die Wahl dieser beiden Koordinaten festgelegt wird, heifle im folgenden
Poincaré-Ebene.

Zur Untersuchung der Dynamik in der Nihe der Coulomb-Singularitdt habe ich
im (u,v,du/ds,dv/ds)-Raum die Poincaré-Fliche ausgewé&hlt, die durch v = 0
und dv/ds > 0 charakterisiert ist. Zur Parametrisierung der Poincaré-Fliche
eignen sich dann bei festen Werten F und C die Koordinaten v und du/ds.
Die Geschwindigkeit dv/ds wird nach Wahl einer Anfangsbedingung (u,du/ds)
in der Poincaré-Ebene mit Hilfe der Energiegleichung K}, = 2 bestimmt.

In Abbildung 2.2 wurden zwanzig Anfangsbedingungen fiir die Parameterkom-
bination F = 0.01, C' = —10 je 1000mal unter der Poincaré-Abbildung iteriert
(Poincaré-Plot). Dabei ergeben sich in der Poincaré-Ebene augenscheinlich aus-
schliefflich invariante Linien. Es sind keine Bereiche irreguldrer Dynamik erkenn-
bar. Aufgrund dieser Eigenschaft konnte man schlieen, dal neben dem Wert
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Abbildung 2.2: Poincaré-Plot in KS-Koordinaten fir F = 0.01, C' = —10.

der Hamilton-Funktion K}, noch ein zweites Integral der Bewegung existiert.
Vergleicht man dieses Bild mit einem Poincaré-Plot fiir F' = 0, d.h. das reine
Coulomb-Problem, so wird man kaum einen Unterschied erkennen. Die Stérung
durch das auflere elektrische Feld ist also so klein, dafl der Wert E' der Hamilton-
Funktion H des raumfesten Systems ¥ in guter Ndherung erhalten ist und die
invarianten Linien Niveaulinien von E in der Poincaré-Ebene entsprechen. Man
nennt eine Funktion der Phasenraumkoordinaten, die unter langsamer Parame-
tervariation annahernd erhalten bleibt, eine adiabatische Invariante des Systems
([Sag™88], S. 82).

Der Bahn aus Abbildung 2.1 (a) entspricht hier der markierte Orbit im positiven
u-Bereich. Der bei u = 0.1, du/ds = 0 gestartete Orbit beschreibt im Konfi-
gurationsraum eine Ellipse, deren Hauptachsen sehr langsam prézedieren. Ein
Bildpunkt der Poincaré-Abbildung liegt also stets sehr nahe bei seinem Urbild.
Die invariante Linie wird Punkt fiir Punkt mit kleiner Schrittweite ausgefiillt. Den
beiden Fixpunkten der Poincaré-Abbildung entsprechen einfach geschlossene Or-
bits im raumfesten System ¥. Bei der hier vorliegenden hohen Bindungsenergie
zwischen Proton und Elektron ist auflerdem die Coriolis-Kraft im Vergleich zur
Coulomb-Kraft vernachlédssigbar klein. Dies hat zur Folge, dal der Poincaré-Plot
beziiglich der du/ds-Achse nahezu symmetrisch ist.
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Die Existenz einer adiabatischen Invarianten ist eine Eigenschaft, die das
Coulomb-Problem im zirkular polarisierten elektrischen Feld entscheidend vom
viel untersuchten linear polarisierten Fall unterscheidet. Bei linearer Polarisation
des elektrischen Feldes hat man schon bei kleinen Feldstarken starke Chaotizitit
der klassischen Phasenraumstruktur [LeRi85]. Die relativ stabile Regularitat bei
zirkularer Polarisation wurde mit der Moglichkeit in Zusammenhang gebracht,
durch Ubergang zu rotierenden Koordinaten ein zeitunabhingiges System zu er-
halten [Fut90, Win91]. Dieser Argumentation wurde allerdings in [Nau90a] wi-
dersprochen.

Erh6ht man den Wert des Jacobi-Integrals C' wie in Abbildung 2.3 auf C' = —0.3,
so fallen zwei Unterschiede zum letzten Bild auf. Zum einen ist die Symmetrie

25 T T T T T T T

N
o1

Abbildung 2.3: Wie Abbildung 2.2, jedoch C = —0.3.

beziiglich der senkrechten Achse verlorengegangen: Gebundene Bewegung gibt es
nur noch fiir v > 0, wihrend Anfangsbedingungen in der Poincaré-Ebene mit
u < 0 zu ungebundener Bewegung (Ionisation des Elektrons) fiihren. Orbits, die
die Poincaré-Ebene mit u < 0 schneiden, laufen (im wv-Raum) im Uhrzeigersinn
um die Singularitdt herum. Die Destabilisierung gerade dieser Orbits 143t sich
darauf zuriickfiihren, dafl die nun mit der Coulomb-Kraft vergleichbare Coriolis-
Kraft (im uv-Raum) stets gegen den Uhrzeigersinn, also gegen ihre Laufrichtung
wirkt.
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Zum anderen gibt es in diesem Poincaré-Plot nun auch Inselketten gem&fl dem
Poincaré-Birkhoff-Theorem [LiLi92] und Gebiete irregulidrer Bewegung. Thre Exi-
stenz weist darauf hin, da} F keine adiabatische Erhaltungsgréfie mehr darstellt,
da fiir den hier vorliegenden hoheren Wert des Jacobi-Integrals das duflere elek-
trische Feld eine relativ starke Storung des reinen Coulomb-Problems darstellt.

Der in Abbildung 2.1 (c) dargestellte quasiperiodische Orbit gehért zu einem der
erhaltenen KAM-Tori in Abbildung 2.3, die sich um den Fixpunkt der Poincaré-
Abbildung scharen.

2.2 Die Fixpunkte des Flusses

Aufler durch die Coulomb-Singularitdt wird der Phasenraum des rotierenden Sy-
stems ¥ wesentlich durch die Gleichgewichts- oder Fixpunkte (7#,?) des Differen-
tialgleichungssystems (1.17) strukturiert. Einem solchen Fixpunkt entspricht im
raumfesten System ¥ eine Kreisbahn des Elektrons um das Proton. In diesem Ab-
schnitt werden Positionen und Stabilitdtseigenschaften der Fixpunkte bestimmt.

Da in dem verbleibenden Teil dieses Kapitels ausschliellich im rotierenden Sy-
stem ¥ gerechnet wird, lasse ich die Tilden zur Kennzeichnung der rotierenden
Koordinaten im folgenden wieder weg.

2.2.1 Die Lage der Fixpunkte

Da die Coriolis-Kraft fiir Gleichgewichtspunkte verschwindet und die anderen
Kréfte durch Gradientenbildung aus dem in (1.18c) eingefiihrten Potential

1 1
U(z,y,2) = —=w’r® — Fx — - (2.2)

2 r
hervorgehen, erhélt man die Gleichgewichtspunkte aus den Bedingungen v = 0
und VU(r) = 0 (siehe Seite 10). Es folgt sofort y = z = 0, wihrend man fiir die

z-Koordinate die kubische Gleichung
WP+ Fr?F1=0 (2.3)

zu 16sen hat. Dabei gilt das obere Vorzeichen fiir x > 0 und das untere Vorzeichen
fiir x < 0. In Abbildung 2.4 sind die Niveaulinien des Potentials U fiir F = 1 in
der zy-Ebene skizziert. Auch hier gilt wieder, dafl ein Teilchen in der zy-Ebene
verbleibt, falls es mit Anfangsbedingungen z = 0 und v, = 0 gestartet wird.
Man kann sich die Bewegung des Teilchens im rotierenden Koordinatensystem
vorstellen als Bewegung im Potential U(z,y) unter zusitzlicher Beriicksichtigung
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der Coriolis-Kraft, die das Teilchen beziiglich seiner momentanen Bewegungsrich-
tung stets nach rechts ablenkt.

Yy of »L

Abbildung 2.4: Das Potential U(z,y) im rotierenden System fiir F = 1. Die Pfeile
symbolisieren Gradienten von U.

Fiir alle positiven Werte von F ergibt sich fiir U(z,y) die folgende Struktur: Bei
(z,y) = (0,0) liegt die Coulomb-Singularitdt mit U — —oo. Desweiteren gibt es
zwei kritische Punkte von U, die durch (2.3) gegeben sind. Einer liegt auf der
z-Achse rechts von der Singularitdt (d.h. z > 0, y = 0) und stellt einen Sattel-
punkt von U dar. Der andere, ein Maximum von U, liegt auf der xz-Achse links
von der Singularitdt (d.h. z < 0, y = 0). Da es keine weiteren kritischen Punk-
te gibt und fiir grofle Entfernungen r vom Nullpunkt die repulsive Zentrifugal-
Wechselwirkung dominiert (U — —oo fiir r — 00), liegt hier sogar das absolute
Maximum von U.

Die Positionen z(F') der kritischen Punkte auf der z-Achse des rotierenden Sy-
stems sind in Abbildung 2.5 dargestellt. Im Grenzfall F' — 0 befindet sich das
Maximum bei £ = —1 und der Sattel bei x = 1. Im Grenzfall groler F' hat man
fiir den Sattel z ~ 1/\/F, wahrend fiir das Maximum z ~ —F gilt.

2.2.2 Die Stabilitit der Fixpunkte

Wiirde sich die gesamte Kraft durch Gradientenbildung aus U herleiten, so wére
klar, von welchen Stabilitdtstypen die durch die kritischen Punkte von U gege-
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Abbildung 2.5: Die Lage der Gleichgewichtspunkte im rotierenden System in Ab-
hingigkeit von F'.

benen Gleichgewichts- oder Fixpunkte (z,y,v,,v,) = (z(F),0,0,0) wiren: Beim
Maximum von U lige ein (hyperbolischer) Sattel des Flusses mit reellen Eigen-
werten p;, —p1, p2 und —py. Dabei gehoren die negativen Eigenwerte zu Orbits,
die asymptotisch auf das Maximum herauflaufen, wihrend die positiven Eigen-
werte zu vom Maximum hinablaufenden Orbits gehdren. Beim Sattelpunkt von
U ldge hingegen ein Fixpunkt des Flusses, der durch zwei reelle Eigenwerte p
und —p und zwei imaginidre Eigenwerte i und —ir ausgezeichnet ist. Die reellen
Eigenwerte gehoren zur z-Richtung, in der U ein Maximum annimmt, die ima-
gindren Eigenwerte gehoren zur y-Richtung, in der U ein Minimum hat. Da im
rotierenden Koordinatensystem jedoch die Coriolis-Kraft zu berticksichtigen ist,
wird im folgenden die Stabilitdt der Fixpunkte genauer zu untersuchen sein.

Sei also fiir festes F' ein Gleichgewichtspunkt gegeben, der durch seinen z-Wert
z* = z*(F) gemifB Gleichung (2.3) eindeutig gegeben ist. Bezeichnet man einen
Phasenraumvektor durch « = (z,y,v,,v,)" und den Gleichgewichtspunkt durch
7 = (z*,0,0,0)%, so erhélt man aus (1.17) das um 7* linearisierte Differential-
gleichungssystem (siehe auch [AbMa78|, Seite 683) als

d 0 _ ;
Lin— ) = Lim— ), 24

wobei die Jacobi-Matrix gegeben ist durch

L = J HessH(w*)
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0 0 1 0

0 0 0 1
— 2.5
w? + 2|z*| 3 0 0 2w (2:5)

0 w?—|z*3 —2w 0

Dabei bezeichnet J die symplektische Matrix

0, ids
J= . 2.6
( —idy 0, ) (2:6)

Berechnet man die Eigenwerte A von L als Nullstellen des charakteristischen
Polynoms und setzt man w = 1 (siehe Abschnitt 1.1), so gelangt man zu

A = +pEt.q (2.7)

mit
*|—3 _ 2
*|—3 9 *|[—3
¢ = |2 <Z|m| —2). (2.8b)

Den vier unterschiedlichen Losungstypen dieser Gleichung entsprechen vier ver-
schiedene Stabilitdtstypen des Gleichgewichtspunktes:

q |Ptq|p—+/q| M, ..., A | Bezeichnung Beispiel
>0 >0 >0 +p1, p2 | Sattel Potentialmaximum
>0 >0 <0 +p, tiv | Sattel-Zentrum | Potentialsattel
>0 <0 <0 +ivy, +ivy | Zentrum Potentialminimum
<0 +p+iv | Sattel-Fokus Sattel mit Rotation

In der letzten Spalte der Tabelle findet man zu jedem Stabilitédtstyp ein Beispiel.
Dabei geniigt fiir die ersten drei Typen eine Hamilton-Funktion, die additiv aus
einem kinetischen und einem Potentialanteil zusammengesetzt ist. Ein Sattel-
Fokus kann unter diesen Umstidnden jedoch nicht auftreten. Hier ist zusétzlich
noch ein Rotationsanteil notwendig, der sich z.B. aus der Drehung des Koordi-
natensystems ergibt. Sattel und Sattel-Fokus sind hyperbolische Fixpunkte, d.h.
sie besitzen keine Eigenwerte A mit Re A = 0.

In Abbildung 2.6 sind die Eigenwerte der beiden Gleichgewichtspunkte des Flusses
in Abhangigkeit von F aufgetragen. Die Bilder (a) und (b) zeigen die Eigenwerte
beim Maximum des Potentials U. Das Resultat ist zun&chst iiberraschend: Man
hat fiir kleine F' vier imaginire Eigenwerte +4iv; und +iv5. Das bedeutet, dafl beim
Potentialmaximum ein Zentrum des Flusses liegt und somit in seiner Umgebung
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Abbildung 2.6: Eigenwerte der Gleichgewichtspunkte im rotierenden System X.
(a) und (b): Eigenwerte beim Mazximum von U mit unterschiedlicher Skalierung

der F-Achse.
(c) und (d): Eigenwerte beim Sattel von U mit unterschiedlicher Skalierung der
F-Achse.

Die Bedeutung der Bezeichnungen entnehme man dem Text.
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die Dynamik linear stabil ist. Dieses zunédchst der Anschauung widersprechen-
de Ergebnis wird einsichtig, wenn man sich die Wirkung der Coriolis-Kraft vor
Augen fiihrt. Bei kleiner Stérung durch das duflere elektrische Feld zwingt die
Coriolis-Kraft Teilchen in der Ndhe des Maximums auf Orbits, die den Gleichge-
wichtspunkt im Uhrzeigersinn umrunden.

Man kennt ein dhnliches Phdnomen aus der Astronomie: Im eingeschrdinkten
Dreikérperproblem [Cha27, MeHa92, Hor89] bewegt sich ein Testkorper im Feld
zweier sich umkreisender Himmelskérper der Massen g und 1 — . Im mitro-
tierenden Koordinatensystem hat man, wie im vorliegenden Problem, fiir den
Testkorper ein Potential U, das Gravitations- und Zentrifugalkraft beschreibt.
Es gibt fiinf Gleichgewichtspunkte, die sogenannten Lagrange-Punkte, von denen
drei auf der Achse zwischen den Himmelskérpern liegen und zu Sédtteln von U
korrespondieren, wihrend die anderen beiden Maxima von U entsprechen. Liegt
das Massenverhéltnis p im Bereich 0 < p < p* wobei p* = 1(1 — +/69/9) die
Routhsche kritische Masse bezeichnet [MeHa92], so wird die Dynamik nahe den
Maxima durch die Coriolis-Kraft stabilisiert. Das bekannteste Beispiel ist das Sy-
stem Sonne-Jupiter. Lagrange selbst rechnete nicht damit, dafl die Existenz der
Gleichgewichtspunkte reale himmelsmechanische Folgen haben kdnnte. In unse-
rem Jahrhundert hat man jedoch in der Umgebung der Maxima von U zwei
Gruppen von jeweils etwa fiinfzehn Asteroiden gefunden, die sogenannten Troja-
ner und Griechen, die sich im KAM-Bereich der stabilen Gleichgewichtspunkte
bewegen. Die Bewegung um die Maxima wird instabil, wenn p die Routhsche kri-
tische Masse p* iiberschreitet (wie im vieldiskutierten sogenannten Kopenhagener
Problem, fiir das die beiden schweren Korper gleiche Massen besitzen).

In Unterabschnitt 2.3.2 werden ein Orbit im Konfigurationsraum und Poincaré-
Plots gezeigt, um die Bewegung von Trojanern im hier zu untersuchenden Pro-
blem, dem Wasserstoff im zirkular polarisierten elektrischen Feld, zu veranschau-
lichen. Man findet das stabile Verhalten, wie im astronomischen Analogon, nur
fiir kleine Werte des Storparameters. In Bild 2.6 (a) erkennt man, daf} bei einer
kritischen Feldstdrke von F* =~ 0.12 das Zentrum mit vier imaginiren Eigen-
werten in einen Sattel-Fokus mit vier komplexen Eigenwerten der Form 4+p + v
iibergeht: Mit wachsendem F' bewegen sich die Eigenwerte ¢v; und iv, aufeinan-
der zu und verschmelzen bei F' = F* schliellich im Imaginérteil der Eigenwerte
+p + iv des Sattel-Fokus. Gleichzeitig verlassen die Eigenwerte die imaginére
Achse. Entsprechendes gilt fiir die Eigenwerte in der unteren Halbebene.

Die Realteile +p der Eigenwerte des Sattel-Fokus driicken die Instabilitdt des
hyperbolischen Gleichgewichtspunktes aus, wihrend die Imaginé&rteile +v fiir die
Starke der Rotation um den Gleichgewichtspunkt stehen. In Abschnitt 2.4 werden
diese Aussagen im Zusammenhang mit dem Silnikov-Phdnomen prézisiert.

Man kann den Bifurkationspunkt F™*, bei dem das Zentrum in den Sattel-Fokus
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iibergeht, exakt bestimmen. Dazu geniigt es, dasjenige F' zu bestimmen, fiir wel-
ches der Radikand ¢ in Gleichung (2.7) null wird. Fiir die Lage des Gleichge-
wichtspunktes im Bifurkationspunkt gilt

3
9
o (F*) = —g — —1.04004... (2.9)

und fiir den Bifurkationsparameter folgt aus Gleichung (2.3):

. 1

F* = 633 0.11556. .. (2.10)
Die Bilder 2.6 (c) und (d) zeigen die F-Abhéngigkeit der Eigenwerte +p und +iv
des Sattel-Zentrum-Gleichgewichtspunktes, der beim Sattel von U liegt. Dieser
fiir alle F' nichthyperbolische Punkt wird umso instabiler, je grofler F' gewéhlt
ist. Weder liegt eine linear stabile Bewegung vor, noch ist es moglich, iiber einen
transversalen Schnitt invarianter Mannigfaltigkeiten die Existenz einer chaoti-
schen Menge nachzuweisen. Der U-Sattel ist fiir die Dynamik des Systems also
wenig interessant und wird im folgenden nicht weiter untersucht.

2.3 Die Poincaré-Abbildung

Ich fiilhre nun im rotierenden System X eine weitere Poincaré-Abbildung ein,
mit deren Hilfe die Phasenraumstrukturen der gebundenen Bewegung unter-
sucht werden. Die Poincaré-Flache wird hier nicht wie in Abschnitt 2.1 in den
KS-Koordinaten definiert, sondern in den Koordinaten Z, §, v, v, (deren Tilden
im folgenden wieder weggelassen werden). Der Definitionsbereich der Poincaré-
Abbildung wird bestimmt und ihre Reversibilitdt nachgewiesen. Anschlieflend
werden Poincaré-Plots der gesamten gebundenen Dynamik und speziell der Tro-
janerbewegung diskutiert. Anhand der Trojanerbewegung wird klar, dafl der Fluf}
nicht immer transversal zu der gewédhlten Poincaré-Fliche ist. Eine Konsequenz
ist, dafl die Poincaré-Abbildung nicht iiberall stetig ist.

2.3.1 Definition der Poincaré-Abbildung

Fiir einen festen Wert C' des Jacobi-Integrals wéhle ich zur Definition der Poin-
caré-Abbildung P eine Poincaré-Fliche II. Es erweist sich als sinnvoll, diese Wahl
so zu treffen, daf} die Gleichgewichtspunkte des Flusses in der Poincaré-Fléche lie-
gen. Man legt II also z.B. durch die Bedingungen y = 0 und v, > 0 fest.

Als parametrisierende Koordinaten des Schnittes zwischen II und der Energie-
mannigfaltigkeit H = C bieten sich z und v, an. Aus den Gleichungen (1.18)
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kann bei Vorgabe von C, z, y und v, (und unter Beachtung von z = 0 und
v, = 0) die Geschwindigkeit v, berechnet werden:

1

vzz—vi+w2r2+2<C+F:c+—> . (2.11)
T

Der dynamisch erlaubte Bereich, d.h. der Definitionsbereich von P in der Poin-

caré-Ebene ergibt sich sofort aus Gleichung (2.11), denn es sind nur solche Punkte

(z,v;) in der Poincaré-Ebene erlaubt, fiir die v, reell ist. Die Grenze zwischen

erlaubtem und verbotenem Bereich in der Poincaré-Ebene ist folglich durch die

Gleichung
2 22 1
vy = WT —|—2(C—|—Fm+ﬂ) (2.12)
T
bestimmt.

Die Poincaré-Abbildung P ist reversibel. Dabei heifit nach [Gre™81, McK93| eine
Abbildung P der Ebene reversibel, wenn es eine differenzierbare Abbildung R der
Ebene gibt mit

R®> = id (2.13a)
det(DR) < 0 (2.13b)
PRP = R. (2.13¢)

Eine Abbildung R mit den Eigenschaften (a) und (b) heifit orientierungsumkeh-
rende Involution. Zusammen mit (c) nennt man R eine (reversible) Symmetrie
von P. Mit Hilfe der Reversibilitat des Flusses (Seite 10) wird jetzt gezeigt, daf
die vorgestellte Poincaré-Abbildung P reversibel ist.

Es sei 7 (t) ein Orbit, der zu den Zeiten ¢; und ¢, die Poincaré-Fliche I schneidet,
d.h. (z(t1),v,(t1)) und (z(¢2), v,(t2)) sind zwei aufeinanderfolgende Punkte eines
P-Orbits mit y(¢;) = 0 und v, (¢;) > 0. Nun ist wegen der Symmetrie des Flusses
unter S (Gleichung (1.26)) mit =(¢) auch

7'(t) = Sm(—t) (2.14)

ein Orbit des Systems. Bezeichnet man mit 7 = ¢, — ¢; die Differenz zwischen den
beiden Zeitpunkten ¢; und mit ®, die FluBabbildung des rotierenden Systems, so
gilt:

7 (t2)
7TI(—t1) =

T

m((t1) (2.15a)

P
&, 7' (—ty) . (2.15b)
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Mit (2.14) und (2.15) erhilt man die beiden Gleichungen

m'(—ty) = S®,m(ty) (2.16a)

7' (—ty) = ®;'Sm(ty) (2.16b)
und damit

S, =9 'S. (2.17)

Mit der Poincaré-Abbildung P = @, | (7 hingt hier vom Startpunkt v in der
Poincaré-Fliche ab) und

R=S8n: (z,v:) — (z,—vy) (2.18)
folgt:
RP=P 'R, (2.19)

also die dritte Forderung an eine reversible Symmetrie der Poincaré-Abbildung.
Man zeigt leicht, dafi die beiden anderen Forderungen von (2.13) ebenfalls erfiillt
sind. Das Phasenportrait von P ist symmetrisch zu der zu R gehérenden Sym-
metrielinie, d.i. die Fixpunktlinie von R, die durch die z-Achse gegeben ist. Als
einfache Folgerung kann bei der numerischen Bestimmung der iterierten Poincaré-
Abbildung der Rechenaufwand halbiert werden, da ein an der x-Achse gespiegel-
ter Orbit (bis auf die Bewegungsrichtung) ebenfalls ein erlaubtes Systemverhalten
darstellt.

Abbildung 2.7 zeigt eine globale Darstellung der gebundenen Dynamik am Bei-
spiel einer Systemkonfiguration mit kleiner duflerer Feldstdrke. Fiir ' = 0.007
wurde das Jacobi-Integral so gewihlt, dal C' gleich dem Potentialwert U(z*,0) =
—1.493 ... beim Maximum ist. (z* = —1.0023... wurde dabei in Abhingigkeit
von F aus Gleichung (2.3) berechnet.) Die Geschwindigkeit v, wurde hier durch
\/m v, ersetzt, um die in der Ndhe der Coulomb-Singularitét beliebig hohen Ge-
schwindigkeiten ,,ins Endliche zu holen“. Der dynamisch erlaubte Bereich ist vom
verbotenen Bereich durch durchgezogene Linien abgegrenzt (Gleichung (2.12)).

Der Phasenraum der Poincaré-Abbildung ist in Bereiche unterschiedlichen Ver-
haltens aufgeteilt: Zum einen zeigt sich in der Nihe der Singularitdt bei x = 0
ein dhnliches Verhalten, wie es fiir kleines F' schon in Abbildung 2.2 in KS-
Koordinaten zu sehen war. Die Orbits, die die Singularitdt im Uhrzeigersinn um-
kreisen (z* < z < 0), bilden eine Schar von geschlossenen KAM-Tori, die sich
um einen Fixpunkt von P gruppieren. Diese Orbits werden von der gleichfalls im
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Abbildung 2.7: Poincaré-Plot fir F = 0.007 und C = U(z*,0).

Uhrzeigersinn wirkenden Coriolis-Kraft unterstiitzt. Auf der rechten Seite der Sin-
gularitdt hingegen findet man keinen P-Fixpunkt und auch keine geschlossenen
KAM-Linien. Vielmehr 13uft eine typische KAM-Linie in den Rand des erlaubten
Bereiches hinein und wird unstetig fortgesetzt, indem man sie an der x-Achse
spiegelt. Die zugehorigen Orbits laufen gegen den Uhrzeigersinn und damit gegen
die Wirkungsrichtung der Coriolis-Kraft. Im Zusammenhang mit der Bewegung
in der N&he der Trojanerpunkte wird im n&chsten Unterabschnitt gezeigt, daf
die Unstetigkeit der KAM-Linien auf die Unstetigkeit der Poincaré-Abbildung
zuriickzufiihren ist.

Das Jacobi-Integral C' ist hier so gewihlt, dal man sich auf der Potentialh6he
des U-Maximums befindet. Dementsprechend laufen die Grenzen des erlaubten
Bereichs im Maximum bei (z*,0) zusammen: In der Ndhe des Maximums ist die
Geschwindigkeit durch die Energiebedingung T' = C' — U beschrankt. Links vom
Maximum erkennt man eine Schar von KAM-Orbits, die das (hier stabile) Maxi-
mum in der zy-Ebene im Uhrzeigersinn (also mit der Coriolis-Kraft) umrunden.
Bei genauerem Hinsehen erweist sich, dafl auch diese KAM-Linien an den Grenzen
des erlaubten Bereichs unstetig sind.

Auflerhalb des reguldren Bereichs findet sich ein grofles Gebiet irregulérer Dyna-



36 Kapitel 2. Die gebundene Dynamik

mik, in dem sich kleinere Inseln reguldren Verhaltens behaupten. Das , chaotische
Meer“ ist nicht durch einen KAM-Orbit gegen das Kontinuum abgegrenzt, d.h.
fast alle Orbits in diesem Bereich sind Teile von Streutrajektorien. Dynamisch ist
dieses Gebiet mit dem kleinen irreguldren Gebiet verbunden, das sich bei x ~ 1
erkennen 148t — ebenfalls ein Effekt der Unstetigkeit der Poincaré-Abbildung P.

2.3.2 Die Trojanerbewegung

Ich beschreibe nun die Dynamik in der Ndhe des U-Maximums fiir kleine Werte
des dufleren elektrischen Feldes. In Unterabschnitt 2.2.2 wurde gezeigt, daf die
Bewegung in der N&he des Maximums durch die Coriolis-Kraft stabilisiert wird,
sofern die duflere Kraft nicht zu grof ist. Abbildung 2.8 zeigt das Beispiel eines
Orbits, der eine stabile Bewegung in der Nidhe des Trojanerpunktes ausfiihrt. Der
Orbit gehort zu einer der KAM-Linien in Abbildung 2.7, die rechts der Singula-
ritit liegen. Da C' = U(z*,0) gilt, zeigt Gleichung (1.18a), dafl zwar der gesamte
Ortsraum dynamisch erlaubt ist, das Maximum selbst allerdings nur fiir ¢ — oo
mit Geschwindigkeit null erreicht werden kann.
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Abbildung 2.8: Ein Orbit in der Nihe des stabilen U-Mazimums fir F' = 0.007
und C = U(z*,0).

Fiir das hier vorliegende F' liegt das U-Maximum bei z* = —1.0023.... Ent-
sprechend der stets nach rechts wirkenden Coriolis-Kraft 1duft das Elektron im
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Uhrzeigersinn um dieses Maximum herum. Zusétzlich vollfiihrt es, ebenfalls als
Folge der Coriolis-Kraft, Schleifen. Aufgrund dieses Phédnomens stellt es sich als
unmoglich heraus, eine stetige Poincaré-Abbildung zu konstruieren. Wie ist das
zu verstehen?

Die Poincaré-Flache II ist durch y = 0, v, > 0 definiert worden. Wegen der
Existenz der Schleifen besteht die Moglichkeit, daf} ein Orbit die Mannigfaltigkeit
IT tangential im Punkt 7} beriihrt. Dann ist aber die Poincaré-Abbildung im
Urbild Ty = P~(T}) unstetig. Man betrachte dazu Abbildung 2.9: Es gibt einen

I Q, P P
Qo Py

Abbildung 2.9: Zur Unstetigkeit der Poincaré-Abbildung P: Zwei Orbits (P; und
Q;) in der Nihe einer Trajektorie, die die Poincaré-Fliche I1 tangential berihrt.

Punkt P, in der Nihe von Tj, dessen Bild P, = P(P,) in der Nihe von T; liegt,
wahrend ein Orbit, der aus einem anderen Punkt )y nahe Ty entspringt, die
Umgebung von T} in IT knapp verfehlt und erst in der Nihe von Ty = P?(T;) und
P, = P?(P,) seinen nichsten Bildpunkt @; = P(Q,) hat.

In Gleichung (2.12) wurde die Grenze zwischen erlaubtem und verbotenem Be-
reich berechnet als die Menge derjenigen Punkte (z,v,) in der Poincaré-Ebene,
fiir die v, = 0 ist. Die zugehdorigen Orbits beriihren folglich die Poincaré-Flache
tangential. Aufgrund der vorausgegangenen Diskussion ist nun klar, daf} jeder
Punkt auf der Grenze zwischen erlaubtem und verbotenem Bereich eine Unste-
tigkeitsstelle der Poincaré-Abbildung darstellt.

Als Folge der Unstetigkeit der Poincaré-Abbildung kann es vorkommen, dafl der
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Schnitt erhaltener KAM-Tori mit der Poincaré-Flache keine geschlossene Linie
ergibt, sondern Spriinge aufweist. Dieses Phdnomen konnte schon in Abbildung
2.7 beobachtet werden. Ferner hat man bei der Bestimmung von symmetrischen
periodischen Punkten [Gre79] zu beriicksichtigen, dal Symmetrielinien unter An-
wendung der Poincaré-Abbildung auseinandergerissen werden. Bei mehrfacher
Iteration kann dies zu &uflerst uniibersichtlichen Verhéltnissen fiithren.

In den folgenden drei Abbildungen 2.10 bis 2.12 richtet sich das Interesse auf
die Frage, wie sich das Phasenportrait von P in der N&he des U-Maximums
entwickelt, wenn der Parameter F' den Bifurkationswert F™* iiberschreitet, bei
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Abbildung 2.10: Wie Abbildung 2.7, jedoch F = 0.1.

dem der Fixpunkt sein Stabilitdtsverhalten &ndert (siehe Gleichung (2.10)). Das
Jacobi-Integral wurde, wie in Abbildung 2.7, jeweils auf das U-Niveau des Maxi-
mums gesetzt, d.h. C = U(z*,0). Es liegt hier nicht der oft behandelte Fall vor,
daf ein Fixpunkt der Poincaré-Abbildung P unter Periodenverdopplung instabil
wird. Im Gegensatz zu einer Periodenverdopplungsbifurkation 148t sich hier keine
Umgebung um den Gleichgewichtspunkt finden, auf der P iiberall definiert ist, da
der dynamisch verbotene Bereich bis unmittelbar an den Fixpunkt heranreicht.

Abbildung 2.10 zeigt die Verhéltnisse fiir F' = 0.1, einen Wert etwas unterhalb
des Bifurkationswertes F™*. Um einen Bereich von KAM-Linien erstreckt sich eine
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dreiperiodische Poincaré-Birkhoff-Kette, deren drei Stabilitdtsinseln einen relativ
groflen Bereich des Phasenraums einnehmen.
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Abbildung 2.11: Wie Abbildung 2.7, jedoch F = F* = 0.1156.. . ..

Bei Erh6hung des Parameters F' auf den Bifurkationswert F* (Abbildung 2.11)
schniiren sich die inneren KAM-Orbits in der vertikalen Richtung zusammen,
wahrend sie in horizontaler Richtung stark auseinandergezogen sind. Dieses Pha-
senportrait ist offensichtlich ein degenerierter Ubergangszustand, bei dem sich
der KAM-Bereich vom Gleichgewichtspunkt abkapselt. Weiter auflerhalb hat die-
se lokale Bifurkation zunéchst keine dramatischen Auswirkungen: Nach wie vor
dominiert die dreiperiodische Birkhoff-Kette, wenn sie auch unter der Parame-
terverdnderung etwas nach auflen gewandert ist und ihre Stabilitdtsinseln etwas
kleiner geworden sind.

Bei weiterer Erh6hung der dufieren elektrischen Feldstirke auf F' = 0.125 (Abbil-
dung 2.12) zeigen sich die Konsequenzen, die sich aus dem Ubergang von der linear
stabilen zur linear instabilen Dynamik in der Ndhe des Maximums ergeben. Der
KAM-Bereich hat sich vom Gleichgewichtspunkt ,,abgenabelt* und gruppiert sich
nun um einen neu entstandenen Fixpunkt von P, der einem einfach periodischen
Orbit des rotierenden Systems ¥ entspricht. AuBerhalb dieses KAM-Bereichs be-
findet sich ein Gebiet irreguldrer Bewegung, das durch den transversalen Schnitt
der invarianten Mannigfaltigkeiten des nun instabilen Gleichgewichtspunktes er-
zeugt wird. Im nichsten Abschnitt wird dieser Mechanismus en détail aufgeklart.
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Abbildung 2.12: Wie Abbildung 2.7, jedoch F = 0.125.

Bei weiterer Erhohung von F' verschwindet der reguldre Bereich in einer Peri-
odenverdopplungskaskade vollstindig und hinterldfit lediglich ein dynamisch mit
dem Kontinuum verbundenes Gebiet, in dem keinerlei reguldre Bewegung mehr
aufgefunden werden kann.

2.4 Das Silnikov-Phinomen

In Unterabschnitt 2.2.1 wurde gezeigt, daB im rotierenden System ¥ die Bewe-
gungsgleichungen des H-Atoms im zirkular polarisierten elektrischen Feld zwei
Gleichgewichtslosungen besitzen. Eine davon — sie werde mit 7v* bezeichnet —
ist fiir kleine duflere Feldstdrken linear stabil und geht bei anwachsendem Para-
meter F' in einen hyperbolischen Gleichgewichtspunkt mit Eigenwerten +p + iv,
einen sogenannten Sattel-Fokus iiber (sieche Unterabschnitt 2.2.2). Im folgenden
wird nun gezeigt, daf} es eine Trajektorie gibt, die sowohl in positiver als auch in
negativer Zeitrichtung asymptotisch zu dieser Gleichgewichtslosung ist, die also
sowohl in die stabile, als auch in die instabile Mannigfaltigkeit des Gleichgewichts-
punktes eingebettet ist. Kurz: Es gibt einen zu 7* homoklinen Orbit. Damit sind
zwei Voraussetzungen erfiillt, die fiir eine chaotische Dynamik charakteristisch
sind: Zum einen gibt es einen , Streckungs- und Faltungsmechanismus®, der hier
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durch die Dynamik nahe dem Sattel-Fokus realisiert ist; zum anderen existiert
ein ,,Wiederkehrmechanismus“, der durch die Existenz des homoklinen Orbits
gewdhrleistet ist.

Fiir die Iteration von Diffeomorphismen der Ebene ist in einer &hnlichen Situati-
on der Chaosmechanismus wohlverstanden. Smale [Sma65] hat gezeigt, dafl es im
Falle eines periodischen Sattelpunktes mit einer transversalen homoklinen Ver-
bindung in jeder Umgebung des periodischen Punktes eine invariante Menge gibt,
auf der eine Iterierte des Diffeomorphismus topologisch zur Shift-Abbildung auf
einem Folgenraum konjugiert ist (siehe auch [GuHo086], Theorem 5.3.5). Die Exi-
stenz transversaler homokliner Orbits ist sogar eine generische Eigenschaft von
Diffeomorphismen der Ebene [Dev76]; das Smalesche Theorem gilt also nicht nur
fiir exotische Ausnahmefille. Es 148t sich selbstverstidndlich auch auf Poincaré-
Abbildungen von Vektorfeldern anwenden.

Im hier vorliegenden Fall eines hyperbolischen Gleichgewichtspunktes eines vierdi-
mensionalen Vektorfeldes hat man anders zu argumentieren. Zunéchst ist die Exi-
stenz eines transversalen homoklinen Orbits hier nicht generisch. Dies folgt z.B.
aus dem Kupka-Smale-Theorem (siehe z.B. [Wig88|, Theorem 1.4.1), kann aber
folgendermaflen auch heuristisch verstanden werden: Die stabile und die instabile
Mannigfaltigkeit der Gleichgewichtslosung sind zweidimensionale Untermannig-
faltigkeiten des vierdimensionalen Phasenraumes. Der Schnitt zweier Ebenen im
Vierdimensionalen ist generisch ein Punkt, und so hat auch der Schnitt der beiden
invarianten Mannigfaltigkeiten generisch die (topologische) Dimension null. Also
kann kein (eindimensionaler) Orbit in diesen Schnitt eingebettet sein. Folglich
gibt es im generischen Fall keinen zum Gleichgewichtspunkt homoklinen Orbit.

Beschréankt man sich jedoch, wie im vorliegenden Fall, auf Hamiltonsche Vektor-
felder, so ist die Situation eine andere. Die invarianten Mannigfaltigkeiten sind
nach wie vor zweidimensional, sind aber nun Untermannigfaltigkeiten der dreidi-
mensionalen Energiehyperfliiche (hier: die Hyperfliche H = C). Der Schnitt von
zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten im Dreidimensionalen hat aber generisch
die Dimension eins. Anders ausgedriickt: Die Existenz transversaler homokliner
Orbits zu hyperbolischen Gleichgewichtspunkten ist eine generische Eigenschaft
Hamiltonscher Vektorfelder, und diese Eigenschaft ist strukturell stabil [Rob70].

Silnikov fand als erster Hufeisenabbildungen bei Sattel-Fokus-Punkten von Vek-
torfeldern, die dhnlich wie beim Smaleschen Theorem in Verbindung mit einem
homoklinen Orbit die topologische Konjugiertheit einer Teildynamik des Systems
zur Shift-Abbildung auf einem Folgenraum induzieren [Sil67, Sil70]. In den Vor-
aussetzungen seines Theorems werden jedoch gerade Hamiltonsche Vektorfelder
ausgeschlossen. Erst Devaney konnte Silnikovs Argumentation auf Hamilton-
Systeme erweitern [Dev76]. Das Resultat seiner Arbeit kann in dem folgenden
Theorem zusammengefaflt werden:
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Theorem (Devaney): Gegeben sei das vierdimensionale Hamiltonsche Differen-
tialgleichungssystem «# = F(x). Es seien @ = w* ein Gleichgewichtspunkt vom
Sattel-Fokus-Typ des Vektorfeldes F und T' ein zu ®* gehorender transversaler
homokliner Orbit. Dann gibt es fiir jede lokale transversale Schnittfliche ¥ von
I' und fir jede natirliche Zahl N eine kompakte invariante hyperbolische Menge
An C %, auf der die Poincaré-Abbildung topologisch zu einer Shift-Abbildung auf
N Symbolen konjugiert ist.

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, eine der Hufeisenabbildungen, deren Existenz
Devaney nachweist, fiir das vorliegende System explizit zu konstruieren. Meines
Wissens wird dieses Vorhaben hier zum ersten Mal fiir ein realitdtsnahes Diffe-
rentialgleichungssystem durchgefiihrt. Meine Vorgehensweise lehnt sich dabei im
wesentlichen an Wiggins’ Darstellung in [Wig88], Seite 275 ff. an.

2.4.1 Bestimmung der Eigenrdume

Voraussetzung fiir eine einfache Darstellung der folgenden Uberlegungen ist die
Bestimmung der Eigenrdume der Jacobi-Matrix L aus (2.5). Bezeichnet man mit
A einen der Eigenwerte +p + iv von L, so erhidlt man aus der Beziehung (L —
Aid)w = 0 fiir den entsprechenden Eigenvektor ® = (z,y, vy, v,)" die folgenden
Beziehungen (w = 1):

1+ 2" % — A2 2\ z 0
- 2.2
( )N 1|z % -x ) \ y 0 (2:20a)

(Z;):A<z>. (2.20Db)

Die durch dieses Gleichungssystem bestimmten vier komplexen Eigenvektoren

und

zu den Eigenwerten A = +p + iv lassen sich als einfache Linearkombinationen
von vier reellen Vektoren 7}, %, w{ und = schreiben. Dabei ergeben sich die
Eigenvektoren zu A = p £+ iv als w} £ iwy, wihrend die Eigenvektoren zu A =
—p £ v sich als 7] + 75 schreiben. Dabei sind

L (@1, Y1, U1z, V1)’ (2.21a)
71'5 = (x2ay2av2z,v2y)t (221b)
w = (21, —Y1, —V1w, V)" (2.21c)
w5 = (=2, Y2, Vae, — V)’ (2.21d)
mit reellen Komponenten z;, y;, vj, und v;, (j = 1,2). Wahlt man die z-

Komponente der komplexen Eigenvektoren reell, d.h. o = 0, so erhdlt man mit
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Hilfe von (2.20) die anderen Komponenten als Funktionen von z;:

ol + 12 —1— 2" )

(1 27 + ) T (2.22a)
. = (2.22b)
Ziy = gx(lf — v —1-22"| %) &y (2.22¢)
. = (2.22¢)
o = L. 220

Der instabile Eigenraum E* zu den Eigenwerten p+¢v und der stabile Eigenraum
E? zu den Eigenwerten —p+iv sind jeweils zweidimensional. Beide Rdume lassen
sich als lineare Hiille der reellen Vektoren 7} und #$ (j = 1,2) schreiben:

E" = span(=w},my) (2.23a)
E* = span(wi],m;) . (2.23b)

Es sei nun 7 die Matrix, die die erzeugenden Vektoren #} und w$ (j = 1,2) der
Eigenrdume auf die Einheitsvektoren ey, ..., e, abbildet. Die inverse Matrix 148t
sich einfach darstellen als

T! = (71'111, ™y, T, 7";)
ry O Ty 0
_ Yy Y2 —Un Y2 _ (2.24)
Vig Y2z —Viz VU2
Viy U2y Uiy Uy
Die Transformationsmatrix 7 selbst wurde mit dem Programm MATHEMATICA

[Mat93] bestimmt und soll hier nicht aufgeschrieben werden. Die transformierten
Koordinaten bezeichne ich mit

¢ v

I SR N IO y 5 95

¢ (C) e ] (2.25)
G Uy

Dabei sind ¢* und (* zweidimensionale Vektoren, welche die Komponenten des
Phasenraumvektors im instabilen bzw. stabilen Eigenraum darstellen.

2.4.2 Der zum Sattel-Fokus homokline Orbit

Fiir den von Silnikov und Devaney gefundenen Chaosmechanismus bené6tigt man
neben dem Sattel-Fokus einen transversalen homoklinen Orbit, der den Gleich-
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gewichtspunkt mit sich selbst verbindet. Dieser kann mit Hilfe der Poincaré-
Abbildung P und ihrer Symmetrie R mit grofler Genauigkeit bestimmt werden
(siehe Unterabschnitt 2.3.1). Dazu betrachte ich zunéchst die Schnittlinie des in-
stabilen Eigenraumes E* mit derjenigen Poincaré-Fléache II, die durch das Niveau
C = U(z*,0) des Gleichgewichtspunktes gegeben ist. Die globale instabile Man-
nigfaltigkeit W* N II in der Poincaré-Flache ergibt sich durch Vorwértsiteration
eines nahe dem Gleichgewichtspunkt gelegenen kurzen Stiicks von E*NII. Da der
Gleichgewichtspunkt 7r* auf der Fixpunktlinie von R (der z-Achse der Poincaré-
Ebene) liegt, ergibt sich die globale stabile Mannigfaltigkeit W* N II gemaf

W NI =R(W"NI) (2.26)

als Spiegelung der instabilen Mannigfaltigkeit W* N II an der z-Achse [Gre*81,
Bee91]. Aus dieser Tatsache folgt direkt, da8 jeder Schnittpunkt von W* N II
mit der Symmetrielinie v, = 0 auch auf W* N II liegt und damit ein homokli-
ner Punkt der Poincaré-Abbildung P ist. Hat man einen solchen Schnittpunkt
bestimmt, so ergibt sich daraus der gesamte homokline Orbit T" durch Vor- und
Riickwartsintegration bis in die Ndhe des Gleichgewichtspunktes.

Abbildung 2.13 zeigt fiir F = 0.125 und C = U(z*,0) die numerisch bestimm-
ten invarianten Mannigfaltigkeiten in der Poincaré-Ebene. Auf der linken Seite
durchstoflen die vom Gleichgewichtspunkt ausgehenden Mannigfaltigkeiten die
Symmetrielinie v, = 0 und schneiden sich transversal in einem homoklinen Punkt.
Man beachte, dafl die invarianten Mannigfaltigkeiten jeweils nur auf einer Seite
des Gleichgewichtspunktes bei z* liegen. Die stabile und die instabile Mannigfal-
tigkeit bilden nicht wie bei regulidren Fixpunkten der Poincaré-Abbildung, die zu
einfach periodischen Orbits des Flusses gehoren, ein Kreuz in der Poincaré-Ebene.

Der zu dem homoklinen Punkt der Poincaré-Abbildung geh6rende homokline Or-
bit des Differentialgleichungssystems (1.17) wird in Abbildung 2.14 im Ortsraum
dargestellt. Fiir hohere Werte von F' ist es durchaus moglich, dal homokline Or-
bits komplizierterer Gestalt auftreten. Es kann z.B. vorkommen, dafl die Bahn
um die Coulomb-Singularitdt herum verlduft, wéhrend fiir F' = 0.125 die Coriolis-

Kraft den homoklinen Orbit stets in der nidheren Umgebung des U-Maximums
halt.

2.4.3 Die lokale Hamilton-Funktion

Schreibt man die Hamiltonfunktion H des rotierenden Systems als Funktion der
in Gleichung (2.25) eingefiihrten Koordinaten ¢* und ¢* und entwickelt man an-
schlieend bis zur zweiten Ordnung, so ergibt sich (unter Weglassen des konstan-
ten Summanden H(7*), der fiir die Dynamik belanglos ist) als lokale Hamilton-
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Abbildung 2.13: Invariante Mannigfaltigkeiten des Sattel-Fokus-Punktes in der
Poincaré-Ebene fir F = 0.125 und C = U(z*,0).
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Abbildung 2.14: Der zum Sattel-Fokus homokline Orbit ' fiir F = 0.125.
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Funktion in der Umgebung des Sattel-Fokus

K(¢ 660 6) = p (GG +G6G) —v (GG —G4) - (2.27)

Dabei haben die Koordinaten (* der instabilen Ebene E* die Bedeutung von ge-
neralisierten Orten und die Koordinaten (* der stabilen Ebene E*® die Bedeutung
von generalisierten Impulsen.

Die aus (2.27) folgenden kanonischen Bewegungsgleichungen beschreiben die Dy-
namik in der Nidhe des Sattel-Fokus:

o=l vy (2.28a)
G = pG—uet (2.28b)
G o= —pG+vG (2.28¢)
G = o vt (2284)

Die Bewegungsanteile in instabiler und stabiler Ebene sind entkoppelt. Bei
Einfiihrung von Polarkoordinaten in der stabilen bzw. der instabilen Ebene ver-
einfachen sich die Bewegungsgleichungen weiter. Mit

o= |¢Y (2.29a)
¢* = arg(¢") (2.29b)
o= | (2.29¢)
¢° = arg((’) (2.29d)

schreiben sich die Differentialgleichungen (2.28) folgendermaflen:

re = pr* (2.30a)
or = —u (2.30b)
rs = —pr’ (2.30c)
¢ = —v. (2.30d)

Die Losung ist trivial. Es ergibt sich:

ri(t) = rye’ (2.31a)
g t) = o — vt (2.31b)
ri(t) = rie " (2.31c)
P°(t) = ¢ —vt (2.31d)

oder, bei Riicktransformation in die (-Koordinaten:

¢t . cosvt —sinvt &
( C} ) (t) = e ( e ) ( C:Z ) (2.32a)
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( ¢ ) (t) = e ( c?s vt —sinvt ) ( Cto ) _ (2.32b)
¢ sinvt cosvi Coo

Bei Projektion in die instabile Ebene E* beschreibt ein Orbit in der Nihe des
Gleichgewichtspunktes also eine von innen nach auflen und im Uhrzeigersinn lau-
fende, logarithmische Spirale; bei Projektion in die stabile Ebene E* lduft ein
Orbit auf einer Spirale im Uhrzeigersinn von auflen nach innen. Dabei kann p

als Expansions- bzw. Kontraktionskoeffizient aufgefait werden, wihrend v die
Rotationsgeschwindigkeit beschreibt.

Abbildung 2.15 zeigt, dafl man speziell fiir den homoklinen Orbit " dieses asym-
ptotische Verhalten beobachten kann. Mit Hilfe der Transformationsmatrix 7 aus
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Abbildung 2.15: Der homokline Orbit T fiir F' = 0.125, projiziert in die instabile
Ebene E".

Gleichung (2.24) wurden die (-Koordinaten des homoklinen Orbits berechnet. Da
der Orbit fiir ¢ —+ —oo beliebig genau in der instabilen Ebene E" liegt, gilt hier
r® = |(*| & 0, wihrend in E* die beschriebene spiralférmige Bewegung von innen
nach auflen zu sehen ist. Fiir ¢ — +o0o erhélt man in der stabilen Ebene E* ein
analoges Verhalten mit einem in den Nullpunkt hineinspiralenden Orbit. Die Sy-
stemsymmetrie hat zur Folge, dal die Projektion dieses Orbits in die (*-Ebene
genau dem an der horizontalen Achse gespiegelten Bild 2.15 gleicht. Ich verzich-
te deswegen an dieser Stelle auf eine Abbildung des homoklinen Orbits in der
stabilen Ebene E°.

Die Einfiihrung von Polarkoordinaten in den Eigenrdumen E* und E*® ermdglicht
auch eine andere, im folgenden sehr niitzliche Darstellung des Wertes der lokalen
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Hamilton-Funktion (2.27):

K(r*, ¢%, r®, ¢°) = r'r® (pcos(d” — ¢°) — vsin(¢" — ¢°)) . (2.33)

Diese Formel ist vor allem dann niitzlich, wenn man sich in die Hyperfliche K = 0
begibt, in der ja auch der Gleichgewichtspunkt (r* = r®* = 0) und sein homokli-
ner Orbit liegen. Man beachte, daf (r%, ¢*, r®, ¢*) kein kanonischer Variablensatz
ist. Aus (2.33) konnen also keine kanonischen Differentialgleichungen abgeleitet
werden.

2.4.4 Die Topologie der lokalen Schnittflichen

Es werden nun lokale Schnittflichen des Flusses konstruiert, auf denen die Dy-
namik in der Ndhe des homoklinen Orbits untersucht werden soll. Fiir geniigend
kleines ¢ > 0 seien definiert:

m* = {(¢%¢) : r =g, r* <e} (2.34a)
I’ = {(¢"¢°) : rP=¢ ™ <e}. (2.34Db)

IT* und IT?® sind dreidimensionale Untermannigfaltigkeiten des vierdimensionalen
Phasenraumes. Fiir geniigend kleines ¢ kann der Hamiltonsche Fluf} innerhalb
einer e-Umgebung um den Gleichgewichtspunkt durch das linearisierte System
(2.28) approximiert werden. IT* und IT° sind dann zum Fluf} transversale Schnitt-
flachen. Abbildung 2.16 zeigt diese Tatsache schematisch: Hier werden die 2-
Vektoren ¢* und (* jeweils nur durch eine Koordinatenrichtung reprisentiert, die
Pfeile geben die Richtung des Flusses an.

Topologisch sind IT* und II°* Volltori: $' x R?. Man stelle sich z.B. die Konstruktion
von II" folgendermaflen vor: Man 148t einen Vollkreis in den (*-Koordinaten mit
dem Radius ¢ einmal um den Kreis |(*| = r* = ¢ rotieren; dabei durchliuft der
Polarwinkel ¢" den Bereich —7 bis 7. Das Ergebnis ist fiir beide Schnittflichen
in Abbildung 2.17 skizziert.

Nicht die gesamten Volltori II* und II* sind dynamisch zugénglich, denn der
Wert der Hamilton-Funktion ist ja auf K = 0 festgelegt. Es ist also vonnéten, die
Schnitte der Tori mit der Energiemannigfaltigkeit des Gleichgewichtspunktes zu

betrachten:
¥ = M*n K Y0) (2.35a)
¥ = MI*NnK(0). (2.35b)

Als Schnitte zweier dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten im Vierdimensionalen
sind X" und ¥° zweidimensional. Welche Topologie haben diese Mengen?
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Abbildung 2.16: Schematische Darstellung des homoklinen Orbits T und der lo-
kalen Schnittmannigfaltigkeiten I1* und I1°. Man beachte, daf$ (* und C* jeweils
zweidimensionale Vektoren bezeichnen.

¢U i I ¢S

Abbildung 2.17: Topologie der Schnittmannigfaltigkeiten 1% und II°. Die linken
und rechten Grundfiichen der Vollzylinder sind jeweils zu identifizieren. Fir IT*
st r =g, fur II° ist r® = €.

Das Ergebnis einer numerischen Bestimmung von ¢ ist in Abbildung 2.18 zu
sehen. Hier wurden F' = 0.125 und € = 5- 1073 gewihlt. Bei der Berechnung von
Y* wurde nicht die linearisierte Hamilton-Funktion K verwendet, sondern die
vollstindige Hamilton-Funktion H. Diese wurde zunichst auf die ¢-Koordinaten
umgeschrieben, um dann zu jeweils festgehaltenem ¢* mit Hilfe eines Programms
zur numerischen Nullstellenbestimmung ({}, (¥)-Paare zu finden, die zusammen
mit (§ = e cos ¢’ und (5 = esin ¢® die Energie-Gleichung H = C* erfiillen, wobei
C* = H(m*) ist. SchlieBlich waren die gefundenen Wertetripel (¢*, ¢, (%) noch in
geeigneter Reihenfolge einer Graphik-Software zu iibergeben, um die vorliegende
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Abbildung 2.18: Die Schnittfiiche ¥¢ fiir F = 0.125 und ¢ = 5- 1073,

dreidimensionale Darstellung zu erhalten.

Beachtet man die Identitdt von ¢* = —m und ¢* = 7, so kann man das Resultat als
Moebius-Band der Breite 2¢ interpretieren, das beim Durchlaufen des Winkels ¢*
eine volle Drehung um die Achse ¢* = 0 vollfithrt. Man kann diese Topologie aus
der linearisierten Hamilton-Funktion (2.33) in Polarkoordinaten ableiten. Setzt
man dort K = 0 und kiirzt die Radien r* und r?, so ergibt sich:

pcos(d* — ¢°) — vsin(d* — ¢°) =0 (2.36)
und damit
tan(¢® — ¢°) = g . (2.37)

Damit erhilt man fiir ¥° fiir jeden vorgegebenen ¢°-Wert in der (“-Ebene genau
eine Richtung, welche durch den ¢“-Wert aus Gleichung (2.37) bestimmt wird.
Diese Richtung variiert linear mit ¢*:

wobei die Konstante durch ¢ = arctan(p/v) gegeben ist. Fiir die Schnittfliche X“
ergibt sich ein analoges Bild.

Somit geniigen zur Kennzeichnung eines Punktes auf den Schnittflichen ¥* und
>* je zwei Koordinaten. Die einfachste Wahl ist, neben positiven Werten fiir r*
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und r* auch negative Werte zuzulassen. Damit kann ein Punkt in 3" durch die
Angabe von (¢*, r*) und ein Punkt in ¥* durch die Angabe von (¢*, r*) spezifiziert
werden. Abbildung 2.19 zeigt die zu Rechtecken ,,ausgerollten“ Schnittflachen »*
und >°.

€ €

U 28
om - — — — — ™o — — — — — — —
—T ¢ ™ —T ¢ ™

Abbildung 2.19: Die ,ausgerollten® Schnittflichen X% und ¥°. Fir die ,Radien“
r® und r* sind auch negative Werte zugelassen.

2.4.5 Die lokale Abbildung A4,

Im folgenden wird eine Poincaré-Abbildung A : D* — ¥* auf einem Gebiet
D* C X* konstruiert und ihre Dynamik beschrieben. Abbildung 2.16 gibt einen
Hinweis, wie dabei vorzugehen ist. Es ist angebracht, die Abbildung A in zwei
Teilabbildungen zu unterteilen,

A= Ao A,, (2.39)

wobei die ,,globale“ Abbildung A, : D* — ¥° ein Gebiet D" in £* entlang dem
homoklinen Orbit I" nach 3¢ abbildet und die ,lokale“ Abbildung A; : D* — X*
ein Gebiet D? in ¥° zuriick nach X" abbildet.

Zunichst sei das Augenmerk auf die lokale Abbildung A; gerichtet. Man betrach-
te einen Orbit, der zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Flache ¥* schneidet und dort durch
die Koordinaten (7§, ¢§) bestimmt ist. T' bezeichne die Flugzeit bis zum Errei-
chen von ¥". Fiir geniigend kleine ¢ konnen mit ausreichender Genauigkeit die
Losungen (2.31) der linearisierten Differentialgleichungen verwendet werden. Aus
der Schnittbedingung r*(T") = r¥ exp(pT') = € ergibt sich die Flugzeit als

7= Liog (i> . (2.40)

u
P To
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Mit der Losung (2.31) der linearisierten Differentialgleichungen und dem Zusam-
menhang (2.38) zwischen den Winkelkoordinaten lassen sich die Koordinaten des
Orbitschnittpunkts mit ¥* und damit die lokale Abbildung .4; berechnen:

Al(rga ¢(s]) = (TS(T), ¢U(T))
= (rse T, ¢4 —0T)
= (s exp (—ﬁ log(s/rg)) , 05+ & — %log(s/r}f))
= (rg‘, b5+ ¢ — %log(s/ra‘)) . (2.41)

Folglich geht fiir r§ — 0 der Winkel ¢" in ¥* gegen unendlich. Eine Kurve in ¥?,
die die Linie r* = 0 transversal schneidet, wird also unter A; auf zwei Spiralen in
Y% abgebildet, die sich beide unendlich oft um den Torus II* winden. Abbildung
2.20 zeigt das vorausgesagte Verhalten, wobei hier zur Kontrolle nicht die lineari-
sierten Gleichungen, sondern die Differentialgleichungen (1.17) des vollstdndigen
Systems % verwendet wurden.

/
—T 0 ™ —T 0 T
¢* o

Abbildung 2.20: Das Bild einer Kurve S in ¥° unter der lokalen Abbildung A,.
Parameter: F = 0.125, e =5-1073, S = {(¢°,7%) € X¢ : ¢* =0, |r*| < ¢&}.

2.4.6 Die globale Abbildung A,

Als Hilfsmittel zur Beschreibung der lokalen Abbildung A; wurden die in der Nihe
des Gleichgewichtspunktes linearisierten Differentialgleichungen verwendet. Zur
Beschreibung der ,,Wiederkehr“, d.h. der globalen Abbildung A, ist es dagegen
notwendig, die Kenntnis des homoklinen Orbits I" auszunutzen. I' gewéhrleistet,
daB eine Umgebung D" von I' in der Schnittfliche X" mit dem Flufl wieder nach
Y* zuriickgefiihrt wird. Zur genaueren Beschreibung dieses Vorgangs werden nun
die Schnittpunkte des homoklinen Orbits mit den Schnittflichen des Flusses ein-
gefiihrt:

¢ = =Nl (2.42a)
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Mit diesen Bezeichnungen gilt offensichtlich A,(¢*) = ¢°.

S

q

S AT . (2.42D)

5, Ferner bezeichne

man die (eindimensionalen) Schnitte der invarianten Mannigfaltigkeiten mit den

Schnittflachen folgendermaflen:

u

)

u

&€

S

S

€ Q9

wens® ={(r’,¢") € &% : r* =0} (2.43a)
W N e (2.43b)
wenx® ={(r* ¢°) € ¥° : r* =0} (2.43c)
WeAse. (2.43d)

Die invarianten Mannigfaltigkeiten W* und W?# schneiden sich generisch trans-
versal im homoklinen Orbit I'. In den Schnittflichen ¥* und ¥ stellt sich dieser
Sachverhalt wie in der schematischen Abbildung 2.21 dar. In 3" schneiden sich o*

U w S w
2 B 2 Ag(B%
S »

0 m r¢ 0 5

q q
—€ —€

—T T - T

P ¢°

Abbildung 2.21: Die Schnitte 0“° und w™® der invarianten Mannigfaltigkeiten
W* und W* mit den Schnittflichen ¥* und X° (schematisch). Zusditzlich ist das
Parallelogramm B und sein Bild unter der globalen Abbildung A, skizziert.

(das ist die Achse r* = 0) und w*® transversal im Punkt ¢*. In X* schneiden sich

o® (das ist die Achse r* = 0) und w" transversal im Punkt ¢°. Unter der globalen

Abbildung A, wird w*® auf ¢ und o* auf w* abgebildet. Ein Parallelogramm B

in X%, dessen Seiten entlang o" und w?® ausgerichtet sind und das nah genug am

homoklinen Orbit ¢* liegt, wird also unter 4, auf ein Parallelogramm 4,(B) in
3" abgebildet, dessen Seiten parallel zu w* und ¢° sind und das nahe bei ¢° liegt.
Ziel ist es, das Bild A, (B) unter 4; zuriick nach ¥* abzubilden und es mit dem
Urbildparallelogramm B zum Schnitt zu bringen. Nach Devaney ergibt sich bei

,geeigneter Wahl“ von B ein typisches Hufeisenszenario.

Eine geeignete Wahl von B stellt sich im hier vorliegenden Fall als Problem her-

aus. Zum ersten ist man stets bis zu einem gewissen Grad auf Ausprobieren

angewiesen, um ein Parallelogramm zu finden, das die gewiinschten Wiederkehr-

eigenschaften besitzt. Zum zweiten ist die Instabilitdt von Bewegungen in der
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Né&he des homoklinen Orbits relativ grof. Es ist numerisch nahezu unmoglich,
eine Umgebung von ¢* entlang dem homoklinen Orbit I' bis in eine Umgebung
von ¢° zu integrieren. Die meisten Orbits verfehlen bei numerischer Integration
trotz genauestmoglicher Rechnung aufgrund sukzessive sich vergréflender Run-
dungsfehler die Schnittfliche ¥°.

Mit Hilfe von [Ste94] fand ich die folgende Losung fiir dieses Problem. Die ge-
naueste Angabe fiir einen Punkt des homoklinen Orbits liegt konstruktionsbe-
dingt (siehe Unterabschnitt 2.4.2) fiir die ,Mitte“ von I in der Poincaré-Fliche
IT vor. Statt also in der Ndhe des (nicht so genau bekannten) Punktes ¢* ein ab-
zubildendes Parallelogramm vorzugeben, habe ich ein Parallelogramm B’ in der
N&he von I' in II gewdhlt und dieses in der Zeit riickwérts bis nach ¥* und in
der Zeit vorwarts bis nach 3° integriert. Die globale Abbildung .4, wird so also
in zwei Teilabbildungen aufgeteilt:

Ag = Agz e} Ag1 y (244)
wobei

Ay @ T4 —TI (2.45a)

Ap :+ I — 3¢, (2.45b)

Das Urbild von B’ unter A, nenne ich B, und B’ kann durch gezieltes Ausprobie-
ren so gewahlt werden, dal B in etwa so aussieht wie gewiinscht. Die Abbildung
2.22 zeigt das auf diese Weise gewonnene ,,Parallelogramm® B und sein Bild unter
der globalen Abbildung A,(B).

r ! ' 0.00020 ' '
0.00014 - BCX*+"
0.00012 1 0.00010 -
0.00010 - = Ay(B) C ¢
' ' 0.00000 — ' '
-2.8150 -2.8145 2.8100 2.8150  2.8200
9" ¢*

Abbildung 2.22: Das Parallelogramm B in X% und sein Bild unter der globalen

Abbildung A, in T° fir F =0.125 und e =5-10 3.
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2.4.7 Die Konstruktion des Hufeisens

Mit der Vorarbeit, die in Unterabschnitt 2.4.5 auf die lokale Abbildung .4; ver-
wendet wurde, kann nun erschlossen werden, wie das Parallelogramm B unter
Anwendung der vollstindigen Poincaré-Abbildung A = 4,04, : X% — X
abgebildet wird. Das Parallelogramm 4,(B) in 3¢ liegt nahe der stabilen Man-
nigfaltigkeit o°. Wie in Unterabschnitt 2.4.5 ausgefiihrt wurde, werden Punkte
von Ay(B) durch A; umso weiter in ¢“-Richtung um II* gewickelt, je ndher sie
bei der stabilen Mannigfaltigkeit o liegen. Bei geeigneter Wahl von B ist also zu
erwarten, dafl A(B) um IT* gewickelt wird und dabei, u.U. mehrmals, das Urbild
B schneidet. In der Tat sagt Devaneys Theorem sogar, dal B so gew&hlt wer-
den kann, daf§ jede Anzahl N von transversalen Schnitten zwischen B und A(B)
moglich ist.

Abbildung 2.23 zeigt die Situation im hier vorliegenden Fall F' = 0.125 mit der im
letzten Abschnitt dargestellten Wahl von B. Der Schnitt zwischen Urbild und Bild
A(B) N B besteht aus zwei schmalen, nahezu waagerechten Streifen. Das Paral-
lelogramm B wird durch die Poincaré-Abbildung A etwa fiinfmal in ¢“-Richtung
um den Torus IT* gewickelt; zwei dieser Segmente schneiden das Urbildparallelo-
gramm. Die Wahl von B ist also gerade so getroffen worden, daf sich die Topologie
einer klassischen Hufeisenabbildung ergibt.

In dieser Situation gibt es also eine A-invariante Cantor-Menge C im Schnitt
A(B) N B, auf der A topologisch konjugiert ist zur Shift-Abbildung auf dem
Folgenraum iiber zwei Symbolen. Einfache Folgerungen sind [Wig88]:

e A besitzt periodische Orbits jeder Periode.
e A besitzt iiberabzihlbar unendlich viele nichtperiodische Orbits.

o A besitzt einen auf C dichten Orbit.

Werden diese drei Kriterien durch ein System simultan erfiillt, so bezeichnet man
es haufig auch als chaotisch [Dev89].

Aus der Vergrofilerung in Abbildung 2.23 (b) 148t sich der Streckungsfaktor der
Poincaré-Abbildung A abschitzen. Die Breite von B in der ¢“-Richtung betragt
ca. 5-107%, die Breite von A(B) hingegen etwa 4.5 - 27r. Daraus ergibt sich ein
Streckungsfaktor von etwa 5.5 - 10°. Die entsprechende Abschiitzung in der r*-
Richtung ergibt eine Héhe 4-10~ fiir B und eine Hohe von 10~? fiir A(B). Danach
ist der Stauchungsfaktor etwa gleich 2.5-1075. Mittelt man den Streckungsfaktor
und das Inverse des Stauchungsfaktors, so gelangt man fiir den Streckungsfaktor
zu einem Wert von etwa 50 000. Infolgedessen ist es nicht verwunderlich, dafl die
numerischen Probleme so eklatant sind. Die starke Instabilitdt beruht u.a. auf der
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Abbildung 2.23: Das Parallelogramm B und sein Bild unter der Poin-
caré-Abbildung A in X* fiir F = 0.125 und ¢ = 5 - 1073,
(a) Die fiinf nahezu horizontalen Linien sind Segmente des Bildes A(B), das
sich mehrmals um den Torus IT* windet.

(b) Die Vergriflerung lost das obere der beiden Segmente von A(B)N B auf.
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Notwendigkeit, die Schnittmannigfaltigkeiten II°* und IT* so klein zu wihlen, daf3
die lokale Abbildung A; mit ausreichender Genauigkeit durch den linearisierten
FluB approximiert wird.



Kapitel 3
Die Streuung

Das Schwergewicht der Untersuchungen des 2. Kapitels lag auf der gebunde-
nen Dynamik des Wasserstoffatoms im zirkular polarisierten elektrischen Feld.
Informationen iiber Mikrosysteme werden jedoch oft mittels Streuexperimenten
gewonnen.

In Abschnitt 1.3 wurde durch eine kanonische Transformation das raumfeste Sy-
stem ¥ in das mitbewegte System X' iiberfiihrt, das durch ein asymptotisch wie
—1/r verschwindendes Wechselwirkungspotential ausgezeichnet ist und somit im
Gegensatz zu X ein echtes Streusystem darstellt (Beschleunigungseichung). Ich
werde in Abschnitt 3.1 fiir ¥’ geeignete asymptotisch konstante Streuvariablen
einfilhren und die Streuabbildung analysieren, welche einen vollstindigen Satz
asymptotischer In-Groflien auf einen Satz asymptotischer Out-Groflen abbildet.

Die Beschleunigungseichung ist motiviert durch eine unitdre Transformation
des analogen Quantensystems, welche von Henneberger angegeben worden ist
[Hen68]. Die Elektron-Proton-Streuung im Mikrowellen- oder Laserfeld ist quan-
tenmechanisch auf dieser Grundlage numerisch untersucht [DiFa87] und ansatz-
weise auch analytisch mittels storungstheoretischer Methoden behandelt wor-
den [Fra®90]. Die Aussagekraft klassischer Rechnungen wurde erst spiter ent-
deckt. Vor allem Wiesenfeld hat einige Beitrdge in dieser Richtung geliefert
[Wie90, Wie91l, Wie92a, Wie92b|, mit denen ich mich spiter noch kritisch ausein-
andersetzen werde. Wiesenfelds Verdienst ist die (erstaunlich spite) Anwendung
von Konzepten, die anhand von klassisch chaotischen Streusystemen entwickelt
worden sind und heute unter den Begriffen irrequlire oder chaotische Streuung
subsumiert werden.

Bei der Untersuchung von Streusystemen interessiert man sich in der Regel fiir
Streufunktionen, also funktionale Beziehungen zwischen In-Variablen, die den
asymptotischen Anfangszustand eines Systems beschreiben, und Out-Variablen,
die den asymptotischen Endzustand nach der Wechselwirkung charakterisieren.

58
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Abschnitt 3.2 ist der numerischen Bestimmung von Streufunktionen fiir das Sy-
stem ¥’ gewidmet. Dabei werden zu verschiedenen In-Energien die Out-Variablen
als Funktionen einer Zeitvariablen, welche die einlaufende Asymptote beschreibt,
bestimmt.

Die Berechnung von Streufunktionen fiir klassische Modelle chemischer Prozes-
se [RaMi71, Got75] hat noch vor der Entdeckung des Konzepts der chaotischen
Streuung aufgezeigt, dafl unerwartete Phinomene — Cluster von Singularitdten
der Streuabbildung oder grofle Schwankungen von Verzogerungszeiten und Ab-
lenkwinkeln — neuer theoretischer Erkldrungen bediirfen.

Die fraktale Verteilung der Streusingularititen dient seither zur Charakterisierung
irreguldrer Streuung. Jung und Scholz haben anhand einfacher Modelle die folgen-
de Erklarung fiir die numerisch gefundene fraktale Struktur der Singularitdten der
Streufunktionen geliefert [JuSc87]. Durch transversale homokline oder heterokline
Verbindungen von instabilen periodischen Punkten wird eine lokalisierte invarian-
te hyperbolische Menge (Repulsor) im Phasenraum erzeugt [Sma65]. Die stabilen
Mannigfaltigkeiten des Repulsors reichen bis in den Raum der asymptotischen
In-Werte und bilden dort eine fraktale Struktur. Ein Orbit, der auf einer stabilen
Mannigfaltigkeit gestartet wird, wird eingefangen — die Streufunktion hat an
dieser Stelle eine Singularitit, fiir die die Verzogerungszeit den Wert unendlich
erreicht. Singularitéten, die auf den Einfang durch hyperbolische Orbits zuriick-
zufiihren sind, werde ich im folgenden als hyperbolische Singularititen bezeichnen.

Zahlreiche Systeme sind auf chaotische Streueigenschaften hin untersucht worden.
Hinweise auf physikalische Anwendungen findet man z.B. in dem Ubersichtsartikel
[OtTé93]. Ott und Tél geben hier Beispiele aus der Himmelsmechanik, Atom-
und Kernphysik, Hydrodynamik, Theoretischen Chemie, Dynamik magnetischer
Feldlinien und geladener Teilchen in elektromagnetischen Feldern etc. Weitere
Literatur und Hinweise auf Anwendungen findet man auch in den Artikeln von
Eckhard [Eck88], Smilansky [Smi91] und Bliimel [Blii92].

Fiir zeitabhingige Streusysteme (und andere Systeme, die ich in Kapitel 4 ge-
nau definieren werde) treten neben den hyperbolischen noch andere Streusingu-
laritdten auf, deren Existenz nicht auf den Einfang durch eine hyperbolische lo-
kalisierte Menge zuriickgefiihrt werden kann. Da die Energie in zeitperiodischen
Systemen keine Konstante der Bewegung ist, sind im Falle eines asymptotisch
attraktiven Potentials parabolisch entweichende Orbits moglich, d.h. Streuorbits
mit asymptotischer Out-Energie E,,, = 0. Fiir die entsprechenden asymptotischen
Anfangsbedingungen hat die Streuabbildung eine, wie ich sie nennen werde, para-
bolische Streusingularitdt. Falls parabolische Singularitdten existieren, dominieren
sie die Gestalt der Streufunktionen; die hyperbolischen Singularitdten verschwin-
den in der charakteristischen Struktur, die durch die parabolischen Singularitdten
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erzeugt wird. Es gelingt dann nur mittels recht aufwendiger Suchverfahren, hyper-
bolische Singularitidten aufzufinden [See95]. Ich werde die sogenannte horizontale
Struktur der Streufunktionen, die nahe den parabolischen Streusingularitdten zu
finden ist und die fiir das Verstdndnis von Skalierungseigenschaften der Streufunk-
tionen notwendig ist, in Abschnitt 3.3 erldutern. Die verschiedenen Generationen
der horizontalen Struktur werden durch unterschiedlich weite Kepler-Exkursionen
erzeugt. Im gleichen Abschnitt werde ich auch kurz auf die vertikale Struktur der
Streufunktionen eingehen, deren Generationen durch unterschiedliche Anzahlen
von Kepler-Exkursionen unterschieden werden.

Wiéhrend in der Ndhe hyperbolischer Streusingularitdten die Streufunktionen ei-
ne exponentielle Skalierung aufweisen, werde ich in Abschnitt 3.4 nachweisen,
dafl in der N&he parabolischer Singularitdten die Streufunktionen algebraisch
skalieren. Der Skalierungsexponent kann durch Ausnutzung der asymptotischen
Potentialeigenschaften bestimmt werden. Bei der Argumentation wird lediglich
die asymptotische Gestalt der Wechselwirkung und die Zeitperiodizitdt des Tar-
gets ausgenutzt. Folglich werden die Streufunktionen fiir alle jene periodisch
zeitabhdngigen Systeme algebraisch skalieren, welche durch eine asymptotisch
attraktive Coulomb-Wechselwirkung beschrieben werden.

An dieser Stelle ist es angebracht, einige Worte iiber die Ionisation von Was-
serstoffatomen im Strahlungsfeld, d.h. den photoelektrischen Effekt zu sagen —
einen Aspekt des hier betrachteten Systems, den ich in dieser Arbeit nicht beriick-
sichtige, der jedoch in der Literatur eine wichtige Rolle spielt. In der Folge der
bahnbrechenden Experimente von Bayfield und Koch [BaKo74]| zur Multipho-
tonenionisation von Wasserstoff sind zahlreiche theoretische und experimentelle
Arbeiten erschienen, die dem Aufbrechen der Proton-Elektron-Bindung in starken
elektromagnetischen Felder gewidmet waren. An den Experimenten von Bayfield
und Koch war neu, dal H-Atome nicht aus dem Grundzustand ionisiert, sondern
zuvor auf ein hohes Energie-Niveau (n ~ 66) angeregt wurden. Diese sogenann-
ten Rydberg-Atome wurden einem starken Mikrowellenfeld ausgesetzt. Schon aus
energetischen Griinden waren mindestens 80 Photonen notwendig, um ein Elek-
tron zu ionisieren. Festgestellt wurde die Existenz einer Grenzfeldstirke, oberhalb

der Ionisation einsetzte — im Gegensatz zur Einsteinschen Grenzfrequenz beim
Photoeffekt [Ein05].

Es gab verschiedene Ansitze, die gemessenen Daten theoretisch zu erkldren: Als
Ubersichtsartikel empfehlen sich [Cast87, Jent91, Jen92, MoK092, She93]. Die
Giiltigkeit von Skalierungseigenschaften bei den gemessenen Ionisationskurven,
die auf klassischen Ursachen basiert (Abhingigkeit nur von skalierter Feldstéirke
n*F und skalierter Frequenz n3w), legt die Anwendung klassischer Theorien nahe
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[LePe79, Jen84, LeRi85).

Bei den theoretischen Arbeiten zur Mikrowellenionisation von Rydberg-Atomen
stand zun&chst der Fall des linear polarisierten (LP) Feldes im Mittelpunkt des
Interesses [Cas™87, CaMo89, Blii*91, Ric92, Ben*92, Lait92, Hil"92, Ben™93].
Etwas spiter begann man sich fiir den Fall der zirkularen Polarisation (ZP) zu in-
teressieren [Fut90, How92, GrFa92, Kap92, KaNa93, Zak" 93, GeZa95, FaUz95].
Diesem Problem gebiihrt jedoch besondere Beachtung, da wegen der Transfor-
mierbarkeit des ZP-Falls in ein zeitunabh&ngiges Hamiltonsches Differentialglei-
chungssystem (siehe Abschnitt 1.2) bei der Multiphoton-Tonisation wesentlich
hohere Feldstirken erforderlich sind als im LP-Fall [Fu™90].

3.1 Definition der Streuabbildung

Die Streuabbildung fiihrt einen vollstindigen Satz asymptotisch konstanter In-
Groflen a;, in einen vollstdndigen Satz asymptotisch konstanter Out-Groflen a,,,
iiber. In- und Out-Groflen bezeichnet man zusammenfassend als Streuvariablen.
Fiir ein Hamiltonsches Streusystem von f Freiheitsgraden besteht ein vollstdndi-
ger Satz von Streuvariablen aus 2f dynamischen Groéflen, welche die Asympto-
ten einer Streutrajektorie eindeutig charakterisieren. Vorzugsweise wahlt man bei
Hamilton-Systemen einen Satz kanonischer Variablen.

In Abschnitt 1.3 habe ich gezeigt, wie man durch kanonische Transformationen
das Wasserstoffsystem im zeitabhingigen elektrischen Feld in das Streusystem X’
mit asymptotischer Coulomb-Wechselwirkung iiberfiihren kann. Als Hamilton-
Funktion erhilt man in ¥’ gemifl Gleichung (1.34):

1 1
H(r,p,t) = -p? — ———— .
PO 5P )
Hier und im folgenden werden im System Y’ bei allen Groflen die Striche wegge-
lassen. p(t) ist der (i.a. periodisch durchlaufene) Weg des Protons. Fiir grofie r
geht H in die zeitunabhéngige Hamilton-Funktion des reinen Coulomb-Problems

(3.1)

iber:

1 1
H = _p?- . 3.2
O(T’p) 2p |’l"| ( )

Hy schreibt sich im Fall ebener Bewegung mit den Polarkoordinaten

ro= yz2+y? (3.3a)
¢ = arg(z,y) (3-3b)
pr = T (33(3)
ps = 1’ (3.3d)
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als

2 2
py P 1
Ho(r,¢,pr,p¢) = ? + 2:52 - ; . (34)

Da der Winkel ¢ in Hj eine zyklische Variable ist, ist neben der Energie auch der
konjugierte (Dreh-)Impuls L = p, asymptotisch konstant.

Horstmann hat in seiner Diplomarbeit [Hor89] eine zeitabhiingige kanonische
Transformation angegeben, welche die Phasenraum-Koordinaten (r,®,p,,ps)
auf einen Satz von Variablen abbildet, die im Falle asymptotischer Coulomb-
Wechselwirkung fiir » — oo konstant werden. Ich werde seinen Gedankengang
nicht im einzelnen nachvollziehen, sondern nur die Ergebnisse referieren, um fiir
Y einen vollstindigen Satz kanonischer Streuvariablen anzugeben.

Die ungebundene Bewegung unter der Hy-Dynamik verlduft auf Hyperbeln im
Ortsraum. Der minimale Abstand rq eines Elektrons der Energie Hy = E > 0
vom Ursprung ergibt sich durch Nullsetzen von p, in (3.4) als

1
ey (-1+V1+2ED?) . (3.5)
Es bezeichne nun 7 den Zeitpunkt, zu dem sich das Elektron im Umkehrpunkt
r = 1o befindet, und ¢ den zugehorigen Polarwinkel ¢(7). 7 und ¢ lassen sich
als Funktionen der Polarkoordinaten r und ¢, der Energie F, des Drehimpulses
L und der Zeit ¢ schreiben ([Gol85], S. 69 und S. 83 ff.):

1 7 dr'
T iE / \/ o (3.6a)
2Er2  Er!
r dr’
o = o+ / . (3.6b)

Lz L 2
Das obere Vorzeichen steht dabei jeweils fiir ¢ < 7, das untere fiir ¢ > 7. Die
Integrale lassen sich explizit berechnen, und bei anschlieSender Substitution von
ro ergibt sich:

2E4/r? + r_ +2Er+1
1 E E
2 (3.7a)

— — log

2F V1+2EL?

L2 —r
Y = gb:l:arccos <m) . (37b)
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In [Hor89] wird nun gezeigt, dafi die durch diese Gleichungen gegebene zeit-
abhingige Transformation

U, : (r,¢,pr,09) — (E, 0, 7,L) (3.8)

kanonisch ist. Das Ziel ist damit erreicht: Man hat einen Satz von asympto-
tisch konstanten Variablen, die durch eine (zeitabhingige) kanonische Transfor-
mation aus den Phasenraumkoordinaten hervorgehen und jede Asymptote der
H-Dynamik (also jeden Orbit der Hy-Dynamik) eindeutig beschreiben.

A bezeichne den Raum der Streuvariablen. Die Definition der Streuabbildung

o: A — A

3.9
(Ein) (pin) Tin, Lin) — (Enut, (pnut, Tout, Lnut) ( )

macht nun keine Schwierigkeiten mehr, wenn man mit ®, ; die Fluabbildung in
den Koordinaten (3.3) bezeichnet:

g = ].im ].im \Iltl ] @tl t O \Ilt_l . (3.10)
t'—o00 t——00 ’
Fiir den im folgenden behandelten Fall zirkularer Streuung weist die Streuabbil-
dung zwei Symmetrien auf:

1. Die Konstanz des Jacobi-Integrals unter der H-Dynamik kann ausgenutzt
werden, um die asymptotischen Variablen E und L zu verkniipfen. Mit
Gleichung (1.36) folgert man:

F
C-—=E,—-wlL,=FE,,—wL,,. (3.11)
2w?
Damit eriibrigt sich die Angabe z.B. des Out-Drehimpulses L..., da er aus
E.., L, und FE,,, leicht auszurechnen ist.

2. Die zweite Symmetrie der Streuabbildung ist eine Konsequenz der
gleichmé&fBigen Rotation des durch das kreisende Proton erzeugten Feldes.
Eine Anderung der In-GroBe ¢,, um den Winkel ¢ entspricht einer Dre-
hung der In-Hyperbel um 9. Eine gleichzeitige Anderung der Zeitvariablen
T., um ¥/w hat jedoch zur Folge, dafl auch das Potential um den Win-
kel ¥ gedreht ist. Die Folge ist, daf} ein Elektron, das mit den In-Werten
¢ + Y und 7, + 9/w einfillt, exakt die gleiche Dynamik hat wie ein Elek-
tron mit den In-Werten ¢,, und 7,, — abgesehen von einer Drehung des
Koordinatensystems. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann also z.B.
der Einfallwinkel ¢;, gleich null gesetzt werden.
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Bei Beriicksichtigung der beiden Symmetrien geniigt zur vollstdndigen Beschrei-
bung des Streuprozesses also die Bestimmung der drei Out-Grofien E,,,, 7,., und
©ou: als Funktionen der drei In-Groflen E,,, 7, und L,, (oder C'). Man vergleiche
dieses Resultat mit dem Fall eines zeitunabhdngigen Hamilton-Systems zweier
Freiheitsgrade mit schnell abfallendem Potential: Dort geniigt es ebenfalls, drei
Out-GroBen (z.B. den Polarwinkel ¢,,,, den Drehimpuls L,,, und die Verzoge-
rungszeit At) als Funktionen dreier In-Grofilen (z.B. des Polarwinkels ¢,,, des
Drehimpulses L;, und der Energie E,,) zu bestimmen.

3.2 Numerische Bestimmung der Streuabbil-
dung

Die numerische Berechnung der Streuabbildung o bei gegebenem Systemparame-
ter F' gliedert sich in folgende Schritte:

1. Vorgabe des Jacobi-Integrals C' und der asymptotischen In-Werte E,, und
T.,. Der In-Winkel ¢,, kann aus den oben genannten Griinden gleich null
gesetzt werden, und der In-Drehimpuls L,, ist Funktion von C und E,,:
Es gilt mit (3.11): L,, = 1(E;, — C + F/2w?). Es sei hier noch einmal
daran erinnert, dafl stets ohne Einschrankung w = 1 gesetzt werden kann.
Zusétzlich wird ein grofler Abstand R gewéihlt, bei dem die Berechnung
begonnen werden soll.

2. Umrechnung der asymptotischen In-Werte (E.,,, 7., @in, L;,) auf die Polar-
koordinaten (7, @, pr, pg, t) mit (3.7) und anschliefend auf kartesische Koor-
dinaten (z,y, ps, py,t) in X' via (3.3).

3. Numerische Integration des Orbits mit den kanonischen Bewegungsgleichun-
gen (1.35) in ¥'. Eine Regularisierung nahe der Coulomb-Singularitét stellte
sich als unnétig heraus.

4. Die Integration wird abgebrochen, falls fiir » > R die Coulomb-Energie
Hy(z,y,ps,py) groBer als null ist. In diesem Fall kann davon ausgegangen
werden, dafl das Elektron nicht mehr zum Proton zuriickkehren wird. Falls
bei Uberschreiten des Abstands 7 = R die Coulomb-Energie kleiner als null
ist, wird der Orbit weiterintegriert, bis der Radius r = 2R erreicht wird
oder das Teilchen umkehrt und zum Proton zuriickfallt. Im letzteren Fall
wird wieder zundchst bis zum Abbruchradius R weiterintegriert, wéhrend
im ersteren Fall erneut die Coulomb-Energie als Kriterium verwendet wird,
ob bis » = 3R weiterintegriert wird, etc.
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5. Nach Abbruch der Integration werden die kartesischen auf Polarkoordinaten
und anschlieflend auf die asymptotischen Out-Werte (E,.., Qouts Touts Lout)
umgerechnet. Die Giite der numerischen Berechnung kann gemif (3.11)
durch den Vergleich von E,,, — wL,,, mit C — F/ 2w? kontrolliert werden.

Bei fest vorgegebenen Werten von F' und C operiert die Streuabbildung o also auf
einer Untermannigfaltigkeit Ap ¢ von A, auf der E;, und 7,, als Polarkoordinaten
jede In-Asymptote eindeutig (bis auf die erwiihnten Symmetrien) kennzeichnen.
Abbildung 3.1 zeigt eine Ubersicht iiber die Mannigfaltigkeit Apc mit FF =1
und C' = 0.5. Fiir ein Raster von 450 x 450 asymptotischen Anfangsbedingungen

E, sinT,,

E. cosT,,

Abbildung 3.1: Asymptotische Anfangsbedingungen in Apc mit At > 0.01 fir
F=1und C=0.5.

wurden die zugehorigen Streutrajektorien numerisch integriert. Markiert wurden
diejenigen Orbits, fiir welche die Verzégerungszeit At = 7,,, — 7,, den Wert 0.01
iiberschreitet. Da fiir Streuorbits des reinen Coulomb-Problems At = 0 gilt, be-
kommt man so die Menge der Orbits, die sich in ihrem Zeitverhalten signifikant
von Hyperbeln des reinen Coulomb-Problems unterscheiden.

Die Abbildung zeigt einen Ring von Orbits mit A¢ > 0.01, wihrend in den weiflen
Flachen innerhalb und auflerhalb des Rings Orbits initialisiert sind, die Bahnen
des reinen Coulomb-Problems dhneln. Da fiir Einfangorbits die Verzogerungs-
zeit At gegen unendlich geht, befinden sich alle Singularitdten der Streuabbil-
dung innerhalb des markierten Gebietes. Fiir eine detailliertere Aufkldrung der
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Struktur von Apc wére es z.B. moglich, verschiedene Verzoégerungszeiten durch
verschiedene Farben zu codieren. Alternativ untersuche ich hier verschiedene ein-
dimensionale Untermengen in Ap < und setze aus den Einzelresultaten — unter
Beriicksichtigung von Abbildung 3.1 — das Gesamtbild zusammen.

Dazu verwende ich im folgenden monoenergetische Elektronenensembles der
Energie E,

mn)

deren In-Phasen 7;, homogen in einem Intervall verteilt sind. In
Abbildung 3.1 entspricht dies einem homogen auf einem Kreissegment vom Ra-
dius E,, verteilten Ensemble. Die Berechnung der Streuabbildung reduziert sich
auf die Bestimmung der drei Streufunktionen E,,,(T..), Toui(Tin) und @©,..(7:)-

Die Abbildungen 3.2 bis 3.7 zeigen eine Serie von Streufunktionen fiir feste Para-
meterwerte F' = 1 und C = 0.5. Die In-Energie wird sukzessive erniedrigt, iiber
die Stufen E,, = 5.0, 4.0, 3.0, 1.5, 0.5 und 0.1, um einen Uberblick iiber das
Verhalten der Streuabbildung im Raum Apc zu gewinnen. Mit den gewahlten
Parameterwerten hat man ferner stets wL. = E. Fiir jedes Bild wurden auf der 7,,-
Achse 5000 homogen verteilte Anfangsbedingungen bei r = R = 1000 gestartet
und mit dem Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren [EnRe87] integriert, bis die oben
erlduterten Abbruchbedingungen erfiillt waren.
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Abbildung 3.2: Streufunktionen fir F =1, C = 0.5 und E,, = 5.0.

In Abbildung 3.2 ist F,, = b und somit auch wL;, = 5. Aufgrund von Abbil-
dung 3.1 erwartet man, dafl ein Elektron dieser Einfallenergie durch das Feld
des rotierenden Protons nur schwach beeinflufit wird. Man erhilt auch wirklich
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reguldre Streufunktionen, die den Streufunktionen fiir das ungestérte Coulomb-
Problem #hneln. Die Streuvariablen e = (E, ¢, 7, L) sind ja gerade so gewihlt,
daf} im Falle reiner Coulomb-Streuung a,,, = «;, gilt. Somit bekdme man fiir
das reine Coulomb-Problem als Streufunktionen hier die konstante Funktion
E,..(1.,) = E,, = 5, die identische Funktion 7,,,(7;,) = 7, und die konstante
Funktion ¢,,.(7:.) = ¢:, = 0. Tatséichlich schwanken Out-Energie und -Winkel
nur schwach um ihre ungestérten Konstanten, wihrend 7,,,(7;,) kaum von der
identischen Funktion zu unterscheiden ist: Aus Abbildung 3.1 kann man entneh-
men, daf} 7,,, hier nie mehr als At = 0.01 von 7, abweicht.

Fiir die etwas niedrigere Einfallenergie F;,, = 4.0 in Abbildung 3.3 machen sich die
Storungen gegeniiber reiner Coulomb-Streuung schon wesentlich starker bemerk-
bar. Vor allem die Out-Energie schwankt stark und fallt fiir 7;, /27 &~ 0.97 nahezu
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Abbildung 3.3: Wie Abbildung 3.2, jedoch E., = 4.0.

auf null ab. Fillt das Elektron also zu einer geeigneten Phase des Protonenum-
laufs ein, so wird ihm seine Energie nahezu vollstindig entzogen, und es lauft
asymptotisch auf einer Parabel aus. Andererseits hat man fiir 7,, /27 &~ 0.08 eine
Out-Energie von etwa 5.3, d.h. bei Eintreffen zu einer anderen Phase gewinnt
das Elektron beim Stofi Energie. Nichtsdestoweniger sind die Streufunktionen
nach wie vor reguldr: Es gibt keine Streusingularitidten, geschweige denn fraktale
Mengen von Streusingularitéten.
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Dies dndert sich, wenn man die Einfallenergie weiter auf E;, = 3.0 erniedrigt (Ab-
bildung 3.4). Im Bereich 0.89 < 7,,/2m < 1.05 (mod 1) sind die Streufunktionen
nun irreguldr. Auf einigen Intervallen erscheinen die Streufunktionen vollstindig
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Abbildung 3.4: Wie Abbildung 3.2, jedoch E., = 3.0.

unstetig, verwoben damit finden sich jedoch {iberall regulidre Intervalle. In den
irreguldren Intervallen schwankt E,,, in einem Intervall von 0 bis ca. 3.8, 7,,, geht
mit irregulidren Schwankungen gegen unendlich, und ¢,,, hat irregulédr verteilte
Werte im gesamten Intervall —m bis m, wobei die Verteilung auf das Intervall
jedoch nicht homogen ist.

Senkt man die In-Energie weiter auf E,, = 1.5 ab (Abbildung 3.5), so wird das
zentrale reguldre Intervall schmaler: Es hat in der 7,,/27-Richtung nur noch eine
Breite von ca. 0.7, wahrend es sich fiir E;, = 3.0 noch iiber eine Breite von ca. 0.85

erstreckte. Zusédtzlich erkennt man ein weiteres relativ grofies reguléres Intervall
zwischen 0.84 und 0.99.

Bei weiterer Absenkung der Einfallenergie auf E,, = 0.5 (Abbildung 3.6) bzw.
E., = 0.1 (Abbildung 3.7) &ndert sich nichts Grundsétzliches mehr an den Streu-
funktionen. Das ganze Bild wird im wesentlichen mit abnehmender Energie zu
kleineren 7,,-Werten hin verschoben, wéhrend gleichzeitig das grofie regulére In-
tervall schmaler und das kleinere regulére Intervall breiter wird. Selbst bei der
sehr kleinen Einfallenergie von E;, = 0.1, die wegen wL,;, = E;, nahezu fron-
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Abbildung 3.5: Wie Abbildung 3.2, jedoch E;, = 1.5.
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Abbildung 3.6: Wie Abbildung 3.2, jedoch E,,

= 0.5.
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Abbildung 3.7: Wie Abbildung 3.2, jedoch E,, = 0.1.

talem Einschufl entspricht, vergréflern sich die irreguldren Bereiche nicht mehr
wesentlich.

Bei den Streufunktionen, die irreguldre Intervalle enthalten, fillt die Ausnahme-
stellung der parabolisch entweichenden Orbits (PEO) auf, d.h. der Orbits mit
E,.. = 0. Anscheinend wird jedes regulédre Intervall von zwei PEO begrenzt. Ein
reguldres Intervall der F,,.-Funktion besteht typischerweise aus einem , Hiigel“,
der von zwei (E,,, = 0)-Werten begrenzt wird. Auf der jeweils anderen Seite
dieser Werte scheinen die Streufunktionen chaotisch zu sein.

Nach diesem globalen Uberblick iiber das Streuverhalten bei verschiedenen Ein-
fallenergien soll nun die Struktur der irreguléren Bereiche genauer untersucht wer-
den. Abbildung 3.8 zeigt einen Ausschnitt der Streufunktionen aus Abbildung 3.6
mit F,, = 0.5. Vergroflert wurde der Bereich zwischen den beiden reguldren In-
tervallen. Zu erkennen sind vorher nicht aufgeldste regulire Intervalle (wiederum
stets von zwei PEO begrenzt), zwischen denen sich irreguliire Bereiche befinden.
Ferner sieht man, dafl die kleineren reguldren Intervalle sich gegen die beiden
PEO-Anfangsbedingungen h&ufen, welche sich nahe den Randern des vergrofier-
ten Bereiches befinden. Dabei zeigen die F,,,- und die ¢,,,-Funktion selbstdhnliche
Strukturen, wihrend sich bei genauerer Untersuchung fiir die Funktion 7,,,(7;,)
ergibt, dafl bei Anndherung an die Anfangsbedingung des PEO 7,,, mit jedem
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Abbildung 3.8: Vergrdflerung eines irrequldren Intervalls von Abbildung 3.6.

reguldren Intervall um den Wert von etwa 27 anwéchst. Diese Beobachtung wird
sich als Schliissel zum Verstindnis der Struktur und Skalierung der Streufunktio-
nen erweisen.

Die selbstdhnliche Struktur der Streufunktionen wird durch eine weitere Ver-
groflerung eines Ausschnitts der Streufunktionen fiir F =1, C = 0.5, F,, = 0.5
illustriert. In Abbildung 3.9 wird eines der irreguldren Intervalle aufgelost, die in
Abbildung 3.8 zu sehen sind. Auch auf dieser Ebene zeigt die Abbildung die oben
beschriebenen Eigenschaften. Einziger wesentlicher Unterschied ist, daf die nied-
rigsten 7,,,-Werte hier nicht ungefihr dem In-Wert 7;, gleichen, sondern bei ca. 47
liegen. Die zugehorigen Orbits sind also wesentlich verschieden von Hyperbeln des
reinen Coulomb-Problems. In der Ndhe von PEO skalieren die Streufunktionen
genauso wie auf der niedrigeren Ebene.

Weitere Vergroflerungen von Teilen der Streuabbildung bestédtigen diese Beob-
achtungen. Am linken und am rechten Rand eines jeden reguldren Intervalls der
Streufunktionen liegt die Anfangsbedingung eines PEO. Auf der einen Seite des
PEO sind die Streufunktionen reguldr, auf der anderen Seite schwanken sie ir-
reguldr. Die asymptotischen Anfangsbedingungen eines PEO stellen stets einen
H&éufungspunkt von Anfangsbedingungen anderer PEO dar. Im Raum Ap¢ ist
die Menge der PEO-Anfangsbedingungen eine Cantor-Menge einer fraktalen Di-
mension zwischen eins und zwei [McD"85]. Hilt man, wie bei der Bestimmung der
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Abbildung 3.9: Vergriflerung eines irrequldren Intervalls von Abbildung 3.8.

Streufunktionen, zusétzlich die In-Energie E,, fest, so bekommt man ein Fraktal
einer Dimension zwischen null und eins.

3.3 Die Struktur der Streufunktionen

In diesem Abschnitt werden die selbstdhnlichen Strukturen der Streufunktio-
nen auf zwei unterschiedliche dynamische Aspekte zuriickgefiihrt. Die horizontale
Struktur betrifft Skalierungseigenschaften in der N&he von parabolischen Streu-
singularitdten und h&ngt mit der unterschiedlichen Weite der Kepler-Exkursionen
zusammen. Mit der vertikalen Struktur bezeichnet man dagegen Eigenschaften
von Intervallen der Streufunktionen, die auf Orbits unterschiedlicher Anzahl von
Kepler-Exkursionen zuriickgefiihrt werden kénnen.

3.3.1 Die horizontale Struktur

Ein Ziel dieser Arbeit war es, einen oder mehrere Ordnungsparameter zu fin-
den, mit denen mdoglichst jedes reguldre Intervall im Sinne einer Symbolischen
Dynamik benannt werden kann. Ein solches Vorhaben ist bisher vollstdndig nur
fiir einige wenige Systeme gegliickt: das Drei-Scheiben-Problem [Eck87], das Drei-
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Hiigel-Problem [JuRi90] und ein einfaches Gravitationsbillard [Hén88]. Stegemer-
ten fand kiirzlich erstmals eine vollstdndige symbolische Représentierung eines
attraktiven Streusystems [Ste95]|. Voraussetzung fiir die Existenz einer Symboli-
schen Dynamik ist die Hyperbolizitiat des Systems.

Da das vorliegende System nicht hyperbolisch ist, sondern stabile Orbits enthélt,
gibt es keine Symbolische Dynamik, mit deren Hilfe die reguldren Intervalle ein-
deutig bezeichnet werden koénnen. Fiir einige andere Systeme wurden aber Kri-
terien angegeben, nach denen wichtige Strukturmerkmale unterschieden werden
konnen [EcZi91l, KoWi95]. In diesem Sinne werde ich mich zun#chst mit der ho-
rizontalen Struktur [YuGu93] der Streufunktionen beschéftigen.

Dazu betrachte man die vier im Ortsraum dargestellten Streuorbits in Abbildung
3.10. Die asymptotischen Anfangsbedingungen der Orbits liegen in reguldren In-
tervallen, die in Abbildung 3.8 zu sehen sind: Orbit (a) gehort zu einer Anfangs-
bedingung aus dem groflen mittleren Intervall bei 7,,/27 =~ 0.55, wihrend die
Orbits (b), (c¢) und (d) drei dazu korrespondierende Anfangsbedingungen in links
davon liegenden Intervallen besitzen. Dabei nenne ich zwei Anfangsbedingungen
zueinander korrespondierend, wenn sie auf einander entsprechenden Stellen in
dhnlichen reguldren Intervallen nahe einer PEO-Anfangsbedingung liegen.

In Abbildung 3.10 bewegt sich das Proton auf einer Kreisbahn vom Radius 1
(hier nicht eingezeichnet). Das Elektron lduft jeweils aus dem dritten Quadranten
ein, beschreibt nach Ablenkung durch das Proton eine Schlaufe (eine sogenann-
te Kepler-Ezkursion [YuGu93|) und wird schliefilich nach der Riickkehr in den
Wechselwirkungsbereich in den zweiten Quadranten gestreut.

Fiir alle vier Anfangsbedingungen bekommt man Bahnen, die sich wesentlich nur
in der Lange der Kepler-Exkursion unterscheiden. Das Elektron kehrt nach der
Kepler-Exkursion jeweils zur gleichen Phase des Protons in das Wechselwirkungs-
gebiet zuriick. Zwei regulire Intervalle unterscheiden sich also durch die Anzahl
der Protonenumliufe wahrend der Kepler-Exkursion. Im Grenzfall des PEO, d.h.
am Rand des irreguléren Bereichs, geht die Anzahl der Protonenumlaufe wahrend
der Exkursion gegen unendlich.

Die Selbstdhnlichkeit der Streufunktionen wird nun verstindlich. Nahe dem PEO
hat man sehr weite Kepler-Exkursionen. Das Elektron verbringt eine sehr lange
Zeit in den weit vom Proton entfernten Regionen. Kleine Anderungen der An-
fangsbedingungen verursachen relativ grofie Anderungen der Exkursionsdauer.
Unterscheiden sich zwei Exkursionsdauern um ein Vielfaches 27n/w der Umlauf-
periode des Protons, so ist die weitere Bewegung der betreffenden Orbits nahezu
identisch. Folglich gleichen sich auch die asymptotischen Out-Groflen E,,, und
©out, wihrend sich die Out-Phasen 7,,, lediglich um 27n/w unterscheiden. Diese
Tatsache konnte im letzten Abschnitt schon an den Streufunktionen beobachtet
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Abbildung 3.10: Streuorbits im Ortsraum fir die Parameterwerte von Abbildung
3.8. (a) 1, /2m = 0.54; (b) 7,,/2m = 0.51; (c) 7.,.,/2m = 0.499; (d) 7.,/27 = 0.492.

werden. Die Konvergenz der Intervallingen gegen null bei Anndherung an den
Rand des irreguldren Bereiches (d.h. den PEO) ist durch die steigende Sensi-
bilitit der Exkursionsdauer gegeniiber Anderungen der Anfangsbedingungen be-
dingt. Diese Tatsache wird in Abschnitt 3.4 ausgenutzt werden, um die Skalierung
der horizontalen Struktur in der Nahe des PEO abzuleiten.

3.3.2 Die vertikale Struktur

Neben der horizontalen Struktur, die auf unterschiedlich weite Kepler-Exkur-
sionen zuriickgefiihrt werden kann, weisen die Streufunktionen auch eine soge-
nannte vertikale Struktur auf. Diese hat ihre Ursache in der Anzahl der Kepler-
Exkursionen. Zur Illustration betrachte man noch einmal die Streufunktionen in
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Abbildung 3.8 und deren Vergroflerung in Abbildung 3.9: Es ist unverkennbar,
daf} sich in Abbildung 3.9 nicht nur die Intervalle der horizontalen Struktur nahe
den PEO-Anfangsbedingungen &hnlich sind, sondern auch jedes dieser Intervalle
seinem , Mutterintervall“ aus Abbildung 3.8 in seinen charakteristischen Eigen-
schaften gleicht.

Abbildung 3.11: Streuorbit mit zwei Kepler-Ezkursionen. Parameterwerte wie in
Abbildung 3.9 mit T,,/2m = 0.5326.

Eine Streutrajektorie aus einem reguldren Intervall von Abbildung 3.8 wurde
in Abbildung 3.10 (a) gezeigt. Abbildung 3.11 zeigt einen Orbit, der aus dem
zentralen reguldren Intervall in der Vergroflerung Abbildung 3.9 stammt. Die
erste Kepler-Exkursion sieht bei beiden Orbits nahezu gleich aus. Wahrend der
erste Orbit danach sofort in die asymptotische Region entweicht, kehrt der zweite
nach einer zweiten Kepler-Exkursion noch einmal zuriick, bevor er entweicht. Die
Lange der zweiten Exkursion bestimmt, welches von den in Abbildung 3.9 zu
erkennenden Subintervallen vorliegt.

Ich bezeichne ein Intervall von Orbits, die genau n Kepler-Exkursionen haben,
als Intervall der n-ten vertikalen Generation. Diese Einteilung ist nur dann prak-
tikabel, wenn die Exkursionen so weit sind, dafl sie eindeutig von anderen Bewe-
gungsformen nahe dem Proton unterschieden werden kénnen.
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3.4 Die Skalierung der horizontalen Struktur

Die horizontale Struktur eines irreguldren Bereichs der Streufunktionen besteht
aus einer biinfiniten Folge von ineinander verwobenen reguldren und irregulédren
Intervallen, deren Breiten und Abstidnde bei Anndherung an die beiden begren-
zenden PEO gegen null gehen. Es liegt nahe, nach Skalierungseigenschaften dieser
Folge zu suchen. Ein &hnlicher Fall liegt vor, wenn man sich das Verhalten von
Streufunktionen in der Ndhe einer hyperbolischen Streusingularitéit ansieht. In
diesem Fall skalieren die Streufunktionen exponentiell mit einem Exponenten,
der dem grofiten Eigenwert des entsprechenden periodischen Orbits entspricht
[JuSc88, JuPo89, See90]. Analog fiihre ich im folgenden die algebraische Skalie-
rung der horizontalen Struktur auf das asymptotische Verhalten des Potentials
zuriick.

An dieser Stelle ist es angebracht, kurz auf die Arbeiten Wiesenfelds einzugehen,
der sich in mehreren Artikeln mit der klassischen Coulomb-Streuung im linear
polarisierten elektrischen Feld beschéftigt hat [Wie90, Wie91, Wie92a, Wie92b].
Obwohl er als erster die Konzepte der chaotischen Streuung auf diese System-
klasse angewendet hat, iibersah er bei der Interpretation der Streufunktionen die
Bedeutung der PEO. Er schreibt in [Wie92b]:

The mechanism through which irregular scattering appears in the de-
flection function is clear: as soon as the deflection curve would dive
into bound states (resonances) ...it is reflected back into the N < 0
[d.h. E > 0 (A.B.)] domain, as the trajectory cycles one time more or
one time less nearby a bound unstable periodic orbit.

Wie ich im letzten Abschnitt gezeigt habe, sind lokalisierte periodische Orbits, im
Gegensatz zu den PEO, fiir die Struktur der irreguléren Streufunktionen relativ
unwichtig. Weiter fiihrt Wiesenfeld aus:

While it is not clear yet whether the inner tori (tightly bound states,
elliptic islands), the outer tori (Rydberg states) or both dominate the
dynamics at long delays, the exponential scaling is clearly lost after
only a few generations in the build-up of the fractal set of disconti-
nuities.

Zum einen ist nach meinen (z.T. noch folgenden) Ausfiihrungen klar, da8 die
Rydberg-Zustinde (so heilen bei Wiesenfeld die weiten Kepler-Exkursionen) bei
den langen Verzogerungszeiten dominieren, zum anderen geht die exponentiel-
le Skalierung nicht erst nach einigen Generationen (ein Begriff, den Wiesenfeld
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nicht ndher erldutert, der aber vermutlich die Anzahl der Kepler-Exkursionen
bezeichnet) verloren, sondern es gibt iiberhaupt keine exponentielle Skalierung.

3.4.1 Numerische Resultate

Ich untersuche zunéchst numerisch das Skalierungsverhalten in der Ndhe des PEO
am linken Rand der Abbildung 3.8 mit 7,, = 7% ~ 27 - 0.453. Man transformiere
die 7,,-Variable in der folgenden Weise:

E= (T — 7)™ mit k=23/2. (3.12)

in

Fiir £ — oo folgt also 7, \, 7;*. Aus Abbildung 3.12 entnimmt man folgende Ei-
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Abbildung 3.12: Streufunktionen fir F =1, C = 0.5 und E,, = 0.5 in Abhdingig-
keit von der skalierten In-Variable €.

genschaften der skalierten Streufunktionen, d.h. der Out-Gréfen in Abhéingigkeit
von der skalierten In-Variablen &:

e F, . und ¢,,, sind periodische Funktionen von &.

e 7,..(&) ist die Superposition einer periodischen und einer linearen Funktion.
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. Wichst mit jedem Periodizititsintervall um 27 (d.i. eine Umlaufperiode
des Protons).

® T,

Die Auftragung der Out-Variablen als Funktionen der skalierten In-Phase £ wurde
fiir mehrere Parameterkombinationen nahe PEO-Anfangsbedingungen aus ver-
schiedenen vertikalen Generationen durchgefiihrt. Auflerdem wurden auch Streu-
funktionen gegen die skalierte In-Energie ¢’ = (E,, — E¥ )~ bei festem 7, aufge-
tragen. Alle diese Experimente fiihren auf die berichteten Skalierungseigenschaf-
ten.

3.4.2 Erkliarung der algebraischen Skalierung

Ich fiihre jetzt die im letzten Abschnitt numerisch nachgewiesene Skalierungsei-
genschaft der Streufunktionen auf die asymptotische Bewegung des Elektrons im
Coulomb-Potential bei weiten Exkursionen zuriick. Die Argumentation ist fiir die
Umgebung jeder beliebigen PEO-Anfangsbedingung giiltig; fiir ein anschauliches
Beispiel sei wieder auf die Anfangsbedingung 7% des PEO am linken Rand von
Abbildung 3.8 verwiesen. Man entwickle die Energie E;(7;,) des Elektrons nach
seinem ersten Zusammentreffen mit dem Proton um den Wert 7% :

El(Tin) =-K; (Tin - 7';) (313)
mit der Konstanten K; = |E{(7})| > 0. Es ergeben sich die folgenden Félle:

o7, <T1!: = FE; >0 = Das Elektron entweicht mit E,,, = E; > 0.
Hier hat man bei den Streufunktionen ein reguldres Verhalten.

o7, =17, = FE; =0 = Das Elektron entweicht mit E,,, = E; = 0.
Dies entspricht dem PEO.

o7, >717. = F <0 = Das Elektron kehrt nach einer bestimm-
ten Wiederkehrzeit T zuriick und gehort folglich einer héheren vertikalen
Generation an als die anderen beiden Fille. Hier hat man bei den Streu-
funktionen irreguldres Verhalten.

Auf der irreguldren Seite von 77 wird die Wiederkehrzeit T bei einer weiten
Exkursion des Elektrons vor allem durch die weit vom Proton entfernten Raum-
bereiche bestimmt, da das Elektron hier sehr langsam ist. Man kann deshalb zur
Berechnung von T in guter Ndherung die asymptotische Energiegleichung

1., L* 1

E, =—r — — - 3.14
! 2r+2r2 T (3.14)
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verwenden. Durch Trennung der Variablen erh&lt man:

1\ 12
—2/dt f/(El——Jr ) dr | (3.15)
wobei

F = (D) = 2|3El| (1+yI— 2B ) (3.16)

den durch 7 = 0 bestimmten #ufleren Umkehrpunkt des Orbits und ro = r(¢)
einen kleinen, aber sonst beliebigen Radius bezeichnen. Das Integral in (3.15)
ergibt:

2r — 2|Eq|r?2 — L2 1 1-2|F '
T=— y2r 215 + arcsin [ 2B V| (517
| Ex | J2|Ey 3 J1 = 2| By | L2
Setzt man hier Gleichung (3.16) ein, so erhilt man fiir kleine Energien Ej:
T(E) = — |Ei|732. (3.18)
\/_

Die Beziehung (3.13) zwischen E; und 7,, erlaubt nun fiir 7;, ~ 7% die Aufstellung
einer Relation zwischen der Wiederkehrzeit und der In-Phase 7,,:

= (—Ti)" (3.19)

V2K3 "

mit dem Skalierungsexponenten

T(r.) =

k=3 (3.20)

Fiir 7, — 7 geht die Wiederkehrzeit 7" also geméf} einem Potenzgesetz mit dem
Exponenten —k gegen unendlich. Fiihrt man, wie in Abbildung 3.12, die skalierte
In-Variable

§= (1 —7) " (3.21)

mn

ein, so geht Gleichung (3.19) {iber in die lineare Beziehung
T(§) = K¢ (3.22)

mit der Konstanten K, = 7/4/2K3$. Von besonderer Bedeutung sind Paare von
Orbits, deren Wiederkehrzeiten 7" sich um Vielfache von AT = 27 /w unterschei-
den. Solche Orbits kehren zur gleichen Phase des Protons mit (nahezu) gleichen
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Bewegungsdaten zuriick. Folglich verhalten sie sich in der Zukunft gleich, und sie
haben gleiche asymptotische Out-Grofien. Die Streufunktionen E,,,(§) und ¢,,.(£)
sind also periodisch mit der Periode A{ = 27/ Kow, wihrend die Phase 7,,,(£)
zusidtzlich zu dieser Periodizitdt um den Betrag von 27 /w pro Periode anwéchst.
Damit bestitigt und erklirt meine theoretische Uberlegung die Eigenschaften der
skalierten Streufunktionen, die ich aus Abbildung 3.12 abgeleitet habe.

Die hier vorgefiihrte Erkldarung fiir die algebraische Skalierung der Streufunktio-
nen ist anwendbar fiir alle periodisch zeitabhdingigen Streusysteme mit asympto-
tisch attraktiver Coulomb- Wechselwirkung. Man findet also auf der irreguldren
Seite jeder PEO-Singularitdt von Streufunktionen eines jeden solchen Systems
eine algebraische Skalierung mit dem Skalierungsexponenten x = 3/2.

Unabhéngig von meiner allgemeinen Analyse der Skalierungseigenschaften von pe-
riodisch zeitabhingigen Systemen, die in [BeEc93] veroffentlicht worden ist und
in erweiterter Form im 4. Kapitel dargestellt wird, haben Boyd und McMillan den
Mechanismus fiir die Skalierung bei Kollisionen eines Himmelskorpers mit einem
Binérsystem angegeben [BoMcM92]. Yuan und Gu haben dieses Erkldrungsmu-
ster fiir ihre Analyse der Elektronstreuung an He' aufgegriffen [YuGu93].



Kapitel 4

Skalierung und Zerfall in
klassischen Streusystemen

Die besondere Rolle der parabolischen Singularitdtenmenge bei der Streuung in
klassischen Streusystemen ist lange Zeit iibersehen worden. Parabolische Streusin-
gularitdten treten hiufig bei Hamilton-Systemen mit expliziter Zeitabhangigkeit
auf. Obwohl die fiir zeitabhidngige Systeme charakteristischen Streufunktionen in
einigen Arbeiten abgebildet sind [Jun90, Lu™92, Wie92a, Wie92b], finden sich
dort keine Hinweise auf die parabolischen Streusingularititen. Selbst ein Artikel,
in dem explizit die chaotische Streuung in zeitabhéngigen Hamilton-Systemen be-
handelt wird [LaGr91], blendet das Charakteristische der zeitabhidngigen Streu-
ung durch die Wahl eines asymptotisch repulsiven Potentials aus. In den ersten
Arbeiten zu zeitunabhingigen Systemen mit parabolischer Singularititenmenge
(z.B. [Noi*86]) findet sich ebenfalls kein Verweis auf die Bedeutung der parabo-
lisch entweichenden Orbits. Erst fiir spezielle Dreikorperprobleme mit asympto-
tischer Keplerscher bzw. Coulombscher Wechselwirkung wurde kiirzlich auf die
Besonderheit parabolischer Streusingularitdten hingewiesen und ihr Einfluf§ auf
die horizontale Skalierung der Streufunktionen untersucht [BoMcM92, BoMcM93,
GuYu93, YuGu93].

Die Erklarung fiir die algebraische Skalierung in der Nidhe von PEO-An-
fangsbedingungen bei periodisch zeitabhingigen Systemen mit asymptotischer
Coulomb-Wechselwirkung wurde von mir im letzten Abschnitt 3.4 geliefert. Im
Abschnitt 4.1 zeige ich, dal Streufunktionen einer weitaus grofleren Systemklasse
ebenfalls algebraisch skalieren. Der die Skalierung charakterisierende Koeffizient
ist dabei eindeutig durch die asymptotische Wechselwirkung festgelegt. Anhand
einiger typischer Beispiele aus dieser Systemklasse werden in Abschnitt 4.2 die
theoretisch vorausgesagten Skalierungseigenschaften verifiziert.

81
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Eine Konsequenz des Verhaltens der Verzogerungszeit At in der Ndhe paraboli-
scher Singularitdten ist der algebraische Zerfall von temporir gebundenen Stof3-
komplexen, obwohl im Phasenraum keine KAM-Strukturen vorliegen. In der Re-
gel zerfallen Systeme mit voll entwickeltem Chaos [Ble™89] exponentiell mit der
Zeit [Gre™86, KoTé90]. Eine algebraische Zerfallsstatistik wird meist mit der Exi-
stenz , klebriger“ Tori (engl.: sticky tori) — d.h. KAM- und Cantori — in Zusam-
menhang gebracht. In der hier untersuchten Systemklasse fiihrt jedoch der Einfluf3
von KAM-Strukturen auf die Streudynamik zu einem Zerfall, der langsamer als
algebraisch ist, wihrend bei voll entwickeltem Chaos ein algebraisches Zerfallsge-
setz vorliegt. Ich bin in der Lage, den charakteristischen Zerfallsexponenten auf
die Skalierung der Streufunktionen und damit letztlich auf die asymptotischen
Eigenschaften des Potentials zuriickzufiihren.

In Abschnitt 4.3 wird anhand eines (numerisch leichter handhabbaren) Modellsy-
stems ein algebraisches Zerfallsgesetz fiir Stokomplexe nachgewiesen und an-
schlieBend auf die Skalierung der Verziégerungszeit in der Ndhe parabolischer
Streusingularititen zuriickgefiihrt.

4.1 Potentialasymptotik und algebraische Ska-
lierung

In der Literatur begegnet man hiufiger Abbildungen von Streufunktionen, die
den in dieser Arbeit gezeigten sehr &hnlich sind. Nach Abschnitt 3.4 ist dies bei
periodisch zeitabhédngigen Systemen mit asymptotischer Coulomb- bzw. Kepler-
Wechselwirkung zu erwarten; siehe z.B. [Hor89, Wie90, Wie91, Wie92a, Wie92b].
Man findet analoge Eigenschaften der Streufunktionen jedoch auch bei periodisch
zeitabhingigen Systemen anderer Asymptotik [EcZi9l, Jun90, Bee91, Lu*92,
Bil94, See95] und dariiberhinaus auch bei Mehrteilchensystemen mit zeitun-
abhingiger Hamilton-Funktion [RaMi71, Got75, Noit86, BoMcM92, GuYu93,
Han*93, KoWi95].

In diesem Abschnitt verallgemeinere ich die Uberlegungen von Abschnitt 3.4, um
die Skalierung der horizontalen Struktur fiir die Streufunktionen aller erw&hn-
ten Systeme aufzukliren. Es wird sich zeigen, dafl die Streufunktionen in der
Né&he von parabolisch entweichenden Orbits stets algebraisch skalieren, wobei der
Skalierungsexponent eindeutig von der Potentialasymptotik abhéngt.

Es sei ein Hamilton-System gegeben, das durch die Hamilton-Funktion H be-
schrieben werde. Dieses sei durch die folgenden drei Eigenschaften ausgezeichnet:

1. Das System sei dissoziationsfihig, d.h. ein Teilsystem (das Projektil P)
der Masse m sei in der Lage, sich unendlich weit vom Restsystem (dem
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Target T) zu entfernen. Die Entfernung zwischen P und T werde durch eine
Abstandskoordinate r gemessen. Dariiberhinaus sei das Projektil wesentlich
leichter als das Target, so dafl die Relativbewegung n&herungsweise der
Projektilbewegung entspricht.

2. Die asymptotische Wechselwirkung zwischen P und T werde durch ein at-
traktives Potential V,,(r) beschrieben:

Fall (a): Vo(r) = —Vor=° mit Konstanten V5 >0, 8> 1
Fall (b): V..(r) = =Vyexp(—br) mit Konstanten V4 > 0, b > 0.

3. Wenn P sich parabolisch, d.h. mit Out-Energie E,,, = 0 von T entfernt,
verhalte sich fiir » — oo das Target periodisch mit der Kreisfrequenz w.

Bemerkungen:

1. Die Coulomb-Streuung im elektrischen Wechselfeld erfiillt (nach dem Uber-
gang in das System ¥') die drei genannten Forderungen: Das Elektron (P)
und das kreisende Proton (T) ziehen sich asymptotisch gemafl der Coulomb-
Wechselwirkung (Fall (a) mit § = 1) an. Das Targetsystem verhilt sich
wegen des von auflen aufgeprégten elektrischen Wechselfelds periodisch in
der Zeit.

2. Die periodische Zeitabhéngigkeit des Targets fiir r — oo und FE,,, = 0 ist
nicht notwendig von auflen aufgepréigt, sondern kann eine innere Eigenschaft
des Systems sein. Ein Beispiel ist die Streuung eines Himmelskorpers (P)
an einem Binédrsystem (T) [BoMcM92, BoMcM93]. Aufgrund der Konstanz
der Gesamtenergie E, ist die Energie des Binérsystems fiir jedes paraboli-
sche Entweichen des Projektils (E,,, = 0) gleich E,. Da die Frequenz des
Bindrsystems nur von seiner Energie E abhéngt:

k

S Vm

w(E) (2|B))*? (4.1)

(k = Gravitationskonstante), gibt es fiir E,,, = 0 eine eindeutig definierte
Frequenz w = w(FE,) des Targets. Ein weiteres Beispiel liefern Handke et
al. [Hant93, Han94]. Ich stelle dhnliche Systeme in Unterabschnitt 4.2.2

ausfiihrlicher vor.
3. Falls die Hamilton-Funktion einen Zentrifugalanteil

L2
- 2mr?2

Va(r) (4.2)

enthilt, so gelten die folgenden Uberlegungen nur, falls die (attraktive)
Projektil-Target-Wechselwirkung asymptotisch langsamer abfillt als die
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(repulsive) Zentrifugalwechselwirkung. Fiir den Koeffizienten 8 muf} also
gelten: B < 2. In den nachfolgenden Beispielen arbeite ich anhand eines Sy-
stems, das diese Voraussetzung nicht erfiillt, die Unterschiede in Struktur
und Skalierung der Streufunktionen heraus (Unterabschnitt 4.2.3).

Man betrachte nun die beiden Gréflen E,,, und At als Funktionen einer beliebigen
In-Variablen «;,. Dabei bezeichnet E,,, die Out-Energie des Projektils P und At
eine geeignet definierte Verzégerungszeit: At gibt an, um wieviel ldnger sich das
Projektil im Vergleich zu freier Bewegung (bzw. reiner Coulomb-Streuung im Fall
B = 1) im Bereich der Wechselwirkung aufhilt. Die exakte Definition von At ist
dem jeweiligen System anzupassen. Bei der Coulomb-Streuung in Abschnitt 3.4
hatte ich z.B. At = 7,,, — 7;, gewéihlt.

out

Gibt es irreguldre Bereiche, so wird die Struktur der Streufunktionen durch die
parabolisch entweichenden Projektilorbits (PEO) mit E,,, = 0 dominiert. o, sei
nun die asymptotische Anfangsbedingung eines PEO, d.h.

E,.(af)=0. (4.3)

n

Dann verhalten sich die Streufunktionen in der Umgebung von o}, auf der einen
Seite der PEO-Anfangsbedingung reguldr und auf der anderen Seite irregular.
O.B.d.A. seien die Streufunktionen z.B. fiir a;, < o reguldr und fir o, > af,
irreguldr. Die Projektilorbits mit Anfangsbedingungen nahe «f verlaufen iiber
weite Strecken in der Ndhe des PEO. Thre Energie E; nach der letzten Begegnung
von PEO und Target kann, wie in Gleichung (3.13), in Abh&ngigkeit von der In-
Variablen linear approximiert werden:

E, = -Ki(o, — ) (4.4)

n

mit einer Konstanten K; > 0. Auf der irreguldren Seite von o} wird jetzt, wie
im Abschnitt 3.4, die Wiederkehrzeit T von Projektilen berechnet, die nach einer
weiten Exkursion wieder zum Target zuriickfallen. T' wird durch die weit vom
Target entfernten Bereiche bestimmt, in denen das Projektil sehr langsam wird.
Aus der asymptotischen Energiegleichung

B, = %f«? +FVL(r) (4.5)

erhdlt man mittels Trennung der Variablen
t 7
T =2 [ dt =vam [ (B~ V() dr. (4.6)
to ro

Dabei bezeichnet 7 = r(t) den dufleren Umkehrpunkt der Exkursion und ry =
r(to) einen kleinen, aber sonst beliebigen Radius.
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Fall (a): V,,(r) = Vor=".

Der Umkehrpunkt # errechnet sich durch Nullsetzen der kinetischen Energie in
der asymptotischen Energiegleichung zu

F o (%)W . (4.7)

Fiir die Wiederkehrzeit folgt aus (4.6)
T = K»(f) ||~ 2% (4.8)

wobei sich die Groe K»(3) mit der Substitution z = /7 zu

K (8) = V2m V' / \/%dz (4.9)

To/F

ergibt. K, hiingt im Grenzfall kleiner Energie |F;|, d.h. fiir grofies ¥ nicht von
E; ab, da dann die untere Grenze des Integrals gegen null geht. Mit Gleichung
(4.4) schreibt sich die Wiederkehrzeit T in Abhéngigkeit von der In-Variablen a;y,
folglich als

T(n) = K(B) (i — )", (4.10)

in

wobei K () = K»(3)K; " ist und der Skalierungsexponent x von dem Exponenten
B, der den asymptotischen Potentialverlauf charakterisiert, wie folgt abhéngt:

_B+2
_—2ﬁ .

Die Abbildung 4.1 zeigt die Beziehung zwischen der Potentialasymptotik und dem

k = k() (4.11)

Skalierungsexponenten «(/3).

Bemerkungen:

1. Im Fall 4 = 1 hat man asymptotisch eine attraktive Coulomb-Wech-
selwirkung zwischen Projektil und Target. Ohne dafl das wegen Beriick-
sichtigung des Zentrifugalanteils etwas kompliziertere Integral (3.17) ausge-
rechnet werden muf, ergibt sich gemif (4.11) der Skalierungsexponent zu
k = 3/2. Dieser stimmt mit dem Exponenten iiberein, der bereits fiir die
Coulomb-Streuung im elektrischen Wechselfeld ermittelt wurde.

2. Im Grenzfall 3 — oo ergibt sich k — 1/2.
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Abbildung 4.1: Skalierungsexponent k als Funktion des Potentialexponenten (3.

Fall (b): V,.(r) = —Vj exp(—br).

Wie im Fall (a) ergibt sich der Umkehrpunkt 7 durch Nullsetzen des kinetischen
Anteils in der asymptotischen Energiegleichung:

1 Vo
F=—-log|—) . 4.12
b g(|El|> (4.12)

Substituiert man in (4.6) z = b(7 — r), so erhilt man

(T_‘fT‘o)

b
1
T = \V2m |E,| /2 / dz . 413
miEl [ (4.13

Fiir |E;| — 0 geht die obere Grenze des Integrals gegen unendlich. Da der Inte-
grand hier exponentiell klein wird, hingt das Integral nur wenig von der Energie
E; ab. Damit und mit der Approximation (4.4) erhilt man

T(ain) = K (i — )" (4.14)

mit dem (von b unabhingigen) Skalierungsexponenten
k= k(oc0) = <. (4.15)

Der Skalierungsexponent x im Fall exponentiell abfallender Wechselwirkung zwi-
schen Projektil und Target entspricht also dem Grenzwert x(3 — oo) fiir alge-
braisch abfallendes V'(r).
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In den beiden Fillen (a) und (b) gilt jetzt gleichermaBen die Uberlegung, die
ich im Abschnitt 3.4 fiir den Fall asymptotischer Coulomb-Wechselwirkung an-
gegeben habe: Orbits, deren Wiederkehrzeiten T sich lediglich um Vielfache der
inneren Periode 27 /w unterscheiden, haben eine anndhernd gleiche Zukunft und
deshalb auch gleiche Out-Grofien ay,;. Folglich sind die skalierten Streufunktio-
nen oy (€) fiir grofe £ = (ayn, — af,) " periodisch. Die Verzogerungszeit At(€)
wéachst mit zunehmender Wiederkehrzeit 7' und ist folglich die Superposition
einer periodischen mit einer linearen Funktion. Dabei wéchst At in jedem Peri-
odizitdtsintervall um den Wert einer inneren Periode 27/w an.

4.2 Beispiele

Die Theorie der Skalierungseigenschaften der horizontalen Struktur der Streu-
funktionen bedarf weiterer Beispielsysteme, an denen ihre Voraussagen iiberpriift
werden konnen. Ich untersuche in diesem Abschnitt die folgenden Systeme, die
nach wachsender Anzahl f von Freiheitsgraden aufgefiihrt sind. Falls die jeweili-
ge Hamilton-Funktion eine explizite Zeitabhéngigkeit aufweist, zdhle ich diese als
halben Freiheitsgrad zu der Anzahl von zueinander konjugierten Variablenpaaren
hinzu.

1. Kicksystem (f = 3/2): Ein Teilchen bewegt sich in einem eindimensiona-
len Muldenpotential, das lediglich zu den Zeiten t, = nT j-impulsférmig
eingeschaltet wird [Bee91, BeEc93]. Dieses System von eineinhalb Freiheits-
graden ist eine vereinfachte Version einer Klasse von Systemen mit glat-
ter periodischer Zeitabhingigkeit [Ale81], deren Streuorbits symbolisch von
Eckelt und Zienicke beschrieben worden sind [EcZi91].

2. A-Modell (f = 2): Noid, Gray und Rice haben bei ihren numerischen
Untersuchungen von molekularen Streuprozessen irregulire Streufunktionen
gefunden [Noi*™86, Grat86]. Durch die Wahl von Lennard-Jones-Potentialen
verschiedener (algebraischer) Asymptotik oder eines Morse-Potentials (mit
exponentiellem asymptotischen Abfall) kénnen die Voraussagen des letzten
Abschnitts hier an einem System mit zeitunabhdngiger Hamilton-Funktion
iiberpriift werden.

3. Zirkular bewegtes Zentralpotential (f = 5/2): Hier betrachte ich Sy-
steme, die wie das mitbewegte, nichtrotierende System ¥’ aus Abschnitt
1.3 durch die gleichférmige Kreisbewegung des Zentrums eines Zentralpo-
tentials V(r) entstehen. V(r) ist hier nicht mehr notwendig asymptotisch
ein Coulomb-Potential. Der Ubergang in ein rotierendes Koordinatensystem
(das dem System %' aus Abschnitt 1.4 entspricht) zeigt wieder die Existenz
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einer Konstanten der Bewegung, des Jacobi-Integrals, das Energie und Dre-
himpuls verkniipft. Die Beziehung zwischen FE und L erlaubt interessante
Varianten:

(a) Bei Wahl eines attraktiven Potentials, das langsamer als das Zentrifu-
galpotential abfillt (d.h. 8 < 2), erwartet man die Existenz von pa-
rabolisch entweichenden Orbits (PEO) und in ihrer Nihe algebraische
Skalierung der Streufunktionen.

(b) Bei Wahl eines schneller abfallenden Potentials dominiert fiir grofle
Entfernungen der Zentrifugalterm. Folglich konnen PEO nicht existie-
ren, und demnach skalieren die Streufunktionen auch nicht algebra-
isch. Irreguldre Streufunktionen kénnen hier nur durch den Einfang
von Trajektorien auf stabilen Mannigfaltigkeiten von instabilen loka-
lisierten Orbits zustande kommen. Es gibt also lediglich hyperbolische
Streusingularitdten, in deren N&he die Streufunktionen exponentiell
skalieren.

(c) Es gibt eine Ausnahme: Man kann das Jacobi-Integral C' = E — wL
gleich null wahlen, so dafl mit der Energie auch stets der Drehimpuls
null wird. In diesem Fall sind dann auch fiir schnell abfallende Po-
tentiale (E,,, = 0)-Orbits moglich, da ja bei verschwindender Energie
auch die Zentrifugalabstoung null wird.

4.2.1 Das Kicksystem

Das System wird durch die folgende explizit zeitabhéngige Hamilton-Funktion
beschrieben [Bee91]:

Hlz,p.t) = 3 +V(e) 3 8(t—3) (4.16)

j=—00
wobei das ortsabhéngige Potential durch
1
Vita? '

Vo > 0, B > 1, gegeben ist. Bezeichnet man mit (z;,p;) die Werte von Ort

V(z) = -V, (4.17)

und Impuls direkt vor dem j-ten d-Impuls, so erhélt man die zweidimensionale,
flichentreue Abbildung

Tit1 = T +pj_|_1 (418&)
Vo8

S 4.1
Vit (4.18b)

Djr1 = pj—Vl(%') = Dj
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Die Abbildung (4.18) beschreibt auch die erste Niherung eines Euler-Cauchy-
Verfahrens [EnRe87] fiir die Integration eines Teilchenorbits im zeitunabhingigen
Potential V(z) im Zeitintervall zwischen j und j+ 1. Im Falle groer r = |z| wird
die Ndherung sehr gut, und man bekommt folglich ndherungsweise die Dynamik
eines Teilchens im Potential

V.(r)=-Vor™". (4.19)

Die asymptotische Beschreibung der Teilchenbewegung entspricht also der von
Fall (a) der allgemeinen Ausfiihrungen in Abschnitt 4.1. (Eine genauere Be-
griindung fiir die Ersetzung des Kickpotentials durch V,,(r) im asymptotischen
Bereich findet man in [Bil94], Abschnitt 1.4.)

Ein Paar kanonisch konjugierter Streuvariablen bekommt man z.B. mit der asym-
ptotischen Energie E und dem Zeitpunkt 7 des Nulldurchgangs einer Trajektorie
des asymptotischen Systems:

1

E = 5p? (4.20a)
T

T o= t—=. 4.20b
; (4.20b)

Die Streuabbildung o bildet ein Paar von asymptotischen In-Gréfen (E,,, 7;,) auf
die entsprechenden Out-Gréflen (F,,,,T,..) ab. Jeder Streuorbit hat mindestens
einen Nulldurchgang. Streuorbits mit wenigstens zwei Nulldurchgéngen nenne
ich komplez, Orbits mit nur einem Nulldurchgang einfach. Als Verzogerungszeit
At wird die Zeit zwischen dem ersten und dem letzten Nulldurchgang von z(t)
definiert. Man hat also At = 0 fiir einfache Streuung. Die naheliegende Wahl von
Tt — Tin als Verzogerungszeit stellt sich hier als unangebracht heraus: Da 7,,, fiir

Orbits mit kleiner Out-Energie kleiner als 7, werden kann und fiir PEO sogar
gegen —oo geht, erhielte man so z.B. negative Verzdgerungszeiten.

Abbildung 4.2 zeigt die Out-Energie E,,,, die Verzogerungszeit At und die Anzahl
n der Nulldurchginge von z(t) als Funktionen der In-Energie E,,. Dabei wird
T:, = 0 festgehalten, und die Systemparameter sind als Vy = 2 und # = 4 gewéhlt.
Die reguldren Intervalle von E,,,(F,,) und At(E,,) korrespondieren zu Intervallen
konstanter Nulldurchgangszahl n.

An den Rindern jedes reguldren Intervalls befinden sich Orbits mit E,,, = 0.
Nach den Ausfiihrungen im letzten Abschnitt hat man also in der N&he jedes
PEO einen algebraisch skalierenden Abschnitt der Streufunktionen, wobei sich
der Skalierungsexponent mit § = 4 geméf (4.11) zu

o — ﬂ2_;2 _ Z (4.21)
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Abbildung 4.2: Streufunktionen fiir das Kicksystem mit Vo =2, 8 =4, 7, = 0.

ergibt. Der PEO am linken Rand des Bereichs komplexer Streuorbits in Abbil-
dung 4.2 bei E,, = E’ = 0.7818... ist ein guter Kandidat, um die theoretische
Voraussage zu bestdtigen. Abbildung 4.3 zeigt die Streufunktionen in Abhéngig-
keit von der skalierten In-Variablen

¢=(E, — Ex)%". (4.22)

Offensichtlich erfiillen die skalierten Streufunktionen alle Voraussagen, die im
vorigen Abschnitt gemacht worden sind.

Seegers hat in seiner Doktorarbeit das Kicksystem (4.16) mit einem asymptotisch
exponentiell abfallendem Potential V(z) untersucht [See95]. Er konnte sowohl
die algebraische Skalierung der horizontalen Struktur mit dem vorausgesagten
Skalierungsexponenten k = 1/2 bestdtigen, als auch die exponentielle Skalierung
in der N&he einer der ,versteckten“ hyperbolischen Singularitdten nachweisen.

4.2.2 Das A-Modell

Noid, Gray und Rice haben sich in zwei Artikeln mit der Streuung von Helium
am Todmolekiil I, beschiftigt [Noi™86, Gra*86]. Als einfaches Modell dient ihnen
eine A-férmige Anordnung, bei der die Bewegung des He-Atoms auf die Mittel-
senkrechte der I,-Verbindungslinie beschrénkt ist und keine Rotationszustédnde
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Abbildung 4.3: Skalierte Streufunktionen fir das Kicksystem mit den Parameter-
werten von Abbildung 4.2.

vorliegen. Abbildung 4.4 zeigt die Geometrie des Modells. Hier bezeichnet P das
Heliumatom (Projektil) und T die Iodatome (Target).

P

T 7 T

Abbildung 4.4: Skizze des A-Modells.

Die reduzierte Masse des Targetmolekiils sei mit M und die Masse des Projektils
mit m bezeichnet. R sei der Abstand zwischen den beiden Targetatomen, und P
sei der zu R konjugierte Impuls. Der Abstand des Projektils vom Targetmolekiil
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sei mit r und der konjugierte Impuls mit p bezeichnet. Damit lautet die Hamilton-
Funktion des Systems:

1 1
H(R,r,P,p) = mzﬂ + %ﬁ +V(R,7) (4.23)

mit dem Potential

V(R,r) =2Vp(p(R,r)) + Vr(R) , (4.24)
wobei

p(R,r) =+/(R/2)? 4+ r? (4.25)

der Abstand zwischen dem Projektil und den Targetatomen ist. Vp(p) bezeich-
net die Wechselwirkung zwischen dem Projektil und einem Targetatom, wahrend
Vr(R) das Potential zwischen den beiden Targetatomen darstellt.

Es ist giinstig, Skalierungsoperationen durchzufiihren, so daf sich (statt zweier
gekoppelter Systeme mit jeweils einem Freiheitsgrad) die Hamilton-Funktion ei-
nes Teilchens mit zwei Freiheitsgraden ergibt. Dazu fiihrt man den reduzierten
Massenparameter y = v/ Mm ein und definiert neue Orte und Impulse via

(M/m)Ytr — r (4.26a)
(m/M)"*p — p (4.26b)
(m/M)'*R — R (4.26¢)
(M/m)"*P +—— P (4.26d)

Fiir diese neuen Koordinaten gelten Differentialgleichungen, die sich aus der
Hamilton-Funktion

1
H(R,7,P,p) = 2 (P*+p*) + V(R,7) (4.27)

herleiten. H beschreibt offensichtlich die Dynamik eines Teilchens der Masse p
im zweidimensionalen Potential V' (R, 7).

Abhingig von der Wahl der Potentiale Vr(R) und Vp(p) und der Gesamtenergie
sind verschiedene Szenarien von Streuvorgingen denkbar. Schiet man das Pro-
jektil P auf das Targetmolekiil T-T, dann sind (a) inelastische Streuung von P
unter Erhalt der Molekiilbindung, (b) Dissoziation des Molekiils oder (c) Einfang
von P unter Bildung eines Dreierkomplexes moglich. Ein Einfang des Projektils ist
jedoch héchstens auf einer Nullmenge von Anfangsbedingungen moglich [Eck88].
Wird die Gesamtenergie des Systems kleiner als null gew&hlt, so scheidet auch
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die Aufspaltung des Targetmolekiils aus. Unter dieser Voraussetzung bleibt als
interessante Moglichkeit die inelastische Streuung des Projektils am Target.

Es wire nun moglich, wie in der Original-Arbeit, beide Wechselwirkungen durch
Morse-Potentiale zu modellieren. Interessiert man sich jedoch nur fiir inelastische
Streuung unter Erhalt der Molekiilbindung, so ist es legitim, das intramoleku-
lare Potential Vr(R) harmonisch um den Gleichgewichtsabstand R des Target-
Molekiils zu approximieren:

Vi(R) ~ %,M(R _ Ry (4.28)

w bezeichnet hier die Kreisfrequenz der Eigenschwingungen des Targets. Fiir die
Target-Projektil-Wechselwirkung verwende ich entweder ein (asymptotisch at-
traktives und exponentiell abfallendes) Morse-Potential

Vo (p) = D[exp(~2b(p — 7)) — 2 exp(~b(p — 7))] (4.29)

(D,b,p > 0) oder ein (asymptotisch algebraisch wie —p# abfallendes) Lennard-
Jones-Potential

_\ @ _\ B
D p p
Ve(p) = I} (—) -« (—) 4.30
o) = = [ ’ ’ (4.30)
(D,p > 0,a > (3 > 2). Die Parameter des Systems wurden in [Noi*86] so gewihlt,
daf} experimentell ermittelte Eigenschaften des Hel,-Molekiils moglichst genau

mit denen des Modells iibereinstimmen. Dabei stellt sich heraus, dafl die Kopp-
lung zwischen Transversalbewegung (in R-Richtung) und Longitudinalbewegung
(in r-Richtung) duBerst klein ist. Die Streuabbildung zeigt nur bei sehr kleinen
Einfallenergien irreguldre Eigenschaften, und der erforderliche numerische Auf-
wand ist immens. Da ich lediglich Skalierungseigenschaften der Streufunktionen
nachweisen mo6chte, habe ich die Systemparameter auf besser handhabbare Werte
gesetzt. Wie sich durch Vergleich mit den Streufunktionen des Originalsystems
zeigt, dndert dies nichts an ihren qualitativen Eigenschaften.

Die fiir die Streubewegung charakteristischen Eigenschaften des Potentials ent-
nimmt man der Abbildung 4.5. Die Abbildung zeigt Verlauf und Héhenlinien des
Potentials, wenn das intramolekulare Potential Vr(R) harmonisch gen&hert und
das Potential Vp(p) als Morse-Potential gewihlt wird.

Die wesentlichen Eigenschaften sind dieselben wie beim Potential der Original-
arbeit: Man hat fiir groe 7 eine Rinne, die in R-Richtung (der transversalen
Richtung) durch ein quadratisches Minimum und in r-Richtung (der longitudi-
nalen Richtung) durch ein asymptotisches Verhalten wie — exp(—br) ausgezeich-
net ist. Fiir kleine » hat man eine Barriere, die das Teilchen in der Regel nicht
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Abbildung 4.5: Potential V(R,r) des A-Modells. Vp(p) ist als Morse-Potential
gewdhlt. Parameterwerte: w=2, D =1,p=4,b=1.

iiberwinden kann; nur fiir sehr hohe Energie kann das Projektil durch das Tar-
getmolekiil hindurchlaufen. Dazwischen befindet sich ein Potentialminimum, das
einer A-formigen Molekiilkonfiguration entspricht. Im Falle von Lennard-Jones-
Potentialen erhélt man ein dhnliches Bild. Der Abfall des Potentials fiir » — oo
ist hier lediglich nicht exponentiell, sondern algebraisch wie —r 7.

Zur eindeutigen Charakterisierung von Streuasymptoten werden drei Streuvaria-
blen benétigt. Hier erweist es sich als vorteilhaft, daf§ die Transversalbewegung in
harmonischer Naherung betrachtet wird. Die asymptotische Hamilton-Funktion
fiir r — oo lautet:

1

H..(R,m, P,p) = 5-(P* +p*) + ng(R R). (4.31)
i

Hier sind harmonische Transversal- und Freiteilchen-Longitudinalbewegung ent-

koppelt. Als Streuvariablen bieten sich an: die Transversalenergie (d.i. bis auf

Skalierung die Targetenergie)

1 % _
Et=—P?2 1+ Z0*R— R)? 4.32

die Longitudinalenergie (d.i. bis auf Skalierung die Projektilenergie)

E'=_—p? (4.33)

20
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und die Phase ® des Transversalsystems zu dem Zeitpunkt, an dem die der asym-
ptotische Orbit die Linie » = 0 iiberschreitet. ® berechnet man folgendermafen:
Ein Orbit des asymptotischen Systems ist gegeben durch

r(t) = rot \/?(t — tp) (4.34a)

Rt)- R = l\/?sin(wt + ) . (4.34Db)

w

Mit Gleichung (a) 1&8t sich der Zeitpunkt ¢* des Nulldurchgangs r(t*) = 0 be-
stimmen. Die Phase ® des Nulldurchgangs bekommt man folglich aus Gleichung
(b) als ® = wt* + . Die Streuabbildung o bildet also das Tripel von In-Werten
(Et,E! ,®,,) auf das Tripel von Out-Werten (E?,,, E! ,, ®,,,) ab. Dabei sind im

asymptotischen Bereich E? und E' iiber die Gesamtenergie E = E* + E' mitein-
ander gekoppelt.

Ich nenne Streutrajektorien einfach, wenn r(t) genau ein Minimum hat: Das Teil-
chen l1duft in diesem Falle nur auf das Target zu und nach dem Abprallen am Po-
tentialwall wieder zuriick. Bei mehr als einem r(¢)-Minimum heifle die Streuung
dagegen komplex. Als Komplexitdtsparameter n bietet sich die Anzahl der rela-
tiven Maxima von 7(t) (d.i. die Anzahl der Minima minus eins) an. Als Verzoge-
rungszeit At eignet sich die Zeitdifferenz zwischen dem ersten und dem letzten
r(t)-Minimum. Per definitionem gilt fiir einfache Streuorbits At = 0.

Abbildung 4.6 zeigt die Out-Energie E! , des Projektils, die Verzégerungszeit
At und den Komplexitidtsparameter n als Funktionen der In-Phase ®,,. Die Sy-
stemparameter sind wie in Abbildung 4.5 gewdhlt. Die Projektil-In-Energie ist
auf B! = 0.1 und die Gesamtenergie auf £ = 1.2 gesetzt (d.h. Ef = 1.1).
Das Resultat reproduziert trotz der anders gewédhlten Parameter qualitativ er-
wartungsgemifl die entsprechenden Diagramme in [Noit86]. Die Struktur der
Streufunktionen ist die gleiche wie bei dem im letzten Abschnitt behandelten
Kicksystem oder der davor eingehend besprochenen Coulomb-Streuung im zir-
kular polarisierten elektrischen Feld. Man mache sich aber klar, dafl man hier
keine ,,von aulen“ aufgepréigte Zeitabhéingigkeit hat (die Hamilton-Funktion ist
nicht explizit zeitabhiingig), sondern dafi die Oszillation des Targets bei weiten
Exkursionen des Projektils die Skalierung der Streufunktionen bewirkt.

Den allgemeinen Betrachtungen zur Skalierung von Streufunktionen in der N&he
von parabolisch entweichenden Orbits in Abschnitt 4.1 entnimmt man fiir expo-
nentiell abfallende Potentiale den Skalierungsexponenten (4.15) als:

k = K(00) = — . (4.35)

Die Skalierung der Streufunktionen in der N&he des PEO mit ®F /27 = 0.458...
zeigt Abbildung 4.7. Fiir grofle
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Abbildung 4.6: Streufunktionen fiir das A-Modell. Vp(p) Morse-Potential, Sy-
stemparameter wie in Abbildung 4.5, E' = 0.1, Bt = 1.1 und p = /2.
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£ = (25, — @) (4.36)

werden E!

out

einer periodischen und einer linear wachsenden Funktion ist. In jedem Periodi-

und n periodische Funktionen von &, wihrend At die Uberlagerung

zitdtsintervall wachst At um den Wert von etwa 3 an; dies stimmt iiberein mit
der Periode des inneren Systems 27/w = 7.

W&hlt man fiir Vp(p) ein Potential vom Lennard-Jones-Typ (4.30) mit o« = 12
und ( = 6, so erhidlt man bei ansonsten gleichen Parameterwerten Streufunktio-
nen, die denen fiir das Morse-Potential sehr dhnlich sind (Abbildung 4.8). Selbst
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Abbildung 4.8: Streufunktionen fir das A-Modell. Vp(p) ist als 12-6-Len-
nard-Jones-Potential gewdhlt. Parameterwerte: w = 2; D =1, p =4, a = 12,
B=6;u=+2,E' =01, El =1.1.

die Lage des Hauptbereiches komplexer Streuung auf der ®,,-Achse ist nahezu
identisch: Im Fall des Morse-Potentials liegt dieser im ®,,-Bereich [0.291, 0.458],
im Falle des Lennard-Jones-Potentials im Bereich [0.306, 0.456].

Man erkennt hier wie dort, dafi die Anzahl n der r(¢)-Maxima die reguldren
Intervalle gut charakterisiert, wie dies im Fall des Kicksystems die Anzahl n der
Nulldurchgénge leistet. Der Grund fiir diese &hnlichen Eigenschaften ist, dafl das
A-System, genauso wie das Kicksystem, effektiv ein System eines Freiheitsgrades
mit Zeitabhédngigkeit ist: Das sich in einer Dimension bewegende Projektil P
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befindet sich in einem Potential, das durch die interne Dynamik des Targets
zeitabhéngig wird.
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Abbildung 4.9: Skalierte Streufunktionen aus Abbildung 4.8.

Abbildung 4.9 zeigt die Streufunktionen im Falle des 12-6-Lennard-Jones-Poten-
tials in Abhangigkeit von der skalierten Streuvariablen £ = (®; — ®,,)~*. Der
Skalierungsexponent berechnet sich mit 8 = 6 gemif (4.11) zu

K=—. (4.37)

Auch hier sind die vorausgesagte Periodizitédt der skalierten Streufunktionen und
der superponierte lineare Anstieg von At(¢) deutlich zu sehen. At wichst in jedem
Periodizit#tsintervall um den Wert von ca. 3 an — in guter Ubereinstimmung mit
der Eigenperiode 7 des Targetmolekiils.

4.2.3 Zirkular bewegtes Zentralpotential

In diesem Unterabschnitt wird die Streuung eines Teilchens in einem gleichférmig
auf einem Kreis gefithrten Zentralpotential V(r) untersucht. Der Spezialfall des
attraktiven Coulomb-Potentials V(r) = —1/r wurde ausfiihrlich im 3. Kapitel
besprochen. Wie im Coulombschen Fall ist es auch hier moglich, die Hamilton-
Funktion eines Teilchens, das sich im Potential V' (r) und in einem superponierten
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ortsunabhéngigen rotierenden Feld befindet, durch eine kanonische Transforma-
tion auf die Hamilton-Funktion eines Teilchens im zirkular bewegten Potential
V(r) zu transformieren. Dabei verwendet man die gleichen Erzeugenden wie in
Abschnitt 1.3, wobei man jeweils —1/r durch V(r) zu ersetzen hat. Ich beginne
hier jedoch nicht mit dem raumfesten System ¥, sondern gleich mit dem (im
Coulomb-Fall so bezeichneten) mitbewegten System ¥’, ohne weiter auf den Ur-
sprung der Hamilton-Funktion Bezug zu nehmen.

Gegeben sei also ein Zentralpotential V' (r). Man verschiebe den Nullpunkt des
Koordinatensystems um den Vektor —pe,, so da8 V(r) — V(|r — pe,|). (Im
Coulomb-Fall war p = F/w?) Dann lasse man das Potential mit der Kreisfre-
quenz w um den Ursprung kreisen. Es ergibt sich die Hamilton-Funktion des im
folgenden so bezeichneten raumfesten Systems:

1
H(r,p,t) = 5p° + V(Ir — p(1))) (4.38a)
mit
p(t) = p (e, coswt + e, sinwt) (4.38b)

(vergleiche mit (1.34)). Im rotierenden System (das im Coulomb-Fall mit %' be-
zeichnet worden war) wird die Hamilton-Funktion zeitunabhéngig:

. 1_ 5 5 . .

H(#,p) = 5p° + V(I = pés) —w (29, — i) - (4.39)
Folglich ist der Wert C' von H eine Konstante der Bewegung. Ich bezeichne C' wie-
der als Jacobi-Integral. Im raumfesten Koordinatensystem vermittelt das Jacobi-
Integral eine einfache Beziehung zwischen der Energie und dem Drehimpuls des
Teilchens:

C=E-uwl, (4.40)

wobei E die Energie des Teilchens und L die z-Komponente des Drehimpulses
bezeichnen. Betrachtet man lediglich Bewegungen in der zy-Ebene, so hat man
also ein zeitunabhéngiges Hamilton-System von zwei Freiheitsgraden. Als anpas-
sungsfahiges und numerisch unproblematisches Potential w&hle ich

V()= - (4.41)

Fiir rp = 0 und # = 1 geht das System in den Fall des zirkular bewegten Coulomb-
Potentials aus Abschnitt 1.3 {iber. Fiir ry > 0 verschwindet die Singularitit bei
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r = 0, so daBl eine Regularisierung der Differentialgleichungen nicht mehr not-
wendig ist. Ich handele im folgenden die auf Seite 88 aufgefiihrten Spezialfille
(a), (b) und (c) ab.

Fall (a): 0 < 2.

Es wurden numerisch Streufunktionen fiir das System (4.38) mit Coulomb-artig
abfallenden (d.h. § = 1) Potentialen (4.41) mit 7o > 0 bestimmt. Hier kénnen
wieder die in 3.1 eingefiihrten Streuvariablen (E, L, T, ¢) verwendet werden. Die
Resultate unterscheiden sich in keinem wesentlichen Merkmal von den im 3. Ka-
pitel gezeigten Ergebnissen. Ich verzichte daher hier auf eine weitergehende Dis-
kussion.

Fall (b): 5> 2,C #0.

Fiir 3 > 2 fillt das Potential V() schneller ab als das Zentrifugalpotential L?/2r2.
Folglich iiberwiegt asymptotisch der Repulsivanteil des Effektivpotentials, und
Orbits mit F,,, = 0 sind nicht moglich. Wie sehen in diesem Fall die Streufunk-
tionen aus?

Das Teilchen bewegt sich im Unterschied zum Coulomb-Fall asymptotisch frei.
Als Streuvariablen kann man jetzt die Energie F, den Drehimpuls L, den Winkel
¢ = arctan(y/z) und den Zeitpunkt 7 der gréBten Anndherung der Asymptote
an den Ursprung verwenden. Dabei berechnet sich die Zeitvariable zu:

TP +Ypy

4.42
p:+p; (4.42)

T =

Die gleichméfige Rotationsbewegung des Systems erlaubt es wieder, die In-
Koordinate ¢, gleich null zu setzen. Fait man das Jacobi-Integral C' als festen
Parameter des Systems auf, so errechnet sich der Drehimpuls L;, mit (4.40) aus
E,,.. Unter diesen Einschrdnkungen operiert die Streuabbildung ¢ nur noch auf

dem zweidimensionalen Unterraum von asymptotischen Anfangsbedingungen mit
den In-Werten (E,,, 7,,,). Als Bild liefert o die drei Out-Werte (E, .., Touis Pout). Zur

mn)

Darstellung der Streufunktionen variiert man einen der In-Parameter unter Fest-
halten des anderen.

Abbildung 4.10 zeigt F,.,, T... und ¢,,, als Funktionen der In-Energie F,, bei
fester In-Zeit 7,,. Asymptotisch verhilt sich das Potential mit 8 = 4 hier wie
—r~%. Folglich dominiert fiir grofie r der abstofSende Zentrifugalterm, und es gibt
keine parabolisch entweichenden Orbits. Die Struktur der Streufunktionen legt
nichtsdestoweniger nahe, daf es Bereiche irreguldrer Streuung gibt.

Offensichtlich existiert eine kritische Out-Energie E* , = 0.085..., die nicht un-
terschritten wird. Ferner hat man fiir grofle In-Energien E;, > E} = 0.217... nur
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Abbildung 4.10: Streufunktionen fir w = 1, p = 0.02, 8 = 4, 1y = 0.45,
C =-0.90978 und T;, = 0.

noch reguldre Streuung. Zum Verstdndnis des hier vorliegenden Chaosmechanis-
mus zeige ich in Abbildung 4.11 den Orbit, der — im Rahmen der verfiigharen
Rechengenauigkeit — zur Anfangsbedingung FE,, = E7 gehort.

Anscheinend n#hert sich dieser Streuorbit an einen instabilen periodischen Orbit
an. Nach sieben Umrundungen des Ursprungs entweicht das Teilchen wieder in
die asymptotische Region. Eine genauere Approximation des periodischen Orbits
stoBt hier an numerische Grenzen: Schon die Anfangsbedingung des gezeigten
Orbits mufite mit einer Genauigkeit von 107!® bestimmt werden, um das gezeigte
Resultat zu erhalten.

Da der Parameter p in unserem Beispiel mit 0.02 relativ klein ist, liegt aufgrund
der strukturellen Stabilitdt von instabilen periodischen Orbits die Vermutung
nahe, daf} dieser Orbit auch im Falle p = 0 existiert. Fiir p = 0 sind E und L
Konstanten der Bewegung, und die radiale Bewegung des Teilchens wird durch
das Effektivpotential
L2

Verlri L) = V() + 5 5 (4.43)
bestimmt. Abbildung 4.12 zeigt Veg(r; L) fiir L = 0.9915. Typisch ist das Mi-
nimum, in dessen Umgebung man gebundene Bewegung hat. Das weiter auflen
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Abbildung 4.11: Streutrajektorie fiir die Parameterwerte von Abbildung 4.10 und
E.. =FE =0.216687803 218602 923.

0.2

Ver(r; L) 0

-0.1

Abbildung 4.12: Effektivpotential Vog(r; L) fir p = 0, 8 = 4, ro = +/0.45 und
L =0.9915.
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liegende lokale Maximum entspricht dem Orbiting-Orbit, einem instabilen perio-
dischen Kreisorbit. Bei der Streuung fithren Orbits, die auf der stabilen Mannig-
faltigkeit des Orbiting-Orbits verlaufen, zur Orbiting-Singularitdt in der Streuab-
bildung.

Im ungestorten Fall schlieflen sich ein Ast der stabilen und ein Ast der instabi-
len Mannigfaltigkeit zu einem homoklinen Orbit, wihrend die anderen Aste in
die asymptotische Region reichen. W&hlt man den Parameter p grofler als null,
so schneiden sich stabile und instabile Mannigfaltigkeiten des Orbiting-Orbits
transversal. Als Konsequenz ergibt sich eine invariante repulsive chaotische Men-
ge, deren stabile Mannigfaltigkeiten in die asymptotische Region reichen und zu
einer fraktalen Menge hyperbolischer Streusingularitéiten fithren (siehe Einleitung
zu Kabpitel 3).

Ist nun fiir das Jacobi-Integral ein Wert C' vorgegeben, so muf} fiir den Orbiting-
Orbit die Gleichung C' = E(L) —wL gelten. Dabei ist die Energie E(L) durch den
Wert beim Maximum von Veg(r; L) gegeben. In dem vorhin gezeigten Beispiel war
C = —0.90978. Numerisch findet man damit L = 0.9915... (dieser Wert wurde
auch in Abbildung 4.12 gewihlt), wihrend sich der Radius des Orbiting-Orbits
in guter Ubereinstimmung mit Abbildung 4.11 als 7 = 1.567 ... ergibt. Man be-
merkt, dafl die untere Grenze E* , ~ 0.085 der E,,,-Werte in Abbildung 4.10 etwa
mit dem hier berechneten Wert des Potentialmaximums (E = 0.08172...) iiber-
einstimmt. Der Stérparameter p = 0.02 ist also grofl genug, um deutliche Effekte
irreguldrer Streuung hervorzurufen, jedoch so klein, da} der untere Grenzwert
der Out-Energie noch aus den Eigenschaften des ungestorten Systems bestimmt
werden kann.

Die Stabilitdt des Orbiting-Orbits 148t sich folgendermafien ermitteln. In der Um-
gebung des Orbiting-Orbits bewegt sich das Teilchen im Potential

e

1
Vea(r; L) ~ 5 Ve L) (r = 7)° 5 (4.44)

dabei ist V/;(7; L) < 0. Die allgemeine Losung fiir die radiale Bewegung des
Teilchens in der Umgebung des Orbiting-Orbits lautet also

r(t) — 7 = AeM + Be ™ (4.45)
mit

X = |Veg(r; L) - (4.46)
Man benétigt noch die Periode des (kreisférmigen) Orbiting-Orbits:

272
T =
L

(4.47)
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Damit bekommt man (unter Vernachldssigung des exponentiell abklingenden
Terms in (4.45)) fiir den Streckungsfaktor pro Orbitperiode:

Mo e (M VaG D) (4.49

In unserem Beispiel ergibt sich fiir Instabilitdtsexponent und Periode des
Orbiting-Orbits:

A=037... und T=150.... (4.49)

Jung und Pott haben beschrieben, wie die Skalierungseigenschaften der chaoti-
schen Streufunktionen durch einen einzigen instabilen periodischen Orbit domi-
niert werden kénnen [JuPo89]. Detailliert wurde dieses Phdnomen auch am Bei-
spiel des Stgrmer-Problems untersucht [See90]. In Anlehnung an diese Arbeiten
zeige ich in Abbildung 4.13 die Streufunktionen aus Abbildung 4.10 in Abhéngig-
keit von der logarithmisch skalierten In-Variable £ = —log(E}, — E,,), wobei E,
den kritischen In-Wert bezeichnet, der den Bereich komplexer Streuung von dem
unbeschrinkten Bereich regulirer Streuung trennt (siehe Abbildung 4.10).
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Abbildung 4.13: Logarithmisch skalierte Streufunktionen aus Abbildung 4.10.

Man erkennt, daf fiir grofie £ die Out-Gréfien F, ., und ¢,,, periodische Funktionen
von & mit der Periode A¢ = 5.3... sind. Dieser Wert stimmt recht gut mit dem
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oben mit Hilfe des ungestorten Systems (p = 0) bestimmten Logarithmus des
Streckungsfaktors (4.48)

AT =55... (4.50)

iiberein. Ferner wichst 7,,, pro £-Periode um ca. 14.5 an, was gut mit der Peri-
ode T' des Orbiting-Orbits {ibereinstimmt. Die Periodizitatsintervalle unterschei-
den sich durch die Anzahl der Umrundungen des Ursprungs in der Nihe des
Orbiting-Orbits. Folglich findet sich auch die Instabilitdt des Orbiting-Orbits in
der logarithmischen Skalierung der Streufunktionen wieder.

Die etwas ,,ausgefransten“ Kurven im Bereich £ > 33 haben ihre Ursache in nume-
rischen Ungenauigkeiten. Dabei mufl man sich vergegenwirtigen, dafl in diesem
Bereich bei der numerischen Integration der Streutrajektorien der Abstand zweier
Anfangsbedingungenauf der E;,-Achse nur etwa e 3% ~ 10!° betrigt. Nur eine
wesentlich erhhte Rechengenauigkeit konnte hier Abhilfe schaffen — sofern man

auch E} entsprechend genauer bestimmt.

Fall (c): 8> 2,C =0.

Ein interessanter Ausnahmefall liegt vor, wenn man fiir schnell abfallende Po-
tentiale (8 > 2) das Jacobi-Integral C' = E — wL gleich null wihlt. Fiir C # 0
sind parabolisch entweichende Orbits nicht mdéglich, da die Zentrifugalabstoflung
gegen das attraktive Potential asymptotisch die Oberhand gewinnt. Bei der Wahl
von C' = 0 hat man jedoch gerade mit £ = 0 auch stets L = 0; die Zentrifu-
galabstoBung fillt also fiir PEO weg (und erméglicht damit erst ihre Existenz).
Die Annahme liegt also nahe, dal im Falle C' = 0 auch algebraisch skalierende
irreguldre Streufunktionen moglich sind.

Man betrachte zum Beispiel die in Abbildung 4.14 gezeigten Streufunktionen.
Die Systemparameter sind dieselben wie in den beiden letzten Abbildungen, le-
diglich das Jacobi-Integral C' ist nun gleich null gewahlt. Man erkennt sogleich
das typische Szenario fiir das Vorliegen von algebraischer Skalierung. In der Um-
gebung der PEO bei E;, = 0.03168 ... und F,, = 0.03222. .. hidufen sich regulére
Intervalle und parabolische Streusingularitdten. Die Zeitkoordinate 7,,, wachst
mit jedem dieser Intervalle um etwa 27, d.h. um eine Periode des rotierenden
Potentials an.

In Abbildung 4.15 sind die Streufunktionen in Abh&ngigkeit von der skalierten
In-Grofle ¢ = (E,, — E}) ™" mit k = 3/4 (wegen 8 = 4 und Gleichung (4.11)) auf-
getragen. Zu erkennen ist die wohlbekannte Periodizitdt der Streufunktionen E,,,,
Toue Und ¢,,, in Abhéngigkeit von £. Die Abwesenheit der Zentrifugalabstoffung
fiir Orbits mit £ ~ 0 hat also zur Folge, dafl die Erklarung fiir die algebraische
Skalierung der Streufunktionen vollstédndig giiltig bleibt. Dabei mufl man sich vor
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Augen halten, dafl die Bewegung von Teilchen mit E,,, > 0 wegen L = E/w
asymptotisch nach wie vor durch die Zentrifugalkraft und nicht durch das attrak-
tive Potential dominiert wird. Es existieren neben den PEO auch logarithmisch
skalierende Streusingularitdten, die auf dem Einfang von Streutrajektorien durch
instabile lokalisierte Orbits beruhen. Andere Abschnitte der Streufunktionen wer-
den, wie in Fall (b), durch diese logarithmische Singularitdten strukturiert. Ich
verzichte hier auf eine Darstellung dieses Phinomens, weil gegeniiber Fall (b) kein
wesentlicher Unterschied vorliegt.

4.3 Algebraischer Zerfall von Stoflkomplexen

Welche Auswirkungen hat die algebraische Skalierung der Streufunktionen auf die
Verteilung der Verzogerungszeiten At? Ich diskutiere diese Frage am Beispiel des
in Abschnitt 4.2.1 eingefiihrten Kicksystems. Dieses bietet vor allem den Vorteil,
auch sehr grofie Ensembles von Streuorbits mit relativ geringem Aufwand berech-
nen zu konnen. Es ist notwendig, eine Anzahl von Trajektorien in der Grofien-
ordnung von 10° zu integrieren, um Skalierungseigenschaften der At-Verteilung
eindeutig nachzuweisen. Die CPU-Zeit auf dem schnellsten zur Verfiigung ste-
henden Rechner, einer VAX 9000-210, betrdgt beim Kicksystem fiir diese Anzahl
etwa fiinf Stunden, wihrend bei der Coulomb-Streuung im zirkular polarisierten
elektrischen Feld mit etwa vierzig Tagen CPU-Zeit zu rechnen ist. Angesichts der
Tatsache, dal in der Regel hochstens zehn bis zwanzig Prozent der Rechenlei-
stung einem einzelnen Systembenutzer zur Verfiigung stehen, erschien mir dieser
Aufwand nicht vertretbar.

4.3.1 Numerische Resultate fiir das Kicksystem

Beim Kicksystem habe ich in Unterabschnitt 4.2.1 gezeigt, daf§ die Streuorbits
nach der Anzahl n ihrer Nulldurchginge klassifiziert werden kénnen:

e n = 1: einfache Streuung. Der Einfluf} des streuenden Potentials ist schwach.
Die Bewegung des Teilchens ist monoton, d.h. der Orbit hat keinen Um-
kehrpunkt und genau einen Nulldurchgang.

e n > 2: komplere Streuung. Der Einflufl des Potentials ist stark. Der Orbit
hat mindestens einen Umkehrpunkt, also mindestens zwei Nulldurchgénge.

Ein komplexer Streuorbit ist durch die Tatsache ausgezeichnet, daf er temporar
im Streupotential ,gebunden* ist. Man kann die Verzégerungszeit At als Lebens-
dauer dieses temporiren Streukomplexes ansehen. Aus diesem Grunde wurde At



108 Kapitel 4. Skalierung und Zerfall in klassischen Streusystemen

als die Zeitdifferenz zwischen dem ersten und dem letzten Nulldurchgang eines
Streuorbits definiert, so daf} fiir einfache Streuorbits, bei denen kein Streukomplex
gebildet wird, At = 0 gilt. Das Interesse richtet sich in diesem Abschnitt nicht
mehr auf einzelne Trajektorien, sondern auf Ensembles von Streuorbits. Die Ver-
teilung der Verzogerungszeiten im Ensemble wird numerisch bestimmt und auf
der Basis der algebraischen Skalierung der Streufunktionen erklirt.

Man betrachte ein Ensemble von N(0) komplexen Streuorbits mit asymptoti-
schen Anfangsbedingungen (E®,7%), i = 1,2,...,N(0). Fiir jedes At > 0 gibt
es N(At) Orbits mit Verzogerungszeiten grofier als At. Die Frage ist, auf wel-
che Weise N(At) mit wachsendem At verschwindet. Die Funktion N(At) kann
als Zerfallsgesetz interpretiert werden: Definiert man die Zeit des ersten Null-
durchgangs als t = 0, so ist N(At) die Anzahl der Orbits, die zur Zeit t = At
mindestens noch einen Nulldurchgang in der Zukunft besitzen. Anders gesagt ist
N(At) die Anzahl der Teilchen, die zur Zeit ¢ = At noch in einem temporiren

Komplex gebunden sind.

In dieser Arbeit wird ein Streukomplex als zerfallen bezeichnet, sobald das Teil-
chen seinen letzten Nulldurchgang hatte. Zu beachten ist, daf} diese Definition
von jener anderer Autoren [MeOt85, Din"90, Lai*92] verschieden ist: Oft werden
die Teilchen des Ensembles in einem beschrinkten Bereich R des Phasenraumes
initialisiert und die Anzahl N(t¢) derjenigen Teilchen gez#hlt, die sich zur Zeit
t noch in R befinden. Diese Definition wiirde sich fiir das Kicksystem (und alle
anderen in dieser Arbeit besprochenen Systeme) nicht eignen, denn offensichtlich
ist ein Streukomplex noch nicht zerfallen, wenn sich das Teilchen sehr weit vom
Streuzentrum entfernt, aber noch einen weiteren Nulldurchgang hat.

Die Berechnung der At-Verteilung in Abbildung 4.16 basiert auf einem Ensemble
von 10% Streutrajektorien. Die Systemparameter sind, wie bei der Bestimmung
der Streufunktionen in Abbildung 4.2, durch V, = 2 und 3 = 4 gegeben. Die asym-
ptotischen Anfangsbedingungen (E{,7%9) sind folgendermafien gew&hlt: 7) = 0
fiir alle Orbits und EY) gleichm&Big verteilt im Intervall E¥ < E,, < 0.85. Dabei
bezeichnet E} = 0.7818... wieder die Anfangsbedingung des PEO am linken

Rand des Bereiches komplexer Streuung in Abbildung 4.2.

Es sei t§ der Zeitpunkt des ersten Nulldurchgangs des i-ten Orbits. N(At) ist
die Anzahl der Orbits, die fiir t > t§’ 4+ At noch weitere Nulldurchginge haben.
In einer doppelt-logarithmischen Darstellung von N(At) erhdlt man im Grenzfall
grofler Verzogerungszeiten At einen linearen Zusammenhang, d.h.

N(At) ~ (A mit 7 =1.346... (4.51)

wobei 7 als Steigung der Ausgleichsgeraden im Bereich 102 < At < 10* berechnet
wurde. Dieses Ergebnis ist im folgenden Sinne ungewohnlich: Fiir die hier vorlie-
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6 L doodecs. ' C ' C ' L
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Abbildung 4.16: Doppelt-logarithmische Darstellung der Anzahl N der zur Zeit
At noch nicht zerfallenen Streukomplexe beim Kicksystem fiir Vo = 2 und 8 = 4.

gende Parameterkombination Vy = 2, § = 4 weist das Kicksystem ,,vollstindig
entwickeltes Chaos“ [Blet89] auf, d.h. es gibt keine stabilen periodischen Orbits
und keine erhaltenen KAM-Linien. In der Regel zeigt ein System mit voll ent-
wickeltem Chaos eine exponentiell fallende Zerfallsstatistik [Gre™86, KoTé90] —
im Gegensatz zu dem hier gefundenen algebraischem Abfall.

4.3.2 Heuristische Erklirung des algebraischen Zerfalls

Die folgende einfache Erkldrung des algebraischen Zerfallsgesetzes stiitzt sich auf
den in Abschnitt 4.1 angegebenen Zusammenhang (4.10) zwischen der Wieder-
kehrzeit 7" und der In-Variable «;, in der Umgebung parabolisch entweichender
Orbits. Man erinnere sich, daf} sich im betrachteten E, -Intervall unendlich viele
Subintervalle mit n = 2 Nulldurchgéngen befinden, die sich gegen die PEO-
Anfangsbedingung E} hdufen. Auf den (n=2)-Intervallen wird die Verzogerungs-
zeit At gut durch die Wiederkehrzeit T angendhert, denn die Zeit, die das Teilchen
in der Ndhe des Nullpunktes verbringt, ist klein gegen die Zeitspanne auf der wei-
ten Exkursion, wihrend derer das Teilchen umso langsamer wird, je weiter es sich
vom Ursprung entfernt. Folglich bekommt man mit (4.10):

AHE,) ~ |E,, — E*|™* . (4.52)
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Vernachlédssigt man die n-Intervalle mit » > 3, so kann man annehmen, daf
die Relation (4.52) fiir das gesamte Ensemble gilt. (Im n&chsten Unterabschnitt
werde ich den allgemeinen Fall untersuchen, ohne diese recht grobe Ndherung
zu verwenden.) Die Anzahl N(At) der noch nicht zerfallenen Streukomplexe ist
dann proportional zur Lange des Intervalls B < E,, < E,,(At); dabei bezeichnet
E..(At) die Umkehrfunktion von (4.52). Es folgt:

1 28
N(At) ~ (At)™ mit y=—=—— 4.53
(8) ~ (807 mit y= 1 = (4.5)
Fiir f = 4 lautet der theoretische Zerfallskoeffizient v = 4/3. Dieser stimmt
bemerkenswert gut mit dem numerisch ermittelten Zerfallskoeffizienten (4.51)
iiberein.

Auch fiir andere Parameterkombinationen (Vj, 3) konnte das Zerfallsgesetz (4.53)
bestitigt werden. Ist die chaotische Dynamik jedoch nicht voll entwickelt (z.B.
fiir V58 < 6), so bekommt man weder algebraisch noch exponentiell zerfal-
lende Streukomplexe. Vielmehr ergibt sich eine N(At)-Kurve, die langsamer
als algebraisch abfillt: Numerische Untersuchungen zeigen eine konvexe Kur-
ve im log(NNV)-log(At)-Diagramm. Hier macht sich der Einflu8 der ,klebrigen“
Tori (engl.: sticky tori) bemerkbar, in deren Nihe der Lyapunov-Exponent auf
null fallt: Streutrajektorien, die in die Ndhe vom KAM- oder Cantori geraten,

werden verzogert und verdndern die Statistik zugunsten langer Zerfallszeiten
[Kar83, ChSh84, GrKa85, MeOt85, Din*90, Lai*92].

Noch steht die Frage im Raum, warum die irreguléren Intervalle mit n > 3, die in
Abbildung 4.2 doch etwa den gleichen Raum einnehmen wie die (n=2)-Intervalle,
die einfache Argumentation nicht beeintrachtigen. Zur Beantwortung dieser Frage
kommt man an einer etwas diffizileren Argumentation nicht vorbei.

4.3.3 Die universelle At-Verteilung

Ich zeige jetzt, warum das algebraische Zerfallsgesetz (4.53), das aus der Ver-
teilung der Wiederkehrzeiten T abgeleitet wurde, seine Giiltigkeit behilt, wenn
man die irreguldren Teilintervalle mit n > 3 Nulldurchgéngen mit einbezieht. Zu
diesem Zweck betrachte man die schematische Darstellung der Verzdgerungszeit
At als Funktion der In-Variablen «;, in Abbildung 4.17. Dabei wird die Ordi-
nate At in Einheiten der Periode Ty = 27/w des Targetsystems gemessen. Am
linken Bildrand befindet sich die Anfangsbedingung « des parabolisch entwei-
chenden Orbits. Gegen ihn hdufen sich die Periodizitatsintervalle, die ich mit j
durchnumeriere. Jedes dieser Intervalle besteht aus einem reguldren Anteil, der
durch n = 2 Nulldurchgénge, d.h. genau eine Exkursion charakterisiert ist, und
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At

Abbildung 4.17: Skizze zum algebraischen Zerfallsgesetz.

aus einem irreguldren Anteil, fiir den n > 3 gilt. Fiir den regulidren Anteil des
j-ten Intervalls gilt:

2
At~ Ty =j- L (4.54)
w

denn die Verzogerungszeit entspricht ndherungsweise der Wiederkehrzeit 7' der
Exkursion, wihrend der das Target j Perioden der Dauer T, durchlduft.

Die At-Verteilungen auf den j-Intervallen &hneln sich aufgrund der Skalierungsei-
genschaften in einer Weise, die ich im folgenden genauer beschreibe. Unterschiede
findet man lediglich hinsichtlich der mit wachsendem j kleiner werdenden Inter-
vallbreite und der mittleren Hohe von At, die mit 5 anwéchst. Mit Gleichung
(4.10) hat man fiir die Wiederkehrzeit T eines Orbits im j-ten Intervall approxi-
mativ:

T =jTo ~ (v — )" (4.55)

Die Funktion T'(c,) ist zur Verdeutlichung ebenfalls in der Abbildung 4.17 auf-
getragen. Mit v = 1/k gilt jetzt approximativ:

@, —al, ~ T 7~ g7, (4.56)

Fiir die Breite b; des j-ten Intervalls (in Abbildung 4.17 ist das der Abstand
zweier senkrechter gestrichelter Linien) ergibt sich also im Grenzfall grofler j:

bj~ G = (1) O (4.57)
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Ich werde nun wie folgt verfahren. Ich nehme fiir die Verteilung der Verzogerungs-
zeiten auf jedem j-Intervall eine bestimmte Funktion f;(At) an. Aufgrund der ho-
rizontalen Skalierung in der Ndhe des PEO 148t sich jedes f;(At) durch einfache
Skalierungsoperationen auf eine universelle At-Verteilung f(At) zuriickfiihren.
Die Gesamtverteilung F'(At) der Verzogerungszeiten ergibt sich durch Summati-
on iiber die f;(At). Aufgrund der vertikalen Struktur der Streufunktionen (siehe
Unterabschnitt 3.3.2) ist zu fordern, daf§ die Gesamtverteilung F'(At) fiir grofie At
das gleiche Zerfallsverhalten zeigt wie jede einzelne der Verteilungen f;(At). Ab-
strakt betrachtet hat man also ein Fizpunktproblem: Die Gesamtverteilung F'(At)
ist ein Funktional der Universalverteilung f(At). Gesucht ist eine universelle Ver-
teilung f(At), deren ,Funktionswert F(At) die gleichen Zerfallseigenschaften
wie f(At) aufweist.

Die Verteilung der Verzogerungszeiten auf dem j-ten Intervall sei also durch
fi(At) gegeben. Hier ist unter f;(At) — wie bei der numerisch ermittelten Grofie
N(At) — der Anteil der Orbits zu verstehen, deren Wiederkehrzeiten grofier als
At sind. Einige Eigenschaften von f;(At) sind unmittelbar klar:

1. f;j(At) = ¢j = konstant fiir At < jTg.
2. fj(At) ist eine monoton fallende Funktion.

3. Gemdfl Abbildung 4.17 hat f;(At) bei At = jT; eine Sprungstelle, da in un-
serer schematischen Darstellung alle reguldren Orbits des j-Intervalls (eine
Menge vom Maf} 1) die Verzégerungszeit At = jT, haben.

4. Da auflerdem fiir ¢ — oo nur eine Nullmenge von Streutrajektorien einge-
fangen wird, gilt f;(At) — 0 fiir At — oo.

Die Verteilungen f;(At) konnen aufgrund der Skalierungseigenschaften der Funk-
tion At(a,,) in einfacher Weise aus der Verteilung fi(At) iiber dem (j=1)-
Intervall hergeleitet werden. Es gilt:

(80) = 2 (Bt = (G- 1T,) (4.58)
Durch den Faktor b;/b; wird berticksichtigt, dafl die Anzahl der Orbits im j-ten
Intervall proportional zur Breite b; des Intervalls ist. Auflerdem trdgt man der
Tatsache Rechnung, dafl die mittlere Hohe des j-ten Intervalls linear mit der
Intervallnummer j wéichst, indem man statt At¢ in die Funktion f; den Wert
At — (j — 1)T, einsetzt.

Die Formeln vereinfachen sich noch etwas, wenn man die universelle Verteilung

f(At) = fi(At + To) (4.59)
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einfiihrt. Mit den Gleichungen (4.57) und (4.58) ergibt sich:
fi(At) = 70D f(AL - §Ty) . (4.60)
Die normierte Verteilung hat folgende Eigenschaften:

1. f(At) = ¢ = konstant fiir At < 0. Im folgenden ist ¢ = 1 gesetzt.
2. f(At) ist eine monoton fallende Funktion.

3. Bei At = 0 hat f(At) eine Sprungstelle.

S

. f(At) — 0 fiir At — oo.

Die Gesamtverteilung F'(At) der Verzégerungszeiten ergibt sich durch Summation
iiber die Verteilungen f;(At) aller j-Intervalle:

o0

F(At) = f: = SO (At - §Ty) (4.61a)
j=1 j=1
~ / “OHD F(AE — §Ty) . (4.61b)
1

Ich bestimme im folgenden fiir verschiedene universelle Verteilungen f(At) die
Gesamtverteilung F(At).

Fall (a): Keine Beriicksichtigung der irreguldren Abschnitte.

Vernachléssigt man die irreguldren Anteile der j-Intervalle, so sollte man mit dem

hier eingeschlagenen Weg das gleiche Resultat erhalten wie mit der einfachen

Argumention in Unterabschnitt 4.3.2. Die normierte Verteilung lautet hier:
f(At) = O(-At) , (4.62)

wobel © die Stufenfunktion bezeichnet. Man erhilt:

F(A) = / dj j 0O >T, — At)
1

= / dj j~ O
At/To
1

= —Ty(AD)Y, (4.63)
5

also das erwartete Ergebnis.
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Fall (b): Linearer Abfall von f(At) fiir At > 0, d.h.

1 fiir At <0
f(At)=¢ b(1 —At/a) fir0<At<a |, (4.64)
0 fiir At > a

wobei wegen der Eigenschaften 2 und 3 gilt: 0 < b < 1. Diese Verteilung entspricht
der schematischen Darstellung in Abbildung 4.17: Dort ist b = 0.5 und a = 2.5 Tj.
Fiir die gesamte At¢-Verteilung ergibt sich

00 (At-l—a)/To
F(At) = / dj j=0) 4 / dj j~0+p (1—

— AT}TO{(At)v + (: tf%At) (At +a)7" — (a1)7)

At — jT0>

a

a(y—1)

Mit (At +a)™% — (At) 0 =~ —ad(At)~O+) fiir groBe At folgt mit 6 = v bzw.
0 = v — 1 ndherungsweise:

__ ((At+a) 070 - (At)(”*l))} : (4.65)

F(At) =Ty { (Aiw + ab(At)"O0Y —p(A)T + b(At)”} (4.66)

und damit fiir grofle At wieder das Resultat (4.63).

Fall (c): Algebraischer Abfall von f(At).

Die numerische Untersuchung legt nahe, dafl die richtige Wahl der universellen
Verteilung f(At) fiir grofie At wie (At)~7 verschwinden muf. Ich wihle also:

1 flir At < TO
b(8L)  fiir At > Ty,

To

F(AL) = { (4.67)

wobei wieder 0 < b < 1 wegen der Eigenschaften 2 und 3 gilt. Die Gesamtvertei-
lung hat dann gemé&f (4.61) die folgende Gestalt:

00 At/Tof].

) iy (AT
F(At) = / dj j +b / dj j (?—]>
At/Tof]. 1 0
1 (At )7
= ~(=-1 T bI(AY). 4.68
A7 (At) (4.68)
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Der erste Summand zeigt fiir grofie At wieder eine (At)7-Abhéngigkeit. Es bleibt
zu zeigen, dafl das Integral I(At) im zweiten Summanden asymptotisch minde-
stens so schnell wie (At)~7 abfillt. Dazu schreibe ich das Integral I(At) folgen-
dermaflen:

At/To—l

A\ o JTo\ "7
1an= (%) [ 4o (1 - —) . 4
(a0 =(7) [ s o (469)
Anwendung des Binomischen Satzes gibt:
A\ T & IN
e = ()80 (5] e
(At) T VZ::O , T I
At T & [(—y At " 1 At v
- (= i — — —1 — 1| .(4.70
(Tg) ,;(V)( To) V-’Y[(Tg > ] ( )

Damit folgt im Grenzfall grofler At:

o= @@

v=0

und bei Vernachldssigung aller schneller als (At¢)~7 verschwindenden Terme:

I(AY) ~ (%)7 (‘07>% _ (%)7 . (4.72)

Mit (4.68) ergibt sich also fiir die Gesamtverteilung der folgende asymptotische
Ausdruck:

F(AD) ~ (% +b> (%)_7 . (4.73)

Zur Kontrolle dieser approximativen Rechnung habe ich in Abbildung 4.18 die aus
der Summe (4.61a) mit der universellen Verteilung (4.67) numerisch bestimmte
Gesamtverteilung F'(At) in doppelt-logarithmischer Darstellung aufgetragen. Der
Vergleich mit der Funktion (At)~7 zeigt, daf fiir grole At die Gesamtverteilung
F(At) wirklich wie (At)™7 zerfallt.

Die Gesamtverteilung F'(At) geht aus einer universellen Verteilung f(At) hervor,
die dasselbe asymptotische Verhalten fiir grofle Verzogerungszeiten aufweist. Sie
ist also konsistent mit der selbstdhnlichen vertikalen und horizontalen Struktur
der Streufunktionen. Thre Asymptotik stimmt auflerdem mit den numerischen Re-
sultaten und deren einfacher Erkldrung in Unterabschnitt 4.3.2 iiberein. Damit
ist es duflerst plausibel, dafl das algebraische Zerfallsgesetz (4.53) universell fiir
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Abbildung 4.18: Mit (4.61a) und (4.67) numerisch berechnete Verteilung F(At).

Parameterwerte: Ty =1, b= 0.6, v = 4/3.

Streusysteme giiltig ist, deren Streufunktionen durch eine fraktale Menge para-
bolischer Streusingularitdten strukturiert ist.

Schon Seegers hat in seiner Dissertation [See95| kritisiert, dal Gerwinsky und
Seba fiir ein exponentiell abfallendes Kickpotential ein exponentielles Zerfalls-
gesetz angegeben haben [GeSe94]. Sowohl numerische Untersuchungen als auch
semiklassische Uberlegungen Seegers zeigen, daf dieses Ergebnis falsch ist.

Kiirzlich erschien ein Artikel von Kovacs und Wiesenfeld [KoWi95], in dem durch
die Einfiihrung einer , diskreten Verzogerungszeit“ (discrete time delay function)
eine eigentlich algebraische in eine exponentielle Zerfallsstatistik verwandelt wur-
de. Dem von den Autoren verwendeten Verfahren entspriache im Kicksystem die
Einfiihrung der Anzahl n der Nulldurchgénge statt der Verzogerungszeit At. Es
ist klar, dafl durch diesen , Kunstgriff“ der Beitrag der weiten Exkursionen zur
Verzogerungszeit verschwindet. Gerade die weiten Exkursionen spielen jedoch in
meiner Erkldrung der algebraischen Skalierung und des algebraischen Zerfalls
die entscheidende Rolle. Es wire interessant, das unterschiedliche Verhalten der
Funktionen N(At) und N(n) (die Anzahl der Streuorbits, die mindestens n Null-
durchgiinge besitzen) zu vergleichen — im Ansatz habe ich dies in [BeEc93] getan.
Ungliicklicherweise behaupten aber Kovics und Wiesenfeld, die Diskretisierung
habe keine entscheidenden Anderungen fiir die Statistik der Verzogerungszeit zur
Folge. Dariiberhinaus wenden sie sogar — trotz des Vorliegens von KAM-Orbits
— den thermodynamischen Formalismus fiir dynamische Systeme [Rue78, T¢é190]
an. Sie halten den thermodynamischen Formalismus fiir anwendbar, solange die
freie Energie nur fiir niedrige Generationen (der vertikalen Struktur?) bestimmt



4.3. Algebraischer Zerfall von Stokomplexen 117

wird. Der dominierende Einflufl der parabolisch entweichenden Orbits gegeniiber
den Einfangorbits 148t dieses Unterfangen jedoch in meinen Augen als zwecklos
erscheinen.



Schlufl

No more questions,

Please.

No more tests.

Comes the day

You say,

, What for?“

Please — no more.

STEPHEN SONDHEIM, INTO THE WOODS

Mit dem klassischen Wasserstoffatom im zirkular polarisierten elektrischen Feld
wurde in dieser Arbeit ein einfaches System untersucht, dessen Dynamik sich als
auflerordentlich vielschichtig erwiesen hat. Da die Tonisation von Wasserstoff im
Strahlungsfeld relativ gut verstanden ist, wurden Schwerpunkte bei der Analyse
der gebundenen Bewegung und Streudynamik gesetzt. Es wurden konsequent die
verschiedenen kanonischen Formulierungen des Systems ausgenutzt, durch welche
der Koordinatensatz stets an die jeweilige Fragestellung angepaflt werden konnte.

Das wichtigste Resultat bei der Untersuchung der gebundenen Bewegung ist
der Nachweis, dafl in der Umgebung des Trojanerpunktes bei nicht zu kleiner
Feldstidrke F' die Voraussetzungen fiir das Silnikov-Phdnomen erfiillt sind. Hier
konnten explizit die benotigten lokalen Poincaré-Flachen konstruiert werden und
die Existenz eines Hufeisens in der entsprechenden Poincaré-Abbildung gezeigt
werden.

Bei der Analyse der Streudynamik wurde die Bedeutung der parabolisch entwei-
chenden Orbits fiir die Struktur der Streufunktionen deutlich herausgestellt. Die
beiden Aspekte der selbstihnlichen Struktur der Streufunktionen — horizontale
und vertikale Struktur — konnten auf Weite bzw. Anzahl der Kepler-Exkursionen
der Streuorbits eines reguldren Intervalls der Streufunktionen zuriickgefiihrt wer-
den. Die algebraische Skalierung in der N&he der parabolischen Streusingu-
laritdten wurde durch die Berechnung der Wiederkehrzeit bei weiten Kepler-
Exkursionen iiberzeugend erklart.
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Die am Wasserstoffatom gewonnenen Resultate wurden auf eine Klasse von Streu-
systemen verallgemeinert, zu welcher sowohl explizit zeitabhéngige Systeme als
auch Systeme mit internen Schwingungen gehéren. Durch die Berechnung der
Wiederkehrzeit bei weiten Exkursionen unter Beriicksichtigung der Periodizitét
des Restsystems konnte nachgewiesen werden, dafl die Streufunktionen in der
Néahe parabolischer Singularititen stets algebraisch skalieren. Der Skalierungsex-
ponent k lie3 sich als Funktion des Exponenten 3 ausdriicken, der die asympto-
tische Wechselwirkung zwischen Target und Projektil beschreibt.

Die Anwendung dieser Ergebnisse auf die Untersuchung der Statistik von Le-
bensdauern bei Streuensembles lag nahe. Es konnte nachgewiesen werden, daf
man bei Vorliegen parabolischer Streusingularititen trotz der Abwesenheit von
KAM-Strukturen einen algebraischen Zerfall temporarer Streukomplexe findet.
Es wurde darauf hingewiesen, daf in einigen aktuellen Arbeiten im Widerspruch
dazu von einem exponentiellen Zerfall ausgegangen wird. Meine Arbeit widerlegt
entsprechende Aussagen.

Ungeklart ist nach wie vor die Situation, wenn zusétzlich zu den parabolischen
Streusingularititen KAM-Strukturen zu beriicksichtigen sind. Einige vorldufige
numerische Experimente deuten darauf hin, dal der Zerfall von Streuensembles
dann langsamer als algebraisch ist [BeEc93, KoWi95]. Fiir den Nachweis einer spe-
zifischen Zerfallsfunktion miissen jedoch &uflerst lange Verzogerungszeiten und
sehr grofle Streuensembles beriicksichtigt werden. Der notwendige numerische
Aufwand konnte in dieser Arbeit nicht bewiltigt werden.

Es wire interessant, eine Moglichkeit zu finden, Systeme mit parabolischen Streu-
singularitdten mit Hilfe des thermodynamischen Formalismus fiir dynamische Sy-
steme [T¢é190, Ste95] zu untersuchen. Bisher ist bei der Anwendung des Formalis-
mus stets die Hyperbolizitdt des Systems und ein exponentielles Zerfallsverhalten
vorausgesetzt worden.
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