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Einleitung

Ein Pulsar ist ein schnell rotierender Neutronenstern, bei dem die Symmetrieachse des
Magnetfelds von der Rotationsachse abweicht, deshalb wird Synchrotronstrahlung entlang
der Dipolachse ausgesendet. Wenn die Erde im Strahlungsfeld des Pulsars liegt, empfingt
sie regelméfBig wiederkehrende Signale. Die Entdeckung eines Bindrsystems aus einem
Pulsar und seinem Begleiter durch Hulse und Taylor [1] war von grofler Bedeutung. Es
handelt sich dabei um zwei massive, aber astronomisch kleine Objekte, die sich in einer
Distanz von ungefahr ein paar Mal der Entfernung zwischen Erde und Mond befinden
und eine Masse haben, die etwa der unserer Sonne entspricht, jeder mit einem Radius von
etwa zehn Kilometern [2]. Die Pulsperiode, also die Zeit zwischen zwei Signalimpulsen
des Pulsars, betragt 0,05903s. Diese erhoht sich iiber einen Zeitraum von einer Million
Jahren um weniger als 5% [2]. Das bedeutet, dass der Pulsar als Uhr verwendet werden
kann, deren Genauigkeit mit den besten Atomuhren vergleichbar ist. Das Verhalten eines
solchen Systems, das in Abbildung 1.1 schematisch dargestellt ist, weicht von dem ab, was
man fiir ein Paar Himmelskérper nach Newtons Theorie erwarten wiirde. Es war daher
eine groBartige Gelegenheit, um die Allgemeine Relativitdtstheorie zu tiberpriifen.

Die von Einstein aufgestellte Allgemeine Relativitdtstheorie besagt, dass beschleunigte
Massen die Raumzeit deformieren. Als Folge kénnen Wellen in der Raumzeit entstehen
und sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Diese werden Gravitationswellen, kurz GW,
genannt. Der Hulse-Taylor-Pulsar wurde verwendet, um einen indirekten Beweis fiir die
Existenz dieser Gravitationswellen zu finden.

Das System wurde iiber mehrere Jahre hinweg untersucht. Es wurde herausgefunden,
dass die Umlaufperiode abnimmt. Die beiden Himmelskérper rotieren mit der Zeit im-
mer schneller umeinander, wobei die Umlaufbahn kleiner wird [3]. Dies entspricht einer
Verkiirzung der Umlaufzeit um etwa 75 - 1079 Sekunden pro Jahr [2]. Diese Abnahme
tritt auf, weil das System Energie in Form von Gravitationswellen verliert. Dies steht im
Einklang mit der Allgemeinen Relativitétstheorie, die dies fiir Massen vorhersagt, die sich
relativ zueinander bewegen.

Pulsare werden heutzutage genutzt, um den Gravitationswellenhintergrund zu unter-
suchen. Eine internationale Forscherkooperation hat den 15-jahrigen Pulsar-Timing-
Datensatz des North American Nanohertz Observatory for Gravitational Waves kurz

NANOGrav analysiert. Dieser basiert auf Messungen von kleinen Zeitschwankungen in



den Radiosignalen von 67 Pulsaren. Damit lassen sich die Amplitude und das Spektrum des
Gravitationswellenhintergrunds bestimmen. Diese Ergebnisse stimmen mit den astrophy-
sikalischen Erwartungen fiir ein Signal von einer Population supermassiver Bindrsysteme
aus Schwarzen Lochern iiberein, wobei exotischere kosmologische und astrophysikalische
Quellen nicht ausgeschlossen werden kénnen [4].

In dieser Arbeit wird die Berechnung der Abnahme der Umlaufperiode auf Grundlage der
Allgemeinen Relativitdtstheorie durchgefiihrt. Dabei ldsst sich ein Term fiir die emittierte
Energie mithilfe der Linearisierten Theorie herleiten. Zusammen mit den keplerschen Ge-
setzen kann man die zeitliche Ableitung der Umlaufperiode in der Linearisierten Theorie
berechnen. Anschliefend wird der theoretisch berechnete Wert mit dem experimentell
ermittelten Wert verglichen. Die Rechnungen in dieser Arbeit orientieren sich an das
Buch von Michele Maggiore, Gravitational Waves: Volume 1: Theory and Experiments
[5].
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Abbildung 1.1: Das Bild oben zeigt eine Schematische Darstellung eines Pulsars, der Synchrotron-
strahlung entlang der Dipolachse aussendet, die sich in Raum propagieren. Der Pulsar dreht sich
dabei um seine Rotationsachse. Das Bild unten zeigt Schematische Darstellung des binédren Systems
PSR 1913 + 16. Das System von einem Pulsar und seinem Begleiter emittiert Gravitationswellen,

und verliert dabei Energie. Abbildung entnommen aus [2]



Theoretischer Hintergrund

2.1 Allgemeine Relativitatstheorie in Linearisierter Theorie

Die in dieser Arbeit verwendeten Definitionen und Notationen sind im Anhang A, Ab-
schnitt A.1 zu finden.

2.1.1 Die Feldgleichung

Die einsteinische Feldgleichung der Allgemeinen Relativitdtstheorie ldsst sich aus der
Einstein-Hilbert-Wirkung Sy und der Wirkung der Materie S, herleiten. Die gesamte

Wirkung lasst sich schreiben als:

Die Einstein-Hilbert-Wirkung ist angegeben durch:

C
[

3
e /d4:m/—gR.

™

Der Energie-Impuls Tensor 7, ist definiert durch die Variation der Wirkung S), unter

9w = G t 09y, alsor

0S8y = ;C/d4xﬁT“”59#V,
wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist, G die newtonsche Gravitationskonstante, g der Be-
trag der Determinante des metrischen Tensors det(gW) =g, R =g""R,, der Ricci-Skalar,
und R, der Ricci-Tensor. Unter kleinen Variationen der Metrik dg,,,,, ist die Bewegungs-

gleichung aus der gesamten Wirkung herzuleiten:

L r=S"Cp (2.1)

uv ig;u/ ot nv

R

Diese ist auch als die einsteinische Feldgleichung bekannt. Die Allgemeine Reltivitéts-
theorie ist eine geometrische Theorie der Gravitation. Materie verursacht eine Kriimmung
der Raumzeit, die Bewegung erfolgt in gerade Linien auf die gekriimmte Raumzeit, also

Geodéaten. Gravitation entsteht also durch die durch Materie veranderte Geometrie der



2.1. Allgemeine Relativitatstheorie in Linearisierter Theorie

Raumzeit.
Die Feldgleichung kann auch in die Form

T

uv 5.9/,“/ (22)

ol pv

87TG< 1 T):R

gebracht werden.

2.1.2 General Koordinatentransformation

In einer Koordinatentransformation werden die Komponenten der Transformationsmatrix

A", gebildet, indem man die partielle Ableitung einer Koordinate nach der anderen nimmt

Ay = gff;. Allgemeine Relativitétstheorie ist invariant unter allgemeinen Koordinaten-

transformationen, fiir eine allgemeine Koordinate x* lautet die Transformation :
Tt — o’H,

a2’ ist dabei invertierbar. Sowohl die Transformation als auch ihre Inverse sind differen-
zierbar, das heif3t ’# ist ein beliebiger Diffeomorphismus.
Der metrische Tensor lésst sich wie ein Tensor zweiter Stufe transformieren :
p 9.0

G = G (1) = 22 I (@), (23)
Diese Symmetrie ist die Eichsymmetrie der Allgemeinen Relativitdtstheorie. Die Defini-
tion der Koordinatentransformation, und die Transformation eines allgemeinen Tensors
sind im Anhang A, Abschnitt A.2 zu finden.

2.1.3 Linearisierte Theorie

Um die GW zu untersuchen, werden diese als Stérung in der Metrik behandelt. Dazu

entwickelt man die Einstein-Gleichungen um die flache Raummetrik.
G = My + P | B | < 1 (2.4)

Da die numerischen Werte der Komponenten eines Tensors vom Bezugssystem abhangig

sind, ist es erforderlich, dass es ein Bezugssystem existiert, in dem | h <« 1 in einer

|
732
ausreichend grofien Region des Raumes gilt. Es gilt auflerdem dass

h,, =h

pv v

2.1.4 Infinitesimale lokale Transformation

Eine residuale Eichsymmetrie bleibt auch bei der Fixierung des Bezugssystems, wo Glei-

chung 2.4 erhalten ist. Man kann eine Koordinatentransformation betrachten

aht — 't =zt 4 (H(x),



2.1. Allgemeine Relativitatstheorie in Linearisierter Theorie

es gilt dabei, dass
10,8, IS hy, | < 1.

Die Transformation von h ,,, in niedrigster Ordnung ist anhand der Gleichung 2.3 zu finden

Py () = Ty () = By, (2) = (9,6, + 8,€,,)- (2.5)

Somit wenn | 9,(, | < hy,, | gilt, bleibt die Bedingung | %, | < 1 erhalten, und man

bleibt in der Linearisierten Theorie mit der Eichsymmetrie.

2.1.5 Endliche globale Lorentz-Transformation

Man kann auch endliche globale Lorentz-Transformationen durchfiihren
a* — AP .

Nutzt man die Definition der Lorentz-Transformation, lasst sich auch ablesen, dass die
Matrix A, der Relation

AuaAuﬁnaB = nuu

geniigt. Somit lasst sich die Metrik wie folgt transformieren

Gu() = g () = A, %N, g ()
= AN [Nap + hop()]
=Ny + AMQAVﬁhaﬁ(w)
= Ny + hi (7).
Die Metrikstorung lasst sich also unter Lorentz-Transformationen wie ein Tensor transfor-

mieren

by, (2') = A#O“Afhaﬁ(x).

2.1.6 Die Bewegungsgleichung

Der Kriimmungstensor in linearer Ordnung von £, ist dann

1
RMVOé/B - 5 (aljaah,uﬁ + 8M86h - 8M8ah,/,3 - ayaﬁhua> . (26)

voa

Der linearisierte Kriimmungstensor ist dabei invariant unter der residuellen Eichsymme-
trie in Gleichung 2.5. Um die linearisierte Bewegungsgleichung kompakter zu schreiben,
definiert man

_ 1
hy, = huu - 777;1,uh7 (27)

v 2

h=n"h,, = —h,

wobei h = n"h,,,, die Spur ist. Die Stérung ?LW ist als Spur-umgekehrte Metrik bekannt.

Benutzt man die Konvention, dass man die Indizesstellung mit der Minkowski-Metrik 7,

5



2.1. Allgemeine Relativitatstheorie in Linearisierter Theorie

dndern kann, und Gleichung 2.6, dann ist der Einstein-Tensor G, = R, — %gWR zu
berechnen. Die Linearisierung der einsteinsche Bewegungsgleichung 2.1 ergibt sich somit

als 167G
167G

Uh,, + nwaaaﬁhw — 0%, h, — 0Y0 0y, = o L (2.8)

2.1.7 Lorentz-Eichung

Man kann Gleichung 2.5 verwenden, um eine Lorentz-Eichung auszuwahlen, diese lautet
dann
9"h,, =0. (2.9)

Um dies zu beweisen, verwendet man die Transformation in Gleichung 2.5 mit der Bedin-

gung 2.9, so dass die Transformation von der Spur-umgekehrten Metrik ergibt

h‘w/ - h:;u = h;u/ - (6p£y + 81/§H - nuyaaga)a

und es ergibt sich fiir die Transformation des entsprechenden Divergenzterms

’ —_

0"h,, = (9"h,,) = 0"h,, —O¢

1% we

Die Funktion §, wird so gewéhlt, so dass man die Lorentz-Eichung 2.9 erhélt.

2.1.8 Die Bewegungsgleichung unter Lorentz-Eichung

Mit der Lorentz-Eichung 2.9 verschwinden in der Bewegungsgleichung 2.8 die drei Terme

mit 6”7LW, und man erhélt die Wellengleichung

Oh, = -1y (2.10)

A T

Die Energie-Impulserhaltung ldsst sich hier mithilfe der Lorentz-Eichung 2.9 gewinnen
o'T,, = 0. (2.11)

Die rechte Seite der Gleichung 2.10 beschreibt die Massen, die die Gravitationswellen
generieren. Diese bewegen sich im Minkowski-Raum. Thre Trajektorien, die durch ihre
gegenseitige Beeinflussung entstehen, lassen sich also anhand der newtonschen Dynamik
beschreiben. Die linke Seite der Gleichung beinhaltet die Metrikstorungen. Die Losung der
Wellengleichung 2.10 kann dann benutzt werden, um die Reaktion der Testmassen auf die
Gravitationswelle zu berechnen. Die Terme der Ordnung O(h?) und hoher werden bei den

Berechnungen vernachléssigt.



2.1. Allgemeine Relativitatstheorie in Linearisierter Theorie

2.1.9 Transversal-Spurlose Eichung

Weit entfernt von einer GW-Quelle, wo T}, = 0 ist, ergibt sich fiir die Wellengleichung
2.10 Folgendes

_ 1., 5\
Dh/‘“j = <_0728t + V ) hl“’ — O
Diese Wellengleichung auflerhalb einer GW-Quelle impliziert, dass GW mit Lichtgeschwin-
digkeit propagieren. Die Bedingung 8”71“1, = 0 bleibt erhalten, auch bei einer Koordina-

tentransformation = — z* + &* der Art, dass

wenn [J§,, gleich null ist, dann ist LI, = 0, mit

f,uy = augu + aygu - nuyaaga'
Die Bewegungsgleichung bleibt also unverédndert

O(hy,, —&,,) = Oh,, = 0. (2.12)

pnv

Man kann ¢, nutzen, um vier weitere Bedingungen an h,, zu erzwingen. Da es sechs
unabhéngige Komponenten von &, gibt, die die Gleichung Uh ,, = 0 erfiillen, kann man
die Funktionen ¢, abziehen, die von vier unabhdngigen Funktionen {, abhéngen, und
dieselbe Gleichung [J¢,, = 0 erfiillen. Man kann also €9 so wihlen, so dass die Spur h = 0
ist. So wird wegen Gleichung 2.7 h,,, = h,,,. Die drei anderen Funktionen £*(z) sind so zu
wihlen, so dass hV(z) = 0 ist.

Mit der Lorentz-Eichung 2.9 bei ¢ = 0 und aufgrund von h uw = Ny, bekommt man
80h00 + aiho,i - 0,
da hgy; = 0 ist, erhalt man
hgy = 0. (2.13)

hoo ist damit zeitlich konstant. Dieser Term beschreibt also das newtonsche Potential der
Quelle, die die GW erzeugt hat, weil er dem statischen Teil der Gravitationswechselwirkung
entspricht. Der Teil, der die Gravitationswelle beschreibt, ist der zeitabhéngige Teil. Das
bedeutet fiir die Gravitationswelle und mit der Bedingung aus Gleichung 2.13, dass hg, =

0. Somit verschwinden die vier Komponenten von hy,,, also
RO = 0. (2.14)

Die Lorentz-Eichung reduziert sich auf die rdumlichen Komponenten h, ., es ergibt sich

13
& hy; = 0. (2.15)
Mit der Bedingung h = 0, erhélt man fiir die Spur von by

ht, = 0. (2.16)

(2

7



2.1. Allgemeine Relativitatstheorie in Linearisierter Theorie

Die Bedingungen in den Gleichungen 2.14, 2.15, und 2.16 definieren die Transversal-
Spurlose Eichung, die auch als TT-Eichung bekannt ist. Die Metrikstorung in dieser Ei-
chung wird mit hiTjT bezeichnet.

Die Transversal-Spurlose Eichung funktioniert nicht innerhalb einer Quelle der Gravitati-
onswellen, da dann DBW # 0 ist. Man kann in dem Fall die Lorentz-Eichung einfiihren
und eine Transformation mit [J§, = 0 durchfiihren, aber man kann keine weiteren Be-
dingungen festlegen, um zusétzliche Komponenten von h,,,, verschwinden zu lassen, beim

Subtrahieren einer Funktion, die die Gleichung 2.12 erfiillt.

2.1.10 Freiheitsgraden

Da h,, eine (4x4) symmetrische Matrix ist, hat sie 10 Freiheitsgrade. Durch die Einfiih-
rung der Lorentz-Eichung 2.9 mit vier Eichbedingungen verringert sich die Anzahl der
Freiheitsgrade auf sechs. Die Transversal-Spurlose Eichbedingungen 2.14, 2.15, 2.16 re-
duzieren die Anzahl der Freiheitsgrade weiter auf zwei. Fiir eine Welle, die in Richtung
= k/|k| propagiert, liegen wegen der Gleichungen 2.14, 2.15, und 2.16 die Komponenten
von hiTjT in einer Ebene, die senkrecht zu n steht. Fiir eine ebene Welle, die in z Richtung

. . . . . TT .
propagiert, und fir h,; symmetrisch und spurlos lasst sich h;;" schreiben als

h, h,

hIT(t, 2) =
i ( ) ( hx _h+

) coslw(t — z/c)],
ab

wobei a,b = 1,2 Indizes in der transversal Ebene (z,y) sind, h, und h, sind Amplituden

der 'Plus’ und 'Kreuz’ Polarisationzustande der Welle.

2.1.11 Projektion auf die Transversal-Spurlose Eichung

Eine ebene Welle £, mit dem Wellenvektor E, die sich in Richtung n = ﬁ auferhalb
der Quelle propagiert. Wenn sie bereits in der Lorentz-Eichung, aber noch nicht in der
Transversal-Spurlosen Eichung ist, kann ihre Form in der Transversal-Spurlosen Eichung

mithilfe des Lambda-Tensors A, ;; gefunden werden. Der Lambda Tensor ist definiert als

ij,k

. 1
Aij,kl(”) :52‘1435]1 - §5ij5kz - njnl(sik - nink(sjl

1 1 1 (2.17)
+ inknléij + §ninj5k;l + S
Mit dem Tensor
Pij(ﬁ) =0;; —nn,
lésst sich der Lambda Tensor kompakter ausdriicken
Ayj(n) = Py Py — %Pijpkl' (2.18)

Der Tensor P;; ist symmetrisch und transversal, er erfillt niPij(ﬁ) = 0, seine Spur betrigt

P;; = 2. Er ist ein Projektor, also im allgemeinen gilt P, Py; = P,



2.2. FEnergie der Gravitationswellen

Der Lambda Operator ist symmetrisch unter dem Austausch der Indizes (i,7) < (k,1),

und ist auch ein Projektor, wobei

Aij ki Nktmn = A (2.19)

17,mn*

Er hat die Eigenschaft
naAij,kl =0 ) a= i?ja k7 l.

Er ist also transversal fiir alle Indizes. Dartiber hinaus ist er spurlos in Bezug auf die
Indizes i, j und k, 1,
Ngij = Nij e = 0. (2.20)

Somit ist fiir eine ebene Welle h,, in der Lorentz-Eichung die Gravitationswelle in der

Transversal-Spurlosen Eichung durch die Komponenten %;; gegeben
h;l;'T = Aij,klhkl' (2.21)

Die rechte Seite der Gleichung ist transversal und spurlos in den Indizes 7, j. hl-TjT geniigt der

Wellengleichung Dh;ro =0, da h,,, vorausgesetzt eine Losung der Wellengleichung 2.10 ist.

2.2 Energie der Gravitationswellen

In diesem Abschnitt wird die Energie der GW bestimmt, dazu wird eine sinnvolle Tren-
nung der GW vom Hintergrund durchgefiihrt. Damit lasst sich der Energie-Impuls-Tensor
der GW bestimmen. Anschlieflend kann eine Gleichung fiir den Energiefluss der GW her-

geleitet werden.

2.2.1 Trennung der Gravitationswellen vom Hintergrund

Um den Energie-Impuls-Gehalt der Gravitationswellen zu bestimmen, muss man ihren
Beitrag zur Kriimmung der Raumzeit untersuchen. Um dies zu erreichen, kann man Gra-
vitationswellen nicht mehr als Stérungen auf der flachen Metrik 7, betrachten, wie man
es im Abschnitt 2.1.3 definiert hat. Denn in diesem Fall kann keine Kriimmung durch die
Gravitationswellen in dieser Raumzeit entstehen. Es wird zugelassen, dass die Hintergrund-
Raumzeit dynamisch ist, damit die Gravitationswellen als Stérungen iiber einer gekriimm-
ten dynamischen Raumzeit definiert werden kénnen. Der Metriktensor dieser Raumzeit ist

Gy (z), und der gesamte Metriktensor ist dann gegeben durch

9 (T) = G, (®) + hy (2), |h/w| < 1. (2.22)

Die Aufteilung der Metrik in gekriimmten Hintergrund und Stérungen ist nicht mehr so
klar, wie in der Linearisierten Theorie, wo die Hintergrundmetrik immer die Minkowski-
metrik 7, ist. Gravitationswellen kénnen aber vom Hintergrund getrennt werden, wenn

ihre typische Skala der rdumlichen Variation 5\, viel kleiner ist, als die Skala der rdumlichen

9



2.2. FEnergie der Gravitationswellen

Variation des Hintergrunds Lz, oder wenn sie mit wesentlich hoheren Frequenzen f oszil-
lieren im Vergleich zur maximalen Frequenz, die im Oszillationsspektrum des Hintergrunds

fp enthalten ist. Also die Bedingungen sind

~ A
A= — L 2.23
oder
fe<f. (2.24)

Die Wellenldnge A und Frequenz f einer Gravitationswelle, die einer Wellengleichung ge-
niigt, sind durch A\ = ¢/f verkniipft. Die Skalen des Hintergrunds Lz und f5 sind jedoch
nicht miteinander verbunden, daher sind die Bedingungen in den Gleichungen 2.23 und
2.24 unabhéngig voneinander, und es geniigt, wenn eine davon erfiillt ist.

Die Zwischenldngenskala [ und die Zwischenzeitskala ¢ definiert man wie folgt

~ = IR |
A< 1< Lg, ?«t<?<
B

Diese kéonnen verwendet werden, um raumliche bzw. zeitliche Mittelungen durchzufiihren.
Bei einer Mittelung iiber das raumliche Volumen mit der Seitenléinge [, bleiben die Moden,
die eine Wellenldnge der Gréflenordnung L haben, unverdndert, da diese konstant iiber
dieses Volumen sind. Die Moden einer Wellenlédnge A mitteln sich zu Null, da sie im
Vergleich sehr schnell oszillieren. Bei einer Mittelung iiber ¢, wird iiber mehrere Perioden
der Gravitationswelle gemittelt, da ihre Periode 1/ f keiner als ¢ ist. ¢ ist dabei viel kleiner
als die Zeitskala 1/ fp des Hintergrunds. h,,,, ist in diesem Fall eine hochfrequente Storung

iiber einen quasi statischen Hintergrund.

2.2.2 Kurzwellenentwicklung

Um zu verstehen, wie die GW die Hintergrundraumzit beeinflussen, und um ihren Energie-
inhalt zu bestimmen, entwickelt man den Ricci-Tensor in der Feldgleichung zum zweiten
Ordnung der Metrikstorungen

877G

ct

1 D 1 2
(T,W — 59,WT) =R, =R, +RY+RY+, (2.25)

mit 7' = g""T,,, die Spur des Energie-Impuls-Tensors. Ruv hingt von der Hintergrund-
s und Rfl,) ~ (dh)? ist quadratisch in h,,.

Eine Mittelung beider Seiten iiber Zwischenlingenskala [ oder Zwischenzeitskala ¢ kann

metrik g, ab. R ~ 02h ist linear in h

durchgefithrt werden, dabei sind die Terme bis zur zweiten Ordnung in den metrischen

Storungen. Es ergibt sich dann
_ &G 1

- (2)
R,,+ (Ri) = g <TW—59WT>, (2.26)

wobei (...) eine raumliche Mittelung iiber mehrere reduzierte Wellenldngen A kennzeichnet,

wenn die Gleichung 2.23 gilt, oder eine zeitliche Mittelung tiber mehrere Perioden 1/ f der

10



2.2. FEnergie der Gravitationswellen

Gravitationswelle, wenn die Bedingung 2.24 gilt.
Der Term R enthalt nur tieffrequente Moden. Der Term R,(}V) besteht ausschlieflich

aus Kurzwellentermen (hochfrequente Moden), und ergibt somit null bei der Mittelung.

uv ™ gp,y

Der Term Rfy) besteht aus hohen und tiefen Frequenzen. Dies ist der Fall bei einem Term
mit ~ h,,,,h,g, eine hochfrequente Mode mit dem Wellenvektor El aus h,,, kann mit einer
anderen hochfrequenten Mode mit ky ~ —k; aus h,z kombiniert werden, wodurch eine
tieffrequente Mode entstehen kann.

Ein effektiver tieffrequenter Energie-Impuls-Tensor T v kann definiert werden mit

1 - 1_ -
<T,uy - §guuT> = Tuu - §guuTa

wobei T' = g"”T’,,, Spur dieses Tensors ist.

Somit kann die Gleichung 2.26 mit T’ v Wie folgt geschrieben werden:

- @\ 871G [ - 1. -
R,, + (R?) = I (TW — 50w T). (2.27)
Wenn man beide Seiten mit der inversen Metrik des Hintergrunds g"*” kontrahiert, erhélt
man r o
s = —
——5 T =R+ (R?). (2.28)

Es wurde dabei benutzt, dass
s D _ v T 2) _ —uw p(2)
T =g"T,, R=g"R,, R?=g"R,,

und die Identitat g"”g,, = 4. Die Eigenschaft g <R£L2,,)> = <§“”RL2,,)> gilt, da die Hin-
tergrundmetrik g*” per Definition eine tieffrequente Grofe ist. Die Gleichung 2.28 kann

wiederum in Gleichung 2.27 eingesetzt werden, und es ergibt sich

871G -

= 1. - (2) 1_
1 T = Bow = 59 R+ [<R,W — ZgWR<2)>} . (2.29)

Die GroBe ¢, definiert man als

ct 2 1
- _ 5 (2)
t/»“’ = Gy <Ruy 2glJ«VR > s (230)

wobei R die Spur von Rff,,) ist.

Man kann diese Definition von ¢, in die eckige Klammern in Gleichung 2.29 einsetzen,

dann erhalt man )
RMV - iglﬂ/R =

Diese ist als die Coarse-grained-Feldgleichung bekannt. Die zeigt, dass die Gravitations-

811G, -~
— (T, +1t,,). (2.31)
wellen die Krimmung des Hintergrunds auf die gleiche weise wie Materie beeinflussen.
Der Energie-Impuls-Tensor der GW in zweiter Ordnung der Stérung ist dann ¢,,. Es

ist somit nicht moglich, eine flache Metrik fir den Hintergrund g,,, = 7, im zweiten

Ordnung anzunehmen.

11



2.2. FEnergie der Gravitationswellen

2.2.3 Energie-Impuls-Tensor der GW

Um der Energie-Impuls-Tensor den GW ¢, auszuwerten, ist RLQ,,) zu berechnen. Der Tensor
RE}V) ergibt
(1)_]‘ Do T o T N T N 7
Ry = 3 (D D,h,,+ D*D,h,, —D*D,h,, — DVDMh) ,

pn'ra
wobei D ., die kovariante Ableitung im Bezug auf die Hintergrundmetrik ist. Die Definition
der kovarianten Ableitung ist im Anhang A, Abschnitt A.1, Gleichung A.1 zu finden. In
der zweiten Ordnung ergibt sich

NN S RE _ . -
REL2V) :7gp0'gaﬁ |:2Dp,hpaDVhU,3 + (D h ) <DUhN/B - Dﬁhl“’)

2 plra
+ Ry (D,,D#hgﬁ + DyD,h,, —DgD,h,, — DﬁDth)

1._ _ _ _ _
(5 Dattpe = Dyhag) (Db + Dby — Dﬁhw)] .

p'taoc

In groBer Entfernung von der Quelle kann man an die Hintergrund-Raumzeit als flache
Raumzeit approximieren. In diesem Fall ldsst sich der kovariante Ableitungsoperator D“
durch den partiellen Ableitungsoperator der flachen Metrik d,, ersetzen. Es erfolgt fiir Rf,,)

171
R [ 8,hasD,h + WP, he s — KB, D5h,,, — KB, 05k,

2 (2
+ h*P0,05h,,, + 0°h3dsh,,,, — OPhSD, hg, — O5h*P0, b,

1 1
+ 0gh POy, — Ogh™ By, — 50Dy, + 50D, b,

[e2ng 1%
1 (6%
+§8 h%hw] .

Die Lorentz-Eichung in Gleichung 2.9 kann verwendet werden, um sechs Freiheitsgrade
zu eliminieren, von denen nur zwei physikalisch relevant sind und in hiTjT enthalten sind,
wie im Abschnitt 2.1.9 gezeigt wurde. Dann wird §, mit [J§, = 0 so gewéhlt, was zur
Bedingung h = 0 fiihrt, und somit ist h,,, = h,,,. Die Lorentz-Eichung reduziert sich dann
auf O*h,,, = 0.

In Gleichung 2.30 befindet sich Rl(fl,) innerhalb der Mittelwertklammern. Mit partieller In-
tegration lassen sich die Randterme verschwinden, benutzt man dazu die Lorentz-Eichung,
h = 0 und UOh,, = 0, So werden alle anderen Terme aufler den zwei Ersten auf null ge-
setzt. Die beiden verbleibenden Terme ergeben durch partielle Integration den gleichen

Term und werden voneinander subtrahiert. Es ergibt sich
@y _ 1
(Riv) = = (0uhasd h) .
Die Spur ergibt unter Verwendung derselben Methode und der gleichen Bedingungen
< R(2)> =0.
Daher ergibt sich fiir ¢, durch Einsetzen in die Gleichung 2.30

C4

tl“/ - % <8Mhaﬁayhaﬂ> .
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2.2. FEnergie der Gravitationswellen

Es lisst sich zeigen, dass ¢, unter der residualen Eichung in Gleichung 2.5 invariant bleibt.

Es ergibt sich fiir die Variation

4
Oy = g3z [(Ouhapd, (h°7)) + (9, (5D )0, h7)]
4
= 25 (0uhap0, (977 +076%)) + (9, (9us + 0s6) 0,h°7)]
4
= o [(04h0p0,0°€7) + (9,0,850,h°7)]

Durch partielle Integration und Anwendung der Lorentz-Eichung werden die Terme in der
Mittelung auf Null gesetzt. ¢, hdngt nur von den physikalischen Freiheitsgraden in hiTjT

ab. Es lasst sich schreiben

A
t 0,hi o, hET) . 2.32
1224 327TG< vy > ( )
Die Null-Null-Komponente des Energie-Impuls-Tensors t°° liefert die Energiedichte der
Gravitationswelle )
00 — € T hTT
327G < >

wobei h die partielle Ableitung nach der Zeit h = 9,h = cdyh bezeichnet. Die linke
Seite der Gleichung 2.31 ergibt unter kovarianter Ableitung aufgrund der Bianchi-Identitét
DH (RW — %gWR) = 0, die Bianchi-Identitét ist im Anhang A, Gleichung A.2 zu finden.
Somit ergibt sich fiir die rechte Seite

D+ (TW +t,,)=0.

Fiir groe Entfernungen von der Quelle néhert sich die Metrik der flachen Raumzeitmetrik
an, und dann lisst sich D* — 9" ersetzen. AuBerdem ist T;w = 0 auflerhalb der Quelle.
Es ergibt sich dann

ott,, =0 (2.33)

die Kontinuitétsgleichung fiir den Energie-Impuls-Tensor der Gravitationswelle.

2.2.4 Energiefluss

Mit dem Energie-Impuls-Tensor der Gravitationswelle ldsst sich der Energiefluss berech-
nen. Er ist im Allgemeinen die Energie der GW, die durch eine Einheitsflache pro Zeitein-

heit in grofler Entfernung von der Quelle flieit. Die Kontinuitatsgleichung 2.33 lasst sich

/ d3z 9pt%° = — / d3x 0t (2.34)
|4 |4

wobei V' ein rdumliches Volumen ist, das durch die Oberfliche S begrenzt und von der

schreiben als

Quelle entfernt ist. Die Energie der GW innerhalb von V ist dann
Ey, = / d3z 90, (2.35)
1%

13



2.2. FEnergie der Gravitationswellen

Gleichung 2.34 l&sst sich dann schreiben als

Ldby _ / 0.0
c dt ” v

sei i der Normaleneinheitsvektor zur Oberfliche S mit dem Oberflichenelement dA dann
lasst sich das Integral mit dem gaufschen Integralsatz schreiben zu

LdEy = —/dA n, 1Y
c dt g v

sei S dabei eine sphérische Flache, mit dem Abstand r weit entfernt von der Quelle und

dem Oberflichenelement dA, ihr Normaleinheitsvektor ist n = 7. Somit ist die Gleichung

dE
—v - —c/dA £,
dt s

dann

wobei t°7 aus der Gleichung 2.32 entnommen werden kann

4
or _ _© oprr 9 7T
= 321G <8 hij arh” >

Eine radial propagierende GW hat bei einem grofien Abstand r die allgemeine Form

1
hiTjT(t,r) = it —r/c),

fi:(t —r/c) ist eine Funktion mit der retardierten Zeit ¢, =t —r/c. Die Ableitung dieser
Funktion nach r ist dann
0

1 10
Gr () =~ (= /o) + Tt = ro).

Der erste Term ist von der Ordnung O (1/r?) und kann vernachléssigt werden, fiir den

zweiten gilt nach der Kettenregel

0 0
Efij(t —rfec) = _%afij@ —r/c),

damit ist

0
Eh?jT(t, r) = —=0ohi; (t,7) + O (1/1?)

= +80h;[]‘-T(t,r) +0(1/r%).
Daraus folgt t°" = t%0 in grofier Entfernung, die Energie in dem Volumen V ist dann
dE
= [anem,
dt
Das Minuszeichen bedeutet, dass Ey, abnimmt. Die propagierte GW tragt also einen En-

ergiefluss mit, der ist somit

dFE c?

— 4ot — AITHITY 2.
dadi = T = e (HTRET) (2:36)
Es lisst sich auch mit dA = r2d{Q fiir den Energiefluss schreiben

dE c3r? R

= _ dQ (hETRTTY 2.

o o i o
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2.3. Generation von GW in linearsierte Theorie

2.3 Generation von GW in linearsierte Theorie

Um die Entstehung der Gravitationswellen im Rahmen der Linearisierten Theorie zu
verstehen und ihre Energie zu berechnen, ist eine Quelle am Ursprung des Ortsraums
mit einem hinreichend schwachen Gravitationsfeld zu betrachten. Fiir eine solche Quelle
kann die Hintergrundraumzeit in niedrigster Ordnung als flach angenommen werden, so
dass die Dynamik der Quelle mit den Newtonschen Gesetzen berechnet werden kann. Die
Riickwirkung der GW auf die Quelle wird vernachléssigt. Fin Beobachter mit einer grofien
Entfernung von der Quelle misst bei & = rn, die in Richtung 7 propagierten GW. Somit
lasst sich bei solch einem System System die im Abschnitt 2.1.3 besprochene Linearisierte

Theorie anwenden.

2.3.1 Losung der Bewegungsgleichung

Im Abschnitt 2.1.8, ist die Gleichung

05 — _167rGT

p A T

die Bewegungsgleichung unter Lorentz-Eichung, diese lisst sich anhand der Greenschen

Funktion 16sen. Die Greensche Funktion G (x — z”) ist eine Losung der Gleichung
0,G(x—a') =69 (z —2’). (2.38)
Die Losung der Bewegungsgleichung ist dann gegeben durch
. 167G iy , ,
b, () =— /d G (x—2")T,, (2). (2.39)

4
c
Die retardierte Greensche Funktion ist die Losung der Gleichung 2.38 mit den gegebenen

Randbedingungen, und hat die Form

1
Glx—2)=——F—-06(20, —2'%),
( ) 47T|Zf*f/| ( ret )
wobei 20 = ct’, 20, = ct,.;, und die retardierte Zeit ist durch
7 — 2]
bret =1 — c

definiert. Die Differenz zwischen der Beobachterzeit ¢ und der retardierten Zeit ¢, ergibt
die Zeit, die eine GW mit Lichtgeschwindigkeit benétigt, um die Distanz |Z — 2’| von z’
innerhalb der Quelle zum Ort x des Beobachters zuriickzulegen.

Es ergibt sich damit fiir die Losung in Gleichung 2.39

- 167G , 1 , ,
b () = +—1— /d4I Wé (20 — 2’ T, (/).

ct T—2|

Das Zeitintegral [ da’® lisst sich mit der Delta-Funktion & (22, — 2’%) auswerten, und es

o aG o, 1 F—7|
huy(t,x):&/dx § MTWG— ). (2.40)
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2.3. Generation von GW in linearsierte Theorie

2.3.2 Die Losung in TT-Eichung und Ihre Entwicklung

Auflerhalb der Quelle kann man die Losung in Gleichung 2.40 mit Hilfe des Lambda-
Operators 2.18 in TT-Eichung schreiben. Mit der Gleichung 2.21 und der Eigenschaft in
Gleichung 2.20 gilt h;" = A,; whi, und fiir die gesamte Lésung ergibt sich
L. 4G . , 1 |2 —2'| _,
hit(t, %) = C4Aij,k:l<”)/d3$ Ty <75— P ) ; (2.41)

|7 — 2|

mit 7 = & der Einheitsvektor in Richtung des Detektors. Die Komponenten h, ver-
schwinden in TT-Eichung nach der Bedingung in Gleichung 2.14. Die Komponenten 7Tj,
des Energie-Impuls-Tensors sind mit 7}; verkntipft, da 9"T),,, = 0 ist.

Wenn d der Radius der Quelle und |Z| = r der Abstand zwischen Quelle und Beobachter

ist, dann fiir grofe Abstdnde r > d lédsst sich der Ausdruck |Z — Z’| entwickeln,

d2
|£—f’|:r—§:”-ﬁ+0<r). (2.42)

Eine schematische Darstellung dieser Naherung ist in Abbildung 2.1 zu sehen.

Abbildung 2.1: Eine schematische Darstellung der N&herung |2 —Z'| =r — 2’ -7+ O (%) d ist
dabei der Radius der Quelle, ¥ — 2’ stellt den Abstand zwischen einem Vektor ' innerhalb der

Quelle und & dem Ort eines Beobachters, 7 ist der Normalvektor der propagierten GW.

Es ergibt sich fiir h;ro in grofien Abstdnden mit r — oo fiir festes ¢, wenn man den ersten

16



2.3. Generation von GW in linearsierte Theorie

Term mit der Ordnung O(1/r) = (1/|Z — Z’|) behélt und die Entwicklung in Gleichung
2.42 in Gleichung 2.41 einsetzt

14 ¥ h
h;I;T(t,QE> — GAZ],kl(?L)/di&x/ Tkl <t - E + xT n’ f/) (243)

r ct c

plus die zu vernachlissigenden Terme der Ordnung O(1/r?).

2.3.3 Multipolentwicklung

Wenn die typische Geschwindigkeit innerhalb der Quelle viel kleiner als die Lichtgeschwin-
digkeit wére, dann ist eine Multipolentwicklung durchfithrbar. Wenn die Bewegung inner-
halb eines solchen Systems mit der Gréfle d die typische Frequenz wg hat, dann ist die
typische Geschwindigkeit innerhalb der Quelle v ~ w d. Die Frequenz der generierten GW

ist dann w ~ w, ~ v/d, und die typische Wellenldnge ist somit
A=~ fa
w v

Bei einem nichtrelativistischen System v < ¢ ist die Wellenlénge der GW viel grofler als die
Quelle d « 5\, somit es ist nicht erforderlich, die genaue Dynamik der Quelle zu berechnen.
Die Emission von GW kann durch das niedrigste Multipolmoment der Multipolentwicklung
in den Ordnungen v/c ~ w.d/c beschrieben werden.
Die Fourier-Transformation von 7}, in Gleichung 2.43 ist

Ty, (t— g + x/c'n’f/) _ /g:r];jﬂkl<w’7%)eiw(tr/ch:Z’-ﬁ/c)Jrﬁoi’_ (2.44)
Der Energie-Impuls-Tensor ist T); # 0 innerhalb der Quelle, somit ist das Integral in
Gleichung 2.43 auf |z’| < d beschréinkt. Die Quelle T}, (w, k) hat im Frequenzraum einen
Peak um den Frequenz w, mit w,d <« c. Der Hauptbeitrag von hiTjT hat Frequenzen w, die

die Bedingung

erfiillen. Man kann somit die Exponentialfunktion in Gleichung 2.44 entwickeln
R 2
e tw(t—r/ct Afc)tikE — o—iw(t-r/c) [1 —iZglind + . (‘ig) 2t Inind + } . (2.45)
c 2 c
Diese ist dquivalent zur Entwicklung
ri

r R /it 1 L
T (1= 24 2200 ) = Tiaafa) + 0T (ata) + 50" a0 00 Ty (1) + .

2c2
(2.46)

—r/c,x") ausgewertet. Man kann die
t 7’ g Man k di

4

die Ableitungen werden an dem Punkt z], =

Momente des Spannungstensors 1% definieren als
Sii(t) = / d3zT(t,7),
Sk (t) = /d?’:ETij(t,:Y:')xk,
Sk (t) = /d?’xTij(t,f)xka:l,
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2.3. Generation von GW in linearsierte Theorie

usw fiir alle Momente héherer Ordnung. Da der Energie-Impuls-Tensor symmetrisch ist
T = T7¢ dann sind die Momente in den ersten zwei Indizes auch symmetrisch S% = §7%,
Sk = §7k auch in den Zweiten S¥* = Sk da 2* mit 2! tauschbar ist. Das Einsetzen

dieser Momente in Gleichung 2.43 mit der Entwicklung in Gleichung 2.46 ergibt

14G
TT(4 =
hi; (t,7) =

—— Aa(@) Sk 4 %nmskl’m + ZLCQnmnpS'klvmp + ... " (2.47)
wobei die Notation 0,5 = S angewendet wurde, und ret weist darauf, dass die Ableitun-
gen an t — r/c die retardierte Zeit ausgewertet werden. Jede Ableitung im Exponenten
in Gleichung 2.45 und entsprechend in Gleichung 2.46 ergibt einen Term der Ordnung
wgd/c ~ v/ec. Der zweite Term ist daher von der Ordnung ~ v/c und der dritte von der
Ordnung ~ v?/c? usw. Die Terme in Gleichung 2.47 sind damit Korrekturen derart, dass
Skbm eine Korrektur der Ordnung O(v/c) zu S¥, und S*-™P ist eine Korrektur der Ord-
nung O(v?/c?) zum vorherigen Term S*-™.

Um die physikalische Bedeutung der Terme in Gleichung 2.47 klarzumachen, kann man
die Momente von 7% in Momente der Energiedichte 7°° und der Impulsdichte 7% aus-
driicken. In Linearisierter Theorie bei der niedrigsten Ordnung der Multipolentwicklung

in v/c entspricht 7% /c? der Massendichte. Die Momente von 7% definiert man als

Mc? = /d3xT00(t,f), Mic? = /d3xT00(t,f)x’5, M¥c? = /d3xT00(t, T)xizd,

(2.48)
und die Momente der Impulsdichte 7% sind
Pic = /d3xT0i(t, 7), Pbic= /d3xT0i(t, T)xd, Phikc = /d3wT0i(t, T)rizk,
(2.49)
Diese Momente erfiillen verschiedene Identitdten, eine davon ist,
g 1 ...
S = §M”. (2.50)

Die Herleitung dieser Identitdt ist im Anhang A, Abschnitt A.4 zu finden.

2.3.4 Quadrupolformel

Anhand der Identitit in Gleichung 2.50 kann man S* in dem Term niedrigster Ordnung

in Gleichung 2.47, in M* umschreiben. Man erhélt somit

. 12G o
h;l;T(t,:L‘) = ;CTAijvkl(n)Mkl(t—r/c). (2.51)
Man kann sehen, dass es sich um Massenquadrupol handelt, also fiir GW sind keine Mono-
pole oder Dipole vorhanden. Dies ist der Fall, da ein Monopolterm von M abhéngig wére,
und ein Dipolterm von P?, das Massendipolmoment M* verschwindet mit einer Verschie-
bung des Koordinatensystems. Die Momente werden in h};T nach der Zeit abgeleitet, da

GW nicht von einer statischen Quelle generiert werden kénnen. In Linearisierter Theorie
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2.3. Generation von GW in linearsierte Theorie

sind M und P? erhaltene Grofien, und somit verschwinden ihre Beitrige.
Um die abgestrahlte Leistung zu berechnen, setzt man die Gleichung 2.51 in die gefunde-
ne Gleichung 2.37 fiir den Energiefluss. Dabei ist die Eigenschaft des Lambdatensors in

Gleichung 2.19 zu verwenden. Man erhilt damit

dP 2e3 s
_rc <h;l;Th;l;T>

dQ 327G
e o (2:52)
Aij,kl(”) <Miij:l>

8mcd t—rjc’

Die Mittelung ist eine zeitliche Mittelung tiber mehrere charakteristische Perioden der
GW, und M” wird dabei mit retardierter Zeit ausgewertet. Die Winkelintegration kann

mit der Definition des Lambda-Tensors in Gleichung 2.17 und den Identitédten
nn, = =4, (2.53)

a2

1

berechnet werden, wobei die Abhéngigkeit von n nur im Lambda-Tensor gegeben ist.
Die allgemeine Form der Identitdten in den Gleichungen 2.53 und 2.54 ist im Anhang
A, Abschnitt A.5, Gleichung A.15 zu finden. Es ergibt sich somit fiir die Integration des

Lambda-Tensors
2T

15
Die Rechnung dazu ist im Anhang A, Abschnitt A.5 zu finden. Die gesamte abgestrahlte

Leistung ist somit in Quadrupolndhrung
G /o 1, 2
Pouad =55 <MijMij -3 (M) > . (2.55)

t—r/c

Dies ist die bekannte von Einstein hergeleitete Quadrupolformel

19



Hulse-Taylor-Pulsar

Das PSR B1913+416 auch als Hulse-Taylor-Doppelpulsar bekannt, besteht aus einem
Pulsar und seinem Begleiter. Die Umlaufzeit P, des Bindrpulsars betrdgt weniger als 8
Stunden (siehe Tabelle 3.1), also ist die Umlaufgeschwindigkeit der Ordnung v ~ 10~ 3¢,
das System kann also benutzt werden, um die Vorhersagen der Allgemeinen Relativi-
tatstheorie zu tiberpriifen. Es wurde festgestellt, dass der Abstand zwischen den beiden
Sternen abnimmt und dies somit zur Verkiirzung der Umlaufdauer fithrt, aufgrund der
Drehimpulserhaltung. Das System soll nach der Allgemeinen Relativitdtstheorie Gravia-
tionswellen abstrahlen, welche eine Verschiebung der Massendichte verursacht, wie im
Abschnitt 2.2 besprochen wurde, und damit verringert sich die Umlaufdauer.

Die Energie der GW lédsst sich berechnen, wie im Abschnitt 2.3 besprochen wurde. Damit
und anhand der keplerschen Gesetzen kann man die zeitliche Ableitung der Umlaufzeit P,
in Linearisierter Theorie bestimmen und die Ergebnisse mit dem Experiment vergleichen.
Da das System weit entfernt von der Erde liegt, gilt die Ndherung bei grofien Absténden
r > d, die bei Herleitung der Quadrupolformel im Abschnitt 2.3.2 gemacht wurde. Da es
sich um ein System mit v ~ 10~3¢ handelt, kann man die Entwicklung im Abschnitt 2.3.3
anwenden. Auflerdem kann man das System mit den keplerschen Gesetzen beschreiben,

wie im Abschnitt 2.1.8 bei der Diskussion der Gleichung 2.10 besprochen wurde.

3.1 Elliptische Umlaufbahnen

Der Pulsar und sein Begleiter befinden sich auf einer elliptischen keplerschen Umlaufbahn.
Da es sich um zwei kompakte Sterne handelt, werden diese in der Rechnung als punktfor-
mig angenommen. m,, ist die Masse des Pulsars, der sich am Ort 7, befindet, m, ist die

Masse des Begleiters, mit dem Ort 7.. m = m,, +m,, ist die gesamte Masse. Man kann mit

. m,m . . . . .
der reduzierten Masse u = -2=< das System auf ein Einkérperproblem reduzieren, mit
D c

dem Koordinatenursprung am Ort des Schwerpunkts. Man hat in diesen Koordinaten ein
Teilchen mit der Masse u, das die Beschleunigung

=07 (3.1)
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3.1. FElliptische Umlaufbahnen

erfahrt. wobei 7 =7, — 7, die relative Koordinate ist.
Der Drehimpulsvektor L ist definiert als das Kreuzprodukt aus dem Ortsvector 7 und dem
Impuls p = pd, also ist L = 7 x p = w(7 x ¥). Fir die Bewegung um den Schwerpunkt
unter dem Einfluss der Gravitation ist der Drehimpuls konstant %l_i = 0, dies bedeutet,
dass die Umlaufbahn in einer Ebene liegt.

In einem ebenen Polarkoordinatensystem ist

L [ x\ [ rcosy
" Y B rsiny )’

1 ist dabei die Winkelposition entlang der Umlaufbahn. Die Geschwindigkeit v = 7 ist in

L Fcos ) — ripsin
v %Sinw+r¢cosw '

Es ergibt sich fiir das Kreuzprodukt

Polarkoordinaten

T X U = 7 cos i sin 1) 4 724 cos? 1h — ri- cos ¥ sin b + T2¢81n21/1
— i,
dabei hat man den Satz des Trigonometrischen Pythagoras benutzt (siche Anhang A,
Gleichung A.3). Der Betrag vom Drehimpuls L ist somit

L = pr#y. (3.2)

Die Energie ergibt sich als Summe aus der kinetischen und potentiellen Energie

1 G
Ezﬂuﬁ—ﬂ,
2 T

mit v2 = 72 4+ 22 in Polarkoordinaten, es ergibt sich
Lo oo Gum
B = g (12 4 r2g2) - T,

mit dem Drehimpuls in Gleichung 3.2 kann man die Energie weiterhin schreiben als

1 L? Gum
E = Zpi?
Tl * 2ur? r

. (3.3)

Es ldsst sich nach 7 umformulieren zu
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3.1. FElliptische Umlaufbahnen

Dann lasst sich % finden mit

d ; L
W _ G _ v ur?
dr 4 \/3E+2Gm_r522’
m T nAr
formt man um, erhélt man
L_
2
W
m
\/EE—F r plr?
L
dip = I dr
2 pu=m pum L \2
mb e =)
=p2 —u?2
L
ur2
dp = —L2 . dr,

N

B ist also eine Konstante und u eine neue Variable, integriert man beide Seiten, erhilt

man
/1/1 T Nle
dy = / TG,
o o V p? —u?
Das Integral nach 7’ ldsst sich mit der Substitution u = (G“Tm — %) l6sen, und man erhélt
damit
duv _ L
dr — pr?
pr?
dr =du - —
r=du- =,

setzt man dr’ in das Integral ein, erhilt man

“ 1
=1 :/ — - du’. 3.4
o= | T (34)
Die Losung dieses Integrals ist dabei
U 1 do/
arcsin 5 \/m u’,
also fiir die gesamte Gleichung
u U
1 — 1, = arcsin — — arcsin -9
B g
in (¢ +c) = -
sin c) = —,
g
mit ¢ = —1y + arcsin 12? eine Konstante. Mit dem Additionstheorem fiir Sinus (siehe

Anhang A, Gleichung A.6) kann man schreiben
sin(t) cos(c) + sin(c) cos(¢) =

sin()) cos <g> + sin (g) cos(y) =

0+ cos(v) =

e wle ™l
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3.1. FElliptische Umlaufbahnen

c wurde als ¢ = § gewidhlt. wenn man nach r auflost, erhédlt man

_ Gum L
§-cos(i) = T — -
LQ

r— Gu2m
1-— GHLmB cos(v)

Man kann den Halbparameter R und die Exzentrizitdt e definieren

L2
- Gu2m’

L / 2F L2

Die Grofle R wird auch als Semilatus rectum bezeichnet. Der gesamte Latus rectum ist

R: (3.5)

die Lange der Sehne, die von einem Brennpunkt senkrecht auf die Brennachse gezogen
wird. Die Exzentrizitat e definiert den Abstand vom Mittelpunkt zu den Brennpunkten
der Ellipse. Man erhélt fiir » den Ausdruck
R
r=————#/.
1 —ecos()

Diese ist die Formel eines Kegelschnitts, in diesem Fall eine Ellipse, mit den Parametern

(3.7)

R und e. Die zwei Halbachsen der Ellipse sind gegeben durch

_ R
1 —e2’

ist die grofle Halbachse a, sie ist die Hélfte der Lange des grofiten Durchmessers einer

a (3-8)

Ellipse, der auch als Hauptachse bezeichnet wird, und

o — (3.9)

(1— 62)1 /20
ist die kleine Halbachse b, sie ist die Hélfte der Lénge des kiirzesten Durchmessers einer
Ellipse, der auch als Nebenachse bezeichnet wird.

Mit dem Ausdruck fiir e in Gleichung 3.6 ldsst sich a auch schreiben als

_ Gmyp
“= 3B (3.10)

a hat keine Abhangigkeit von L, also haben Umlaufbahnen mit dem gleichen Wert von a

die gleiche Energie.

Mit Gleichung 3.8 kann man Gleichung 3.7 in die Form
a(l—e?)

= 3.11
" 1+ ecosvy ( )

bringen. Die zeitliche Ableitung von ) ldsst sich mit den Gleichungen 3.2 und 3.5 schreiben

als 12
) = @. (3.12)

r
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3.2. Abgestrahlte Energie in Form von Gravitationswellen

Mit den Gleichungen 3.11 und 3.8 ergibt sich folgender Ausdruck fiir ¢

1/2

. G —
)= (%) (1—e?) 3/2(1+ecos¢)2. (3.13)
Die Umlaufperiode P, ist
2
p =" (3.14)
“o

mit w, die Kreisfrequenz, die in Abhéngigkeit von der grofien Halbachse a laut des dritten

keplerschen Gesetzes gegeben werden kann

W = i—? (3.15)

3.2 Abgestrahlte Energie in Form von Gravitationswellen

Das Doppelsternsystem sendet Gravitationswellen aus, was dazu fithrt, dass die Umlauf-
periode im Laufe der Zeit aufgrund von Energieverlust abnimmt. Um den Energieverlust
zu berechnen, kann man die Quadrupolformel in Gleichung 2.55 anwenden. Dazu ist die
dritte zeitliche Ableitung des zweiten Massenmoments M%, das in Gleichung 2.48 defi-
niert wurde, zu berechnen. Fiir ein isoliertes System mit Koordinatenursprung am Ort
des Schwerpunkts ist die Energiedichte fiir ein Teilchen der Masse p und Koordinate rf ()
gegeben durch,
TO(L,7) = 28 (7 — 7y (1)),

wobei 7 (t) die relative Koordinate ist. Das zweite Massenmoment ist also dann
M (t) = prf () (t)-

In Polarkoordinaten mit einem Bezugssystem, in dem die Umlaufbahn in der (z,y) Ebene
liegt, ist M%(t) durch die (2x2) Matrix gegeben

M., = ( cos? 1) sin v cos Y ) ’ (3.16)
ab

¢ sin vy cos Y sin? P

mit den Indizes a,b = 1,2 in der (z,y) Ebene. Die Zeitabhéngigkeit ist in 7(¢) und ()
enthalten, um die dritte Ableitung zu berechnen, kann man r(¢) mit Hilfe der Gleichung
3.11 umschreiben. Dann ist die zeitliche Abhéngigkeit bei M, in ¥(t). Es ergeben sich

damit
2 cos? 1)

(14 ecost))?’
2 sint cos

(1+ ecost))?’
2 sin2w

(1+ ecost))?’

My, = pa® (1 —¢€?)
My = My, = pa® (1 —e?) (3.17)

My, = pa® (1 —e€?)

24



3.2. Abgestrahlte Energie in Form von Gravitationswellen

Die Ableitungen kénnen berechnet werden. Die zeitliche Ableitung von v ist durch Glei-

chung 3.13 gegeben. Mit der Umbenennung der Konstanten als
Gm\ /2 —3/2
D= (?) (1—e®) 77,
ergibt sich
¢ = D(1+ ecost))?.
Man kann die Vorfaktoren in Gleichungen 3.17 auch wie folgt schreiben,

S = pa®(1— €2>2 .

Fiir M, sind die Ableitungen

cos? 1)
(1+ ecostp)?’

2(—sin 1) cosy - (1 4 ecos))? —2cos? (—esin)(1 + ecos 1))

My =59 (1+ecosy)t
B . e cos? 1 sin
=258D {— sin 1) cos ¥ + (1+ecosw)]

. . e(1 + ecos —2cossin® i + cos® Y| + e? cos? ¢ sin’
M, = 2SDvy [sin2 W — cosh + ( ) [ (& (0 ¢] Y )

(14 ecos))?
= 25D? [—(1 + ecos)? cos 21 + e(1 + ecos 1)) (cos3 ¥ — 2 cos P sin® @ZJ) + €2 cos? 1 sin® LZ)]

Mll = 25D?) [2 sin 2¢(1 + e cos )2 + 2esin (1 + e cos 1)) cos 29 — €2 sin [0053 ¥ — 2 costsin® 1/1]
+e(1 4 ecos) [—3 cos? ¢ sint) + 2 sin® Y — 4 cos? wsinw] +e? (2 cos> 1) sin ¢ — QCoswsin?’ wﬂ

=25D%) |2sin2¢ + e - (4sin2wcosw+QSinz/Jcos2w—7coszwsinz/)+251n3w)

A

+e? . (2 sin 24 cos? 1 + 2 sin 1 cos 1 cos 2 — sin ¥ cos® 1 + 2 cos P sin® 1 — 5 cos? ¢ sin ¢)]
B

A = cos? ¢ sin + 2sin v cos? ¥ — 2sin® ¢ + 2sin® ¢
= 3cos? 1 sin1)

B = 4sin1) cos® 9 + 2sin 1 cos® 1 — 2sin 13 cos  + 2coswsin3¢ — 6cosPsiny
=0
es ergibt sich also

M, = 25D [2sin 2¢) + 3esin ) cos? ] . (3.19)
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3.2. Abgestrahlte Energie in Form von Gravitationswellen

Fiir M,, sind die Ableitungen

sin’ Y

My, =§— %
2 (1+ ecostp)?’

(3.20)
2sin 1) cos (1 + e cos 1h)2 + sin® ¢ - 2e(1 4 e cos )
(1 4+ ecost)t
sin?’d)
(1+ ecos))

MQQ = S¢

=25D [Sinwcosw—i- e

3sin® ¢ cos (1 + ecosh) + esin’ ¢
(1 4+ ecos))?

= 25D? [(1 + ecos))? cos 29 + 3e sin® 1 cos P(1 + ecostp) + €2 sin® 1/)]

M,, = 25D? [(1 + ecos))?(cos? 1h — sin? 1Y) + e(1 + ecos)?

My, = 28D%) [—2 sin 2¢)(1 + e cos )2 — 2e cos 2p sin (1 + e cos ) + 6e cos® ¢ sin ) — 3esin® 1
+6e2 sin 1 cos® 1) — 2e? sin® 1) cos w]

=25D%) [—2 sin 2¢p — 4e cos 1) sin 2¢p — 2e cos 21 sin v + 6e cos? P sin) — 3e sin® P
A

— 2¢2 sin 20 cos? 1 — 2e2 cos 2t sin ¥ cos 1 + 6e2 sin 1 cos3 Y — 2e2 sin® ¢ cos Y
B

A = —4esint)cos? ) —e sin® Y = —esiny (sin2 ) + 4 cos? 1/1)
= —esinty (1 + 3cos? )

B = —4e?sin 1) cos® ¢ — 2e? sin 1 cos® 1) + 2¢> sin® 1 cos 1 + 6e? sin 1 cos> 1 — 2e? sin® P cosy
=0

es ergibt sich also

M,y = 28Dy [~25sin2¢) — esin ¢ (1 4 3cos? )] . (3.21)

Fiir M, sind die Ableitungen

sin v cos Y

My = S(l + ecos)?’

(3.22)
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3.2. Abgestrahlte Energie in Form von Gravitationswellen

(cos2 ¥ — sin® @D) (1 + ecos))? + 2esin” ¢ cos 1h(1 + e cos 1))
(14 ecos)t

sin? 1 cos

(1+ecos)

M12 = S¢

=SD [cos 29 + 2e

(2 sin ¢ cos? ¢ — sin® 1/1) (1+ecosv) + sin® ¢ cos v - e
(1 + ecose)?

= SD? [—2 sin 21) — 4e sin 21) cos ¢ — 2 sin 21 cos? 1) + 4e sin 1) cos? 1) — 2e sin® P
+4e? sin 1 cos® 1) — 2e? sin® 1 cos 1) + 2e? sin® 1) cos @ZJ]

M, = SDi) [—2 sin 29 + 2e

M,y = SD?i) [+2sin2¢ - 2esin (1 + ecostp) — 4 cos 2¢)(1 + e cos p)? — 2e cos P + 6e cos® 1
—12esin? 1 cos v + 4e? cost i) — 12¢2 sin? wcoszw]

= SD?) | —4cos 2y + e - (4sin 24) sin i) — 8 cos 21p cos P — 2 cos i + 6 cos3 1) — 12sin2¢coszp)
A

+e2 - (—4 cos 21) cos? ¥ + 4 sin 29 sin 1 cos 1 + 4 cost h — 12 sin® 1) cos? )
B

A = 8sin® Y cos ) — 8 cos® ¢ + 8sin® 1 cos 1 — 2 cos 1) + 6 cos3 P — 12sin® cos ¥
= 4sin2¢cos¢—2cos3¢—2(:osz/}
= 2cos®) (1 — 3cos® 1))

B= 851n2¢cos2w—4cos41/1+4cos2¢sin2z/1+4cos4w— 128in2wcosz1/1
=0

es ergibt sich also

M,y = 25D} [~2cos 2¢ + e cosp (1 — 3cos? )] . (3.23)
Mit
. Ie. 3 7GmN\ V2 _
2SD%) =2 pa? (1 — e2)” - (a—;n) (1—¢*) " (%) (1) (1 + ecos )’

3,203
= (ZJ:G/“TL> .(1+ecosw)2’

ad (1 — 62)5
4GS 12m? 2
S
a’® (1 —e?)

Man erhélt also fiir die dritte Ableitung von M, mit den Gleichungen 3.19, 3.21, und 3.23

definiert man
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3.2. Abgestrahlte Energie in Form von Gravitationswellen

die Terme

M, = B(1+ ecos)? [2sin 2¢) + 3esin ) cos® ¢]
My, = B(1 + ecosp)? [~2sin 24 — esinep (1 + 3cos? ¥)] (3.24)
M,y = B(1 + ecos))? [~2cos 24 + ecostp (1 — 3cos? )] .

Die Quadrupolformel in Gleichung 2.55 lasst sich ausschreiben als

G T.. 1, ... o 02
PW) = o5 |V + 883, + 2012, — 5 (i, + i135) |
2G [y - .
= 15¢5 [Mn + My, + 3M7, — M11M22] )

Einsetzen der einzelnen Ausdriicke fiir die dritte Ableitung von Gleichungen 3.24 ergibt

sich fiir die abgestrahlte Leistung

_ 2G
1565

+3(—2cos2¢ + ecostp (1 — 3cos? @ZJ))Q

P(v) - B%(1 + ecosy)? {(2 sin 2¢) + 3esin 1) cos? ¢)2 + (—2sin2¢ — esiny (1 + 3 cos? @D))2

— (2sin 29 + 3esint cos? ¥) (—2sin 2¢) — esin (1 + 3 cos? w))]

2G
=5 B%(1 + ecos ) [4 sin? 2¢) + 4sin” 2¢) + 12 cos? 2¢) + 4 sin® 2¢
c

+e- (12 sin 21) sin v cos? ¢ + 4 sin 2¢ sin v (1 + 3 cos? ¢) — 12 cos 2¢ cos 1 (1 — 3 cos? )
+ 2sin2¢sin e (1 + 3 cos? ¥) + 6 sin 2¢ sin 1) cos? 1/1)

+e2. (9 sin” 1 cos® ¢ 4 sin® ¢ (1 4 3 cos? w)Q + 3 cos? ¢ (1 — 3 cos? w)Q

+ 3sin”1pcos? 4 (1 + 3 cos? 1/)))}

2G
=5 B%(1 + ecos ) {12 sin® 2¢) 4 12 cos? 2¢
c
+ e+ (365sin 2t sin 1) cos? ¢ 4 6 sin 29 sin ) — 12 cos 2¢) cos P + 36 cos 21 cos> )
A
+e2. (27 sin® 1 cos* ¢ + sin® ¢ + 9sin® ¢ cos2 1) + 3 cos? ¥ — 18 cos? 1) + 27 cosb ¢)}
B

A=36-2- siancos3¢+ 12 - singwcosw— 12 cos® i) + 12sin2wcosw—|—360085w—36sin2¢cos3w
= 24 cos

B= sin2¢+27cos41/1—27cos61/1+90082¢—9cos4¢+360821/1—18cos41/1+27cos61/1
= sin® ¢ + 12 cos? ¢
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3.2. Abgestrahlte Energie in Form von Gravitationswellen

es ergibt sich also insgesamt

P() = 15 =5 - B2%(1 + ecosp)? [12 + 24e cos ) + 12e? cos? ) + €2 sin? ¢]
2G; 4GB 12m3
= 1565 (a5 (1/i:;>5> (1+ecosv)? [12(1 + 2e cos 1) + €2 cos? ) + e sin” zp] ,

somit ergibt sich fiir die abgestrahlte Leistung in Abhéngigkeit von

8G4 /1’2 m3

Pl) = 15¢° 45 (1 — €2)

=(1+ecostp)? [12(1 + ecos))? + €2 sin’ w] . (3.25)

Wie im Abschnitt 2.2.2 besprochen wurde, lasst sich die Energie der GW mit einer zeit-
lichen Mittelung iiber mehrere Perioden berechnen. Fiir periodische Bewegung entspricht
die Mittelung iiber mehrere Perioden der Welle der Mittelung tiber eine Umlaufperiode
T. Man kann P(t) tiber die Periode T integrieren

/p

= pw)ﬁ
m (4
1 27 (326)
— - (1—¢?) 3/2/ P()(1 + e cos)2dy
0
8G4u2m ~7/2 2” P 2
= 1 2 -
27rl5c5a5 /0 (14 ecosy)* + e*(1+ ecostp)®sin w} di,

16st man das Integral :

27
/ [12(1 4 e cos )4 + e2(1 + e cos )2 sin® 1] dep
0 B A
A:e?(1+ecostp)? sin? ¢ = (€2 + 2¢3 cos ) + et cos? 1) sin? ¢
= (e? 4 2e3 cosp + e cos? ) (1 — cos? )
=2 4+ 2e3 cos 1) + e* cos? Y — e? cos? 1 — 2e3 cos? 1 — et cost 1,
B:12(1 +ecosy)? = 12(1 + ecos)?(1 + ecos))?
=12(1+2ecosy) + e cos? 1 + 2ecosp + 4e? cos? 1 + 2e3 cos ) + e? cosZ Y
+2€3 cos? ¢ + e cos® 1))
=12 (1 +4ecost) + 6e? cos? 1) + 4e3 cos? ¢ + e* cos? Y),
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3.2. Abgestrahlte Energie in Form von Gravitationswellen

es ergibt sich also insgesamt

2m 2
/ (B+ A)dy = / (12(1+ecost/})4+62(1+ecosw)2 sin’ ¢>dzp
0 0

27
= / ([62 + 23 cos i + e cos? P — €2 cos® 1 — 2€® cos® 1 — e cos? ]
0

+ [12+ 12 - decostp + 12 - 6e? cos? p + 12 - 4e3 cos® ¢ + 12¢* cos? ¢]>dw

27
= / ((62 +12) + cos ) (2€3 4 12 - 4e) + cos? ) (e* — €2 + 12 - 6e?)
0 (1) (2)
+ cosB 1) (12 4ed — 2¢3) + cost b (12¢4 — 64))d¢
(3) (4)

27

(1) /0 dip [(e? +12) + cos v (2e3 + 12 - 4de)] = [(€? + 12) 1 + sin ) (2¢> 4 12 - 46)]5’7

=27 (e +12) +0

2
/ dip cos? 9 (e 62—1—12'662):/ dww( —e? +12-6e?)
o 2
[s1n21/1

} ~%(€4—€2+12-662>

m(e* —e? +12- 6¢e?)

2
/ Yo (12 - 4¢3 3):/ dip cosp cos® 1 (12 - 4e® — 2¢3)
0

0
27
:/ dip cos ¢ (1 —sin’ ) (12 - de? — 2¢°)
0
27
- [smw—sm d’] (12 4e3 — 2¢)
0
=0

27
4) : d dap (11e?
)/0 Yeost i (11e?)
mit

1 1
cost1p = cos? 1) - cos?1h = 7 (cos 2y + 1) 1 (1 + 2 cos 21 + cos? 2¢)

1 4 1 3 1 1
=7 <1+2c052d)+cos;’/}+> = *+*COSZ’QZJ+§COS41/J

8 2
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3.8. Die zeitliche Ableitung der Umlaufperiode in Linearisierte Theorie

ergibt sich

let

1sin2y 1 sin4¢]2”1

o3 o1 1 3
A : [ dy |2+ = cos2¢ + = cosd .114:[, 1
<)/0 ¢[8+2c0sw+8608¢] =Ytz ts o1,

:277(62+12>+7T(64—62+12-662)+0+271'-1164

2 12-6 13
= o |:12—|—€2—e2—|—262+€2+8-11€4:|
73 37
=12-27- |1+ —¢2 4].
us [ + 246 + 966
Also fiir das gesamte Integral in Gleichung 3.26 ergibt sich

8G*u?m? —7/2 73 37
= (1—¢2 ‘12-2‘[1 —e? 4]

2w15ca® (1=¢) i + 24 + 96° |

es lésst sich folgendes definieren
1 73 7
fle) = —— (1 + B2y 764) . (3.27)

Bei den Rechnungen von den Ableitungen in Gleichungen 3.19, 3.21, und 3.23, der abge-
strahlten Leistung P(v) in Gleichung 3.25 und im Rahmen der Berechnung des Integrals
in Gleichung 3.26, wurden die trigonometrischen Relationen A.3, A.4, und A.5 benutzt,
die im Anhang A, Abschnitt A.3 zu finden sind.

Die emittierte Energie beim Abstrahlen der Gravitationswellen fiir ein Doppelsternsystem
ist somit

32G* 12m3

Die hdngt von den Massen m,,, m,, der grofien Halbachse a und der Exzentrizitit e. Wenn

P

e = 0 wére, dann ist f(e) = 1 und wir erhalten das Ergebnis fiir eine Kreisbahn, wobei a
der Radius dieses Kreises darstellt. Im Grenzfall e — 1 wird R — 0 wegen Gleichung 3.8
mit a Konstant gehalten. Dies bedeutet fiir  wegen Gleichung 3.7, dass r — 0 ist, damit
divergiert die Beschleunigung in Gleichung 3.1, und die Generation von GW divergiert. Die
Divergenz entsteht durch die Behandlung der beiden Sterne als punktférmig. Bei Hulse-
Taylor-Pulsar betrdgt die Exzentrizitat e = 0,6171338(4) [6], man kann also mit dieser

Néaherung rechnen.

3.3 Die zeitliche Ableitung der Umlaufperiode in Lineari-

sierte Theorie

Mit den Gleichungen 3.14 und 3.15 lasst sich die Umlaufperiode ergeben als

2T

3/2, (3.29)
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3.4. Anwendung auf Hulse-Taylor-Pulsar

nutzt man Gleichung 3.10, ergibt sich fiir P, in Abhéngigkeit von der Energie E

P, = 2 Gmy

(Gm)1/2< 2‘E| )3/2 - 2_1/27TGm:u3/2 ' <_E)_3/27

also es ist
P, = Konst - (—E)3/2,

und somit ergibt sich fiir die zeitliche Ableitung

P, 3F

=2 =——=. 3.30

P, 2F (3.30)
Der Energieverlust entspricht der iiber eine Periode emittierten Energie, die in Gleichung
3.28 gegeben ist. Es ist also F = —P. Einsetzen in die obige Gleichung, und unter Benut-

zung von Gleichung 3.10 ergibt sich

By _ _96G um?
P, 5 cSat

f(e)7

mit Gleichung 3.29 kann man a in P, umschreiben, und erhalt

Pb 96 G5/3Mm2/3 Pb —8/3
Fb =75 5 (g) fle),
und damit fiir die Rate P, in Linearisierte Theorie
o 192763 mym, (27"
b, = -1 e <P> f(e). (3.31)
(my +me) = AT

3.4 Anwendung auf Hulse-Taylor-Pulsar

Der bindre Pulsar PSR B1913+16 wurde im Jahr 1974 von Hulse und Taylor entdeckt.
Es ist ein Pulsar, dessen Pulsationsperiode {iber einen Zyklus von 0,3230 Tagen sys-
tematisch zwischen 0,058967s und 0,059045s schwankt. Keine Verfinsterungen wurden
dabei beobachtet. Die gelieferte Geschwindigkeitskurve deutet auf ein binidres System
aus einem Pulsar und seinem Begleiter hin [1]. Nach der Allgemeinen Relativitétstheorie
soll dieses System Energie als Gravitationswellen emittieren. Dies fiihrt zur Verringerung
der Umlaufbahn, sodass die Umlaufperiode abnehmen soll. Mit der Gleichung 3.31 kann
man die Veranderung der Umlaufperiode, die aus der Allgemeinen Relativitidtstheorie in
Linearisierter Theorie hergeleitet wurde, berechnen. Dann kann man den aus der Theorie
berechneten Wert mit dem experimentell ermittelten Wert vergleichen. Die gemessenen

Orbitalparameter sind aus der Tabelle 3.1 zu entnehmen.
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3.4. Anwendung auf Hulse-Taylor-Pulsar

Tabelle 3.1: Tabelle der gemessenen Orbitalparameter von PSR B1913+16 mit den Unsicherheiten.
e ist die Exzentrizitit. P, .., ist die Umlaufperiode angegeben in Tagen. Pb’exp ist die zeitliche

Ableitung der Umlaufperiode, angegeben in ss™!, entnommen aus [6].

Parameter | Grofle

e 0,6171338(4)

Py exp 0,322997448930(4) d
Py oo —2,4184(9) - 107125571

Die Massen des Pulsars m,, und seines Begleiters m,, lassen sich aus experimentell gemes-
senen Werten der Bahngrofien berechnen. Die Formeln dafiir sind in [7] zu finden. In der
Tabelle 3.2 sind die berechneten Gréfien zu finden.

Tabelle 3.2: Tabelle der aus Orbitalparametern berechneten Massen des Pulsars und seines Beglei-
ters des bindren Systems PSR B1913+16 mit den Unsicherheiten, entnommen aus [6]. Die Massen

sind in Sonnenmasse 1M, = 1,9891 - 10*3 g [8] angegeben.

Massen | Grofle
m, 1,4414(2) M,
1,3867(2) M,

m

C

Mit dem experimentell gefunden Wert P, ., aus Tabelle 3.1, und den Werten der Massen

m,, und m, aus Tabelle 3.2, kann man anhand der Gleichung 3.29 nach Umstellung

2/3

o= (6 (m,+m)]" (32)

die groBe Halbachse a des Systems berechnen. Es ergibt sich somit a ~ 2,2 - 10° m. Der
Sonnenradius ist Ry, =~ 7-10%m [9], also die grofie Halbachse des Systems a ist ungefihr
3R. Die Umlaufbahn ist also sehr kompakt. Da es auch keine Verfinsterungen beobachtet
wurden [1], und die Tatsache, dass der Begleiter eine Masse besitzt, die der des Pulsars
vergleichbar ist (siehe Tabelle 3.2), weist dies darauf hin, dass der Begleiter ein Neutro-
nenstern oder ein Schwarzes Loch sein muss [10]. Die Behandlung der zwei Sterne als
punktformige Korper bei der Herleitung der Gleichung 3.31 in den Abschnitten 3.1, 3.2
und 3.3 ist also berechtigt.

Die Gravitationskonstante betrigt G = 6,67430(15) - 10~ m3kg ' s~2 [11]. Die Lichtge-
schwingkeit ist gegeben als ¢ = 299792458 ms~! [12]. Die Exzentrizitit e und die Um-

laufperiode B, ., sind aus der Tabelle 3.1 zu entnehmen. Die Massen m,, und m, sind

P
aus Tabelle 3.2 zu entnehmen. Somit kann man mittels Gleichung 3.31 den theoretisch

erwarteten Wert fiir Pb,G r berechnen, es ergibt sich aus [6]

P, gr = —2,40242(2) - 10712 s571. (3.32)
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3.4. Anwendung auf Hulse-Taylor-Pulsar

Um den berechneten Wert Pb’GR mit dem experimentel gefunden Wert vaexp zu verglei-
chen, muss man zuerst eine Doppler-Korrektur Pb,Gal von vaexp abziehen. Diese wird durch
die relative Beschleunigung zwischen dem Sonnensystem und dem Pulsar, projiziert auf

die Sichtlinie, induziert [13]. Also der korrigierte Term ist somit aus [6]
Py = Py exp — Pogar = 2,4056(51) - 107125572,
Es ergibt sich fiir das Verhéltnis der beiden Gréflen aus [6]

P, x

= 1,0013(21). (3.33)
Py cr

Der korrigierte gemessene Wert von der zeitlichen Ableitung der Umlaufperiode Pb?K
stimmt mit einer Abweichung von 0,13(21)% mit dem aus der Allgemeinen Relativitéts-
theorie gerechneten Wert P@GR iiberein. Dieses Ergebnis bestitigt die Vorhersagen der
Allgemeinen Relativitatstheorie und die Existenz der Gravitationswellen.

Um diese Anderung der Umlaufperiode grafisch darzustellen, wurde die kumulative Ver-
schiebung der Periastronzeit in Abhéngigkeit von der Beobachtungszeit geplottet. Die

kumulative Orbitalphase des Pulsars ¢, lasst sich entwickeln als
1 1. .5

mit der Umlauffrequenz v, = 1/P,, und T ist die Periastronzeit. Die Terme zweiter Ord-
nung in v, und héher werden vernachldssigt. Der Startpunkt wird so definiert, dass beim
Periastron-Durchgang T, die Orbitalphase ¢,(T},) = 0 ist. Nach n Periastron-Durchgédngen
T,, erfolgt bei ¢, (T,,) = 27n, man erhélt also

1.
l/bT,n + 51/ng =N

S P
v, 2u,
mit v, = 1/ P, ergibt sich .
P,
T,— Ppn=_LT2 3.35

Dies ist eine Parabel mit dem Koeffizienten 2%) < 0. Die linke Seite der Gleichung ergibt
den Unterschied zwischen der Periastronzeit und der Umlaufperiode. Wenn die Umlauf-
bahn sich nicht verringern soll, dann bleibt 7,, — Pyn = 0 fiir alle Durchgénge des Peria-
strons n, weil die Periode sich nicht dndert und ist dann immer gleich Periastronzeit. Der
Koeffizient in der rechten Seite der Gleichung ist mit der Allgemeinen Relativitdtstheorie
in Linearisierter Theorie zu berechnen, dann kann man die Zeit in T'? einsetzen und erhélt
die Kurve als Vorhersage der Allgemeinen Relativitdtstheorie. Mit den gemessenen Daten
aus den verschiedenen Jahren, kann man die Giiltigkeit der Theorie priifen. Wie in Ab-

bildung 3.1 zu sehen ist, stimmen die Datenpunkte des Experiments aus den Jahren 1975
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3.4. Anwendung auf Hulse-Taylor-Pulsar

bis 2007 mit der theoretisch erwarteten Kurve iiberein. Die kumulative Abweichung der
Periastronzeit betragt ~ —43s bei der letzten Messung. Die Nulllinie stellt die erwartete
Linie dar, wenn die Umlaufbahn unveréndert, also konstant bleibt, was hier jedoch nicht
der Fall ist.

Line of zero orbital decay

—10

15

-20

/

30 General Relativity prediction

Cumulative shift of periastron time (s)

-40 |-

45 -, | C L

1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005
Year

Abbildung 3.1: Die Abbildung zeigt die kumulative Abweichung der Periastronzeit in s zwischen
den Jahren 1975 und 2007. Die Nulllinie ergibt sich, wenn keine Anderung in der Umlaufperiode
stattfindet, und damit bleibt die kumulative Abweichung der Periastronzeit konstant gleich Null.
Die Parabel ergibt sich als Vorhersage der Allgemeinen Relativitatstheorie in Linearisierter Theorie
fiir ein bindres System, das Energie in Form von Gravitationswellen verliert. Die Datenpunkte
sind die gemessenen Werte fiir die kumulative Abweichung der Periastronzeit iiber die Jahre.
Die Unsicherheiten werden von der Unsicherheit in der galaktischen Beschleunigung dominiert.

Abbildung entnommen aus [3]
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Zusammenfassung

Durch den Hulse-Taylor-Pulsar ist es gelungen, den ersten indirekten Nachweis auf die
Existenz der GW zu erbringen, und die Giiltigkeit der Allgemeinen Relativitédtstheorie zu
beweisen. Das im Jahr 1975 entdeckte Bindrsystem besteht aus einem Pulsar und seinem
Begleiter [1]. Eine schematische Darstellung des Systems ist in Abbildung 1.1 zu sehen.
Die Allgemeine Relativitétstheorie besagt, dass dieses System Energie in Form von GW
emittieren soll, was dazu fithrt, dass sich die Umlaufperiode mit der Zeit reduzieren wird.
Diese Anderung lisst sich aus der Theorie berechnen und anschlieBend mit dem Experi-
ment vergleichen. Um eine Formel fiir die Anderung der Umlaufperiode herzuleiten, wurde
zuerst im Abschnitt 2.1.1 die von Einstein hergeleitete Feldgleichung préasentiert. Die ge-

samte Metrik wurde als die Flachmetrik plus eine Stérung g, = 1, + h,, | b, | < 1,

geschrieben, diese Entwicklung ist auch als die Linearisierte Theorie bekel:nnt. Damit er-
folgt die linearisierte Bewegungsgleichung 2.8 fiir GW als Stérungen auf der flachen Me-
trik. Mit der Spur-umgekehrten Metrik ﬁuv = hu
) v = 0 vereinfacht sich die Bewegungsgleichung zu Oh w = —mc—ZGT . it der Energie-
Impulserhaltung 9”7, = 0. Die drei Bedingungen hor =0, ﬁjhij = 0, und h'; = 0
definieren die TT-Eichung, mit der und der Lorentz-Eichung reduziert sich die Anzahl
der Freiheitsgrade der Metrikstorung h};»T auf 2. Mit Hilfe des Lambda-Tensors A;; 1,

in Gleichung 2.17 kann man eine Welle, die bereits die Lorentz-Eichung erfiillt, auf die

— %T]Wh und der Lorentz-Eichung

TT-Eichung projizieren, also h;" = A;; 4;hy;. Um den Energie-Impuls-Tensor der GW
zu bestimmen, muss man von einer dynamischen Raumzeit ausgehen, bei der die Me-
trik die Form g,, = g,, + h,, hat. Dann kann man den Ricci-Tensor in der Feldglei-
chung 2.25 entwickeln, dann lasst sich eine Mittelung iiber Zwischenlangenskala [ oder

Zwischenzeitskala ¢ durchfithren. Es lisst sich dann eine Feldgleichung 2.31 fiir diese

Raumzeit herleiten, bei der ¢, = —8fr4G <R/(fy> — % Gy R(2)> der Energie-Impuls-Tensor der
GW definiert. Um diesen auszuwerten, berechnet man RLQ,,) in grofler Entfernung von
der Quelle, es ergibt sich mit Mittelung <RL2D>> = —1 <8“haﬁayh“5> und (R®) = 0.
Daher ist ¢,, = % <8uha58,/ha5>. Mit dem und anhand der Gleichung 0%t,, = 0
lasst sich die Gleichung 2.37 fir den Energiefluss der GW herleiten. Die Losung der Wel-
lengleichung DBW = —160—ZGTW kann mit der Greenschen Funktionen gefunden werden.

Anhand des Lambda-Tensors kann man die Losung in TT-Eichung finden. Dann lésst

sich die Losung h;ro(t, Z) in groflen Absténden von der Quelle entwickeln, man erhélt
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WEL () = LAGA, 1, (R) [ dPa Ty ( L0 #’). Tm Abschnitt 2.3.3 wurde die Mul-

tipolentwicklung durchgefiihrt. Da das System eine Umlaufgeschwindigkeit der Ordnung
v ~ 1073¢ hat, kann die GW durch das niedrigste Multipolmoment der Multipolent-
wicklung fiir 7}, beschrieben werden. Mit dem Tensor S¥(t) = [d®zT%(t,Z), den in
Gleichungen 2.48 definierten Momenten, und der Relation S” = %M J kann die Losung
als b (t,Z) = lzGAZJ w(R)MFL(t — 7/c) geschrieben werden. Diese kann man in der

Gleichung 2.37 fiir den Energieﬂuss einsetzen und das Integral [dQ durchfithren, um
NG
die Quadrupolformel Pquad = 565 <M M (Mkk) > zu bekommen. Das Sys-

t—r/c

tem lasst sich mit py = die reduzierte Masse, m = m, + m, die gesamte Masse

m +4n

und 7 = 7, — 7, die relatlve Koordinate auf ein Einkoérperproblem auf einer elliptischen

Umlaufbahn reduzieren. Die Sterne wurden dabei als punktférmig behandelt. Die Be-
wegungsgleichung dieser Umlaufbahn wurde im Abschnitt 3.1 gelést, dabei wurden der
Halbparameter R und die Exzentrizitdt e in den Gleichungen 3.5 und 3.6 definiert. Es

ergibt sich somit die grofie Halbachse als a = g(g‘“ und r = 1aﬁ;§:2p

ein Ausdruck 3.13 fiir ¢) herleiten. Die Umlaufperiode ist P, = i—’or und die Frequenz

wi = Ga—g” Im Abschnitt 3.2 wurde die dritte Ableitung des zweiten Massenmoments

Damit léasst sich

Mi(t) = uré(t)ré(t} bestimmt, und in der Quadrupolformel eingesetzt, danach wurde
iiber die Periode T integriert. Es ergibt sich damit die emittierte Energie beim Abstrahlen
der GW als P = 326°p°m% ¢ (e ), mit der in Gleichung 3.27 definierten Funktion f(e). Mit

5cbab
P = Wa?’/ und P” =—c= erglbt sich fiir die zeitliche Ableitung der Umlaufperiode
m.,m 5/3 . .
in Linearisierte Theorie P, = —192;0 ik ( o C) 73 (%:) f(e). Mit den gelieferten Para-
m,+m,

metern in den Tabellen 3.1 und 3.2 aus [6] lasst sich die zeitliche Ableitung der Umlaufperi-
ode berechnen. Die Massen wurden mit den aus [7] gelieferten Formeln berechnet. Es ergibt
sich Pb,GR = —2,40242(2)- 1072 ss7! [6]. a wurde ebenfalls berechnet und ergab a =~ 3R,
das System ist also sehr kompakt. Es wurde eine Doppler-Korrektur von dem experimentell
gefunden Wert Pb’exp subtrahiert, es eragb sich vaK = Pbﬁxp — Pbsal = 2,4056(51) - 10712
[6]. Das Verhéltnis zwischen dem aus der Theorie berechneten Wert und dem korrigierten
gemessenen Wert ergibt 7@ = 1,0013(21) [6]. Die Theorie stimmt mit einer Abweichung
von 0,13(21)% mit dem Experiment iiberein. Diese Ubereinstimmung ist grafisch in Ab-
bildung 3.1 zu sehen. Dabei wurde iiber mehrere Jahre die kumulative Abweichung der

Periastronzeit gemessen. Die Datenpunkte liegen auf der aus der Theorie vorhergesagten
Parabel.
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Anhang A

A.1 Notationen und Definitionen

Griechische Buchstaben wie «, 3, i, v, .. sind Indizes, die die Werte 0, 1, 2, 3 annehmen. Die
Lateinischen werden als rdumliche Indizes benutzt, und nehmen die Werte 1, 2,3 an.

Ein kontravarianter Vierervektor ist gegeben durch

0 =

, @), mit 29

o = (z = ct.
Ein kovarianter Vierervektor ist gegeben durch
v, = (z9,—), mit x5 =ct.
Die Ableitung ist dann
0 1

@ = 8# = (Eat,@) .
Der D’Alembert-Operator ist in Linearisierter Theorie gegeben durch

0=n,0"0" =0,0".

Der Metriktensor 7, des flachen Minkowski-Raums ist definiert als

-1 0 0 O
0O +1 0 O
0 0 +1 O
0 0 0 +1

Der Metriktensor fiir gekriimmte Raumzeit g, ist ein symmetrischer (0,2) Tensor mit

g= | gW| ungleich Null, und mit dem Inverstensor g"” gilt
9" Gy = Greg™" = 05
Das Linienelement der Allgemeinen Relativitdtstheorie ist gegeben als
ds? = g, dztda”.
Das Vertauschen von Indizes erfolgt mit dem Metriktensor

— v —
ot =gz, T, =g,z
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A.2. Tensoren unter Koordinatentransformation

Die Christoffelsymbole sind definiert als

1
FZV = 59’)0 (augo-y + 81/90'/4 - 60’9/_},11) :

Der riemannsche Kriimmungstensor ist gegeben durch

R¥, .y =0, Thy — 8,1k, + Th, 0o —ThoTo .

vpo
Der Ricci-Tensor ist definiert als
ny T pov?
der Ricci-Skalar ist damit
R = g“”RW.

Die kovariante Ableitung ist definiert als

D, z" =0,x" +T},x7,

no

J— o
Duxy = 8ux,/ — FW:UU,

und die allgemeine Definition ist

Mo fho et — B fho b
DUT th2 e . _8JT 1Mo

W V1V
DU N e TISTIN W e (A1)
T, T, AT
Die Bianchi-Identitét ist gegeben als
DFR,, = 1DZ,R. (A.2)
2

A.2 Tensoren unter Koordinatentransformation

Die Koordinatentransformation ist definiert durch

’

I

dzt = dz*.

xrH

Ein (k,1) Tensor ist eine Multilinearform, der k Kovektoren und [ Vektoren einen Wert in
R zuordnet. Die Transformation eines Tensors ist gegeben durch
dxt  dxtk Pxvr Pzt

/7 /
THI Hry) o) = TH1 M, .
LOoPl ™ fam Qrke 9zvt 9ol U1y
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A.3. Trigonometrieformeln fiir Sinus und Kosinus

A.3 Trigonometrieformeln fiir Sinus und Kosinus
Trigonometrischer Pythagoras fiir einen Winkel x ist:

sin® 2 4 cos?x = 1. (A.3)
Die Doppelwinkelfunktionen fiir Sinus und Kosinus sind wie folgt gegeben:

sin(2x) = 2sinx - cos x (A.4)

cos(2x) = cos? z —sin® x (A.5)
Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus:
sin (z + y) = sinz cos y + sin y cos x (A.6)

cos (x +y) = cosx cosy — sinzsiny (A.7)

A.4 Herleitung der Identitit S = % M
Die zeitliche Ableitung von M% mit M = c¢d,M ergibt
e = [ oy 1)e' (A8)
|4

Fiir das Integral definiert man ein Volumen V gréfler als die Quelle mit dem Rand 0V, so
dass am Rand 8NT“O = 0 erfillt ist.

Mit der Energie-Impulserhaltung in Gleichung 2.11 in Linearisierte Theorie erhélt man
Es ergibt sich fiir das Integral

Miic = / d3x (0, TOF) 2z
1%

= / d3xTO%0, (z'27)
v ' (A.9)
= / d3xTO% (i + 5l
1%
= / d3xT 27 + / d3xT% ¢
\%4 \%4
mit den Momenten der Impulsdichte P*/ in Gleichungen 2.49, erhilt man dann
M = phi 4 pii, (A.10)
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A.5. Integration des Lambda-Tensors

Analog zum Integral in A.9 lasst sich zeigen dass

Phi = 84, (A.11)
zusammen mit der zeitlichen Ableitung von Gleichung A.10 und der Eigenschaft S% = S7°
erhélt man .

S = 5Mif. (A.12)
A.5 Integration des Lambda-Tensors

Man erhélt fiir die Integration des Lambda-Tensors mit Gleichung 2.17

1

1 ) ] (A.13)
+§nknl6ij + §ninj6kl + §ninjnknl> ,
mit den Identitaten in Gleichungen 2.53 und 2.54 ergibt sich
1 1 1
dQAij,kl =Ar - <6ik5jl - §5ij5kz - §6jl6ik - 551‘1@5]1
1 1 1
+65kl5ij + 65ij5kl + 215 <5ij6kl + 0,0, + 5il6jk>> (A14)
1 1 1 '
=4m - <§5ik5ﬂ - 65ij5kz + 515 (6:500 + 0i0jy + 5il5jk>>

2m
:T5 (1151k5]l - 45ij5kl + 6ll(sjk> .

Die allgemeine Form der Identitédten in den Gleichungen 2.53 und 2.54 ist gegeben durch

ds2 1

Enh Tiy, (2l 4 1)” (6i1i25i3i4 6i2l—1i2l + ) ’ (A'15)
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