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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die Produktion von Dunkler Materie aus Axionen durch den
Misalignment-Mechanismus untersucht. Diese wird zundachst im Rahmen des kos-
mologischen Standard-Szenarios betrachtet, wobei analytische und numerische
Methoden zur Beschreibung dienen. Zentral ist hier jedoch die Dunkle Materie-
Produktion innerhalb modifizierter Expansionsszenarien (,Non Standard Cosmo-
logies“ (NSQ)) des frithen Universums. Solche Modelle sind im Vergleich zum kos-
mologischen Standard-Szenario durch die Einfiihrung eines exotischen Feldes ¢
charakterisiert, welches verschiedene Stadien durchlduft und die Expansion des
Universums dabei beeinflusst. Die Dunkle Materie-Produktion wird hierdurch eine
Entropieverdiinnung der Axion-Energiedichte beeinflusst. Die Ausdriicke fiir die
Energiedichte sind abhdngig von der Axion-Masse m,, was genutzt wird, um durch
den Vergleich zu experimentellen Daten, Riickschliisse auf mogliche m,-Werte zu
ziehen. Ziel der Arbeit ist, einen Parameterraum fiir die Axion-Masse gegeniiber
dem NSC-Parameter T,q herzuleiten. Dazu wird sich analytischer Methoden be-
dient. Es zeigt sich, dass dieses Ziel insbesondere beziiglich der Ermittlung von
Grofenordnungen erfiillt wird, wobei eine exakte Beschreibung durch die approxi-
mative Natur der analytischen Methode nicht erreicht werden kann. Dazu werden
weiterfiihrende numerische Verfahren vorgeschlagen.
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Einleitung

In dieser Arbeit wird die Entstehung von Dunkler Materie aus Axionen im friihen
Universum thematisiert. Axionen sind hypothetische Teilchen, welche aufgrund
ihrer Eigenschaften in zahlreichen Anwendungsgebiete auftreten und in der aktu-
ellen Forschung von groflem Interesse sind. Inshesondere im Rahmen der Kosmo-
logie kdnnen durch sie zahlreiche, noch unerkldarte Phanomene, wie beispielswei-
se Dunkle Energie oder die erwdahnte Dunkle Materie erklart werden. Es existieren
verschiedene experimentelle Bestrebungen zum Nachweis von Axionen, welche
in den ndchsten Jahren und Jahrzehnten weiter ausgebaut werden [1]. Die Wei-
terentwicklung zielt dabei insbesondere darauf ab, immer gréf3ere Bereiche fiir
eine mogliche Axion-Masse m, durch die Experimente abzudecken. Die Eingren-
zung der Axion-Masse ist auch in dieser Arbeit von Bedeutung und geschieht im
Rahmen der Analyse der Produktion axionischer Dunkler Materie. Dabei wird auf
den sogenannten Misalignment Produktionsmechanismus eingegangen. Es zeigt
sich, dass der Ausdruck fiir die entstehende Dunkle Materie-Energiedichte eine
Abhdngigkeit von der Axion-Masse aufweist. Dies kann genutzt werden, um einen
Vergleich zu experimentellen Daten der Energiedichte vorzunehmen und letztend-
lich Schliisse fiir mogliche Werte von m, zu ziehen.

Die Dunkle Materie-Produktion wird in dieser Arbeit zusdtzlich vor dem Hinter-
grund modifizierter Expansionsszenarien (sogenannter ,Nonstandard Cosmolo-
gies“ (NSQ)) diskutiert, welche ebenfalls ein zentrales aktuelles Forschungsthe-
ma der Kosmologie darstellen. Diese unterscheiden sich von dem sogenannten
kosmologischen Standard-Szenario, d.h. einer Strahlungs-Dominanz vor Beginn
der primordialen Nukleosynthese, durch die Einfiihrung eines allgemeinen exoti-
schen Teilchenfeldes ¢, welches Einfluss auf die Expansion des Universums nimmt.
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2 1 Einleitung

Die Produktion von axionischer Dunkler Materie wird durch ein solches Szenario
beeinflusst, was sich entsprechend auf mogliche m,-Werte auswirkt.

Ziel dieser Arbeitist es, einen Parameterraum fiir - im Rahmen der Dunkle Materie-
Produktion - mogliche Axion-Massen gegeniiber Werten der freien Parameter ei-
nes NSC-Modells zu erhalten. Dabei wird sich analytischer Methoden bedient. Um
dies zu erreichen wird in den folgenden Kapiteln und Abschnitten wie folgt vorge-
gangen: In Kapitel 2 werden die theoretischen Grundlagen der Axion-Kosmologie
und der Dunkle Materie-Produktion erldutert. Anschlieend erfolgt in Kapitel 3
eine generelle Einfiihrung in die Expansionsszenarien des friihen Universum, in
welcher neben dem Standard-Fall auch die erwdhnten NSC-Szenarien diskutiert
werden. Die Beschreibung erfolgt dabei im analytischen Sinne, aber auch unter
Nutzung numerischer Verfahren, welche die ablaufenden Prozesse moglichst ex-
akt darstellen sollen. Hier wird die wesentliche Vorarbeit fiir die in Kapitel 4 dar-
gestellten Hauptergebnisse geleistet, welche sich auf die erwdahnten mit analy-
tischen Methoden ermittelten Parameterraume beziehen. Schlussendlich erfolgt
eine Diskussion der Ergebnisse.

Es sei erwdhnt, dass diese Arbeit auf Quelle [2] basiert. Vorgehen und Zielsetzung
sind dabei im Wesentlichen identisch. Einige der hier prasentierten numerischen
Methoden kdnnen jedoch unter gewissen Annahmen als exakter angesehen wer-
den, was genauer in Abschnitt 3.1.2 beschrieben wird.



Theoretische Grundlagen der
Axion-Kosmologie

2.1 Das Axion und dessen Entstehung im friihen

Universum

Das Axion ist ein hypothetisches Teilchen, welches im Rahmen aktueller Forschung
als Ergdnzung zum Standard-Modell der Teilchenphysik diskutiert wird. Es wurde
urspriinglich in den 1970er-Jahren im Rahmen eines Lésungsansatzes fiir das so-
genannte starke CP-Problem des Standardmodells eingefiihrt [3—5]. Maf3geblich
an der Einfiihrung beteiligt waren die Physiker Roberto Peccei und Helen Quinn,
welche die grundlegende Theorie vorschlugen [3]. Uber dieses konkrete Beispiel
hinaus, besitzt das Axion mittlerweile zahlreiche weiterfiihrende Anwendungsge-
biete. In der Kosmologie ist es insofern von Bedeutung, als dass es zur Erklarung
verschiedener ungeloster Fragestellungen dienen kann. Dies hangt mit seinen Ei-
genschaften zusammen, welche es per Definition erhalt: Es handelt sich um ein
schwach interagierendes, leichtes und langlebiges Teilchen [6]. In dieser Arbeit
von zentraler Bedeutungist das Axion als Kandidat fiir Dunkle Materie (DM). Dunk-
le Materie ist eine Form von Materie, welche beziiglich ihrer grundlegenden Eigen-
schaften, z.B. der Wechselwirkung aber auch ihrer mikroskopischen Zusammen-
setzung, noch viele offene Fragestellungen mit sich bringt. Sie stellt dabei, im Ver-
gleich zu gewdhnlicher baryonischer Materie, den Grof3teil der gesamten Materie-
Energiedichte des Universums dar [7]. Die Gesamtenergiedichte der Dunklen Ma-
terie wird experimentell zu Qpy = 0,26 bestimmt, was aus Messungen des Planck
Satelliten folgt [8].



4 2 Theoretische Grundlagen der Axion-Kosmologie

Das Axion kann entweder die gesamte DM-Population ausmachen oder lediglich
einen Bestandteil dieser darstellen. Um mithilfe des Axions zu erkldren, wie ei-
ne ausreichend grof’e DM-Population erzeugt werden kann, werden verschiedene
Produkionsmechanismen in Betracht gezogen. Beispiele hierfiir sind die therma-
le Axion-Produktion oder Zerfdlle von sogenannten topologischen Defekten (z.B.
Strings) [6]. Einer der wichtigsten Mechanismen, welcherin dieser Arbeit von zen-
traler Bedeutung ist, ist der sogenannte Misalignment-Mechanismus. Das diesem
zugrundeliegende Prinzip ist eng mit der Enstehungsgeschichte des Axion-Feldes
im friihen Universums verkniipft. Bevor der Misalignment-Mechanismus somit im
ndchsten Abschnitt genauer diskutiert wird, soll im Folgenden zundchst die kos-
mologische Entwicklung des Axion-Feldes erldutert werden. Fiir die folgende Be-
schreibungist zu bedenken, dass eine fortschreitende Zeit in der Entwicklung des
Universums eine sinkende Temperatur impliziert.

Die Entwicklung ldsst sich im Wesentlichen in drei verschiedene Schritte eintei-
len, welche anhand des Potentials des Feldes (vergleiche Abbildung 2.1) deutlich
werden. Diese sollen nun beschrieben werden, wobei sich, auch in der mathe-
matischen Beschreibung, an Quelle [9] orientiert wird. Ausgangspunkt fiir sehr
hohe Temperaturen, d.h. friihe Zeiten, ist zundchst ein verallgemeinertes komple-
xes skalares Feld (Peccei-Quinn-Feld oder PQ-Feld) ®, welches ein quadratisches
Potential erfahrt. Sinkt die Temperatur nun unter einen bestimmten Wert f,, so
kommt es zur ersten zentralen Anderung des Potentials. Diese resultiert in einem
Prozess bestimmt, der auch als spontane Symmetriebrechung bezeichnet wird.
Das Feld erfahrt nun ein sogenanntes ,Wine Bottle“-Potential, welches ebenfalls
in Abbildung 2.1 dargestellt ist. Dieses wird charakterisiert durch ein zentrales lo-
kales Maximum umgeben von einer kreisrunden Potentialmulde. An den Rdndern
geht das Potential ins Unendliche. Mathematisch kann das Wine Bottle-Potential
in der Form
A 2 2\ 2
Vea(|2]) = 3 (12> = £2) (2.1
geschrieben werden. Die Symmetriebrechung kommt nun dadurch zustande, dass

sich das Feld anfangs auf dem zentralen Potentialmaximum befindet und somit,
4



5 2 Theoretische Grundlagen der Axion-Kosmologie

zur Minimierung seiner Energie, in die Potentialmulde ,rollt“. Dieser Schritt kann
auch als ,,Entstehung” des Axions aufgefasst werden. Das komplexe PQ-Feld lasst
sich nun - analog zur Polardarstellung klassischer komplexer Zahlen - in der Form
® = |®|e!? darstellen, d.h. mit |®| als Betrag bzw. Radialanteil und ¢ als Phase,
welche die Drehung in der Ebene beschreibt. Diese Phase 6, d.h. der winkelbezo-
gene Freiheitsgrad des komplexen skalaren Feldes P, stellt das Axion dar. Dieses
besitzt in diesem Stadium eine Verschiebungssymmetrie innerhalb der Potential-
mulde. Da es zu diesem Zeitpunkt kein Potential erfahrt, erscheint es als masselo-
ses Teilchen. Die in Gleichung 2.1 eingehende Grof3e f, ist eine charakteristische
Skala bei welcher die spontane Symmetriebrechung stattfindet. Aus dem Winkel
0 kann lber f, spdter das Axion-Feld a definiert werden, wobei a = f,0 gilt [2].

Sinkt die Temperatur weiter kommt es bei einer Temperatur Thcp ~ 150 MeV [2]
zum ndchsten zentralen Schritt, dem sogenannten QCD-Phaseniibergang. Die Ab-
kiirzung ,,QCD* steht hierbei fiir ,,Quantenchromodynamik®, welche die Quanten-
feldtheorie der starken Wechselwirkung darstellt. Die zuvorim heifen Plasma noch
frei beweglichen Quarks, nehmen ab diesem Zeitpunkt zusammen mit anderen
Quarks Bindungszustdande ein, woraus sich sogenannte Hadronen ergeben. Klas-
sische Beispiele fiir Hadronen sind das Proton und das Neutron. Diese werden
durch die starke Wechselwirkung zwischen den Quarks zusammengehalten, wel-
che durch den Austausch von Gluonen vermittelt wird. Auch das Axion wird durch
den QCD-Phaseniibergang beeinflusst, da es an die Gluonen koppelt. Es erfol-
gen dabei zentrale Anderungen: Das Axion erfiahrt nun aufgrund von sogenannten
Instanton-Effekten ein Potential der Form

Vaeo(8) = x(T') (1 — cos 0), (2.2)

wobei das Gesamtpotential durch

V(®) = Ve(|®]) + Vaco(6) (2.3)
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gegeben ist. Die Verschiebungssymmetrie des Axions ist damit gebrochen, d.h.
es liegt eine explizite Symmetriebrechung vor. Durch das Potential Vcp, welches
das Axion nun erfahrt, erhdlt das Teilchen eine ab diesem Zeitpunkt konstant blei-
bende Masse m, die mit der Kopplungskonstante f, durch [2]

10°
My ~ 5,60 meV ( GCV)

I (2.4)

zusammenhangt.

Insgesamt kann die Temperaturabhangigkeit der Axion-Masse wahrend der Ent-
wicklung durch die Funktion [2]

ma(T) = (2.5)

beschrieben werden. Das ebenfalls in Vcp aus Gleichung 2.2 eingehende x(7")
wird als topologische Suszepitbilitdt bezeichnet. Es stammt aus der Quantenchro-
modynamik und beschreibt den Einfluss der erwdahnten Instantone im Zeit- bzw.
Temperaturverlauf und damit die Entwicklung des Axion-Potentials. Wichtig zu er-
wadhnenist, dass die Effekte derInstantonen bereits vordem QCD-Phaseniibergang
von Bedeutung sind, da sie mit sinkender Temperatur zunehmend bewirken, dass
sich das anfangs flache Axion-Potential stetig dem spdteren cosinusférmigen Ver-
laufannédhert [9]. Das bedeutet, dass das Axion bereits vorher eine nichtverschwin-
dende, im Zeitverlauf ansteigende Masse besitzt, die bei sehr hohen Temperatu-
ren jedoch sehr klein ist. Mathematisch soll dieses Verhalten im Folgenden durch

[2]

1 furT < TQCD
ma(T) >~ myg - ( T
Tqcp

(2.6)

—4
) furT > TQCD
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approximiert werden, was spdter insbesondere fiir die analytischen Rechnungen
relevantwird. Anhand von Berechnungen dertopologischen Suszeptibilitdtin Quel-
le [10] kann festgestellt werden, dass diese Approximation eine gute Naherung fiir
die Masse darstellt.

Abbildung 2.1: Schematische Entwicklung des Potentials des komplexen skala-
ren Feldes im Temperaturverlauf. Es zeigen sich drei wesentliche
Stadien: Fiir hohe Temperaturen liegt ein quadratisches Potenti-
al (links) vor. Fur T' < f, kommt es durch thermische Effekte zum
Ubergang zu einem ,,Wine Bottle“-Potential (Mitte), was eine spon-
tane Symmetriebrechung bewirkt. Das Feld ,,rollt“ in die Potenti-
almulde. Es kommt zur ,,Entstehung®” des Axion-Feldes. Bei einer
Temperatur Tcp folgt der QCD-Phaseniibergang und das Axion
erfahrt ein Potential (rechts). Durch eine mogliche Deplatzierung
vom Potentialminimum beginnt das Axion-Feld zu oszillieren, was
Grundlage fiir den in Abschnitt 2.2 beschriebenen Misalignment-
Mechanismus ist (Abbildung entnommen aus Quelle [9]).

2.2 Axion-Dunkle Materie und der
Misalignment-Mechanismus

Vor dem Hintergrund der im vorherigen Abschnitt beschriebenen Entstehungsge-
schichte des Axions soll nun die Produktion axionischer Dunkler Materie durch
den Misalignment-Mechanismus naher diskutiert werden. Die Erlduterungen be-
ziehen sich dabei auf das kosmologische Standard-Szenario, d.h. es werden noch
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nicht die in den folgenden Abschnitten relevanten modifizierten Expansionssze-
narien miteinbezogen.

Nach der spontanen Symmetriebrechung befindet sich das Feld bei einem willkiir-
lichen initialen Winkel 6,. Es ist moglich, dass das Feld nun innerhalb des Poten-
tials, welches es insbesondere nach dem QCD-Phaseniibergang erfahrt, vom Po-
tentialminimum deplaziert ist. Im Zuge der Energieminimierung beginnt das Feld
schlieBlich innerhalb der quadratischen Potentialmulde zu oszillieren um das Mi-
nimum zu erreichen. Diese Feldoszillationen sind mit einer Energiedichte verbun-
den. Die Temperatur T,sc ab welcher die Oszillationen auftreten hangt mit der Hin-
tergrundexpansion des Universums zusammen. Die Expansionsrate wird in der
Kosmologie grundsatzlich durch den zeit- bzw. temperaturabhangigen Hubble-
Parameter H charakterisiert, welcher iiber den Skalenfaktor R als H = R/R defi-
niertist[11]. Die Expansion wirkt auf das Axion-Feld als eine Art Dampfung: Zu frii-
hen Zeiten ist die Expansionsrate im Vergleich zur Axion-Masse sehr grof3, d.h. das
Feld wird liberdampft [9]. Es verharrt somit an seiner initialen Position 6;, sodass
noch keine Oszillationen stattfinden konnen. Mit einem mit sinkender Temperatur
bzw. steigenden Skalenfaktorabnehmenden Wert von H, wird auch die Dampfung
geringer und der Winkel # weicht zunehmend von 6; ab. Bei dem erwdahnten Punkt
Tosc, Welcher tiber die Relation [2]

3 H(Tosc) = ma (Tosc) (27)

definiert ist, endet die iberddmpfte Phase und es kommt zu der beschriebenen,
durch die Expansion weiterhin gedampften Oszillation. Diese setzt sich bei einer
weiter abnehmenden Expansionsrate fort. In Abschnitt 3.1 wird die Entwicklung
von 6 im Zeit- bzw. Temperaturverlauf mathematisch genauer beschrieben. Das
allgemeine Prinzip des Misalignment-Mechanismus fiir ein beliebiges skalares
Feld istin Abbildung 2.2 dargestellt. Dies lasst sich direkt auf das Axion-Feld {iber-
tragen.
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Der Grund fiir die Identifizierung der mit den Oszillationen verbundenen Energie-
dichte p, mit Dunkler Materie hdangt mit der Abhdngigkeit von p, mit dem Ska-
lenfaktor zusammen: Vor Einsetzen der Oszillation liegt eine konstante Energie-
dichte vor, was dem klassischen Verhalten Dunkler Energie entspricht [9]. Nach
Erfillung der Oszillationsbedingung, Gleichung 2.7, dndert sich dies, da p, nun
langfristig mit R—3 abnimmt. Dies entspricht dem klassischen Verhalten von Ma-
terie [9], weshalb geschlossen werden kann, dass die diskutierten Prozesse zur
Entstehung einer Dunkle Materie-Population fiihren kénnen. Wie sich in den fol-
genden Abschnitten zeigen wird, hangt die entstandene Gesamtenergiedichte von
dem initialen Winkel 6; sowie der Axion-Masse m, ab.

1.2 L LN B et o e s e
H(t) > m
1.0f 1
.~ 08 1
<
o 06
0 s
= 04
— Il
S 3
02F g
T =
'L%) 0.0F %
—0.21
04 1
Ll Ll Ll [ R
1072 10! 10° 10! 10?

m¢t

Abbildung 2.2: Darstellung der Entwicklung eines vom Potentialminimum deplat-
zierten beliebigen skalaren Feldes ¢. Aufgetragen ist der auf den
initialen Wert ¢; normierte Feldwert ¢ gegen die Zeit multipliziert
mit der Masse my. Zu Beginn verharrt das Feld bei ¢;, da die
Hubble-Rate sehr viel groBer als die Masse ist und es zur Uber-
dampfung kommt. Mit sinkendem H im Zeitverlauf wird die Damp-
fung schwdcher und das Feld beginnt sich von ¢, zu entfernen. Bei
Erfillung der Oszillationsbedingung, 3H (tosc) = my, beginnt die
geddmpfte Oszillationsphase, wobei ¢ versucht, das Potentialmi-
nimum zu erreichen (Abbildung entnommen aus Quelle [9]).



Expansionsszenarien des frii-
hen Universums

In diesem Kapitel werden die mathematischen Grundlagen der Produktion axio-
nischer Dunkler Materie durch den Misalignment-Mechanismus im Rahmen ver-
schiedener Expansionsszenarien des frithen Universums dargestellt. Dabei wird
zwischen dem kosmologischen Standardszenario und sogenannten modifizierten
Expansionsszenarien (englisch ,,Nonstandard Cosmologies“) unterschieden. Fiir
beide Félle sollen im Folgenden sowohl mit analytisch-approximativen als auch
numerisch-exakten Methoden die wesentlichen Relationen und Zusammenhange
ermittelt werden.

3.1 Das kosmologische Standard-Szenario

Zunachst wird das kosmologische Standard-Szenario betrachtet. Dieses geht von
einer Dominanz der Strahlungs-Energiedichte im friihen Universum aus. Strah-
lungsdominanz bedeutet hierbei, dass relativistische Teilchen den gréf3ten Anteil
dergesamten Energiedichte des Universums ausmachen. Ziel in diesem Kapitel ist
es zundchst analytisch einen Ausdruck fiir die Gesamtenergiedichte axionischer
Dunkler Materie ,,heutzutage* zu erhalten, welchervon den freien Parametern des
Modells abhédngt. Bei Letzteren handelt es sich konkret um die Axion-Masse m,
und deninitialen Feld- bzw. Winkelwert #;. Durch den Vergleich dieser Relation mit
dem experimentellen Wert der Dunkle Materie-Energiedichte kann schlieflich ein
Wertebereich fiir die freien Parameter ermittelt werden. Numerisch wird dhnlich
vorgegangen, wobei keine Approximationen vorgenommen sondern die relevan-
ten Gleichungen exakt gelost werden.

10



11 3 Expansionsszenarien des friihen Universums

3.1.1 Analytische Betrachtung

Fiir die analytische Betrachtung wird zundachst der Hubble-Parameter notiert. Die-
ser ist gegeben durch die erste Friedmann-Gleichung, wobei die kosmologische
Konstante sowie die Kriimmung der Metrik hier nicht beriicksichtigt werden. Es
gilt [11]

p
H?> = — 3.1
3T G.1)
wobei p die gesamte Energiedichte des Universums darstellt. Mpistdie reduzierte
Planck-Masse gegeben durch Mp = 1/v/87G ~ 2,4 - 10'® GeV, mit G als Gravitati-
onskonstante [6]. Im Falle einer Dominanz der Strahlungs-Energiedichte pg liber
alle anderen Beitrage zu p gilt

pr(T)

H(T) =[50
P

(3.2)

Eine explizite Temperaturabhdngigkeit von H ldsst sich durch

7w [g.(T) T?

herstellen. Dies gilt, da pr allgemein gegeben ist durch [11]

7T2

0 g.(T) T*. (3.4)

PR(T) =

Die temperaturabhdngige GrofRe g, entspricht der Anzahlrelativistischer Freiheits-
grade beziiglich pr und folgt aus der Teilchenphysik. Dabei werden die Beitrdge
aller entsprechenden Teilchensorten beriicksichtigt [11].

Der Ausdruck fiir H(7') aus Gleichung 3.3 kann genutzt werden um die Temperatur
Tosc, bei welcher das Axion-Feld beginnt zu oszillieren, zu bestimmen. Dazu wird

11



12 3 Expansionsszenarien des friihen Universums

die in Abschnitt 2.2 eingefiihrte Oszillationsbedingung, Gleichung 2.7, genutzt,
wobei durch Einsetzen von H sowie anschlief3ender Umformung

[9:(Tosc) TA 1
3I—I(Tosc) =T %gsc) ML;C ; a(Tosc)
1/ 10 :
< Tosc=| — Mp g, (T 3.5
osc (ﬂ_ g*<Tosc) pm ( osc)) ( )

Je nachdem ob T, grofier oder kleiner als die QCD-Phaseniibergangstemperatur
Tqcp ist, werden unterschiedliche Ausdriicke fiir 7, nach Gleichung 2.6 erhal-
ten. Einsetzen und Umformen ergibt folgende Relation fiir die Oszillationstempe-

resultiert.

ratur

( 1/2
1 10
== ma Mp flr Thse < TQCD
™ g*(Tosc)
Tosc > 1/6 (3-6)
1 10
—\| ——ma Mp T} fur Tose > Tocn -
\ (W g*(ToSC) " g QCD) e

Dieses Resultat stimmt mit jenem aus Quelle [2] {iberein. Grundsatzlich werden
im Folgenden, wie auch in den ndachsten Abschnitten, oft analoge Ergebnisse zu

dieserArbeit hergeleitet. Allerdings wird in diesen Fallen auf Zitation verzichtet.

Neben dem Hubble-Parameter charakterisiert auch die Entropiedichte s(7'), wel-
chedie Standardmodell-Teilchen beschreibt, die Entwicklung des Universums und
dessen Konstituenten. Diese ist in Abhdngigkeit der Temperatur gegeben durch
[11]

$(T) = — gxs(T) T°, (3.7)
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wobei g,5(T") der Anzahl entropischer Freiheitsgrade beziiglich des Standard Mo-
dell Sektors entspricht. ,,Heutzutage®, bei " = Ty, belduft sich der Wert fiir die
Entropiedichte auf s(7p) ~ 2,9 - 103cm™ [2], was fiir folgende Berechnungen re-
levant wird. Fiir die spatere Analyse wird auch die Zeitentwicklung von s ben6-
tigt, welche sich aus einer im Folgenden motivierten Differentialgleichung ergibt:
Ausgangspunkt hierfiirist die Erhaltung der Gesamtentropie S im Zeitverlauf, d.h.
dS/dt = 0. Die Entropiedichte ist definiert als Entropie pro Skalenfaktorvolumen,
sodass

S
s:ﬁ@S:Rg’s (3.8)

gilt. Eingesetzt in obige Bedingung fiir die Entropieerhaltung ergibt sich

ds dR ds
p SdtR + R 7 3R"s pm + R o 0. (3.9)
Da R3im betrachteten Intervall nicht Null wird, resultiert Teilen durch dieses unter

Beriicksichtigung von H = R/R in

ds

— +3Hs=0. 3.10
i + S ( )
Diese Relation istinsofern relevant, als dass mitihreine Beziehung zwischen Tem-
peratur und Skalenfaktor hergestellt werden kann. Dies wird im numerischen Teil

dieses Abschnitts genauer erlautert.

Nun wird genauer betrachtet, wie sich das Axion-Feld im expandierenden Uni-
versum entwickelt. Dazu soll im Folgenden dessen Bewegungsgleichung herge-
leitet werden, welche aus der Lagrange-Dichte-Funktion £ unter Anwendung der
Euler-Lagrange-Gleichungen folgt. £ ergibt sich klassischerweise aus der Diffe-
renz von kinetischer Energie und Potential. Es folgt somit unter Beriicksichtigung
des Axion-Potentials aus Gleichung 2.2 nach [2]

13



14 3 Expansionsszenarien des friihen Universums

1
L= 3 duadta —m2(t) f2 (1 — cos fg) : (3.11)
In diesem Fall wird von der Friedmann-Lemaitre—Robertson—Walker (FLRW) Metrik
ausgegangen, welche im Falle einer vernachldssigten Metrikkriimmung gegeben
ist durch [11]

G :diag(—l,RQ,Rz,Rz) (3.12)

Zudem wird g = det(g,,) = —R?® als Determinante des metrischen Tensors g,
eingefiihrt. Die Euler-Lagrange-Gleichung ist im Rahmen der betrachteten Metrik
gegeben durch [9]

o/—gL ov/—gL
el el (3.13)
oL oL
3 B 3 _
= R % o <R 8(@@)) 0, (3.14)

wobei letztere Umformung durch Einsetzen von g aus dem FLRW-Fall erfolgt. Es sol-
len nun beide Summanden der linken Seite letzterer Gleichung separat betrachtet
werden. Beginnend beim ersten Summanden folgt durch Einsetzen von £

33% <m§f§ cos <fi)) = —R*m2f, sin <fi) (3.15)

Fiir den zweiten Summanden folgt unter Verwendung von

14
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oL 1 9
— Y
9(0,a) 2 9(0,a) dhadla
19
I ’YV
= 39 Hda
1
= 59" (% d,a+0,adL)
1 1
— g Y
=59 oya+ = 59 0ya
_ Loyt 8”@
2
= 0"a. (3.16)

Wiedereinsetzen der Summanden in die Euler-Lagrange-Gleichung resultiert in

—0,(R*0"a) — R*m2 f,sin (f ) =0. (3.17)
In diesem Fall ist aufgrund von Homogenitdatsannahmen lediglich die Zeitentwick-

lung von Interesse, sodass nur die nullte Komponente der Gleichung betrachtet
wird:

—0(R*q) — R*m?f, sin (f ) =0 (3.18)

Nach Anwendung der Kettenregel sowie weiteren Umformungen folgt

a+3a%—|—m fasin (fa) =0, (3.19)

was unter Nutzung von § = a/f, sowie Teilen durch f, in der gesuchten Bewe-
gungsgleichung fiir das Axion

0+ 3H(t)0 + m2(t)sinf = 0 (3.20)
15
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resultiert. Fiir eine im strahlungsdominierten Universum klassische Zeitabhdngig-
keit von H (vergleiche Quelle [11]) kann diese als Differentialgleichung eines zeit-
abhangig gedampften harmonischen Oszillators identifiziert werden, was mit den
Uberlegungen aus Abschnitt 2.2 korrespondiert.

Mithilfe der Losung dieser Differentialgleichung 6 kann schlieBlich die mit der
Schwingung des Axionfeldes verbundene Energiedichte berechnet werden. Diese
folgt unter Verwendung des Energie-Impuls-Tensors und ergibt sich nach Quelle
[2] zu

a

pa(t) = > +m2(t) f2 (1 — cos (%)) . (3.21)

Die Energiedichte p, ldsst sich ebenfalls durch die im Zeitverlauf erhaltene Axion-
Teilchenzahl N, ausdriicken, was sich fiir die folgenden analytischen Rechnungen
als vorteilhaft erweist. Grundsatzlich gilt hierbei [2]

pa(t) = a(t)na(t) (3.22)

mit n, als Teilchendichte n, = N,/R3. Da wie bereits erwdhnt ein Vergleich zum
experimentellen Wert der Energiedichte 2py zur Ermittlung eines Wertebereiches
fiir die freien Parameter angestrebt wird, wird p, zum Zeitpunkt ¢y, also ,,heutzu-
tage“, ausgewertet. Es ergibt sich somit

pa(to) = ma(to)na(tO)

Noy

(mlt Ng = ﬁ

3
= 1a(to) N (tosc) (B;E;Z;)) (mit Erhaltung N, (to) = Na(tosd))

My R 5 .
= pa(tosc)m (t ) ( £ZC> (m|t m(l(to) = my da T() < TQCD); (323)
a\losc

16
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wobei R(ty) = Ro und R(tesc) = Rosc €ingefiihrt werden.

Weiter ldsst sich unter Nutzung von [2]

~ 2
7itg(Tosc) 2 2 (3.24)

pa(TOSC) = 9 a i)

wobei die Zeitvariable durch die Temperatur ersetzt wird, die Relation

L S PP

2 a(Tosc) RO
Ma(Tosc) 2 92 s(To)
_ % g f2 6 , (3.25)
2 f S(Tosc)

herleiten. Hierbei wird im letzten Schritt Entropieerhaltung S(7y) = S(Tbsc) ge-
nutzt, woraus folgt s(75)/s(Tesc) = (R(Tosc)/Ro)>.

Mithilfe dieser Ausdriicke ldasst sich eine Relation fiir die Gesamtenergiedichte
der axionischen Dunklen Materie €2, herleiten. Diese ergibt sich als Quotient von
pa(to) und der kritischen Energiedichte p. [2]. Ausgangspunkt fiir die Bestimmung
ist die Approximation von p,(ty) aus Gleichung 3.25: Fiir m,, wird hier der entspre-
chende Fall aus Gleichung 2.6 genutzt. Die Entropiedichte s ergibt sich gemaf3
Gleichung 3.7. In diese Funktionen geht der unter Gleichung 3.6 eingefiihrte Aus-
druck fiir Tosc €in. Die GroRe f, in Abhdngigkeit von m, ist durch Gleichung 2.4
gegeben und zur Auswertung der Funktionen der relativistischen Freiheitsgrade
bei der Oszillationstemperatur wird Tosc =~ Tocp angenommen. Dies erscheint
insofern als gerechtfertigt, als dass in den Folgeresultaten lediglich die Grof3en-
ordnung von Interesse ist. Nach einigen Rechenschritten folgt schlief3lich fiir die
Gesamtenergiedichte

17
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—3/2
0,006 62 | —a_ fiir m, < 3 H(Tocp)
— pa(T(]) ~ 7 ' (576 MCV> ~
Q, = o NP (3.26)
0,17 67 (5 6,ueV) fiir my, 2 3 H(Toep)

wobei p, einem Wert von p. ~ h? - 1,1 - 1075GeV/cm?® mit h ~ 0,674 entspricht
[2].

Hier wird anstelle der Bedingungen an die Temperatur relativ zu Tocp eine dquiva-
lente Bedingung an m, relativ zu 3H (Tcp) gestellt. Letzterer Ausdruck entspricht
der Axion-Masse bei Ticp, welche sich unter Verwendung von H aus Gleichung
3.3zu

3H(Tqcp) ~ 4,810 eV (3.27)

ergibt.

18
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3.1.2 Numerische Betrachtung

Numerisch
Analytisch
loﬂ i
>
8]
2
g
= »
L g
. Tosc = Thep
107 1
/
T T T T T T T

10-21 10-20 10-12 10-18 10-17 10-16 1015 1014 10-13
m; [GeV]

Abbildung 3.1: Darstellung der Oszillationstemperatur T,s. in Abhangigkeit der
Axion-Masse m,, fiirdas kosmologische Standard-Szenario. Einge-
zeichnet sind sowohl die numerischen als auch die analytischen
Resultate. Zudem wird ein Richtwert Tosc = Toep = 150 MeV ange-
geben.

Nun erfolgt eine Beschreibung des numerischen Verfahrens. Zundchst soll die Os-
zillationstemperatur 7o in Abhdngigkeit der Axion-Masse m,, fiir das kosmologi-
sche Standard-Szenario bestimmt werden. Dazu wird die allgemeine Definition
von Ty nach Gleichung 2.7 genutzt, wobei H durch Gleichung 3.3 gegeben ist.
Fiir m, wird die exakte Relation fiir die temperaturabhdangige Axion-Masse, Glei-
chung 2.5, genutzt. Hier wird fiir f, Gleichung 2.4 eingesetzt, sodass sich eine
Abhangigkeit von m, ergibt. Eine numerische Funktion fiir die in Gleichung 2.5
eingehende topologische Suszeptibilitdt y in Abhdngigkeit der Temperatur wird
mithilfe von [10] konstruiert. Die resultierende Gleichung wird numerisch fiir ein
bestimmtes Intervall von m, geldst. Die Ergebnisse konnen in Abbildung 3.1 ein-
gesehen werden.

19
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Der Verlauf der Kurve ldsst sich anschaulich folgendermafien interpretieren: Wird
die Oszillationsbedingung fiir das Axion Feld, Gleichung 2.7, unter Beriicksichti-
gung der approximativen Temperaturabhdngigkeit von m, aus Gleichung 2.6, ge-
nauer betrachtet, fallt auf, dass fiir steigende Werte von m, bzw. m, die Bedin-
gung 3H = m, friher erfiillt ist. T,sc nimmt daher entsprechend héhere Werte
an. Fiir Tose > Tocp dndert sich das Verhalten der Oszillationstemperatur, da die
Steigung der Kurve abnimmt. Dies liegt an der Anderung der Temperaturabhéngig-
keit von 7, beim QCD-Phaseniibergang: Fiir Temperaturen groBer als Tocp ist die
Axion-Masse stets kleiner als der sich unterhalb von Ti¢p einstellende konstante
Wert m,. Dies hat ebenfalls Einfluss darauf, wann die Oszillationsbedingung er-
fullt wird, was in dem erwdahnten verdanderten Gradienten resultiert. Die hier ermit-
telten numerischen Resultate weisen eine gute Ubereinstimmung zum ebenfalls
in Abbildung 3.1 dargestellten analytischen Ergebnis auf. Letzteres ergibt sich an-
hand von Gleichung 3.6. Es ist davon auszugehen, dass die teils minimalen Ab-
weichungen (z.B. an dem Punkt Tosc = Ticp) auf die approximative Natur der ana-
lytischen Methode, insbesondere beziiglich Gleichung 2.6, zuriickzufiihren ist.

20
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Abbildung 3.2: Darstellung des initialen Winkels 6, in Abhangigkeit der Axion-
Masse m,. Die durch die Kurven angegebenen Werte korrespon-
dieren mit der experimentellen Dunkle Materie-Energiedichte Qpp.
als auch die analyti-
schen Resultate. Zudem sind einige 6;-Werte und die korrespon-
dierenden Massen explizitangegeben. Durch diese sollen relevan-
te Anderungen im Verhalten der Kurve markiert werden. AuBerdem
ist die Axion-Masse beim QCD-Phaseniibergang, 3H (T4ep), einge-

In einem ndchsten Schritt wird mit numerischen Methoden der Parameterraum 6,
gegen m, ermittelt, welcher mit dem experimentellen Wert der Dunkle Materie-
Energiedichte Qpw =~ 0,26 korrespondiert. Dazu werden zundchst einige weitere
analytische Relationen hergeleitet: Zundchst wird die Entwicklung der Temperatur
mit dem Skalenfaktor bendtigt. Ausgangspunkt hierfiir ist Gleichung 3.10 in wel-
chefiirs Gleichung 3.7 eingesetzt wird. AnschlieRende Umformung sowie Nutzung

B

i
|
I
107 5 1
Bi=n :
T
i )3 |
lOD B, miv 3 I
.
8=0,5 :
|
1071 4 i
|
|
|
|
1072 5 |—
Analytisch
o Numerisch
. mz = 3H(Tgep)
1073 5 .
. I
|
I
[ ] |
107% 4 i
T T T T T T T I T
10—21 10—20 10—19 lo—]ﬂ lo—]? 10—15 10—15 10—14 10—13
m; [GeV]

Eingezeichnet sind sowohl die numerischen

zeichnet.

der Produktregel ergibt

dg*S d 3 3
ws—1° +3Hg,sT° =0
It +gsdt + ot gys
21
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Fiir die Zeitableitungen der temperaturabhangigen Funktionen wird die Kettenre-
gel genutzt, wobei sich im Fall von g,5 konkret

d  dg.sdT  dg,sdT dR

a9 TW0) = = dra@r (3.29)

ergibt. Im letzten Schritt wird hier die Kettenregel fiir 7" in Abhdngigkeit von R ge-
nutzt. Analoges Vorgehen fiir die andere Zeitableitung fiihrt auf

dg.s dT" dR dl'dR
== — T ———— 4+ 3Hg,sT> = .30
ar dr ar 9T g g T 9T =0 G:30
Unter Nutzungvon H = R/R folgt nach Umformung eine Differentialgleichung fiir

T(R) der Form

dT T dgs\ ' (T
& __ 1 ). 3.31
iR < Ly dT) <R> G5.31)

Diese wird numerisch geldst.

Zur Ermittlung des Parameterraums muss nun die Axion-Energiedichte in Abhan-
gigkeit von 6; und m, numerisch bestimmt werden, sodass ein Vergleich zur ge-
gebenen Dunkle Materie-Energiedichte moglich wird. Hierfiir wird Gleichung 3.21
bendtigt. Der hier eingehende Axion-Feldwert a bzw. der Winkel & muss somit zu-
ndchst mithilfe der Axion-Bewegungsgleichung 3.20 numerisch bestimmt werden.
Es erweist sich als sinnvoll 8 hier als Funktion des Skalenfaktors aufzufassen, wel-
cher wiederum zeitabhadngig ist. Gleichung 3.20 muss daher als Differentialglei-
chungin R umgeschrieben werden. Fiir die Zeitableitungen ergibt sich

d do dR

d20 dR\* d20  df &®R
aE (%) arz T aR e G.33)
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Wird dies in die Bewegungsgleichung eingesetzt folgt nach Teilen durch R2

0" + (.ﬁ + 35) 9 + .img sinf = 0, (3.34)
R? R R?

wobei Striche Ableitungen nach dem Skalenfaktor und Punkte, wie iiblich, Ablei-

tungen nach der Zeit reprasentieren. Die Klammer im zweiten Summanden ldsst

sich unter Nutzung der Ableitung des Hubble-Parameters nach dem Skalenfaktor,

welche nach Quotienten- und Kettenregel durch

R R
H=—"—F-— 3.35
2R (3.35)
gegeben ist, weiter umschreiben. Es ergibt sich letztendlich unter Beriicksichti-
gung der Definition des Hubble-Parameters

0" + <% + %) ' + (;aé?;%)QsinQ =0. (3.36)

Diese Differentialgleichung wird numerisch implementiert und fiir verschiedene
Werte von m, und 6, gelost. Das Verfahren lauft dabei folgendermaf3en ab: Es wird
zundchst fiir einen bestimmten Wertebereich iiber m,, iteriert, wobei die Differen-
tialgleichung 3.36 bzw. das eingehende m, nach Gleichung 2.5 pro Iteration neu
gesetzt werden. Um in letzterer Gleichung eine m,-Abhdngigkeit herzustellen wird
fo mithilfe von Gleichung 2.4 ersetzt. Der in die Differentialgleichung eingehen-
de Hubble-Parameter wird mit Gleichung 3.3 berechnet, wobei H’ durch die sich
hieraus ergebende Ableitung nach R gegeben ist. Letztere hangt ebenfalls von
der durch Gleichung 3.31 gegebenen Ableitung d7'/dR ab. Die Abhdngigkeit von
dem Skalenfaktor lasst sich in den beiden Funktionen durch die bekannte Losung
T(R) realisieren. In jedem Schritt der Iteration iiber m, erfolgt eine weitere Itera-
tion Giber den initialen Winkel 6; liber einen bestimmten Wertebereich. Fiir jeden

23
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0;-Wert wird die Differentialgleichung nun geldst, wobei dieser als Anfangsbedin-
gung fungiert. Als weitere Anfangsbedingung wird 0'( Ri,i1) = 0 genutzt. Das wei-
tere Vorgehen orientiert sich an jenem aus Quelle [10]: Das Losen erfolgt in einem
Temperaturintervall von 5T (m,) bis 0,17T,sc(m,,), welches numerisch in ein ent-
sprechendes Intervall des Skalenfaktors umgerechnet wird. Mit der Lsung 0(R)
bzw. dem aus der bekannten Relation 7'(R) bestimmbaren §(7") kann die Energie-
dichte p,(t) aus Gleichung 3.21 berechnet werden. Aus Griinden die im Folgenden
ersichtlich werden, wird allerdings zundchst die Teilchendichte n, berechnet, wel-
che mit der Energiedichte liber Gleichung 3.22 zusammenhangt. Das hier einge-
hende m, ist wiederum durch Gleichung 2.5 gegeben, wobei die m, Abhangigkeit
durch Nutzung von Gleichung 2.4 folgt. Die ebenfalls auftretende Ableitung von 6
nach der Zeit kann wiederum, unter Beriicksichtigung der Kettenregel, durch die
bekannte Ableitung von 6 nach R berechnet werden. Gesucht ist nun p,(to), wel-
ches durch Gleichung 3.23 gegeben ist. Diese Relation kann unter Beriicksichti-
gungvon Gleichung 3.22 in Abhdngigkeit der Teilchendichte ausgedriickt werden,
wobei sich zusatzlich unter Nutzung der Entropieerhaltung

Ng, (tosc)
S(tosc)

palto) = my S(to) (3.37)
ergibt. Fiir die folgenden Uberlegungen ist relevant, dass es sich bei dem Faktor
nq/s um eine Erhaltungsgrofie handelt, was unter Beriicksichtigung von Entropie-
und Teilchenzahlerhaltung ersichtlich wird: Es erweist sich in den verschiedenen
Iterationen als sinnvoll den Faktor n, /s nicht bei tosc bzw. Tosc auszuwerten, son-
dern diesen innerhalb eines bestimmten Temperaturintervalls zu mitteln. Dieses
Temperaturintervall ist gegeben durch 0,27} bis 0,87, wobei T, dem ,,tatsachli-
chen® Beginn der Oszillationsphase entspricht. Konkret markiert 7, den Punkt,
an welchem in §(7T) der erste Vorzeichenwechsel geschieht. Dies kann numerisch
ermittelt werden.

Die nun ermittelte Gesamtenergiedichte €2,, welche aus Division von p,(ty) aus
Gleichung 3.37 und p. folgt, wird nun in eine Losungsmatrix eingetragen, wobei
Zeile bzw. Spalte den betrachteten m,- bzw. 6;-Wert angeben. Nach Durchlaufen
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aller 0;-Werte fiir ein spezifisches m, wird die Matrixzeile interpoliert, sodass eine
Funktion der Energiedichte in Abhdngigkeit von 6, resultiert. Diese Funktion kann
nun mit dem experimentellen Wert Qpy = 0,26 gleichgesetzt werden. Nach nume-
rischer Lésung dieser Gleichung wird derjenige 6;-Wert erhalten, welcher fiir das
betrachtete m, die korrekte experimentelle Energiedichte liefert. Dieser Wert wird
in einem Losungsvektor gespeichert. Nach Durchlaufen aller m,-Iterationsschritte
ergibt sich schlieflich die gesuchte Losung 6;(m,,).

Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.2 dargestellt. Ebenfalls eingezeichnet ist das
analytische Resultat, welches unter Verwendung von Gleichung 3.26 resultiert.
Der Vergleich zwischen numerischem und analytischem Ergebnis zeigt fiir klei-
ne m,-Werte trotz geringerer Abweichungen ein in etwa gleiches Verhalten von
0;(m,). Die insbesondere fiir m,-Werte kleiner als die Axion-Masse beim QCD-
Phaseniibergang, 3H (Tqcp), auftretenden Abweichungen, kénnen wiederum auf
die approximative Natur des analytischen Verfahrens zuriickgefiihrt werden. Ein
relevanter Unterschied zwischen dem Verhalten von numerischem und analyti-
schem Ergebnis liegt jedoch bei 6; > 7/+/3 vor. Der Grund hierfiir sind Anharmoni-
zitdten im Axion-Potential, welche genauerin Quelle [2] beschrieben werden. Die
Axion-Bewegungsgleichung hdngt nach Gleichung 3.20 bzw. Gleichung 3.36 von
sin @ ab, wobei fiir kleine Winkel in guter Naherung sin6 ~ 6 gilt. Dies geht in die
analytischen Resultate ein. Fiir 6 ~ 7 gilt die Approximation jedoch nicht mehr,
was in dem analytischen Verfahren nicht beriicksichtigt wird. Numerisch wird kei-
ne Approximation vorgenommen, weshalb die Ergebnisse in diesem Bereich exak-
ter sind. Daher muss auch der in Quelle [2] eingefiihrte ,anharmonische Faktor
hier nicht beriicksichtigt werden. Dieser Faktor wird genutzt, um die ungenaue Ap-
proximation des Sinus bei hohen #-Werten zu kompensieren. Dadurch, dass die-
ser Faktor in Quelle [2] im Rahmen des numerischen Verfahrens eingefiihrt wird,
ist davon auszugehen, dass - trotz fehlender Angaben zum konkreten Verfahren -
die numerischen Ergebnisse lediglich Korrekturen der analytischen Resultate dar-
stellen. Es wird dort somit aller Voraussicht nach kein exaktes numerisches Ver-
fahren durchlaufen, sondern in die Ergebnisse flieBen zundchst samtliche Appro-
ximationen der analytischen Methode mit ein. Der anharmonische Faktor sorgt in
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Quelle [2] lediglich dafiir, dass die Kurve 6;(m,,) in dem Bereich groRer Winkel ei-
nen dhnlichen Verlauf wie bei den hier prasentierten Ergebnissen, Abbildung 3.2,
aufweist. Das Ergebnis dieser Arbeit kann, falls die Annahmen {iber das Verfahren
aus Quelle [2] korrekt sind, somit als prdaziser angesehen werden.
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3.2 Modifizierte Expansionsszenarien

In dieser Arbeit von zentraler Bedeutung sind modifizierte Expansionsszenarien
des friihen Universums. Diese Modelle werden in verschiedenen Zusammenhdn-
gen diskutiert und stellen ein aktuelles Forschungsthema dar. Grundsatzlich fal-
len unter den Begriff Szenarien, welche die Evolution des Universums abweichend
vom kosmologischen Standardmodell, beispielsweise anhand einer verdnderten
Entwicklung der relevanten Energiedichten, beschreiben. Es existieren viele ver-
schiedene Modelle und Ansétze. In diesem Fall besteht die Modifikation in der
Einfiihrung eines generalisierten und nicht im kosmologischen Standardmodell
enthaltenen Teilchenfeldes ¢, welches mit einer Energiedichte p4 verbunden ist.
Ferner ist das Feld ¢ nicht Bestandteil des Standardmodells der Teilchenphysik
und wird somit auch in seiner mathematischen Beschreibung in Abgrenzung zu
den weiteren Energiedichten, insbesondere zu der im friihen Universum domi-
nanten Standardmodell-Strahlung pr, behandelt. p, durchlduft verschiedene im
Folgenden erlduterte Phasen (vergleiche auch Abbildung 3.3), und erreicht dabei
Grofenordnungen, welche mit jenen von pg vergleichbar sind. Entsprechend wird
die Entwicklung bzw. Expansion des Universums durch ¢ (mit-)bestimmt und im
Vergleich zum Standard-Fall modifiziert. Motiviert wird die Einfiihrung von ¢ da-
durch, dass bisher nicht erwiesen ist, dass in der Zeit vor Beginn der primordia-
len Nukleosynthese ab Tggy =~ 4 MeV (BBN fiir ,,Big Bang Nucleosynthesis®) eine
Dominanz der Strahlungs-Energiedichte vorlag [2]. Dies wird zwar typischerweise
diskutiert, muss jedoch nicht der Fall gewesen sein. Wahrend der primordialen
Nukleosynthese kam es im Universum zur Entstehung der ersten leichten Atom-
kerne wie Helium und dessen Isotopen. Mithilfe von speziellen Messungen (z.B.
anhand von Elementhaufigkeiten) kann diese Phase rekonstruiert werden, was ei-
ne Begrenzung fiir die Einfiihrung einer méglichen modifizierten Expansion setzt.
Neben pp kann somit vor Ty eine Existenz von p, in Betracht gezogen werden.

Modifizierte Expansionsszenarien in diesem Kontext werden charakterisiert iiber
einen Parameter 5 und anhand dessen unterschieden. Dieser wird definiert Giber
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28 3 Expansionsszenarien des friihen Universums

den Zustandsgleichungs-Parameter w, = p,/ps (im Folgenden nur als w bezeich-
net) des Feldes ¢, welcher sich klassischerweise als Quotient aus Druck und En-
ergiedichte ergibt [11]. Es gilt schlielich 5 = 3(w + 1). In dieser Arbeit werden
Falle betrachtetin denen g < 4 ist, was mitw < 1/3 korrespondiert. Der Fall 5 = 3
wird auch als Frithe Materie Dominanz (englisch ,,Early Matter Domination“ (EMD))
bezeichnet. Neben Fillen mit 5 < 4 werden in der aktuellen Forschung weitere Fal-
le diskutiert, z.B. die sogenannte ,,Kination®, d.h. eine Dominanz der kinetischen
Energie (vergleiche Quelle [2]). Diese geht mit einem Wert von 3 = 6 einher.

Nun sollen Szenarien mit 5 < 4 genauerdiskutiert und mathematisch beschrieben
werden. Dazu werden zundchst die drei wesentlichen Stadien, welche das Feld ¢
per Definition in seiner Entwicklung durchlduft, erldautert. Durch Eingrenzen die-
ser Stadien auf bestimmte Temperatur- bzw. Skalenfaktorintervalle ergeben sich
fur das NSC drei Regionen, welche nun naher beschrieben werden. Vorab sei er-
wahnt, dass sich die Energiedichten von ¢ bzw. der Strahlung bei unabhdngiger
Betrachtung voneinander gemaf

B
pol) = pea () (.38)
bzw.
pr(R) = peq (Rg) (3.39)

entwickeln. Diese beiden Gleichungen ergeben sich aus grundlegenden Relatio-
nen der Kosmologie, welche die R-Abhdngigkeit der Energiedichte mithilfe der je-
weiligen Zustandsgleichung ausdriicken (vergleiche hierfiir zum Beispiel Quelle
[11]). Die hier eingehenden Konstanten bzw. Anfangswerte Req und peq werden
weiter unten eingefiihrt.

Beginnend bei Region 1, d.h. bei hohen Temperaturen, liegt zundchst eine Do-
minanz der Strahlungs-Energiedichte vor. Diese dominiert in dem Zeitraum somit
die Expansion des Universums entsprechend H ~ ,/pr/Mp. Die Energiedichte p,
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nimmt ab, allerdings weniger stark als pr (vergleiche Gleichungen 3.38 und Glei-
chung3.39).Sieist dabeinoch nichtvon einervergleichbaren Gréenordnung wie
die Strahlungs-Energiedichte, allerdings ndahern sich die beiden Energiedichten
stetig an. Kiihlt das Universum weiter ab, kommt es bei einer Temperatur T¢q zum
Beginn von Region 2: Bei T¢q ist ps gegeniiber pr von gleicher GroRenordnung. Da
ps ab diesem Punkt weiterhin weniger stark abnimmt im Vergleich zum mit R~*
abfallenden pr, dominiert es in dieser Region die Energiedichte und damit die Ex-
pansion entsprechend H ~ \/@/Mp. Anschlieend folgt Region 3, welche mit
einer weiteren Charakteristik von ¢ zusammenhangt: Das Feld zerfdllt in andere
Teilchen, welche wiederum Bestandteile des Standardmodells der Teilchenphysik
sind. Dies ist nicht nur fiir die Entwicklung von p,, sondern auch fiir die daran ge-
koppelte Entwicklung von pp relevant. Ab einem als 7, definierten Punkt, welcher
das Ende von Region 2 und den Beginn von Region 3 markiert, treten diese Zer-
fdlle in ausreichend groem Ausmaf} auf um die Energiedichte pr bzw. die Stan-
dard Modell-Temperatur signifikant zu beeinflussen [2]. Durch die Zerfdlle kommt
es hier zu einem relativen Anstieg von pr/p,. Dennoch liegt auch in dieser Region
noch eine Dominanzvon p, vor. Der Punkt T,ng bei dem dervollstandige Zerfall von
¢ einsetzt bzw. p, aufgrund der dominierenden Zerfédlle sehr steil abfallt und viel
kleiner als pr wird, stellt das Ende von Region 3 dar. pr nimmt anschlieBend von
einem hoheren Wert ausgehend gemafl Gleichung 3.39 ab und dominiert fortan
die Gesamtenergiedichte. Wichtig zu erwdhnen ist, dass die hier beschriebenen
Prozesse kontinuierlich aneinander anschlieen und die Anderungen im Verhal-
ten der Energiedichten bei Beginn einer neuen Region nicht sprunghaft auftreten.
So findet bei Tunq kein instantaner Zerfall des Feldes statt, sondern die Zerfélle be-
ginnen gegeniiber dem vorigen relativen Anstieg von p, zu liberwiegen. Bei T¢ng
endet auch das NSC-Szenario, da die Expansion des Universums fortan wieder
durch das dominierende pr bestimmt wird. Das Verhalten der Energiedichten pp
und p, wird ebenfalls in dem numerischen Resultatin Abbildung 3.3 dargestellt.
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30 3 Expansionsszenarien des friihen Universums

3.2.1 Analytische Betrachtung

Nun soll das Verhalten von pg und p, mathematisch analysiert werden. Die Zeit-
entwicklung dieser Gréflen wird durch zwei gekoppelte Boltzmann-Gleichungen
beschrieben. Diese sind gegeben durch [2]

dpy

dS F¢
o +3Hs T Pé (3.41)

wobeiI';, die totale Zerfallsrate von ¢ darstellt. I', hat die Dimension einer Energie.
Die zweite Gleichung fiir die Entropiedichte s kann - wie weiter unten beschrieben
- in eine Differentialgleichung fiir pr umgeschrieben werden. Die rechte Seite der
beiden Boltzmann-Gleichungen kann als ,,Quellterm* verstanden werden. Dieser
bezieht sich auf den Zerfall von ¢, welcher ab einem bestimmten Punkt den relati-
ven Anstieg von pr bewirkt. Die rechte Seite der Gleichung fiir s, Gleichung 3.41,
wird daher in Abhdngigkeit von p, geschrieben und positiv gewertet. Aus dimen-
sionalen Griinden fiir s wird zusatzlich ein Faktor 1/7" beriicksichtigt. Die rechte
Seite von Gleichung 3.40 ist aufgrund des Zerfalls und der damit einhergehenden
steileren Abnahme von p, negativ.

Durch Lésen der Boltzmann-Gleichungen kann ein wahrend des NSC-Szenarios
giiltiger Ausdruck fiir die Energiedichten erhalten werden. Um die Entwicklung von
P zu erhalten wird Gleichung 3.40 zundchst als Differentialgleichung beziiglich
des Skalenfaktors geschrieben, sodass

dpy | ,Ps _ _Tops
Po _ _ 42
ik PR T TEHR (3.42)

folgt. Nun wird die Substitution
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Pp = UPeqT " (3.43)
R
r = (3.44)

in diese eingesetzt, sodass sich nach Anwendung der Produktregel

du o F¢ B/2—1

m = —H—eq'r dr (3'45)
ergibt. peq stellt dabei die Energiedichte von ¢ bzw. der Strahlung bei T4 dar. Zu-
dem wird hierverwendet, dass H ~ ,/p,/Mp. Dies gilt da die Losung der Differen-
tialgleichung in einer Phase der ¢-Dominanz gesucht wird. Damit gilt bei Gleich-
heit der Energiedichten Heq = H(Teq) ~ \/Peq/ Mp.

Gleichung 3.45 kann durch Trennung der Variablen gelost werden. Integration bei-
der Seiten ergibt nach Resubstitution und anschlieBender Umformung

I, C(Rea\""]
Po(R) = peq [_Heq5+5( Rq> ] , (3.46)

wobei C dievon beiden Seiten zusammengefasste Integrationskonstante darstellt.
Diese ergibt sich durch die Anfangsbedingung ps(Req) = peq, S0dass

_ L'y
C =2 (1 + Heq/B) . (3.47)

Somit folgt fiir die Losung p,
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— Ty Req o Ty 2
B B/2
(%) 2] e

wobei im letzten Schritt Terme hoherer Ordnung in I'y/Heq vernachldssigt wer-
den.

Mit dieser Losung kann nun auch pr bestimmt werden. Ausgangspunkt ist die
Boltzmann-Gleichung fiir s, Gleichung 3.41, welche zundchst als Differentialglei-
chung fiir pgr umgeschrieben werden soll. Dies geschieht unter Nutzung der allge-
meinen Relation

prtpr _ lH+wr 4pr

T PR T - 3T7 (3'50)

S =

wobeiim letzten Schritt die Zustandsgleichung fiir Strahlung, wr = %, genutzt wird
[11]. Nach Einsetzen ergibt sich eine Abhangigkeit von der Zeitableitung der Tem-
peratur. Diese ldsst sich berechnen, indem 7" als Funktion von R aufgefasst wird
und die Zeitableitung nach Kettenregel durch eine Ableitung nach dem Skalenfak-
tor ausgedriickt wird. Letztere ldasst sich analog zum kosmologischen Standard-
Szenario, Gleichung 3.31, herleiten und ergibt sich zu

dT T dgs\ ' [ T Typs T  Type
— =1 R L T L 51
dR ( " 30 dT> { R 3HsR R 3HsR G5

Im letzten Schritt wird hier g,5 als konstant angenommen. Nach einigen Rechen-
schritten resultiert die Differentialgleichung fiir pi in der Zeit. Von Interesse ist
jedoch die Differentialgleichung in R, fiir welche

d r
dor e _ Topy

dR R  HR
32
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folgt. Diese kann geldst werden, wobei der Ansatz

PR = vpeqr_4 (3.53)
R
r= (3.54)

genutzt wird. Nach Einsetzen folgt unter Verwendung von H ~ /p,/Mp

r
dv = ~2pi/*rdr. (3.55)
Peq
Fiir das ebenfalls r abhdngige p, wird nun Gleichung 3.48 eingesetzt, sodass an-
schlieBend beide Seiten integriert werden kénnen. Ein analoges Verfahren zur L6-
sung der py-Differentialgleichung, d.h. Resubstitution und Bestimmung der Inte-
grationskonstanten uber die Anfangsbedingung pr(Req) = peq, fihrt auf

PR(R) = Peq

(3.56)

<Req)4+ o, (Req>ﬁ/2_ T, (Req)4
R (8 —PB)Heq \ R (8 —PB)Heq \ R

Reg\* 2 Ty [Req\”?
(%) 2o (7)) ] G5

Zur Ermittlung dieser Ausdriicke werden Terme der Ordnung O((T'y/Heq)?) ver-
nachlassigt.

R Peq

Bei genauerer Betrachtung der Losungen, Gleichungen 3.49 und 3.57, fallt auf,
dass diese sich einerseits aus den vor dem Zerfall giiltigen Relationen 3.38 und
3.39 zusammensetzen. Zu diesen Termen hinzu kommt in den Gleichungen 3.49
und 3.57 allerdings noch ein Korrekturterm, welcher den Zerfall beriicksichtigt. Je
nachdem welche Temperaturen bzw. Skalenfaktoren betrachtet werden, sind die
Terme unterschiedlich relevant und die gesamte Losung ldsst sich entsprechend
gut durch die jeweiligen Einzelterme approximieren. Aufierhalb von Region 3 sind
33
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die Korrekturterme somit klein gegeniiber den Termen aus den Gleichungen 3.38
und 3.39.

Diese Tatsache kann nun genutzt werden um analytische Ausdriicke fiir einige der
im NSC-Szenario relevanten Temperatur- bzw. Skalenfaktorschritte zu bestimmen.
Diese sind insbesondere fiir die Ergebnisse in Abschnitt 4 von Bedeutung. Bei
dem Skalenfaktor Re,q bei welchem die modifizierte Expansion durch den voll-
standigen Zerfall von ¢ endet, ist p, klein. Das bedeutet, dass in Gleichung 3.49
flir ps(Rend) beide Summanden in etwa gleich sein miissen. Umformen ergibt

2/p
o (BHQ\ o (B (T
Rend ~ Req <2 Fd) — Req 9 Tend (358)

unter Nutzung von

Heq ( Teq )2
N =5 I (3.59)
F<z> Tend

im letzten Schritt. Letztere Relation ergibt sich folgendermafien: Tenq ist definiert
uber die Bedingung H(Tenq) = I'y [2], da der Zerfall an diesem Punkt besonders
relevant ist. Unter Verwendung der bei Tenq wieder giiltigen Gleichung 3.3 fiir H,
folgt

m g*(Tend>

. =
¢~ 3Mp 10

T2, (3.60)

Wird Heq ebenfalls via Gleichung 3.3 ausgedriickt, so folgt - unter Vernachldssi-
gung der Anderung in den Freiheitsgraden - durch Division beider Ausdriicke Glei-
chung 3.59.

Der Skalenfaktor R, bei dem der Standard Modell-Sektor durch den Zerfall von ¢
beeinflusst wird, soll ebenfalls ermittelt werden. Bei R, muss der Korrekturterm
in Gleichung 3.57 mitberiicksichtigt werden. Da zu diesem Zeitpunkt noch keiner
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der Summanden dominant ist, sind beide in etwa gleich, sodass mit Gleichung
3.59 folgt

) 2
8 — ﬁ Heq 87 8 — 5 Teq A

~ — = e . .61

fie Req ( 2 F¢ ) Req ( 2 Tend (3 ¢ )

Hieraus kann ebenfalls eine Relation fiir 7, hergeleitet werden. Wird die Relati-

on fiir pr aus Gleichung 3.4 mit der Relation aus Gleichung 3.39 bei T, bzw. R,
gleichgesetzt, folgt nach Umformung

2 T2,\*7
TC ~ Teq (m%) . (3.62)

Ebenfalls diskutiert werden muss die Rolle des Axions im Rahmen der modifizier-
ten Expansionsszenarien. Fiir die vorangegangenen Uberlegungen ist dieses noch
nicht von Bedeutung, da die im Zuge der Feldoszillation produzierte Energiedich-
te zu keinem Zeitpunkt des NSC-Szenarios mit den Energiedichten pp und p, ver-
gleichbar ist [2]. Die Entwicklung des Axions kann somit unabhédngig betrachtet
werden. Fiir die Ermittlung der Axion-Masse m,, in Abschnitt 4 istinsbesondere die
Energiedichte ,,heutzutage® p,(7,) von Relevanz. Diese unterscheidet sich vom
kosmologischen Standard-Szenario, da bei einem nicht vernachldassigbaren Ein-
fluss des Zerfalls von ¢ die Gesamtentropie S nicht erhalten ist. Dies ist in Region
3 der Fall. Entropieerhaltung gilt somit nur wenn 7" > T, oder T' < Tg,g, aller-
dings nicht wahrend Teng < T' < T... Ausgangspunkt fiir die Herleitung von p, (7o)
ist Gleichung 3.23. Der hier eingehende Faktor (R,s./Ro)® kann umgeschrieben
werden zu

(Rosc>3 N Sosc S0 S0 Sosc

— = , (3.63)
Ry Sosc 90 So0sc Send

wobei im letzten Schritt genutzt wird, dass nach dem NSC-Szenario Seng = Sy auf-
grund von Entropieerhaltung gilt. Dies ist anders als im kosmologischen Standard-

Szenario, da sich hier die beiden Entropien wegen der Erhaltung herauskiirzen
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wiirden. Wird der Ausdruck in Gleichung 3.23 eingesetzt, ergibt sich fiir die Ener-

giedichte
Mg s(Tp)
a(10) = pa(Tosc) = 3.64
P ( 0) P ( S ) mg,(Tosc) S(Tosc) ( )
mit
_ SOSC
v = S (3.65)

Der Faktor ~ wird auch als Entropie-Verdiinnungsfaktor bezeichnet, da die durch
die Oszillation wahrend des NSC-Szenarios erzeugte Energiedichte durch die zu-
nehmende Entropie ,,verdiinnt“ wird. Je nachdem in welcher Region des NSC Sze-
narios es zur Oszillation des Axion-Feldes ergeben sich unterschiedliche Ausdrii-
cke fiir den Entropie-Verdiinnungsfaktor. Dies wird genauer in Abschnitt 4.1 be-
trachtet.
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3.2.2 Numerische Betrachtung
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Darstellung des Verhaltens der Energiedichten pg (rot) und p,
(blau) multipliziert mit (R/Req)* gegen den auf Req normierten
Skalenfaktor R fiir ein NSC-Szenarios mit 3 = 3. Die Ergebnis-
se resultieren aus dem numerischen Verfahren durch exaktes Lo-
sen der Boltzmann-Gleichungen 3.40 und 3.41. Das System wird
dabei bei Req initialisiert, sodass die Regionen 2 und 3 des NSC-
Szenarios dargestellt sind. Links der Grenze R = R, befindet sich
Region 2 und zwischen R = R. und R = Renqg Region 3. Fiir Ska-
lenfaktoren kleiner als R4 liegt Region 1 vor, welche nicht dar-
gestellt ist. Bei R = Renq endet das NSC-Szenario. Es werden
Teq = 103 GeV und Teng = 4 MeV gesetzt.

Fiir die numerische Behandlung der modifizierten Expansionsszenarien soll zu-

ndchst das in Abschnitt 3.2 beschriebene Verhalten der Energiedichten pr und

ps exakt bestimmt und visualisiert werden. Dazu wird von den als Differentialglei-

chungen in R umgeschriebenen Boltzmann-Gleichungen, Gleichungen 3.42 und

3.52, ausgegangen. Parallel ist die Entwicklung der Temperatur mit dem Skalen-

faktor von Interesse, welche durch Gleichung 3.51 beschrieben wird. Die in die
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drei Gleichungen eingehenden Grofen py, pr, T sowie die Variable R werden zur
besseren numerischen Losbarkeit auf die entsprechenden Werte peq, Teq SOWie
Req reskaliert. Das bedeutet, dass beispielsweise p,;/peq betrachtet wird. Die re-
sultierenden Gleichungen werden somit einheitenlos. Die Boltzmann-Gleichungen
und die Temperatur-Skalenfaktor-Relation werden schlieBlich zusammen in ei-
nem System gekoppelter Differentialgleichungen implementiert. Da die Ausdrii-
cke vom Hubble-Parameter abhdngen, muss dieser ebenfalls innerhalb des Sys-
tems berechnet werden. Dazu wird die Relation

PR+ Py
H =,/ .
SMI% (3.66)

verwendet. Das ebenfalls eingehende I';, ist durch den Ausdruck aus Gleichung

3.60 gegeben und s entspricht Gleichung 3.50. Das Differentialgleichungssystem
wird nun zu Beginn von Region 2, d.h. bei Req, initialisiert und von dort aus ge-
l6st. Die Anfangsbedingungen lauten damit peq und Toq. Um wieder die urspriing-
lichen unskalierten GréBen zu erhalten, werden peq, welches nach Gleichung 3.4
berechnet wird, und T¢q mit den Lésungen multipliziert. Die Entwicklung der En-
ergiedichten pr und p, multipliziert mit (R/Req)* sind fir 8 = 3, Teng = 4MeV
sowie Teq = 10° GeV in Abbildung 3.3 dargestellt. Es zeigt sich das in Abschnitt
3.2 beschriebene Verhalten fiir die Regionen 2 und 3, deren Grenzen ebenfalls
eingezeichnet sind.
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Abbildung 3.4: Darstellung der Oszillationstemperatur T,s. in Abhangigkeit der
Axion-Masse m, fiir ein NSC-Szenario mit 3 = 3 (rot). Es werden
Tenda = 4MeV sowie Teq = 10% GeV gewdhlt. Die verschiedenen
Regionen des NSC-Szenarios sind durch die entsprechenden Tem-
peraturgrenzen markiert. Zudem ist Tooc = Tcp angegeben. Zum
Vergleich sind ebenfalls die Resultate aus dem kosmologischen
Standard-Szenario eingezeichnet (blau).

Zudem wird die m,-Abhangigkeit der Oszillationstemperatur bestimmt. Dazu wird
analog zu Abschnitt 3.1.2 vorgegangen, wobei der Hubble-Parameter durch die
Losungen des zuvor beschriebenen Differentialgleichungssystems gemaf} Glei-
chung 3.66 gegeben ist. H wird mit der Lésung fiir T" interpoliert, sodass sich
eine Funktion H(T') ergibt. Nach numerischer Losung von Gleichung 2.7 ergibt
sich der in Abbildung 3.4 dargestellte Plot, welcher sich ebenfalls auf 5 = 3,
Tenda = 4MeV und T,q = 10° GeV bezieht. Als Referenz wird hier ebenfalls Tysc(m,,)
aus dem kosmologischen Standard-Szenario eingetragen. Der Plot ldsst sich auch
in Anlehnung zum kosmologischen Standard-Szenario interpretieren. Fiirdas NSC
Szenario sind ferner die markierten Regionen relevant, in welchen die Oszillati-
on des Axion-Feldes stattfinden kdnnen. Fiir jede Oszillations-Region weist T
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ein unterschiedliches Verhalten auf. Im Vergleich zum kosmologischen Standard-
Szenario zeigt sich, dass fiir mittlere Werte von m, die Oszillationstemperatur
im NSC-Szenario stets geringer ist. Dies kann dadurch begriindet werden, dass
der Hubble Parameter bei der modifizierten Expansion grofierist als im Standard-
Szenario. Letzteres ergibt sich unter Betrachtung von Gleichung 3.66 durch den
zusédtzlichen Summanden p, in dem Wurzelterm. Ein groBeres H impliziert, dass
die Oszillationsbedingung, Gleichung 2.7, bei gleichen Massen ,,spater® erfiillt
wird und sich Ty zu entsprechend kleineren Werten verschiebt. Fiir sehr gro-
3e Massen bzw. Tys.-Werte gehen die Kurven fiir Standard- und Nicht-Standard-
Szenario ineinander liber. Dies ldsst sich dadurch erkldren, dass die Oszillationen
ab einem bestimmten Punkt vor oder kurz nach T4 auftreten, sodass der Effekt
des groBeren Hubble-Parameters nur marginal ist. Auch fiir sehr kleine T,s.-Werte
gleichen sich die Kurven an, was darauf zuriickzufiihren ist, dass fiir T' < Tenqg
wieder eine Dominanz von pg vorliegt und p, vernachldssigbar ist.
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Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit prasentiert.
Hierbei werden die im letzten Kapitel beschriebenen einzelnen Regionen von mo-
difizierten Expansionsszenarien im Hiblick auf die Axion-Feldoszillationen genau-
er untersucht. Es wird konkret betrachtet, was eine Oszillation in den Regionen
fiir die Dunkle Materie-Produktion bedeutet und welche Schliisse sich daraus fiir
die damit zusammenhangende Axion-Masse m, ziehen lassen. Ziel ist es einen
Parameterraum T4 gegen m, herzuleiten, welcher mit dem experimentellen Wert
derDunkle Materie-Energiedichte korrespondiert. Dabei werden beispielhaft NSC-
Szenarien mit § = 2 und 5 = 3 betrachtet.

4.1 Analytische Resultate

Ziel dieses Abschnitts ist es analytische Ausdriicke fiir die Axion-Masse m,, in Ab-
hangigkeit der freien Parameter des NSC-Szenarios zu ermitteln. Aulerdem wer-
den Grenzwerte fiir m, ermittelt, sodass ein Massenbereich resultiert. Das Vor-
gehen orientiert sich dabei an Quelle [2]. Grundsatzlich miissen zwei wesentliche
Fallunterscheidungen getdtigt werden. Einerseits muss aufgrund der unterschied-
lichen Entropie-Verdiinnung (vergleiche Gleichung 3.65) unterschieden werden,
in welcher Region des NSC-Szenarios die Oszillation des Axion-Feldes stattfindet.
In jeder Region muss zusatzlich beriicksichtigt werden, dass sich das Verhalten
vonm,(T') bei der QCD-Phaseniibergangstemperatur Tocp dndert (vergleiche Glei-
chung 2.6). Falls Tosc groBer als Tocp ist, liegt zum Zeitpunkt der Oszillation noch
ein sehr kleiner, mit abnehmender Temperatur steigender Wert von m, vor. Da
thermische Effekte die Entwicklung der Axion-Masse in dieser Phase beeinflus-

sen, wird im Folgenden auch von der thermischen Axion-Masse gesprochen. Falls
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Tosc kleiner als Ticp ist, oszilliert das Feld bei einer konstanten Masse. In den
folgenden Abschnitten werden die einzelnen Falle im Hinblick auf die zugehorige
Axion-Masse m, naher diskutiert.

4.1.1 Oszillation in Region 1: Strahlungs-Dominanz

In Region 1 liegt eine Dominanz der Strahlungs-Energiedichte vor, wobei eine En-
tropieinjektion zum Standard Modell-Sektorund damit eine Verdiinnung der Axion-
Energiedichte stattfindet [2]. Fiir eine Oszillation des Axion-Feldes in Region 1
muss die Bedingung

Teq < Tosc (4.1)

erfullt sein.

Zur Ermittlung eines Ausdrucks fiir m, in Abhangigkeit der freien Parameter wird
diein dieserRegion erzeugte Gesamtenergiedichte ben6tigt. Nach denin Abschnitt
3.2.1 angefiihrten Uberlegungen muss hierbei der Entropie-Verdiinnungsfaktor
~ beriicksichtigt werden, welcher spezifisch fiir diese Region berechnet werden
muss. Unter Nutzung der Definition nach Gleichung 3.65, sowie der Tatsache,
dass bis T, Entropieerhaltung Sysc = 5. gilt folgt

S se [ R\’ ( T.R )3
_ c _ c c Y el : (42)
e Send Send (Rend) TendRend

wobei im letzten Schritt die Relation fiir die Standard Modell-Entropiedichte aus

Gleichung 3.7 genutzt wird. Unter Verwendung der Gleichungen 3.58, 3.61, 3.62
folgt schlieilich

4-p73/8
Vry [(%) <?qd> ] . 4.3)
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Ausgangspunkt fiir die Bestimmung der Gesamtenergiedichte ist Gleichung 3.64
in welche g, eingesetzt wird. Fiir p,(Tosc) wird die Approximation aus Gleichung
3.24 genutzt. T,sc entspricht dem jeweils betrachteten Fall aus Gleichung 3.6 und
wird in die entsprechenden Funktionen eingesetzt. s(7,s.) wird dabei anhand von
Gleichung 3.7 berechnet und m, entspricht dem betrachteten Fall aus Gleichung
2.6. Nach einigen Rechenschritten kann ein Teil des Ausdrucks als Energiedichte
2, aus dem kosmologischen Standard-Szenario, Gleichung 3.26, identifiziert wer-
den. Im Folgenden wird in Gleichung 3.26 der Fallm, < 3H (Tqcp) als g 3/, und

~

derFallm, 2 3H (Tqcp) als 4,76 bezeichnet. Als Resultat fiir die Energiedichte

~

bei Oszillation in Region 1 ergibt sich schlieBlich

Qstd,—3/2 fur My, S mg,

QRl - Qa TRi = TRy { (44)

Ogd, 776 firm, 2 mg,,

wobei mp, = 3H(Tqep) der Axion-Masse bei Tocp entspricht. Diese ergibt sich
unter Beriicksichtigung von H entsprechend Gleichung 3.3 zu

mp, ~ 107t eV. (4.5)

Hierbei werden die Anderungen in den relativistischen Freiheitsgraden vernach-
lassigt.

Konstante Axion-Masse

Eine Oszillation bei konstanter Axion-Masse liegt vor, wenn Tosc S Tiep- Aus der
allgemeinen Bedingung fiir diesen Fall

Teq < Tosc ,S TQCD (46)

ldsst sich mithilfe der Relation fiir die Oszillationstemperatur aus dem kosmologi-
schen Standard-Szenario ein entsprechender Massenbereich herleiten. Benotigt
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wird somit der hiervorliegende Fall aus Gleichung 3.6. Insgesamt ergibt sich nach
Umformung und Einsetzen der entsprechenden Zahlenwerte ein Massenbereich
von

T 2
4,1-1071%ev - S : 4.
! ¢ <0,1 Gev ) SMe R 4.7)
Nun soll m, in Abhdngigkeit der freien Parameter berechnet werden. Dazu wird
Gleichung 4.4 benétigt, wobei fiir Q, der Fall m, < 3H(Tqep) genutzt wird. Es
ergibt sich

~3/2 4-p73/8
m 4 T. d
Qp. = 0,006 62 a4 — en . 4.8
f 7 ' (5>6MCV) [(ﬁ2> <Teq> ] (4.8)

Dies wird mit dem experimentellen Wert von Qpy = 0,26 gleichgesetzt, sodass
nach m, umgeformt werden kann. Es ergibt sich

Tond \° /0,1GeV >
71070V 9;‘/3( e“d) (0’ Ge ) fiir 8 = 2

T, T
e / TB:N 22 101 Gev\ 9
3-10—8eve43<i) < ) flir3 =3,

’ Tgen Teq b

Die Temperatur Tggy = 4 MeV wird hierim Zuge einer Reskalierung als Vergleichs-
wert fiir T,nq eingefiigt. In Anlehnung an Quelle [2] wird Teng ~ Tggy fiir eine maxi-
male Verdiinnung der Axion-Energiedichte gewahlt. Grundsatzlich werden die Re-
skalierungen fiir die Temperaturen - auch in den folgenden Ergebnissen - durchge-
flihrt, um den Vergleich zu relevanten Temperaturschritte, z.B. Tocp =~ 0,1 GeV, zu
ermoglichen. In manchen Fallen sollen die Vergleichswerte ebenfalls genutzt wer-
den, um einen in der Forschung typischerweise diskutierten Axion-Massenwert
von m, ~ 1071%eV [1] zu reproduzieren. Es wird somit beispielsweise gepriift wie
grof T, sein miisste, damit sich ein solcher m,-Wert ergibt.
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Thermische Axion-Masse

Im Falle der Oszillation bei thermischer Axion-Masse lautet die Bedingung fiir die

Oszillationstemperatur Toep S Tosc. Fiir die Masse gilt damit m, 2 mpg,. Die Be-

dingung fiir die Oszillation in Region 1, Gleichung 4.1, wird mithilfe des entspre-
chenden Falls aus Gleichung 3.6 umgeschrieben. Nach Umformung und Einsetzen

der Zahlenwerte ergibt sich als untere Grenze

T 6
82107 eV = a 4.10
’ € (0,1 Gev) ST (4.10)
Fiir die Masse in Abhdngigkeit der freien Parameter wird analog zur konstanten
Axion-Masse vorgegangen. ), ist hierbei durch den Fall m, 2 3H (Tcp) aus Glei-
chung 3.26 gegeben. Gleichsetzen und Umformen fiihrt auf

T 18/7 10.9Gev\ /7
1,7-10—1%\79}2/7(—9”“) ( e) fir g = 2

T T.
my, ~ e . | . (4.11)
1,2-1077ev ;" (Te”d) (O’IGCV> fr g =3.
7 ‘ Tgen Teq

4.1.2 Oszillation in Region 2: ¢—Dominanz ohne Zerfall

Eine Oszillation des Axion-Feldes in Region 2 impliziert die Bedingung

T, € Tose K Teq. (4.12)

Um aus dieser Bedingung erneut einen Massenbereich herzuleiten, muss Ty fiir
diese Region bestimmt werden. Diese unterscheidet sich von dem Ausdruck aus
dem strahlungsdominierten Universum in Region 1, Gleichung 3.6, da die Expan-
sion durch einen anderen Hubble-Parameter beschrieben wird. Nach der ersten
Friedmann Gleichung, Gleichung 3.1, ist dieser aufgrund der Dominanz von p, ge-
geben durch
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Do
H =~ . 1
\ 303 (4.13)

Nach Einsetzen der vor dem Zerfall giiltigen Gleichung 3.38 kann dies approxi-
miert werden durch

RN\ 82 AL
H = Heq (%) = Heq (T—) , (4.14)
eq

wobei Heq = /peq/3M3. Im letzten Schritt wird die klassische Relation zwischen
Temperatur und Skalenfaktor 7' ~ R~! [11] verwendet, welche giiltig ist, da die
Strahlungstemperatur noch nicht von den Zerfdllen von ¢ beeinflusst wird. Mit
Gleichung 2.7 unter Beriicksichtigung von Gleichung 2.6 ergibt sich mit diesem H
fiir die Oszillationstemperatur in Region 2

Mpm, 2/8
Tosc,RQ ~ o (4~1 5)

Teq Mpmg Toep flirm, 2 mg,.

Hierbei wird zudem verwendet, dass bei T;q der Hubble-Parameter durch Glei-
chung 3.3 approximiert werden kann.

Zur Angabe oberer und unterer Grenzwerte fiir m, muss zudem ein Ausdruck fiir
die Masse beim QCD-Phaseniibergang in dieser Region, mg,, gefunden werden.
Dazu wird Gleichung 4.14 genutzt und bei Ticp ausgewertet. Es folgt

Toeo \** _ Tay (Tacn ™"
— 3 H(Tocp) = 3 H Q S R 4.16
me, ( QCD) eq ( Teq ) Mp Teq ) ( )

wobeiim letzten Schritt Heq wiederum durch Gleichung 3.3 approximiert wird. Ins-
gesamt ergibt sich nach Einsetzen der Werte fiir die betrachteten Félle von 3
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T,
1,2-1071%Vv (ﬁ) fiir 3 =2

MR, ~ (4.17)

1/2
24-107%eV Teq fiir 5 =3
: "\ 107 Gev -

Fiir die Bestimmung der Masse m, wird erneut ein Ausdruck fiir die erzeugte En-
ergiedichte in dieser Region bendtigt. Ausgangspunkt hierfiir ist wiederum Glei-
chung 3.64 mit welcher analog zu Region 1 vorgegangen wird. Der Verdiinnungs-
faktor v entspricht jenem aus Gleichung 4.3. Fiir T,sc wird Gleichung 4.15 genutzt.
Nach Identifizierung eines Teils der Gleichung mit der Energiedichte des kosmo-
logischen Standard-Szenarios folgt als Resultat

( - 2(4-8)
32 36, o2 55 ( )
Qd,—3/2 (Z me—]r{;‘jlp flirm, < mg,
i-p
QR2 — 3 B+8
0 BQ /8 Tend 5(4_[3) Te7q fij >
std,—7/6 \ — 776 urmeg < Mg, .
4 Teq 4
| (o)
(4.18)

Konstante Axion-Masse

Nach diesen Voriiberlegungen soll nun fiir den Fall der konstanten Axion-Masse
ein Massenbereich bestimmt werden. Werden Gleichung 4.12 und die Bedingung
der Oszillation nach dem QCD-Ubergang kombiniert ergibt sich

Tc < Tosc S TQCD- (4-19)

Die rechte Ungleichung Tsc S Tiep ldsst sich erneut iibermpg, in einen Massenbe-
reich umschreiben. In der linken Ungleichung T, < T,s wird fiir die Oszillations-
temperatur derFall m, < mpg, aus Gleichung 4.15 eingesetzt und fiir 7. Gleichung
3.62 genutzt. Insgesamt ergibt sich somit nach Umformung
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B

eq < ( ‘“‘”d) < My < mp,. (4.20)

Mp \ 8= 5 \ Teq

Werden hier die beiden betrachteten Werte fiir 3 eingesetzt, so ergibt sich im Fall
= 2 ein Massenbereich von

T 23 ;o 4/3
1,8-1071ev (Te—”d) (%) <K My < Mp,. (4.21)
BBN
Fir 5 = 3 folgt
T 6/5 T 4/5
5.1-10710ev (T:;il) (104 2eV> K My K MER,. (4.22)

Fiirdie Axion-Masse in Abhdngigkeit der freien Parameterwird die Energiedichtein
Region 2, Gleichung 4.18, bendtigt. Die konstante Axion-Masse impliziert den Fall
mq S mg,. Analog zu den vorherigen Abschnitten wird die Energiedichte mit dem
experimentellen Wert von Qpy = 0,26 gleichgesetzt, sodass nach m, umgeformt
werden kann. Die Abhangigkeit von dem Winkel 6; ergibt sich durch Einsetzen von
Qgd,—3/2- Es folgt schlieBlich fiir beide Félle von 3

551071 eV (%) 0,23 firp=2

BBN
o N (4.23)
3,3-107%eV ( e”d) 0, firg=3
TBBN
Thermische Axion-Masse
Fiir die thermische Axion-Masse lautet die Bedingung an Tys.
TQCD SJ TOSC << Teq (4.24)
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Analog zur konstanten Masse wird hieraus zundchst ein Ausdruck fiirden Massen-
bereich hergeleitet. Unter Verwendung des Falls m, 2 mg, aus Gleichung 4.15
kann die rechte Ungleichung T, < Teq nach m, umgeformt werden. Insgesamt
ergibt sich unabhdngig von

6

/leq T 6
K —9 —38.107%eV £ . 2
My < Mo < Mp TéCD ’ ¢ <0,6 GeV) (4.25)

Zur Bestimmung von m, wird der Fall m, 2 mpg, aus Gleichung 4.18 genutzt. Ein
analoges Vorgehen wie bei der konstanten Masse fiihrt auf

0,1GeV\®" [ Tuna \ /7
3,0-10—1%\7(’ e) (e”d) 07 fiir g =2

a 104 GeV\ " /T, N\ 7 '
1,7-10—9ev< ) ( en ) 017 furp =3,
Teq Tgen

4.1.3 Oszillation in Region 3: »—Dominanz mit Zerfall

Im Folgenden wird die Oszillation in Region 3 betrachtet, in welcher p, weiterhin
dominant ist, jedoch zunehmend in Standard Modell-Strahlung zerfallt. Fiir die
Oszillationstemperatur gilt die Bedingung

Tend << TOSC << TC‘ (4.27)

Zur Ermittlung der Massenbereiche sowie der Ausdriicke fiir m, muss T, bestimmt
werden. Dazu wird der Hubble Parameter bendtigt, welcher der Skalenfaktor Re-
lation aus Gleichung 4.14 entspricht. Dies liegt daran, dass ein Zeitraum zu Be-
ginn von Region 3 betrachtet wird. Um eine Temperaturabhdngigkeit von H her-
zuleiten wird die Entwicklung der Strahlungs-Energiedichte betrachtet. Diese wird
durch Gleichung 3.57 beschrieben. py setzt sich hier aus der Losung vor Beginn
des Zerfalls sowie aus einem Korrekturterm zusammen, welcher den Zerfall be-
riicksichtigt. Da in dieser Region der Zerfall zunehmend relevant wird, kann pp
in guter Naherung durch den Korrekturterm approximiert werden. Der Abfall von
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pr ist zudem allgemein gegeben durch Gleichung 3.4. Durch Gleichsetzen beider
Ausdriicke unter Vernachlidssigung der Anderung der Freiheitsgrade

2T, Reg\"? 2 _,
. - T 4.28
pq(8—6)Heq(R) 30 (4.28)
folgt nach Umformung gemaf Quelle [2]
Re B/2 8 — T4
=1 = b —. (4.29)
R 2 Tendqu

Dieser Faktor geht ebenfallsin den Ausdruck fiirden Hubble-Parameter, Gleichung
4.14, ein, sodass nach Einsetzen die Temperaturabhangigkeit

2 2
TendTeq

H(T) = Heg (8;5) r_ (4.30)

resultiert. Mit diesem Ausdruck ldsst sich auf analoge Weise eine Relation fiir die
Oszillationstemperatur herleiten. Unter Nutzung von Gleichung 2.7 folgt

1/4
(M) fir ma S ma
8 = /8 a ~v 3
T ) (4.31)
osc,Rs3 2mg, Mp Técm Tena " fur 2
i mep.,.
o B ~ MRy

Zudem soll ein Ausdruck fiirdie Energiedichte bei Oszillation in Region 3 gefunden
werden. Ausgangspunkt ist Gleichung 3.64, wobei v zunachst fiir diese Region
bestimmt werden muss. Nach Definition des Verdiinnungsfaktors folgt

YRy = Sosc <Rosc)3: (Tosc)3 (ROSC)B’ (4'32)
Send \ flend Tend Rend
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wobei im letzten Schritt genutzt wird, dass die Standard Modell-Entropiedichte s
durch Gleichung 3.7 gegeben ist. Der R-abhangige Faktor kann weiterumgeschrie-
ben werden: Durch Umformung von Gleichung 4.29 nach dem Skalenfaktor folgt
flr Rosc

end " eq

T (4.33)

2 T2 T2 2/B
]%osc - ]%eq [ } ’

wahrend fiir Renq Gleichung 3.58 genutzt werden kann. Letztendlich ergibt sich fir
den Verdiinnungsfaktor

4 6/8 Tend 24/6-3
7R3:(ﬁ(8—5>> (T) | (4.3

Mithilfe von v, kann die gesamte Energiedichte fiir diese Region bestimmt wer-

den. Dazu wird analog zu Region 2 vorgegangen, d.h. ausgehend von Gleichung
3.64 werden die relevanten Grofien eingesetzt. Letztendlich ldsst sich die Ener-
giedichte aus dem kosmologischen Standard-Szenario identifizieren, welche mit
weiteren Faktoren multipliziert wird. Das Resultat lautet

o\S/8 s T2 35 (4=P)
Qst - 5 —end_ fur a <
d,—3/2 (ﬁ) <maMP) Ma S MR,
Qp, = - 3/8-2/3 (4.35)
B+6 d .
Qstd,—7/6 (8—p3) 2 (W) fir mq 2 mg, .

Konstante Axion-Masse

Im Falle der konstanten Axion-Masse gilt m, < mg,. Zur Ermittlung des korrespon-
dierenden Massenbereiches wird Gleichung 4.27 betrachtet. Diese wird unter Ver-
wendung von Tosc g, aus Gleichung 4.31 zu beiden Seiten umgeformt, wobei fiir
T, Gleichung 3.62 verwendet wird. Fiir die rechte Seite der Ungleichung folgt
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B8

1 2 (Tug\2\ 7
WL —T2 | = (2o 4.36
e < 30 eq<8—B(Teq (4.36)

und fiir die linke Seite ergibt sich nach Umformung

1 8 —
7 () T e 430

Zusammensetzen beider Bedingungen und Einsetzen der Werte liefert fiir 5 = 2

Tona \ T..a \2 [ T 4/3
20-107Hev | == W L 4,6-1071ev [ =2 &4 4.38
7 ‘ (TBBN & Ma S5 ‘ Then 4 GeV ( )

und 5 =3

T d 2 T d 6/5 T 4/5
1.7-107%ev [ =22 0K 3,2-107%v | =22 & . (4.39
’ ¢ (TBBN & Mo <5 "\ Then 10° GeV (4.39)

Um einen Ausdruck fiir die Axion-Masse in dieser Region herzuleiten, wird, vollig
analog zu den vorherigen Abschnitten, die Energiedichte aus Gleichung 4.35 dem
experimentellen Wert Qpy = 0,26 gleichgesetzt. Es ergibt sich schlief3lich nach
Umformung

K]
BBN
Tend

BBN

T,
551071 eV (Te—d) 0> fir3 =2
(4.40)

My

1/2
3,3-109ev( ) 9, fiirp=3.
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Thermische Axion-Masse

Fiir die thermische Axion-Masse gilt m, = mg,. Der Massenbereich ergibt sich
nach Umformung der rechten Ungleichung aus Formel 4.27 zu

Mmp, < Mg < [, (4.41)

wobei fz als

8+

fs = Teﬁq ( 2Te:2nd )8_
P T MpTiep \(8 = BT,

T 10/3 T 8/3
1,3.1o7ev< e”") ( il ) fiir 3 = 2

™

™

. TBBN 103 GeV
a 7 Tend 22/5 Teq B/8 (442)
49-107"eV | — flirps =3
’ © <TBBN> (107 GCV) urﬁ

definiert wird. Der konkrete Wert fiir die Axion-Masse bei Tocp, mg,, folgt aus dem
Schnittpunkt der beiden Falle flir Tosc g, aus Gleichung 4.31. Nach Gleichsetzen
und Umformen ergibt sich

GeV?
Mg, ~2,1-1078eV [ =) (4.43)
Tend

wobei die schwache 3-Abhdngigkeit von Ty g, hier vernachldssigt wird.

Fiir die parameterabhingige Axion-Masse folgt nach analogen Uberlegungen zum
konstanten Fall
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5/2
1,2-107ev (—) 9, firg=2

~
a —

8,7-107%eV (

Tend )4/3 ‘94/3

Tend

BN (4.44)

firg =3.

%
BBN

4.2 Analyse und Diskussion der Ergebnisse

Teq[GeV]

105 i

104 i

103 4

102 4

101 4

100 4
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TDSE = TC

b
b
D D
1} 1}
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w| N

103

10-22

10-20

10-18 10~ 18 10-14 10-12

m; [GeV]

Abbildung 4.1: Darstellung des Parameterraums T, gegen m, fiir 3 = 2. Die blaue
und die rote Kurve geben fiir die entsprechenden 6;-Werte an, wel-
che Wertekombinationen in den markierten Oszillations-Regionen
zu der experimentellen Dunkle Materie Energiedichte Qpy fiihren.
AuBerdem wird der Bereich der primordialen Nukleosynthese mar-
kiert, in welchem das kosmologische Standard-Szenario vorliegt.
Grundsatzlich wird fiir die Ermittlung Teng = 4 MeV gewahlt.
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Die in Abschnitt 4.1 dargestellten Resultate sollen nun interpretiert und diskutiert
werden. In den Abbildungen 4.1 (fiir 3 = 2) und 4.2 (fur 3 = 3) sind die ana-
lytischen Ergebnisse visualisiert. Konkret ist hier der zum entsprechenden NSC-
Szenario zugehorige Parameterraum fiir die Temperatur 7,4 gegen die Masse m,
dargestellt. Derrote bzw. der blaue Graph gibt dabei alle (m,, Teq)-Kombinationen
an, welche zu der korrekten experimentellen Dunkle Materie-Energiedichte Qpy,
fuhren. Der Parameterraum ergibt sich dadurch, dass fiir einen bestimmten Be-
reich von T¢q-Werten jeweils die zugehorigen m,-Werte aus den analytischen Aus-
driicken fuir jeden Fall (vergleiche Abschnitt 4.1) ermittelt werden. In jedem Schritt
wird fiir die einzelnen Massen gepriift, ob diese innerhalb des fiir ihren Fall ange-
gebenen Massenbereiches liegen. Ist dies bei einem bestimmten T¢, fiir ein m,
derFall, so wird diese Masse als zu dieser Temperatur zugehdrige Losung genutzt.
Grundsatzlich wird hierbei Tong = 4 MeV gewadhlt. Der initiale Winkel 6; wird je-
weils auf einen festen Wert gesetzt, wobei hier explizit die Félle #; = 0,5 (blauer
Graph) sowie 6; = 7/+/3 (roter Graph) betrachtet werden. Die Graphen fiir diese
Falle sind in den Abbildungen 4.1 und 4.2 dargestellt, wobei sie auch als Grenzen
eines von ihnen eingeschlossenen Bereiches aufgefasst werden kénnen, welcher
mit den im Intervall [0,5; 7/+/3] liegenden 6;-Werten korrespondiert. Generell fiihrt
jederPunktinnerhalb des eingeschlossenen Bereiches auf den korrekten Wert von
Qpowm. Die Regionen links des korrekten Parameterbereiches fiihren auf eine zu ho-
he Dunkle Materie-Energiedichte, wohingegen die Regionen rechts davon nur ei-
nen geringeren Anteil des tatsachlichen Wertes liefern [2].

Abgesehen davon sind in den Abbildungen Grenzen eingezeichnet, welche die
einzelnen Oszillations-Bereiche markieren: Die orangene Linie, Tosc = Teq, SOWie
die griine Linie, T,sc = T., grenzen die jeweilige Oszillations-Region ein, d.h. der
Bereich unterhalb der orangenen Linie entspricht Region 1, der Bereich zwischen
orangener und griiner Linie entspricht Region 2 und der Bereich oberhalb der grii-
nen Linie entspricht Region 3. Die schwarze Linie, Tosc = Tqcp, markiert jeweils
die Grenze zwischen den Bereichen in denen eine Oszillation bei konstanter und
eine Oszillation bei thermischer Axion-Masse vorliegt. Diese ergibt sich fiir jede
Region aus den entsprechenden Massen beim QCD-Phaseniibergang, mg,, mg,
und mpg,. Links der schwarzen Linie liegt jeweils der Fall einer konstanten und
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rechts der schwarzen Linie der Fall einer thermischen Axion-Masse vor. Ebenfalls
eingezeichnetist der Parameterbereich des kosmologischen Standard-Szenarios,
welcher bei kleinen T,q-Werten mit Toq < 4MeV = Tggy einsetzt. Nach dem Ein-
setzen der primordialen Nukleosynthese kann - wie bereits erwdhnt - ein NSC-
Szenario ausgeschlossen werden. Der Parameterbereich ergibt sich in diesem Fall
durch Gleichsetzen des Falls m, 2 3H (Tcp) aus Gleichung 3.26 mit dem experi-
mentellen Wert Qpw und anschlieBender Umformung nach m,. Der resultierende
Ausdruck ist unabhdngig von T4 innerhalb des Bereiches der primordialen Nukle-
osynthese gilltig.

Die Parameterrdume sollen nun beginnend beim Fall 5 = 2 ndher analysiert wer-
den. Dabei wird unter anderem fiir jede Region anhand des Plots abgeschatzt,
was die kleinsten m,-Werte sind, welche zu der korrekten experimentellen Dunkle
Materie-Energiedichte fiihren. Wird in Abbildung 4.1 zundchst Region 1 betrach-
tet, so zeigt sich, dass fiirden betrachteten oben genannten Winkel-Bereich keine
Lésungen fiir den Fall der konstanten Axion-Masse gefunden werden. Es sei er-
wahnt, dass solche Losungen prinzipiell existieren konnen wenn Winkel 6; < 0,5
betrachtet werden. Analoges gilt hier fiir den Fall der thermischen Axion-Masse in
Region 3, fiir welchen im betrachteten Winkel-Bereich ebenfalls keine Losungen
existieren. Diese sind im Falle 6, > 7r/\/§ moglich. Fiir den thermischen Fall in Re-
gion 1 wird eine Losung gefunden. Die Angaben der kleinsten Massen beziehen
sich im Folgenden stets auf den Winkel 6; = 0,5. Fiir Region 1 bei thermischer
Axion-Masse betrdgt diese

me ~ 51071 eV (4.45)

bei einer Temperaturvon Tyq ~ 2 - 107! GeV.

Fiir Region 2 verlauft der Parameterbereich sowohl durch den Teil konstanter als
auch thermischer Masse. Die jeweils kleinsten Massen betragen im Falle der ther-
mischen Axion-Masse

m, ~2-1071 eV (4.46)
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fir Teq ~ 4 - 107! GeV und bei konstanter Axion-Masse

me ~ 4-10711eV (4.47)

fir Toqg ~ 5 - 10~ GeV. Fiir groBerer Temperaturen als letzteres Teq verharrt my,
konstant bei m, ~ 4 - 10~ eV, d.h. in Region 3 bei konstanter Axion-Masse liegt
dieser Wert ebenfalls vor.
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Abbildung 4.2: Darstellung des Parameterraums T, gegen m, fiir 3 = 3. Die blaue
und die rote Kurve geben fiir die entsprechenden 6;-Werte an, wel-
che Wertekombinationen in den markierten Oszillations-Regionen
zu der experimentellen Dunkle Materie Energiedichte Qpy fiihren.
AuBerdem wird der Bereich der primordialen Nukleosynthese mar-
kiert, in welchem das kosmologische Standard-Szenario vorliegt.
Grundsatzlich wird fiir die Ermittlung Teng = 4 MeV gewahlt.

Fiir 5 = 3 wird Abbildung 4.2 ndher betrachtet. Wie auch bei § = 2 zeigt sich
hier, dass fiir den betrachteten Bereich der §;,-Werte keine Lésungen im Falle der
konstanten Axion-Masse in Region 1 sowie im Falle der thermischen Axion-Masse
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in Region 3 existieren. Hier kann somit nicht die korrekte Energiedichte der Dunk-
len Materie erzeugt werden. Die Ermittlung der kleinsten Axion-Massen pro Region
liefert fiir den thermischen Fall in Region 1

my,~1-107%eV (4.48)

flir Teq ~ 4 - 107! GeV. Fir Region 2 ergeben sich bei thermischer Axion-Masse

me ~1-107%eV (4.49)

fir Teq ~ 2 - 10° GeV und bei konstanter Axion-Masse

me ~2-107%eV (4.50)

fir Toq = 4-10° GeV als kleinste Massen. Auch hierverharrt m,, fir Teq > 4-10% GeV
konstant bei m, ~ 2-107? ¢V, was sich in Region 3 fiir den Fall der Oszillation bei
konstanter Masse fortsetzt.

Die zuvor fiir 5 = 2 und § = 3 ermittelten kleinsten Massen m, in den verschiede-
nen Regionen kénnen mit einem typischerweise diskutierten Wert m, ~ 10719 eV
[1] verglichen werden. Es zeigt sich, dass bei Betrachtung eines NSC-Szenarios
mit 3 = 2 kleinere Werte fiir m, der Gréenordnung O(10~ eV) gefunden wer-
den konnen. Diese liegen in jeder der oben betrachteten Oszillations-Regionen
vor (vergleiche Gleichungen 4.45, 4.46 und 4.47). Die Werte sind dabei an die
Bedingung gekoppelt, dass durch sie die gesamte Dunkle Materie-Energiedichte
Qpw erzeugt wird. Fiir 8 = 3 liegen die m,-Werte in allen Regionen bzw. fiir alle
T.q-Werte oberhalb einer typischen Axion-Masse von m, ~ 10~ eV.

Bei Betrachtung der Ergebnisse aus Abbildung 4.1 und Abbildung 4.2 fallt auf,
dass es in Region 2 beim Wechsel zwischen thermischer und konstanter Axion-
Masse zu einer Diskontinuitat bzw. einem Sprung kommt. Dieser kann darauf zu-
riickgefiihrt werden, dass in den analytischen Rechnungen die Anderungen in den
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59 4 Ergebnisse

Freiheitsgraden ¢,(7") und g.s(7") vernachldssigt werden. Bei Betrachtung der Ent-
wicklung der Freiheitsgrade im Temperaturverlauf (vergleiche Abbildung 4.3) zeigt
sich, dass vor allem in einem Bereich zwischen T = 10°GeV und T = Tqcp star-
ke Anderungen in ¢, und g, auftreten, welche durchaus Einfluss auf die Axion-
Masse in diesem Bereich haben kénnten. Vor diesem Hintergrund ist davon aus-
zugehen, dass die ermittelten Parameterbereiche in den verschiedenen Regionen
grundsatzlich leichte Verschiebungen im Vergleich zu den tatsdachlichen Werten
aufweisen. Fiir den Fall 5 = 3 zeigt sich in Abbildung 4.2 ebenfalls eine Diskon-
tinuitdt beim Ubergang zwischen Region 1 des NSC-Szenarios und dem Bereich
des kosmologischen Standard-Szenarios. Auch hier konnen die Freiheitsgrade als
mogliche Ursache in Erwdgung gezogen werden. Allerdings sind in diesem Fall
auch andere Ursachen moglich, welche mit dem analytischen Verfahren des kos-
mologischen Standard-Szenarios zusammenhangen konnen. Diesbeziiglich kdn-
nen weiterfiihrende Untersuchungen empfohlen werden.
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Abbildung 4.3: Darstellung der relativistischen Freiheitsgraden g, (blau) und g,s
(orange) als Funktion der Temperatur. Eingezeichnet ist ebenfalls
der QCD-Phaseniibergang bei Tocp. Die Datengrundlage liefert
Quelle [12].
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Anhand der geschilderten Aspekte kann geschlussfolgert werden, dass die analy-
tische Methode lediglich zurapproximativen Ermittlung des Parameterraums dient
und insbesondere durch die Vernachlidssigung der Anderung in den Freiheitsgra-
den keine exakten Ergebnisse liefern kann. Weiterfiihrend kann empfohlen wer-
den den Parameterraum mithilfe numerischer Methoden zu bestimmen. Diese kdnn-
ten beispielsweise auf demselben Verfahren basieren, welches fiir die Ermittlung
des Parameterraums 6; gegen m, im kosmologischen Standard-Szenario (verglei-
che Abschnitt 3.1.2) vorgeschlagen wird. Der Vergleich zwischen beiden Metho-
den konnte Aufschluss liber die tatsdachlichen Abweichungen des hier ermittel-
ten analytischen Parameterraums geben und zeigen, fiir welche Bereiche von m,-
bzw. Teq-Werten dieser genauere oder ungenauere Ergebnisse liefert.

60



Schlussfolgerung

Im Bezug auf die vorangegangenen Analysen und Diskussionen zur Produktion
von axionischer Dunkler Materie konnen folgende zentrale Resultate dieser Arbeit
festgehalten werden: Im Bezug auf das kosmologische Standard-Szenario wird
im analytischen Verfahren ein Ausdruck fiir die Gesamtenergiedichte der Dunklen
Materie hergeleitet. Dieser hdangt von den freien Parametern des Modells, dem
initialen Winkel 6; und der Axion-Masse m,, ab. Bei der numerischen Betrach-
tung des Standard-Falls wird zundchst das Verhalten der Oszillationstemperatur
Tys flir unterschiedliche m,-Werte ermittelt. Hierbei zeigt sich, dass je grofier m,
ist, eine entsprechend hohere Oszillationstemperatur vorliegt. Dies ldsst sich an-
hand der friiher erfiillten Oszillationsbedingung, Gleichung 2.7, erklaren. Ferner
wird mit numerischen Methoden ein Wertebereich fiir die freien Parameter ermit-
telt, welcher mit dem experimentellen Wert der Dunkle Materie-Energiedichte Qppn
korrespondiert. Ein Vergleich zu den Resultaten aus dem analytischen Verfahren
offenbart die hohere Genauigkeit der Numerik im Bereich grof3er 6;-Werte. Die Ur-
sache dafiir ist, dass die Axion-Bewegungsgleichung im numerischen Verfahren
exakt implementiert und geldst wird. Das bedeutet, dass im Gegensatz zum ana-
lytischen Ansatz keine Approximationen genutzt werden, welche nur im Bereich
kleiner Winkel giiltig sind. In diesem Kontext wird ebenfalls diskutiert, ob die hier
dargestellte numerische Methode genauer als jene aus Quelle [2] ist.

AnschlieBend folgt die Untersuchung modifizierter Expansionsszenarien. Fiir den
analytischen Teil kann das Verhalten der Energiedichten pr und ps durch ndhe-
rungsweises Losen von zwei gekoppelten Boltzmann-Gleichungen (Gleichungen
3.40 und 3.41) ermittelt werden. Die Losungen setzen sich hierbei aus der klas-
sischen, vor dem Zerfall des Feldes ¢ giiltigen Skalenfaktor-Abhangigkeit sowie
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einem Korrekturterm zusammen, welcher den Zerfall beriicksichtigt. Anhand des-
sen werden Ausdriicke fiir wesentliche Temperatur- bzw. Skalenfaktorschritte des
NSC-Szenarios (z.B. T,) ermittelt. Dies legt die Basis fiir die spatere Bestimmung
der Grenzwerte fiir m, in den einzelnen Oszillations-Regionen. Zudem wird der
Einfluss des NSC-Szenarios auf die Produktion axionischer Dunkler Materie unter-
sucht. Dabei wird, aufgrund nicht mehr geltender Entropieerhaltung, eine Verdiin-
nung der Energiedichte p, festgestellt, welche durch einen Faktor v beschrieben
wird. Durch die numerische Betrachtung des NSC-Szenarios ist eine exakte Be-
schreibung des Verhaltens von pr und p, moglich. Das Verfahren basiert auf der
exakten Losung der Boltzmann-Gleichungen. Auch fiir den Fall der modifizierten
Expansion wird die Oszillationstemperatur T, in Abhdngigkeit von m, betrach-
tet. Im Vergleich zum kosmologischen Standard-Szenario ergibt sich im NSC-Fall
fur mittlere m,-Werte eine abgesenkte Oszillationstemperatur, wahrend fiir sehr
grofRe und sehr kleine m,-Werte die Falle ineinander ibergehen. Die Unterschie-
de konnen anhand des gréfBeren Wertes fiir H bei einer modifizierten Expansion
erklart werden.

Zuletzt wird die Produktion axionischer Dunkler Materie fiir Feldoszillationen in
den unterschiedlichen NSC-Regionen betrachtet. Es wird gezeigt, dass sich die
Axion-Masse anhand der Bedingungen fiir die Oszillationstemperaturauf bestimm-
te Bereiche eingrenzen lasst. Diese sind spezifisch je nachdem welche Region und
welcher Fall, d.h. konstante oder thermische Axion-Masse, betrachtet wird. Zen-
tral sind ebenfalls die mit der gesamten experimentellen Energiedichte Qpy ver-
bundenen Axion-Massen. Auch diese sind fiir die einzelnen Falle spezifisch, da
sich fiir Feldoszillationen in den einzelnen NSC-Regionen unterschiedliche Resul-
tate fiir die produzierte Dunkle Materie-Energiedichte ergeben. Letztendlich kann
mithilfe der Massenbereiche und der Ausdriicke fiir m, ein Parameterraum T¢, ge-
genm, ermittelt werden. Dieser gibt fiir feste Winkel 8, an, welche Werte der freien
Parameter zu Qpp fiihren. Die genauere Analyse der Parameterraume im Hinblick
auf die kleinsten Massen zeigt, dass ein NSC-Szenario mit 8 = 2 kleinerer Werte
flir m, im Vergleich zu typischerweise diskutierten Massen liefert. Es kann dabei
eine GroBenordnung von O(10~ eV) erreicht werden.
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Im Rahmen der Diskussion der Parameterrdume T, gegen m, wird festgehalten,
dass die zugrundeliegende analytische Methode nur zu approximativen Zwecken
genutzt werden kann. Dies zeigt sich anhand von Diskontinuitdten im Verlauf des
Parameterbereiches, welche auf nicht vernachldssigbare Anderungen in den re-
lativistischen Freiheitsgraden zuriickgefiihrt werden konnen. Weiterfiihrend wird
die Ermittlung des Parameterraums mit numerischen Methoden vorgeschlagen.
Abschliefend kann jedoch festgehalten werden, dass auch das analytische Ver-
fahren eine Anndherung an mogliche Axion-Massenbereiche zuldsst und insbe-
sondere in Bezug auf die GroBenordnung konsistente Ergebnisse liefert. Das Ziel
dieser Arbeit, die Produktion axionischer Dunkler Materie in modifizierten Expan-
sionsszenarien genauer zu verstehen und Schliisse inshesondere auf die Axion-
Masse zu ziehen, kann somit im Allgemeinen als erfiillt angesehen werden. Den-
noch bietet sich fiir exaktere Ergebnisse eine weiterfiihrende Untersuchung der
Thematik an.
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