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1 Einfiihrung

1.1 Aufbau und Wirkungsweise eines TEM

Y Quelle
<> Kondensor
‘ Objekt
Objektiv

—] ——— Objektivapertur

Zwischenbild

Projektivlinse

Endbildebene

Die Quelle (auch: Elektronenkanone, ,gun“) besteht aus einer Kathode und einer Be-
schleunigungsstruktur, die mit der Anode endet.

Als Kathode wird iiblicherweise verwendet

a) thermische Kathode: Wolfram oder LaBg

thermische Emission

b) Feldemissions-Kathode: Wolfram
Tunneleffekt (UHV erforderlich)



Energiebreite: typische Werte schwanken zwischen 0,2 eV fiir Feldemissionskathoden und
2eV fiir thermische (W) Kathoden.

Wichtige Kenngrofie: Richtstrahlwert R = Fléiche-RauSrgv?/{?lkelelement

Einheit: A/ (m2sr).

Bei konstanter Elektronenenergie kann der Richtstrahlwert nie vergroflert werden.

Fiir manche Anwendungen bendétigt man sehr hohe Stromdichten j bei kleinem Raum-
winkel der Beleuchtung Q2 . Wegen j = R{)g braucht man dann eine Quelle mit hohem
Richtstrahlwert.

Typische Richtstrahlwerte bei 100 keV (Extremwerte):

R =10°A/(m?sr) bei thermischen Wolframkathoden

bis 2 - 10 A/(m?sr) bei Feldemissionskathoden.

Genaueres iiber Kathoden und auch sonstige geritetechnische Aspekte findet man im
Buch von Reimer.

Merke: Bei Kathoden ist der Richtstrahlwert die fiir die Elektronenmikroskopie wichtige
Kenngrofe, nicht etwa der emittierte Gesamtstrom.

Es folgen Elektronenlinsen. Das sind Spulen, durch deren Magnetfeld der Elektronenstrahl
fokussiert wird. Eine Anderung des Stromes in der Spule bewirkt eine Anderung des
Magnetfeldes und damit der Brennweite.

— Unterschied zum Lichtmikroskop

Linsenlagen Brennweite
Lichtmikroskop variabel fest
Elektronenmikroskop fest variabel

Kondensor: sorgt fiir die Beleuchtung. Heute meist mehrere Linsen, um die Grofle des
ausgeleuchteten Bereichs und den Beleuchtungswinkel unabhéingig voneinander variieren
zu kénnen.

Einzelheiten: Beschreibung des jeweiligen Mikroskops.



Es ist zwar vielleicht miithsam, nichtsdestoweniger aber sinnvoll und nétig, sich mit dem
Strahlengang im Mikroskop (auch dem Kondensor) zu befassen.

Objektivlinse: Erzeugt ein vergroflertes Zwischenbild des Objekts.

Dieses Zwischenbild wird durch mindestens eine nachfolgende Zwischenlinse (im Schema
nicht gezeichnet) und das Projektiv in die Endbildebene vergrofiert.

Maximale Gesamtvergréferung: 5 - 10° — 108 .
(Mehr wire wegen der heutigen Auflosungsgrenzen auch nicht sinnvoll).

Fiir uns wichtig: 1. Vergréflerungsstufe (V' ~ 20—50), denn dort sind Beugungsphéinomene
wesentlich.

Die NachvergréBerung kann strahloptisch beschrieben werden (wie Lichtoptik).



Der Abbildungsstrahlengang

(sekundares)

primares Bild

o "Bild"
(Beugungsmuster)

Hauptebene
Linse

Strahlen gleicher Neigung treffen sich in der hinteren Brennebene in einem Punkt (Strah-
len werden sozusagen nach Richtungen sortiert).

Danach entsteht ein umgekehrtes Zwischenbild.

Nach Abbe bezeichnet man das Beugungsmuster als ,,priméres Bild“; das reelle Bild als
,sekundires Bild“.

Bisher: Geometrische Optik (Strahlengéinge)
Jetzt: Wellencharakter beriicksichtigen.

Dazu fiir Elektronen eine Vorbemerkung:



1.2 Die Schrodingergleichung

Elektronen, Neutronen und andere Teilchen zeigen Interferenzerscheinungen (z.B. Beu-
gung), die nicht mit dem klassischen Teilchenbild erklirt werden konnen. De Broglie
postulierte 1924 die Existenz von ,,Materiewellen“, deren Wellenldnge durch

A= % mit p=mv Impuls des Teilchens

h Plancksches Wirkungsquantum

gegeben ist.

Definitionen: i = 4
k= QTW Wellenzahl(Achtung, nicht %)
p="2%=nhk

p=hk  k Wellenzahlvektor

Der Wellenzahlvektor steht senkrecht auf den Wellenflichen und zeigt in Ausbreitungs-
richtung.

Die Grundgleichung fiir die nicht-relativistische Bewegung eines Teilchens in einem Po-
tential ist die Schrodinger-Gleichung. Sie lautet in ,,Ortsdarstellung*
oV h?

i = HU = — AT .
ih 5 5 + V()

T QPT O

AT i
0x? + 0y? * 072

Ansatz: (7, t) = () exp{—iwt}
hw E Energie

—B2
%Ai/} +V(r)y = Ey

Dies ist die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung.



Mit k2 = 2%@]5 (folgt aus E = %'vz =L

und

folgt

Ay + [k = UM v =0.

Fiir ein freies Teilchen ist U = 0, also
A+ k*p = 0.

Durch ¢(7) = C exp{ik7} wird ein Elektron mit dem Impuls 7 = hk beschrieben.

Die Wellenfunktion v (7) enthilt alle Information iiber das Teilchen. Sie ist eine Wahr-
scheinlichkeitsamplitude. Thr Betragsquadrat |1 (7)|? ist ein Maf$ fiir die Wahrscheinlich-
keit, das Elektron am Ort 7 anzutreffen.

Achtung: Die Wellenfunktion v selbst ist nicht mefbar. Sie erlaubt jedoch, Erwartungs-
werte fiir MeBgroflen zu berechnen. Beispielsweise ist der Erwartungswert der Teilchen-
Stromdichte (FluBdichte) durch die Beziehung

J07) = o[y grad "~ “grdd )
gegeben.
. _of _of  _of
grad f = €5 + eya—y + €y,
Beispiel:
1 = - h 1

V: Volumen N,: Teilchendichte (= Anzahl/Volumen)



Die z-Komponente der Fluldichte ergibt sich zu

ih [ oyt o
om V8, Ve

J. =
Beispiel: ¢(7) = exp{ikz}f(x,y)
jo = 2@ ) =y = veol)

o(7): Wahrscheinlichkeitsdichte = Erwartungswert fiir die ortsabhéingige Teilchendichte.

Vergleich mit der Lichtoptik:

Wellengleichung fiir die elektrische Feldstéirke E(7) :

Vakuum: p.€, = =

Mit dem Ansatz E(7,t) = E(F) exp{—iwt}

erhalten wir AE + pew’E =0,

wobei im allgemeinen Fall ;4 und € vom Ort 7 abhéngen kénnen. Fiir p = p,, € = ¢, gilt

C

~
k2

Diese DGL hat die gleiche Struktur wie die zeitunabhingige Schrodinger—Gleichung. Da-
her kénnen auch Lésungsverfahren und Lésungen der klassischen Wellenoptik auf die
Quantenmechanik iibertragen werden. Das hat dazu gefiihrt, das die Begriffe der Optik
auch in der Quantenmechanik verwandt werden.

Bsp.: seine ebene Elektronenwelle“ bedeutet ,ein Elektron, das durch die Wellenfunktion
exp{ik7} beschrieben wird“ m.a.W. jein Elektron mit dem Impuls 7= hk“.



shnlich: Schwiirzung einer Photoplatte F(I); Intensitiit I ~ E2(7)
Elektronenmikroskopie: Schwirzung f(j,), 7, ~ [1(7)|? deshalb lax |1 (7)[? , Intensitét®.
Man beachte aber die vollig andersartige Bedeutung

(7) keine Mefigrofle, sondern Wahrscheinlichkeitsamplitude

(0
E(7) MeBgrofle



1.3 Theorie der Beugung

Erinnerung an Physik-Grundvorlesung: Beugung am Gitter

o

gestaucht——

einfallende
ebene Welle

Von jeder Offnung gehen Elementarwellen aus (Huygenssches Prinzip).

Im Aufpunkt P iiberlagern sich diese, wobei Elementarwellen benachbarter Spalte sich
um die Phase Ap = kAz = 2* d sin o unterscheiden. Fiir Ap = 27n(n = 0,+1, £2, ....)
wird die Amplitude maximal. Fiir den Winkel «, der n.ten Beugungsordnung gilt

>

— | sina, =n- 4

Definition: Transmissionsfunktion 7'(z, y)

¢T($,y) - T(.T,y) we(xayaz)
—— ~———
transmittierte Welle einfallende Welle

Hier und im folgenden werden wir Wellenfunktionen in einer festen Ebene mit einem
groflen Index (hier: 7' ) kennzeichnen und dabei die z—Koordinaten im Argument weglas-
sen.



Wir unterscheiden:

i) Amplitudengitter
Die einfallende Welle wird mehr oder weniger geschwicht.
Fiir Amplitudengitter ist 0 < T'(z,y) < 1.
(im Beispiel 0 oder 1).

ii) Phasengitter
Keine Schwichung der einfallenden Welle, aber Phasenschiebung. |7(z,y)| =1

T(x,y) = & ¢y

hier: ¢ =¢, oderd, +k (-1 )h
Bei variabler Dicke h(x,y)
d(xy) =k (n -1)h(xy) 4,

Anmerkungen:

- Es gibt auch allgemeinere Gitter, die sowohl schwichen als auch die Phase schieben:

T(z,y)eC

- Die Definition der Transmissionsfunktion bedeutet, dafi ¢r(x,y) nur von z und
y abhingen darf. Damit wird die seitliche Ausbreitung innerhalb des Gitters ver-
nachléssigt. Dies geht nur fiir hinreichend diinne Gitter.

Wir werden spéter T'(z,y) fiir elektronenmikroskopische Préparate berechnen!

10



Quantitative Beschreibung von Beugungsphdnomenen durch Anwendung des Huygens-
schen Prinzips:

Objekt
P:(Xy,2)
r P P (x\y,z)
Pl
SX 1'8y |
z' z
T(x",y")

Die einfallende Welle ¢ (z',y', 2') wird durch das Objekt modifiziert. Unmittelbar hinter
dem Objekt ist die Amplitude durch

we(xla yla Z,)T(xla yl) = wT(l‘,: y,)
gegeben.

Frage: Amplitude im rechten Halbraum?

Huygens: Von jedem Punkt der Ebene gehen Elementarwellen aus

Gesamtwelle = 3 Elementarwellen

— Kirchhoffsches Beugungsintegral

11



1
by )= [ v@yi?) Ty
einfallende Welle = Transmission des Objekts

Amplitude nach Objekt ¢ (z',y")

1k
exp{ikr} cosd da'dyf
r ——
~ 1 fiir kleine Winkel
Elementarwelle

r >> )\ angenommen, r = \/(:v -2+ (y—y)?+ (2 —2')?
J: Integral iiber Objektebene

Mathematische Herleitung mittels Greenscher Funktion (Sommerfeld, Bd. IV, oder Good-
man).

Wir setzen a = z — 2’ und nehmen an, dafl @ >> Abmessungen des Objekts.

Elektronenmikroskopie: Durchmesser des beleuchteten Bereichs: Qca.1p
Abstidnde a mehrere mm.

Daher darf im Nenner r = a gesetzt werden.

Beim Exponenten miissen wir jedoch vorsichtiger sein, da hier kr = 2{7“ steht und somit
alle Verdinderungen mit der Wellenldnge A gemessen werden.

Daher: Entwicklung der Wurzel fiir a> >> Rest

12



,Fresnel-Ndherung*

Einsetzen in das Beugungsintegral liefert die Fresnelsche Beugungsformel

Y(x,y,2) = SEL [ (oo, )T y) exp {ig|(z — &) + (y — )2} da'dy’

Yr(z',y")

Darauf basiert die gesamte Abbildungstheorie.

Die rechte Seite ist ein zweidimensionales Faltungsintegral.

frg=1 @) -)da.

Ausmultiplizieren des Exponenten liefert die alternative Form

xp {ik k
Y(z,y,2) = %exp{i%(ﬂiuy?)}-

k k
. /Epe (2',y, 2T (', y'lexp {i%[aj'? + y'Q]} exp {—ia(ajx' + yy')} dz'dy’.
b (z'y')

Diesen Ausdruck kann man als Fouriertransformation des Produkts der ersten drei Fak-
toren auffassen.

Anmerkung: Das Produkt ¢ (', y', 2')T(2', y") = ¥ (2',y') ist die Amplitude unmittelbar
hinter dem Objekt. Mit dieser Ersetzung gilt die Beugungsformel auch dann, wenn das
Objekt nicht durch eine Transmissionsfunktion beschrieben werden kann.

Wir kénnen nun bei vorgegebenem t¢r(x,y) die Wellenfunktion rechts der Halbebene
berechnen.

Anmerkung: Selbst bei einer einfachen Blende wird . (z',4', 2') in der Ndhe des Randes
beeinflufit.

13



Im Grenzfall sehr groBer a (Fernfeld, a >> 5 (2 +y")mqs ) erhalten wir die Fraunhofersche
Beugungsformel.

V(w,y,z) =B exp {ik (2 +y?)} [ ve(a,y, 2)T (@, y) -exp { =ik (22’ + Ly) } da'dy
wT(‘mrlayl)
— W exp {Z%(;EQ + y2)} @T(q:u Qy)a

wobel U7 (qa, gy) = [ Yr(a',1/) eXp{-l—l(qzx + q,y')}da'dy’ die zweidimensionale Fourier-

transformation und ¢, = —kv¥, = —k%,q, = —kv, = —k% ist. Hierbei sind ¥,,7, die
Streuwinkel .
Anschaulich:

X‘

P
Ix
Xl
VA

by, 2) = expE\sz‘} /q/} ' y") - exp {—ik(z'sin 9, +y'sin 9,)} dz'dy’
AT

Wir haben zusétzlich die Kleinwinkelndherung sinid = 19 eingefiihrt. Mit ¢, = —k sin 9,
gy = —k sin ¥, erhalten wir die auch fiir grofle Streuwinkel giiltige Beziehung

7 A
w(xayaz) = % wT (QmaQy)

14



2 Elektronenstreuung

Wir wollen nun die Wechselwirkung der Elektronen mit dem Objekt beschreiben. Dabei
betrachten wir nur elastische Streuprozesse.

2.1 Die Hochenergie-Ndherung

Genaueres: R. J. Glauber, High-Energy Collision Theory, in: Lectures in Theoretical Phy-
sics (Interscience, 1959), 315-414.

Das Objekt wird charakterisiert durch sein Potential V' (7) .

Beispiel: Atom

Das einfallende Elektron wird durch das Feld beschleunigt. Wir nehmen an, daf
E >> |V (7)| (daher: Hochenergie-Néherung). Dann fliegt das Elektron fast gerade durch

das Potential, jedoch &ndert sich der Impuls p(7) = \/ 2m(E — V(7)) . In halbklassischer

Betrachtungsweise dndert sich damit auch die Wellenzahl k(7) = %\/ 2m(E — V(7)) . Das
Elektron erfahrt durch das Objekt eine zuséitzliche Phasenschiebung

o(z,y) :/_o:o[k(ac,y,z) — koldz = ko/_o:o (\/1 — @ — 1) dz =

~ ;_3/_2 V(7)dz
————

in Richtung der opt. Achse projiziertes Potential

Dabei haben wir benutzt

15



ko _
2F

1 /2m2 1 T
— = — /1 - ~1— =
om\ mv2 ~ v’ T 2

Die Integrationsgrenzen heiflen: iiber den gesamten Potentialbereich, bei einem Atom also
etwa von —2 A bis +2 A vom Kernort.

Hieraus erhalten wir die Transmissionsfunktion

T(z,y) = exp {— 7 %%

V(z,y, z)dz} Hochenergie-Niherung

In der Hochenergie-Ndherung wirkt der Streuer wie ein Phasenobjekt.

Beleuchten wir axial (mit einer ebenen Welle exp{ikz}) so erhalten wir in grofler Ent-
fernung vom Streuzentrum im wesentlichen die Fouriertransformierte der Transmissions-

funktion (Kap. 1.3) .

V(z,y,0) =

wobei

ist. Einsetzen liefert mit

b (

k

—in{lka} exp {22—(:162 + %)
a

i bor @

7= _k[xé' + y&,)
q= a T yy

-

! =4 ! =
0 =x€e;+yey

D = [ er(@") explide'}do 'dy’

16



Beispiel: Rotationssymmetrisches Potential V' (r)

vr(q) = /@ N / " [exp{—hiv / TV, Z)dZH exp{igo'cosp}dpd'dd

— o0

= 2n [* oo -2 [T Vie.2i}] Ltae)ead

—Q

Es bleiben also die Integrationen iiber z und o' durchzufiihren.

Haufig wird eine weitere Néherung durchgefiihrt, wobei man die Phasenschiebung
o(z,y) = =75 2% V(z,y, 2)dz als klein gegen 1 annimmt.

Schwaches Phasenobjekt: lo(z,y)| << 1

Daraus erhalten wir

17 0o
T ~1——
@y~ [ Vi, 2)d

und )
U@ = 4w -5 [ [T View. ) explizehd:
= 4n%(g) — % [ V@) exptia}ae
= (@) - -V (@,
wobei v (@) = [V (7) exp{iqr}d®7 und 7 = g+ z€, ist.

Es ist o = ¢, da ¢, = 0 und 6(¢) = 6(g,)d(qy)-

17



Anmerkung:
Fiir [o(z,y)— ¢ | << 1 kann

explio(e,y)} =expli ¢} - explilo(n,y)— 21} ~ expli @} {1 +ilp(,0)- 7]}

entwickelt werden, wobei ¢ eine mittlere Phasenschiebung ist.

Fiir rotationssymmetrische Potentiale ist
e8] T 27
v (q) = / / / V (r) exp{iqr cos 9}dp sinddIrdr
r=0 J9=0 Jp=0

0o 1
= 27T/r:0 V(r) /6—1 exp{iqré}déridr

4 )
= ?ﬁ V(r)sin(qr)rdr
0

& =cost dE = —sinddd
Es bleibt ein Einfach-Integral zu 16sen, was notigenfalls numerisch erfolgen kann.

Fiir freie Atome koénnen die Atompotentiale quantenmechanisch berechnet werden (z.B.

A
durch eine Hartree-Fock-Rechnung). Durch Fouriertransformation erhilt man sofort V' (q)

Tabellen: International Tables Bd. IV oder P. A. Doyle & P. S. Turner,Acta Cryst. A 24
(1968) 390-397.

18



2.2 Die Bornsche Niherung

Wir wollen nun den Zusammenhang unserer bisher mehr ,optisch® motivierten Uberle-
gungen zur quantenmechanischen Streutheorie herstellen. Dabei werden wir sehen, wie
wir Ergebnisse der Streutheorie verwenden konnen, um elektronenmikroskopische Bilder
zu berechnen.

Wir stellen uns folgende Streugeometrie vor

dQ

7
___ 7 :

9,
%4)

V(R £0

Den Streuer betrachten wir als ,,Storung” fiir die einfallende ebene Welle. In grofier Ent-
fernung vom Streuzentrum hat die Wellenfunktion die Form

. exp{ikr
w() = explibz) + 10, 9) 2T
f(¥9, ) : Streuamplitude
1 geniigt der Schrodinger-Gleichung
AY + Ky = Uy U@ =38V

Wegen
A exp{ikz} = 8‘9—; exp{ikz} = —k? exp{ikz}

ist exp{ikz} die homogene Losung der DGL fiir U =0 .

19



Die SGL konnen wir als eine inhomogene Helmholtz-Gleichung auffassen.

A + k> = F(7), ®

die wir mit Hilfe der Greenschen Funktion (Quell-Losung) 16sen konnen. ABER: Die rechte
,Seite F'(7) enthélt die gesuchte Losung ¢ (7) .

Analogie: Poisson-Gleichung

zu losende DGL

Methode:

(Funktioniert ganz allgemein fiir beliebige Operatoren o Problem verlagert auf die
Losung der Gleichung ®.)

Die Gleichung ® ist leicht zu l6sen im Fall des Operators A

1

T dn|F 7]

Damit ist

1 Q(T—‘I) 3 =1
pr— d -
o(7) 4e, / |7 — 7 r

20



Wir haben jedoch die DGL
(A +E)p(F) = F(7) &
zu 16sen.

Das geht genauso, der Operator o ist jetzt A + k2. Die neue Greensche Funktion lautet

1 exp{ik|7—7'|}
A |7 — 7|

G(F,i') = —

und damit das gesuchte 1)

A |7 — 7|

Dies wire eine Losung, wenn F' bekannt wire. Aber: F'(7) = U(7)y(7).

Somit liegt eine Integralgleichung vor.

Die allgemeine Losung von & ist die spezielle Losung plus der Lésung der homogenen
Gleichung (A + k%)y(7) = 0.

u() = expfibe} = 5 [P T ey ey

omh? |7 — 7|

Integralgleichung fiir (7

Keine Losung, da unbekanntes ¢ (7) auch im Integral erscheint.
Naherungsverfahren fiir schwache Streuer

Annahme:  ¢(7) = exp{ikz}+ kleine Korrektur

V(7') # 0 nur fiir kleine |7’

21



Uns interessiert die Wellenfunktion in grofier Entfernung vom Streuzentrum |7 >> |77/|

!

ikl — 7| = ikvV/r? =27+ 12 & ik (r — ) = ikr — ikg7', wobei k; = ke,

¢, = Einheitsvektor zum Aufpunkt. k= ke,
. m exp{ikr} Ny, 1 T 1321
W(F) =~ exp{ikz} — 577 . /exp{—zka } V(7" exp{iki'} d°F
T
) A, explikr
— explike} — oy ¥ ( SRUEE

2mh?

Wir erhalten fiir die Streuamplitude

- -

/\ -
fe(,0)= =505 V(@)  G=k-k

Geometrie:

s

q =2k sin 3

Achtung: Die Definition des Streuwinkels ist anders als in der Réntgenbeugung (dort wird

definiert: ¢ = 2k sin 2/ mit 9/ = 2).

22



Wir vergleichen diesen Ausdruck mit der Fraunhofer-Beugung an einem schwachen Pha-
senobjekt.

Wegen 7 = /a2 + 2% + 2 & a + & (22 + y2) ist 225D exp{ik (22 4 y?)} s SRARTL

(So wurde er iiberhaupt hergeleitet)

,_ exp{ikr} o[, 1 g2 1
V() =— L - ﬁ/—oo V(d',z)dz| exp{igg '}d"0
einfallendeWelle ~ ~ -
Streuwelle
2mh
| 2mh
muv
Vergleich:
A
Vg ___.m «»

fsp(0,0) = =3 "= =527V (@

Hier steht jedoch ¢ senkrecht auf k und es gilt ¢ = k¥ . Dies liegt daran, dafl wir bei
der Herleitung der Fraunhoferschen Niherung kleine Winkel vorausgesetzt haben. Bei der
Bornschen Niherung haben wir diese Annahme nicht gemacht. Dort ist ¢ = 2k sin?

kﬂ( —§—i+...). :

Bei den typischen Streuwinkeln in der Elektronenmikroskopie 9 << 1 (jedenfalls ¥ < 0, 1)
ist die Kleinwinkelndherung sehr genau.

In der Hochenergie-Néherung ergibt sich entsprechend

_ explikr} {_i/“ L } P Y
v = T P TRy L, V(8 )y explide ) &'
_ explikr} 1+[exp{_i I V(E',z)dz}—l] exp{igs '}
IAT I J—oo

~ /

Streuwelle
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Fiir die Streuamplitude in der Hochenergie-Ndherung erhalten wir daraus

— _i _L * 1 _ s 32 =1
fae(0,9) = 2wh2/[exp{ hv/ V(g ,z)dz} 1] exp{iqo'}d°o

—00

Diese Ndherung setzt zwar die Kleinwinkel-Nidherung voraus, ist ansonsten aber genauer
als die 1. Bornsche Niherung.

In der Hochenergien&dherung bleibt der Gesamtstrom erhalten; bei der 1.Bornschen Néhe-
rung ist dies nur in 1. Ordnung des Potentials der Fall. Daher Vorsicht bei Kontrastrech-
nungen!

Das Steuverhalten im Fernfeld wird durch den differentiellen Wirkungsquerschnitt do/dS2
beschrieben, der durch die Beziehung

. 2 . .
JStreu T°dS) = Jeinfallend do firr - ocund 9 #0
| S —— ~~~

Strom im Detektor »ef fektive Flache"

definiert wird. Wir erhalten

jeinfallend = hk/m

und mit
0 exp{ikr} _ (zk B 1) exp{ikr}

or T T T

Jstres = 5 |f(9, ) (fiir 7 — oo und 9 # 0).

Daraus folgt

do _

oq = 1)

Durch Messung des differentiellen Wirkungsquerschnitts kann man nur den Betrag, nicht
aber die Phase der Streuamplitude f (¥, ¢)bestimmen (sog. Phasenproblem).

Spater: Phase der Streuamplitude durch Abbildung mef3bar!
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2.3 Die Streuung an diinnen Kristallen (kinematische Theorie)

Ein Kristall besteht aus einer periodischen Anordnung einer Elementarzelle

Die drei Basisvektoren @i, d, und a3 spannen ein Parallelepiped auf: die Elementarzelle.
Die Vektoren d;, d, @3 stehen nicht notwendig senkrecht aufeinander.

Das Potential des Gesamtkristalls ergibt sich als Summe {iber das Potential der Ele-
mentarzellen. Bei hinreichenden grofien Kristallen spielt die genaue Form des Kristalls
eine untergeordnete Rolle fiir Lage und Intensitit der Reflexe. Wir betrachten daher der
Einfachheit halber ein Parallelepiped,das aus ¢, £5 bzw. ¢3 in @1, dy bzw.d3-Richtung auf-
einandergestapelten Elementarzellen besteht.

N1—1 Na—1 N3—1

V() = Z Z Z Viz (7 — 6@y — lody — {3d3)

01=0 {£2=0 {3=0
Fiir die erste Bornsche Niherung fanden wir

m

A

fe(9,¢) = fB(7) = —

V@ = [v) exliar) a7

Ni—1 Nz—1 N3—1

= Z Z Z /VEZ(F—€151 — Uy _6363)'

01=0 F£2=0 £3=0

-exp{i(j’(F— UGy — lyds — fzﬁs)} d*7 eXP{icf(flﬁl + lody + £3C_i3)}

= Viuz (@) G(g)
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mit
VEZ (f) /VEZ exp{zqr I}d3 ! (’F’ = F— 61&'1 — 626_1/’2 — 63(_7:3)

und der Gitteramplitude

Ni—1 Np—1 N3—1

G((j') = Z Z Z exp{iq"(ﬁlc_il + 6262 + 63&‘3)}

01=0 {¢2=0 {3=0

Ni-1 Ny—1 N3—1
= Z exp{if1qd. } Z exp{ilaqdy } Z exp{il3qds}
£=0 £,=0 £3=0

. — _N .
Mit SN tan = % erhalten wir

g 1 — exp{iN1gd: }
exp{ilrqga,} = —
zlz_o tdm} 1 — exp{igd: }
exp {iN @} exp{—ing?} — exp {ing?}
T enl®] ol oo (i)
qa, sm(qu‘“)
= N, —1 i SN T4
w0005 | g

2]
—
=
—~
»-Q
\_/ wn
921
=
=
—~~
=}
Sl
~—
—
=
—~~
'St
o
~—

Der Betrag der Gitteramplitude (= Gitterfaktor) wird immer dann besonders grof}, wenn
die Sinusse im Nenner alle gleich Null sind, d.h. wenn

T = 2mh b, hoyhs € 7
q—a‘2 — 27Th2 1,162,163 S
gis = 2mhs Laue-Gleichungen
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Was passiert an diesen Stellen?

Sei qay = 2mhy + 2& & <1 (d.h. siné; ~ & und cosé; ~ 1)

sin(N, L) _sin(Nimhy + Ni&)  cos(Nymhy)sin(N1&:)
szn(g%) sin(thy + &) cos(mhy)siné;

1y, SIn V- B
:(_1)(N1 1)h1 51151 61__;) (_1)(N1 1)h1N1

Mit N = N; N, Nj ist der Gitterfaktor bei Erfiillung der Laue-Gleichungen gleich G(q) =
N ( ¢ erfiillt Laue-Gleichungen).

¢ wird durch das Zahlentripel hq, ho, h3 festgelegt. Wir wollen nun ¢'in einem ,,geeigneten®
Koordinatensystem beschreiben, welches durch die Basisvektoren by, by, b3 aufgespannt
wird.

Wunsch: (7: hlgl + hggg + hggg

Wir miissen also fordern

61[)1 = 27

doby = d3bi =0
oder allgemein

o1 fiir i = j

Gibj = 2moy; = { 0 sonst

D.h. b; steht senkrecht auf @, und a3 , ist also parallel zu dy x d3, d. h.

b1 :Cl 62 Xa‘g.

Der Proportionalitdtsfehler C'; folgt aus
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2m = 6151 = Cl 61(62 X 63) = CITE;:
———
Volumen der Elementarzelle=r,

Wir erhalten

2T
Ci=—
TEZ
und damit
- Gy X a
B =2 2 3
TEz

Durch zyklisches Vertauschen der Indizes (1 — 2 — 3 — 1) erhalten wir

- C_l‘g X 6_1:1
by =27

TEZ

- C_L‘l X 6_1:2
2w

TEZ

Die Vektoren hlgl, hggg, h353 spannen ein Punktgitter auf, das reziproke Gitter. Die Vek-
toren

g == hflgl + hggg + hggg
heiflen reziproke Gittervektoren.

Die Laueschen Gleichungen besagen, dafl Streuung nur erfolgt, wenn der
Streuvektor gleich einem reziproken Gittervektor ist.

Wir wollen nun die Breite des Reflexes in Abhéngigkeit von der Zahl der aufeinanderge-
stapelten Elementarzellen diskutieren. Zunéichst miissen wir symmetrisch summieren
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Ny—1
2

o Ny —1_, Nl o sin Nﬂjﬂ
> exp{ilidd:} = exp {—7, 12 qal} > exp{itiqa, } = %
T =0 sin(15)

o=—"

Wir betrachten nun kleine Abweichungen von ¢ verglichen mit einem reziproken Gitter-
vektor

7= (h1 + 51)51 &K 1.

Die nichste Nullstelle des Zahlers liegt bei

N§m=m §1= -

2|

Der Reflex ist also um so schmaler ,,schirfer®, je grofier die Zahl der Elementarzellen ist.

Im Grenzfall sehr vieler Elementarzellen ist wegen limy_, Si"(IN ) — 16(z) die Streuam-
plitude durch
m A m A (2m)?
= — = —— 6 77— q
frz(q)
Analog erhalten wir mit
. 2 N
lim sin”(Nx) =x N 0(x)

N—oo xz

3
= 1OF = fea@ 2 N 5 o9

Zur Berechnung des Potentials Vi z(7) nehmen wir an, daf§ dieses niherungsweise durch
eine Summe von Atompotentialen V(7) beschrieben werden kann (n = Zahl der Atome
in der Elementarzelle) .
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Viz(F) =Y Vi(F— 7)) j: Nr. des Atoms in EZ

N
Vir () = / Vi (7) exp{igF} &°F

I
NE
—

V("= 5) exp{ig(F — 75) }d’r - exp{igi;}

<.
Il
—

A .
Vi (q) exp{iqr;}

<
Il
-

|

. m /\
Mit f;(q) := — 50 V5 () folgt

foz(@) = ilfj@ exp{igr}

Die Atomformamplituden f;(¢) sind beispielsweise in den International Tables (Bd. IV)
tabelliert.

Die Bedingungen fiir das Auftreten von Reflexen lassen sich mit Hilfe der Ewaldschen
Konstruktion veranschaulichen. Als Beispiel betrachten wir ein kubisches Gitter, dessen
reziprokes Gitter ebenfalls kubisch ist.

e 1. Laue Zone

e 0. Laue Zone
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Da die Kristalle im Elektronenmikroskop in z-Richtung sehr diinn sind, ist die Bedingung
in dieser Richtung nicht scharf, sondern etwas verschmiert. Somit sind neben dem (300)—
Reflex auch die Reflexe 100, 100, 200, 400 mit angeregt (systematische Reihe).

In Wirklichkeit ist £ > 100 g190 !
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3 Die Abbildung im Elektronenmikroskop

Wir hatten uns in Abschnitt 1.2 mit dem Strahlengang im Mikroskop befafit und im
Kapitel 2 die Streuung von Elektronen besprochen. Wir wollen nun die Wellenfunktion in
der Bildebene berechnen, um daraus die Stromdichte zu ermitteln. Dazu werden wir uns
von Ebene zu Ebene voranarbeiten.

3.1 Wellenoptische Beschreibung der Abbildung

In Abschnitt 1.0 haben wir die Ausbreitung von Wellen mit Hilfe des Huygensschen Prin-
zips beschrieben. Wir wollen nun das Gelernte auf die Abbildung mit einer Linse anwen-
den.

Wa Wg

Die einzelnen Komponenten (Objekt, Linse, Apertur) werden durch die jeweiligen Trans-
missionsfunktionen 7', 7, und T4 beschrieben. Fiir die Berechnung der Ausbreitung zwi-
schen den Ebenen benutzen wir die Fresnel-Ndherung.

Damit erhalten wir fiir die Wellenfunktion

- in der Ebene unmittelbar hinter dem Objekt
wT(xla yl) = T(J’I,a yl) we(xla yla Z,)
- in einer Ebene unmittelbar vor der Linse

¢L($La yL) eXpZE\ngg} /dj x y exp { 2kg [(.’EL — Z")Q + (yL _ yl)Q] } d.’l?ldyl
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- in einer Ebene unmittelbar hinter der Linse
T _ o i 2 2
(2, yr)¥r(zr, yr) = exp 12f [JJL + yL] Yr(xr,yL)
Hierbei haben wir die Transmissionsfunktion fiir eine Linse
Tr(zr,yr) = exp —ii [962 + y2]

eingesetzt.

- in der hinteren Brennebene

oaten) = B Lo T
- exp {l% [(iEA —21)" + (ya— yL)Z] } dry dyy

_ exp{ikf} exp{ikg} o
Y irg /¢T(:”’y)'
- exp {ZQk_g [(acL — ')+ (yr — y')2] } exp {—z% [m% + yi]} .

- exp {z% [(xA - xL)2 + (ya — ?JL)2] } dzdydz'dy’ (%)

Wir bemerken: Die z;, und y;, kommen nur im Exponenten (nicht in der beliebigen Funk-
tion 7 ) vor. Das Doppelintegral kann faktorisiert und direkt ausgewertet werden.

Nebenrechnung: Zusammenfassung der x-Anteile im Exponenten

zﬁ l(a:2 — 2z’ +1?) — 7 +l(a:2 — 2w a7+ T7)
9 q L L f A ALL \f/
1 2 < 2 3
3
k|, 2wp(2 + )]+k [xlz_i_fUA]
= i— |2] =2z (2" +Zxa)| +iz | —+ 5
29 7" f 2lg  f
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Mit dem Integral

/Oo exp {—ax2+2bx} dr = exp {%}/w exp {—a(x— S)Q}daj

fi = {7)
= 4/— exp { —
a

aﬁ—i% £—7,2 (m’+§am>

erhalten wir

— \/@exp {zg lxiff;g — Qm'xA] }

Die yy-Integration verlduft vollig analog.

Eingesetzt in Gleichung (*) erhalten wir

orlon ) = ST iy (BT (2 )] r(e ) expl BT Lty
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bzw. mit der Definition in 1.0

) A
VYa(a,ya) = —iip{%ffﬂﬁ €xp {—iéﬁf’;—ﬂ(xi + Z/i)} Yr (‘kaA, —ku)

Fazit:

In der hinteren Brennebene erhalten wir die Fouriertransformierte der Amplitudenvertei-
lung in der Objektebene, jedoch multipliziert mit einem Phasenfaktor.

v ma
¢T<’“f’ kf)

2
[Ya(za,ya)l> =

A2 f2
Dort sieht man ein Beugungsmuster.
— Wellenoptische Bestitigung fiir geometrische Skizze in 1.1.

Bezeichnungsweise:

Die hintere Brennebene nennt man auch Beugungsebene oder Fourierebene.

- in der Bildebene

exp{ik(b —
iAb —

Yp(rB,YB) }/¢A (a,ya)Ta(za,ya4) -

.k 2 2
- exp {22(17 ! [('TB —24)" + (YyB — Ya) ]}dﬂ?AdyA

xp{ik(b k(g-
e;{;b +fg}/¢Tx Y exp{ 2<gf2f> ($i+yi)}

- exp {—ikw} T(xa,ya) -
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.k
- exp {1(7 [(.’L‘A — )%+ (ya — yB)Z] } dx ady s dx'dy’

2(b—f)

Fiir die Bildebene gilt das Newtonsche Abbildungsgesetz
1 1
—=—+§ bg = fg+ fb —b=—— b—f=

Wir fassen die Exponenten zusammen

2(b—f)

1 1 1 1

k
= g (5 +UB) — 2alan+ Ma') = 2yalys + My)

— L4 1="=M Vergrofierung
9

préziser: Abbildungsmafistab

Wir erhalten somit

—exp{ik(b+9)} exp {Z

Xf(b—f) 3713+?/B} /wa )

k
V(s YB) 2(b — f)

k , '
exp{ (b— 7 [za(zp +M$)+yA(yB+My)]} :

Tu(za,ya)dradyadz'dy’

Wie sieht die Aperturtransmission aus?

Kreisblende mit Radius gy : Ta(za,y4) = { 0 sonst
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In der Lichtoptik gibt es die Moglichkeit, zusédtzlich eine phasenschiebende Platte ein-
zufiihren. Dann wird T4 (z 4, y4) komplex.

Auch Linsenfehler werden durch einen Phasenfaktor beschrieben.

ideal
— real
Wellenflache
TA(JSA, yA) = A(fUA, yA) eXP{—ikAS(fUA, yA)} oA =/ 33?4 + 9,24

Praktisch wichtig:

HOR O

Cs :  Offnungsfehlerkonstante (fiir Rundlinsen > 0 )
typ. 0,5 - 2 mm C3=0C,

Af: Defokus( Vorzeichen + fiir Unterfokus ! )
Achtung! Definition in Literatur uneinheitlich!

kAs(x4,y4) =7 (%A yf) =k

— =9 Streuwinkel

f

Als Beispiel betrachten wir eine ideale Abbildung ohne Aperturblende. T4 (z4,y4) =1

Wir benutzen die Tatsache, dafl

/ exp{izt} dz = 2mi(t) d : Delta-Funktion mit den Eigenschaften

—Q
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und erhalten

_ —explik(b+g)} .
VYp(rp,yB) = =) exp{z

exp {ik(b + 2 +
— {_5\4. g)} eXp{ B yB }/¢T IL‘ y M)(S(yl'i_yMB)dxldyl

Die ,,Intensitit” ist gegeben durch:

1 x
2 B YB\ |2
[Yp(zB,yB)|" = e Ky (_M’_M) \

: Bildumkehr, = im Argument: Vergréferung

577 ¢ Erhaltung der Gesamtintensitit (genauer: Gesamtstrom)

Diese Formel beschreibt also genau das, was wir aufgrund der Skizze in 1.1 erwartet
hétten.

Mit der allgemeinen Formel (**) kénnen wir uns aus der Wellenfunktion hinter dem
Objekt die Wellenfunktion in der Bildebene berechnen. Damit ist die abbildende Optik
beschrieben.

Wir miissen nun noch die (nach Kap. 2.1 berechnete) Transmissionsfunktion einsetzen.
Zunichst jedoch wollen wir die Beugung an Blenden betrachten, um daraus die Grenzen
der Auflosung herzuleiten.
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3.2 Beugung an Blenden

Wir berechnen in Fraunhoferscher Niherung die Beugung an einer

a) rechteckigen

b) kreisformigen
Blende.

Von links falle eine ebene Welle exp{ikz'} ein; die Blende befinde sich in der Ebene 2z’ = 0.
Die entscheidende Grofle ist

A

br (4 ay) = [l )T y) exp {iea’ + ayy)} da'dy’

Mit (2’9, 2') = exp{ikz'} erhalten wir fiir 2/ =0  .(2',9y') =1

a) Fiir die Rechteck-Blende mit den Seitenlingen a und b ist

1 falls —
0 sonst

a ! b ! b
;3 Sz < und—igy <3

- |

A ) b/2 .
Ur (qzyqy) = / . exp{+iga'} da’ / ~,exp{+igyy't dy'

NS

exp {—i—iqw%} — exp {—z'qw%} exp {—i—z’qy%} — exp {—iqy%}
+1qy +igy

sin(g,%) sin(g,?)
dx Qy

= 4

Die Intensitét (,,Stromdichte®) ist proportional zum Betragsquadrat

I(gs,qy) _ . 5in°(%3)  sin’(gy3)
1(0,0) q2a? g

wobei wir 1(0,0) = [17(0,0)|? = |ab|? gesetzt haben.
(17(0,0) = Fldche der Blende)
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Diskussion:

Zentrales Maximum

Die Linien g¢,3

nm bzw.

mm  n,meZ weisen die Intensitit Null auf.

b
dy3

Dazwischen sind Nebenmaxima.

b) Kreisblende

ﬂﬁw5={

1 fiir 2% +y? > 12
0 sonst

Wir schreiben den Exponenten in ebene Polarkoordinaten um.

wobel § = q,€; +q,€, ;0 =2'é; +y'e,; p=1(

r (@)

=/

@' + gy = q0' = qo' cos g

— =/

q,

)

/ exp {+i(q.z" + qy')} da'dy’
m’2+y’2§1‘3

Jl(qTO)
q

27r,

Dabei haben wir die Definition der Besselfunktion benutzt.

1

27 _+izcos _
ardo € ¢ dp = Jo()

Iy Jo(z")z'da' = xJy(x)

Fiir kleine x:

2

Jo(x) =1—% 4 ...

r<<1 Ji(x) =5 —
Fiir grofle x:
z>>v+1  J,(z)=
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— oszilliert, Amplitude ~ ﬁ

1 J(X)

Ji(X)

3,83

Z’M X

A\

Die Intensitit im Beugungsmuster ist gleich

2
1q) _ lz‘]l(q“)] 1. Nullstelle bei 3,83171 ...

aTo

<0,02

v

dro
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3.3 Die Auflésungsgrenze

Welchen Einflufl hat eine Blende in der hinteren Brennebene?

Wir betrachten eine vom Mittelpunkt der Objektebene ausgehende Kugelwelle:

Yr(a',y') = 6(2")é(y') -
Setzen wir dies in die Abbildungsgleichung (**) ein, so erhalten wir

_ —exp{ik(b+g)}
VYT, yB) = Xf(b— f)

)

: /TA(ﬂﬁA, Ya) exp {—Z(bfkf) [Tazp + yAyB]} dx 4dya

Mit einer Kreisblende (Radius 7, ) in der hinteren Brennebene erhalten wir fiir die Inten-

PE (sl g

sitét

YB(28,y8)|* -4
150,02 C=3 kripo
wobei rp =72 (Bildkoordinate auf Objekt skaliert)
und @, =" (b— f = fM siehe friiher).

Die Punktquelle erscheint als Fleck. Der Abstand d zur ersten Nullstelle ist gegeben durch

kda, = 3,83171... —d = 3,834 0,61-—
21 a

Zwei selbstleuchtende Objekte: Intensitédten addieren sich.

Rayleigh: Unterscheidbar wenn Abstand grofier oder gleich d.
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d: (Punkt)-Auflésungsgrenze

Heute meist: Insige < 0,75« Lyq, (fithrt im Beispiel zum selben Wert).

A

ﬁ,,

<7d4>~ X

A\

Je grofler die Objektivapertur ist, desto kleinere Abstéinde" konnen noch aufgelost werden.
In der Elektronenmikroskopie sind die Grenzen durch den Offnungsfehler der Objektivlinse
gegeben ( — spiter).

Typische Werte: o, = 10~%rad  A\(E, = 100keV) = 3,7-10"?m — d = 3,74

Manchmal (speziell in Reklameprospekten) wird auch eine Gitter-Auflosungsgrenze ange-
geben.

Vorstellung: T(a',y') = % [1 + cos (27”33,)}

Gesucht: Kleinstes d , so dal Gitter noch sichtbar.

— Ubung

3.4 Der Streuabsorptionskontrast

Bei der Besprechung der Hochenergie-Nédherung hatten wir festgestellt, dafl diinne, elek-
tronenmikroskopische Priparate wie reine Phasenobjekte wirken. Beleuchten wir axial, so
ergibt sich bei idealer Abbildung (T4(z4,y4) = 1) nach Abschnitt 3.1 die Intensitit im
Bild zu

1 2

|¢B($B,y3)|2 = W

or (=30 30)
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1 2

M2

oo fio (327}
Py M M

= —— = const.

Wir erhalten also ein strukturloses graues Bild.

Damit haben wir zwar wunderbare Auflésung, aber keinen Kontrast!

Was tun? Blende in hintere Brennebene einfiihren.

Blende

Die in groflere Winkel gestreuten Elektronen werden von der Blende abgefangen. Je kleiner
die Blende, desto mehr wird abgefangen, d.h. desto héher ist der Kontrast. Andererseits
ist dann aber die Auflésung schlechter.

Die genannte Methode ist also nur fiir den Bereich niedriger und mittlerer Auflésung
geeignet,.

Zur Nomenklatur: Streu-Absorptions-Kontrast
Die vom Objekt gestreuten Elektronen werden von der Aperturblende absorbiert (und
nicht vom Objekt).

Merke: Die Aperturblende wird manchmal auch Kontrastblende genannt.
Hier: Hellfeldabbildung (ohne Objekt ist es hell).
Die von der Apertur abgefangenen Elektronen bewirken eine
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Verringerung der (relativ grofen) Helligkeit.
— ziemlich ineffizientes Verfahren (aber einfach!)

Besser wire: helles Signal auf schwarzem Untergrund

3.5 Die Dunkelfeldabbildung

Wir betrachten die hintere Brennebene. Zur Erzielung von Streuabsorptionskontrast muf-
ten wir ein kleine Blende um den Brennpunkt anbringen.

20

Wir wollen nun nur gestreute Elektronen zur Abbildung heranziehen. Dazu decken wir den
ungestreuten Strahl mit einem Pléattchen, der sogenannten zentralen Dunkelfeldblende, ab.

Die Blende sei so klein, dafl nur der zentrale Fleck ausgeblendet wird. Um dies mathe-
matisch zu beschreiben, miissen wir den zentralen Fleck ~ ¢(x4)d(yp) in der hinteren
Brennebene abspalten. Dies erreichen wir durch die Umformung

T(z,y) =T+ [T(z,y) - T| =T + 6T(x,y),

_ 1
wobei T = lim — /A T(z,y)dzdy

A—o00

die mittlere Transmission und 6T (z,y) = T'(x,y) — T die Abweichung davon ist.
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Fiir axiale Beleuchtung und 2z’ = 0 erhalten wir in der hinteren Brennebene unmittelbar
vor der Blende

2 f

.emp{ik(erg)}eXp{_Z.k(g—f) (a2 2)}.

w%"’") (T4,y4) = —i Y Ty +Ya

{[Texp {=ib(oas’ + yay!) [} do'dy + [ 6T(@' ) exp {=ik(oaz’ + yay/)/f} da'dy'}

Wir erhalten fiir

/Texp {—ik(zaz’ +yay')/f}da'dy’ = Tix*s (%) ) <k%>

= T/\2f2(5(3:A)(5(yA)

Da [o0T(x',y")dz'dy’ = 0 , liefert das zweite Integral keinen Beitrag fiir x4 = ya4 = 0 .
Wir erhalten unmittelbar hinter der zentralen Dunkelfeldblende

A (24, y )

exp {ik(f+9)} k(g—1f), o 2
- N exp {—15 72 (2% + ?JA)} )

. /(5T(3:', y')exp {—ik(zax’ +yay')/f} Ta(za,ya)dz'dy’.

Der Vergleich zur Abbildung ohne diese Blende ergibt, daf§ einfach ¢ (z', y') durch 6T (2, y')
zu ersetzen ist.

Fiir die ideale Abbildung mit zentraler Dunkelfeldblende erhalten wir daraus fiir die Am-
plitude

dutenave) = e Gk0-+ D eap iy () por (5757

und fiir die Intensitét
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|1/JB($B,?/B)‘2 = 2

Was ist 07 (x,y) ?

Wir behandeln das Préiparat als schwaches Phasenobjekt und setzen

1 [® . N N
exp{—%/ V (0, z)dz} ~1-— %/ V(g,z)dz .

Da der zweite Term sehr viel kleiner als eins ist, folgt T ~ 1 und
1 3]

D=7/

—0o0

Wir erhalten fiir die ideale Abbildung mit zentraler Dunkelfeldblende

IS —Tp —YB )
h’l)~/—ooV<M ’ M »# dZ

Die Bildintensitét ist also proportional zum Quadrat des projizierten Objektpotentials.

1 2

|¢B($B,y3)‘2 = Ve

Fiir quantitative Rechnungen miissen noch die Linsenfehler und die &ufiere Blende bertick-
sichtigt werden. Dann ist der einfache Zusammenhang nicht mehr gegeben. (— Ubung)

Grundsatzlich kann jedoch hohe Auflésung bei gutem Kontrast erzielt werden.
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Blendengeometrien fiir Dunkelfeld-Abbildungen

a) zentrale Dunkelfeld-Blende

.

X

Drahtchen

Probleme: Herstellung schwierig, etwas unsymmetrisch

b) gekippte Beleuchtung

(frither auch: Verschiebung der Objektivapertur — grofie Linsenfehler)

.

Problem: extrem unsymmetrisch
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c) Hohlkegelbeleuchtung
frither: Ringblende fiir Kondensor

jetzt: elektromagnetische Rundfiihrung

7

rimarstrahl
(umlaufend)

Problem: Justierung; vom Ergebnis her optimal.
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3.6 Der Phasenkontrast

Mit dem Dunkelfeld-Verfahren haben wir eine Mo6glichkeit gefunden, hochauflésend mit
gutem Kontrast abzubilden. Ein Nachteil der Dunkelfeldabbildung ist der Umstand, daf}
bei schwachen Streuern der grofite Teil der auf das Priparat auftreffenden Elektronen
durch die Blende abgefangen wird. Von daher stellt sich die Frage, ob es nicht moglich
ist, guten Kontrast mit fast allen gestreuten Elektronen zu erzielen.

(SchlieBlich sollte man wegen der Strahlenempfindlichkeit vieler Préparate die Elektronen
moglichst effizient nutzen.)

Erinnerung: ideale Abbildung eines Phasenobjekts bei axialer Beleuchtung

ol -
p SO M Y M

1
|¢B(33B,Z/B)|2 = M2

-1 o0
wobei (0) = %/ V(0,2)dz ist.
Ohne Objekt (¢ = 0) erhalten wir
ls(zs, ys)] = — , also die gleiche Intensitét

Uberlegung: Wir spalten die Transmissionsfunktion wieder in zwei Anteile auf, die wir
unterschiedlich beeinflussen konnen.

T(x,y) =1+ [exp {ip(z,y)} — 1]

Anmerkung: Fiir schwache Phasenobjekte ist ¢ << 1, folglich ist

T(z,y) = 1+ ip(z,y).
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Schematisch 148t sich das Kontrastproblem in der komplexen Ebene wie folgt darstellen

exakt schwaches Phasenobjekt
! T
1Y
1 1

Idee: Wenn es gelingt, den Term 7y im Bild ,,umzuklappen®, bekdime man einen guten
Kontrast (Wir diskutieren hier den Fall ¢ << 1).

Wie macht man das?
Bei der Besprechung der Dunkelfeldabbildung hatten wir gelernt:

- Der zentrale Fleck stammt von T ~ 1

- Die gestreuten Elektronen sind iiber die gesamte hintere Brennebene verteilt
Also: Phasenmaske T4(04) = |T4(04)| exp{—i7(g4)} in hinterer Brennebene

1 fiir@'A:ﬁ

ideal wire: T4 (04) = { i fir gy £0

Mit der genannten Aufspaltung

T(z,y) =1+ [exp {ip(r,y)} — 1]
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erhalten wir unmittelbar vor der Phasenmaske

LA

2 f?

¢,(4v) (Ta,y4) =

exp{ik(f +9)}
—1 Y exp {

i)
. {/ exp {—ik(zax’ +yay')/f} da'dy +

/ lexp{ip(x',y") }—1] exp {—ik(zaz’ + yay/')/f} dx'dy'} :

Setzen wir T4(0) = 1 voraus, so erhalten wir unmittelbar hinter der Phasenmaske

Bgyya) = —if™P {ik(f +9)} exp{_ik(g— )

N D)
AN 26(2)5(ya) + exp {—iv(8)} [Ta(@a)] -
. / lexp{ip(z',y") }—1] exp{ — ik(z a2’ + yay')/[f }dx'dy'}

In der Bildebene erhalten wir fiir die Amplitude

—exp {ik(b+g)}
Af(b—f)

k 2 2 2 2
VYp(TB,YB) = eacp{z'm(g;l3 +y3)} . { N 24

+ [ lexp {ip(e!, )} - 11

-exp{—i ; K [xA(mB+Mx')+yA(yB+My')]}'

NTa(za,ya)| exp{—17(84)} dzadz 4 dx'dy’ }
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Wir fiithren nun die Nidherung ¢ << 1,exp{ip} — 1 = i ein und erhalten

ontn) =~ o [y 0 M1 [ ot i@

- |Ta(@a)| exp {_i [za(zp + M2') + ya(ys + My')]} dz ady adz'dy’ }

k
(b—f)

Zur Orientierung gehen wir zunéchst einmal von einer idealen Phasenmaske aus. Dann
erhalten wir

(5, = —exp{é\kjb-i-g)} exp {Z.Q(l/)w_%f)} {1“0 (—7:63—7113”

und fiir die Intensitit

. 1 —rp —
(id) /> \j2 B yB)]
= 420 ( B I8

wobei wir wie vorhin Terme in ¢? vernachlissigt haben. Wegen

0@ = [ V(@g.2)iz

-0

ist die Abweichung der Intensitdt vom Wert ohne Praparat proportional zum projizierten
Potential.

Im Gegensatz dazu war die Intensitdt im Dunkelfeldbild proportional zum Quadrat der
Phasenschiebung, also sehr viel kleiner.

Wir definieren den Kontrast durch die obengenannte Abweichung

- [p(88)” — [Wgre)? -2 fo —0B
C(os) = e = %/wv e dz.

Betrachten wir nun das Bild bei Verwendung einer allgemeinen Phasenmaske

T4(0a) = [Ta(@a)| exp {—iv(da)}
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in der Beugungsebene, so erhalten wir fiir die Intensitdt im Bild

nlan = 5 {141 5o [ #@) ex0 (@) ITa(E0)

- exp {_i(b f 7 [Ta(zp + M2') +yalys + My')]} dmAdyAdx’dy’]

—i [] + 0(¢?) }

Es dndern sich die Vorzeichen in den Exponenten. Im zweiten Exponenten 148t sich das
durch eine Substitution x4,y4 — —x 4, —y4 beheben.

Fiir die Transmissionsfunktion gilt jedoch (bei zentrierter Blende) |T4(g4)| = |Ta(—24)|
und fiir den Beitrag der Linsenfehler v(g4) = v(—ga) . Fassen wir die beiden Terme
zusammen, so erhalten wir mit

ilexp {—iv(0a)} — exp {i7(Ga)}] = +2siny(0a)

fiir die Intensitat im Bild

1
1YB(38))* ~ - [1'1‘

e )\221”2 /90(5') exp {—iﬁ[%(ﬂ% + M2') + yalys + My')]}

- 5in ¥(04)|Ta(0a)|dx ady adx’dy’ ]

und fiir den Kontrast

S +2 . . S S - o S
Cldn) = oz [ A2 ex0 { =iy (Ea(n-+ M2} simy @0ITa(@0) Pl adad'ay

k
b—1)

Der Zusammenhang zwischen Kontrast und Objektstruktur wird noch einfacher, wenn
wir die Fourier-Transformierten betrachten. Wir werden dabei die Bildkoordinaten auf
das Objekt zuriickbeziehen, indem wir —22 als Variable ansehen.
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1 . 0B o
c(@ = W/C(QB) eXP{‘“]M}CFQB

+2 . .k |l -
~ o [ 9@ e i g s @) (@)

= 42 / ¢(0") exp {igg"} siny (%q’)

(59|
Wir erinnern uns, daf§ die durch Linsenfehler verursachte Phasenschiebung durch
Co(oa)' _Af (ea)’

4\ f 2 \f

gegeben ist. Da sowohl ¢ = —kdJ als auch g4 /f= J wird die Phasenschiebung meist als
Funktion des Streuwinkels 9 geschrieben

= 120 () lsmv (%q‘)

-

(@) =k

A
V(@) = k l—w _ Tfﬁ"’] |
Die GrofBe ¢ (¢) kénnen wir umschreiben in

b (@ =1 [ V(a2 exp {ia0} otz = (@)

Bezeichnen wir den Term in der eckigen Klammer oben als

L(q) = —siny(q)|Ta(q)]
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so erhalten wir

A
C (@) = =2Afs(9) L(9).
Die Funktion L(§) bezeichnen wir als Phasenkontrast-Ubertragungsfunktion.

Damit faktorisiert die Fouriertransformierte des Kontrasts in eine Objekteigenschaft (ge-
geben durch fz(7) ) und eine Geriiteeigenschaft, nimlich die Phasenkontrast-Ubertra-
gungsfunktion L(q) .

Wie sieht die Phasenkontrast-Ubertragungsfunktion aus?

Die Blende in der hinteren Brennebene bewirkt ein Abschneiden der Funktion siny(¢).
Um eine allgemeine Schar von Funktionen auftragen zu kénnen, definieren wir einen Nor-
mierungswinkel ¥y = ¥ CAS und eine Norm-Defokussierung Ay = «/AC; . Fiihren wir nun

normierte Gréflen ein: © = /9y und A = ﬁ—]{[ ; so erhalten wir fiir die Phasenschiebung
in der Linse

@) =on |G L AL | 0P A AS
TWI=20N 0 7 2| T w203\ e,
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Wir tragen nun die Phasenschiebung und die Ubertragungsfunktion iiber © auf. Ideal
wire z.B. T' = +i also v = —7 fiir © # 0.

Die Phasenkontrast-Ubertragungsfunktion hat damit folgendes Aussehen
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Wir ersehen aus dieser Skizze, dafl unter diesen Bedingungen Raumfrequenzen bis k6, mit
positivem Kontrast {ibertragen werden, danach wechselt der Kontrast in immer schnellerer
Folge das Vorzeichen. Um eine Verfilschung des Bildes zu vermeiden, blendet man alle
Streuwinkel, die gréfler als 6, sind, mit der Aperturblende aus.

Anmerkungen:

1)

Das besprochene Verfahren zur Erzielung eines Phasenkontrasts im Elektronenmi-
kroskop wurde erstmals von O. Scherzer (1949) vorgeschlagen. Man spricht daher oft
vom ,,Scherzer-Fokus“, wobei damit A = 1 oder A = 1,2 oder A = ,/3/2 gemeint
sein kann.

Wenn man die Defokussierung auf Ay bezieht, benutzt man bisweilen die Einheit
m,ocherzer” . Eine Defokussierung von 1 Scherzer heif}t %}é =1,dh Af =+CsA

Die Auflssungsgrenze ist proportional zu 3+ = 52 . Eine genauere Analyse liefert

d=0,67-%:0,67405)\3.

N

Setzen wir als Beispiel einmal Cy = 1mm und A = 3.7-107'?m (100 keV-Elektronen)
an, so erhalten wir fiir

d = 0,67 /C,)3 ~ 3,2A (Punktauflésungsgrenze)
Ay = 6084
I =17,8-102%=7 8mrad

Wir haben bisher nur monoenergetische Elektronen betrachtet. Werden von der
Quelle Elektronen mit einer Energieverteilung p(E — E) = p(dF) emittiert, so muf}
bei der Phasenschiebung +(¥) noch der Farbfehler der Objektivlinse beriicksichtigt
werden.

Cs

v(9,0F) = lzﬁ‘* _af oF

9 — C,—=19%| .
2 2F

Da sich die Gesamtintensitit aus einer Summe der Einzelbeitridge mit 6 F ergibt,
folgt aus dem linearen Zusammenhang unmittelbar fiir die Ubertragungsfunktion

L) = / ~ p(SE)siny (9, 6E)d(SE).

—0o0
Durch die Energiebreite wird die Phasenkontrast-Ubertragungsfunktion fiir grofie
Raumfrequenzen herabgesetzt.
— Ubung

Allgemeiner mufl man alles, was zu einer Anderung der Brennweite fiihrt, mit ein-
beziehen, also
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E 1
sf=c.2E Loc, of
1

) ~~~

Schwankung der Linsenstréme

Strenggenommen miifite man mit p(Jf) arbeiten, meist dominiert jedoch der erste
Term.

Eine weitere Verringerung des Wertes der Phasenkontrast-Ubertragungsfunktion
wird durch den endlichen Beleuchtungswinkel verursacht. Fiir kleine Beleuchtungs-
winkel kann dieser Effekt nidherungsweise durch eine Einhiillende beschrieben wer-
den.

3.7 Das Thonsche Diffraktogramm

Wir wollen uns mit der Messung der Ubertragungsfunktion und damit der Mikroskoppa-
rameter befassen. Dabei gehen wir von der Beziehung

C (@) = —27f5(@ L)

aus. Wir stellen uns ein amorphes Priparat vor, das aus einem Element besteht. Dann ist
N
fB(D) = far(@) ) exp{iqry} ,
j=1

wobei f4:(¢) die Atomformamplitude und 7; der Ort des Atoms Nr. j ist.

Wenn wir also etwas iiber L(§) aussagen wollen, miifiten wir fg(q) , also die Lagen der
Atome kennen. Dieses Problem wird vermieden, wenn man das Betragsquadrat des fou-
riertransformierten Kontrasts betrachtet

1O (@) =45 f5(@) PIL@) I .

Wir erhalten fiir

N

fe(@) " = [fal@) 7 >0 exp {ig(F — 7))}

J,J=1
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N

= @Y 1Y e il - 7))

J#i'=1

statistische Abstandsverteilung = 0

>

Q

N|fa(D?

1O (@2 ~ 4NN - | fa(@? L)

Da N -|fa:(q)|* > 0 ist, kann aus Nullstellen von | C (@o)|? gefolgert werden, daB

A
Die Funktion | C' (¢)|* bezeichnet man nach Thon (1965) als Diffraktogramm.

Die experimentelle Bestimmung des Diffraktogramms erfolgt heute ausschliellich nume-
risch aus einem digitalisierten Bild. (Friither durch Fraunhofer-Beugung von Licht an der

Photoplatte). Man erhélt eine 2-dimensionale Graustufendarstellung.

Wir suchen nun die Nullstellen der Ubertragungsfunktion. Dazu rechnen wir mit den
reduzierten Gréflen © und A .

L(©) = sin y(©) =0

— 7(©) =nm; n ganze Zahl

mit v(0) = 2(0* — 2A6?)

folgt ©* — 2A02% — 2n =0

e = ALVATT 2
o = VA VATFam
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wobei fiir n > 0 nur das positive Vorzeichen gilt.
Diese Kurven zeichnet man in ein Koordinatensystem © {iber A ein

(Phasenkontrast-Charakteristik).

0.25;

o

©) 0.20

0.15
0.10

0.05

0
T T T T T o
-4000 0 1000 2000 300CA

Bsp.: g:3.1 mm, %:100kev

Wenn die Offnungsfehlerkonstante C; bekannt ist, kann man damit sehr einfach die De-
fokussierung bestimmen. Man mifit dazu die Raumfrequenzen der Nullstellen aus, zieht
jeweils horizontale Linien, die die Kurven der Phasenkontrast-Charakteristik schneiden.
Alle Linien miissen die Kurven bei einem A | der gesuchten Defokussierung, schneiden.

Anmerkungen:

1) Aus einer Fokusreihe It sich auch die Offnungsfehlerkonstante Cy bestimmen. (Kri-
vanek, Optik 45, 97 - 101(1976))

2) Das Diffraktogramm ist ein wichtiges Hilfsmittel zur Bestimmung von Justierfeh-
lern. Beispielsweise wird durch den axialen Astigmatismus eine Phasenschiebung
von 4 = kA (02 — 92) erzeugt, so dafl die Kurven verschwindender Intensitéit im
Diffraktogramm keine Kreise, sondern Ellipsen sind. (Siehe z.B. Reimer, Kap. 6.4)

Etwas schwieriger: Axiale Koma (Zemlin et al., Ultramicroscopy 3, 49 - 60 (1978))
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3.8 Die Abbildung diinner Kristalle

In Abschnitt 3.6 hatten wir gesehen, dafl

C(q) = —2X fu(q) siny(q) -

Betrachten wir nun den Bereich kleiner Raumfrequenzen ¢ , so ist v << 1 und daher
. |G Q>4 Af <Q)2 ~ Af 5
57’”7(‘7)”7@_]{:[4@ o \&) |~ Tt

Wir erhalten schliefllich

mit der Ladungsdichte o(7) und dem Potential

V() = —ed(7)

folgern wir mit der Fourier-Riicktransformation

V) = s | V(@ expli} &
und
o) = oy [ & @ espl=iar} d'q
sofort
i [ 2@ expf-idr) Pa= 00 = Ay = — Lo [ & (@0 exol-idr) ¢
(27)3¢, €o (2m)3
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und daraus

Der Kontrast

Wir bemerken, daf§ der Streuvektor ¢ senkrecht zur Strahlrichtung steht (g, = 0)

Eine zweidimensionale Fourier-Riicktransformation ergibt

—mAf
Clay)=—— - eyl (=, 9),

wobei

9($,y)=1

die in Strahlrichtung projizierte Ladungsdichte und d die Objektdicke ist.

59

o(z,y,z)dz

ol N

Wir bemerken:

1) Diese ,,Ndherung der projizierten Ladungsdichte“ gilt nur fiir kleine ¢, also relativ
(zu v/CsA? ) grofie Gitterperioden. Kiirzere Gitterperioden miissen dabei ausgeblen-
det werden.

A
-y

A\

Q|
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2) Man beachte, daf§ wir hier mit o(7) die Gesamtladungsdichte bezeichnet haben, also
Elektronen und Kerne mitzihlen. Im Gegensatz dazu werden Rontgenstrahlen nur
an den Elektronen gestreut (Ausnahme: Beugung von Méfibauer-Quanten).

Wird eine Auflésung in der Niahe der Auflésungsgrenze angestrebt, so zeichnet man
am besten die reziproken Gittervektoren in eine Darstellung der Phasenkontrast-
Ubertragungsfunktion ein.

Beispiel: A = 1, 2; kubischer Kristall in [001]— Orientierung

L@
1;k

Mit dieser Defokussierung kénnen jedoch nur Gitterperioden lénger als die Punkt-
auflosungsgrenze korrekt iibertragen werden (hier bis dagg ) . Vergrofiert man die
Aperturblende iiber die erste Nullstelle hinaus, so werden einzelne Periodizitdten
(hier z.B. die (210)-Netzebenen) mit umgekehrtem Vorzeichen iibertragen. (Aus hell
wird dunkel und umgekehrt.) Dadurch wird die Struktur im Bild stark verfilscht.

Wie wihlt man die giinstigste Defokussierung? Das Thon-Diagramm (Phasenkon-
trast-Charakteristik) zeigt die Ubertragungsbereiche als Funktion der Defokussie-
rung an. Man sucht also die Defokussierung, bei der alle interessierenden Raum-
frequenzen im selben Ubertragsungsband liegen, oder in verschiedenen Ubertra-
gungsbindern liegen, die jedoch zumindest mit dem gleichen Vorzeichen iibertragen
werden.

Fazit:

Die Intensititsverteilung in einer elektronenmikroskopischen Aufnahme héingt im
allgemeinen in komplizierter Weise von der Struktur und von den Abbildungspara-
metern ab. Zur Interpretation ist immer eine Vergleichsrechnung erforderlich.
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3.9 Abbildung von Grenzflichen und Ausscheidungen

Die Struktur idealer Einkristalle ist mit Beugungsverfahren zugénglich. Das Hauptanwen-
dungsgebiet der Elektronenmikroskopie liegt bei der Untersuchung von Unregelmifigkei-
ten, z.B. Defekten, Ausscheidungen, Grenzflichen, Heterostrukturen, Fehlordnungen usw.
Beugung: Grofler Bereich wird ausgeleuchtet, Unregelmifigkeiten fiillen nur kleinen Teil
des Objekts aus — Streuung an Fehlern ist schwach im Vergleich zum Beitrag, der
von Idealkristall herkdme. Daher fiir die Untersuchung von Unregelméfigkeiten nicht gut
geeignet.

Abbildung: Man sucht sich die interessanten Bereiche aus. Information raumlich getrennt.

Wie kann man Unregelméfigkeiten im Kristallaufbau erkennen?

i) Worin bestehen die Unterschiede im Streuverhalten?

ii) Wie kann man diese Unterschiede im Bild sichtbar machen?

Hier nur einige Beispiele; keine vollstindige Aufzihlung.

1. Fall:

Zwei Kristalle, deren Elementarzellen sich in Gréfle, Form oder Orientierung unterschei-
den.

— Die Lage der Beugungsreflexe der beiden Kristalle unterscheidet sich

Beispiel: kubisch — tetragonal

()e) W (o e

1. Verfahren:

Netzebenen - Abbildung und Ausmessen der Netzebenen—Abstéinde
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Probleme: geht nur, wenn Kristalle nicht hintereinander liegen
Abstandsunterschiede meist relativ klein, ,, Mefgenauigkeit“

2. Verfahren:

Selektion eines charakteristischen Reflexes (durch Kippung des Beleuchtungsstrahls) lie-
fert ein Dunkelfeldbild, bei dem der zum ausgewihlten Reflex gehorige Kristall hell er-
scheint.

Problem: Auflésung beschrinkt, da nur ein Reflex die Apertur passieren darf, (Abhilfe:
hoher indizierte Reflexe benutzen) orientierungsabhéngig

3. Verfahren: (falls Kristalle hintereinander liegen)
Moiré - Abbildung
Blende 148t je einen Reflex der beiden Kristalle durch

— Streifenmuster mit Periode passend zur Differenz der reziproken Gittervektoren.

2 27 B didy
|1 — G2 \/gf + g2 — 2,9, cosa \/d% + d3 — 2d,dy cosa

dm

. 2m m
wobei g = PRER LA benutzt wurde.
1 2
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2. Fall:

Die beiden Phasen sind nicht kristallin oder die Elementarzellen der Kristallite unterschei-
den sich weder in Gréfle noch in Form oder Orientierung voneinander (z. B. kohirente
Ausscheidung).

Bsp.: Al:a=4,044 ;Au:a=4,07A , beides fcc

e o 00 0 0 o
e e OO O o @
e e OO O o @
e e OO0 O o @
e o 0o 0 0 0 o

Unterschied im mittleren Potential
— unterschiedliche Phasenschiebung
— Abbildung im Phasenkontrast

Problem der Interpretation: Auch Dickenunterschiede bewirken unterschiedliche Phasen-
schiebung.

Zusammenfassung des Kapitel 3

Wir haben die Bildentstehung wellenoptisch beschrieben. Dabei haben wir das Huygens-
sche Prinzip in Fresnelscher Niherung benutzt, um die Ausbreitung der Wellen im freien
Raum zu beschreiben. Damit lassen sich alle Abbildungsverfahren beschreiben.

Was gibt es noch?

- neue ,bessere“ Abbildungsverfahren, wobei , besser immer auch etwas vom Typ
des Priparats abhingt.

Beispiele:
- Elektronenholographie

- Hohlkegelbeleuchtung im Hellfeld ( — bessere Punktauflosung)
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- Abbildung mit neuartigen Mikroskopen ( Cj einstellbar, z. B. C3 =0 )

- Abbildung mit unelastisch gestreuten Elektronen (Elementverteilungsbilder)
Eine Diskussion dieser Themen wiirde hier etwas zu weit fiihren.

Wir werden uns im folgenden Paragraphen mit der Streuung an und der Abbildung von
,dickeren* Kristallen befassen.

,Dicker” in unserem Sinne ist ein Kristall, sobald die Hochenergie-Ndherung nicht mehr
zur Beschreibung ausreicht. Das heifit, daf8 504 schon ,,dick* ist.

Die Elektronenbeugung wird zunehmend auch fiir die quantitative Bestimmung des Kri-
stallpotentials benutzt. Die Abweichungen von der Ndherung

,Kristall ist Summe freier Atome*

erlauben Aussagen iiber das Bindungsverhalten.
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4 Die dynamische Theorie der Elektronenbeugung

Bisher hatten wir uns mit der Streuung in sehr diinnen Kristallen befafit. Wir hatten dazu
die 1. Bornsche Nédherung benutzt. Hierbei hatten wir angenommen, dafl die einfallende
ebene Welle von der Streuung kaum beeinflufit wird.

Jetzt wollen wir die Streuung in dickeren Kristallen behandeln.

4.1 Der Blochwellen-Ansatz

Wir betrachten nur elastische Streuprozesse. Der Kristall wird durch sein periodisches
Potential beschrieben.

Wir betrachten ein planparalleles Pléttchen der Dicke d.

T einfallende ebene Welle

=
o

Kristall ?

-0 -

gestreute Wellen

Wie streut der Kristall?

Zur Beantwortung dieser Frage miissen wir nach Losungen der Schrodinger-Gleichung bei
der vorgegebenen Energie E suchen.

Ziel: Losung im gesamten Raum.

Vorgehen: Aneinanderstiickeln von Losungen innerhalb und auflerhalb des Kristalls.
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Auflerhalb des Kristalls wird die Schrédinger-Gleichung durch ebene Wellen gelost.
Gesucht: Losungen im Kristall bei vorgegebener Energie.

Die Schrodinger-Gleichung im Kristall lautet

Ay + [k = U@)] vy =0,

2
mit U(7) = h—? V(7)
27.2
und Ik, =F
2m

Das Potential ist gitterperiodisch, d.h.
U =UF+d;) i=1,2,3 ,
wenn @; die elementaren Gitter-Translationsvektoren sind.

Wir entwickeln die Funktion U(7) in eine Fourier-Reihe
U(r) =>_ Uy expligr}
g

wobei § = hlgl + hQZ;Q + hggg ein beliebiger reziproker Gittervektor ist. Die Summe lduft
iiber alle reziproken Gittervektoren.

Den Zusammenhang zwischen den Fourierkoeffizienten U; und dem Potential erhalten wir
durch eine Fouriertransformation.

/ U(7) exp{—ig,r} &7 = Z Ug / exp{i(§ — Jo)7} d°F = Uz, Tz 0gg,
EZ = EZ
g9
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2m
Uz = — U(7) exp{—igr} d*7 =
Y rmy JEZ () p{ g} hZTEZ EZ

— o — 47r —
V(7) exp{—igr} D A p— frez(—9)
TEZ

Zur Erinnerung:

fez(@) = X, [;(Q) exp{iqr;}
[i(@) :  Atomformamplitude
Ty - Position des j-ten Atoms

Da U(7) reell ist, folgt
S Uj exp{ig} = U(7) = U(F) = X Uy explia)
g g
und durch Koeffizientenvergleich
Ui =U_g .
Nach dem Blochschen Theorem kénnen die Losungen () in der Form

)(7) = exp{iki} wy(F)

geschrieben werden, wobei w;(7) eine gitterperiodische Funktion von 7 ist, deren Verlauf
vom Parameter k£ abhingt.

Wir entwickeln wz () in eine Fourier-Reihe
wi(F) = Y_ Cy exp{igr}
g
wobei wir den Parameter & unterdriickt haben. Fiir ¥(7) erhalten wir daraus

U = X Cg expli(k +9)7)
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Setzen wir diesen Ansatz in die Schrédinger-Gleichung ein, so erhalten wir

S [~k + ) + k2] Cg expli(k + §)7} — Y. UpCy exp{i(k+7 +§")7} =0 .
g §.g

Mit § = g’ + g" erhalten wir

-

g

Z { I:(E + 5)2 - k'g] Cg‘ + Z Ug'_g'/Cg*l} exp{z(/g + ﬁ)F} = 0
g’l
Da dies fiir alle 7 gilt, muf}

[(k+9)° = k3] G5+ > Us-gCy =0
g’l

Im Folgenden schreiben wir mit

K -U, = K* und
oo = > (U, : mittleres Potential)
7 770

[(E-ﬁ- 5)2 — K2] Cs+ ZIUQ*_Q‘/ Cy =0
g’l

Wie bisher nehmen wir an, dafl der einfallende Strahl in z-Richtung oder nur sehr schwach
dagegen geneigt einfillt.

Wir nidhern

K -K*=k - K:=(k,- K,)(k, + K,) 2 K,(k, - K,) =2 K7,

wobei wir die Abkiirzung v = k, — K, eingefiihrt haben. Sie bezeichnet die Abweichung
der Wellenzahlkomponente vom freie-Elektronen Wert.
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(Implizit haben wir K, = k,, K, = k, benutzt, ein Umstand, den wir spéter zeigen
werden.)

Eingesetzt erhalten wir

2 Koy +2kG+ 5] C3+ > UpgCy =0.
g‘l

Formal konnen wir schreiben

7
wobei
A - jii furg:7ég"
n- firg=g
oder kurz
AC = —4 C .

Wir haben nun ein unendlich-dimensionales Eigenwertproblem zu lésen. Fiir § # g’ ist

Usg _ (Usg'\" _
Ai= S, = ( 2K, ) =g

da die Agy reell sind, ist die Matrix A hermitesch.

o
+

|
[ES
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Néaherungen:

1) Nur N Komponenten wesentlich (sogenannter N-Strahl-Fall)

2) Die ,wichtigen* reziproken Gittervektoren liegen, wie wir aus der Ewald’schen Kon-
struktion gesehen haben, senkrecht dazu. D.h.

g’: gzgm +gy é’y

(O.te Laue Zone)

Wir erhalten die N Gleichungen

(A+~1)C =0.

IQ

Spéter: 2-Strahl-Fall

Einschub: Eigenwerte

Die Gleichung

A+7)C =0 (C#0)

ist nur fiir wenige v , die Eigenwerte l6sbar. Die Bedingung fiir die Losbarkeit ist das
Verschwinden der Determinante

det(A +1) = 0

Die Determinante liefert ein Polynom N-ten Grades, das N Nullstellen hat.

Lineare Algebra:

1) Eine hermitesche N x N Matrix hat N reelle Eigenwerte %) und N linear un-
abhingige Eigenvektoren C)

2) Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten stehen senkrecht aufeinander, d.h.

Z ngj)* Céjl) = 0 fiir 7 #£ )
g
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Anmerkungen:

- Manchmal kommt derselbe Eigenwert n-fach vor. Dann gibt es dazu n linear un-
abhéngige Eigenvektoren, die man orthogonal zueinander wéhlen kann.

- Behauptung: Wenn CV) ein Eigenvektor zum Eigenwert 4 ist, dann ist auch A\CY)
ein Eigenvektor zum Eigenwert ) .

Beweis: (A+~v1)C =0
A+71 =
A+71)  AC 0
Eigenvektor

Folgerung: Wir konnen die Eigenvektoren so wéihlen, dafl sie ein orthonormales
Basissystem bilden, d.h.

> G e =y
7

Kompaktschreibweise

I
|

(C(l),Q(2),C(3), C(N))

Q+

I

=1

Daraus folgt C* =C 'und CCT =1.
Ausgeschrieben heifit dies (nach Bildung des konjugiert Komplexen)

> O O = bgg.
J

Fazit:

Die Blochwellen

) (7) = > ngj) exp{i(k\9 + §)7}
g

mit k) = K + y9)¢, sind Lésungen der Schrédinger-Gleichung im Kristall zur Energie
E. Die allgemeine Losung ist damit durch eine Uberlagerung

v =3 D pO(R) =3 V) ngj) exp{i(k¥) + §)7}

J J,G
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gegeben.

Frage: Welche Uberlagerung ist im Kristall verwirklicht? Dazu miissen wir uns mit den
Randbedingungen befassen.

Bezeichnungsweise:

$1 z=0
2 z=d
W3
y4

In der Region 1 (oberhalb des Kristalles) ist die Wellenfunktion durch

W1 (F) = exp{ikF}

gegeben. Im Kristall (Region 2) miissen wir eine Summe
(=Y Y expli (kD +§)7)
59
ansetzen. An der Eintrittsfliche miissen beide Funktionen stetig ineinander iibergehen.

exp{ik7} | =0 = 3 € Cg@ exp{i (E(j) + §) '}

79

2=0

1=3 % 9 exp {i[(F9) - F) + 4] 7)
J

g

z=0

Da diese Beziehung fiir alle x und y gelten mu8, ist

D =ky , KD =k, .
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Weiterhin darf nur der Term ¢ = 0 beitragen. Daraus folgt

Z C(j) Céj) = (55@‘
J

Multiplikationen mit ng,)* und Summation iiber § liefert

J

ng’)* _ Z5o§ ng’)* — Z el Z ngj) ngj’)* — Z G(j)5jj, = U
g g J

Jjjl

Wir erhalten € = C{)* und damit

() =3 CF" CF) eapli(RD + 9)7} .

59

Anmerkung: Wir haben aus der Stetigkeitsforderung die Koeffizienten vollstédndig bestim-
men konnen. Die stetige Differenzierbarkeit ist nur ndherungsweise erfiillt; die Fehler sind
von der Groflenordnung

KV - K,
K,

Die Ursache fiir dieses Verhalten liegt in der Vernachlissigung der riickgestreuten Elek-
tronen.

Nach Durchlaufen der Kristalldicke d ist die Wellenfunktion durch

o(7)] o= = exp{i.d} Y C9* CY exp {i [(vd) + (kL + 9)7] }

79

Unterhalb des Kristalls ist die Wellenfunktion durch eine Summe iiber ebene Wellen ge-
geben, deren Wellenzahlvektoren betragsmifig gleich |k| sind.

Definition:
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Durch Anpassen an die Randbedingungen an der Unterseite des Kristalls erhalten wir aus
der allgemeinen Form

Ys(F) = D ag exp{il_{gf} mit
g
¢3(F) |Z:d - ¢2(f) |z:d

die Beziehung

ag exp{ikg} e = explikd} Y CY" OF exp {inPd} exp {i(kL +9)7}|_,
J
ag = expli(K, —kz&,)d} Y. CO* ng) exp {w@d}
Y i

~1

Die Amplitude der abgebeugten Strahlung ist durch a; = 3; Cl)* ngj) exp{i’y(j)d}

o
gegeben. Sie, und damit auch die Intensitit ist stark dickenabhéngig.

Anmerkung:

Elektronen mit Energien um 100 keV oder mehr miissen relativistisch, d.h. mit der Dirac-
Gleichung, beschrieben werden. Wenn man dies tut, dann erhélt man fiir Energien un-
terhalb der Positronen-Erzeugungsschwelle von 1,022 MeV im wesentlichen dieselben Be-
ziehungen wie im nicht-relativistischen Fall. Der einzige Unterschied besteht darin, dafl
fiir die Masse m = m,/+/1 — % und fiir die Wellenzahlen K, k die relativistisch korrekten
Werte einzusetzen sind.
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4.2 Der Zweistrahlfall

Wir diskutieren nun den Fall, dafl aufler dem Nullstrahl nur ein abgebeugter Strahl we-
sentliche Intensitdt enthilt. Dieser Fall ist zwar nur selten verwirklicht, aber man kann
daran schon einige wichtige Figenschaften der Elektronenstreuung in Kristallen erkennen.

¥C, +3:C; =0

U
QI?Z Co +(y+s3C; =0,

wobei wir die Abkiirzung s; = 2—';9%93 , den sogenannten Anregungsfehler eingefiihrt
haben.

Sg ~ &+ G2 — k2 ist ein Map fiir die Abweichung von
der exakten Bragg-Bedingung.

In Matrix-Form geschrieben lautet die Dispersions—Gleichung fiir den Zweistrahl-Fall

v o C,
U c; ) =0
sk, V1T 53 g

Wir nehmen im Folgenden an, dafi der Ursprung so gewéhlt wurde, da8 V(7) = V(-7
und damit Uz = U_z und damit reell ist. Dies ist beim Zweistrahlfall keine Einschrénkung
der Allgemeinheit.

Das obige Gleichungssystem hat genau dann nichtverschwindende Losungen, wenn
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Y +spy— —5 =0

AK?
_ sg L, Uz%
N =Ty Fa\t ke

Aus der ersten Gleichung erhalten wir

U;
/2 — _ Y3 ~(1/2)
Y1/2 Co = QKZ Cg

Cél/Q) KZ Sg
= q: 5
cit? Ug Uz

Wir definieren einen normierten Kippungsparameter

_ KZSg'
Ug

und eine ,,Extinktionsldnge*

. 27TKz . fg’Sg’
é-g_ Ug’ (w_ 271')

(Achtung: Die in der Literatur benutzten Definitionen unterscheiden sich teilweise um
Faktoren 27 !) und erhalten damit

o/
iy —wFVITW
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Aus der Normierungsbedingung erhalten wir

1=C?’ [1 + (weV1+ w2)2] =CO" 14 (w? + 1+ w?) F 20V + v’

= 200(1/2)2 [1 +w? Fwv1+ w2]

Wir betrachten nun den Fall, dal die Bragg-Bedingung exakt erfiillt ist. Dann ist
sg=0=w

o0
o T

1 1 C
o — - o | _
= 5(4) (c)=c
1 1
c® = _—
o = (1)
1U; T
T2 = jﬁf‘i = if_g =72

Die Wellenfunktion nach Durchlaufen der Kristalldicke d ist

Ya(f) =g = explik.d} 30 CO" O exp {i[(77d) + (kL +9) 7]} =e
J.g
— 7exp{i2sz} exp{z’lZﬂ"}-
. {exp {iq/(l)d} (1 — exp{ig7}) + exp {m(?)d} 1+ eXP{igf})}
= exp{iK,d} exp{z'l?:lf’} {cos <7g—fl> — i exp{igr} sin (Z—d) } .

g g
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Intensititsverteilung in der Austrittsebene:

G ll —2Re (z exp{igr} sin (g—j) cos <Z_j>>]

= 1+ sin (2;rd) -sin(gr).
g

————
schwankt zwischen +1 und —1 je nach Dicke d

Die Lage der Maxima und Minima héngt von der Dicke ab. Bei einer idealen Abbildung
sehen wir im Bild die Intensitétsverteilung unmittelbar hinter dem Objekt.

Bei Objektdicken, die in die Gréflenordnung der Extinktionslinge £;/2 kommen, ist die
Bildinterpretation schwierig.

Die Extinktionsldngen bei 100 keV liegen fiir Bravaisgitter im Bereich von ca. 100 —
1000 A.

Was sehen wir im Beugungsbild?

2

I, =cos ( )
(

) Ewaldsche Pendellosung

Qi

— win2
I, =sin

RO

Offenkundig ist I, + I, = 1 , d.h. die Gesamtintensitét bleibt erhalten.

Die Intensitit ,,pendelt” zwischen direktem und abgebeugtem Strahl hin und her.
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Was passiert, wenn die Bragg-Bedingung nicht exakt erfiillt ist?

1) Die beiden Blochwellen werden unterschiedlich stark angeregt 00(!17’2) # %
2) Die ,effektive Extinktionslinge“ &5y
¢ 2w 2 g
geff = S0 — A2 0z /1 2
|7 Y | \/sg + K_gzz \/ tw
wird kiirzer.
A
|
| d
g eff

Beweis: Ubungsaufgabe
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Variation der Dicke (z.B. Keil): Dickenkonturen
Was passiert, wenn man bei gegebener Kristalldicke d > &5 die Einstrahlrichtung dndert?

Man beobachtet eine Verdnderung der abgebeugten Intensitét.

2¢
g ‘IE.A
25¢g
Hellfeld : hell dunkel hell dunkel
Reflex : dunkel hell dunkel hell

Funktioniert auch mit Symmetrieaiquivalenten Reflexen.

Dagegen bei einer durchgebogenen Probe:

Biegekonturen

— unterschiedliche Einstrahlrichtung relativ zu den Netzebenen
s bzw. w &ndern sich — Anderung der Helligkeit im Bild.

Symmetriedquivalenter Reflex (auler —g ) — andere Helligkeitsverteilung

Bezeichnungsweise: I,(w) oder I,(w) Rockingkurve

Anwendung der Rockingkurve:
- Dickenbestimmung von Kristallen
- Bestimmung des Potentials Uz

Praktische Durchfiihrung:
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Man bestrahlt aus einem grofleren Winkelbereich gleichzeitig und sieht damit einen Teil
der Rockingkurve auf einmal.

»Elektronenbeugung im konvergenten Biindel“ (engl. Convergent Beam Electron Diffraction
CBED)

Wir bestimmen die Lagen der Minima im abgebeugten Strahl. Fiir diese sé.") gilt

d
=n
gers

sW
alternativ: —L— = —

dm2n?  d*  n2EZ

g-n)z iiber n? auf und erhalten aus der Steigung 1/d” und aus dem Achsab-

schnitt Elgund daraus Uy .
K

Wir tragen s

Die Ordnung n mufl zunéichst geschatzt werden n =1 4 int (i) .

)

Falls man sich verschitzt hat, erhilt man keine Gerade.

- Die Dickenbestimmung ist bis etwa 2 % genau.

- Fiir eine prézise Bestimmung von Uj sollten andere Reflexe mitberiicksichtigt wer-
den.

(Bild: Loretto S. 81)
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4.3 Die Dickenabhingigkeit bei der Abbildung von Netzebenen

Heute wollen wir einige Probleme bei der quantitativen Auswertung von Kristallabbil-
dungen besprechen. Diese Schwierigkeiten haben zwei Griinde:

1. Ubertragungsverhalten des Mikroskops

Die dadurch verursachten Fehler hatten wir in Kapitel 3 besprochen.

2. ,Dynamische® Elektronenbeugung

Diesen Punkt 2 wollen wir heute besprechen. Wir wollen dabei das Prinzip klarmachen.
Quantitative Rechnungen kénnen nur numerisch durchgefiihrt werden.

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, der Netzebenenabbildung im Zweistrahl—Fall.

Im vorigen Abschnitt hatten wir gesehen, dafl die Wellenfunktion unmittelbar nach Durch-
laufen des Kristalls durch

Ur(8) =3 ag expli(ks + §)@")}

g

gegeben ist. Bei senkrechtem Einfall ist k. = 0, wir haben also im Zweistrahlfall
Yr(@") = a, + ag 98" .

Wir nehmen an, daf§ wir die Bragg-Bedingung exakt erfiillt haben. Dann sind

Ay = cos (Ld) und
&5

, Sin (Wd>
ag = —1 -
I &g

Die Abbildung einer derartigen Wellenfunktion haben wir in Aufgabe 9b besprochen. Wir
erhielten fiir die Amplitude im Bild (mit der Entsprechung a, = a, a1 — a3 277’ —g)

b (Fa) = exp{if(]i);' 9)} exp {iﬁ@} lao + az exp {_m (%) } exp {z (%) }]

O.B.d.A. g = ge;
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Fiir die Intensititsverteilung ergibt sich daraus
-2 1 2 2 * . 7 .gTp
lYg(0B)]” = e lao|” + |az|” + 2R |a,az exp { —iy Z exp{zﬁ}

1 2nd 7l
= e () (57 ()

also ein Streifenmuster.

Wir sehen, dal die Lage der Streifen von den Linsenfehlern abhéngt. Auflerdem tritt
jeweils nach Durchlaufen einer halben Extinktionslinge eine Kontrastumkehr auf. Fiir
Dicken, die gleich einem Vielfachen der halben Extinktionsldnge sind, ist das Bild struk-
turlos. Dies ist anschaulich klar, weil bei diesen Dicken nur eine ebene Welle aus dem
Kristall austritt.

Um nun dem allgemeinen N-Strahl-Fall ndherzukommen, diskutieren wir hier kurz den
Dreistrahl-Fall. Dabei nehmen wir an, dafl die Netzebenen gleichzeitig Spiegelebenen sind.

Dann gilt fiir die Fourierkoeffizienten Uy = U_; €.

Wir strahlen parallel zu den Netzebenen ein, d.h. Eﬁ = 0.

=~

Wir erhalten daraus die Eigenwertgleichung
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Uy Us
0 g c,
" 2K, 2K,
Us g Usg =0
Ed C-‘ pr—
g ok, 7ok, 9K, g
.| Uss  Ueoyy g9
_ C__,
g 2K, 2K, 7ok, g

Aufgrund der Spiegelsymmetrie miissen die Losungen entweder symmetrisch oder anti-
symmetrisch sein (Analogie: Paritét).

Demzufolge mufl gelten:

Entweder:

C, C,
Cg’ = C*ﬁ
C_; C;

Co
Cy
Cy
Oder:
C, C,
¢ | =-1|cy
C_; C;

—)COZ—COZO ng—C_g.
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Die antisymmetrischen Eigenvektoren haben die Form

0
Cy
—Cy
Da die Eigenvektoren nur 2 bzw. 1 unabhingige Komponente(n) haben, reduziert sich der

Grad der Eigenwertgleichung entsprechend.

Fiir die Wellenfunktion () hatten wir gefunden
Y(F) = Z Ccu) ngj) exp {i(/gm + ﬁ)f’} :
j

Da fiir die antisymmetrische Lésung C’O(j) = 0, ist diese fiir uns uninteressant. Fiir die
symmetrischen Eigenvektoren gilt

0 g
2Uz
0 y J C,
S Uy 9 Uy
C
9 \ a2k, 7TVak, "ok, g

Die Losung der Eigenwertgleichung

2 2
2 9> U\ Ui _
LA (21@ * 2Kz) 2K "

ist durch

Yij2 = _%sz (92 + Uzg) +

1 2
4KZ\/(92+U2§) +8 U2

Fiir einen vorgegebenen Kristall ist daraus alles berechenbar.
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Wir wollen nun die Dickenabhéingigkeit qualitativ diskutieren. Der Verlauf der Intensitét
in den Reflexen ist qualitativ d&hnlich dem Zweistrahl-Fall mit sz # 0 .

In Aufgabe 9a haben wir den Intensitatsverlauf im Bild eines periodischen Objekts bespro-
chen, wenn der direkte Strahl sowie die beiden Beugungsreflexe £+ 1. Ordnung beitragen.
Wir identifizieren wieder a, L @, G+1 = a+g und erhalten

2 1 2 2 2(97B o 9%B
al* = <5 {Jaof + lagl cos® (52 + 2R (auagexp {~i7(@)}) cos (57 ) |

_ 1 2 | lagl | lag 29xp L (gx3>
= W{|ao| +T+ 5 cos( 7 >+2§R(aoa§exp{—w(g)})cos i

Wir erhalten die Summe aus einem konstanten Anteil, einem Term mit der Grundperiode
und einem Summanden mit der halben Gitterperiode.

Fiir Dicken, bei den |a,| << |aj| iiberwiegt der Anteil mit der halben Gitterperiode. Uns

wird also eine Struktur vorgetiuscht, die im Objekt so garnicht vorhanden ist. Dies wird
besonders deutlich wenn Uz = 0 .

Anmerkungen:

1. Auch sogenannte ,kinematisch verbotene“ Reflexe treten auf.
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Was heifit das?

Beispiel: Fiir Silizium (Diamantstruktur) sind Strukturfaktoren fiir h+k+¢ = 4n+2
gleich Null. D.h. Uyy; # 0, aber Usyy = 0. Demzufolge treten derartige Reflexe bei
der Rontgenbeugung nicht auf, man nennt sie dort ,,verboten“. Dieses , verboten*
bezieht sich jedoch nur auf den Fall der Einfachstreuung; deshalb sagt man préziser
,kinematisch verboten.

Was passiert bei dickeren Kristallen?

Wir betrachten einen Dreistrahl-Fall, wobei die Bragg-Bedingungen fiir den Reflex
24 exakt erfiillt sein. k, = —¢

0 g 2g

Wir miissen hierbei die Komponenten 0, g,2g beriicksichtigen. Da der Reflex 2g
»kinematisch verboten® ist, gilt Uyz = 0 .

Die Eigenwertgleichung lautet also

0 7 27
U_-
0 y 2Kg 0 C,
Ug g Uy =0
Esd _ C_‘ —
9 | 9K, 9K, 2K, g
g U-‘
2g 0 2Kg' y Cog

Aus der Symmetrie folgt &hnlich wie vorhin, dafl die Vektoren entweder symmetrisch
bzgl. einer Inversion um den reziproken Gitterpunkt g sind. Bei mindestens zwei
Eigenvektoren ist Cyz # 0 und C, # 0. Folglich tritt der Reflex 2¢ auf. Wir sehen,
dass die ,,kinematisch verbotenen“ Reflexe durchaus ,,dynamisch erlaubt*
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sein konnen. Je nach Dicke konnen derartige Reflexe sogar intensiver sein als
,kinematisch erlaubte®.

Den zugrundeliegenden Effekt bezeichnet man als ,,Umweganregung”. Anschaulich
kann man sich vorstellen, dafl die einfallende ebene Welle durch den Potentialanteil
Uz um g gestreut wird. Auf die so gestreute Welle wirkt wiederum Uz und streut
nochmals um g, so dafl sich der Wellenzahlvektor insgesamt um 2g #ndert. Die
Streuung 24 erfolgt also auf dem ,,Umweg" iiber g.

2. Im Vielstrahl-Fall verteilt sich die einfallende Intensitit auf viele Strahlen. Die In-
tensitédtsoszillationen als Funktion der Dicke haben unterschiedliche Periodizitéten,
so daf der direkte Strahl im allgemeinen nie wieder seine urspriingliche Intensitét
erreicht.

3. Ein Vorteil des Blochwellen—Verfahrens ist der Umstand, dafl die Ergebnisse repro-
duzierbar sind, wenn die N benutzten Strahlen angegeben sind, und die Quelle der
Potentialkoeffizienten erwihnt wird.

4. Die Anwendung der Blochwellen-Methode setzt einen Kristall voraus. Ist der Kri-
stall nur schwach gestort, so kann man dies stérungstheoretisch beriicksichtigen. In-
teressiert man sich jedoch fiir die Struktur einer Grenzfliche, so ist die Blochwellen—
Methode zur Beschreibung ungeeignet.

Wir werden daher jetzt ein Verfahren besprechen, das die Streuung an beliebigen Objekten
beschreibt.
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4.4 Das Multi—Slice Verfahren

Wir wollen nun ein Verfahren besprechen, welches auch die Behandlung allgemeiner, d.h.
auch nichtkristalliner, dickerer Objekte erlaubt. Wir betrachten wie bisher nur elastische
Streuprozesse.

Die Grundidee entspricht der bekannten Salamitaktik, d.h. man ndhert sich dem Ziel
scheibchenweise.

Wir denken uns das ,,dicke” Préparat in diinne Scheiben zerschnitten.

Jede Scheibe sei dabei so diinn, dafl wir sie als reines Phasenobjekt im Sinne der Hoch-
energieniherung behandeln diirfen. Die Dicke Az einer Scheibe muf} also deutlich kleiner
als die Extinktionslinge sein.

Die Vorgehensweise ist wie folgt

W, ,
ATZ m ,/l\ L|J1 Az

Bei der Hochenergie-Néherung wurde die Phasenschiebung ¢(x,y) im Plittchen Az be-
rechnet. Die Streuung wird dabei durch eine Transmissionsfunktion beschrieben.

gy g FrOsmel T
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Allgemein geschrieben gilt:

,» Transmission“ wobei T,,(g,) die Transmissionsfunktion der n—ten Scheibe ist, d.h.

1 Az .
T, (0,) = exp {_ﬂ /(nl)Az V(Qn,z)dz} )

Die Ausbreitung wird durch

. exp{ikAz k . .
Vi1 (Ony1) = pf\Az }/w On exp{ (Qn+1 On )2} d* 3,

beschrieben.

Zur Berechnung geht man wie folgt vor:

1. Aus den vorgegebenen Koordinaten wird das Potential berechnet.

2. Nach Einteilen in Scheiben erhilt man die Transmissionsfunktionen 7},(g,) . Meist
sind die Objekte in z—Richtung periodisch. Dann kann eine Scheibe gleich einer
Elementarzelle setzen und erhilt T,,(g,) = T1(0y) -

3. Man beginnt die Schleife.

Das Faltungsintegral

. exp {ikAz k . .
VYn1(Ont1) = p;{\Az }/w On exp{ (Qn+1 9)2} d*g,

wird meist iiber eine Fouriertransformation ausgewertet (vgl. Ubung 3).

A X ik k 2
b @ =LK i@ (e { i)

Mit
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ko? . Az
FT —— 3 | =iAA — 2}
(exp {ZQAz}> 1IAAZ exp {z qu

erhalten wir

Az,

Yoy (@ = exp{ikAz} o, @ exp {—igre?}.

Numerische Durchfiihrung:

- Diskretisierung — N? Punkte g; auf quadratischem Gitter
— N? Punkte ¢

Die einfallende Welle wird duch eine N?-dimensionale Matrix beschrieben. Diese wird
komponentenweise mit der Transmissionsfunktion multipliziert.

¥1(85) = ¥1(8)) T (85) j=1,..N%

Es folgt eine diskrete ,schnelle Fouriertransformation (FFT).

/\I

¥y (@) = FT {41 (d;)} j.i'=1,...N?

- A . Az

b (@) =by (@) explibdz} exp{—iqt) .
Riicktransformation

val@) = FT7 {, @)}

Uusw. ust.

Schematische Darstellung im FluBdiagramm:
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FFT MULT

A
Y =FT(v,) > Uy, =Ty -y
A
n:=n+1
MULT | FFT
AN . /\I N
ua=exp{i Az (k+ )} o', 1 0= FT(4,)

Pro Zyklus sind zwei Multiplikationen und zwei Fouriertransformationen durchzufiihren.
Grund fiir die Berechnung der Faltung iiber das Fourierintegral:

direkte Berechnung: Pro Punkt je N? Additionen und Multiplikationen — 2 - N* Ope-
rationen insgesamt.

FFT benétigt ca. N2n?N Operationen — 2N2?¢n?N Operationen insgesamt.

Vor der Durchfiihrung der multi-slice Rechnung muf} festgelegt werden:

- die Schichtdicke Az. Sie muf} diinn genug sein, damit die Schicht als Phasenobjekt
beschreibbar ist. Wenn mdéglich, wéhlt man eine Elementarzelle.

- die Aufteilung des Punktegitters. Der Punkteabstand muf} so klein sein, dafl die
Struktur (Potentialverteilung) hinreichend genau beschrieben wird.

Leider werden diese Parameter bei Simulationsrechnungen oft nicht angegeben, so dafl die
Ergebnisse dann auch nicht reproduzierbar sind.

Es gibt Programmpakete fiir derartige Bildsimulationen (z.B. EMS von Stadelmann).
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