




6.1. Geschwindigkeit der Cluster
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Abbildung 6.1.22.: Lokale Geschwindigkeit des perfekten Gases in der CERN-Düse.

kondensiert zu immer größeren Clustern, bis die Clustermasse so groß ist, dass
weitere Stöße mit Gasmolekülen die Geschwindigkeit nicht mehr signifikant ändern.
Die geringe Temperatur, die für die Kondensation benötigt wird, liegt gemäß den
gezeigten Berechnungen bereits wenige Millimeter hinter dem Düsenhals vor, so dass
davon ausgegangen werden kann, dass der Ausfrierpunkt wenige Millimeter hinter
dem Düsenhals liegt. Da sich, wie bereits beschrieben, an diesem Punkt die mittlere
Geschwindigkeit nicht mehr signifikant von der maximalen Geschwindigkeit vmax

unterscheidet, kann davon ausgegangen werden, dass die Cluster im Mittel diese
Geschwindigkeit besitzen.

Aufgrund der Kontinuitätsgleichung sinkt mit zunehmender Geschwindigkeit und
gleichzeitig zunehmender Querschnittsfläche die Dichte, so dass der Massenfluss im
gesamten Düsenprofil konstant bleibt. Die mit zunehmender Entfernung vom engsten
Querschnitt abnehmenden Werte von Temperatur und Dichte führen, entsprechend
der Zustandsgleichung, zu einem sinkenden Druck. In der Abbildung 6.1.24, in der
der lokale Druck als Funktion der Position abgebildet ist, ist dies gut zu erkennen.
Der eingefügte Graph zeigt hierbei eine Vergrößerung des abgebildeten kompletten
Düsenprofils.

Der berechnete Druck sinkt von 10 bar vor der Düse auf etwa 10−4 mbar am Ende der
Düse. Diese Rechnung berücksichtigt jedoch in keiner Weise die Umgebungsbedin-
gungen in der Vakuumkammer in die die Düse mündet. Aufgrund der Saugleistung
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Abbildung 6.1.23.: Lokale Temperatur (oben) und lokale Dichte (unten) des perfekten
Gases in der CERN-Düse.
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Abbildung 6.1.24.: Lokaler Druck des perfekten Gases in der CERN-Düse.

der an diese Kammer angeschlossenen Pumpen wird sich in dieser Kammer und
damit am Ende der Düse ein Druck einstellen, der nicht dem berechneten Druck
entsprechen muss, sondern im Fall des Cluster-Jet-Targets in der Regel im Bereich
zwischen 10−2 mbar und 10−1 mbar liegt. Die Expansion des Gases wird durch diesen
Druck pe dementsprechend beeinflusst. Im folgenden Abschnitt wird daher dieser
Einfluss näher diskutiert werden.

6.1.3.5. Schockwellen in der Düsenströmung

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass der Druck am Ende der Düse pe durch
die Bedingungen in der Kammer gegeben sind, in der die Düse mündet. Ist dieser
Druck größer oder gleich dem Druck p0 vor der Düse, gilt also pe ≥ p0, so kann
keine Gasströmung stattfinden, die Geschwindigkeit in der gesamten Düse ist gleich
Null. Wird der Enddruck leicht verringert, führt der entstehende Druckgradient
entsprechend des Impulserhaltungssatzes (6.24) zu einer Gasströmung, die zunächst
jedoch im gesamten Düsenbereich Geschwindigkeiten aufweist, die unter der Schallge-
schwindigkeit liegen. Aufgrund der Flächen-Geschwindigkeits-Beziehung (6.34) ist die
Geschwindigkeit jedoch nicht konstant, sondern steigt bis zum engsten Querschnitt
an und wird danach bis zum Düsenende wieder geringer.
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6. Eigenschaften des Clusterstrahls und der Cluster

Für den Fall, dass im divergenten Teil der Düse Überschallgeschwindigkeit erreicht
wird, gibt es genau eine Lösung für die Gleichungen, die die isentrope Düsenströmung
beschreiben. Im Gegensatz dazu, gibt es für den Fall, dass die Geschwindigkeit in der
gesamten Düse unterhalb der Schallgeschwindigkeit bleibt, für jede beliebige Kombi-
nation aus dem Druck p0 vor und dem Druck pe hinter der Düse, eine entsprechende
Lösung der Gleichungen.

Wird der Enddruck weiter abgesenkt findet sich schließlich ein Druck, bei dem
am engsten Querschnitt exakt die Schallgeschwindigkeit erreicht wird. In dieser
Situation ist die Geschwindigkeit im Rest der Düse jedoch weiterhin kleiner als
die Schallgeschwindigkeit. Sinkt der Druck weiter, so ist die Geschwindigkeit direkt
nach der Düse größer als die Schallgeschwindigkeit und es gibt eigentlich nur die
oben berechnete Lösung der Gleichungen. Da diese Lösung jedoch zu einem Druck
am Düsenende führen würde, der deutlich kleiner als der wirkliche Druck ist, muss
die Strömung an einem bestimmten Punkt innerhalb der Düse wieder subsonisch
werden, so dass der Druck wieder auf den eingestellten Druck ansteigen kann. Dieser
Übergang zwischen supersonischer zu subsonischer Strömung erfolgt abrupt und
nennt sich Verdichtungsstoß.

Zur Berechnung der Bedingungen hinter dem Verdichtungsstoß, im Folgenden mit
Index 2 markiert, aus den Bedingungen vor dem Stoß (Index 1), werden wieder
die bereits hergeleiteten Gleichungen der Kontinuitätsgleichung (6.17), der Impul-
serhaltung (6.23) und der Energieerhaltung (6.21) benötigt, die hier noch einmal
wiederholt sind:

ρ1 u1A1 = ρ2 u2A2 , ((6.17))

p1A1 + ρ1u
2
1A1 +

A2
A1

p dA = p2A2 + ρ2u
2
2A2 , ((6.23))

h1 +
u2
1

2
= h2 +

u2
2

2
. ((6.21))

Im Fall des Verdichtungsstoßes vereinfachen sich die beiden ersten Gleichungen jedoch,
da der Bereich, in dem der Stoß stattfindet, als infinitesimal dünn angenommen wird,
so dass die beiden Flächen A1 und A2 gleich groß sind:

ρ1 u1 = ρ2 u2

⇒ u2 =
ρ1 u1

ρ2
, (6.75)

p1 + ρ1u
2
1 = p2 + ρ2u

2
2 . (6.76)
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6.1. Geschwindigkeit der Cluster

Einsetzen von Gleichung (6.75) in die Gleichung (6.76) beziehungsweise in Gleichung
(6.21) ergibt dann die folgenden beiden Gleichungen:

p(ρ2, T2) = p2 = p1 + ρ1 u
2
1


1− ρ1

ρ2


, (6.77)

h(ρ2, T2) = h2 = h1 +
u2
1

2


1−


ρ1
ρ2

2

. (6.78)

Diese Gleichungen gelten wiederum für alle Gase. Um dieses Gleichungssystem für
die unbekannte Temperatur T2 und Dichte ρ2 zu lösen, wird im oben erwähnten
Programmpaket, eine im Rahmen dieser Arbeit geschriebene C#-Portierung der
FORTRAN-Routine CONLES [Sha86] verwendet, deren Algorithmus sich dadurch
auszeichnet, dass er die Definition von Einschränkungen (hier ρ2 > ρ1 und T2 > T1)
erlaubt, die den Lösungsbereich auf einen physikalisch sinnvollen Bereich beschrän-
ken.

Aus den so berechneten Werten nach dem Verdichtungsstoß wird dann die Entropie
s2 = s(T2, ρ2) hinter dem Stoß ermittelt. Hierdurch kann dann die isentrope Expansi-
on in diesem Bereich berechnet werden, indem aus der Entropie s2, der Enthalpie h2

und der Geschwindigkeit u2 nach dem Verdichtungsstoß die Stagnationsbedingungen
berechnet werden. Diese Stagnationsbedingungen unterscheiden sich aufgrund der
durch den Verdichtungsstoß geänderten Entropie natürlich von denen der Strömung
vor dem Stoß. Aus diesen Stagnationsbedingungen können dann wieder die Bedin-
gungen am kritischen Punkt berechnet werden. Hierbei ist wichtig, dass die Fläche
A∗

2 am kritischen Punkt nicht mehr mit der Fläche des Düsenhalses übereinstimmt.
Damit an einer beliebigen Position der Düse, die sich zwischen der Position des
Verdichtungsstoßes und dem Düsenende befindet, die Strömungsbedingungen nach
dem oben beschriebenen Verfahren berechnet werden können, muss hier zur Er-
mittlung des benötigten Flächenverhältnisses A/A∗

2 zwischen der lokalen Fläche A
und der kritischen Fläche A∗

2 ein neuer Weg beschritten werden. In der bisherigen
Diskussion war die kritische Fläche bekannt und entsprach der geometrischen Fläche
des Düsenhalses. Hinter dem Verdichtungsstoß sind jedoch nur noch die Parameter
der Gasströmung bekannt. Mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung (6.17) ist es jedoch
möglich, das gesuchte Flächenverhältnis zu bestimmen. Hierfür wird zunächst ausge-
nutzt, dass die geometrische Fläche A1 = A2, an der der Verdichtungsstoß auftritt,
bekannt ist. Aus der kritischen Dichte ρ∗2, der kritischen Geschwindigkeit u∗

2 sowie
der Dichte ρ2 und der Geschwindigkeit u2 hinter dem Verdichtungsstoß kann mittels
der Kontinuitätsgleichung das Flächenverhältnis A2/A

∗
2 zwischen der geometrischen

Fläche am Ort des Verdichtungsstoßes und der unbekannten Fläche am kritischen
Punkt berechnet werden:

A2

A∗
2

=
ρ∗2 u

∗
2

ρ2 u2

. (6.79)
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Abbildung 6.1.25.: Lokaler Gasdruck als Funktion der Position in der CERN Düse bei
drei verschiedenen extern vorgegebenen Enddrücken von 1 bar, 0,1 bar und 0,01 bar. Die
beiden speziellen Enddrücke pe,shock und pe,super sind im Text näher erläutert.

Hieraus lässt sich, zusammen mit der bekannten geometrischen Fläche Ae am Ende
der Düse, das folgende Flächenverhältnis berechnen:

Ae

A∗
2

=
Ae

A2

A2

A∗
2

. (6.80)

Ausgehend von diesem Flächenverhältnis ergibt sich dann für eine beliebige Fläche
A das gesuchte Verhältnis A/A∗

2 zu:

A

A∗
2

=
A

Ae

Ae

A∗
2

. (6.81)

Mit Hilfe von dieser Gleichung kann nach dem oben beschriebenen Verfahren die
Bedingungen an jedem Punkt hinter dem Ort des Verdichtungsstoßes und dem Ende
der Düse ermittelt werden.

In der Abbildung 6.1.25 ist der mit dieser Methode berechnete Druckverlauf in
der Düse bei verschiedenen, extern vorgegebenen, Enddrücken pe gezeigt. Bei den
hier verwendeten Bedingungen vor der Düse von p0 = 10 bar und T0 = 50K ist
bei Enddrücken zwischen etwa 9,999 999 989 bar und 10 bar die Strömung in der
gesamten Düse subsonisch. Wird der externe Druck weiter abgesenkt, so entwickelt
sich hinter dem Düsenhals zunächst eine Überschallströmung. An einer bestimmten
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6.1. Geschwindigkeit der Cluster

Stelle tritt dann, wie in der Abbildung gezeigt, ein Verdichtungsstoß auf, so dass
nach diesem Punkt die Strömung wieder subsonisch ist und am Düsenende exakt
der extern vorgegebene Druck erreicht wird. Die Position des Verdichtungsstoßes
kann berechnet werden, indem durch Nullstellensuche die Position ermittelt wird,
bei der die resultierende Unterschallströmung hinter dem Verdichtungsstoß zu einem
lokalen Druck am Ende der Düse führt, der gleich dem vorgegebenen externen
Druck ist. Mit abnehmendem externem Druck verschiebt sich diese Position immer
weiter in Richtung des Düsenendes. Bei einem externen Druck pe,shock, der in diesem
Beispiel einen Wert von etwa 0,79mbar hat, befindet sich der Verdichtungsstoß
schließlich am Ende der Düse. Wird der externe Druck weiter vermindert, so tritt
der Verdichtungsstoß außerhalb der Düse auf. Die einzige Ausnahme tritt auf, wenn
der externe Druck exakt dem Druck bei freier Überschallströmung, wie im letzten
Abschnitt dargestellt, entspricht. In diesem Fall tritt überhaupt kein Verdichtungsstoß
auf. Bei den hier betrachteten Anfangsbedingungen ist dieser Druck etwa gleich
pe,super = 1,6× 10−4 mbar.

Im Falle der Münsteraner Cluster-Jet-Targets ist der maximale Betriebsdruck in
der Skimmerkammer etwa 10−1 mbar, so dass es bei diesem Target zu keinem Ver-
dichtungsstoß innerhalb der Düse kommt, sondern in der Skimmerkammer. Zur
Berechnung der Position dieses Verdichtungsstoßes ist eine dreidimensionale Berech-
nung für die Strömung in der Düse und der Kammer nötig, die den Rahmen dieser
Arbeit jedoch weit übersteigt.

In Abbildung 6.1.26 ist die lokale Geschwindigkeit des Gases in Abhängigkeit der Po-
sition innerhalb der Düse für verschiedene externe Drücke am Düsenende aufgetragen.
Es ist gut erkennbar, dass durch die Verdichtungsstöße das Gas stark verlangsamt
wird und, wie bereits erwähnt, Unterschallgeschwindigkeit erreicht.

Die lokale Gastemperatur als Funktion der Position ist in Abbildung 6.1.27 dargestellt.
Durch die Verdichtungsstöße wird das Gas stark erwärmt und verlässt dadurch die
Düse fast mit der gleichen Temperatur, mit der es in die Düse eintritt.

Wie bereits erwähnt ist der Druck in der Skimmerkammer so gering, dass im Fall
der Cluster-Jet-Targets kein Verdichtungsstoß innerhalb der Düse auftritt, so dass
jeweils die in den Abbildungen gezeigte Kurve für die freie Expansion gilt.
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Abbildung 6.1.26.: Lokale Geschwindigkeit als Funktion der Position in der CERN Düse
bei verschiedenen extern vorgegebenen Enddrücken.
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Abbildung 6.1.27.: Lokale Temperatur des Gases als Funktion der Position in der CERN
Düse bei verschiedenen extern vorgegebenen Enddrücken.
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Abbildung 6.1.28.: Mittlere Clustergeschwindigkeit als Funktion des Gasdrucks vor der
Düse bei konstanter Gastemperatur von 50K.

6.1.4. Vergleich zwischen der Simulation des perfekten Gases
und dem Experiment

Ausgehend von den vorgestellten Berechnungen können zwei Größen direkt mit den
gemessenen Daten verglichen werden. Dies ist zum einen die mittlere Geschwindigkeit,
die durch die Formel (6.53) gegeben ist und zum anderen der Volumenstrom, der
mit Hilfe der Gleichung (6.70) berechnet werden kann. Beide Gleichungen sind hier
noch einmal wiedergegeben:

umax =


2κ

κ− 1

RT0

M
, ((6.53))

qV = ṁ
R TN

pN M
= A∗ p0√

M T0

TN

pN


2

κ+ 1

 κ+1
2(κ−1) √

κR . ((6.70))

Die mittlere Geschwindigkeit sollte demnach ausschließlich von der Temperatur T0,
aber nicht vom Druck p0 abhängen. In der Abbildung 6.1.28 ist ein Vergleich zwischen
der theoretischen Berechnung und den Messungen bei einer konstanten Temperatur
von 50K dargestellt. Die am MCT1 durchgeführten Messungen werden durch das theo-
retische Modell gut beschrieben, wobei die gemessenen Cluster-Geschwindigkeiten,
bei Drücken oberhalb von etwa 12 bar, um bis zu 10% kleiner als die theoretisch
berechneten Geschwindigkeiten sind.
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Abbildung 6.1.29.: Mittlere Clustergeschwindigkeit als Funktion der Gastemperatur vor
der Düse für verschiedene Isobaren (MCT2-Reihen basierend auf Messwerten von Frau
Köhler [Köh10]).

In der Abbildung 6.1.29 sind die Daten aller gemessenen Isobaren zusammen mit der
theoretischen Vorhersage aufgetragen. Bei Temperaturen oberhalb von etwa 35K
werden die gemessenen Geschwindigkeiten noch relativ gut von der theoretischen
Kurve beschrieben. Unterhalb dieser Temperatur sind die mittleren Geschwindigkeiten
jedoch bis zu einem Faktor von drei kleiner als die berechneten Geschwindigkeiten.

Die zweite Observable, die sowohl berechnet als auch im Experiment gemessen werden
kann, ist der Gasfluss durch die Düse. Die Messung kann hierbei mit Hilfe eines
Durchflussmessers erfolgen, der den Volumendurchfluss des gereinigten Gases bei
Normalbedingungen misst. In der Abbildung 6.1.30 sind die am MCT1 gemessenen
Durchflüsse als Funktion des Gasdrucks bei konstanter Gastemperatur von 50K
aufgetragen. Der geringe und fast konstante Unterschied zwischen den gemessenen
und den berechneten Werten kann hierbei vollkommen durch eine Verschiebung des
Nullpunkts des gemessenen Volumenflusses erklärt werden.

In der Abbildung 6.1.31 sind der Volumendurchfluss und der Skimmerkammerdruck
als Funktion der Gastemperatur bei konstantem Gasdruck von 12 bar dargestellt.
Da die Saugleistung des verwendeten Pumpensystems und die systematischen Unsi-
cherheiten der Druck- und Durchflussmessung druck- bzw. durchflussabhängig sind,
sind Durchfluss und Druck nur jeweils in einem Teilbereich proportional zueinander.
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Abbildung 6.1.30.: Volumenfluss als Funktion des Gasdrucks vor der Düse bei konstanter
Gastemperatur von 50K.
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ratur vor der Düse bei konstantem Gasdruck von 12 bar.
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In der oben gezeigten Abbildung wurde die Achse mit dem Skimmerkammerdruck
so skaliert, dass für hohe Durchflüsse die gemessenen Werte mit den Datenpunkten
der Durchflussmessung gut übereinstimmen. Es zeigt sich, dass mit dieser Skalierung
Druck- und Durchflussmessung selbst bei kleinen Durchflüssen noch gut überein-
stimmen. Oberhalb von etwa 33K können die gemessenen Daten noch gut mit dem
Modell des perfekten Gases beschrieben werden. Unterhalb von dieser Temperatur
steigt der Durchfluss des Gases durch die zur Düse führenden Gasleitung jedoch
rasch innerhalb von wenigen Kelvin stark an, wobei der Anstieg bei noch geringeren
Temperaturen wieder flacher wird. Im Bereich zwischen 25 und 30K fließt dann etwa
dreimal so viel Gas zur Düse, wie vom Modell des perfekten Gases vorhergesagt wird.
Dieses Gas gelangt auch komplett in die Skimmerkammer wie der direkt proportio-
nale Verlauf zwischen Skimmerkammerdruck und Durchfluss im Temperaturbereich
zwischen 25 und 40K zeigt. Aus dem Proportionalitätsfaktor kann auch direkt das
Saugvermögen S = qpV /p berechnet werden, wobei sich ein Wert von etwa 1850m3/h
ergibt, der, unter Berücksichtigung der Leitwerte der Vakuumrohre, bei einer ange-
schlossenen Wälzkolbenpumpe mit einer Nennsaugleistung von 3000m3/h absolut
plausibel erscheint.

Die zur Berechnung des Volumendurchflusses benutzte Formel (6.70) beschreibt im
gasförmigen Bereich des Phasendiagramms die beobachteten Daten so gut, dass sie
im Laborbetrieb genutzt wird um den kritischen Querschnitt A∗ und damit den
Durchmesser der Düse zu berechnen (d = 2


A∗/π). Durch Vergleich mit dem

geometrischen Durchmesser des engsten Querschnitts der Düse können so direkt
Verstopfungen oder Undichtigkeiten der Düse und des davor liegenden Gassystems
erkannt werden.

Die Messung an anderen Targets (siehe beispielsweise [All+98]) wurden alle im Bereich
oberhalb von etwa 35K gemacht und konnten daher gut mit dem dargestellten Modell
des perfekten Gases beschrieben werden. Das Phasendiagramm von Wasserstoff (siehe
Abbildung 6.1.1) zeigt jedoch, dass in diesem Temperaturbereich der Wasserstoff vor
der Düse noch gasförmig ist. Bei kleineren Temperaturen, die in den Münsteraner
Cluster-Jet-Targets benutzt werden, kann der Wasserstoff jedoch, wenn er nicht
als unterkühltes Gas auftritt, auch flüssig vorliegen. Aus diesem Grund wird im
nächsten Abschnitt das Van-der-Waals-Modell vorgestellt und die aus diesem Modell
resultierenden Geschwindigkeiten mit den beobachteten Daten verglichen.

6.1.5. Reales Wasserstoffgas

Da es sich, wie im letzten Abschnitt beschrieben, gezeigt hat, dass im Bereich der
flüssigen und überkritischen Phase die Daten nicht mit dem Modell des perfekten
Gases beschrieben werden können, muss das Modell entsprechend erweitert werden.
Zunächst macht es Sinn, die bisher vernachlässigte Temperaturabhängigkeit der
betrachteten Wärmekapazitäten näher zu betrachten.

132



6.1. Geschwindigkeit der Cluster

6.1.5.1. Wärmekapazität des idealen Wasserstoffs

Die Wärmekapazität von Wasserstoff weist eine bedeutende Besonderheit auf. Auf-
grund des Kernspins der Wasserstoffatome von 1/2 können die zweiatomigen Wasser-
stoffmoleküle in zwei verschiedenen Spinkonfigurationen auftreten [HW06]. Zum einen
können die Kernspins entgegengesetzt zu einander gerichtet sein, so dass der Gesamt-
spin des Moleküls gleich Null ist. Dieser Singulett-Zustand wird als Para-Wasserstoff
(p-H2) bezeichnet. Die zweite Konfiguration, bei dem die beiden Kernspins parallel
angeordnet sind, bildet einen Triplett-Zustand, der Ortho-Wasserstoff (o-H2) genannt
wird. Bei Raumtemperatur liegen die beiden Zustände in einem Verhältnis von 1:3
vor, also 75% Ortho-Wasserstoff und 25% Para-Wasserstoff. Dieser Gleichgewichts-
zustand wird Normal-Wasserstoff (n-H2) genannt. Bei tiefsten Temperaturen ist nur
Para-Wasserstoff stabil, da, wie gleich gezeigt wird, beim Ortho-Wasserstoff min-
destens ein Rotationsquant angeregt ist. Bei diesen Temperaturen wandelt sich der
Ortho-Wasserstoff durch das Umklappen eines der Kernspins in Para-Wasserstoff um.
In Abwesenheit von speziellen Katalysatoren ist dieser Prozess jedoch sehr langsam
([HW06] nennt hier Jahre als Größenordnung), so dass beim Cluster-Jet-Target davon
ausgegangen werden kann, dass selbst in der kalten Düse der verwendete Wasserstoff
in der Form von Normal-Wasserstoff vorliegt.

Die Wärmekapazität von Gasen ist eine Größe, die durch die inneren Freiheitsgrade
und damit den angeregten Energieniveaus der beteiligten Gasmoleküle oder -atome
vorgegeben ist. Das Verhältnis zwischen der mittleren Zahl der Moleküle N1, die
ein Energieniveau mit der Energie E1 besetzen, zu der mittleren Zahl der Moleküle
N2 im Energieniveau mit der Energie E2 ist durch die Boltzmann-Statistik gegeben
[HW96]:

N1

N2

=
e−E1/kT

e−E2/kT
, (6.82)

wobei k = 1,380 650 4(24)× 10−23 J/K ([MTN08]) die Boltzmann-Konstante ist.
Ausgehend von der Gesamtzahl NA = 6,022 141 79(30)× 1023/mol [MTN08] der
Gasmoleküle pro Mol kann hiermit die mittlere Zahl der Moleküle Ni pro Mol in
einem Energieniveau mit der Energie Ei berechnet werden, indem zunächst die
Gesamtzahl der Moleküle durch die gesuchte Anzahl im i-ten Energieniveau geteilt
wird:

NA

Ni

=
N1 +N2 +N3 + . . .

Ni

(6.83)

=
N1

Ni

+
N2

Ni

+
N3

Ni

+ . . . (6.84)

=
e−E1/k T

e−Ei/k T
+

e−E2/k T

e−Ei/k T
+

e−E3/k T

e−Ei/k T
+ . . . (6.85)

=


j e−Ej/k T

e−Ei/k T
. (6.86)
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Damit ergibt sich die gesuchte mittlere Anzahl zu [WSB48]:

Ni =
NA e−Ei/k T

j e−Ej/k T
. (6.87)

Da zu einer Energie mehrere entartete Zustände gehören können, kann durch Ein-
führung eines Faktors gj, der die Zahl der Zustände pro Energieniveau angibt, diese
Gleichung weiter verallgemeinert werden [WSB48]:

Ni =
NA gi e−Ei/k T

j gj e−Ej/k T
. (6.88)

Die spezifische innere Energie e ergibt sich aus der Summe der spezifischen Trans-
lationsenergie etrans und der spezifischen Anregungsenergie eexcited, die in inneren
Anregungen der Moleküle gespeichert ist:

e = etrans + eexcited . (6.89)

Die spezifische Translationsenergie ergibt sich aus der mittleren kinetischen Energie
Ekin = 3

2
k T eines einzelnen Atoms [Dem08] zu:

etrans =
NA

M

3

2
k T =

3

2

R

M
T =

3

2
Rs T , (6.90)

wobei R = NA k die universelle und Rs = R/M die spezifische Gaskonstante ist. Die
spezifische Anregungsenergie, kann aus der oben berechneten mittleren Anzahl der
Moleküle berechnet werden, die ein bestimmtes Energieniveau besetzen [WSB48]:

eexcited =
1

M


j

Ej Nj =
NA

M


j

Ej gj e−Ej/k T
j

gj e−Ej/k T
. (6.91)

Somit ergibt sich insgesamt [WSB48]:

e =
3

2
Rs T +

NA

M


j

Ej gj e−Ej/k T
j

gj e−Ej/k T
. (6.92)

Durch Anwendung von Gleichung (6.41) kann hieraus direkt die spezifische Wärme-
kapazität bei konstantem Volumen berechnet werden [WSB48]:

cv
(6.41)
=


∂e

∂T


v

=
3

2
Rs+


j

gj


Ej

k T

2
e−Ej/k T

j

gj e−Ej/k T
Rs−



j

gj


Ej

k T


e−Ej/k T

j

gj e−Ej/k T


2

Rs .

(6.93)
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Als anregbare innere Energieniveaus der Moleküle kommen nur elektronische Anre-
gungszustände sowie Rotations- und Schwingungszustände in Frage. Da die Anregung
eines elektronischen Niveaus des Wasserstoffatoms eine Energie von mindestens zehn
Elektronenvolt benötigt ([HW96]), ist dieses Niveau thermisch, im betrachteten Tem-
peraturbereich, praktisch nicht anregbar (k T ≈ 25meV bei Raumtemperatur). Aus
diesem Grund sind für die hier betrachteten inneren Anregungen nur Schwingungs-
und Rotationszustände des Wasserstoffmoleküls verfügbar.

Da beim Wasserstoffmolekül die Gesamtwellenfunktion antisymmetrisch sein muss,
sind für die beiden Spinzustände verschiedene Rotationszustände erlaubt [HW06].
Beim Ortho-Wasserstoff sind nur die ungeradzahligen Rotationsquantenzahlen zu-
gelassen (J = 1, 3, 5, 7, . . .) und beim Para-Wasserstoff nur die geradzahligen
(J = 0, 2, 4, 6, . . .). Bei kleinen Temperaturen, nahe dem absoluten Nullpunkt, ist
dementsprechend, wie bereits erwähnt, die innere Energie des Ortho-Wasserstoffs
höher, da in diesem immer der Rotationsquant J = 1 angeregt ist.

Aufgrund der Tatsache, dass der Para-Wasserstoff ein Singulett-Zustand ist (I = 0,
MI = 0) und der Ortho-Wasserstoff ein Triplett-Zustand (I = 0, MI ∈ {−1, 0, 1}),
sind die statistischen Gewichte gJ der Rotations-Niveaus bei den beiden Konfigura-
tionen verschieden [WSB48]:

gJ =


2 J + 1 für Para-Wasserstoff, J geradzahlig
3 (2 J + 1) für Ortho-Wasserstoff, J ungeradzahlig .

(6.94)

Mit diesen Formeln ist es demnach möglich, die spezifische Wärmekapazität cv des
idealen Wasserstoffgases zu berechnen, wenn die Energie der Rotations- und Schwin-
gungszustände bekannt ist. In dieser Arbeit wurde hierfür die Parametrisierung von
Wooley [WSB48] verwendet, die auch heute noch in modernen Beschreibungen der
Zustandsgleichung des realen Wasserstoffgases zur Bestimmung von Fitparametern
benutzt wird (siehe z. B. [Lea+09]). Die Energie En,J des Zustands mit Vibrations-
quantenzahl n und Rotationsquantenzahl J ist hierbei durch die im Anhang C.1
wiedergegebenen Gleichungen gegeben. Die Parametrisierung gilt hierbei bis zu einer
Wellenzahl von 25 000 cm−1, also einer Energie von etwa drei Elektronenvolt.

Unter Verwendung dieser Energieniveaus lässt sich mit Hilfe der Gleichung (6.88) die
relative Besetzungszahl Nn,J/NA für die beiden Modifikationen des Wasserstoffs in
Abhängigkeit von der Temperatur T berechnen. Die beiden Graphen in Abbildung
6.1.32 zeigen dies für die im betrachteten Temperaturbereich relevanten Energienive-
aus. Im Falle des Para-Wasserstoffs ist bis etwa 50K nur der Grundzustand (n = 0,
J = 0) besetzt, während dies beim Ortho-Wasserstoff bis etwa 100K der Fall ist.

Die Berechnung der spezifischen Wärmekapazität bei konstantem Volumen cv mit
den in Abbildung 6.1.32 gezeigten Energieniveaus ergibt die in Abbildung 6.1.33
gezeigten Kurven. Die Wärmekapazität von Normal-Wasserstoff ist hierbei durch
gewichtete Mittelung cv,n-H2

= 0,75× cv,o-H2
+0,25× cv,p-H2

aus den Werten für Para-
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Abbildung 6.1.32.: Temperaturabhängigkeit der relativen Besetzungszahl für relevante
Rotations- und Schwingungszustände für Para- (links) und Ortho-Wasserstoff (rechts).
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Abbildung 6.1.34.: Spezifische Wärmekapazität bei konstantem Volumen.

und Ortho-Wasserstoff berechnet worden. Es ist gut erkennbar, das die Wärmekapa-
zität bis etwa 50K durch die drei Freiheitsgrade der Translation gegeben ist und erst
bei höheren Temperaturen die Rotationsfreiheitsgrade hinzukommen. Im normalen
Betriebsbereich des Cluster-Jet-Target, also unterhalb von 50K, kann aus diesem
Grund mit einem Adiabatenindex von κ = 5/3 gerechnet werden. Bei Raumtempera-
tur kann zur Berechnung des Düsendurchmessers aus Gasdruck, Gastemperatur und
gemessenem Volumenfluss nach Gleichung (6.70) ein Adiabatenindex von κ = 7/5
verwendet werden, da hier in guter Näherung die zwei Rotationsfreiheitsgrade voll-
ständig angeregt sind. Der Fehler im Bereich von etwa zwei Prozent, der hierdurch
in die Gleichung eingeführt wird ist vergleichbar mit der Unsicherheit von Druck-,
Temperatur- und Durchflussmessung und verändert damit die Aussagefähigkeit der
Berechnung nicht.

Die Abbildung 6.1.34 zeigt die Wärmekapazität in einem größeren Temperaturbe-
reich. Hierfür wurden auch Energieniveaus mit höherer Energie mitbenutzt. Das im
Rahmen dieser Arbeit erstellte Programmpaket, mit dem diese Wärmekapazitäten
berechnet wurden, verwendet hierbei ein zweistufiges Kriterium, um zu entscheiden,
bis zu welchem Term die Summation erfolgt. Zum einen muss hierbei die Wellenzahl
Fv,J kleiner als 25 000 cm−1 sein, so dass der Geltungsbereich der oben zitierten
Parametrisierung nicht verlassen wird. Das zweite Kriterium ist, dass der Term
Ev,J/(k T ) kleiner als 750 ist, da bei größeren Zahlen die Funktion exp(−Ev,J/(k T ))
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6. Eigenschaften des Clusterstrahls und der Cluster

innerhalb des Zahlbereichs der doppeltgenauen Gleitkommazahlen nicht mehr von
Null unterscheidbar ist.

Die Berechnung der Wärmekapazität durch Summation über die Energieniveaus
ist zwar einfach in einem Computerprogramm zu realisieren, ist aber langsam in
der Ausführungsgeschwindigkeit. Im folgenden Abschnitt wird zudem nicht nur die
Wärmekapazität, sondern auch deren Integral benötigt, welches nicht analytisch
aus der oben beschriebenen Summationsformel berechnet werden kann. Aus diesem
Grund ist es sinnvoll, die durch Summation berechneten Werte durch eine analytisch
integrierbare Funktion zu approximieren. In dieser Arbeit wurde hierfür eine Funktion
verwendet, die bereits in der Literatur für diesen Zweck bei anderen Gasen verwendet
wird [YM94; LJ05]:

c0p
Rs

=

Np
k=1

ak T
xk +

Ne
l=1

ul


Tl

T

2
exp(Tl/T )

(1− exp(Tl/T ))2
. (6.95)

Der Index 0 soll hierbei angeben, dass es sich um die Wärmekapazität des idealen
Gases handelt. Wie oben bereits erwähnt, gilt auch hier c0p − c0v = Rs. Aus dieser
Gleichung können dann zwei wichtige Integrale, die im nächsten Abschnitt Verwen-
dung finden, direkt berechnet werden, nämlich das Integral


c0p dT ′ und das Integral

c0p/T
′ dT ′, die beide im Anhang C.2 angegeben sind.

Für die Berechnungen, die für diese Arbeit durchgeführt wurden, wurde die folgende
Parametrisierung verwendet:

c0p
Rs

= 2,5 +
Ne
l=1

ul


Tl

T

2
exp(Tl/T )

(1− exp(Tl/T ))2
. (6.96)

Wobei sich die Konstante 2,5 hierbei aus den drei Freiheitsgraden der Rotation
(c0p/Rs = c0v/Rs + 1 = 3 1

2
+ 1 = 2,5) ergibt. Die ermittelten Fitparameter sind in

Tabelle 6.1.1 dargestellt. Da die Anpassung der Fit-Funktion nur wenig von der Wahl
der Parameter Tl abhängt wurden diese zunächst empirisch bestimmt und dann bei
der eigentlichen Anpassung festgehalten. Da in der Originalliteratur [WSB48] keine
Aussage über die Genauigkeit der angegebenen Wärmekapazitäten gemacht wird,
wurde bei der Anpassung der Fitparameter ebenfalls keine Unsicherheit vorausgesetzt,
so dass die in Tabelle 6.1.1 angegebenen Unsicherheiten auf der Annahme einer
optimalen Anpassung, mit einem reduzierten Chi-Quadrat von exakt eins, beruhen.
Diese Art der Anpassung liefert eine Unsicherheit der angepassten Funktionswerte
von etwa 0,000 22Rs für den Fall des Para-Wasserstoffs und circa 0,000 33Rs für
Normal-Wasserstoff. Da in der Originalliteratur die Werte mit drei Nachkommastellen
angegeben sind, passt diese Genauigkeit also adäquat zu den zu reproduzierenden
Werten.
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Para-Wasserstoff Normal-Wasserstoff
l Tl/K ul Tl/K ul

1 497 4,180 04(63) 533 1,674 71(33)
2 822 13,997(12) 714 −0,450 27(49)
3 968 −49,866(27) 1908 −0,8941(13)
4 1161 51,721(27) 2287 0,7924(13)
5 1336 −19,069(11) 6846 1,4730(25)
6 5059 0,7763(13)
7 10 247 2,288(39)

Tabelle 6.1.1.: Fitparame-
ter zur Berechnung der Wär-
mekapazität des idealen Was-
serstoffs mit Hilfe von Glei-
chung (6.96). Für die Anpas-
sung wurden die Parameter
Tl empirisch ermittelt und
nur die ul angepasst.

6.1.5.2. Das Van-der-Waals-Modell

Ein weiterer wichtiger Schritt in Richtung der Beschreibung realer Gase ist das
Van-der-Waals-Modell. Im Gegensatz zum idealen Gas, bei dem die Gasmoleküle
als punktförmige, nicht miteinander wechselwirkende Teilchen beschrieben werden,
wird beim Van-der-Waals-Gas von starren Kugeln mit endlichem Durchmesser aus-
gegangen, die miteinander wechselwirken. Da sich diese nicht durchdringen können,
reduziert sich das Volumen V , welches für das Gas zur Verfügung steht, um das
Eigenvolumen b̂ der Gasmoleküle. Bedingt durch deren Wechselwirkung ergibt sich
ein zusätzlicher Binnendruck, der sich zum Druck p des idealen Gases addiert und
durch die Konstante â parametrisiert wird. Mit diesen beiden Ergänzungen ergibt
sich die Van-der-Waals-Gleichung [Nol97]2:

p+ â
ν2

V 2


(V − ν b̂) = ν RT . (6.97)

Diese Gleichung kann leicht durch Ausmultiplizieren in die folgende Form gebracht
werden:

V 3 − V 2


ν b̂+

ν RT

p


+ V

â ν2

p
− â b̂ ν3

p
= 0 . (6.98)

Der Vergleich mit der auf gleiche Art umgeformten Zustandsgleichung des idealen
Gases (6.38)

V − ν RT

p
= 0 , (6.99)

zeigt sehr deutlich die strukturellen Unterschiede zwischen den beiden Gleichungen.
Während die Gleichung des idealen Gases bei vorgegebenem Druck, Temperatur und
Stoffmenge genau eine Lösung für das Gasvolumen liefert, gibt es bei der Van-der-
Waals-Gleichung bis zu drei mögliche Lösungen. Insbesondere gibt es einen Punkt,

2Die beiden Konstanten werden in der Literatur häufig mit a und b bezeichnet. Hier wurde jedoch
zur Vermeidung von Verwechslungen mit der Schallgeschwindigkeit a die Bezeichner â und b̂
verwendet.

139



6. Eigenschaften des Clusterstrahls und der Cluster

an dem die drei Lösungen zusammenfallen, an diesem sogenannten kritischen Punkt
gilt dann also

0
!
= (V − Vc)

3 = V 3 − 3Vc V
2 + 3V 2

c V − V 3
c . (6.100)

Durch Vergleich der Koeffizienten mit Gleichung (6.98) ergeben sich die folgenden
Parameter für den kritischen Punkt:

Vc = 3 b̂ ν , pc =
â

27 b̂2
, Tc =

8 â

27 b̂ R
. (6.101)

Basierend auf den Literaturdaten des kritischen Punktes für Normal-Wasserstoff
[MHR81], die einen kritischen Druck von pc,n-H2

= 13,15 bar und eine kritische
Temperatur von pc,n-H2

= 33,19K angeben3, können die beiden Konstanten an-H2 und
bn-H2 berechnet werden:

an-H2 =
27R2 T 2

c

64 pc
≈ 0,0244Pam6/mol2 , (6.102)

bn-H2 =
RTc

8 pc
≈ 2,62× 10−5 m3/mol . (6.103)

In der Abbildung 6.1.35 sind für ausgewählte Isothermen die Volumenabhängigkeit
des Drucks für das Van-der-Waals-Modell von Normal-Wasserstoff, mit den beiden
oben berechneten Konstanten an-H2 und bn-H2 , und dem Modell des idealen Gases
dargestellt, wobei anstelle des Volumens V das molare Volumen vm = V/ν aufgetragen
ist. Hierbei wurde die folgende Gleichung verwendet:

p =
RT

vm − b̂
− â

v2m
, (6.104)

wobei das molare Volumen vm stets größer als das Eigenvolumen b̂ sein muss.

Beim Van-der-Waals-Modell gibt es drei verschiedene Spezialfälle: Für Temperaturen,
oberhalb der kritischen Temperatur verhalten sich Van-der-Waals-Gas und ideales
Gas ähnlich, so dass zu jeder Kombination aus Druck p und Temperatur T genau
ein zugehöriges molares Volumen vm bestimmt werden kann. Dies gilt auch noch
für die kritische Temperatur, jedoch nicht für kleinere Temperaturen. Bei diesen
kleineren Temperaturen existieren jeweils bis zu drei Volumina zu einer vorgegebenen
Kombination aus Druck und Temperatur. Dieser Bereich erscheint zunächst einmal
vollkommen unphysikalisch, da zum einen in diesem Bereich negative Drücke auf-
treten können und es zum anderen bei jeder Isotherme ein Volumenintervall gibt,
in dem der Druck ansteigt, wenn das Volumen vergrößert wird. Dieser scheinbare
Fehler des Van-der-Waals-Modells, ist seine große Stärke, wenn er korrekt interpre-
tiert und durch eine Erweiterung behoben wird. Bis zu diesem Punkt wurde davon

3Die Literatur gibt hierbei keine Unsicherheit der Daten an.
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Abbildung 6.1.35.: Volumenabhängigkeit des Drucks für ausgewählte Isothermen für das
Van-der-Waals-Modell von Normal-Wasserstoff (links) und das ideale Gas (rechts).

ausgegangen, dass das betrachtete Fluid nur in einer einzigen Phase vorliegt. Beim
Van-der-Waals-Gas ist dies auch für Temperaturen oberhalb der kritischen Tempe-
ratur der Fall. Unter dieser Temperatur liegt das Fluid jedoch in zwei getrennten
Phasen vor, nämlich einer gasförmigen und einer flüssigen Phase. Ist dies der Fall,
so gibt es eine Phasengrenze, auf der der Druck nur von der Temperatur abhängt
([Nol97]). Im Druck-Volumen-Diagramm bedeutet dies, dass es einen Bereich gibt, in
dem die beiden Phasen koexistieren und der Druck nur noch temperaturabhängig
ist. In der Abbildung 6.1.36 ist dies am Beispiel einer Isotherme bei 27K gezeigt. Im
Koexistenzbereich, der durch die gestrichelte Linie begrenzt ist, muss die Van-der-
Waals-Gleichung durch eine horizontale Linie konstanten Drucks, dem Dampfdruck
bei der angenommenen Temperatur, ersetzt werden. Es gibt verschiedene Methoden
[Nol97], um den Dampfdruck zu berechnen, wobei die bekannteste die sogenannte
Maxwell-Konstruktion ist. Hierbei wird derjenige Druck bestimmt, bei dem die beiden
eingezeichneten Flächen S1 und S2 den gleichen Flächeninhalt besitzen. Diese Metho-
de ist jedoch in einem Computerprogramm nicht effizient zu implementieren, so dass
im Rahmen dieser Arbeit eine andere Methode benutzt wird: Hierbei wird ausgenutzt,
dass die sogenannte spezifische freie Enthalpie g, die im nächsten Abschnitt näher
erläutert wird, an den zwei Endpunkten P1 und P2 der horizontalen Linie gleich sein
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Abbildung 6.1.36.: Maxwell-Konstruktion zur Ermittlung des Drucks im Koexistenzbe-
reich zwischen flüssiger und gasförmiger Phase.

muss. Zur Berechnung der zu diesen Endpunkten gehörigen Volumina V1 und V2

muss somit das folgende Gleichungssystem gelöst werden:

g(T, V1) = g(T, V2) , (6.105)
p(T, V1) = p(T, V2) . (6.106)

Die Lösung dieses Gleichungssystems ist leider numerisch ebenfalls nicht trivial, da
während der Rechnung die Volumina nicht kleiner als das Eigenvolumen b̂ werden
können, da ansonsten die berechneten Drücke undefiniert werden. Zur Lösung dieses
Gleichungssystems wurde daher wieder der CONLES-Algorithmus [Sha86] verwendet.
Dieses Verfahren führte jedoch bei kleinen Temperaturen, bei denen das Volumen der
Flüssigkeit sich nur wenig vom Eigenvolumen unterscheidet, nur dann zu akzepta-
blen Ergebnissen, wenn die verwendeten Startwerte nur wenige Promille von den zu
berechnenden Werten abweichen. Da diese kleinen Temperaturen jedoch im divergie-
renden Teil der Düse zu finden sind, wurde iterativ eine Näherungslösung für diesen
Bereich erstellt. Hierbei wurde die Rechnung jeweils bis zur kleinsten Temperatur
durchgeführt, bei der das Verfahren noch konvergierte. An die so berechneten Werte
wurde dann eine lokale Ausgleichsfunktion angepasst. Durch Extrapolation dieser
Funktion wurden dann jeweils neue Startwerte für die noch niedrigeren Temperaturen
gewonnen. Ausgangspunkt für die Berechnung der Startwerte waren hierbei die in
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6.1. Geschwindigkeit der Cluster

[BSBP08] hergeleiteten Gleichungen. Diese numerischen Verfahren stoßen jedoch
bei sehr kleinen Temperaturen, im zehntel Kelvin Bereich, an ihre Grenzen, da
hier die Gasdichte so klein wird, dass sie mit doppeltgenauen Zahlen nicht mehr
von Null unterschieden werden kann und damit nicht mehr temperaturabhängig ist,
obwohl sich die Werte der Flüssigkeitsdichte noch mit der Temperatur ändern. Dies
würde bei der Berechnung der Expansion in der CERN-Düse zu sichtbar fehlerhaften
Ergebnissen im Bereich des Düsenendes führen, die sich dadurch zeigen, dass sich
beispielsweise die Ableitung des Drucks als Funktion der Position in der Düse ab
einem bestimmten Punkt sprunghaft ändert. Da die Kenntnis dieses Bereichs, wie
später gezeigt wird, für die Eigenschaften des Clusterstrahls jedoch keine wesentliche
Rolle spielt, wird bei den Berechnungen eine Minimaltemperatur eingeführt, bis zu
der die Gasexpansion berechnet wird. Für das Van-der-Waals-Gas wurde hierzu ein
Wert von 0,16K gewählt.

Zur Lösung des obigen Gleichungssystems muss natürlich die freie Enthalpie bekannt
sein. Da das für diese Arbeit entwickelte Computerprogramm jedoch nicht auf eine
einzige Zustandsgleichung beschränkt sein sollte, wurde zur Bestimmung dieser und
anderer abgeleiteter Größen ein Verfahren verwendet, das in [YM94] beschrieben
ist. Ausgangspunkt ist hierfür die freie Energie F , die in der Chemie [MW97] auch
als Helmholtz-Energie4 bezeichnet wird. Die spezifische freie Energie f = e− T s ist
definiert als Differenz zwischen der spezifischen inneren Energie e und dem Produkt
aus der Temperatur T und der spezifischen Entropie s. Für Fluide gilt der folgende
Zusammenhang zwischen dem Druck p, der spezifischen freien Energie f und dem
spezifischen Volumen v = 1/ρ [Nol97]:

p = −

∂f

∂v


T

. (6.107)

Es zeigt sich [YM94], dass die freie Energie nicht direkt durch Integration des Drucks
aus der Zustandsgleichung gewonnen werden kann, da dieses Integral bei kleinen
Dichten divergiert. Da sich die realen Gases bei kleinen Dichten ρ (also großen
spezifischen Volumina v) jedoch ähnlich wie das ideale Gas verhalten, ist es sinnvoll,
das ideale Gas als Referenz zu benutzen und über die Differenz zwischen dem Druck
des realen Gas p und dem Druck des idealen Gases p0 = ρRs T zu integrieren. Mit
dieser Methode ergibt sich die sogenannte residuelle freie Energie f r als [YM94]:

f r = f − f 0 =

∞
v

(p− ρRs T ) dV . (6.108)

Diese Integration kann in der Regel analytisch erfolgen und ergibt eine der zentralen
Funktionen, aus der die anderen benötigten Größen abgeleitet werden können. Wichtig
hierbei ist jedoch, dass die Wahl der oberen Integrationsgrenze als Unendlich zwar zu

4In [YM94] wird die Helmholtz-Energie mit dem Formelzeichen A anstelle des hier verwendeten f
bezeichnet.
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einem konkreten Wert für jede eingesetzte Temperatur und Dichte führt, dieser Wert
jedoch aufgrund der willkürlichen Wahl der Integrationsgrenze keine absolute Angabe
ist. Dementsprechend kann diese Gleichung immer nur genutzt werden, um relative
Änderungen ∆f = f(T2, ρ2)− f(T2, ρ1) zu berechnen. Literaturwerte beziehen sich
daher jeweils auf genau spezifizierte Referenzbedingungen.

Die, wie bereits erwähnt, für die Berechnung der Dampfdruckkurve benötigte freie
Enthalpie G, die auch als Gibbssche freie Energie bezeichnet wird, ist definiert als
[Nol97]:

G = U − T S + p V = F + p V . (6.109)

Dementsprechend ergibt sich die spezifische freie Enthalpie g zu

g = f + p/ρ . (6.110)

Auch hier kann wieder eine residuelle Größe gr eingeführt werden, die sich dement-
sprechend durch die folgende Gleichung berechnen lässt [YM94]:

gr(T, ρ) = g − g0 = f + p/ρ− (f + p0/ρ) = f r + (p/ρ−Rs T ) . (6.111)

Da diese Gleichung wiederum nur genutzt werden kann, um relative Änderungen der
freien Enthalpie zu berechnen, wird häufig die Angabe von Referenzbedingungen
benötigt. Hierbei ist es natürlich einfacher, diese Bedingungen durch einen bestimm-
ten Druck pref anstelle einer bestimmten Dichte ρref zu spezifizieren. Des Weiteren
hat es Vorteile, die Referenz bezüglich des idealen Gases zu spezifizieren. Die Diffe-
renz zwischen der freien Enthalpie des idealen Gases bei einem Druck p und dem
Referenzdruck pref ist gegeben durch [Nol97; YM94]:

g0(T, p)− g0(T, pref) = Rs T ln


p

pref


= Rs T ln


ρRs T

pref


. (6.112)

Hiermit berechnet sich die Differenz zwischen der freien Enthalpie des realen Gases
g(T, ρ) und der Referenz g0(T, pref) zu [YM94]:

g(T, ρ)− g0(T, pref) = g(T, ρ)− g0(T, ρ) +Rs T ln


ρRs T

pref


= gr(T, ρ) +Rs T ln


ρRs T

pref


. (6.113)

Wie oben beschrieben wird zur Bestimmung des Dampfdrucks die Differenz der
freien Enthalpie zwischen zwei Punkten mit gleichem Druck und gleicher Temperatur,
aber verschiedenen Dichten benötigt. Diese Differenz kann sehr einfach ausgewertet
werden[YM94]:

[g(T, ρa)− g0(T, pref)]− [g(T, ρb)− g0(T, pref)]

= gr(T, ρa)− gr(T, ρb) +Rs T ln


ρa Rs T

pref


−Rs T ln


ρb Rs T

pref


= gr(T, ρa)− gr(T, ρb) +Rs T ln


ρa

ρb


. (6.114)

144



6.1. Geschwindigkeit der Cluster

10
−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

 0  5  10  15  20  25  30  35  40  45  50

D
ic

h
te

 /
 (

k
g
/m

3
)

Temperatur / K

20 bar

10 bar

4 bar

1 bar

0,1 bar

10 mbar

1 mbar

0,1 mbar

0,01 mbar

Pc

Isentrope: p0 = 10 bar, T0 = 25 K

Isentrope: p0 = 10 bar, T0 = 50 K

Abbildung 6.1.37.: Dichte als Funktion der Temperatur für ausgewählte Isobaren und
eine Isentrope.

In der Abbildung 6.1.37 ist für ausgewählte Isobaren die Dichte als Funktion der
Temperatur eingetragen, wobei die Kurven durch die oben beschriebene Variante
der Maxwell-Konstruktion berechnet wurden. Des Weiteren ist durch eine dickere
durchgezogene Linie die Dichte der flüssigen und der gasförmigen Phase als Funktion
der Temperatur eingetragen. Gut zu erkennen ist, dass die Dichte der gasförmigen
Phase mit sinkender Temperatur sehr rasch gegen Null sinkt, wobei sich die Dichte im
Bereich von fünf Kelvin um mehr als eine Größenordnung pro Kelvin verringert. Dies
führt zu der bereits weiter oben erwähnten numerischen Herausforderung, dass der
Betrag der Dichte ab einer bestimmten Temperatur im Computer nicht mehr von Null
zu unterscheiden ist, so dass die Steigung der Dichte als Funktion der Temperatur bei
einer bestimmten Temperatur nicht mehr stetig ist. Diese numerische Herausforderung
kann, wie oben erwähnt, durch die Einführung einer Minimaltemperatur, die den
erlaubten Temperaturbereich einschränkt, gelöst werden.

Innerhalb des durch die breite durchgezogene Linie umrandeten Gebiets verlaufen die
Isobaren, bedingt durch die Maxwell-Konstruktion, vertikal, also parallel zur Achse
auf die die Dichte aufgetragen ist. In diesem Koexistenzbereich der flüssigen und
gasförmigen Phase kann demnach nur noch der Druck als Funktion der Dichte und
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Abbildung 6.1.38.: Druck als Funktion der Temperatur für ausgewählte Isochore und
eine Isentrope.

der Temperatur eindeutig ausgewertet werden, während die Dichte keine eindeutige
Funktion von Druck und Temperatur ist. Dies führt dazu, dass in einem Diagramm, in
dem der Druck als Funktion der Temperatur aufgetragen ist, dieser Koexistenzbereich
zu einer Linie, der sogenannten Dampfdruckkurve, zusammenschrumpft. Dies ist am
Beispiel einiger ausgewählter Isochoren, also Linien gleicher Dichte, in Abbildung
6.1.38 gezeigt. In diesem Diagramm sind die flüssige und die gasförmige Phase klar
zu erkennen, die durch die Dampfdruckkurve voneinander getrennt sind. Isobaren,
die den gasförmigen Bereich durchqueren, besitzen an dieser Dampfdruckkurve eine
Unstetigkeitsstelle in der Dichte und anderen abgeleiteten Größen. Diese Unstetigkeit
existiert nicht bei Isobaren, deren Druck oberhalb des kritischen Drucks liegt. Der
Übergang zwischen der flüssigen Phase, bei Temperaturen unterhalb der kritischen
Temperatur zum Bereich des sogenannten überkritischen Fluids, erfolgt bei diesen
Isobaren stetig.

Nachdem es mit dem oben beschriebenen Verfahren möglich ist, den Druck als
Funktion von Dichte und Temperatur physikalisch korrekt zu berechnen, wird für
die Beschreibung der Düsenexpansion als nächstes die Berechnung der spezifischen
Entropie s, der Enthalpie h und der lokalen Schallgeschwindigkeit a benötigt. Auch
hierfür wird auf die residuellen Größen zurückgegriffen. Aus der residuellen freien
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6.1. Geschwindigkeit der Cluster

Energie f r kann durch Ableitung nach der Temperatur die residuelle Entropie
berechnet werden [Nol97; YM94]:

sr = s− s0 = −

∂f r

∂T


V

. (6.115)

Zur Berechnung der spezifischen Entropie bei gegebener Dichte und Temperatur wird
der folgende Trick angewendet [YM94]:

s(T, ρ)− s(Tref, ρref) = [s(T, ρ)− s0(T, ρ)] + [s0(T, ρ)− s0(T, ρref)]

+ [s0(T, ρref)− s0(Tref, ρref)]

+ [s0(Tref, ρref)− s(Tref, ρref)] .

(6.116)

Diese Erweiterung der Summe mit vielen Termen, die sich jeweils zu Null summieren,
erscheint zunächst so, als würde sie keine Vorteile bringen. Es zeigt sich jedoch,
dass die in eckigen Klammern geschriebenen Terme jeweils direkt berechenbar sind.
Der erste und letzte Ausdruck sind jeweils nichts anderes als residuelle spezifische
Entropien, nämlich sr(T, ρ) und −sr(Tref, ρref). Für die Berechnung der beiden ver-
bleibenden Terme kann die Gleichung (6.56) ausgenutzt werden, wobei beim zweiten
Term die Temperatur konstant ist (dT = 0) und beim dritten Term die Dichte
(dv = 0) [YM94]:

s0(T, ρ)− s0(T, ρref) = Rs ln


ρref

ρ


, (6.117)

s0(T, ρref)− s0(Tref, ρref) =

T
Tref

c0v
T ′dT

′ =

T
Tref

c0p
T ′dT

′ −Rs ln


T

Tref


. (6.118)

Hiermit ergibt sich dann die folgende Gleichung für die spezifische Entropie [YM94]:

s(T, ρ) = s(Tref, ρref) + sr(T, ρ) +Rs ln


ρref

ρ



+

T
Tref

c0p
T ′dT

′ −Rs ln


T

Tref


− sr(Tref, ρref) .

(6.119)

Die Enthalpie kann durch die gleiche Art von geschickter Erweiterung berechnet
werden [YM94]:

h(T, ρ) = h(Tref, ρref) + hr(T, ρ) +

T
Tref

c0p
T ′dT

′ − hr(Tref, ρref) . (6.120)

Hier zeigt sich, warum die Verwendung einer analytisch integrierbaren Fitfunktion für
die spezifische Wärmekapazität c0p, wie sie im letzten Abschnitt beschrieben wurde,
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besonders wichtig ist, da die Integration für jede Berechnung der Entropie und der
Enthalpie notwendig ist. Als Referenzpunkt wurde hierbei jeweils der Siedepunkt bei
Normaldruck, also bei 1,013 25bar, verwendet, wobei an diesem Punkt dann sowohl
die Entropie als auch die Enthalpie den Wert Null annehmen.

In Abbildung 6.1.37 ist neben den Isobaren auch eine Isentrope eingezeichnet. Aus-
gehend von einer Gastemperatur von 50K und einem Druck von 10 bar verläuft die
Isentrope bei sinkender Temperatur zunächst im Bereich der gasförmigen Phase
und schneidet dann die Dampfdruckkurve und setzt sich im Koexistenzbereich von
gasförmiger und flüssiger Phase fort. Mit den bisher dargestellten Gleichungen kann
die Entropie in diesem Bereich jedoch noch nicht berechnet werden. Damit dies
möglich wird, muss zunächst eine weitere Modellannahme gemacht werden: bisher
wurde bereits davon ausgegangen, dass sich die Düsenströmung im thermodyna-
mischen Gleichgewicht befindet. Die Übertragung auf den Koexistenzbereich führt
zu einem Modell, bei dem davon ausgegangen wird, dass im Koexistenzbereich das
Fluid in einer homogenen Mischung aus flüssiger und gasförmiger Phase vorliegt. Zur
Beschreibung dieser Situation wird der sogenannte Dampfgehalt x (engl. quality)
als Quotient zwischen der Masse mg des gasförmigen Anteils des Fluids und der
Gesamtmasse m = mg +mfl eingeführt [Bae05]:

x =
mg

mg +mfl
. (6.121)

Damit ergeben sich dann die folgenden Gleichungen für das spezifische Volumen v,
die Dichte ρ, die spezifische Enthalpie h und die spezifische Entropie s [Bae05]:

v = x vg + (1− x) vfl , (6.122)
1

ρ
= x

1

ρg
+ (1− x)

1

ρfl
, (6.123)

h = xhg + (1− x)hfl , (6.124)
s = x sg + (1− x) sfl , (6.125)

hierbei geben die Indizes g und fl jeweils die Werte der rein gasförmigen und rein
flüssigen Phase an, die mit den bereits beschriebenen Gleichungen aus den durch
die Maxwell-Konstruktion gewonnenen Dichten ρg und ρfl berechnet werden können.
Der Dampfgehalt kann aus den Dichten durch Umformung der obigen Gleichung
gewonnen werden:

x =

1
ρ
− 1

ρfl
1
ρg

− 1
ρfl

=

ρg
ρ
− ρg

ρfl

1− ρg
ρfl

. (6.126)

Hierbei ist die letzte angegebene Form für die Berechnung mit dem Computer
geeigneter, da der Quotient 1/ρg bei kleinen Dichten nicht darstellbar ist. Die
Berechnung der spezifischen Entropie s(ρ, T ) (bzw. der spezifischen Enthalpie h(ρ, T ))
bei einer spezifizierten Dichte ρ und Temperatur T erfolgt dann auf folgende Art
und Weise:
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• Falls T ≥ Tc: Berechne s(ρ, T ) gemäß Gleichung (6.119)

• Falls T < Tc: Berechne die Dichten der flüssigen und gasförmigen Phase ρfl(T )
und ρg(T ) mittels der oben beschriebenen Variante der Maxwell-Konstruktion

– Falls ρ ≤ ρg oder ρ ≥ ρfl: Berechne s(ρ, T ) gemäß Gleichung (6.119)

– Falls ρg < ρ < ρfl

1. Berechne die spezifischen Entropien der flüssigen und gasförmigen
Phase sfl = s(ρfl, T ) und sg = s(ρg, T )

2. Berechne den Dampfgehalt x = x(ρ, ρg, ρfl).

3. Berechne die spezifische Entropie s(ρ, T ) = x sg + (1− x) sfl

Die in Abbildung 6.1.37 gezeigte Isentrope ist mit dieser Methode berechnet worden.
Es zeigt sich, dass bei der Gasexpansion entlang dieser Isentrope, die im gasförmigen
Teil des Phasendiagramms startet, im Koexistenzbereich ein Gas-Flüssigkeits-Gemisch
entsteht, wobei sich die Dichte nur wenig von der der Gasphase unterscheidet.

Die letzte wichtige Größe zur Berechnung der Düsenströmung ist die Schallgeschwin-
digkeit a. Um diese berechnen zu können werden jedoch die Wärmekapazitäten
benötigt. Ausgehend von der Definitionsgleichung (6.41) der Wärmekapazität bei
konstantem Volumen cv ergibt sich mit Hilfe von Gleichung (6.29):

cv =


∂e

∂T


v

= T


∂s

∂T


v

. (6.127)

Damit ergibt sich die Differenz zwischen der Wärmekapazität des realen und des
idealen Gases zu ([YM94]):

cv − c0v =


∂(e− e0)

∂T


v

= T


∂(s− s0)

∂T


v

(6.115)
= −T


∂2f r

∂T 2


v

. (6.128)

Mit dieser Gleichung lässt sich aus der Ableitung der residuellen freien Energie
und der im letzten Kapitel diskutierten Wärmekapazität des idealen Gases die
Wärmekapazität bei konstantem Volumen berechnen. Im Fall des realen Gases ist
die Berechnung der Wärmekapazität bei konstantem Druck nicht mehr, wie beim
idealen Gas, durch die Addition einer Konstanten möglich, sondern muss aufwändiger
bestimmt werden: In diesem Fall gilt für die Differenz der Wärmekapazitäten bei
konstantem Druck und konstantem Volumen (siehe [Nol97]):

cp − cv = T


∂p

∂T


v


∂v

∂T


p

. (6.129)

Die Ausnutzung der allgemeinen Relation
∂x

∂y


z


∂y

∂z


x

= −

∂x

∂z


y

, (6.130)

149



6. Eigenschaften des Clusterstrahls und der Cluster

die bei der Existenz eines beliebigen Funktionals f(x, y, z) = 0 gilt (siehe [Nol97]),
führt zu der folgenden Gleichung zur Berechnung der Wärmekapazität bei konstantem
Druck:

cp = cv +
T

ρ2


∂p

∂T

2

v

/


∂p

∂ρ


T

. (6.131)

Hieraus kann auch die Schallgeschwindigkeit a berechnet werden (siehe Anhang B):

a =


cp
cv


∂p

∂ρ


T

. (6.132)

Diese Gleichung kann verwendet werden, um die Schallgeschwindigkeit der flüssigen,
gasförmigen und überkritischen Phase zu berechnen. Für den Koexistenzbereich
zwischen flüssiger und gasförmiger Phase muss jedoch eine Berechnungsweise benutzt
werden, wie sie bereits für die Entropie und Enthalpie beschrieben wurde. Die
Gleichung, mit der die Schallgeschwindigkeit aus den beiden Schallgeschwindigkeiten
der flüssigen Phase af und der gasförmigen Phase ag berechnet werden kann, ist jedoch
komplizierter. Hierfür ist es sinnvoll, neben dem Dampfgehalt noch eine weitere Größe
einzuführen, die in diesem Fall den Anteil des Volumens Vg der gasförmigen Phase
am Gesamtvolumen V = Vfl + Vg beschreibt. Diese Größe wird Dampfvolumenanteil
α (engl. void fraction) genannt und ist folgendermaßen definiert [VDI06]:

α =
Vg

Vfl + Vg
. (6.133)

Die lokale Dichte ρ ergibt sich hiermit aus den Dichten der flüssigen Phase und der
gasförmigen Phase zu:

ρ = α ρg + (1− α) ρfl ⇔ α =
ρ− ρfl

ρg − ρfl
. (6.134)

Damit kann die Schallgeschwindigkeit in der folgenden Form geschrieben werden
[Böc04]:

1

a2
=


∂ρ

∂p


s

= α


∂ρg

∂p


s

+ (1− α)


∂ρfl

∂p


s

+ (ρg − ρfl)


∂α

∂p


s

. (6.135)

Die Ableitung der beiden Dichten ρg und ρfl nach dem Druck p kann jeweils durch
die Schallgeschwindigkeiten ag und afl der beiden Phasen ausgedrückt werden:

1

a2
=


∂ρ

∂p


s

=
α

a2g
+

1− α

a2fl
+ (ρg − ρfl)


∂α

∂p


s

. (6.136)

In der Definitionsgleichung des Dampfvolumenanteils können die Volumina jeweils
als Quotient aus Masse und Dichte geschrieben werden, so dass sich die folgende
Gleichung ergibt [Böc04]:

α =
mg/ρg

mfl/ρfl +mg/ρg
. (6.137)
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Abbildung 6.1.39.: Berechneter Druck des Fluids als Funktion der Position innerhalb der
Düse.

Da sich bei der isentropen Druckänderung in einer Schallwelle die Massen nicht
ändern, ergibt sich durch das Ableiten dieser Gleichung nach dem Druck [Böc04]:

∂α

∂p


s

= α (1− α)


1

ρfl a2fl
− 1

ρg a2g


. (6.138)

Einsetzen in die obige Gleichung für die Schallgeschwindigkeit ergibt dann nach
einfachen Umformungen und Ausnutzung der Gleichung (6.134) [VDI10]:

1

ρ a2
=

α

ρg a2g
+

1− α

ρfl a2fl
. (6.139)

Diese Gleichung wird im Folgenden genutzt, um damit die Schallgeschwindigkeit im
Koexistenzbereich zu berechnen.

6.1.5.3. Gasströmung des Van-der-Waals-Gases

Mit den in den letzten Abschnitten gewonnenen Gleichungen kann die Gasströmung
des realen Gases durch die Düse berechnet werden. In der Abbildung 6.1.39 ist
der berechnete Druck als Funktion der Position in der Düse bei zwei verschiedenen
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6.1. Geschwindigkeit der Cluster

Gastemperaturen von 25K und 50K und einem Gasdruck von 10 bar dargestellt.
Während der Druckverlauf des perfekten Gases praktisch nicht von der Gastempera-
tur abhängt, unterscheiden sich die beiden Druckverläufe des Van-der-Waals-Gases
deutlich, wobei sich am Düsenende die Drücke fast um eine Größenordnung unter-
scheiden.

Besonders deutlich ist der Unterschied zwischen der Düsenströmung des Van-der-
Waals-Gases und des perfekten Gases, wenn die Gastemperatur als Funktion der
Position betrachtet wird, wie sie in Abbildung 6.1.40 gezeigt ist. Während die
Temperatur im Falle des perfekten Gases rasch auf nahe Null sinkt, fällt diese beim
Van-der-Waals-Gas nur auf knapp unter zehn Kelvin und verringert sich bis zum
Düsenende. Demensprechend verhält sich auch die Gasgeschwindigkeit, deren Verlauf
in Abbildung 6.1.41 dargestellt ist. Hierbei ist ein deutlicher Unterschied zwischen
dem Geschwindigkeitsverlauf zu erkennen, der sich ausgehend von einer Temperatur
von 25K vor der Düse ergibt, und der Entwicklung der Geschwindigkeit, die sich
ergibt, wenn die Berechnung mit einer Temperatur von 50K beginnt. Bei beiden
Rechnungen wurde hierbei wieder ein Gasdruck von 10 bar vor der Düse angenommen.
Bei der höheren Temperatur von 50K ist der Wasserstoff vor der Düse noch gasförmig,
während er bei 25K flüssig ist. Dementsprechend weicht die Gasgeschwindigkeit des
Van-der-Waals-Gases innerhalb der ersten Millimeter hinter dem Einlass der Düse
nur geringfügig von der des perfekten Gases ab, wenn die Berechnung bei einer
Temperatur von 50K am Anfang der Düse durchgeführt wird. Am Düsenende ist bei
dieser Rechnung jedoch die Gasgeschwindigkeit des Van-der-Waals-Gases um etwa
10% größer als die des perfekten Gases. Im Falle der Rechnung ausgehend von der
niedrigen Temperatur von 25K ist ein sehr deutlicher Geschwindigkeitsunterschied
zwischen den beiden Modellen zu erkennen, der sich zwar vom Düsenhals bis zum
Düsenende verringert, jedoch selbst am Düsenende noch etwa 40% beträgt.

6.1.5.4. Strömungsform des Van-der-Waals-Gases

Aus den berechneten lokalen Dichten und Geschwindigkeiten kann auch die Art
der Fluidströmung in der Düse bestimmt werden. Hierfür wird jedoch auch die
Viskosität des betrachteten Gases benötigt. Diese Transporteigenschaft kann jedoch
nicht aus der thermischen Zustandsgleichung berechnet werden, so dass im Folgenden
eine Näherungsformel für das reale Wasserstoffgas benutzt wird. Die dynamische
Viskosität η(ρ, T ) des Fluids ist hierbei durch die Summe aus der Viskosität η0(T )
bei kleinen Dichten (engl. dilute gas viscosity), die nur temperaturabhängig ist, und
der Viskosität ηE(ρ, T ) bei hohen Dichten (engl. excess viscosity) gegeben:

η(ρ, T ) = η0(T ) + ηE(ρ, T ) . (6.140)
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Die Viskosität η0(T ) des Wasserstoffs bei kleinen Dichten kann durch die folgende
Formel ausgedrückt werden [WSB48]:

η0(T ) =
(T/K)3/2

(T/K) + 19,55

(T/K) + 650,39

(T/K) + 1175,9
× 85,558× 10−7 g/(cm s) . (6.141)

Die Dichteabhängigkeit der Viskosität des Wasserstoffs wird dann zusätzlich durch
den folgenden Term gegeben [MW72]:

ηE(ρ, T ) = fA(ρ) efB(ρ)/(T/K) . (6.142)

Hierbei sind die beiden Funktionen fA und fB dann durch die folgenden Ausdrücke
spezifiziert [MW72; Dil65] 5:

fA(ρ̃) =
306,4636 ρ̃− 3350,628 ρ̃2 + 3868,092 ρ̃3

1− 18,478 30 ρ̃+ 110,915 ρ̃2 + 25,3524 ρ̃3
× 10−6 g/(cm s) , (6.143)

fB(ρ̃) = 10 + 7,2×

(ρ̃/0,07)6 − (ρ̃/0,07)3/2


− 17,63× exp[−58,75 (ρ̃/0.07)3] , (6.144)

ρ̃ = ρ/(g/cm3) . (6.145)

Zur Berechnung der Viskosität im Bereich der Zweiphasenkoexistenz aus der Vis-
kosität der flüssigen Phase ηfl, der Viskosität der gasförmigen Phase ηg und des
Dampfvolumenanteils α wird die folgende Gleichung verwendet [DWC64]:

η = α ηg + (1− α) ηfl . (6.146)

Eine wichtige Kenngröße, die die Art der Strömung charakterisiert, ist die Reynolds-
Zahl Re, die durch die folgende Gleichung von der Dichte ρ, der Geschwindigkeit u,
dem lokalen Düsendurchmesser d und der Viskosität η abhängt [WAW88]:

Re =
ρ u d

η
. (6.147)

Bei Reynolds-Zahlen, die deutlich kleiner als 2300 sind, liegt eine sogenannte laminare
Strömung vor, bei der die Kräfte aufgrund der Viskosität des Fluids dominieren und
eine starke Wechselwirkung mit der Wand vorliegt. Reynolds-Zahlen, die deutlich
größer als 2300 sind, deuten dagegen auf eine turbulente Strömung hin. In der
Abbildung 6.1.42 ist die berechnete Abhängigkeit der Reynolds-Zahl von der Position
in der Düse für zwei verschiedene Startbedingungen gezeigt. Es wird deutlich, dass
in weiten Bereichen der Düse die Strömung eine Reynolds-Zahl besitzt, die deutlich
größer als 2300 ist. Dies zeigt, dass die Vernachlässigung der Wandreibung und der
Viskosität des Wasserstoffs, wie sie zu Beginn dieses Kapitels bei der Einführung der
quasi-eindimensionalen Strömung gemacht wurde, absolut gerechtfertigt ist.
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Abbildung 6.1.42.: Berechnete Reynolds-Zahl als Funktion der Position innerhalb der
Düse.

6.1.6. Vergleich zwischen der Simulation des
Van-der-Waals-Gases und dem Experiment

Im Falle des idealen Gases zeigen die Rechnungen, dass die Temperatur in der
Düse innerhalb von wenigen Millimetern dem absoluten Nullpunkt zustrebt, die
mittlere Dichte und der Druck sich um viele Größenordnungen verringert haben
und auch die Geschwindigkeit nach dieser kurzen Strecke nahezu konstant bleibt.
Nach diesen wenigen Millimetern ist daher die Wahrscheinlichkeit gering, dass sich
die Geschwindigkeit der Cluster weiter ändert. Dementsprechend kann in diesem
Fall angenommen werden, dass die mittlere Geschwindigkeit der Cluster in etwa der
maximalen Geschwindigkeit der Gasmoleküle entspricht. Im Fall des realen Gases
steigt die Geschwindigkeit des Fluids jedoch über die gesamte Länge der Düse weiter
an. Ausgehend von der Vorstellung, die bereits am Anfang des Kapitels erwähnt
wurde, dass es eine Position innerhalb der Düse, den Ausfrierpunkt, gibt hinter
der sich die Clustergeschwindigkeit nicht mehr signifikant ändert. Da bis zu diesem
Punkt die Cluster noch durch Stöße mit dem umgehenden Fluid wechselwirken
und gleichzeitig aus diesem entstanden sind, sollte die mittlere Geschwindigkeit der

5Die beiden Funktionen werden in der Originalliteratur als A(ρ) und B(ρ) bezeichnet.
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Abbildung 6.1.43.: Berechnete Gasgeschwindigkeit als Funktion der Gastemperatur im
Vergleich mit gemessenen mittleren Clustergeschwindigkeiten bei einem Gasdruck von 8 bar
vor der Düse (MCT2-Reihe basierend auf Messwerten von Frau Köhler [Köh10]).
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Cluster in etwa der mittleren Geschwindigkeit des Fluids am Ausfrierpunkt ent-
sprechen. Da das beschriebene Modell die Position des Ausfrierpunkts jedoch nicht
vorhersagen kann, wurde im Folgenden die Geschwindigkeit an verschiedenen, ausge-
wählten Punkten in der Nähe des Düsenhalses berechnet und mit den gemessenen
Clustergeschwindigkeiten verglichen.

Die Abbildung 6.1.43 stellt die Temperaturabhängigkeit der Gasgeschwindigkeit bei
einem konstanten Gasdruck von 8 bar vor der Düse dar. Aufgetragen sind neben
den gemessenen Daten der beiden Targets MCT1 und MCT2 auch die mittlere
Gasgeschwindigkeit, die das Modell des perfekten Gases voraussagt und drei Kurven,
die mit dem Modell des Van-der-Waals-Gases in einer Entfernung von 0,5mm, 1mm
und 2mm hinter dem Düsenhals berechnet wurden. Der Bereich, oberhalb von etwa
30K, in dem der Wasserstoff vor der Düse gasförmig ist, wird hierbei sowohl von der
theoretischen Kurve beschrieben, die mit Hilfe des perfekten Gases berechnet wurde,
als auch mit der Kurve, die die Geschwindigkeit in einer Entfernung von etwa zwei
Millimeter vom Düsenhals zeigt. Der bei 30K stattfindende Phasenübergang zwischen
gasförmiger und flüssiger Phase vor der Düse ist klar in den gemessenen Daten und
in den theoretischen Kurven des Van-der-Waals-Gases sichtbar und resultiert in
einer deutlichen Verminderung der mittleren Geschwindigkeit. In diesem Bereich
wird die Clustergeschwindigkeit relativ gut durch die Kurve beschrieben, bei der die
Geschwindigkeit in einem Abstand von 0,5mm vom Düsenhals berechnet wurde. Die
Abweichung zwischen den Daten von MCT1 und MCT2 liegt hier in der gleichen
Größenordnung, wie die Abweichung der Messdaten von der simulierten Kurve.

In der Abbildung 6.1.44 sind die gemessenen und berechneten Ergebnisse für einen
konstanten Gasdruck von 12 bar gezeigt. Auch hier ist der Phasenübergang, der bei
diesem Druck bei etwa 33K liegt, deutlich durch einen Sprung der Geschwindigkeit
in den Daten und der Simulation zu erkennen. Wie bei der vorherigen Abbildung
sind die Daten, die bei einer Temperatur unterhalb der Siedetemperatur genommen
wurden, gut durch die Kurve beschrieben, bei der die Geschwindigkeit als Funktion
der Temperatur in einem Abstand von 0,5mm vom engsten Querschnitt berechnet
wurde. Die Daten oberhalb der Siedetemperatur werden bis etwa 43K durch die
Kurve beschrieben, die an einer Position von einem Millimeter hinter dem Düsenhals
ermittelt wurde. Bei noch höheren Temperaturen fallen die Daten mit der Kurve des
perfekten Gases und des Van-der-Waals-Gases bei einer Position von zwei Millimeter
zusammen.

Wird der Gasdruck über den kritischen Druck von 13,15 bar erhöht, gibt es keinen
strikten Phasenübergang zwischen flüssiger und gasförmiger Phase mehr, sondern
eine stetige Änderung der Dichte bei Änderung der Temperatur. Dies ist in den
Abbildungen 6.1.45 und 6.1.46, die bei konstantem Gasdruck von 14 bar beziehungs-
weise 17 bar aufgezeichnet wurden, sowohl an den berechneten Kurven, als auch
an den Messdaten zu erkennen. In beiden Fällen wird der Bereich unterhalb von
etwa 34K, in dem der Wasserstoff vor der Düse flüssig ist, gut durch die Kurve
beschrieben, die in einer Entfernung von 0,5mm Entfernung vom Düsenhals simuliert
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Abbildung 6.1.45.: Berechnete Gasgeschwindigkeit als Funktion der Gastemperatur im
Vergleich mit gemessenen mittleren Clustergeschwindigkeiten bei einem Gasdruck von 14 bar
vor der Düse (MCT2-Reihe basierend auf Messwerten von Frau Köhler [Köh10]).

wurde. Oberhalb dieser Temperatur wird der Verlauf der Messdaten je nach Druck
einmal von der Kurve bei einer Entfernung von einem Millimeter und einmal durch
die Kurve in einer Entfernung von zwei Millimeter beschrieben.

In den Abbildungen 6.1.47, 6.1.48 und 6.1.49 sind die gemessenen mittleren Geschwin-
digkeiten bei drei Isothermen von 25K, 30K und 50K dargestellt. Wie bereits bei
den Isobaren können auch diese Messdaten im flüssigen Bereich durch die theoreti-
schen Geschwindigkeiten in einer Entfernung von 0,5mm Entfernung vom Düsenhals
beschrieben werden, während im gasförmigen Bereich die Kurven passen, die in einer
Distanz von etwa ein bis zwei Millimeter berechnet wurden.

Ausgehend von diesen qualitativen Vergleichen zwischen den Messdaten und den
Simulationen, macht es Sinn zur Vorhersage von Geschwindigkeiten eine Funktion
zu definieren, die die Messdaten so gut wie möglich beschreibt. Da die Position des
Ausfrierpunkts anscheinend vom Aggregatzustand des Wasserstoffs vor der Düse
abhängt, kann die folgende Funktion zur Vorhersage der Clustergeschwindigkeit uC

verwendet werden:

uC =


uVdW(p0, T0, xfl) falls T0 < Ttr(p0)

uVdW(p0, T0, xg) falls T0 ≥ Ttr(p0)
, (6.148)
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Abbildung 6.1.46.: Berechnete Gasgeschwindigkeit als Funktion der Gastemperatur im
Vergleich mit gemessenen mittleren Clustergeschwindigkeiten bei einem Gasdruck von 17 bar
vor der Düse (basierend auf Messwerten von Frau Köhler [Köh10]).
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Abbildung 6.1.47.: Berechnete Gasgeschwindigkeit als Funktion des Gasdrucks im Ver-
gleich mit gemessenen mittleren Clustergeschwindigkeiten bei einer Gastemperatur von
25K vor der Düse (basierend auf Messwerten von Frau Köhler [Köh10]).
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Abbildung 6.1.48.: Berechnete Gasgeschwindigkeit als Funktion des Gasdrucks im Ver-
gleich mit gemessenen mittleren Clustergeschwindigkeiten bei einer Gastemperatur von
30K vor der Düse.
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Abbildung 6.1.49.: Berechnete Gasgeschwindigkeit als Funktion des Gasdrucks im Ver-
gleich mit gemessenen mittleren Clustergeschwindigkeiten bei einer Gastemperatur von
50K vor der Düse.
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Abbildung 6.1.50.: Wärmekapazität bei konstantem Druck als Funktion der Temperatur
für zwei verschiedene Isobaren bei 8 bar und bei 17 bar. Wird für Drücke oberhalb des
kritischen Punkts eine Übergangstemperatur durch die Position des Maximums in der
Wärmekapazität definiert, so ergibt sich die in der eingefügten Abbildung gestrichelt
gezeichnete Verlängerung der Dampfdruckkurve.

wobei der Druck p0 und die Temperatur T0 am Düseneinlass, uVdW(p0, T0, z) die
simulierte Geschwindigkeit des Van-der-Waals-Gases in einer Entfernung z von Dü-
senhals und zfl und zg die Position des Ausfrierpunkts für flüssigen und gasförmigen
Wasserstoff sind. Die druckabhängige Übergangstemperatur Ttr(p0) ist bei Drücken
unterhalb des Drucks des kritischen Punktes pK = gleich der Siedetemperatur. Für
Drücke oberhalb dieses Punktes kann die Dampfdruckkurve verlängert werden, wenn
die Übergangstemperatur als die Temperatur definiert wird, bei der die Wärme-
kapazität cp bei konstantem Druck maximal wird [Sed11]. In Abbildung 6.1.50 ist
die Temperaturabhängigkeit dieser Wärmekapazität für zwei verschiedene Isobaren
dargestellt. Die Isobare bei 8 bar verläuft unterhalb des kritischen Drucks, so dass
bei der Siedetemperatur die Wärmekapazität unstetig ist. Die zweite Isobare bei
17 bar verläuft dagegen oberhalb des kritischen Drucks und weist daher nur ein
Maximum in der Region des kritischen Punkts auf. Unter Verwendung dieser De-
finition für die Übergangstemperatur ergibt sich die im Inlay in Abbildung 6.1.50
als gestrichelte Linie dargestellte Verlängerung der Dampfdruckkurve. In der Tabel-
le 6.1.2 sind die an die Messdaten angepassten Positionen der Ausfrierpunkte für
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MCT1 MCT2 alle Daten

zfl / mm 0,736 ± 0,037 0,445 ± 0,014 0,500 ± 0,015
zg / mm 1,52 ± 0,20 1,67 ± 0,20 1,61 ± 0,16
AAD / % 4.4 5.1 5.4

Tabelle 6.1.2.: Parameter zur Voraussage der Clustergeschwindigkeit mit Hilfe von Glei-
chung (6.148). Die angegebenen Unsicherheiten sind jeweils mit der Wurzel aus dem
reduzierten Chi-Quadrat skaliert worden.

das MCT1, das MCT2 und für alle Daten aufgeführt. Die Abweichung zwischen der
angepassten Funktion (6.148) und den Messdaten kann hierbei durch die mittlere
absolute Abweichung AAD ((5.11)) quantifiziert werden, die in allen drei Fällen nur
etwa fünf Prozent beträgt. Im oberen Graph der Abbildung 6.1.51 sind die gemesse-
nen Clustergeschwindigkeiten der vier Isobaren zusammen mit der vorhergesagten
Geschwindigkeit eingezeichnet. Hierbei wurden die Ausfrierpunkte verwendet, die
durch die Funktionsanpassung an alle Daten ermittelt wurden. Im Fall der Isobare
die bei einem Druck von etwa 8 bar aufgezeichnet wurde, wurde hierbei ein Druck
von 8,6 bar angenommen, der besser mit der Position der Dampfdruckkurve in den
Daten übereinstimmt. Der untere Graph der Abbildung 6.1.51 zeigt den gleichen
Vergleich für die Daten, die bei konstanter Temperatur im Düseneinlass aufgezeichnet
wurden.

Zur Bestimmung der Clustergeschwindigkeiten ist, wie beschrieben, die lokale Ge-
schwindigkeit von Interesse. Abgesehen von dieser lokalen Eigenschaft, können mit
diesem Modell auch globale Eigenschaften des Düsenflusses, wie beispielsweise der
Massendurchfluss berechnet werden. Die Abbildungen 6.1.52 bis 6.1.58 zeigen jeweils
die berechneten Volumendurchflüsse im Vergleich zu den in der Gasleitung zwischen
Gasreiniger und Düse gemessenen Volumenstromstärken. Bei allen Abbildungen ist
die deutliche Abweichung von den Rechnungen des perfekten Gases zu erkennen,
wenn die Gasdrücke und Gastemperaturen vor der Düse im flüssigen Bereich des
Phasendiagramms liegen. In diesem Bereich kann das Modell des Van-der-Waals-
Gases das Verhalten besser beschreiben, wobei die Form der jeweiligen berechneten
Kurven noch von den Messdaten abweichen. Eine solche Abweichung wurde bereits
in zahlreichen Versuchen mit Wasserdampf (siehe beispielsweise [Sal91]) beobachtet
und wird dadurch erklärt, dass der Verdampfungsprozess, welcher zur isentropen
Expansion nötig ist, nicht instantan, sondern mit einer endlichen Verdampfungsrate
geschieht, so dass in der Düse eine lokale Abweichung vom thermischen Gleichge-
wicht auftritt. Dieses Ungleichgewicht kann zum Beispiel durch Ratengleichungs-
Modelle beschrieben werden. Die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Modelle
und Berechnungsweisen sind damit prinzipbedingt nicht in der Lage, exakt den
Volumendurchfluss vorherzusagen. Für die experimentelle Anwendung der Ergebnisse
reicht die Präzision der Vorhersagen jedoch vollkommen aus, zumal die Ergebnisse
von Geschwindigkeits- und Volumendurchflussberechnung im Bereich von Drücken
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Abbildung 6.1.51.: Vergleich der gemessenen Clustergeschwindigkeiten von vier Isobaren
(oben) und drei Isothermen (unten) als Funktion der Temperatur am Düseneintritt mit der
angepassten Vorhersage entsprechend der Funktion (6.148) mit Funktionsparametern aus
Tabelle 6.1.2, Spalte „alle Daten“. (MCT2-Reihen basierend auf Messwerten von [Köh10])

163



6. Eigenschaften des Clusterstrahls und der Cluster

 0

 0,5

 1

 1,5

 2

 2,5

 3

 3,5

 4

 4,5

 15  20  25  30  35  40  45  50

V
o
lu

m
e
n
d
u
rc

h
fl
u
s
s
 /
 (

l/
m

in
)

Temperatur / K

MCT1, 8 bar Isobare
MCT2, 8 bar Isobare

Van−der−Waals−Gas
perfektes Gas

Abbildung 6.1.52.: Berechneter Volumendurchfluss als Funktion der Gastemperatur im
Vergleich mit gemessenen Volumenstromstärken bei einem Gasdruck von 8 bar vor der Düse
(MCT2-Reihe basierend auf Messwerten von Frau Köhler [Köh10]).
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Abbildung 6.1.53.: Berechneter Volumendurchfluss als Funktion der Gastemperatur im
Vergleich mit gemessenen Volumenstromstärken bei einem Gasdruck von 12 bar vor der
Düse.
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Abbildung 6.1.54.: Berechneter Volumendurchfluss als Funktion der Gastemperatur im
Vergleich mit gemessenen Volumenstromstärken bei einem Gasdruck von 14 bar vor der
Düse (MCT2-Reihe basierend auf Messwerten von Frau Köhler [Köh10]).

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 15  20  25  30  35  40  45  50

V
o
lu

m
e
n
d
u
rc

h
fl
u
s
s
 /
 (

l/
m

in
)

Temperatur / K

MCT2, 17 bar Isobare
Van−der−Waals−Gas

perfektes Gas

Abbildung 6.1.55.: Berechneter Volumendurchfluss als Funktion der Gastemperatur im
Vergleich mit gemessenen Volumenstromstärken bei einem Gasdruck von 17 bar vor der
Düse (basierend auf Messwerten von Frau Köhler [Köh10]).
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Abbildung 6.1.56.: Berechneter Volumendurchfluss als Funktion des Gasdrucks im Ver-
gleich mit gemessenen Volumenstromstärken bei einer Gastemperatur von 25K vor der
Düse (basierend auf Messwerten von Frau Köhler [Köh10]).
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Abbildung 6.1.57.: Berechneter Volumendurchfluss als Funktion des Gasdrucks im Ver-
gleich mit gemessenen Volumenstromstärken bei einer Gastemperatur von 30K vor der
Düse.
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Abbildung 6.1.58.: Berechneter Volumendurchfluss als Funktion des Gasdrucks im Ver-
gleich mit gemessenen Volumenstromstärken bei einer Gastemperatur von 50K vor der
Düse.

oberhalb von etwa 14 bar, in dem die Targetdichten am größten sind, sehr gut mit
den Messdaten übereinstimmen.

Es zeigt sich also zusammenfassend (siehe auch [Täs+11b]), dass die im Rahmen
dieser Arbeit berechneten Gasgeschwindigkeiten des Van-der-Waals-Gases eine gute
qualitative und quantitative Beschreibung der mittleren Clustergeschwindigkeiten
ermöglichen. Hierbei ist vor allem die gute quantitative Beschreibung der Geschwin-
digkeiten im Bereich des Phasendiagramms hervorzuheben, in dem der Wasserstoff als
Flüssigkeit vor der Düse vorliegt. Diese gute Übereinstimmung zwischen Experiment
und theoretischer Berechnung ermöglicht ein deutlich verbessertes Verständnis des
Clusterbildungsprozesses. Aufgrund der Tatsache, dass die Münsteraner Cluster-Jet-
Targets problemlos die Phasengrenze zwischen flüssiger und gasförmiger Phase in
beide Richtungen überschreiten können, gab es vor den im Rahmen dieser Arbeit
durchgeführten Experimenten und Rechnungen die Vorstellung, dass der Wasserstoff
vor der Düse immer als Gas vorliegt. Der Vergleich zwischen den gemessenen mittle-
ren Clustergeschwindigkeiten und Volumenstromstärken mit den Simulationen zeigt
jedoch ganz deutlich, dass im Bereich der flüssigen Phase im Phasendiagramm der
Wasserstoff flüssig vor der Düse vorliegt und nicht als unterkühltes Gas, wie es in
älteren Veröffentlichungen [Kho+99] vermutet wurde. Dementsprechend entstehen
hier die Cluster nicht durch Kondensation von einzelnen Gasmolekülen, sondern
durch eine Art von Zerstäubung des flüssigen Wasserstoffs. Dementsprechend ist es
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auch verständlich, dass in diesem Bereich die Targetdichte um etwa einen Faktor
zehn größer ist, als im gasförmigen Bereich des Phasendiagramms, da als Ergebnis
der Zerstäubung größere Einzelcluster zu erwarten sind als bei der Kondensation aus
einzelnen Molekülen. Dementsprechend ist die Messung der Clustermasse von größ-
tem Interesse. Erste Ergebnisse eines Versuchs, diese Massenverteilung zu ermitteln,
sind im folgenden Kapitel dargestellt.

6.1.7. Einfluss der Düsengeometrie

Mit dem erstellten Programmpaket ist es natürlich auch möglich, den Einfluss der
Düsengeometrie auf die Geschwindigkeit des Fluids zu untersuchen. Hierbei stehen
zur Zeit keine Messungen zur Verfügung, da zum einen nur eine sehr begrenzte Zahl
von CERN Düsen zur Vefügung stehen und nach den ersten Tests am MCT1 die
Düse mit einem engsten Durchmesser von 28 µm die höchsten Targetdichten erzielte
und daher nicht mehr getauscht wurde. In Zukunft wird es jedoch noch interessant
sein, andere Düsendurchmesser und insbesondere auch andere Düsenformen zu testen.
Erste Versuche neue Düsen herzustellen, werden zurzeit durchgeführt, es ist jedoch
nicht klar, wann und ob mit den getesteten Verfahren die Produktion gelingen wird.

In Abbildung 6.1.59 sind berechnete Geschwindigkeiten des Van-der-Waals-Modells
als Funktion der Position innerhalb der Düse für drei verschiedene Durchmesser
des Düsenhalses dargestellt. Es fällt auf, dass die Geschwindigkeit umso geringer
ist, je größer der engste Durchmesser gewählt wird. Die Abweichung zwischen der
Düse mit dem kleinstem und der mit dem größten Düsenhals beträgt hierbei jedoch
nur etwa 5%. Gleichzeitig ändert sich der Volumendurchfluss jedoch erheblich. Zur
Verdeutlichung, wurde für die selben drei minimalen Düsendurchmesser der Volu-
mendurchfluss als Funktion der Temperatur am Düseneinlass berechnet, wobei der
Druck am Eingang der Düse konstant bei 17 bar belassen wurde. Das Ergebnis dieser
Rechnung ist in Abbildung 6.1.60 dargestellt. Bei einer Temperatur von 25K ergab
die Berechnung hierbei einen Volumendurchfluss unter Normalbedingungen von etwa
10 l/min bei einem minimalen Düsenduchmesser von 40 µm und circa 2,5 l/min bei
einem Durchmesser von 20 µm.

Anstelle des Durchmessers des Düsenhalses kann natürlich auch der Öffnungswin-
kel ϕ der Düse (siehe Abbildung 6.1.21 und Gleichung (6.71)) variiert werden. In
Abbildung 6.1.61 sind die für drei Düsen mit unterschiedlichen Öffnungswinkeln
berechneten Geschwindigkeiten dargestellt. Bei allen drei Düsen erreicht das Fluid
am Düsenende annähernd die gleiche Geschwindigkeit. Der Geschwindigkeitsanstieg
mit wachsendem Abstand zum Düsenhals erfolgt jedoch umso schneller, je größer
der Öffnungswinkel ist. Ausgehend von einem Druck von 10 bar und einer Tempe-
ratur von 25K am Düseneinlass, ergibt sich in einem Abstand von etwa 0,5mm
vom Düsenhals eine Geschwindigkeit von circa 240m/s im Fall der Düse mit einem
Öffnungswinkel von 5° und 290m/s bei einem Öffnungswinkel von 9°. Die Variation
des Öffnungswinkels hat keinen Einfluss auf den Volumendurchfluss durch die Düse.
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Abbildung 6.1.59.: Berechnete mittlere Geschwindigkeit des Fluids als Funktion der
Position innerhalb der Düse für zwei verschiedene Bedingungen am Düseneinlass und der
Verwendung von drei Düsen mit verschiedenen Durchmessern des Düsenhalses.
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Abbildung 6.1.60.: Berechneter Volumendurchfluss als Funktion der Gastemperatur im
bei einem Gasdruck von 17 bar vor der Düse und der Verwendung von drei Düsen mit
verschiedenen Durchmessern des Düsenhalses.
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Abbildung 6.1.61.: Berechnete mittlere Geschwindigkeit des Fluids als Funktion der
Position innerhalb der Düse für zwei verschiedene Bedingungen am Düseneinlass und der
Verwendung von drei Düsen mit verschiedenen Öffnungswinkeln ϕ.

Mit dem entwickelten Programmpaket ist es demnach möglich, auch für bisher nicht
getestete Düsen Aussagen über die zu erwartenden Änderungen in der Clusterge-
schwindigkeit zu treffen. Da das vorgestellte Modell die Position des Ausfrierpunkts
bei diesen neuen Düsen jedoch nicht voraussagen kann, ist es nicht möglich, eine
exakte Geschwindigkeitsvorhersage zu erstellen.

6.1.8. Geschwindigkeitsverteilung der Cluster

In den vorhergehenden Abschnitten wurde bereits erwähnt, dass es kaum möglich
ist, die Geschwindigkeitsverteilung der Cluster theoretisch zu beschreiben, weshalb
bisher nur der Vergleich mit der mittleren Geschwindigkeit dargestellt wurde. Im
Folgenden soll jedoch trotzdem die beobachtete Temperatur- und Druckabhängigkeit
der gemessenen Geschwindigkeitsverteilungen vorgestellt werden.

In Abbildung 6.1.62 ist die Entwicklung der am MCT2 gemessenen Geschwindigkeits-
verteilungen bei einem konstanten Gasdruck vor der Düse von 14 bar als Funktion
der Gastemperatur dargestellt. Die dargestellten Verteilungen basieren alle auf Mess-
werten, die im Rahmen der Diplomarbeit von Frau Köhler [Köh10] aufgezeichnet
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wurden. Die einzelnen Spektren sind so erstellt worden, dass sie jeweils die gleiche
Intervallbreite aufweisen und sind so skaliert, dass ihr Flächeninhalt gleich groß ist.

Bei hohen Temperaturen oberhalb der Siedetemperatur von etwa 34K sind die
Geschwindigkeitsverteilungen mit einer Standardabweichung von etwa 10m/s re-
lativ scharf, wobei ihre Breite mit abnehmender Temperatur leicht zunimmt, von
circa 8m/s bei 50K auf 10m/s bei 34K. Diese Peaks sind linksschief, wobei ihre
Schiefe mit abnehmendem Druck zunimmt. Beim Phasenübergang zwischen Gas und
Flüssigkeit entwickelt sich zunächst eine Doppelpeakstruktur, deren Entwicklung
in der Abbildung 6.1.63 zwischen 33K und 34K gezeigt ist. Diese Struktur besteht
jeweils aus einem schmalen Peak der keine signifikante Schiefe besitzt und einem
deutlich breiteren Peak, mit kleinerer mittlerer Geschwindigkeit, der eine deutliche
positive Schiefe aufweist. Bei einer Temperatur von circa 33,7K beträgt die Breite
des schmalen Peaks etwa σ ≈ 3m/s und die mittlere Geschwindigkeit circa 637m/s,
während der breitere Peak (σ ≈ 25m/s) im Mittel eine Geschwindigkeit von etwa
576m/s aufweist. Der Grund für diese Doppelpeakstruktur ist unklar, wurde aber
bei Experimenten anderer Arbeitsgruppen [KST95; Buc+90] sowohl bei Wasserstoff,
als auch bei Helium festgestellt. Die Autoren der zitierten Arbeiten nehmen an,
dass es sich bei den beiden Peaks um Cluster mit unterschiedlicher Entstehungsart
handelt, wobei die Cluster des schmaleren Peaks durch Kondensation aus Gas und
die Cluster des langsameren und breiteren Peaks durch Zerstäubung der flüssigen
Phase entstanden sind. Der Doppelpeak verschwindet schließlich bei einer weiteren
Reduktion der Temperatur unterhalb von 29K. Diese Entwicklung ist in Abbil-
dung 6.1.64 dargestellt. Bei einer Temperatur von etwa 28,7K hat sich die Breite des
schmaleren Peaks auf etwa 17m/s erhöht, während sich die mittlere Geschwindigkeit
auf etwa 478m/s vermindert hat. Der breitere Peak hat sich bei dieser Temperatur
auf σ ≈ 43m/s aufgeweitet und besitzt im Mittel eine Geschwindigkeit von 363m/s.
Bei kleineren Temperaturen verbleibt nur noch der breitere der beiden Peaks. Bei
weiterer Verminderung der Temperatur nimmt die Breite des Peaks wieder von
43m/s bei 28,6K auf etwa 13m/s bei 20K ab, wobei die Schiefe des Peaks weiter
zunimmt. Dieses Verhalten wurde auch bei anderen Drücken festgestellt, wie in den
Abbildungen 6.1.65 bis 6.1.67 dargestellt ist. Die Abbildung 6.1.68 zeigt schließlich
die Geschwindigkeitsverteilungen bei konstanter Temperatur von 25K vor der Düse,
wobei nur Drücke verwendet wurden, bei denen der Wasserstoff in flüssiger Form vor-
liegt. Dementsprechend wird eine vergleichsweise breite Geschwindigkeitsverteilung
beobachtet. Im Bereich zwischen 6 bar und 9 bar beträgt die Standardabweichung
des Peaks etwa 40m/s. Oberhalb dieses Bereichs halbiert sich diese Breite jedoch
und bleibt annähernd konstant. Für diese plötzliche Veränderung der Breite gibt es
derzeit keine Erklärung.
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Abbildung 6.1.62.: Geschwindigkeitsverteilung der Cluster als Funktion der Gastempera-
tur bei einem Gasdruck vor der Düse von 14 bar (basierend auf Messwerten von [Köh10]).
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Abbildung 6.1.63.: Geschwindigkeitsverteilung der Cluster als Funktion der Gastempera-
tur bei einem Gasdruck vor der Düse von 14 bar (basierend auf Messwerten von [Köh10]).
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Abbildung 6.1.64.: Geschwindigkeitsverteilung der Cluster als Funktion der Gastempera-
tur bei einem Gasdruck vor der Düse von 14 bar (basierend auf Messwerten von [Köh10]).
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Abbildung 6.1.65.: Geschwindigkeitsverteilung der Cluster als Funktion der Gastempera-
tur bei einem Gasdruck vor der Düse von 8bar (basierend auf Messwerten von [Köh10]).
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Abbildung 6.1.66.: Geschwindigkeitsverteilung der Cluster als Funktion der Gastempera-
tur bei einem Gasdruck vor der Düse von 8 bar (basierend auf Messwerten von [Köh10]).
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Abbildung 6.1.67.: Geschwindigkeitsverteilung der Cluster als Funktion der Gastempera-
tur bei einem Gasdruck vor der Düse von 17 bar (basierend auf Messwerten von [Köh10]).
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Abbildung 6.1.68.: Geschwindigkeitsverteilung der Cluster als Funktion des Gasdrucks
bei einer Gastemperatur vor der Düse von 25K (basierend auf Messwerten von [Köh10]).
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6.2. Masse der Cluster

Im Rahmen der Diplomarbeit von Herrn General [Gen08] wurden erste Versuche
zur Bestimmung der Clustermassen durchgeführt. Der Aufbau ähnelt dabei dem in
Abbildung 6.1.2 vorgestellten Schema zur Flugzeitmessung. Hierbei wurde jedoch die
im Kapitel 6.1.1 vorgestellte Elektronenquelle ungepulst betrieben. In Abbildung 6.2.1
ist die hierfür verwendete elektrische Beschaltung der Elektronenquelle dargestellt.
Der Elektronenstrom und die Energie der Elektronen wurden hierbei so eingestellt,
dass möglichst viele Cluster ionisiert werden. Die ionisierten Cluster treffen, wie bei
der Flugzeit-Messung, im Auffänger auf ein Channeltron und werden so registriert.

Für die Massenbestimmung ist das bisher als vollständig geerdet beschriebene Elek-
trodensystem vor dem Channeltron von essentieller Bedeutung. Die schematische
Beschaltung dieser Elektroden ist in Abbildung 6.2.2 dargestellt. Die positiv gelade-
nen Cluster fliegen zunächst durch zwei geerdete Blenden, wobei die vorderste als
konischer Kollimator ausgeführt ist, um die nicht in den Detektor fliegenden Cluster
abzuleiten. Hierbei ist zu beachten, dass an dieser Stelle der Clusterstrahl einen
Durchmesser von etwa 20mm besitzt, während die erste Öffnung nur 4mm groß ist.
Hinter der zweiten geerdeten Elektrode befindet sich die sogenannte Gegenfeldelek-
trode, die auf eine positive Spannung UGF zwischen 0 kV und 3,5 kV gelegt werden
kann, wobei diese Spannung durch einen PC mit DAC-Karte direkt verändert werden
konnte. Cluster, deren kinetische Energie kleiner als dieses Potential ist, können
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Netzgerät

12 V, ca. 1 A

(TTi EL183R)
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e
-
-Strahl

Abbildung 6.2.1.: Schematische Beschaltung der Elektronenquelle zur Massenmessung.
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Abbildung 6.2.2.: Schematische Beschaltung des Detektionssystems zur Massenmessung.

diese Elektrode nicht durchdringen, sondern werden reflektiert, während Cluster mit
einer höheren kinetischen Energie die Gegenfeldelektrode durchfliegen und hinter
dieser wieder durch eine geerdete Blende auf die Energie vor dem Blendensystem
beschleunigt werden. Hinter dieser Blende befindet sich wiederum das Channeltron,
dessen Eingangstrichter auf eine Spannung von etwa −1200V gelegt ist, so dass
die Cluster mit einer möglichst hohen Energie auf diesen aufschlagen. Das erzeugte
elektrische Signal wurde, nachdem es verstärkt und diskriminiert wurde, an den Zäh-
lereingang eines per USB an den PC angeschlossenen Messsystem (MCC miniLAB
1008) angelegt und hiermit die Zählrate gemessen.

Cluster, deren kinetische Energie Ekin kleiner als die potentielle Energie des Gegen-
feldes Eel ist, werden durch die Gegenfeldelektrode reflektiert, so dass sich hierdurch
leicht die maximale Masse m berechnen lässt, die von dem Spektrometer noch
reflektiert wird:

Ekin < Eel ⇒ 1

2
mv2 < q UGF ⇒ m <

2 q UGF

u2
, (6.149)

wobei u die Geschwindigkeit und q die Ladung des Clusters ist. Das Spektrometer
wurde typischerweise mit Clustern verwendet, die bei Bedingungen vor der Düse
produziert wurden, bei denen der Wasserstoff gasförmig vorliegt. Hierbei wurde in der
Regel ein Druck von 4 bar und eine Temperatur in der Größenordnung von 30K am
Düseneintritt verwendet. Dementsprechend kann für die folgende Abschätzung eine ty-
pische Geschwindigkeit von u = 800m/s angenommen werden (siehe Abbildung 6.1.51
(unten)). Da diese Geschwindigkeit wesentlich kleiner als die Lichtgeschwindigkeit ist,
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erfolgen die folgenden Berechnungen alle nichtrelativistisch. Ausgehend von einfach
positiv geladenen Clustern (q = e) und einer Spannung von UGF = 3,5 kV an der
Gegenfeldelektrode ergibt sich so eine maximale Masse von etwa 1,75× 10−21 kg bzw.
etwa 106 u.

Die Verteilung der auftretenden Clustermassen kann am einfachsten durch die Wahr-
scheinlichkeitsdichteverteilung fN(m) beschrieben werden, die für jede Clustermas-
se m die Auftrittswahrscheinlichkeit für Cluster angibt, deren Masse im Intervall
[m;m+ dm] liegen. Um diese Verteilung zu messen, wird bei diesem Spektrometer
zunächst die Zählrate Ṅ(UGF) der pro Zeitintervall detektierten Cluster in Abhän-
gigkeit von der angelegten Spannung an der Gegenfeldelektrode gemessen. Bei einem
optimalen Spektrometer dieser Art, bei dem alle Ionen mit einer kinetischen Energie
Ekin < Eel reflektiert und die Höherenergetischen alle detektiert werden, hängt diese
Zählrate folgendermaßen mit der Massenverteilung zusammen, wenn Ṅ die Zählrate
bei geerdeter Gegenfeldelektrode ist:

Ṅ(UGF) = Ṅ

UGF
0

fN


2 q U

u2


dU . (6.150)

Das gemessene Spektrum ist also ein integriertes Spektrum, das durch Differentiation
und geeignete Normierung in die gesuchte Massenverteilung überführt werden kann.
Hierbei ist die Differentiation nicht trivial machbar, da die Funktion Ṅ(UGF) nur an
einer begrenzten Anzahl von Spannungen gemessen werden kann und die Messungen
mit einer statistischen Messunsicherheit behaftet sind. In der Praxis wurden daher
die gemessenen Werte zunächst mit einem gleitenden Mittelwert geglättet und dann
punktweise der Differenzenquotient gebildet.

Für die optimale Funktion des Massenspektrometers sind insbesondere die Eingangs-
blenden von Bedeutung, da nur achsnahe Strahlen, die parallel zur Spektrometerachse
fliegen, das gewünschte Transmissionsverhalten zeigen. Das Blendensystem wurde
hierbei jeweils im Rahmen der Diplomarbeit von Herrn General mit dem Programm
SIMION 3D 7.0 simuliert und durch Verwendung von Ionen aus der in Kapitel 6.1.1
beschriebenen Kalibrationsquelle getestet. Die Umsetzung von den vereinfachten,
rotationssymmetrischen Elektroden in der Simulation in eine mechanische Konstruk-
tion wurde dann jeweils im Rahmen der hier vorgelegten Arbeit durchgeführt und
dann die so erstellten Konstruktionszeichnungen durch die mechanische Werkstatt
des Instituts verwirklicht.

Nach zahlreichen Iterationen, bei denen das Transmissionsverhalten jeweils durch
Ionen aus der Kalibrationsquelle gemessen wurde, konnte ein System erstellt werden,
das eine nahezu konstante Transmissionsrate für Ionen zeigt, die eine Energie besitzen,
die kleiner als das Potential der Gegenfeldelektrode ist. Diese Rate fällt dann innerhalb
von einigen zehn Elektronenvolt auf unter zehn Prozent ab und bleibt dann wieder
nahezu konstant.
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Sowohl bei der Messung mit den Ionen aus der Kalibrationsquelle als auch mit
Clustern änderte sich im Verlauf der Messung die Anzahl der am Spektrometer
ankommenden Cluster deutlich. Daher konnte in der Praxis nicht einfach die Ṅ(UGF)
gemessen werden, indem die Spannung UGF schrittweise von 0 kV bis 3,5 kV erhöht
wurde, sondern es musste vor jeder Änderung der Spannung jeweils ein Messpunkt
bei geerdeter Gegenfeldelektrode eingeschoben werden. Mit Hilfe dieser Daten konnte
dann die zeitliche Abhängigkeit der Zählrate nachträglich herausgerechnet werden.

Die Ergebnisse der Messungen am Clusterstrahl waren, wie bereits erwähnt, auf
den Bereich des Phasendiagramms beschränkt, in dem der Wasserstoff vor der
Düse gasförmig ist. Versuche im flüssigen Bereich des Phasenraums zeigten keine
Abhängigkeit zwischen der Zählrate bei 0V und 3,5 kV, so dass davon ausgegangen
werden kann, dass in diesem Bereich die meisten Cluster schwerer als 106 u sind.
Diese Vermutung wird auch von Messungen [KM72] einer anderen Arbeitsgruppe
gestützt, die im gasförmigen Bereich, bei einer Temperatur von 34K und einem Druck
von etwa 35 bar vor der Düse, die mittlere Clustergröße durch die winkelabhängige
Streuung von Licht ermittelten. Hierbei ergab sich eine mittlere Clustergröße von
etwa 109 Atomen pro Cluster.

In der Diplomarbeit von Herrn General ist eine Messreihe dargestellt, die bei einem
konstanten Druck von 4 bar aufgenommen wurde und die Massenverteilung für
verschiedene Temperaturen zwischen 60K und 26,5K zeigt. Hierbei wird eine mittlere
Clustermasse gemessen, die sich von unter 5× 104 bei 60K auf etwa 5× 105 bei
26,5K erhöht. Bei den niedrigeren Temperaturen, unter etwa 50K, wurde hierbei eine
bisher ungeklärte Doppelpeakstruktur gemessen. Wichtig hierbei ist zu bemerken,
dass diese Messungen nur erste Versuche darstellten und ihre Ergebnisse nicht ganz
widerspruchsfrei sind. Die zur dargestellten Messreihe aufgenommenen Zählraten sind
beispielsweise nicht immer streng monoton fallend, wie es physikalisch erforderlich
wäre. Trotzdem zeigen sie klar, in welcher Größenordnung sich die Clustermassen
bewegen, wenn die Cluster aus gasförmigem Wasserstoff entstanden sind, und geben
einen Anhaltspunkt über die typische, minimale Clustermasse bei der Entstehung
aus flüssigem Wasserstoff. In Zukunft sind weitere Messungen im Rahmen der
Doktorarbeit von Frau Köhler geplant, um diese Massenmessungen mit anderen
Spektrometern und gegebenenfalls über die Lichtstreuung fortzuführen. Im vorherigen
Kapitel wurde bereits erwähnt, dass hierbei sowohl der Übergangsbereich in der
Nähe der Dampfdruckkurve interessant ist, als auch die Messung der mittleren
Clustermasse bei der Bildung aus flüssigem Wasserstoff.
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Zur Messung der Targetdichte wird ein System aus zwei beweglichen Stäben verwen-
det, wie es in Abbildung 6.3.1 dargestellt ist. In waagerechter Richtung wird hierbei
der Stab mittels einer Schiebedurchführung und in senkrechter Richtung mittels einer
Drehdurchführung bewegt. Als Antrieb für diese beiden Vakuumdurchführungen
dient jeweils ein Schrittmotor. Treffen Cluster auf diese Stäbe, so zerfallen sie und
das sich bildende Gas erhöht den Vakuumdruck in der Streukammer. In Abbildung
6.3.2 ist das Ergebnis einer solchen Messung beispielhaft dargestellt. Aufgetragen ist
hierbei der Vakuumdruck in der Streukammer als Funktion der vertikalen Stabpositi-
on bei einem Gasdruck vor der Düse von 17 bar und einer Temperatur der Düse von
45K.

Im folgenden Abschnitt wird zunächst der theoretische Zusammenhang zwischen der
Targetdichte und dem gemessenen Vakuumdruck hergeleitet, dann die experimentellen
Methoden dargestellt und schließlich die gemessenen Clusterprofile mit Profilen
verglichen, die aus verschiedenen radialen Dichteverteilungen resultieren.

Cluster-

strahl

Abbildung 6.3.1.: Streukammer mit beweglichen Stäben zur Messung der Targetdichte.
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Abbildung 6.3.2.: Beispiel für ein in der Streukammer aufgezeichnetes Druckprofil (basie-
rend auf Messwerten von [Köh10]).

6.3.1. Theoretische Grundlagen

In Kapitel 3.3 wurde bereits erwähnt, dass der folgende Zusammenhang zwischen dem
Druck p in einer Vakuumkammer, der pV-Stromstärke qpV und dem Saugvermögen
S der verwendeten Vakuumpumpe [WAW88] gilt:

qpV = p S , (6.151)

p =
qpV
S

. (6.152)

Anstelle der pV-Stromstärke qpV ist es im Folgenden sinnvoller, die Massenstromstärke
qm zu verwenden. Ausgehend von der Zustandsgleichung des idealen Gases [Nol97]

p V = ν RT

=
mRT

M
, (6.153)

in die die Masse m, die Temperatur T , das Volumen V , die molare Masse M der
Gasteilchen und die universelle Gaskonstante R eingehen, kann durch zeitliche
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Ableitung sehr einfach ein Zusammenhang zwischen der pV-Stromstärke und der
Massenstromstärke hergestellt werden[WAW88]:

d

dt
(p V ) =

dm

dt

R T

M
,

qpV = qm
RT

M
. (6.154)

Durch Kombination der Gleichungen (6.151) und (6.154) ergibt sich der folgende
Zusammenhang zwischen dem Vakuumdruck und der Massenstromstärke:

p =
qm RT

SM
. (6.155)

Das im Folgenden verwendete Koordinatensystem ist so orientiert, dass sich die
Cluster entlang der z-Achse bewegen und der Stab in Richtung der x-Achse durch
den Clusterstrahl bewegt wird. Die Masse der Cluster, die zum Druckanstieg führen,
kann dann durch die folgende Gleichung aus der Volumendichte ρ 6 des Clusterstrahls
berechnet werden:

m(x) =

x+d/2
x−d/2

dx′
+∞

−∞

dy′


dz′ ρ(x′, y′, z′) . (6.156)

Die Integrationsgrenzen repräsentieren hierbei den Bereich des Clusterstrahls, der auf
den Stab auftrifft, wobei hier angenommen wird, dass der Stab der Dicke d wesentlich
länger als die Ausdehnung des Clusterstrahls in Richtung der y-Achse ist, so dass in
dieser Richtung die Integrationsgrenzen so gewählt sind, dass sie bis ins Unendliche
reichen.

Durch zeitliche Ableitung der Masse kann direkt die Massenstromstärke angegeben
werden:

qm(x) =
d

dt

x+d/2
x−d/2

dx′
+∞

−∞

dy′


dz′ ρ(x′, y′, z′) . (6.157)

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass der Integrationsbereich in Richtung
der z-Achse so klein ist, dass sich in diesem Bereich die Volumendichte nicht ändert.
Dementsprechend reicht es hier aus, die Volumendichte ausschließlich als Funktion der
x- und y-Koordinate zu betrachten. Die zeitliche Änderung der z-Position ist durch

6Einheit: [ρ] = kg/m3
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die mittlere Geschwindigkeit u = dz/dt der Cluster gegeben, so dass in Gleichung
(6.157) eine Variablensubstitution von dz′ zu dt durchgeführt werden kann

qm(x) =
d

dt

x+d/2
x−d/2

dx′
+∞

−∞

dy′


dt v ρ(x′, y′)

= u

x+d/2
x−d/2

dx′
+∞

−∞

dy′ ρ(x′, y′) . (6.158)

Aus den Gleichungen (6.158) und (6.155) folgt damit für den Vakuumdruck pC als
Funktion der Stabposition:

pC(x) =
uRT

SM

x+d/2
x−d/2

dx′
+∞

−∞

dy′ ρ(x′, y′) . (6.159)

Der Vakuumdruck p in der Streukammer ergibt sich nun als Summe aus dem Druck
pC, der durch die aufgestauten Cluster entsteht und dem konstanten Druck pU des
Restgasuntergrunds:

p(x) =
uRT

SM

x+d/2
x−d/2

dx′
+∞

−∞

dy′ ρ(x′, y′) + pU . (6.160)

Wird das Cluster-Jet-Target in einem Speicherringexperiment benutzt ist jedoch
nicht die Massendichte ρ, sondern die Teilchendichte ρN bzw. die sogenannte Tar-
getdichte nT entscheidend. Da die Stoffmenge ν sowohl aus der Masse m als auch
der Teilchenanzahl N berechnet werden kann, lässt sich aus diesem Zusammenhang
direkt der Zusammenhang zwischen Massendichte und Teilchendichte bestimmen:

N

NA
= ν =

m

Ma
,

ρN = ρ
NA

Ma
. (6.161)

Hierbei ist NA die Avogadro-Konstante und Ma die molare Masse der einzelnen
Atome des betrachteten ein- oder mehratomigen Gases. Hiermit ergibt sich dann
die folgende Gleichung für den Druck in der der Streukammer als Funktion der
Stabposition:

p(x) =
uRT Ma

S NA M

x+d/2
x−d/2

dx′
+∞

−∞

dy′ ρN(x
′, y′) + pU . (6.162)
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Diese Gleichung lässt sich nutzen, um aus aufgezeichneten Profilen die Volumen-
dichte zu ermitteln. Hierfür ist es sinnvoll, die absolute Höhe und die Form der
Dichteverteilung voneinander zu separieren:

ρN(x
′, y′) = ρ0 ρ̂(x

′, y′) . (6.163)

Hierbei liefert die Funktion ρ̂(x′, y′) dann eine dimensionslose Zahl und die absolute
Höhe der Volumendichte wird durch die Konstante ρ0 bestimmt. Hierbei ist es sinnvoll,
die Funktion ρ̂(x′, y′) so zu wählen, dass sie im Maximum einen Wert von eins besitzt,
so dass die Konstante ρ0 direkt die maximale Volumendichte parametrisiert.

Durch Anpassen der Funktion

p(x) =
uRT Ma

S NA M
ρ0

x+d/2
x−d/2

dx′
+∞

−∞

dy′ ρ̂(x′, y′) + pU (6.164)

an die gemessenen Druckprofile lässt sich dann direkt die maximale Volumendichte
ρ0 bestimmen. Die Targetdichte nT berechnet sich aus der Teilchendichte durch
Integration entlang der Linie, die durch den, als infinitesimal dünn angenommenen,
Beschleunigerstrahl vorgegeben ist. Wird das Koordinatensystem so gewählt, dass
der Beschleunigerstrahl parallel zur x-Achse den Clusterstrahl durchquert, ergibt
sich:

nT =

∞
−∞

ρN(x, y0) dx . (6.165)

Dabei ist der Wert y0 so zu wählen, dass die Targetdichte maximal ist. Bei einem
runden Querschnitt des Clusterstrahls läge diese Koordinate dementsprechend im
Zentrum des Querschnitts.

6.3.2. Experimentelle Methoden

Aus der Gleichung (6.164) lässt sich, wie bereits erwähnt, die maximale Volumen-
dichte ρ0 bestimmen. Hierzu muss jedoch sowohl das Saugvermögen S als auch
die mittlere Geschwindigkeit u bekannt sein. Da die detaillierte Beschreibung der
Geschwindigkeitsmessung der Cluster bereits im Abschnitt 6.1 erfolgte, wird im
Folgenden nur die Bestimmung des Saugvermögens erläutert und dann die Messung
und Auswertung von Druckprofilen dargestellt.

6.3.2.1. Bestimmung des Saugvermögens

Aus der Definition des Saugvermögens S = qpV /p, die sich direkt aus Gleichung
(6.151) ergibt, lässt sich direkt die Methode ableiten, mit der das Saugvermögen eines
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Vakuumsystems bestimmt werden kann. Wird dem Vakuumsystem ein Gasfluss7 der
Menge qpV zugeführt, so ist der resultierende Druck p umgekehrt proportional zum
zu bestimmenden Saugvermögen. Aus der Messung von qpV und p kann demnach
direkt das Saugvermögen S berechnet werden. In den folgenden zwei Abschnitten,
soll daher die Gasfluss- und die Druckbestimmung näher beschrieben und dann im
dritten Abschnitt am Beispiel der Streukammer verdeutlicht werden.

Messung des Gasflusses

Da die pV-Stromstärke als zeitliche Ableitung des Produkts aus Druck und Volumen
definiert ist

qpV =
d

dt
(p V ) , (6.166)

gibt es zwei verschiedene Möglichkeiten die pV-Stromstärke zu bestimmen:

qpV = V0
dp

dt
(6.167) oder qpV = p0 qV (6.168) .

Bei der ersten Methode wird bei konstantem Volumen V0 die zeitliche Änderung des
Drucks gemessen, bei der zweiten Methode bei konstantem Druck p0 der Volumen-
strom qV . In den folgenden Abschnitten wird die technische Realisierung der beiden
Methoden erläutert und die Vor- und Nachteile diskutiert.

Methode des konstanten Volumens In Abbildung 6.3.3 ist der Messaufbau, der
für diese Methode benutzt wird, schematisch dargestellt. Das Gas wird in einen
Behälter mit bekanntem Volumen V0 geleitet und kann dann von dort aus durch ein
Feindosierventil in die Vakuumkammer eingeleitet werden. Hierbei wird der Gasdruck
im Behälter ständig gemessen, so dass aus der gemessenen Druckänderung und dem
bekannten Volumen die pV-Stromstärke mittels Gleichung (6.167) berechnet werden
kann.

Im Experiment wurde hierfür als Behälter eine Druckgasflasche, mit einem Volumen
von drei Litern, verwendet, bei der das Flaschenventil durch ein sechs Millimeter dickes
Edelstahlrohr ersetzt wurde. Der Gasdruck in der Flasche von etwa vier Bar wurde mit
einem Baratron gemessen, während das Gas durch ein UHV-Ganzmetall-Dosierventil
der Firma Leybold in die Streukammer strömte. Das Volumen der Druckgasflasche
wurde bestimmt, indem das Gewicht der Flasche, einmal im evakuierten und einmal
im vollständig mit Wasser befüllten Zustand, bestimmt wurde.

7Alle im folgenden angegebenen Gasflüsse beziehen sich immer auf die Normalbedingungen:
Temperatur TN = 273,15K und Druck pN = 101 325Pa = 1013,25mbar!
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Gasflasche

V VD
H2

Vakuum-

kammer

Abbildung 6.3.3.: Vereinfachte Darstel-
lung des Aufbaus zur Messung des Saugver-
mögens in einer Vakuumkammer. Ein kon-
stanter Gasstrom wird aus der Gasflasche
bekannten Volumens in die Vakuumkammer
eingeleitet und die zeitliche Änderung des
Drucks in der Gasflasche aufgezeichnet. Aus
dieser kann dann zusammen mit dem Va-
kuumdruck das effektive Saugvermögen des
angeschlossenen Pumpensystems, welches
hier aus einer Turbomolekular- und einer
Drehschieberpumpe besteht, bestimmt wer-
den.

Obwohl dieses Verfahren vom Prinzip her sehr elegant erscheint, zeigen sich jedoch in
der Praxis einige Herausforderungen, die überwunden werden mussten, um diese Me-
thode zu realisieren. Das Verfahren wurde im Rahmen dieser Arbeit zur Bestimmung
des Saugvermögens in der Streukammer eingesetzt, an der eine Turbomolekularpumpe
mit einem Nennsaugvermögen von 340 l/s angeschlossen ist. Bestimmt werden sollte
das Saugvermögen bei einem Gasfluss, der zu einem Druck von etwa 10−4 mbar führt,
also etwa 2mbar l/min. Bei dieser Durchflussmenge änderte sich der Gasdruck in
der Flasche und damit der Durchfluss durch das Feindosierventil jedoch so schnell,
dass sich keine Gleichgewichtsbedingungen in der Streukammer einstellten. Erst eine
Reduktion des Gasflusses um den Faktor 100 führte zu einem zeitlich konstanten
Vakuumdruck in der Streukammer. Bedingt durch den dann auf etwa 20 µbar l/min
reduzierten Durchfluss, der demnach zu einer Druckänderung in der Flasche von
circa 7 µbar/min führt, reagiert die Messung sehr empfindlich auf Änderungen der
Temperatur. Eine Temperaturänderung von 1mK/min führt gemäß des idealen Gas-
gesetzes (dp/dt = (R/Vm) dT/dt) zu einer Druckänderung von etwa 3,7 µbar/min,
also einer Änderung, die mehr als 50% der zu messenden Druckänderung ausmacht.
Der Temperatureinfluss konnte durch Verwendung der Gasflasche in einem groß-
volumigen Wasserbad so stark vermindert werden, dass eine Messung mit diesem
Verfahren möglich war und in der Diplomarbeit von Frau Otte [Ott07] dargestellt
wurde. Die Messdauer dieses Verfahrens liegt in der Größenordnung von etwa einem
Tag, da sich nur bei dieser langen Messzeit eine deutlich messbare Änderung des
Flaschendrucks im Bereich von 0,1 bar ergibt. Mit dieser Methode wurde ein erstaun-
lich hohes Saugvermögen in der Streukammer von (334± 17) l/s gemessen [Ott07].
Es stimmt zwar mit dem Nennsaugvermögen der Pumpe überein, dieses ist jedoch
nur ein theoretischer Wert, der eine Extrapolation zum Saugvermögen ohne Gasfluss
darstellt und weder die Verminderung durch die angeschlossenen Vakuumbauteile
noch durch das Schutzgitter der Pumpe beinhaltet.
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Abbildung 6.3.4.: Aufbau zur Messung des Saugvermögens in einer Vakuumkammer nach
der Methode des konstanten Drucks. Mit Hilfe eines Feindosierventils wird ein konstanter
Gasfluss eingestellt, der in die Vakuumkammer eingeleitet wird. Der Volumenstrom wird
gemessen, indem entweder (a) das Gas in einen wassergefüllten Messzylinder eingeleitet
wird oder (b) mit Hilfe eines Durchflussmessers.

Methode des konstanten Drucks Bei dieser Methode wird bei konstantem Druck
der Volumenfluss gemessen und dann mittels Gleichung (6.168) die pV-Stromstärke
ermittelt. Diese Methode wurde in unterschiedlicher Weise zur Bestimmung des
Saugvermögens in der Streukammer genutzt. Die erste Realisierung ist in der lin-
ken Hälfte von Abbildung 6.3.4 gezeigt. Hierbei wird mit Hilfe eines Dosierventils
ein konstanter Volumenstrom eingestellt und dieser dann durch Einleiten in einen
wassergefüllten Messzylinder gemessen. Für die Saugvermögensmessung wird dieser
bekannte Gasstrom dann in die Vakuumkammer geleitet und aus dem entstehenden
Druckanstieg das Saugvermögen berechnet. Durch Vergleich mit den anderen darge-
stellten Verfahren zeigte sich jedoch, dass bei diesem Verfahren ein systematischer
Fehler gemacht wird: Der Gasstrom ändert sich, wenn von der Volumenmessung auf
die Saugvermögensmessung gewechselt wird, da im Fall der Volumenmessung der
Druck hinter dem Dosierventil dem Luftdruck und im Fall der Saugvermögensmes-
sung dem Vakuumdruck in der Kammer entspricht. Messergebnisse dieses Verfahrens
sind in der Diplomarbeit von Herrn Rausmann [Rau04] gezeigt.

Grundsätzlich ist die Methode des konstanten Drucks jedoch der Methode des kon-
stanten Volumens weit überlegen, da sie nicht die deutliche Temperaturabhängigkeit
besitzt und, aufgrund der konstanten Druckdifferenz am Dosierventil, während der
Messzeit keine zeitliche Änderung des Gasflusses auftritt. Des Weiteren reduziert
sich die Messzeit von einem Tag auf etwa eine viertel Stunde. Das Problem der
Volumenmessung konnte durch Verwendung eines kommerziellen Durchflussmessers
(Brooks 5850S) gelöst werden, dessen Einsatz in der rechten Hälfte der Abbildung
6.3.4 gezeigt ist. Dieser Durchflussmesser kann bis zu einem maximalen Volumenfluss
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Abbildung 6.3.5.: Daten zweier Kalibrationsmessungen [Jit05; Jit06] von Vakuumsensoren
des Typs ITR90. Aufgetragen ist der Druck, wie er durch die verwendeten Normale gemessen
wird, als Funktion des am ITR90 angezeigten Drucks. Die relative Abweichung zwischen
den gemessenen Daten und der verwendeten Fitfunktion ist im unteren Plot dargestellt.

von 3ml/min Messwerte liefern, deren systematische Unsicherheit, gemäß der Spezi-
fikationen [Bro08] des Herstellers, unter 0,9% liegt. Die statistische Unsicherheit von
0,25% wird im Folgenden vernachlässigt.

In Verbindung mit diesem Gasflussmesser hat sich die Methode des konstanten Drucks
als die am besten geeignetste erwiesen, um das Saugvermögen der Streukammer zu
ermitteln.

Messung des Vakuumdrucks

Für die Messung des Drucks in der Streukammer wurde ein Vakuummessgerät
des Typs ITR90 der Firma Leybold verwendet. In diesem Messgerät [Ley06] sind
ein Wärmeleitungsvakuummeter nach Pirani mit einem Heißkathoden-Ionisations-
Vakuummeter nach Bayard-Alpert kombiniert. Das Wärmeleitungsvakuummeter
wird hierbei für den Druckbereich zwischen 2× 10−2 mbar und 1000mbar verwendet.
Vakuumdrücke zwischen 5× 10−10 mbar und 5× 10−3 mbar werden mit dem Heiß-
kathoden-Ionisations-Vakuummeter gemessen. Im Zwischenbereich 5× 10−3 mbar
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und 2× 10−2 mbar wird zwischen den beiden Vakuummetern interpoliert. Der Her-
steller spezifiziert die Messröhre mit einer Genauigkeit von 15% des Messwerts
und einer Wiederholbarkeit von 5%. Um die systematische Unsicherheit, also die
Genauigkeit, zu verringern wurde das Messgerät durch das Labor für Vakuumtechnik
an der Fachhochschule Gießen-Friedberg kalibriert. In der Abbildung 6.3.5 sind die
Ergebnisse von zwei Kalibrationsmessungen [Jit05; Jit06] dargestellt, die mit unter-
schiedlichen Sensoren des Typs ITR90 aufgenommen wurden. Als Testgas wurde
jeweils Wasserstoff verwendet, so dass die kalibrierten Drücke direkt für die Saugver-
mögensbestimmung verwendet werden können. Im Druckbereich zwischen 10−7 mbar
und 10−4 mbar, der für die Saugvermögensmessung relevant war, lässt sich der vom
ITR90 angezeigte Druck pA mit Hilfe der folgenden, empirisch ermittelten, Funktion
in den herrschenden Vakuumdruck von Wasserstoffgas pH2 umrechnen:

pH2 (pA) =

mp


pA
p0

ap
für pA < p0

mp


pA
p0

bp
für pA ≥ p0 ,

(6.169)

wobei die folgenden Konstanten die Daten am Besten beschreiben:

p0 = 3,2× 10−5 mbar
mp = (8,980± 0,030)× 10−5 mbar
ap = 1,0115± 0,0015

bp = 0,9840± 0,0028 .

Der Druck p0 = 3,2× 10−5 mbar ist hierbei der vom Hersteller spezifizierte Druck, bei
dessen Überschreitung der Emissionsstrom des Ionisations-Vakuummeters von 5mA
auf 25 µA reduziert wird. Für die Anpassung wurde von einer relativen Unsicherheit
des Kalibrierdrucks von 1% ausgegangen, was zu einem reduzierten χ2 von 0,99 führt
und in guter Übereinstimmung mit der vom Kalibrierdienst angegebenen Genauigkeit
[Jit05; Jit06], bestehend aus systematischer und statistischer Unsicherheit, von 2% ist.
Durch die Kalibration bleibt die erweiterte statistische Unsicherheit (2σ) der einzelnen
Messwerte von 5% [Ley05] erhalten, wohingegen sich die erweiterte systematische
Unsicherheit von 15% auf 5% [Jit06] verringert. Dementsprechend wird im Folgenden
eine statistische und eine systematische Unsicherheit von jeweils 2,5% verwendet.

Saugvermögensbestimmung der Streukammer

Wird die Methode des konstanten Drucks für die Saugvermögensbestimmung der
Streukammer verwendet, so ergibt sich der in Abbildung 6.3.6 gezeigte Zusammenhang
zwischen dem eingeleiteten Gasstrom qpV und dem resultierenden Druck pH2 in der
Streukammer. Zur Ermittlung des Saugvermögens S wird die Gleichung der Form

pH2 =
qpV
S

+ pU bzw. pH2 =
qpV + qU

S
(6.170)
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Abbildung 6.3.6.: Messdaten einer Saugvermögensmessung an der Streukammer mit
der Methode des konstanten Drucks. Aufgetragen ist der gemessene Vakuumdruck in der
Kammer als Funktion des eingeleiteten Volumenstroms (basierend auf Messwerten von
[Köh10]).

an die Daten angepasst, wobei diese Funktion eine einfache Ergänzung der Glei-
chung (6.152) um einen konstanten Druck pU bzw. einen konstanten Gasfluss qU

ist, der sich aus dem Restgasuntergrund ergibt. Im hier gezeigten Beispiel, das
auf Messwerten von Frau Köhler [Köh10] basiert, ergibt sich ein Saugvermögen von
(215,0± 6,1) l/s. Die angegebene Unsicherheit ergibt sich hierbei aus der Kombination
einer statistischen Unsicherheit von 2,2 l/s und einer systematischen Unsicherheit von
5,7 l/s. Die statistische Unsicherheit wurde hierbei durch die Anpassung der obigen
Gleichung an die gemessenen Daten ermittelt, wobei eine statistische Unsicherheit
des Vakuumdrucks von 2% zugrunde gelegt wurde. Die angegebene systematische
Unsicherheit ergibt sich aus den relativen Unsicherheiten von 0,9% der Durchfluss-
messung und von 2,5% der Druckmessung. Der ermittelte Wert ist etwa 35% kleiner
als das Nennsaugvermögen der eingesetzten Turbomolekularpumpe von 340 l/s für
Wasserstoffgas. Dieses Nennsaugvermögen wird jedoch sowohl durch den im Aufbau
verwendeten Splitterschutz vor der Pumpe als auch durch die Leitwerte der Kammer
und der Anschlüsse des Druckmessgeräts an die Kammer reduziert, so dass der
ermittelte Wert plausibel erscheint.
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6. Eigenschaften des Clusterstrahls und der Cluster

6.3.2.2. Dichtebestimmung aus Profilmessungen

Wie bereits oben erwähnt, kann die Targetdichte durch Anpassung der Gleichung
(6.164) an gemessene Dichteprofile bestimmt werden. Da es nicht möglich ist, aus
den zweidimensionalen Profilen die zugrundeliegende Dichteverteilung zu berechnen,
muss hierfür zunächst eine Annahme über diese Verteilung gemacht und dann durch
Vergleich mit den gemessenen Profilen beurteilt werden, ob diese Druckprofile mit
der gewählten Verteilung ausreichend gut beschrieben werden.

In früheren Veröffentlichungen [Dom+97b; Kho+99] wurde der Clusterstrahl im-
mer als homogener Zylinder (Radius RC) mit scharfem Rand angenommen. Die
Volumendichte kann in diesem Fall in der folgenden Form geschrieben werden:

ρhom(x
′, y′) =


ρ0 falls r =


x′2 + y′2 < RC ,

0 sonst .
(6.171)

Das Einsetzen in Gleichung (6.164), ergibt die folgende Formel für den Vakuumdruck
in der Streukammer als Funktion der Stabposition für Wasserstoff (Ma/M = 1/2):

p(x) =
uRT

2S NA
ρ0 [H(x+ d/2)−H(x− d/2)] + pU (6.172)

mit

H(x′) =
1

2


x


R2
C − x2 +R2

C arcsin(x/RC)


. (6.173)

Die Targetdichte (siehe Gleichung (6.165)) ist dann durch die folgende Gleichung
gegeben:

nT,hom = 2 ρ0RC . (6.174)

In der Abbildung 6.3.7 ist ein Druckprofil gezeigt, wie es bei einer Gastemperatur
von 24K und einem Druck von 17 bar aufgezeichnet wurde. Es zeigt sich, dass die
Annahme einer Verteilung mit scharfem Rand nicht mit den Daten verträglich ist,
wie der durch eine durchgezogene Linie dargestellte Fit zeigt. Wird jedoch eine
Dichteverteilung gewählt, die einer Fermi-Verteilung ähnelt

ρFermi(x
′, y′) = ρ0

exp(−RC
sC

) + 1

exp( r−RC
sC

) + 1
, (6.175)

so können mit dieser Funktion die Daten sehr gut beschrieben werden. Die Form der
angepassten Verteilungen ist in Abbildung 6.3.8 gezeigt. Der Parameter sC ist hierbei
ein Maß für die Kantenverschmierung. Im Limes sC → 0 geht diese Funktion in die
obige Funktion mit scharfer Kante über, wobei dann der Parameter RC exakt den
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Dargestellt ist der Vakuumdruck in der Streukammer als Funktion der Stabposition. Die
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 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 9

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

V
o

lu
m

e
n

d
ic

h
te

  
/ 

(1
0

1
4
 A

to
m

e
/c

m
3
)

radiale Position / mm

Rechteck
Fermi

Abbildung 6.3.8.: Radiale Volumendichtever-
teilungen, angepasst an das in Abbildung 6.3.7
gezeigte Druckprofil. Die durchgezogene Linie
ist eine Verteilung eines homogenen, zylinderför-
migen Clusterstrahls, während die gestrichelte
Linie eine Verteilung darstellt, die einer Fermi-
Verteilung ähnelt.

195



6. Eigenschaften des Clusterstrahls und der Cluster

10
12

10
13

10
14

10
15

 20  25  30  35  40  45  50
10

12

10
13

10
14

10
15

V
o
lu

m
e
n
d
ic

h
te

 /
 (

A
to

m
e
/c

m
3
)

T
a
rg

e
td

ic
h
te

 /
 (

A
to

m
e
/c

m
2
)

Temperatur / K

Isobare 17 bar

Volumendichte
Targetdichte

10
14

10
15

 5  10  15  20
10

14

10
15

V
o
lu

m
e
n
d
ic

h
te

 /
 (

A
to

m
e
/c

m
3
)

T
a
rg

e
td

ic
h
te

 /
 (

A
to

m
e
/c

m
2
)

Druck / bar

Isotherme 25 K

Volumendichte
Targetdichte

Abbildung 6.3.9.: Volumen- und Targetdichte gemessen am MCT2 (basierend auf Mess-
werten von [Köh10]). Im oberen Bild aufgenommen bei konstantem Gasdruck (Isobare) von
17 bar und im unteren bei konstanter Gastemperatur (Isotherme) von 25K.

Zylinderradius repräsentiert. Die Targetdichte berechnet sich für diese Verteilung zu:

nT,Fermi = 2 ρ0 sC exp


−RC

sC

 
exp


RC

sC


+ 1


log


exp


RC

sC


+ 1


. (6.176)

Ausgehend von den durch Frau Köhler am MCT2 aufgezeichneten Messwerte kann
durch Anpassung der Gleichung (6.175) die Volumen- und daraus die Targetdichte
bestimmt werden. Die Ergebnisse dieser Anpassung sind in den zwei Graphen in
Abbildung 6.3.9 dargestellt. Im oberen Graphen von Abbildung 6.3.9 wurde bei
der Messung der Gasdruck vor der Düse konstant bei 17 bar gehalten und bei
verschiedenen Gastemperaturen jeweils ein Druckprofil aufgezeichnet und die obige
Modellfunktion an diese Daten angepasst. Die Druckprofile, die für den unteren
Graphen dieser Abbildung ausgewertet wurden, sind bei konstanter Gastemperatur
von 25K und verschiedenen Gasdrücken gemessen worden.

Die höchste Volumendichte von (8,98± 0,15)× 1014 Atome/cm3 bzw. Targetdichte
von (8,116± 0,089)× 1014 Atome/cm2 wurden bei einer Gastemperatur von 24K
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Abbildung 6.3.10.: Parameter der Gleichung (6.175), die durch Anpassung an die gemes-
senen Druckprofile gewonnen wurden. In der linken Spalte aufgenommen bei konstantem
Gasdruck (Isobare) von 17 bar und in der rechten Spalte bei konstanter Gastemperatur
(Isotherme) von 25K.

und einem Druck von 17 bar gefunden. Das zugehörige Druckprofil ist in Abbil-
dung 6.3.7 dargestellt. Diese Dichte übersteigt, im Abstand von etwa 2m nach der
Düse, die mit früheren Cluster-Jet-Targets erreichbaren Dichten um fast eine Größen-
ordnung und stellt einen der größten Erfolge dieser Arbeit dar und wurde daher in
[Täs+11a] veröffentlicht. Anhand der Isobare und Isotherme ist gut erkennbar, das
durch die Änderung der Gastemperatur die Dichte über mehrere Größenordnungen
geändert werden kann, während eine Änderung des Drucks nur eine Änderung von
maximal Faktor 10 ermöglicht. Für den Betrieb mit dem PANDA Detektor ergibt
sich hierdurch die Möglichkeit, sowohl eine für die jeweilige Untersuchung optimale
maximale Targetdichte einzustellen, als auch innerhalb eines Beschleunigerzyklus die
Targetdichte an die abnehmende Anzahl an Antiprotonen anzupassen und so die Lu-
minosität konstant zu halten. Diese gegebenenfalls automatische Dichtenachführung
wird in Zukunft noch am MCT2 oder dem finalen PANDA-Target untersucht.

In der Abbildung 6.3.10 sind jeweils die beiden Parameter s und RC der obigen
Anpassung an die Messdaten für die Isobare und die Isotherme gezeigt. Es fällt auf,
dass, im Fall der Isobare, beim Übergang vom überkritischen Fluid zur Flüssigkeit,
welcher bei einer Gastemperatur von etwa 35K auftritt, der Parameter RC, der die
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Abbildung 6.3.11.: Testaufbau als Vorver-
such für eine zweidimensionale Aufnahme
von Dichteverteilungen des Clusterstrahls.
Das Scheibchen, an denen die Cluster ge-
stoppt werden, ist mittels zweier Drähte im
höhenverstellbaren Rahmen befestigt.

Breite des Clusterstrahls angibt, sprunghaft um etwa 2mm kleiner wird. Der Ver-
schmierungsparameter s ist bei Temperaturen oberhalb dieser Übergangstemperatur
konstant und steigt im Bereich unterhalb des Übergangs stetig mit abnehmender
Temperatur an. Letzteres kann insoweit gedeutet werden, dass die in diesem Be-
reich deutlich höhere Volumendichte und der damit höhere Vakuumdruck in der
Anlage zu einer höheren Wahrscheinlichkeit von Stößen zwischen Restgasatomen
und Clustern führt, die zur Verschmierung des Clusterstrahls führen. Die Reduktion
der Clusterstrahlbreite kann durch die Tatsache erklärt werden, dass sich, wie in
Kapitel 4.3.2 gezeigt, die Ausströmung aus der Düse Dichtevariationen aufweisen,
deren Position sich mit der Temperatur ändern. Dies kann dazu führen, dass nicht
der Teil des Clusterstrahls mit der allerhöchsten Dichte extrahiert wird [Köh+11].
Durch ein System, das die Möglichkeit bietet, die Düse zu bewegen, kann dies jedoch
kompensiert werden.

6.3.2.3. Zweidimensionale Bestimmung von Clusterdichten

Die bisher dargestellte Methode der Dichtebestimmung kann, wie bereits erwähnt,
nicht verwendet werden, um die genaue Form der Volumendichteverteilung zu be-
stimmen, da die Stabmethode die Volumendichte immer entlang einer Achse mittelt,
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wodurch aus den zweidimensionalen Dichteverteilungen eindimensionale Druckver-
teilungen entstehen. Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine Methode getestet, um
zweidimensionale Druckverteilungen zu erstellen. Die Idee hierbei ist, mit einem
möglichst kleinen Probekörper den gesamten Querschnitt des Clusterstrahls abzu-
rastern. Optimal wäre es hierfür, wenn der Probekörper in der Schwebe gehalten
werden könnte, so dass der Clusterstrahl nur durch den Probekörper und nicht durch
seine Halterung gestoppt würde. Dies ist jedoch mit vertretbarem Aufwand nicht
zu erreichen. Daher wurde der in Abbildung 6.3.11 gezeigte Aufbau entworfen und
gebaut. Bei dem Probekörper handelt es sich um eine runde Scheibe aus dünnem
Edelstahlblech, die sich im Zentrum von zwei gekreuzten 0,1mm dünnen Drähten
befindet. Der Durchmesser der Scheibe ist mit 4mm so gewählt, dass sie etwa den
gleichen maximalen Druckanstieg erzeugt, wie die bisherigen Stäbe und gleichzeitig
der Druckanstieg, der durch die Befestigungsdrähte hervorgerufen wird, um etwa eine
Größenordnung kleiner ist. Leider war es nicht möglich, deutlich dünnere Drähte zu
verwenden, da bereits bei 0,05mm dünnen Drähte das Punktschweißen per Laser der
Scheibe an die Drähte mehrfach dazu führte, dass bei geringstem Zug an den Drähten
diese an der Scheibe zerrissen wurden. Da somit der durch die Drähte verursachte
Druckanstieg nicht weiter verringert werden konnte, war es auch nicht möglich, den
Durchmesser der Scheibe weiter zu verringern, so dass eine wirkliche zweidimensionale
Bestimmung der Dichteverteilung aufgrund der zu groben Auflösung keinen Sinn
machte.

6.3.2.4. Formung des Clusterprofils mit einem Schlitzkollimator

Im folgenden Abschnitt soll ein Verfahren vorgestellt werden, das es erlaubt, die Form
des Clusterstrahls an die experimentellen Bedürfnisse anzupassen. Diese Methode
wurde im Rahmen dieser Arbeit für das COSY-11 Experiment am Speicherring COSY
in Jülich getestet und erfolgreich eingesetzt [Täs+06]. Motivation für diese Arbeit war
ein Experiment zur präzisen Bestimmung der totalen Zerfallsbreite des η′-Mesons
[CGM06]. Zu diesem Zweck musste die Impulsauflösung des COSY-11 Experiments
verbessert werden, was durch die Benutzung eines Clusterstrahls erreicht werden
sollte, der eine Breite, quer zum Beschleunigerstrahl, von 1mm und eine Länge von
10mm hat. Der normale Querschnitt des Clusterstrahls bei COSY-11 war rund und
hatte am Interaktionspunkt mit dem COSY-Beschleuniger einen Durchmesser von
etwa 10mm. Dieser Querschnitt wurde durch einen Kollimator mit einer runden
Öffnung von 0,7mm erzeugt, so dass die Idee entstand, diesen durch einen Kollimator
mit einer schlitzförmigen Öffnung von 0,7mm Länge und 0,07mm Breite zu ersetzen.

Herr Baumeister entwarf hierfür einen Rohling, der an der Fachhochschule Steinfurt
mittels eines Lasers entsprechend geschlitzt wurde (siehe Abb. 6.3.12). Eine Mikro-
skopaufnahme dieses Schlitzes mit Durchlicht ist in Abbildung 6.3.13 zu sehen. Im
Rahmen dieser Arbeit wurde dann ein Adapter entworfen, der es ermöglichte, diesen
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Abbildung 6.3.12.: CAD Zeichnung des
Oberteils des Schlitzkollimators. Der einge-
zeichnete Schlitz wurde nachträglich per La-
ser an der Fachhochschule Steinfurt in den
Rohling aus Edelstahl geschnitten.
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Abbildung 6.3.13.: Durchlichtaufnahme
des per Laser geschnittenen Schlitzes. (Pho-
to: A. Khoukaz)

Schlitzkollimator sowohl am MCT1 zu testen, als auch abschließend in das Cluster-
Jet-Target von COSY-11 einzubauen. Der Adapter wird mittels eines M35 Gewindes
auf die Kollimatorhalterung aufgeschraubt und der geschlitzte Teil des Kollimators
wird darauf von zwei Madenschrauben so gehalten, dass er, vor der endgültigen Fixie-
rung, nur noch um die Strahlachse rotiert werden kann. Diese Rotation ist wichtig, da
sie die Ausrichtung des Schlitzes auf die Strahlachse des Beschleunigerstrahls erlaubt.
Abbildung 6.3.14 zeigt den kompletten Zusammenbau von Adapter und geschlitztem
Oberteil. Dieser Schlitzkollimator wurde zunächst in die Clusterquelle des MCT1
eingebaut und an diesem das Clusterprofil gemessen. In den Abbildungen 6.3.15 und
6.3.16 sind das horizontale und das vertikale Strahlprofil dargestellt. Das vertikale
Profil wurde hierbei mit dem ein Millimeter breiten Stab und das horizontale Profil
mit dem im letzten Abschnitt beschriebenen Scheibchen aufgenommen. Anhand der
beiden Profile lassen sich eine Länge des Clusterstrahlquerschnitts von 17,2mm und
eine Breite von 3,6mm ermitteln. Diese beiden Werte wurden dabei durch Anpassung
eines Modells eines rechteckigen Clusterstrahls mit homogener Volumendichte an
die Daten gewonnen. Dieses Modell beschreibt das waagerechte Profil recht gut, das
vertikale Profil weicht jedoch deutlich ab und es fällt auf, dass dieses zwei Maxima im
Bereich des erwarteten Plateaus aufweist. Diese beiden Maxima resultieren aus dem
etwas hantelförmigen Querschnitt der Kollimatoröffnung, wie sie in Abbildung 6.3.13
zu erkennen ist. Da Länge und Breite des Profils in einem Abstand zur Düse gemessen
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6.3. Messung der Flächendichte

Clusterstrahl

Abbildung 6.3.14.: Gesamtansicht des
Schlitzkollimators. Das Unterteil wird mit
dem M35 Gewinde auf die Kollimatorhalte-
rung aufgeschraubt. Danach kann das Ober-
teil so gedreht werden, dass der Schlitz opti-
mal auf den Beschleunigerstrahl ausgerich-
tet ist. Mit Hilfe der Madenschrauben kann
das Oberteil danach fixiert werden.

wurden, die mit 2,1m etwa dreimal so groß ist als beim COSY-11 Experiment mit
0,65m, kann die Breite des Strahlprofils bei COSY-11 auf etwa 1,1mm geschätzt
werden, also der angestrebten Breite. Der hiernach erfolgte Einsatz in COSY-11
verlief problemlos und ermöglichte eine erfolgreiche Messung der Zerfallsbreite des
η′-Mesons [Cze09; Cze+10].

Diese Art der Strahlformung wird auch für das PANDA-Experiment wichtig sein.
Der Antiprotonenstrahl soll bei optimaler Strahl-Kühlung einen Durchmesser von
unter 0,1mm besitzen, so dass bei einem Clusterstrahl von etwa 15mm Durchmesser
deutlich mehr als 90% des Clusterstrahlquerschnitts nicht mit dem Antiprotonen-
strahl wechselwirkt und nur den Restgasuntergrund unnötig erhöht. Es wird daher in
Zukunft wichtig sein, diese Technologie weiter zu entwickeln und für den Einsatz am
PANDA-Experiment zu optimieren. Zur Zeit werden daher neue Schlitzkollimatoren
systematisch getestet, bei denen die Laserbearbeitung und die Form der Rohlinge
besser aufeinander abgestimmt wurden, so dass die Schlitze präziser geformt sind. Bei
diesen Untersuchungen soll auch die optimale Breite des Schlitzes gefunden werden,
bei der die Reduktion des Gasflusses möglichst groß ist, gleichzeitig aber noch keine
signifikante Reduktion der Targetdichte auftritt.
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Abbildung 6.3.15.: Horizontales Strahlprofil des Clusterstrahls, welcher mit Hilfe des
Schlitzkollimators geformt und mit Hilfe eines 4mm großen Plättchens detektiert wurde.
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Abbildung 6.3.16.: Vertikales Strahlprofil des per Schlitzkollimator beschnittenen Clus-
terstrahls, der mit einem 1mm breiten Stab detektiert wurde.
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7. Zusammenfassung und
Ausblick

Zukünftige Beschleunigerexperimente der Hadronenphysik erfordern es, eine neue
Generation von internen Targets mit hohen Targetdichten zur Verfügung stellen. Die
Quellen dieser Targets müssen jedoch gleichzeitig in einem Abstand von mehreren
Metern vom Wechselwirkungspunkt mit dem Beschleunigerstrahl installiert sein,
um die Detektorakzeptanz so gering wie möglich zu verringern. Für diesen Zweck
stand bisher nur das Pellet-Target zur Verfügung. Durch die Nutzung einzelner
Pellets mit einem Durchmesser von etwa 10 µm besitzt dieses jedoch den inhärenten
Nachteil, eine inhomogene Targetdichte mit einer deutlichen zeitlichen Struktur
aufzuweisen. Diesen Nachteil besitzt prinzipbedingt das Cluster-Jet-Target nicht, das
einen homogenen Partikelstrahl mit zufallsverteilter Größenverteilung aufweist.

Ziel dieser Arbeit war es, die Nutzbarkeit eines Cluster-Jet-Targets für die Anwen-
dungen in zukünftigen Beschleunigerexperimenten und hier speziell die Eignung
für das geplante PANDA-Experiment am neu gegründeten Beschleunigerkomplex
FAIR zu untersuchen. Zu diesem Zweck wurde zunächst in Anlehnung an die Müns-
teraner Cluster-Jet-Targets für das COSY-11- und das ANKE-Experiment, die im
Forschungszentrum Jülich am Beschleuniger COSY verwendet werden, das Münster-
Cluster-Jet-Target 1 (MCT1) gebaut und untersucht. Durch geeignete Verbesserungen
des internen Gaskühlungssystems und der Neukonzeption des verwendeten Vakuum-
systems der Quelle war es möglich, mit diesem Target eine Erhöhung der Targetdichte
um mehr als eine Größenordnung im Vergleich zu bisherigen Cluster-Jet-Targets in
einer Entfernung von mehr als zwei Metern vom Wechselwirkungspunkt zu erreichen.
Gleichzeitig konnte bei diesen höchsten Dichten erstmals eine optische Aufnahme des
Clusterstrahls am Düsenaustritt erstellt werden. Während des Aufbaus und Betriebs
des MCT1 entstanden die Diplomarbeiten von Herrn Rausmann [Rau04], Frau Otte
[Ott07] und Herrn General [Gen08].

Basierend auf den Erkenntnissen, die beim Aufbau und beim Betrieb des MCT1
gewonnen wurden, wurde im Rahmen dieser Arbeit eine neue Cluster-Target-Quelle
entwickelt, aufgebaut und untersucht, die als Prototyp für das PANDA-Experiment
dient. In diesem Münster-Cluster-Jet-Target 2 (MCT2) wurde ein neuer Typ von
Kaltkopf mit höherer Kälteleistung integriert, wobei hierbei erstmals die Quelle aus
drei separaten Kammern aufgebaut wurde. Hierbei ist der Kaltkopf in eine spezielle
Isolationsvakuumkammer integriert, die im Rahmen dieser Arbeit zusammen mit dem
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7. Zusammenfassung und Ausblick

Gaskühlungssytem und einer speziellen Vakuumtrennung zwischen Isolationsvakuum-
und Skimmerkammer mit Hilfe eine CAD-Sytems konstruiert wurde. Durch die-
ses neue Konzept, das gleichzeitig die Wartung und den Aufbau des Targets stark
vereinfacht, wurde im Rahmen dieser Arbeit eine weitere Steigerung der Cluster-
dichte auf eine Targetdichte von bis zu 8× 1014 Atome/cm2 in einer Entfernung
von etwa 2m zwischen Düse und Wechselwirkungspunkt erreicht. Dies macht das
Target absolut konkurrenzfähig zum Pellet-Target und dieses Ergebnis wurde in
[Täs+11a] veröffentlicht. Aufgrund dieses Erfolgs wird es zwei Targetstationen für
das PANDA-Experiment geben, nämlich ein Pellet-Target sowie ein auf einer Wei-
terentwicklung des gebauten Prototyps basierendes Münsteraner Cluster-Jet-Target.
In enger Zusammenarbeit mit der Magnet-Gruppe des PANDA-Detektors wurde,
basierend auf dem Design des Prototyps, das Design des Eisenjochs des Zentraldetek-
tors so modifiziert, dass die Integration des Cluster-Targets stark vereinfacht wurde.
Erste CAD-Ansichten für diese Integration wurden im Rahmen dieser Arbeit erstellt
und der PANDA-Kollaboration präsentiert. Im Rahmen des Aufbaus und ersten
Charakterisierung des MCT2 entstand die Diplomarbeit von Frau Köhler [Köh10].

In direkter Zusammenarbeit mit der Magnet-Gruppe des PANDA-Experiments wurde
ausgehend von den Dimensionen des MCT2 die konkrete Integration des Cluster-
Jet-Targets in das Eisenjoch geplant und im Magnet TDR [PAN09b] verbindlich
definiert.

Für die Messung der Targetdichte der Cluster-Jet-Targets wurden die experimentellen
Methoden, insbesondere die Messung des Saugvermögens der Streukammer und die
Messung des Vakuumdrucks in dieser Kammer, verfeinert und weiterentwickelt. Für
die Auswertung der Clusterprofile wurde ein neues Modell gefunden, das durch die
Einführung eines zusätzlichen Verschmierungsparameters die beobachteten Profile
sehr genau reproduzieren kann.

Das im Rahmen der Arbeit entwickelte rechnergestützte Messsystem erlaubt eine
zuverlässige Beobachtung und Aufzeichnung aller relevanten Betriebsparameter und
unterstützt den Nutzer durch teilweise Automatisierung von Routineaufgaben, wie
der Aufzeichnung des Clusterprofils oder der präzisen Steuerung von Skimmer und
Kollimatorposition.

Parallel zum Aufbau, dem Betrieb und der Weiterentwicklung der Quellen des Cluster-
Jet-Targets wurde begonnen, die Eigenschaften der Cluster, wie Geschwindigkeit
und Masse der einzelnen Cluster, zu messen. Zur Geschwindigkeitsmessug wurde
hierbei ein Flugzeitsystem mit einer gepulsten Elektronenquelle entworfen und ge-
baut, das systematische Studien der Geschwindigkeitsverteilung in Abhängigkeit der
Stagnationsbedingungen vor der Düse ermöglichte.

Gleichzeitig wurde im Rahmen dieser Arbeit ein Modell der quasi-eindimensionalen
Düsenströmung in den hier verwendeten Düsengeometrien auf der Basis der Zu-
standgleichungen von Van-der-Waals in einem Computerprogramm implementiert.
Durch die Festlegung von zwei freien Parametern konnte durch dieses Modell die
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gemessene mittlere Geschwindigkeit der Cluster im Rahmen einer Abweichung von
etwa fünf Prozent sehr genau reproduziert werden. Aufgrund dieses Modells ist es
erstmals möglich, die Bildung des Clusterstrahls im Bereich höchster Targetdichte
als eine Zerstäubung von flüssigem Wasserstoff zu deuten und so erstmals erklären
zu können. Gleichzeitig ermöglicht das Modell bisher unverstandene Effekte, wie den
beobachteten deutlich erhöhten Volumendurchfluss durch die Düse in diesem Bereich,
zu verstehen. Die Entwicklung dieses Computermodells besitzt jedoch gleichzeitig
auch experimentelle Relevanz, da es die direkte Messung der mittleren Clusterge-
schwindigkeit, die für die Bestimmung der Targetdichte unerlässlich ist, ersetzt. Die
Ergebnisse dieser Modellberechnungen wurden im Rahmen einer internationalen
Tagung [Täs+11b] präsentiert.

In Zukunft soll die geplante Messung der Massenverteilung weitere Informationen
über die Eigenschaften des erzeugten Clusterstrahls bringen. Dies kann dann zusam-
men mit einer geplanten Produktion von neuen Lavaldüsen eine weitere Steigerung
der Clusterausbeute bringen. Ein weiteres wichtiges Zukunftsprojekt wird die rech-
nergestützte Steuerung der Clusterdichte sein, so dass während eines Zyklus des
Beschleunigers die Luminosität, die normalerweise durch die abnehmende Anzahl
an Beschleunigerpartikeln sinkt, durch stetige Erhöhung der Clusterdichte konstant
gehalten wird.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden auch die beiden Cluster-Jet-Targets des COSY-
11- und des ANKE-Experiments mitbetreut. Für das COSY-11-Experiment konnte
ein neuer, schlitzförmiger Kollimator entwickelt werden, der am MCT1 zunächst
getestet und dann erfolgreich am COSY-11-Experiment zur Untersuchung der totalen
Zerfallsbreite des η′-Mesons eingesetzt wurde [Cze+10].
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Symbolverzeichnis

Lateinische Symbole

Symbol Bedeutung Einheit
a Betrag der Schallgeschwindigkeit m/s
A lokale Querschnittsfläche m2

cp spezifische Wärmekapazität bei konstantem Druck JK/kg
cv spezifische Wärmekapazität bei konstantem Volumen J K/kg
e spezifische innere Energie J/kg
f Anzahl der Freiheitsgrade
f spezifische freie Energie J/kg
f⃗ Kraft pro Masseneinheit
F⃗ Kraft
g spezifische freie Enthalpie J/kg
h spezifische Enthalpie J/kg
J Rotationsquantenzahl
m Masse kg
ṁ Massenstromstärke / Massendurchfluss kg/s
M molare Masse (M = m/ν) kg/mol
Ma Mach-Zahl (Ma = u/a)
n Vibrationsquantenzahl
n⃗ Normalenvektor
p lokaler Druck Pa
P Leistung W = J/s
δq Änderung der Wärme pro Masseneinheit J/kg
q Ladung C
qV Volumenstromstärke / Volumendurchfluss m3/s
Q Wärmemenge J
Q̇ Wärmestrom pro Zeiteinheit J/s
R universelle Gaskonstante, R = (8,314 472± 0,000 015) JK/mol
Rs spezifische Gaskonstante (Rs = R/M) J K/kg
Re Reynolds-Zahl
s spezifische Entropie JK/kg
S Oberfläche m2

t Zeit s
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7. Zusammenfassung und Ausblick

Symbol Bedeutung Einheit
T Temperatur K
u Betrag der lokalen Geschwindigkeit m/s
u⃗ lokale Geschwindigkeit
U elektrische Spannung V
v spezifisches Volumen (v = 1/ρ) m3/kg
V Volumen m3

w Arbeit pro Masseneinheit J/kg
Ẇ Arbeit pro Zeiteinheit J/s
x Dampfgehalt (engl. quality)
z Länge / Distanz m
Z Anzahl der Freiheitsgrade

Griechische Symbole

Symbol Bedeutung Einheit
α Dampfvolumenanteil (engl. void fraction)
γ1 Schiefe einer Häufigkeitsverteilung
η dynamische Viskosität Pa s
κ Adiabatenindex (κ = cp/cv)
µ Mittelwert einer Häufigkeitsverteilung
ν Stoffmenge mol
ρ lokale Dichte kg/m3

σ Standardabweichung einer Häufigkeitsverteilung
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A. Phasendiagramm von
Wasserstoff

Das Phasendiagramm von Wasserstoff (Abb. 6.1.1) enthält die für normales Was-
serstoffgas charakteristischen Phasengrenzen. Entsprechend der Definition in Kapi-
tel 6.1.5.1 ist das normale Wasserstoffgas ein Gemisch aus 75% Ortho- und 25%
Parawasserstoff.

Im Phasendiagramm sind zwei Punkte ausgezeichnet: der Tripelpunkt T, an dem
alle drei Phasen (fest, flüssig und gasförmig) im Gleichgewicht miteinander sind, und
der kritische Punkt K. Letzterer ist dadurch gekennzeichnet, dass bei Drücken p, die
größer als der Druck des kritischen Punkts pK sind, die flüssige und die gasförmige
Phase nicht mehr voneinander unterscheidbar sind. Die Position dieser beiden Punkte
ist durch die folgenden Parameter gegeben [Lea+09]:

Temperatur/K Druck/bar Dichte/(mol/L)

Tripelpunkt 13,957 0,0736 38,2
kritischer Punkt 33,145 12,964 15,508

Bei Drücken, die kleiner als der Druck des Tripelpunkts pT sind, ist Wasserstoff, je
nach Temperatur T , entweder fest oder gasförmig. Die Phasengrenze zwischen festem
und gasförmigem Aggregatzustand ist hierbei durch die Sublimationskurve gegeben,
die durch die folgende Parametrisierung [MHR81], für Temperaturen, die kleiner als
die Temperatur des Tripelpunkts sind, mit einer Genauigkeit von etwa fünf Prozent
beschrieben wird:

psubl(T ) =

10−(43,39K)/T+2,5·log(T/K)+2,047


× (1,3332× 10−3 bar) . (A.1)

Der Phasenübergang zwischen flüssiger und gasförmiger Phase wird im Temperatur-
bereich zwischen der Temperatur des Tripelpunkts TT und der des kritischen Punkts
TK durch die Dampfdruckkurve beschrieben [Lea+09]:

pvap(T ) = pT · exp

TK

T
·

−4,897 89 θ + 0,988 558 θ1,5

+0,349 689 θ2 + 0,499 356 θ2,85


, (A.2)
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A. Phasendiagramm von Wasserstoff

wobei θ = 1 − T/TK gilt. Diese Parametrisierung soll dabei eine Genauigkeit von
etwa 0,2% besitzen.

Bei Temperaturen oberhalb der Temperatur des Tripelpunkts existiert desweiteren
der Phasenübergang zwischen festem und flüssigem Wasserstoff. Die Phasengrenze
ist hierbei durch die Schmelzkurve gegeben [MHR81]:

pmelt(T ) =

(30,3312 atm/K) · exp{−(5,693K)/T}+ (2/3 atm/K2) · T


· (T − TT) · (1,013 25 bar/atm) + pT . (A.3)

Die Genauigkeit dieser Parametrisierung ist dabei mit etwa 0,1% spezifiziert.
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B. Schallgeschwindigkeit realer
Gase

Ausgehend von der Definition der Wärmekapazität bei konstantem Druck beziehungs-
weise konstantem Volumen für Gase

cv =


∂e

∂T


v

(6.41)

cp =


∂h

∂T


p

(6.43)

und den beiden Gleichungen

T ds = dh− v dp (6.31)
T ds = de+ p dv (6.29)

die sich jeweils durch Kombination des ersten und zweiten Hauptsatzes der Thermo-
dynamik ergaben, kann die Schallgeschwindigkeit aus ihrer Definitionsgleichung

a2 =


∂p

∂ρ


s

(6.32)

berechnet werden. Hierzu wird die folgende allgemeine Relation [Nol97] zwischen
drei beliebigen Variablen x, y und z benötigt, die gilt, wenn es ein Funktional
f(x, y, z) = 0 gibt, die diese drei Variablen miteinander verknüpft:

∂x

∂y


z


∂y

∂z


x

= −

∂x

∂z


y

(6.130)

Angewendet auf die Schallgeschwindigkeit ergibt sich so:

a2 =


∂p

∂ρ


s

= −

∂p

∂s


ρ


∂s

∂ρ


p

(B.1)

Einsetzen von (6.29) in (6.41) und von (6.31) in (6.43) ergibt:

cv = T


∂s

∂T


v

(6.41)

cp = T


∂s

∂T


p

(6.43)
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B. Schallgeschwindigkeit realer Gase

Hiermit können die zwei Ableitungen in Gleichung (B.1) ausgewertet werden:
∂s

∂ρ


p

=


∂s

∂T


p


∂T

∂ρ


p

=
cp
T


∂T

∂ρ


p

(B.2)


∂p

∂s


ρ

=


∂p

∂s


ρ

−1

=


∂s

∂T


ρ


∂T

∂p


ρ

−1

=


cv
T


∂T

∂p


ρ

−1

=
T

cv


∂p

∂T


ρ

(B.3)

Einsetzen in Gleichung (B.1) ergibt zusammen mit der Anwendung von (6.130):

a2 = −cp
T

T

cv


∂p

∂T


ρ


∂T

∂ρ


p

=
cp
cv


∂p

∂ρ


T

(B.4)

Damit ergibt sich die Schallgeschwindigkeit also zu:

a =


cp
cv


∂p

∂ρ


T

(6.132)

Diese letzte Formel ist ohne Herleitung auch in [YM94] zu finden.
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C. Wärmekapazität von idealem
Wasserstoff

C.1. Energieniveaus der Rotations- und
Schwingungszustände

In dieser Arbeit wurde zur Berechnung der Wärmekapazität die folgende Para-
metrisierung von Wooley ([WSB48]) für die Energie En,J der Schwingungs- und
Rotationszustände von idealem Wasserstoff verwendet:

En,J = Fn,J h c (C.1)
Fn,J = Gn −G0 +Bn J (J + 1) +Dn J

2 (J + 1)2

+ Fn J
3 (J + 1)3 +Hn J

4 (J + 1)4

+
(Hn J

4 (J + 1)4)2

Fn J3 (J + 1)3 −Hn J4 (J + 1)4
(C.2)

Gn/cm−1 = 4405,3 (n+ 1/2)− 125,325 (n+ 1/2)2

+ 1,9473 (n+ 1/2)3 − 0,112 65 (n+ 1/2)4 (C.3)
Bn/cm−1 = 60,8483− 3,066 35 (n+ 1/2)

+ 0,068 361 (n+ 1/2)2 − 0,0065 (n+ 1/2)3 (C.4)
Dn/cm−1 = −0,046 435 + 0,001 490 4 (n+ 1/2)

− 0,000 063 648 (n+ 1/2)2 (C.5)
Fn/cm−1 = 4,932 03× 10−5 + 0,028 00× 10−5 (n+ 1/2) (C.6)
Hn/cm−1 = −6,7217× 10−8 (C.7)

Hierbei ist h = (6,626 068 96± 0,000 000 33)× 10−34 J s ([MTN08]) das plancksche
Wirkungsquantum, c = 299 792 458m/s die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum, n
die Vibrationsquantenzahl und J die Rotationsquantenzahl. Die Parametrisierung
gilt bis zu einer Wellenzahl Fn,J von 25 000 cm−1, also einer Energie von etwa drei
Elektronenvolt.
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C. Wärmekapazität von idealem Wasserstoff

C.2. Fitfunktion zur Parametrisierung der
Wärmekapazität

Zur analytisch integrierbaren Beschreibung der Wärmekapazität des idealen Gases
bei konstantem Druck c0p wurde im Rahmen dieser Arbeit eine Funktion verwendet,
die bereits in der Literatur [YM94; LJ05] für diesen Zweck benutzt wurde:

c0p
Rs

=

Np
k=1

ak T
xk +

Ne
l=1

ul


Tl

T

2
exp(Tl/T )

(1− exp(Tl/T ))2
(C.8)

Ausgehend von dieser Gleichung können zwei Integrale direkt gelöst werden, die von
zentraler Bedeutung bei der Berechnung der Enthalpie und Schallgeschwindigkeit
des realen Gases sind:

T
Tref

c0p dT ′ =

Np
k=1

ak Ik(T )−
1

2

Ne
l=1

ul Tl


1 + eTl/T

1− eTl/T
− 1 + eTl/Tref

1− eTl/Tref


(C.9)

Ik(T ) =


T xk+1 − T xk+1

ref

xk + 1
falls xk ̸= −1

ln (T/Tref) falls xk = −1
(C.10)

T
Tref

c0p
T ′ dT ′ =

Np
k=1

ak Ĩk(T )

+
Ne
l=1

ul


ln


1− eTl/Tref

1− eTl/T


+

(Tl/T ) eTl/T

eTl/T − 1
− (Tl/Tref) eTl/Tref

eTl/Tref − 1


(C.11)

Ĩk(T ) =


T xk − T xk

ref

xk

falls xk ̸= 0

ln (T/Tref) falls xk = 0
(C.12)
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D. Verallgemeinerte
Gammaverteilung

Die Gammaverteilung ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, die von zwei Parametern
abhängt und durch die folgende Wahrscheinlichkeitsdichte gegeben ist [AS65]:

f(x; k, θ) =


xk−1e−x/θ

θkΓ(k)
für x ≥ 0

0 für x < 0
(D.1)

wobei Γ(k) die sogenannte Gammafunktion ist. Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist
hierbei nur für positive Werte der Parameter k und θ definiert, wobei die Funktion
nur für k > 1 eine peakartige Struktur aufweist. Mittelwert µ, Standardabweichung
σ und Schiefe γ1 sind in diesem Fall durch die folgenden drei Gleichungen gegeben:

µ = k θ σ = θ
√
k γ1 =

2√
k

(D.2)

Für große Werte von k geht die Gammaverteilung in die Normalverteilung N(x;µ, σ)
über. Die Gammaverteilung eignet sich gut als Modellfunktion, da die Schiefe durch
den Parameter k frei einstellbar ist, wobei jedoch nur positive Werte der Schiefe
gewählt werden können. Die Spiegelung der Funktion am Mittelwert ergibt dement-
sprechend negative Werte der Schiefe. Aus diesem Grund wurde im Rahmen dieser
Arbeit die folgende Verallgemeinerung der Gammaverteilung genutzt:

fΓ(x;µ, σ, γ1) =


f(µ− x+ k θ; k = 4/γ2

1 , θ = −σ γ1/2) für γ1 < −10−5

N(x;µ, σ) für |γ1| ≤ 10−5

f(x+ k θ − µ; k = 4/γ2
1 , θ = σ γ1/2) für γ1 > 10−5

(D.3)

In Sonderfällen wird anstelle der Standardabweichung σ die Halbwertsbreite der
Verteilung als Maß für die Breite verwendet. Für die Umrechnung zwischen der
Halbwertsbreite w und der Standardabweichung σ existiert im allgemeinen keine
analytische Lösung. Für den Fall, dass der Betrag der Schiefe γ1 kleiner oder gleich
10−5 ist, kann jedoch eine analytische Lösung angegeben werden [Tay97], da hier die
verallgemeinerte Gammaverteilung gleich der Normalverteilung ist:

w|γ1|≤10−5 = 2


2 ln(2)σ (D.4)
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D. Verallgemeinerte Gammaverteilung

Im Allgemeinen kann die Beziehung nur durch eine Näherungslösung angegeben
werden:

w/σ = 2


2 ln(2) + 0,577 894 2 γ2
1 − 0,323 876 γ4

1 + 0,133 631 γ6
1

− 0,076 007 6 γ8
1 + 0,044 351 0 γ10

1 − 0,019 554 52 γ12
1

+ 0,005 536 199 4 γ14
1 − 0,000 855 298 21 γ16

1

+ 0,000 053 947 949 5 γ18
1 (D.5)

Diese Näherungslösung wurde im Rahmen dieser Arbeit gefunden, indem 100 000 zu-
fällige Kombinationen aus Standardabweichung (0 < σ < 1000) und Schiefe (|γ1| < 2)
erzeugt und die Halbwertsbreite der zugehörigen Verteilung durch numerische Null-
stellensuche bestimmt wurde. Die Koeffizienten des oben angegebenen Polynoms
wurden hiernach durch eine Anpassung mit Hilfe der Methode der kleinsten Fehler-
quadrate ermittelt. Die relative Abweichung zwischen der Näherungslösung und den
Originaldaten ist kleiner als 10−4.
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E. Dampfdruckkurve des
Van-der-Waals-Gases

Im Kapitel 6.1.5.2 wurde gezeigt, dass durch die Lösung eines Gleichungssystems die
Dichte der flüssigen und gasförmigen Phase des Van-der-Waals-Gases, bei Tempera-
turen unterhalb der kritischen Temperatur, berechnet werden kann. Die numerische
Lösung setzt jedoch die Kenntnis von Startwerten für die Bestimmung voraus, die
möglichst nahe an der zu findenden Lösung liegen. Im Rahmen dieser Arbeit wurden
hierfür Näherungsformeln verwendet, die auf den in [BSBP08] gegebenen Formeln
basieren. In der zitierten Arbeit wird zunächst anstelle der Dichte ρ die einheitenlose
Größe der sogenannten reduzierten Konzentrationen c eingeführt, aus denen die Dich-
ten der gasförmigen und der flüssigen Phase mit den folgenden Formeln berechnet
werden können:

ρg =
cg M

3 b
und ρfl =

cfl M

3 b
(E.1)

Für die Berechnung der reduzierten Konzentration der flüssigen Phase aus der
reduzierten Temperatur Tr = T/Tc, die sich aus der lokalen Temperatur T und der
kritischen Temperatur Tc ergibt, geben die Autoren zwei Gleichungen an:

cfl = 1 + 2 (1− Tr)
1/2 +

2

5
(1− Tr)−

13

25
(1− Tr)

3/2 + 0,115 (1− Tr)
2 (E.2)

cfl =
3

2


1 +


1− 32

27
Tr


(E.3)

Hierbei wird spezifiziert, dass die Gleichung (E.2) im gesamten Temperaturbereich
0 ≤ Tr ≤ 1 weniger als ein Prozent von der numerischen Lösung der Autoren abweicht,
während dies für die Gleichung (E.3) nur im Bereich 0 ≤ Tr < 0,7 der Fall ist. In der
Praxis hat sich gezeigt, dass die Gleichung (E.3) im Bereich 0 ≤ Tr < 0,2 gut geeignet
ist, um Startwerte zu liefern, während für höhere Temperaturen die Gleichung (E.2)
verwendet wird. Für die reduzierte Konzentration der gasförmigen Phase wird im
zitierten Artikel die Gleichung

cg = 1− 2 (1− Tr)
1/2 +

2

5
(1− Tr) +

13

25
(1− Tr)

3/2 + 0,207 (1− Tr)
2 (E.4)

für den Temperaturbereich 0,46 < Tr ≤ 1 vorgeschlagen. Des Weiteren wird eine
Formel angegeben, die jedoch erst unterhalb von Tr = 0,33 weniger als ein Prozent
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E. Dampfdruckkurve des Van-der-Waals-Gases

von der numerischen Lösung der Autoren abweicht. In der Praxis zeigte sich, dass
die obige Formel im Bereich 0,5 < Tr ≤ 1 tatsächlich gute Startwerte liefert. Der
Bereich kleinerer Temperaturen wurde dann stückweise erschlossen, in dem jeweils
eine Gleichung gefunden wurde, die einen Teil der berechenbaren Daten gut beschrieb
und dann für den bisher nicht berechenbaren Teil Startwerte generierte, die eine
Lösung des Gleichungssystems ermöglichte. Sodann wurden die Parameter der so
gefundenen Gleichung an einen möglichst großen Bereich der so neu gefundenen
Lösung angepasst, so dass sie im weiteren für diesen Teil Startwerte liefern konnten.
Mit dieser Methode wurde schließlich die folgende stückweise definierte Funktion zur
Berechnung der Startwerte erstellt:

cg =



1− 2 (1− Tr)
1/2 +

2

5
(1− Tr)

+
13

25
(1− Tr)

3/2 + 0,207 (1− Tr)
2

0,5 < Tr ≤ 1

1,554 891 (Tr − 0.2186254)3,368 454 4 0,35 < Tr ≤ 0,5

2,818 345 2 (Tr − 0.1755)4,250 52 0,25 < Tr ≤ 0,35

771,407 (Tr − 0.080229)9,364 96 0,15 < Tr ≤ 0,25

10−0,896 117 (Tr+0,004 351 34)−1,170 26
0,05 < Tr ≤ 0,15

10−1,078 28 (Tr+0,000 987 338)−1,082 34
0,02 < Tr ≤ 0,05

10−1,1969 (Tr+0,000 298 404)−1,046 16
0,012 < Tr ≤ 0,02

10−1,269 27 (Tr+0,000 107 292)−1,029 11
0,0047 < Tr ≤ 0,012

(E.5)

Bei Temperaturen unterhalb von etwa 0,16K ist die Dichte so klein, dass es keinen
Sinn macht, weiter zu kleineren Temperaturen zu extrapolieren, da diese kleinen
Dichten mit doppelt genauen Zahlen nicht mehr von Null zu unterscheiden sind.
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F. Messdaten der
Flugzeitverteilungen von
Clustern

In den folgenden Tabellen sind die ermittelten mittleren Clustergeschwindigkeiten
für die verschiedenen Messreihen dargestellt, hierbei sind Druck p und Temperatur
T am Düseneingang, die mittlere Flugzeit und die Standardabweichung σTOF der
Flugzeitverteilung tabelliert. Aus der Standardabweichung σ und der Schiefe γ1 einer,
an die Flugzeitverteilung angepassten, verallgemeinerten Gammaverteilung (siehe
Anhang D) wurde zudem die Halbwertsbreite ΓTOF berechnet und den Tabellen
hinzugefügt. Des Weiteren ist die mittlere Clustergeschwindigkeit ū aufgelistet, die
direkt aus der Flugzeit berechnet wurde. Zusätzlich ist die Peakposition u0 angegeben,
die durch Fit einer verallgemeinerten Gammafunktion an die Daten ermittelt wurde.
Im Falle eines Doppelpeaks wurde für den Fit die Summe aus zwei verallgemeinerten
Gammafunktion verwendet und die beiden Peakpositionen u0 und u1 aufgeführt.
Hierbei ist u0 jeweils die mittlere Geschwindigkeit des dominanten Peaks und im
Fall eines Doppelpeaks ist u1 die Geschwindigkeit der schmaleren Struktur. Zur
Charakterisierung der Breite der Geschwindigkeitsverteilung sind des Weiteren die
Standardabweichungen σ0 und σ1 bzw. die Halbwertsbreiten Γ0 und Γ1 aufgeführt.
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F. Messdaten der Flugzeitverteilungen von Clustern

Messungen an MCT1

Isotherme

30K Isotherme

Druck p/bar Flugzeit/µs ū/(m/s) u0/(m/s) u1/(m/s)

2 4445,1 ± 2,6 821,1 ± 4,6 821,1 ± 0,3 —
3 4358,8 ± 0,7 837,4 ± 4,6 837,7 ± 0,1 —
4 4317,5 ± 0,4 845,4 ± 4,7 845,6 ± 0,1 —
5 4293,5 ± 0,7 850,2 ± 4,7 850,3 ± 0,2 —
6 4313,9 ± 0,3 846,1 ± 4,7 846,4 ± 0,1 —
7 4399,4 ± 0,5 829,7 ± 4,6 829,9 ± 0,1 —
8 4537,4 ± 0,2 804,4 ± 4,4 804,7 ± 0,1 —
9 8205,4 ± 6,2 444,3 ± 2,5 432,9 ± 1,5 507,3 ± 6,5
10 8146,2 ± 5,0 447,5 ± 2,5 435,1 ± 1,9 507,5 ± 6,2
11 8060,0 ± 19,2 452,3 ± 2,7 435,8 ± 3,0 507,2 ± 7,3
12 8205,1 ± 12,9 444,3 ± 2,5 442,7 ± 1,4 —
13 8193,1 ± 14,6 444,9 ± 2,6 440,5 ± 1,5 —
14 8489,2 ± 25,8 429,4 ± 2,7 413,8 ± 1,7 —
15 9196,6 ± 22,7 396,3 ± 2,4 372,2 ± 1,5 —
16 8927,9 ± 22,2 408,3 ± 2,5 384,1 ± 1,8 —

p/bar σTOF/µs ΓTOF/µs σ0/(m/s) σ1/(m/s) Γ0/(m/s) Γ1/(m/s)

2 72 ± 2 168 ± 2 13 ± 1 — 30 ± 1 —
3 49 ± 1 129 ± 1 9 ± 1 — 24 ± 1 —
4 42 ± 1 107 ± 1 8 ± 1 — 21 ± 1 —
5 37 ± 1 93 ± 1 7 ± 1 — 19 ± 1 —
6 37 ± 1 93 ± 1 7 ± 1 — 18 ± 1 —
7 47 ± 1 119 ± 1 9 ± 1 — 23 ± 1 —
8 58 ± 1 149 ± 1 10 ± 1 — 26 ± 1 —
9 862 ± 4 1699 ± 52 33 ± 1 23 ± 7 89 ± 4 61 ± 19
10 859 ± 4 1648 ± 37 33 ± 2 24 ± 6 88 ± 5 65 ± 17
11 901 ± 14 1738 ± 137 33 ± 3 20 ± 8 87 ± 8 55 ± 21
12 757 ± 9 1357 ± 141 36 ± 1 — 96 ± 4 —
13 859 ± 10 1661 ± 181 39 ± 2 — 105 ± 4 —
14 1177 ± 18 2160 ± 95 37 ± 2 — 101 ± 5 —
15 1438 ± 16 2469 ± 91 32 ± 2 — 88 ± 4 —
16 1518 ± 16 2589 ± 89 38 ± 2 — 103 ± 5 —
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50K Isotherme

Druck p/bar Flugzeit/µs ū/(m/s) u0/(m/s) u1/(m/s)

4 3683,5 ± 1,0 991,4 ± 5,5 992,1 ± 0,2 —
8 3605,9 ± 1,8 1012,8 ± 5,6 1013,6 ± 0,4 —
10 3588,0 ± 1,4 1017,9 ± 5,6 1019,2 ± 0,3 —
12 3661,3 ± 1,4 997,4 ± 5,5 998,2 ± 0,4 —
14 3806,0 ± 4,7 959,4 ± 5,4 963,2 ± 0,7 —
16 3888,8 ± 2,7 938,9 ± 5,2 942,0 ± 0,5 —
17 3854,5 ± 1,6 947,3 ± 5,2 948,0 ± 0,4 —
18 3952,9 ± 2,0 923,7 ± 5,1 924,3 ± 0,4 —

p/bar σTOF/µs ΓTOF/µs σ0/(m/s) σ1/(m/s) Γ0/(m/s) Γ1/(m/s)

4 52 ± 1 131 ± 1 14 ± 1 — 34 ± 1 —
8 59 ± 1 152 ± 3 16 ± 1 — 42 ± 1 —
10 51 ± 1 129 ± 3 13 ± 1 — 33 ± 1 —
12 62 ± 1 155 ± 3 16 ± 1 — 42 ± 1 —
14 94 ± 3 225 ± 9 18 ± 1 — 47 ± 2 —
16 91 ± 2 221 ± 5 18 ± 1 — 42 ± 1 —
17 78 ± 1 202 ± 4 18 ± 1 — 49 ± 1 —
18 72 ± 1 168 ± 3 16 ± 1 — 38 ± 1 —

Isobare

8 bar Isobare

Temp. T/K Flugzeit/µs ū/(m/s) u0/(m/s) u1/(m/s)

20 12 361,5 ± 31,9 294,7 ± 1,8 323,3 ± 7,6 —
22 12 268,1 ± 42,8 297,0 ± 1,9 291,1 ± 11,5 —
23 12 068,8 ± 31,9 301,9 ± 1,8 262,7 ± 2,5 —
24 11 784,9 ± 24,8 309,2 ± 1,8 271,2 ± 2,1 —
25 11 124,1 ± 23,1 327,6 ± 1,9 299,9 ± 2,0 —
26 11 281,3 ± 35,5 323,0 ± 2,0 307,9 ± 2,4 —
27 11 138,5 ± 34,5 327,1 ± 2,1 305,1 ± 2,3 —
28 10 245,9 ± 35,4 355,7 ± 2,3 312,0 ± 2,2 —
29 9758,4 ± 30,7 373,5 ± 2,4 369,9 ± 5,3 —
29,2 8735,4 ± 30,6 417,3 ± 2,7 360,3 ± 2,5 —
29,4 8545,8 ± 25,2 426,5 ± 2,7 412,9 ± 2,5 —
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F. Messdaten der Flugzeitverteilungen von Clustern

29,5 8088,7 ± 18,1 450,7 ± 2,7 426,1 ± 2,1 —
29,6 8109,5 ± 15,0 449,5 ± 2,6 425,2 ± 3,9 490,5 ± 18,0
29,65 7746,2 ± 14,6 470,6 ± 2,7 424,3 ± 3,0 493,1 ± 21,5
29,7 8151,0 ± 9,8 447,2 ± 2,5 421,8 ± 3,0 492,6 ± 17,7
29,75 8099,7 ± 8,8 450,1 ± 2,5 422,4 ± 2,9 497,4 ± 15,0
29,8 7495,3 ± 12,0 486,4 ± 2,8 433,6 ± 2,2 514,3 ± 4,4
29,85 4712,1 ± 1,1 774,4 ± 4,3 776,6 ± 0,4 —
29,9 4547,2 ± 0,4 802,6 ± 4,4 803,1 ± 0,2 —
30 4532,9 ± 1,1 805,1 ± 4,4 805,5 ± 0,2 —
31 4452,4 ± 1,1 819,7 ± 4,5 820,3 ± 0,3 —
32 4323,2 ± 1,1 844,3 ± 4,7 844,7 ± 0,2 —
33 4247,8 ± 1,1 859,3 ± 4,7 859,7 ± 0,2 —
34 4184,0 ± 1,2 872,5 ± 4,8 872,7 ± 0,2 —
35 4129,6 ± 0,8 884,0 ± 4,9 884,2 ± 0,2 —
40 3875,0 ± 0,8 942,3 ± 5,2 942,4 ± 0,2 —
45 3701,6 ± 1,2 986,6 ± 5,5 987,0 ± 0,3 —
50 3580,9 ± 1,4 1019,9 ± 5,6 1020,0 ± 0,4 —

T/K σTOF/µs ΓTOF/µs σ0/(m/s) σ1/(m/s) Γ0/(m/s) Γ1/(m/s)

20 4381 ± 23 6495 ± 449 123 ± 8 — 331 ± 20 —
22 3927 ± 30 5747 ± 456 52 ± 12 — 139 ± 31 —
23 3406 ± 23 5244 ± 323 32 ± 2 — 81 ± 6 —
24 3233 ± 18 4864 ± 191 32 ± 2 — 80 ± 5 —
25 2539 ± 16 4006 ± 170 32 ± 2 — 83 ± 5 —
26 2392 ± 25 3727 ± 174 35 ± 2 — 90 ± 6 —
27 2336 ± 24 3660 ± 180 33 ± 2 — 85 ± 6 —
28 2742 ± 25 4287 ± 241 34 ± 2 — 88 ± 6 —
29 2233 ± 22 3492 ± 210 52 ± 5 — 139 ± 15 —
29,2 2353 ± 22 3744 ± 217 41 ± 3 — 113 ± 7 —
29,4 1206 ± 18 2060 ± 273 41 ± 3 — 112 ± 7 —
29,5 1359 ± 13 2344 ± 133 46 ± 2 — 127 ± 6 —
29,6 1151 ± 11 2087 ± 124 37 ± 4 34 ± 19 100 ± 10 91 ± 51
29,65 1496 ± 10 2540 ± 99 36 ± 3 35 ± 24 97 ± 8 94 ± 65
29,7 1239 ± 7 2128 ± 83 36 ± 3 36 ± 20 97 ± 8 96 ± 54
29,75 1206 ± 6 2131 ± 80 36 ± 3 31 ± 17 97 ± 8 84 ± 46
29,8 1679 ± 8 2849 ± 79 45 ± 2 13 ± 5 125 ± 6 35 ± 14
29,85 145 ± 1 352 ± 4 21 ± 1 — 57 ± 1 —
29,9 57 ± 1 140 ± 1 9 ± 1 — 25 ± 1 —
30 57 ± 1 139 ± 2 10 ± 1 — 25 ± 1 —
31 62 ± 1 152 ± 3 11 ± 1 — 28 ± 1 —
32 49 ± 1 120 ± 2 9 ± 1 — 24 ± 1 —
33 47 ± 1 114 ± 2 9 ± 1 — 23 ± 1 —
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34 46 ± 1 112 ± 2 9 ± 1 — 24 ± 1 —
35 48 ± 1 122 ± 2 10 ± 1 — 26 ± 1 —
40 26 ± 1 59 ± 1 6 ± 1 — 15 ± 1 —
45 33 ± 1 77 ± 2 8 ± 1 — 22 ± 1 —
50 42 ± 1 103 ± 2 12 ± 1 — 31 ± 1 —

12 bar Isobare

Temp. T/K Flugzeit/µs ū/(m/s) u0/(m/s) u1/(m/s)

26 11 469,1 ± 12,1 317,7 ± 1,8 307,0 ± 1,2 —
28 10 617,5 ± 43,1 343,2 ± 2,3 325,8 ± 2,2 —
29 10 259,2 ± 30,5 355,2 ± 2,2 331,8 ± 1,8 —
30 8134,7 ± 7,8 448,1 ± 2,5 442,5 ± 1,4 —
31 7571,0 ± 14,6 481,5 ± 2,8 464,2 ± 1,8 —
32 6993,5 ± 6,9 521,4 ± 2,9 519,4 ± 1,1 —
33 4915,9 ± 3,7 742,3 ± 4,1 743,9 ± 0,6 —
34 4770,3 ± 1,7 765,0 ± 4,2 767,0 ± 0,4 —
35 4642,2 ± 2,9 786,1 ± 4,4 787,2 ± 0,4 —
40 4227,3 ± 2,5 863,5 ± 4,8 864,1 ± 0,5 —
45 3816,5 ± 0,9 956,8 ± 5,3 957,0 ± 0,2 —
50 3646,7 ± 1,1 1001,5 ± 5,5 1001,9 ± 0,3 —

T/K σTOF/µs ΓTOF/µs σ0/(m/s) σ1/(m/s) Γ0/(m/s) Γ1/(m/s)

26 1690 ± 9 2686 ± 56 25 ± 1 — 61 ± 3 —
28 1813 ± 30 2914 ± 224 30 ± 2 — 79 ± 6 —
29 1770 ± 22 2927 ± 165 30 ± 2 — 82 ± 5 —
30 900 ± 6 1658 ± 79 39 ± 1 — 107 ± 4 —
31 986 ± 10 1762 ± 72 41 ± 2 — 113 ± 5 —
32 602 ± 5 1195 ± 24 36 ± 1 — 95 ± 3 —
33 123 ± 3 296 ± 8 17 ± 1 — 45 ± 1 —
34 130 ± 1 300 ± 5 19 ± 1 — 48 ± 1 —
35 120 ± 2 300 ± 6 19 ± 1 — 50 ± 1 —
40 94 ± 2 220 ± 5 19 ± 1 — 46 ± 1 —
45 33 ± 1 77 ± 1 8 ± 1 — 19 ± 1 —
50 53 ± 1 131 ± 2 14 ± 1 — 36 ± 1 —
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14 bar Isobare

Temp. T/K Flugzeit/µs ū/(m/s) u0/(m/s) u1/(m/s)

25 12 357,6 ± 23,4 294,8 ± 1,7 280,4 ± 1,2 —
27 10 946,0 ± 20,7 332,9 ± 1,9 325,7 ± 1,3 —
30 8680,2 ± 14,5 419,9 ± 2,4 414,5 ± 1,3 —
31 7468,0 ± 11,8 488,2 ± 2,8 481,0 ± 1,5 —
32 7136,5 ± 6,8 510,9 ± 2,9 500,8 ± 1,1 —
33 6498,6 ± 7,2 561,2 ± 3,2 562,3 ± 0,8 —
34 5078,8 ± 3,1 718,4 ± 4,0 720,3 ± 0,4 —
35 4860,6 ± 1,3 750,7 ± 4,1 752,2 ± 0,3 —
40 4394,3 ± 2,4 830,6 ± 4,6 831,1 ± 0,5 —
45 4069,0 ± 2,9 897,2 ± 5,0 898,5 ± 0,6 —
50 3774,1 ± 1,6 967,5 ± 5,4 968,5 ± 0,4 —

T/K σTOF/µs ΓTOF/µs σ0/(m/s) σ1/(m/s) Γ0/(m/s) Γ1/(m/s)

25 1740 ± 17 2903 ± 113 22 ± 1 — 56 ± 3 —
27 1471 ± 15 2438 ± 83 27 ± 1 — 71 ± 3 —
30 971 ± 10 1829 ± 125 37 ± 1 — 100 ± 4 —
31 830 ± 8 1586 ± 73 44 ± 2 — 120 ± 5 —
32 789 ± 5 1596 ± 29 41 ± 1 — 113 ± 3 —
33 422 ± 5 849 ± 18 31 ± 1 — 78 ± 2 —
34 145 ± 2 344 ± 9 18 ± 1 — 47 ± 1 —
35 139 ± 1 337 ± 4 20 ± 1 — 51 ± 1 —
40 118 ± 2 280 ± 6 21 ± 1 — 53 ± 1 —
45 106 ± 2 258 ± 6 22 ± 1 — 57 ± 2 —
50 75 ± 1 173 ± 3 18 ± 1 — 43 ± 1 —
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Messungen an MCT2

Isotherme

25K Isotherme

Druck p/bar Flugzeit/µs ū/(m/s) u0/(m/s) u1/(m/s)

5 15 412,0 ± 37,8 264,3 ± 1,5 266,8 ± 0,4 —
6 14 908,2 ± 36,9 273,3 ± 1,5 277,4 ± 0,5 —
7 14 815,8 ± 35,0 275,0 ± 1,5 278,7 ± 0,4 —
8 14 659,9 ± 32,8 277,9 ± 1,5 281,9 ± 0,4 —
9 14 731,1 ± 30,6 276,5 ± 1,5 279,2 ± 0,4 —
10 16 625,5 ± 29,8 245,0 ± 1,3 245,8 ± 0,2 —
11 16 102,8 ± 28,7 253,0 ± 1,3 254,5 ± 0,2 —
12 15 664,1 ± 23,9 260,1 ± 1,3 262,0 ± 0,2 —
13 15 962,5 ± 21,7 255,2 ± 1,3 256,1 ± 0,2 —
14 15 412,5 ± 18,0 264,3 ± 1,3 265,6 ± 0,2 —
15 15 030,6 ± 15,6 271,0 ± 1,4 272,3 ± 0,2 —
16 14 967,2 ± 18,6 272,2 ± 1,4 273,4 ± 0,2 —
17 15 068,0 ± 18,4 270,4 ± 1,4 270,5 ± 0,2 —
18 14 560,1 ± 19,2 279,8 ± 1,4 280,6 ± 0,2 —
19 14 392,2 ± 16,1 283,1 ± 1,4 283,9 ± 0,2 —

p/bar σTOF/µs ΓTOF/µs σ0/(m/s) σ1/(m/s) Γ0/(m/s) Γ1/(m/s)

5 2190 ± 27 5180 ± 76 38 ± 1 — 104 ± 1 —
6 2154 ± 26 4984 ± 77 42 ± 1 — 116 ± 1 —
7 2106 ± 25 4914 ± 68 41 ± 1 — 111 ± 1 —
8 1987 ± 23 4672 ± 52 40 ± 1 — 107 ± 1 —
9 1876 ± 22 4444 ± 53 36 ± 1 — 97 ± 1 —
10 1642 ± 21 4397 ± 59 24 ± 1 — 66 ± 1 —
11 1568 ± 20 4235 ± 51 25 ± 1 — 70 ± 1 —
12 1547 ± 17 4158 ± 46 27 ± 1 — 74 ± 1 —
13 1432 ± 15 3891 ± 44 23 ± 1 — 63 ± 1 —
14 1360 ± 13 3696 ± 39 24 ± 1 — 66 ± 1 —
15 1365 ± 11 3624 ± 47 24 ± 1 — 67 ± 1 —
16 1284 ± 13 3474 ± 50 23 ± 1 — 64 ± 1 —
17 1117 ± 13 2929 ± 99 19 ± 1 — 51 ± 1 —
18 1064 ± 14 2920 ± 32 21 ± 1 — 57 ± 1 —
19 973 ± 11 2592 ± 28 20 ± 1 — 54 ± 1 —
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F. Messdaten der Flugzeitverteilungen von Clustern

Isobare

8 bar Isobare

Temp. T/K Flugzeit/µs ū/(m/s) u0/(m/s) u1/(m/s)

20 21 378,7 ± 35,8 190,5 ± 1,0 191,2 ± 0,1 —
21 18 813,4 ± 29,1 216,5 ± 1,1 218,0 ± 0,2 —
22 17 877,8 ± 41,1 227,8 ± 1,2 229,6 ± 0,3 —
23 16 497,1 ± 41,3 246,9 ± 1,4 250,5 ± 0,3 —
24 15 001,8 ± 34,0 271,6 ± 1,5 272,1 ± 0,6 —
25 15 100,5 ± 25,2 269,8 ± 1,4 271,5 ± 0,4 —
26 13 740,4 ± 26,0 296,5 ± 1,6 285,3 ± 0,7 457,2 ± 1,2
27 14 171,9 ± 33,3 287,5 ± 1,6 280,1 ± 0,8 433,9 ± 2,6
28 13 483,2 ± 50,5 302,2 ± 1,9 292,1 ± 1,1 —
29 12 854,0 ± 25,7 317,0 ± 1,7 313,3 ± 0,6 462,8 ± 1,1
29,1 12 429,4 ± 35,5 327,8 ± 1,9 323,4 ± 0,8 467,8 ± 1,0
29,2 12 360,6 ± 31,4 329,6 ± 1,8 326,0 ± 0,7 477,1 ± 0,7
29,3 12 311,0 ± 41,0 331,0 ± 2,0 325,0 ± 1,4 465,2 ± 1,5
29,4 11 712,8 ± 36,6 347,9 ± 2,0 328,4 ± 1,1 469,1 ± 1,1
29,5 11 225,0 ± 22,1 363,0 ± 1,9 357,6 ± 0,8 478,4 ± 0,6
29,6 10 562,3 ± 13,2 385,8 ± 2,0 380,4 ± 0,7 487,6 ± 0,5
29,7 10 026,4 ± 16,1 406,5 ± 2,1 400,5 ± 0,7 500,3 ± 0,5
29,8 9778,0 ± 14,6 416,8 ± 2,1 408,4 ± 0,7 508,9 ± 0,4
29,9 9705,5 ± 17,3 420,0 ± 2,2 413,9 ± 0,8 519,0 ± 0,5
30 9646,7 ± 15,7 422,5 ± 2,2 418,3 ± 0,7 523,5 ± 0,4
31 4839,5 ± 0,3 843,4 ± 4,2 843,5 ± 0,1 —
32 4744,6 ± 0,4 860,4 ± 4,2 860,4 ± 0,1 —
33 4661,2 ± 0,5 875,8 ± 4,3 875,9 ± 0,1 —
34 4594,0 ± 0,5 888,7 ± 4,4 888,9 ± 0,1 —
35 4533,2 ± 0,4 900,6 ± 4,4 900,7 ± 0,1 —
36 4478,5 ± 0,4 911,6 ± 4,5 911,8 ± 0,1 —
37 4425,8 ± 0,4 922,5 ± 4,6 922,6 ± 0,1 —
38 4378,2 ± 0,4 932,6 ± 4,6 932,7 ± 0,1 —
39 4330,5 ± 0,4 942,9 ± 4,7 943,2 ± 0,1 —
40 4287,1 ± 0,4 952,5 ± 4,7 952,8 ± 0,1 —
45 4094,7 ± 0,3 997,4 ± 4,9 997,5 ± 0,1 —
46 4057,0 ± 0,2 1006,7 ± 5,0 1006,8 ± 0,1 —
47 4024,2 ± 0,1 1014,9 ± 5,0 1015,0 ± 0,1 —
48 3989,1 ± 0,2 1023,9 ± 5,1 1024,0 ± 0,1 —
49 3960,2 ± 0,2 1031,4 ± 5,1 1031,5 ± 0,1 —
50 3929,5 ± 0,2 1039,5 ± 5,1 1039,6 ± 0,1 —
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T/K σTOF/µs ΓTOF/µs σ0/(m/s) σ1/(m/s) Γ0/(m/s) Γ1/(m/s)

20 1796 ± 25 4473 ± 64 16 ± 1 — 44 ± 1 —
21 2070 ± 21 5266 ± 79 24 ± 1 — 66 ± 1 —
22 2065 ± 29 5028 ± 66 27 ± 1 — 72 ± 1 —
23 2254 ± 29 5663 ± 98 37 ± 1 — 102 ± 1 —
24 2339 ± 24 5792 ± 129 40 ± 1 — 110 ± 2 —
25 2174 ± 18 5177 ± 95 38 ± 1 — 104 ± 1 —
26 2663 ± 18 4956 ± 146 38 ± 1 11 ± 1 105 ± 2 26 ± 3
27 2441 ± 24 4597 ± 124 35 ± 1 11 ± 2 94 ± 2 27 ± 6
28 2531 ± 36 4782 ± 210 39 ± 1 — 107 ± 3 —
29 2010 ± 18 4161 ± 80 41 ± 1 16 ± 1 110 ± 2 37 ± 2
29,1 2051 ± 25 4163 ± 97 43 ± 1 14 ± 1 114 ± 2 33 ± 2
29,2 1981 ± 22 4057 ± 76 44 ± 1 12 ± 1 117 ± 2 28 ± 1
29,3 2212 ± 29 4098 ± 141 44 ± 1 13 ± 1 119 ± 4 30 ± 3
29,4 2211 ± 26 4244 ± 147 38 ± 1 11 ± 1 105 ± 3 27 ± 2
29,5 1528 ± 16 3135 ± 147 42 ± 1 9 ± 1 114 ± 2 21 ± 1
29,6 1298 ± 9 2524 ± 95 40 ± 1 10 ± 1 108 ± 2 24 ± 1
29,7 1142 ± 11 2177 ± 61 40 ± 1 9 ± 1 108 ± 2 22 ± 1
29,8 1078 ± 10 1910 ± 46 38 ± 1 9 ± 1 101 ± 2 21 ± 1
29,9 1043 ± 12 1958 ± 57 39 ± 1 7 ± 1 105 ± 2 16 ± 1
30 1008 ± 11 1930 ± 67 39 ± 1 6 ± 1 105 ± 2 13 ± 1
31 27 ± 1 65 ± 1 5 ± 1 — 11 ± 1 —
32 29 ± 1 68 ± 1 5 ± 1 — 13 ± 1 —
33 24 ± 1 56 ± 1 4 ± 1 — 11 ± 1 —
34 24 ± 1 55 ± 1 4 ± 1 — 11 ± 1 —
35 24 ± 1 55 ± 1 5 ± 1 — 12 ± 1 —
36 25 ± 1 58 ± 1 5 ± 1 — 12 ± 1 —
37 25 ± 1 59 ± 1 5 ± 1 — 12 ± 1 —
38 25 ± 1 59 ± 1 5 ± 1 — 13 ± 1 —
39 24 ± 1 57 ± 1 5 ± 1 — 13 ± 1 —
40 24 ± 1 54 ± 1 5 ± 1 — 12 ± 1 —
45 27 ± 1 67 ± 1 6 ± 1 — 16 ± 1 —
46 23 ± 1 55 ± 1 6 ± 1 — 13 ± 1 —
47 21 ± 1 50 ± 1 5 ± 1 — 13 ± 1 —
48 16 ± 1 37 ± 1 4 ± 1 — 9 ± 1 —
49 17 ± 1 40 ± 1 5 ± 1 — 11 ± 1 —
50 19 ± 1 45 ± 1 5 ± 1 — 12 ± 1 —
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F. Messdaten der Flugzeitverteilungen von Clustern

14 bar Isobare

Temp. T/K Flugzeit/µs ū/(m/s) u0/(m/s) u1/(m/s)

20 18 287,6 ± 18,4 222,7 ± 1,1 223,3 ± 0,1 —
21 16 761,5 ± 23,2 243,0 ± 1,2 243,9 ± 0,2 —
22 15 975,6 ± 22,9 255,0 ± 1,3 256,1 ± 0,2 —
23 16 349,7 ± 20,4 249,1 ± 1,3 250,1 ± 0,2 —
24 15 983,0 ± 19,8 254,9 ± 1,3 255,2 ± 0,2 —
25 15 058,9 ± 21,2 270,5 ± 1,4 271,5 ± 0,3 —
26 14 338,8 ± 21,0 284,1 ± 1,5 286,9 ± 0,3 —
27 13 011,1 ± 18,1 313,1 ± 1,6 315,5 ± 0,2 —
28 12 014,7 ± 17,4 339,1 ± 1,7 342,2 ± 0,3 —
28,6 11 351,8 ± 16,6 359,0 ± 1,8 362,9 ± 0,4 —
28,7 11 090,5 ± 21,4 367,4 ± 1,9 362,8 ± 0,6 477,7 ± 1,1
28,8 10 971,0 ± 21,3 371,5 ± 2,0 361,8 ± 0,6 479,3 ± 0,5
28,9 11 019,9 ± 29,5 369,8 ± 2,1 361,8 ± 0,8 477,5 ± 0,7
29 11 030,7 ± 22,0 369,4 ± 2,0 359,7 ± 0,6 484,9 ± 0,8
30 11 225,1 ± 18,7 363,0 ± 1,9 355,7 ± 0,4 479,9 ± 0,7
31 8923,5 ± 10,6 456,8 ± 2,3 448,0 ± 0,4 544,6 ± 0,2
32 8653,4 ± 9,9 471,1 ± 2,4 462,8 ± 0,3 563,8 ± 0,2
33 7564,8 ± 7,4 539,0 ± 2,7 523,3 ± 0,3 598,6 ± 0,1
33,1 7501,3 ± 9,7 543,6 ± 2,8 530,9 ± 0,4 599,3 ± 0,1
33,2 7410,3 ± 9,2 550,3 ± 2,8 536,1 ± 0,5 605,0 ± 0,1
33,3 7354,7 ± 9,2 554,4 ± 2,8 541,4 ± 0,5 608,8 ± 0,1
33,4 7278,4 ± 7,9 560,3 ± 2,8 547,0 ± 0,4 611,5 ± 0,1
33,5 7209,9 ± 7,9 565,6 ± 2,9 553,0 ± 0,4 614,5 ± 0,1
33,6 7261,6 ± 7,3 561,6 ± 2,8 557,3 ± 0,4 621,5 ± 0,3
33,7 7001,0 ± 6,2 582,5 ± 2,9 575,5 ± 0,3 636,7 ± 0,1
33,8 6350,3 ± 2,9 642,3 ± 3,2 643,5 ± 0,2 —
33,9 5834,8 ± 1,3 699,2 ± 3,4 699,5 ± 0,1 —
34 5629,5 ± 1,4 724,8 ± 3,6 724,9 ± 0,1 —
35 5226,3 ± 1,0 780,9 ± 3,9 781,0 ± 0,1 —
36 5105,7 ± 1,1 799,3 ± 3,9 799,6 ± 0,1 —
37 4979,6 ± 1,2 819,6 ± 4,0 819,9 ± 0,1 —
38 4856,1 ± 1,1 840,6 ± 4,1 840,7 ± 0,1 —
39 4744,4 ± 1,0 860,4 ± 4,2 860,5 ± 0,1 —
40 4647,5 ± 1,0 878,4 ± 4,3 878,5 ± 0,1 —
41 4569,8 ± 0,9 893,4 ± 4,4 893,7 ± 0,1 —
42 4468,3 ± 0,7 913,7 ± 4,5 913,9 ± 0,1 —
43 4398,4 ± 0,7 928,3 ± 4,6 928,3 ± 0,1 —
44 4341,5 ± 0,6 940,5 ± 4,6 940,6 ± 0,1 —
45 4244,1 ± 0,6 962,2 ± 4,8 962,3 ± 0,1 —
46 4212,3 ± 0,8 969,4 ± 4,8 969,6 ± 0,1 —
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47 4129,5 ± 0,4 988,9 ± 4,9 989,3 ± 0,1 —
48 4089,0 ± 0,3 998,8 ± 4,9 998,9 ± 0,1 —
49 4033,4 ± 0,3 1012,6 ± 5,0 1012,6 ± 0,1 —
50 3989,6 ± 0,4 1023,8 ± 5,1 1023,8 ± 0,1 —

T/K σTOF/µs ΓTOF/µs σ0/(m/s) σ1/(m/s) Γ0/(m/s) Γ1/(m/s)

20 1075 ± 13 2840 ± 30 13 ± 1 — 37 ± 1 —
21 1364 ± 16 3670 ± 44 20 ± 1 — 56 ± 1 —
22 1488 ± 16 3984 ± 46 24 ± 1 — 66 ± 1 —
23 1352 ± 14 3618 ± 42 21 ± 1 — 57 ± 1 —
24 1407 ± 14 3717 ± 47 22 ± 1 — 59 ± 1 —
25 1495 ± 15 4075 ± 43 27 ± 1 — 74 ± 1 —
26 1487 ± 15 3996 ± 45 32 ± 1 — 87 ± 1 —
27 1183 ± 13 2771 ± 28 29 ± 1 — 75 ± 1 —
28 1161 ± 12 2711 ± 23 34 ± 1 — 88 ± 1 —
28,6 1291 ± 12 2885 ± 32 43 ± 1 — 114 ± 1 —
28,7 1486 ± 15 2847 ± 50 43 ± 1 17 ± 1 116 ± 2 42 ± 3
28,8 1548 ± 15 2883 ± 34 42 ± 1 17 ± 1 112 ± 2 40 ± 1
28,9 1530 ± 21 2851 ± 63 43 ± 1 17 ± 1 113 ± 2 41 ± 2
29 1597 ± 16 2997 ± 35 42 ± 1 20 ± 1 112 ± 2 50 ± 2
30 1493 ± 13 2931 ± 40 39 ± 1 18 ± 1 105 ± 1 43 ± 1
31 840 ± 8 1469 ± 21 35 ± 1 5 ± 1 93 ± 1 11 ± 1
32 792 ± 7 1444 ± 17 35 ± 1 6 ± 1 94 ± 1 13 ± 1
33 596 ± 5 1062 ± 10 32 ± 1 7 ± 1 83 ± 1 15 ± 1
33,1 549 ± 7 1026 ± 13 32 ± 1 6 ± 1 83 ± 1 13 ± 1
33,2 538 ± 6 988 ± 13 32 ± 1 6 ± 1 82 ± 1 14 ± 1
33,3 519 ± 6 885 ± 21 31 ± 1 6 ± 1 79 ± 1 13 ± 1
33,4 495 ± 6 883 ± 11 30 ± 1 6 ± 1 77 ± 1 14 ± 1
33,5 461 ± 6 847 ± 10 29 ± 1 6 ± 1 73 ± 1 14 ± 1
33,6 412 ± 5 783 ± 11 28 ± 1 6 ± 1 71 ± 1 13 ± 1
33,7 377 ± 4 686 ± 7 25 ± 1 3 ± 1 62 ± 1 7 ± 1
33,8 188 ± 2 479 ± 3 19 ± 1 — 46 ± 1 —
33,9 98 ± 1 264 ± 1 12 ± 1 — 31 ± 1 —
34 75 ± 1 204 ± 1 10 ± 1 — 26 ± 1 —
35 76 ± 1 200 ± 1 11 ± 1 — 29 ± 1 —
36 82 ± 1 211 ± 1 13 ± 1 — 32 ± 1 —
37 79 ± 1 207 ± 1 13 ± 1 — 34 ± 1 —
38 71 ± 1 183 ± 1 12 ± 1 — 31 ± 1 —
39 64 ± 1 165 ± 1 12 ± 1 — 29 ± 1 —
40 63 ± 1 161 ± 1 12 ± 1 — 30 ± 1 —
41 58 ± 1 147 ± 1 11 ± 1 — 29 ± 1 —
42 50 ± 1 124 ± 1 10 ± 1 — 25 ± 1 —
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F. Messdaten der Flugzeitverteilungen von Clustern

43 47 ± 1 121 ± 1 10 ± 1 — 25 ± 1 —
44 46 ± 1 117 ± 1 10 ± 1 — 25 ± 1 —
45 31 ± 1 76 ± 1 7 ± 1 — 17 ± 1 —
46 37 ± 1 90 ± 1 9 ± 1 — 21 ± 1 —
47 24 ± 1 55 ± 1 5 ± 1 — 13 ± 1 —
48 31 ± 1 76 ± 1 7 ± 1 — 19 ± 1 —
49 29 ± 1 74 ± 1 7 ± 1 — 19 ± 1 —
50 31 ± 1 79 ± 1 8 ± 1 — 20 ± 1 —

17 bar Isobare

Temp. T/K Flugzeit/µs ū/(m/s) u0/(m/s) u1/(m/s)

20 17 477,1 ± 13,8 233,1 ± 1,2 233,4 ± 0,1 —
21 16 331,1 ± 16,9 249,4 ± 1,3 249,7 ± 0,1 —
22 15 262,6 ± 23,1 266,9 ± 1,4 267,1 ± 0,2 —
23 15 120,2 ± 23,0 269,4 ± 1,4 269,9 ± 0,2 —
24 15 337,0 ± 18,4 265,6 ± 1,3 265,8 ± 0,2 —
25 14 989,8 ± 18,1 271,8 ± 1,4 272,4 ± 0,2 —
26 13 941,1 ± 17,3 292,2 ± 1,5 293,7 ± 0,2 —
27 13 451,4 ± 17,8 302,9 ± 1,5 304,4 ± 0,2 —
28 11 856,4 ± 15,8 343,7 ± 1,8 346,0 ± 0,2 —
29 11 049,0 ± 14,6 368,8 ± 1,9 371,6 ± 0,3 —
30 9998,2 ± 18,0 407,6 ± 2,1 393,7 ± 0,6 507,8 ± 0,4
31 8610,5 ± 15,0 473,4 ± 2,5 458,5 ± 0,6 553,2 ± 0,2
32 8497,9 ± 14,6 479,7 ± 2,5 472,1 ± 0,6 576,1 ± 0,2
33 8098,6 ± 12,3 503,4 ± 2,6 492,9 ± 0,4 585,5 ± 0,1
34 7196,8 ± 8,5 566,6 ± 2,9 549,1 ± 0,4 621,8 ± 0,1
35 6512,3 ± 3,6 626,3 ± 3,1 620,2 ± 0,3 661,8 ± 0,1
36 5581,1 ± 1,3 731,1 ± 3,6 730,4 ± 0,1 —
36 5587,9 ± 1,3 730,2 ± 3,6 729,4 ± 0,1 —
37 5377,6 ± 1,4 758,8 ± 3,7 759,2 ± 0,1 —
38 5246,6 ± 1,7 777,8 ± 3,8 778,4 ± 0,1 —
39 5137,8 ± 1,5 794,3 ± 3,9 794,8 ± 0,1 —
40 5044,6 ± 1,6 809,0 ± 4,0 809,6 ± 0,1 —
41 4955,8 ± 1,7 823,6 ± 4,1 824,0 ± 0,1 —
42 4878,6 ± 1,8 836,7 ± 4,1 837,2 ± 0,1 —
43 4796,3 ± 1,6 851,1 ± 4,2 851,5 ± 0,1 —
44 4731,1 ± 1,8 862,8 ± 4,3 863,0 ± 0,1 —
45 4631,0 ± 1,4 881,5 ± 4,4 882,0 ± 0,1 —
46 4596,7 ± 1,6 888,1 ± 4,4 888,5 ± 0,1 —
47 4523,7 ± 1,7 902,5 ± 4,5 903,1 ± 0,1 —
48 4446,2 ± 1,4 918,3 ± 4,5 918,8 ± 0,1 —
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49 4389,4 ± 1,2 930,2 ± 4,6 930,3 ± 0,1 —
50 4242,5 ± 1,1 962,5 ± 4,8 963,0 ± 0,1 —

T/K σTOF/µs ΓTOF/µs σ0/(m/s) σ1/(m/s) Γ0/(m/s) Γ1/(m/s)

20 748 ± 10 1990 ± 22 10 ± 1 — 28 ± 1 —
21 971 ± 12 2577 ± 36 14 ± 1 — 40 ± 1 —
22 1242 ± 16 3307 ± 54 21 ± 1 — 58 ± 1 —
23 1253 ± 16 3282 ± 49 21 ± 1 — 59 ± 1 —
24 1078 ± 13 2829 ± 44 17 ± 1 — 48 ± 1 —
25 1040 ± 13 2813 ± 38 19 ± 1 — 52 ± 1 —
26 1123 ± 12 2950 ± 34 25 ± 1 — 68 ± 1 —
27 978 ± 13 2427 ± 32 23 ± 1 — 60 ± 1 —
28 1038 ± 11 2439 ± 22 31 ± 1 — 80 ± 1 —
29 1028 ± 10 2394 ± 20 35 ± 1 — 91 ± 1 —
30 1394 ± 13 2464 ± 50 44 ± 1 16 ± 1 119 ± 2 38 ± 1
31 881 ± 11 1483 ± 78 37 ± 1 6 ± 1 99 ± 2 14 ± 1
32 799 ± 10 1643 ± 46 38 ± 1 5 ± 1 104 ± 2 11 ± 1
33 683 ± 9 1276 ± 17 33 ± 1 4 ± 1 89 ± 1 10 ± 1
34 535 ± 6 926 ± 11 31 ± 1 6 ± 1 82 ± 1 14 ± 1
35 247 ± 3 445 ± 6 19 ± 1 3 ± 1 45 ± 1 8 ± 1
36 93 ± 1 190 ± 1 13 ± 1 — 35 ± 1 —
36 92 ± 1 183 ± 1 13 ± 1 — 35 ± 1 —
37 110 ± 1 289 ± 1 15 ± 1 — 40 ± 1 —
38 114 ± 1 295 ± 1 17 ± 1 — 43 ± 1 —
39 112 ± 1 289 ± 1 17 ± 1 — 44 ± 1 —
40 109 ± 1 279 ± 1 17 ± 1 — 44 ± 1 —
41 103 ± 1 263 ± 1 17 ± 1 — 42 ± 1 —
42 107 ± 1 269 ± 1 18 ± 1 — 45 ± 1 —
43 101 ± 1 259 ± 1 18 ± 1 — 44 ± 1 —
44 98 ± 1 254 ± 1 18 ± 1 — 46 ± 1 —
45 89 ± 1 224 ± 1 17 ± 1 — 41 ± 1 —
46 93 ± 1 234 ± 1 18 ± 1 — 43 ± 1 —
47 89 ± 1 226 ± 1 18 ± 1 — 43 ± 1 —
48 88 ± 1 225 ± 1 18 ± 1 — 45 ± 1 —
49 74 ± 1 181 ± 1 16 ± 1 — 37 ± 1 —
50 61 ± 1 164 ± 1 13 ± 1 — 36 ± 1 —
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