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Aufgabe 38: Bewegung im Gravitationsfeld (schriftlich, 6 Punkte)
Fine Raumkapsel bewege sich auf einer Kreisbahn mit Radius R = 2Rgp um die Erde. Durch

Steuerungsdiisen wird bei ¢ = ¢ ihre Flugrichtung um den Winkel « verdndert. Die Energie bleibe
dabei erhalten. Wie grofl sind o und ¢ zu wéhlen, damit die Kapsel bei ¢ = 0 die Erde beriihrt
(Luftreibung, die eine Landung sanfter gestalten wiirde, soll nicht betrachtet werden)?

v
‘ Hinweis: Berechnen Sie zunéchst den Drehimpuls und
die Energie der Kapsel auf der Umlaufbahn und
iiberlegen Sie dann, wie € und k fiir eine Bahn zur
........ EN ) ]
X Erde zu wéhlen sind.
Aufgabe 39: Halleyscher Komet (miindlich, 4 Punkte)

Der Halleysche Komet bewegt sich auf einer elliptischen Bahn um die Sonne. Die Exzentrizitdt der
Bahn ist ¢ = 0,967 und die Periode des Kometen betrigt 76 Jahre. Die Masse der Sonne ist 2 x 1030 kg
und die Gravitationskonstante ist G' = 6,67 x10~'* N.m? /kg?.

a) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Distanz des Kometen zur Sonne im Perihel und im Aphel.
b) (2 Punkte) Berechnen Sie die Geschwindigkeit des Kometen am sonnennéchsten Punkt der Bahn.

Hinweis: Verwenden Sie das 3. Kepler’sche Gesetz, um die Lénge der groflen Halbachse mit der
Periodendauer zu verkniipfen.

Aufgabe 40: Schiefer Wurf mit Reibung (schriftlich, 10 Punkte)

Fin Ball der Masse m wird mit der Geschwindigkeit
vy unter dem Winkel 6 gegen die Horizontale im VO

homogenen Schwerefeld der Erde in der z-z-Ebene /Flugbahn
abgeworfen. Bei ¢ = 0 befindet sich der Ball | / _---<_

am Koordinater_{ursprung. Der Ball unterliegt der a \
Reibungskraft F, = —y 7. g} \

> X

a) [4 Punkte] Stellen Sie die Bewegungsgleichungen fiir x (¢) und z (¢) auf. Losen Sie diese linearen
Differentialgleichungen unter Verwendung des Ansatzes e? fiir die homogenen Gleichungen. Eine
spezielle Losung der inhomogenen Gleichung bei der Bewegung in z-Richtung lésst sich durch
den Ansatz zs (t) = D - t finden. Dabei ist D eine geeignet zu bestimmende Konstante.



b) [1 Punkt] Wann erreicht der Ball die maximale Hohe und wie hoch fliegt er?

c¢) [2 Punkte] Untersuchen Sie den Fall geringer Reibung (y — 0). Entwickeln Sie Ihre Ergebnisse
aus b) in eine Reihe um v = 0 und vergleichen Sie diese mit den Ergebnissen fiir einen schiefen
Wurf ohne Reibung.

d) [2 Punkte] Wie weit fliegt der Ball bei geringer Reibung? Die transzendente Gleichung, die Sie
dazu 16sen miissten, kann fiir kleine v (durch Entwicklung um v = 0) vereinfacht und gelost
werden. Entwickeln Sie wieder nur bis zur ersten nichttrivialen Ordnung in . Zeigen Sie, dass
der Ball bei gleichem v und # nicht so weit fliegt wie im reibungslosen Fall.

e) [1 Punkt] Muss der Abwurfwinkel fiir die maximale Reichweite mit Reibung grofler oder kleiner
sein als /47

Aufgabe 41: Kuchen auf einem Tisch (miindlich, 7 Punkte)

Sie befinden sich auf einer Party und mochten die anderen Géste beeindrucken, indem Sie
die Tischdecke eines runden Tisches (Radius 70 cm), auf dem genau in der Mitte ein ebenso
runder Kuchen steht, unter diesem wegziehen, ohne dass der Kuchen zu Boden fillt. Der
(geschwindigkeitsunabhéngige) Gleitreibungskoeffizient des Kuchens auf der Tischdecke betrigt
w1 = 0,3. der des Kuchens auf dem Tisch ps = 0,4.

a) [3 Punkte] Welche Strecke d legt der Kuchen wihrend der Zeitspanne T' zurtick, in der er noch
mit dem Tischtuch in Kontakt ist? Die Ubergangsphase, in der der Kuchen von der Decke
heruntergleitet, werde vernachléssigt.

b) [3 Punkte] Wie grof8 darf das Zeitintervall 7" sein, damit der Kuchen nicht herunterfallt, d. h.
damit sein Mittelpunkt sich am Ende noch auf dem Tisch befindet?

c¢) [1 Punkt] Wie schnell muss sich die Tischdecke bewegen (in km/h)?

Aufgabe 42: Quadratische Matrizen (miindlich, 9 Punkte)

A = (ai;), B = (b;jj) und C' = (c¢;5) seien (quadratische) 3 x 3-Matrizen mit reellen Koeffizienten,
d.h.i=1...3und j = 1...3. Die Matrix-Addition A + B ist definiert durch

S = (Sij) = A+ B
sij = aij + bij,
und das Matrix-Produkt A B durch

P = (pij) = AB

pij = Z i brj -
k
a) [3 Punkte| Begriinden Sie die folgenden Rechenregeln:

A+ B = B+ A,
A(B+C) = AB+ AC,
A(BC) = (AB)C =: ABC .



b) [1 Punkt] Begriinden Sie, warum im Allgemeinen das Matrix-Produkt nicht kommutativ ist, d. h.
AB # BA.

¢) [1 Punkt] Die zu A transponierte Matrix A7 ist definiert durch AT = (ag;) = (aj;). Zeigen Sie,
dass gilt (A B)T = BT AT,

d) [1 Punkt] Eine quadratische Matrix A heifit symmetrisch, falls A = AT bzw. (a;;) = (aji),
und schiefsymmetrisch, falls A = —AT bzw. (a;;) = (—aj;). Zeigen Sie, dass fiir eine beliebige
quadratische Matrix A die Zerlegung

A:%(A+AT)+ (A — A7)

1
2
einer Zerlegung in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil entspricht.

e) [3 Punkte] Die zu A inverse Matrix A~! ist (falls sie existiert, d. h. falls det A # 0) definiert
durch AA™! = A1 A = I, wobei I = (§;;) die Einheitsmatrix bezeichnet. Zeigen Sie, dass

gilt:
(AB)™' = B7ta™!
(Ail)il = A,
(A—I)T _ (AT)—I )
Aufgabe 43: Matrizen und Determinanten (schriftlich, 4 Punkte)
Gegeben seien die Matrizen
1 2 3 1 4 1
A=l456 ]|, B=| 0 26
0 3 2 -1 3 2

und der Vektor

1]
I
—

Berechnen Sie

-A-a

I

a) [1 Punkt] A-@ und

b) [1 Punkt] A+ B und A-B

C

)
)
) [1 Punkt] det A + det B und det (A + B)
)

d) [1 Punkt] det A - det B und det (A - B)
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