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Nützliche Theoreme und ihre Anwendung in der Molekülphysik 31 EinleitungIn einer chemische Bindung werden zwei oder mehr Atome aneinander gebunden. Physikalischgesehen ist eine chemische Bindung eine Überlagerung von Wellenfunktionen. Im Falle des H+
2 -Moleküls hält ein Elektron die beiden Protonen zusammen. Die Überlagerung der Wellenfunktionendes Elektrons am einen und am anderen Proton führt zu einer konstruktiven Interferenz. DieAufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons zwischen den beiden Protonen wird erhöht und dieCoulombabstoÿung der beiden Kerne damit überwunden. Dieser Zustand wird bindender Zustandgenannt. Die nachfolgende Graphik zeigt diese Überlappung der beiden Wellenfunktionen φa und

φb.

Abbildung 1.1: Überlappung der Wellenfunktionen eines Elektrons im bindenden Zustand, Quelle: Hakenund H. C. Wolf, Molekülphysik und Quantenchemie, S. 53Auch eine negative Interferenz ist möglich. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons zwi-schen den Kernen ist dann Null. Bei diesem antibindenden Zustand kann keine chemische Bindungzustande kommen. Im Folgenden wird nur der bindende Zustand, bei dem eine chemische Bindungmöglich ist, von Interesse sein. Die Vereinigung der einzelnen Atome führt hier zu einer Absenkungder Energie. Es existiert ein Kernabstand R der beiden Kerne a und b, bei dem die Gesamtenergiedes Systems minimal wird. Die nachfolgende Graphik zeigt die Gesamtenergie des H+
2 -Moleküls alsFunktion des dimensionslosen Kernabstandes ρ =

R

a0
. a0 ist an dieser Stelle der Bohrsche Radius.
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Abbildung 1.2: Exakte Gesamtenergie des H+

2 -Moleküls, Quelle: C. Cohen-Tannoudji, B. Diu und F. Laloe,Quantenmechanik II, S. 349Das Minimum der Gesamtenergie liegt ungefähr bei 2. Wegen dieses Minimums ist die chemi-sche Bindung des H+
2 -Moleküls stabil. Warum die Gesamtenergie absinkt, ist an dieser Stelleaber noch nicht gelöst. Sinkt die kinetische Energie des Elektrons oder die potentielle Energiedes Systems? Die Beantwortung dieser Frage ist Gegenstand dieses Vortrags. Mit Hilfe des Viri-altheorems kann die mittlere kinetische sowie die mittlere potentielle Energie in Abhängigkeit derGesamtenergie berechnet werden. Das Virialtheorem wird im Folgenden, unter Verwendung desHellmann-Feynman-Theorem und des Euler-Theorems, für Moleküle hergeleitet.



Nützliche Theoreme und ihre Anwendung in der Molekülphysik 52 Euler-Theorem2.1 Homogenität einer FunktionEine mathematische Funktion f(x1, x2, ..., xn) heiÿt homogen vom Grad s, wenn sich durch Mul-tiplikation aller Variablen x1 bis xn mit dem Faktor λ, der Funktionswert um das λs-fache ändert:
f(λx1, λx2, ..., λxn) = λsf(x1, x2, ..., xn). (2.1)Das Potential bei Molekülen beruht auf der Coulombkraft und verhält sich damit proportional zu

f(R) =
1

R
. Die Homogenität des Potentials kann über die oben stehende De�nition leicht berechnetwerden.

f(λR) =
1

λR
=

λ−1

R
= λ−1f(R) (2.2)Das Coulombpotential ist demnach homogen vom Grad s = −1.2.2 Beweis des Euler-TheoremsDer Beweis des Euler-Theorems gelingt über die De�nition der Homogenität einer Funktion. Hier-für wird diese nach λ abgeleitet.Für die linke Seite ergibt sich damit:

∂f(λx1, λx2, ..., λxn)

∂λ
=

n∑

i=1

∂f(λx1, λx2, ..., λxn)

∂(λxi)

∂(λxi)

∂λ
. (2.3)Die rechte Seite nach λ abgeleitet liefert:

∂(λsf(x1, x2, ..., xn))

∂λ
= s · λs−1f(x1, x2, ...xn). (2.4)Wird λ gleich 1 gesetzt, erhält man das Euler-Theorem.

n∑

i=1

xi

∂f(x1, x2, ..., xn)

∂xi

= sf(x1, x2, ..., xn) (2.5)Bespiel:Sofern das Potential mit der Homogenität s = −1 von zwei Variabeln r und R abhängt, kann mitHilfe des Euler-Theorems über das Potential folgende Aussage getro�en werden.
r
∂V (r, R)

∂r
+R

∂V (r, R)

∂R
= −V (r, R) (2.6)



Nützliche Theoreme und ihre Anwendung in der Molekülphysik 63 Hellmann-Feynman-TheoremUm das H+
2 -Molekül exakt zu lösen, ist es notwendig die Born-Oppenheimer-Näherung zu verwen-den. Die Bewegung des Elektrons erfolgt sehr viel schneller als die Bewegung der Protonen. Zudemist ein Elektron um ein Vielfaches leichter als ein Proton. Die beiden Protonen werden daher alsruhend angesehen. Der Abstand R zwischen ihnen wird deshalb als Parameter aufgefasst.Aus diesem Grund ist es erforderlich, die Energie E(λ) zu betrachten, wenn diese von einemParameter abhängt und nach diesem abgeleitet wird. Die Energie ist der Erwartungswert des Ha-miltonoperators �H.

E(λ) = 〈Ψ(λ) | Ĥ(λ) | Ψ(λ)〉 (3.1)Leitet man diesen Erwartungswert nach λ ab, so muss die Kettenregel beachtet werden.
dE(λ)

dλ
=

{ d

dλ
〈Ψ(λ) |

}
Ĥ(λ) | Ψ(λ)〉 + 〈Ψ(λ) |

d

dλ
Ĥ(λ) | Ψ(λ)〉+ 〈Ψ(λ) | Ĥ(λ)

{ d

dλ
| Ψ(λ)〉

} (3.2)Da der Hamiltonoperator hermitesch ist, wirkt dieser sowohl auf den Bra- als auch auf den Ket-Vektor der Wellenfunktion.
dE(λ)

dλ
= 〈Ψ(λ) |

d

dλ
Ĥ(λ) | Ψ(λ)〉 + E(λ)

[{ d

dλ
〈Ψ(λ) |

}
| Ψ(λ)〉+ 〈Ψ(λ) |

{ d

dλ
| Ψ(λ)〉

}]

︸ ︷︷ ︸

d

dλ
〈Ψ(λ)|Ψ(λ)〉=0

(3.3)Es ergibt sich schlieÿlich das Hellmann-Feynman-Theorem.
dE(λ)

dλ
= 〈Ψ(λ) |

d

dλ
�H(λ) | Ψ(λ)〉 (3.4)



Nützliche Theoreme und ihre Anwendung in der Molekülphysik 74 Virialtheorem für MoleküleDas Virialtheorem stellt einen Zusammenhang zwischen der mittleren kinetischen und der mitt-leren potentiellen Energie in Abhängigkeit der Gesamtenergie des Systems dar. Für atomarenWassersto�, bestehend aus nur einem Proton und einem Elektron, ist seine Form bekannt.
〈T 〉 = −

1

2
〈V 〉 (4.1)Was passiert jedoch, wenn allgemein Moleküle betrachtet werden? Neben der Anziehung von Kernund Elektron kommen hier weitere Potentiale hinzu. Die einzelnen Kerne stoÿen sich gegensei-tig genau wie die Elektronen untereinander ab. Das Gesamtpotential hängt also von mehrerenPotentialen ab:

• Vee: Abstoÿung Elektron-Elektron
• Vek: Anziehung Elektron-Kern
• Vkk: Abstoÿung Kern-KernEs wird im weiteren Verlauf die folgende Notation benutzt.

~̂r = ( ~̂r1, ~̂r2, ..., ~̂rQ) : Orte der Q Elektronen
~̂p = ( ~̂p1, ~̂p2, ..., ~̂pQ) : Impulse der Q Elektronen
~R = ( ~R1, ~R2, ..., ~RN ) : Orte der N KerneDer Hamiltonoperator Ĥ eines Moleküls setzt sich weiterhin aus der kinetischen und der poten-tiellen Energie des Systems zusammen. Im Rahmen der Born-Oppenheimer-Näherung wird dieBewegung der Kerne vernachlässigt, und der Abstand R zwischen den Kernen ist ein Parame-ter. Die kinetische Energie Te ist somit die Summe der kinetischen Energien aller Q Elektronen.Das Gesamtpotential V (~̂r, ~R) hängt sowohl vom Abstand der Kerne als auch vom Abstand derElektronen untereinander ab.

Ĥ(~̂r, ~̂p, ~R) = Te(~̂p) + V (~̂r, ~R) (4.2)
Te(~̂p) =

Q
∑

i=1

( ~̂pi)
2

2m
(4.3)

V (~̂r, ~R) = Vee(~̂r) + Vek(~̂r, ~R) + Vkk(~R) (4.4)Die Abstoÿung der Kerne untereinander bewirkt nur einer Verschiebung aller Energien, da Vkk(~R)nur von einem Parameter abhängt. Es kann also ein neuer Hamiltonoperator ˆH(n) aufgestelltwerden, bei dem diese Energieverschiebung weggelassen wird.
ˆH(n)(~̂r, ~̂p, ~R) = Te(~̂p) + Vee(~̂r) + Vek(~̂r, ~R) = Ĥ − Vkk(~R) (4.5)Der Erwartungswert des neuen Hamiltonoperators ist der Erwartungswert des alten Hamilton-operators minus der Energieverschiebung Vkk: E(n) = E − Vkk. Das Gesamtpotential im neuenHamiltonoperator setzt sich nun nur noch aus der Abstoÿung der Elektronen und der Anziehung



Nützliche Theoreme und ihre Anwendung in der Molekülphysik 8von den Elektronen und Kernen zusammen. Im Folgenden wird nur noch der neue Hamiltonope-rator mit dem neuen Gesamtpotential verwendet.Bei der Herleitung des Virialtheorems erweist es sich als nützlich, den Kommutator des Hamilton-operators mit dem Operator Â =

Q
∑

i=1

~̂ri ~̂pi zu bilden.
[Ĥ, Â] = [Ĥ,

Q
∑

i=1

~̂ri ~̂pi] (4.6)
=

Q
∑

i=1

3∑

n=1

{[Ĥ, ˆrni]p̂ni + ˆrni[Ĥ, p̂ni]} (4.7)
= i~

Q
∑

i=1

{
−

( ~̂pi)
2

m
+ ~̂ri ~5~riV

} (4.8)Der erste Teil des Kommutators ist o�ensichtlich 2 · Te. Für den zweiten Teil erinnern wir uns andas zuvor hergeleitete Euler-Theorem.
n∑

i=1

xi

∂f(x1, x2, ..., xn)

∂xi

= sf(x1, x2, ..., xn) (4.9)Wenden wir dieses auf das Gesamtpotential V (~̂r, ~R) an, so ergibt sich:
Q
∑

i=1

~̂ri ~5~riV (~̂r, ~R) +

N∑

i=1

~Ri
~5 ~Ri

V (~̂r, ~R) = −V (~̂r, ~R). (4.10)Diese Formel beinhaltet den zweiten Teil des Kommutators, so dass sich damit insgesamt für denKommutator ergibt:
1

i~
[Ĥ, Â] = −2Te(~̂p)− V (~̂r, ~R)−

N∑

i=1

~Ri
~5 ~Ri

V (~̂r, ~R) (4.11)Dieser Ausdruck enthält sowohl die kinetische Energie als auch die potentielle Energie des Systems.Für das Virialtheorem werden die Erwartungswerte von beiden benötigt. Es ist daher von Vorteil,den Erwartungswert eines Kommutators zunächst allgemein zu betrachten.Erwartungswert eines Kommutators für Eigenzustände des Hamiltonoperators
〈Ψ | [Ĥ, Â] | Ψ〉 = 〈Ψ | Ĥ

︸ ︷︷ ︸

E

Â− Â Ĥ | Ψ
︸ ︷︷ ︸

E

〉 = E〈Ψ | Â | Ψ〉 − E〈Ψ | Â | Ψ〉 (4.12)
〈Ψ | [Ĥ, Â] | Ψ〉 = 0 (4.13)Wendet man dieses Ergebnis auf den Kommutator des Hamiltonoperators mit dem Operator Â an,so ergibt sich:
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2〈Te(~̂p)〉+ 〈V (~̂r, ~R)〉+

N∑

i=1

~Ri〈~5 ~Ri
V (~̂r, ~R)〉 = 0. (4.14)Da der Hamiltonoperator nur im Potential selber vom Kernabstand ~R abhängt, kann 〈~5 ~Ri

V (~̂r, ~R)〉durch 〈~5 ~Ri
Ĥ〉 ersetzt werden.Das Hellmann-Feynman-Theorem macht eine Aussage über den Erwartungswert des Hamilton-opertors abgeleitet nach einem Parameter.

〈Ψ(λ) |
d

dλ
�H(λ) | Ψ(λ)〉 =

dE(λ)

dλ
(4.15)Wird dieses Theorem angewendet, so erhält man schlieÿlich das Virialtheorem.

2〈Te〉+ 〈V 〉 = −
N∑

i=1

~Ri
~5 ~Ri

E (4.16)Für eine andere Form des Virialtheorems wird die Beziehung 〈Te〉+ 〈V 〉 = E verwendet. Hiermitergeben sich zwei separate Ausdrücke für die mittlere kinetische Energie und die mittlere potenti-elle Energie.
〈V 〉 = 2E +

N∑

i=1

~Ri
~5 ~Ri

E (4.17)
〈Te〉 = −E −

N∑

i=1

~Ri
~5 ~Ri

E (4.18)



Nützliche Theoreme und ihre Anwendung in der Molekülphysik 105 Chemische BindungMit Hilfe des Virialtheorems kann die Frage beantwortet werden, ob die kinetische oder die poten-tielle Energie für das Absinken der Gesamtenergie verantwortlich ist. Hierfür werden zwei Zuständebetrachtet. Zum einen der des Bindungszustandes, an dem die Gesamtenergie minimal ist, zumanderen der Nichtbindungszustand, an dem der Abstand der Kerne unendlich ist.Bindung: minimale Energie E0 =⇒ ~5 ~Ri
E = 0

〈V 〉0 = 2E0

〈Te〉0 = −E0Keine Bindung: ~R unendlich groÿ =⇒ Ableitung nach R hat keinen Ein�uss
〈V 〉∞ = 2E∞

〈Te〉∞ = −E∞Die Energie ohne Bindung ist gröÿer als die minimale Energie: E∞ > E0. Subtrahiert man diebeiden Zustände voneinander ergibt sich daher:1. 〈V 〉0 − 〈V 〉∞ = 2(E0 − E∞) < 02. 〈Te〉0 − 〈Te〉∞ = −(E0 − E∞) > 0.Die chemische Bindung geht demnach mit einer Verringerung der potentiellen und einer Vergröÿe-rung der kinetischen Energie am Gleichgewichtsabstand einher. Sie kommt nur zustande, wenn diepotentielle Energie stärker sinkt als die kinetische Energie steigt. Die nachfolgende Graphik zeigtdie Energie des H+
2 -Moleküls im Grundzustand. Das mit Hilfe des Virialtheorem vorhergesagteVerhalten für die potentielle und die kinetische Energie ist gut zu erkennen.



Nützliche Theoreme und ihre Anwendung in der Molekülphysik 11Abbildung 5.1: Exakte Energie des H
+

2 Moleküls im Grundzustand, Quelle: W. Kutzelnigg, Einführung indie theoretische Chemie Teil II, S. 29Wichtig ist, dass bei einfachen Näherungen, wie z.B. der LCAO-Näherung (linear combination ofatomic orbitals), das Virialtheorem nicht immer erfüllt wird. Die nachfolgende Graphik zeigt diemit der LCAO-Methode genährte Energie des H+
2 -Moleküls im Grundzustand. Hier ist deutlichzu sehen, dass bei dieser Rechnung die kinetische Energie absinkt, während die potentielle Energiesteigt. Bei der Interpretation der Energien mit dieser Näherung ist demnach Vorsicht geboten.

Abbildung 5.2: Näherung der Energie des H+

2 Moleküls im Grundzustand mit der LCAO-Methode, Quelle:W. Kutzelnigg, Einführung in die theoretische Chemie Teil II, S. 26Bereits bessere Näherungen, wie z.B. die LCAO-Näherung mit Scaling, erfüllen das Virialtheorem.Es kann sogar gezeigt werden, dass Berechnungen über skalierte Wellenfunktionen immer das Vi-rialtheorem erfüllen.
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Abbildung 5.3: Näherung der Energie des H
+

2 Moleküls im Grundzustand mit der LCAO-Methode mitScaling, Quelle: W. Kutzelnigg, Einführung in die theoretische Chemie Teil II, S. 29
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