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1 Einleitung

Das Prellball- oder ,,Bouncing Ball“-System ist ein zweidimensionales nichtlineares dy-
namisches System, das chaotisches Verhalten zeigen kann. Der Ubergang in das Chaos
verlauft auf dem Weg der Periodenverdopplungen, der analog in vielen dynamischen
Systemen beobachtet werden kann.

Dieses Verhalten soll zunéichst am Beispiel der logistischen Abbildung betrachtet wer-
den. Anschlieend werden anhand numerisch ermittelter Grafiken die Bewegungsformen
des Bouncing Balls in Abhéngigkeit der Anfangsbedingungen und Parameter des Sys-
tems untersucht.

2 Beschreibung der Systembewegung

Betrachtet wird ein als punktférmig angenommener Ball, der auf einer sinusférmig oszil-
lierenden, geraden Platte instantane, teilweise elastische Stofle ausfiihrt (Restitutionsko-
effizient 0 < € < 1). Die Masse der Platte ist dabei wesentlich grofler als die des Balls. Im
Verlauf der Zeit springt der Ball vertikal auf der oszillierenden Platte. Analytisch wird
das Verhalten des Systems durch zwei gekoppelte iterierte Abbildungen beschrieben. Die
Koordinaten sind:

0,: Die Phase der Tischoszillation, zu der der k-te Aufprall des Balls stattfindet
vg: Die Geschwindigkeit des Balls unmittelbar nach dem k-ten Aufprall

Dabei ist die Geschwindigkeitsabbildung explizit, die Phasenabbildung allerdings nur
implizit gegeben.

In den sich langfristig einstellenden Bewegungen des Balls lassen sich vier grundlegende
Fille unterscheiden:
Der Ball kann stationdr auf der Tischplatte liegen bleiben, wenn die Oszillation nicht
stark genug ist, ihn in die Luft zu katapultieren.

Es existieren sogenannte , Sticking-Solutions“, (Abb. in denen der Ball vom Tisch
eingefangen wird und in einer bestimmten Phase der Tischoszillation diesen wieder
verlédsst. Diese Losungen sind periodisch und nicht invertierbar; eine Trajektorie kann
zu verschiedenen Anfangsbedingungen gehdéren.

In Periode-n-Orbits (Abb. fithrt der Ball n Spriinge durch, bevor die Bewegung
sich wiederholt. In chaotischen Orbits (Abb. wiederholt sich die Bewegung nicht.

Befindet sich der Ball in einem Periode-n-Orbit und die Frequenz der Tischschwingung
wird allméhlich erh6ht, kann man zu bestimmten Frequenzen eine Periodenverdopplung
beobachten. Das Verhalten geht in einen Periode-2n-Orbit iiber.

Solche Periodenverdopplungen treten in zahlreichen dynamischen Systemen auf. Be-
sonders gut nachvollzichbar sind sie an der Logistischen Abbildung, die im Folgenden
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Abbildung 2.1: Sticking Solution. Ballposition (diinn) und Tischposition (fett) in Abhéngig-
keit der Zeit
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Abbildung 2.3: Chaotische Losung
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Abbildung 2.4: Aus einer Simulation

ermittelte Phasenbeziehung 61 — 0, des Bouncing
Ball



3 PERIODENVERDOPPLUNG IN DER LOGISTISCHEN ABBILDUNG

vorgestellt werden soll. Motivieren lédsst sich dies anhand der Phasenbeziehung
Or+1 — 0 (Abb. , die nur numerisch ermittelt werden kann. Sie hat wie die Logistische
Abbildung die Form einer nach unten gedffneten Parabel (Abb. [B.1).

3 Periodenverdopplung in der Logistischen Abbildung

3.1 Die Logistische Abbildung

Die Logistische Abbildung stellt ein Modell fiir das Bevilkerungswachstum in einer Um-
gebung mit einer endlichen Kapazitéit dar. Durch die eindimensionale iterierte Abbildung
mit einem Parameter 7:

Tpt1 = f(xn) = r2,(1 — 2p) fiir 0<z,<1

wird aus der aktuellen Bevilkerung x,, die Bevolkerung im folgenden Jahr x,, 1 ermittelt.

Bt g

I r=4
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Abbildung 3.1: Logistische Abbildung fiir diverse r

3.2 Stabilitdt von Fixpunkten und periodischen Orbits

Ein Fixpunkt z* einer eindimensionalen iterierten Abbildung wird durch die Forderung

*

=12, = Tnyt oder flz*)=2a"
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definiert. Um die lokale Stabilitét zu ermitteln, fithren wir eine kleine Abweichung n vom
Fixpunkt ein.

T =2+ N,
Die Funktion lasst sich linear entwickeln:

IL'* + Th+1 = Tpy1 = f(fL'* + nn) = f(fL’*) + f,<x*)77n + ...
Th+1 = f,(x*)nn + ..

Ist 1 die Startabweichung, folgt fiir die Abweichung 7, nach n Iterationen:
= (f(z"))"no
Damit die Abweichung nach vielen Iterationen verschwindet, muss daher gelten.

[f(a) <1 (3.1)

In einem Periode-n-Orbit kehrt die Trajektorie nach n Iterationen wieder an den
Ausgangspunkt zuriick. Die n Punkte 7, die auf dem Orbit liegen, sind daher Fixpunkte
der n-ten Iterierten der Abbildung:

[ (x]) =} mit i=1,....n

Fiir ihre lokale Stabilitdt und die des gesamten periodischen Orbits gilt entsprechend
unter Ausnutzung der Kettenregel:

(@) <1
[f (1) fia)] < 1 (3:2)

3.3 Stabilitdt der periodischen Orbits und Bifurkationsdiagramm
der Logistischen Abbildung

Die Fixpunkte oder Periode-1-Orbits der Logistischen Abbildung lassen sich analytisch
ermitteln:

= f(z*) =ra* (1 —a")

1
r*=0Vas'=1—--
r
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Abbildung 3.2: Lokale Stabilitéit eines Fixpunktes. Die Trajektorie spiralt je nach Betrag der
Ableitung aus dem Fixpunkt heraus, bzw. in ihn hinein.

Fiir die Ableitung ergibt sich
f(z*) =r(1 —2z%),

Die Stabilitdtsbedingung (3.1]) liefert fiir die beiden Fixpunkte jeweils den Bereich ihrer
Stabilitét:

F ) =r Stabil fiir 0<r<l1

1
f’(l——)zQ—r Stabil fiir 1<r<3

r

Fiir den den Periode-2-Orbit muss die Gleichung
o' = fAa") = rlra”(1 = 2")](1 - [rz"(1 — 2")])

gelost werden. Die Fixpunkte mit Periode 1 bleiben Losungen und kénnen abdividiert
werden. Die verbleibende polynomielle Gleichung zweiter Ordnung hat die folgenden
Losungen:

(1t B D)

2r
Das Stabilitétskriterium (3.2)) lautet damit

*
Ty

|—r?+2r+4| <1 Stabil fiir 3<r <6

In Abb. sind die Parameterbereiche, fiir die die einzelnen Fixpunkte und Periode-
2-Orbits stabil sind nocheinmal grafisch zusammengefasst. An der Stelle » = 1 wechseln
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Abbildung 3.3: Erste Bifurkationen der Logistischen Abbildung

die Stabilitdten der beiden Periode-1-Fixpunkte in einer transkritischen Bifurkation. Bei
r = 3 ,entsteht* ein Periode-2-Zyklus und der Fixpunkt wird instabil. Es findet eine
Periodenverdopplung statt.

Fiir hohere Perioden werden die analytischen Berechnungen langwieriger. Die stabilen
Fixpunkte des Systems lassen sich jedoch numerisch ermitteln und in einem Bifurkations-
diagramm (Abb auftragen. Es sind weitere Periodenverdopplungen zu erkennen. Bis

period 2 . period 2 perind § Pt 3 petiod 3
peiced 4 period 6 peried 7 patiod 5
period 16
o edd peiod belor tip

Abbildung 3.4: Numerisch ermitteltes Bifurkationsdiagramm der Logistischen Abbildung

zu einem Parameterwert von r ~ 3.59 finden unendlich viele Bifurkationen statt, wie
sich durch genauere Analysen feststellen ldsst. Die Bifurkationen riicken dabei immer
dichter zusammen. Es findet sich fiir den Quotienten aufeinanderfolgender Abstéinde:
Tr — T
§ = lim =—""1 ~ 467

n=0 Tyl — T'n
Dieser Wert wird Feigenbaum-Delta genannt. Es ist ein universeller Wert, der sich fiir die
Periodenverdopplungen in allen unimodalen iterierten Abbildungen (Abbildungen mit
einem quadratischen Maximum) ergibt. Bei hoheren Parameterwerten r > R, ist das
Verhalten chaotisch. Man findet jedoch sogenannte Periodische Fenster, die das Chaos
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unterbrechen. Das grofite ist das Periode-3-Fenster, das bei r ~ 3.83 beginnt. Darin ist
wieder eine Bifurkationskaskade aus Periodenverdopplungen zu erkennen.

3.4 Liapunov-Exponent

Ein deterministisches System verhélt sich chaotisch, wenn Trajektorien in einem abge-
schlossenen Bereich ein aperiodisches Langzeitverhalten zeigen (sich nicht an Fixpunkte
oder Grenzzyklen anndhern) und die Entwicklung empfindlich von den Anfangsbedin-
gungen abhéingt. Das bedeutet, dass Trajektorien mit dhnlichen Anfangsbedingungen
sich im laufe der Zeit voneinander entfernen und somit eine langfristige Vorhersage des
Systemverhaltens nicht moglich ist.

Ein quantitatives Maf fiir dieses Auseinanderlaufen der Trajektorien liefert der Liapunov-
Exponent. Betrachten wir zwei Trajektorien, die an den Stellen xy und ¢ + dy starten
und entwickelt sich der Abstand ¢ nach

|05 | o \(50\6”’\,

so bezeichnet A\ den Liapunov-Exponenten. Ein positiver Exponent A > 0 ist ein Indiz
fiir chaotisches Verhalten.

Zur numerischen Berechnung wird die obige Definition logarithmiert:

1. 19
Aox —In |-
> n . (50
_1 f" (o + o) — f" (o)
=—1In
n 50
1
= —In|(f™) (xo)] mit der Kettenregel:
n
1 n—1
i=0

1 n—1
= " Il
=0

n—1
1
A=lim | = In|f'(z
Jim (n 2 nlf(:cz)|>

Auf diese Weise kann der Liapunov-Exponent bei der Iteration der Trajektorie ,,on the
fly“ berechnet werden.

Bei der Berechnung des Liapunov-Exponenten eines Periode-p-Zyklus ergeben sich
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immer wieder die selben p Summanden:
1 n—1
E— 3 JE— / .
A= lim (n ;hl f (:c@)|>

18-

== In|f'(a)]
P

= (7))
p
1

< —-In[1]=0
p

Damit ist sichergestellt, dass fiir einen Periode-p-Orbit A < 0 gilt. An einer Periodenver-
dopplung ist gerade der Grenzfall |( fP)'(z*)| = 1 erreicht, sodass der Liapunov-Exponent
dort verschwindet (A = 0) In Abb. werden diese Eigenschaften numerisch bestétigt.
Man erkennt die Periodenverdopplungen, das chaotische Verhalten ab r &~ 3.59 und die
periodischen Fenster.
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Abbildung 3.5: Liapunov-Exponent der Logistischen Abbildung in Abhéngigkeit des Para-
meters r
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4 Langzeitverhalten des Bouncing-Ball-Systems

4.1 Grundgleichungen

Die Grundgleichungen des Bouncing Ball Systems — eine implizite Gleichung fiir die
Phase und eine explizite Gleichung fiir die Geschwindigkeit:

. 1 1 J1 ? ,
0 = Asin Qk + Vg [;(Qk—f—l - Gk)} — =g [_(‘gk-i-l — 6’;6)} — Asin 9k+1

27 |w
1
Vg1 = (1 + €)wAcos O — € {Uk —gq {; (Opyr — gk)} }

werden {iblicherweise auf eine dimensionslose Form umgeschrieben. Diese ist zwar we-
niger anschaulich, die verschiedenen Bewegungen lassen sich aber einfacher miteinander
vergleichen. Eine Moglichkeit der Parametrisierung verwendet:

t+94
die Zeitkoordinate r=2 2+ 0
T
bzw. die Aufschlagphase ® =7 mod 1,
die Relativgeschwindigkeit W = i(v — Aw cos(27T)),
g
Aw?
die Antriebsstérke =22
g
2
und die Hoheneinheit [z] = LQg
w

In diesen Koordinaten schreiben sich die Grundgleichungen wie folgt:

r
0= ﬁ(sin(%rrk) —sin(27741)) + | Wi + — COS(27TT]€)‘| (Trp1 — ) — (Teg1 — 7)?

r
W1 = —¢ {VV,C — 2(Tp1 — k) + ;[COS(QTFTk) - COS(27TTk+1)]}

Das Verhalten des Systems wird durch zwei Parameter € und I', sowie zwei Anfangsbe-
dingungen &, und I'y bestimmt.

4.2 Periode-1-Orbit

Fiir Periode-1-Orbits miissen die beiden Bedingungen

To i= Tkl = Tk + M m=1,2,...

Wo = Wiy = Wy

11
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gelten, wobei der Ball m Spriinge in einer Periode ausfiihrt. Einsetzen in die Bewegungs-
gleichungen

I
0= |Wy+ —cos(2mmp) | m — m?
T

Wo = —¢€ {Wo — 2m}

liefert die Fixpunkte

(2 ) 1—c¢
—cos(2mmy) = m
T 0 1+e€

_2me
C1+4e

0

Um die Stabilitdtsbedingungen zu finden, setzen wir zunéchst kleine Auslenkungen
(17, W]) aus dem Fixpunkt an.

/
T, = To + Ty

Wy, =Wy + W,

Setzen wir 7, und W} in die Grundgleichungen ein und entwickeln linear, ergibt sich

Thir | _ 1—(1+¢€)0o (1+¢)/2 T

Wini) \2e(1+¢€o(o0—1) € —e(l+e)o W}
mit 0 = I'sin(277p). Damit der Fixpunkt stabil ist, muss der Betrag beider Eigenwerte
kleiner als 1 sein:

2(1 + €2)

O<o<
g (1+¢)?

Daraus folgt ein Stabilitdtsbereich im I'-Parameter fiir Periode-1-Zyklen:
1— 1—e 17 [20+€)7?
1+e 1+e (1 +€)?

4.3 Bifurkationsdiagramm und Liapunov-Exponenten

Auch im Bouncing-Ball-System werden Periodenverdopplungen beobachtet. Abb [4.1)a)
zeigt als Beispiel ein Bifurkationsdiagramm. Bei einer Antriebsstiarke von I' &~ 1.7 geht
das System in chaotische Bewegungen {iber. Daran schlief3t sich ein Bereich von Sticking-
Losungen an.

Da das System zweidimensional ist, besitzt es zwei Liapunov-Exponenten, die im un-
teren Teil der Abbildung aufgetragen sind. Fiir die Charakterisierung der Bewegung

12
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Abbildung 4.1: (a) Bifurkationsdiagramm
(b) Liapunov-Exponenten
Losungstypen: periodisch, , sticking
e = 0.5, (®o, Wp) = (0,0.66)

ist der maximale Liapunov-Exponent ausschlaggebend. Er ist fiir chaotische Losungen
positiv, allerdings auch fiir die Sticking-Losungen, die analytisch gesehen periodische
Bewegungen sind.

Der positive Liapunov-Exponent beschreibt in diesem Fall die Divergenz zweier be-
nachbarter Trajektorien zwischen zwei Sticking-Ereignissen. Bei den hohen I'-Werten,
fiir die diese Sticking-Losungen auftreten, konnen sich benachbarte Trajektorien durch
viele freie Spriinge zwischen dem Steckenbleiben so weit voneinander entfernen, dass die
Divergenz beim Sticking-Ereignis nicht wieder zuriickgestellt wird.

Es treten zudem nicht periodische Sticking-Trajektorien auf, die unterschiedlich viele
freie Spriinge zwischen aufeinanderfolgenden Haftereignissen ausfithren. dieses Verhalten
wird als ,,Selbst-wiederbelebendes-Chaos“ bezeichnet und ist ein rein numerischer Effekt.
Er hat seine Entsprechung im Experiment; dort sind es kleine duflere Einfliisse, die ihn
hervorrufen.

4.4 Langzeitverhalten in Abhdngigkeit der Anfangsbedingungen
und Parameter

Die Art des Langzeitverhaltens hingt im Allgemeinen empfindlich von den Anfangs-
bedingungen ab, wie Abb. verdeutlicht. Alle drei Losungstypen existieren fiir feste
Parameter in Biandern nebeneinander.

13
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Abbildung 4.2: Langzeitverhalten i.A. der Anfangsbedingungen
Losungstypen: periodisch, chaotisch, sticking

e=20.5
(a) =145
(b) T =1.54

Abb. zeigt fiir zwei Anfangsbedingungen die Parameterbereiche, die zu dem je-
weiligen Langzeitverhalten fithren. Fiir kleine, feste € ist die I'-Abhéngigkeit in beiden
Diagrammen sehr &hnlich. Sticking-Losungen folgt eine Periodenverdopplungskaskade
mit einem schmalen chaotischen Regime an ihrem Ende.

Abbildung 4.3: Langzeitverhalten
Losungstypen: periodisch, chaotisch, sticking
Anfangsbedingungen:
(a) (®o, Wp) = (—0.25,0)
(b) (®o, Wo) = (0,125)

14
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Die chaotischen Losungen im Bereich € > 0.8 sind ,,selbst wiederbelebendes Chaos®.
Insgesamt dominieren die Sticking Losungen das Verhalten des Bouncing-Balls.

Das wird noch einmal an Abb. [£.4] deutlich. Mit 100 zufillig gewihlten Anfangsbedin-
gungen ist fiir die allermeisten Parameterkombinationen eine Sticking-Losung moglich
(c). ,Echtes* Chaos, aufierhalb des Bereiches des selbst wiederbelebenden Chaos, fin-
det sich nur in schmalen Parameterbereichen (b) . Zusétzlich ist zu erkennen, dass die
unteren Stabilitdtsgrenzen der periodischen Losungen konsistent mit den analytisch ab-

. . o _1" .
geleiteten Bedingungen e = 7= sind.

{a} 14 s
0.8
Q0
04 F

(1} 0.0 fo

)

Abbildung 4.4: Langzeitverhalten fiir 100 gleichverteilte Anfangsbedingungen
Losungstypen: periodisch, chaotisch, sticking untere Stabilitéitsbereichsgren-
zen
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