1. Ubung zur Quantentheorie — WS 09/10 Pollmann Abgabedatum: 20.10.09

Aufgabe 1: Der eindimensionale harmonische Oszillator: Matrixdarstellungen (8 Punkte)

In der Heisenberg’schen Matrizenmechanik fasst man Operatoren wie #, p, oder H als Matrizen auf, so
dass die Definitionsgleichung fiir die Hamiltonfunktion bzw. den Hamiltonoperator als Matrixgleichung

zu verstehen ist, wobei zwischen den Matrizen p, und x die Vertauschungsrelationen

h
{pxx —ipr}mm = ?5n,m

gelten sollen. Die zeitliche Konstanz der Energie stationédrer Zustéinde kommt dabei durch die For-
derung zum Ausdruck, dass H,, ., diagonal sein soll

|
Hn,m = En(sn,m .

Die Berechnung der Eigenwerte des harmonischen Oszillators soll hier nicht mit Hilfe der Heisenberg-
Methode durchgefiihrt werden, sondern es sollen vielmehr die Matrixdarstellungen der Operatoren
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in der Eigenbasis {|l)} zum Zahlenoperator a™ a berechnet werden. Die Differenz der Darstellungs-
matrizen (n|p, z|m) und (n|z py|m) liefert dann die Matrixdarstellung der Vertauschungsrelation
(n| [Pz, ] |m) und die Summe der Matrixdarstellungen von T und V liefert dann die Matrixdarstellung
des Hamiltonoperators

H, m = (n|H|m) .

Warum ist die Struktur der Matrixdarstellung (n|H|m) viel einfacher als die Struktur von (n|T|m)
und (n|V]m)?

Hinweis: Verwenden Sie die Auf- und Absteigeoperatoren a™ und a und beriicksichtigen Sie, dass
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Aufgabe 2: Kohdrente Zustdande (16 Punkte)

In der Theorie des Lasers sind kohérente Zustéinde von fundamentaler Bedeutung. Sie wurden von R.
Glauber (Physik-Nobelpreis 2005 ,fiir Beitrige zur Quantentheorie der optischen Kohérenz“) einge-
fiihrt und firmieren daher auch unter dem Namen ,,Glauberzustdnde“. In der Energiedarstellung zum
eindimensionalen harmonischen Oszillator mit der Kreisfrequenz w haben sie die Form:

2
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wobei gilt
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H|n)=FE,|n) =hw <n+§> In) .
Dabei ist {|n)} also das VONS der Oszillatoreigenzustéinde und -y ist eine komplexe Zahl.

a) Zeigen Sie, dass |¢,) Eigenzustand zum Absteigeoperator a zum Eigenwert « ist, d. h. dass gilt:
alpy) =v[dy) -

b) Sind die Glauberzustinde normiert?

¢) Berechnen Sie (¢4|a|¢,) und (¢,|a™|¢,) und bestimmen Sie damit die Erwartungswerte
(@) == (Py|2dy)  und  (Pa) := (Dy[Paldy) -

d) Berechnen Sie das Produkt der Unschirfen Az - Ap, = o (x) - 0 (p,) fiir Glauberzustinde.

e) Identifizieren Sie die physikalische Bedeutung von « und |y|?, indem Sie diese mit () und (p,)
verkniipfen.

f) Zeigen Sie, dass die normierte Wahrscheinlichkeit fiir das Vorkommen eines bestimmten
Ostzillatorzustandes |m) in |¢~) durch eine Poissonverteilung gegeben ist. Betrachten Sie dazu die
Norm von |¢,) und schieben Sie an geeigneter Stelle eine vollstédndige 1 in der Energiedarstellung
ein. Skizzieren oder zeichnen Sie die Verteilung fiir |y|? = A = 1/2, 3/2 und 5/2.

g) Transformiert man |¢,) in die Ortsdarstellung, so erhélt man fiir ¢, () = (x|¢,) die Form

z—(&)
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Zeigen Sie, dass ¢ (x) die Eigenwertgleichung a ¢ (x) = v ¢, (z) erfiillt. Ist ¢, (z) normiert?

Hinweis:
a = i<z—i—i>—i<2+zA>
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