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Aufgabe 48: Bose- und Fermi-Vertauschungsrelationen (10 Punkte)

Seien a;r, a; und c;r, ¢; Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren und

- B
n;

R : ~F o+
= a; a sowie n; = ¢ ¢

Teilchenzahloperatoren fiir Bosonen und Fermionen in Zustédnden ¢y, ).

a) Zeigen Sie, dass die Boseoperatoren folgende Vertauschungsrelationen erfiillen:

[ai, aj] = ;a5 — Gj0; = 0

+ | = gt at - gtat =

[ai,aj] = a; a; a; a; =0
+| _ + +,. =

[ai, a,j] = aiaj —aja = 05 .

b) Zeigen Sie, dass die Teilchenzahloperatoren fiir Bosonen miteinander kommutieren, d. h.
[ﬁ?,ﬁf] 0 Vi j.

c) Zeigen Sie, dass die Fermioperatoren folgende Antivertauschungsrelationen erfiillen:

{Ci, Cj} = ¢cj+cje =0
+ 4L 4+
{Ci,Cj} —Cicjﬂ—cjci—()
+1 _ by ot
{ci, cj} = ¢¢ +oa= 0ij -

d) Zeigen Sie, dass auch die Teilchenzahloperatoren fiir Fermionen miteinander kommutieren, d. h.

[ﬁf,ﬁf] 0 Vi j.

Aufgabe 49: Verteilungsfunktionen (10 Punkte)

Betrachten Sie die mittlere Besetzungszahl il bzw. i eines Zustandes |A) mit der Energie ¢, fiir ein
ideales Quantengas aus Fermionen bzw. Bosonen.

a) i) Untersuchen Sie das Verhalten von 7i{ fiir ey < pund ey > p. Was ergibt sich fiir kleine
Temperaturen kg T < |ex — p| bzw. grofie Temperaturen kT > [en — p|?

ii) Welchen Wert hat ﬁf fiir ey = p? Wie dndert sich dieser als Funktion der Temperatur?
Die ,,Aufweichung® der Fermiverteilung fiir T ~ 0 K wird mit +2kp T bezeichnet. Leiten
Sie dieses durch Entwickeln von ﬁf um ey = p her!

iii) Berechnen Sie
ﬁf fiir Ex = U, ex=u £ kT und ex =u £ 3kpT .

iv) Skizzieren Sie nf fiir 7 = 0 und verschiedene T' > 0.
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b) i) Untersuchen Sie das Verhalten von n¥ fiir £y > p. Warum ist der Bereich ) < pu nicht
zuléissig? Was ergibt sich fiir kleine bzw. grofle Temperaturen?

ii) Berechnen Sie

fzf fiir Ex = U, ex=pn + kT und ex =pn + 3kpT .

iii) Skizzieren Sie n% fiir T = 0 und verschiedene T > 0.

¢) Vergleichen Sie Ihre Ergebnisse fiir 7 bzw. nf fiir (ex — ) > kpT mit der Boltzmann-
verteilung. Zeichnen Sie fiir diesen Fall ﬁf bzw. 'ﬁf zusammen mit der Boltzmannverteilung.

Nicht vergessen!
Am Donnerstag, 22. Juli 2010, findet von 14:00 bis 17:00 Uhr
im HS 1 die Klausur zur Statistischen Physik statt.

Denken Sie bitte daran, sich in R. 707 zur Klausur anzumelden!
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