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Fraktales Wachstum

am Beispiel der fingerartigen Durchdringung zweier FlUssigkeiten

H. Joachim Schlichting . Universitdt GHS Essen

Neue Blicke durch die alten L6cher

Eines der wesentlichen Ziele der klassischen Physik
ist die Formalisierung des natiirlichen Geschehens,
um darauf aufbauend exakte Vorhersagen treffen zu
kénnen: "Aus seinen Formeln liest (der Physiker,
HJS) Weissagungen ab" (G.CHR. LICHTEN-
BERG). Bei der Formalisierung spielen geometri-
sche Methoden, insbesondere euklidischeFormen
eine hervorragende Rolle. GALILEI sieht in der
Geometrie die Sprache der Natur: "Die Philosophie
ist in dem grof3en Buch der Natur niedergeschrie-
ben, das immer offen vor unseren Augen liegt, dem
Universum. Aber wir kbnnen es erst lesen, wenn wir
die Sprache erlernt und uns die Zeichen vertraut
gemacht haben, in denen es geschrieben ist. Esistin
der Sprache der Mathematik geschrieben, deren
Buchstaben Dreiecke, Kreise und andere geometri-
sche Figuren sind; ohne diese Mittdl ist es dem
Menschen unméglich, auch nur ein einziges Wort
zu verstehen" [1].

Viele Systeme sind aber weder durch euklidische
Formen beschreibbar noch ist ihr Verhalten exakt
vorhersagbar: DalRbeispielsweise das Wesentliche
eines Baumes nicht durch einen Kegel oder eine
Kugel erfadt werden kann, merkt man spéatestens
dann, wenn man aufgrund solcher Charakterisierun-
gen etwa die Gestalt einer Eiche von der einer Bu-
che unterscheiden soll, eine Aufgabe, die der
Mensch ohne wissenschaftliche Hilfsmittel mit
Leichtigkeit erfiillen kann. Auch die Frage nach der
Vorhersage des Wachstums eines konkreten Bau-
mes erscheint vor diesem Hintergrund unangemes-
sen, obwohl man "irgendwie" weil3, wie eine sich
entwickelnde Buche einmal aussehen wird.

Wenn es um die Entwicklung von komplexen Sy-
stemen wie dem eines Baums geht, miissen offenbar
neue Fragen gestellt werden. Oder wie G.CHR.
LICHTENBERG es einma ausgedriickt hat: Es
miissen "neue Blicke durch die alten Locher" getan
werden. Eine Idee eines solchen Blicks gewinnt
man, wenn man dem obigen Zitat GALILEIS die

Auf der Grenze liegen immer die
seltsamsten Geschopfe

G.CHR. LICHTENBERG

lapidare Feststellung BENOIT MANDELBROTS
gegenuberstellt:

"Wolken sind keine Kugeln, Berge keine Kegel,
Kustenlinien keine Kreise. Die Rinde ist nicht glatt-
und auch der Blitz bahnt sich seinen Weg nicht ge-
rade" [2]. Diesem Blick liegt letztlich nicht weniger
as eine vollig neuartige Geometrie zugrunde, die
fraktale Geometrie der Natur.

Nachdem wir an anderer Stelle den ideengeschicht-
lichen Hintergrund des "fraktalen Blicks' aufge-
zeigt haben [3], soll er im folgenden ganz konkret in
Form eines einfachen Experimentes getan und damit
die Mdglichkeit einer Anngherung an die fraktale
Geometrie im Rahmen der Schulphysik skizziert
werden.

Viskoses Verasteln

Durchdringung statt V erdrangung

Was passiert, wenn man versucht, eine Flissigkeit
mit Hilfe einer anderen Flussigkeit unterschiedli-
cher Viskositdt zu verdrdngen? Die einfachste
Maoglichkeit besteht darin, dal3 die eine Fliissigkeit
die andere FlUssigkeit auf breiter Front vor sich her-
schiebt. Dies ist auch tatsachlich der Fall, wenn die
verdrangte FlUssigkeit eine geringere Viskositét be-
Sitzt als die Flussigkeit, von der sie verdrangt wird.
Im umgekehrten Fall, wenn die zu verdrangende
Flissigkeit von grofRerer Viskositdt ist, wird die
Grenze zwischen den Flisssigkeiten hydrodyna-
misch instabil. Anstatt die "klebrige", schwer ver-
schiebbare viskosere Flussigkeit auf breiter Front
vor sich herzutreiben, bricht die weniger viskose
Flissigkeit in Form fingerartiger Kanéle in die er-
stere hinein. Diese Kanéle entstehen an Stellen, an
denen durch zufallsbedingte

Schwankungen bereits kleinste Einbuchtungen be-
stehen. Mit zunehmender Lange der so vorangetrie-
benen Finger wéchst erneut eine glatte Grenzschicht
zwischen beiden Flissigkeiten heran, von der dann
ebenfalls an entsprechenden Storstellen seitliche
Abzweigungen und Veréstelungen ausgehen usw.



Den Fingern wachsen gewissermal3en Finger, denen
Finger wachsen und so immer weiter., so dhnlich
wie in einem von dem Mathematiker A. DE MOR-
GAN umgeformten Scherzvers J.SWIFTSs:

Grof3e Flohe haben kleine Fldhe,

Die sie kraftig beiRen,

Und die kleinen noch viel klein're Fl6he,
Und so immer weiter.

Die grof3en Floéhe haben leider

Auch gréfiere, die sie nicht schonen,
Und die groRRern- eswird heiter-

Immer noch groRere bewohnen.

Dem "und so immer weiter" sind jedoch im einen
wie im anderen Fall enge Grenzen gesetzt.

Die Flussigkeiten verdréngen sich aso nicht, son-
dern durchdringen sich nach dem soeben beschrie-
benen Muster fingerartiger Verastelungen. Dieser
Entstehungsgeschichte der fingerartigen Strukturen
zufolgeist jeder kleinere Ausschnitt jedem grof3eren
Ausschnitt und dieser der Gesamtstruktur &hnlich.
Das fingerartige Gebilde ist selbstéhnlich und ska-
leninvariant, also ein Fraktal.

Verdsteln in zwel Dimensionen

Entscheidend fir die Form der entstehenden Frak-
tale ist die Viskositét der beteiligten Flissigkeiten.
Man spricht daher auch von viskosem Verasteln.
Fur die Schulphysik ist das viskose Verésteln inso-
fern interessant, als es eine einfache experimentelle
Darstellung fraktaler Gebilde ermoglicht: Dazu
werden die beiden unterschiedlich viskosen Flis-
sigkeiten nacheinander in den sehr engen Zwischen-
raum zweier Ubereinanderliegender durchsichtiger
Platten (z.B. Glas oder Plexiglas) geprefdt. Auf die-
se Weise kann das Phénomen des viskosen Ver-
astelns auf zwei Dimensionen beschrénkt werden,
was eine gute Beobachtung des Wachstums der
fraktalen Gebilde sowie eine einfache Auswertung
der so enstandenen Bilder ermdglicht.

Konstruktion einer Hele- Shaw- Z€lle

Die Herstellung einer solchen aus zwei Platten be-
stehenden Zelle (nach ihrem Erfinder S. HELE -
SHAW ) Hele- Shaw- Zelle genannt, ist relativ ein-
fach (Abb. 1). Dazu werden z.B. zwei quadratische
Plexiglasplatten (Seitenlange 40 cm, Dicke 1,5 cm)
an den vier Ecken (etwa 2 cm vom Rand entfernt)
mit Lochern versehen und mit Hilfe von Schrauben
zusammengehalten (Fllgelschrauben ermoglichen
die schnelle Demontage und Montage). In der Mitte
der oberen Platte wird ein weiteres Loch gebohrt,
durch das die Flissigkeiten zwischen die Platten
geprefdt werden sollen. Dazu versient man das Loch
mit einem Ansatzstiick Uber das ein kurzes Schlau-
chende gestlilpt wird. Mit Hilfe einer Einwegsprit-

ze, die ihrerseits in das freie Schlauchende gescho-
ben wird, lassen sich dann mit Druck die Flissig-
keiten nacheinander zwischen die Platten pressen.

V ersuchsdurchfihrung

Als erstes wird Flissigkeit mit der grof3eren Visko-
sitdt zwischen die Platten gebracht. Dazu fillt man
die Einwegspritze mit der FlUssigkeit, und prefdt sie
durch den Schlauch in den engen Zwischenraum der
beiden Plexiglasplatten der Hele- Shaw- Zelle. Da-
durch bildet sich zundchst ein vollig unstrukturierter
kreisrunder Fleck um die Einspritz6ffnung. Wenn
der Fleck so groB3 ist, dal?3 er fast die Rénder der
guadratischen Platten erreicht hat, wird die Spritze
vorsichtig abgezogen. Unmittelbar anschliefRend

Bild 1 Hele- Shaw- Zelle, bestehend aus zwel aufeinan-
dergeschraubten Plexiglasplatten, zwischen die mit Hilfe
einer Einwegspritze Flissigkeiten gepref3t werden.

wird eine weitere vorher praparierte Einwegspritze
mit der zweiten FlUssigkeit auf den Schlauch ge-
stilpt. Dabei muf3 verhindert wer- den, daf3 Luft in
den Schlauch gelangt. Jetzt wird die zweite Fliissig-
keit zwischen die Platten geprefd. Sie verschafft
sich in dem bereits zwischen den Platten erzeugten
Fleck der ersten Flissigkeit unter Bildung eines fir
die Durchdringung der beiden Flussigkeiten cha
rakteristischen Verastelungsmusters Platz (Abb. 2 -
5).

Um dieses Muster mdglichst Uber einen langeren
Zeitraum zu erhalten, empfiehlt es sich, mit dem
Hineinpressen der zweiten Flissigkeit aufzuhoren,
bevor die Verastelungen in die Nahe des von der er-
sten FlUssigkeit bedeckten Bereichs gelangt. An-
dernfalls kann es passieren, dal die zweite Flissig-
keit AbfluRBkandle zum Plattenrand bildet und die
bereits gebildete Struktur zerstort wird.



Bild 2: Verschiedene Wachstumsstadien von Hele-
Shaw- Fraktalen, die bel der Injektion von geféarbtem
Wasser in flissige Seife entstehen. Auffalend ist die
strukturelle Ahnlichkeit zwischen den einzelnen Bildern.
Wenn der Versuch mit neuen Flissigkeiten wiederholt
werden soll, wird die Hele- Shaw- Zelle auseinanderge-
schraubt, sorgféltig von den Flissigkeitsresten gereinigt
und anschlieffend wieder zusammengeschraubt.

Interessant ist noch, dald die Strukturbildung teil-
weise reversibel ist. Das heil3t, wenn man den Kol-
ben der Spritze wieder ein wenig zurlickzieht, wird
die Flussigkeit aus den bereits gebildeten Kandlen
in die Spritze zuriickgezogen, und die andere Flis-
sigkeit nimmt diesen Bereich ein.

Bild 3: Zwei Wachstumsstadien der Entwicklung eines
Hele- Shaw- Fraktals, das durch Injektion von geféarbten
Wasser in Rizinusdl entsteht.

Um die entstehenden Muster in den verschiedenen
Wachstumsphasen zu dokumentieren, kann die He-
le- Shaw- Zelle von unten ausgeleuchtet und von
oben fotografiert werden. Beim Auseinanderziehen
der Platten werden die Strukturen tbrigens nicht so-
fort zerstort, sondern durchlaufen andere, teilweise
ebenfalls interessante Muster, die eine eigene Be-
trachtung wert wéren. Sie kommen dadurch zustan-
de, dal3 mit der Trennung der Platten Luft in den mit
den Flissigkeiten ausgefulten Zwischenraum ein-
dringt. Dieser Vorgang erfolgt nach einem ganz
dhnlichen Durchdringungsmechanismus wie bei den

Flussigkeiten. Der duRere Luftdruck treibt von den
Seiten beginnend fein verdstelte "Kandle" in die
Flussigkeitschicht, wodurch das Flissigkeitsfraktal
durch ein Gas- Flissigkeitsfraktal Gberlagert wird.

Sehr schone solcher Muster lassen sich Ubrigens mit
Hilfe von verschiedenen Fetten, also extrem visko-
sen Flissigkeiten zwischen zwei Platten erzeugen.
Sie haben den Vorteil, nach Trennung der Platten
erhaten zu bleiben. Vorformen solcher Fettfraktale
kann man zuweilen beim Frihstiick kennenlernen,
wenn man beispielsweise zwei mit Butter bestriche-
ne "zusammengeklappte' Scheiben Brot wieder
auseinanderzieht, weil man den Aufschnitt verges-
sen hat.

Beispiele
Im folgenden werden einige Beispiele von viskosen

Veréstelungen dokumentiert. Die Bilder sind ge-
scannte Fotografien von Hele- Shaw- Mustern.

In Abb. 2 sind vier verschiedene Wachstumsstadien
eines fraktalen Musters dargestellt, wie es sich typi-
scherweise ausbildet, wenn man zundchst flissige
Seife zwischen die Platten prefdt und anschlief3end
(z.B. mit Kaliumpermanganat geférbtes) Wasser in-
jiziert. Die Selbstadhnlichkeit von Bildausschnitten
ist auffallend. In Abb. 3 sind zwel Wachstumsstadi-
en von geférbtem Wasser in Rizinusdl dargestellt.

Auch hier ist die Selbstdhnlichkeit der beiden Bilder
auffallend. Ohne esim einzelnen genau beschreiben
zu konnen, fallt sofort der Unterschied zu den Flus-
sige-Seife-Wasser- Fraktalen in Abb. 2 auf. Ganz
allgemein kann man feststellen, daf3 die Zerkliftung
dieses Fraktal s weniger ausgepragt ist alsin Abb. 2.

Bild 4 Zwei Wachstumsstadien eines Hele- Shaw- Frak-
tals, das durch Injektion von Wasser in Olivendl entsteht.
Die Ahnlichkeit mit den Rizinus- Olivendl- Fraktalen aus
Abb. 3 bringt die Ahnlichkeit der Viskositdten der Ole
zum Ausdruck.

Injiziert man Wasser in Olivendl, so ergeben sich
fraktale Strukturen, die in ihrem Zerkltftungsgrad
den Rizinus-Wasser- Fraktalen dhneln. Darin driickt
sich die Tatsache aus, das sich die Viskositdten von
Rizinusdl und Olivendl nur geringfligig unterschei-
den.

Schliefllich sei das Verésteln am Beispiel einer sehr



viskosen Flissigkeit, namlich Getriebedl (SAE 90),
demonstriert, in die wiederum geféarbtes Wasser in-
jiziert wird. Die bereitsin den bisherigen Beispielen
festgestellte Tendenz einer Abnahme des Zerklf-
tungsgrades mit der Viskositat setzt sich hier fort
(Abb. 5). AuRerdem nimmt die Abweichung von
der kreisférmigen Grundform zu.

Beschreibung der Hele- Shaw- Fraktale

Bei dem Versuch, die unterschiedlichen Hele-
Shaw- Fraktale vergleichend zu betrachten, stellt
man dhnliche Probleme fest, wie etwa beim Ver-
gleich von Baumen: Obwohl wir durch blofes Hin-
sehen beispielsweise eine Birke von einer Buche
unterscheiden konnen, geraten wir in fast uniber-
windliche Schwierigkeiten, wenn wir den Unter-
schied exakt beschreiben sollten. Ganz &hnlich ver-
hélt es sich mit den Hele- Shaw- Fraktalen. Die cha-
rakteristische Struktur, das Gattungsméaliige, &3t
sich unmittelbar intuitiv erfassen. Man wird trotz
unterschiedlicher Gréfle und konkreter Ausgestal-
tung der Strukturen sofort eine gattungsmaflige Zu-
ordnung in den abgebildeten Bildern finden, ohne
genau angeben zu konnen, auf welchen Entschei-
dungen die Zuordnung beruht. "Das Gattungsmal3i-
ge kann intensiver sein als das Konkrete" hat JOR-
GE LUIS BORGES in einer seiner auch in natur-
wissenschaftlicher Hinsicht beziehungsreichen Er-
zdhlungen gesagt. Damit wird vielleicht das natur-
wissenschaftliche Interesse an Fraktalen auf den
Punkt gebracht. Man interessiert sich nicht mehr fir
konkrete Details, sondern bemiht sich, die Gestalt,
die Form, also das Gattungsméilige einer Struktur
Zu bestimmen.

Im Sinne einer quantitativen Erfassung des Gat-
tungsmalligen der Fraktale ist die sogenannte frak-
tale Dimension von Bedeutung [3]. Sie &3 sich fir
die vorliegenden Beispiele von Hele- Shaw- Frak-
talen folgendermallen bestimmen: Man geht von
dem fir Fraktale charakteristischen Zusammenhang
zwischen Masse M (Zahl der Teilchen, bzw. Pixel
der gescannten Hele- Shaw- Bilder) eines (Fléchen-
) Ausschhitts der GrofRe R (konzentrische Kreis-
scheiben um den Ursprung vom Radius R) und der
fraktalen Dimension D, MRRRD, aus, der unabhéngig
von R gilt. Dazu trdgt man die Grofe R der F&
chenausschnitte gegen die jeweilige Masse der Fl&
chenausschnitte (Zahl der Teilchen) doppeltlog-
arithmisch auf. Die Steigung der die Punkte verbin-
denen Ausgleichgeraden liefert dann den Wert der
Dimension. Sie betrégt beispielsweise fur das Oli-
vendl- Wasser- Fraktal 1,82, fur das Rizinus- Was-
ser- Fraktal 1,83 und fur das Getriebedl- Wasser-
Fraktal 1,87.

Geht man davon aus, dakdie Natur in vielen Féllen
so 6konomisch wie unter den jeweiligen Bedingun-

gen moglich verfahrt (vgl. auch das Prigoginesche
Prinzip der minimalen Entropieproduktion [5]), so
erféhrt das Verhalten des viskosen Verédstelns an
dieser Stelle eine tiefere Begriindung. Die Dissipa
tion von Energie, die mit der flachenhaften Ver-
schiebung der starker viskosen Flissigkeit verbun-
den wére, ist grof3er as die Dissipation, die mit dem
fingerartigen Verasteln einhergeht. Denn in diesem
Fall ist die Verschiebung weniger als flachenhaft.

Viskoses Verasteln- |'art pour I'art?

Die Hele- Shaw- Fraktale Uben einen &sthetischen
Reiz auf den Betrachter aus. Wen wundert es da,
daréhnliche Gebilde Eingang in die bildende Kunst
gefunden haben, wie man beispielsweise an dem
Werk "La Gerbe" von HENRI MATISSE erkennen
kann [6]. MATISSE durfte wohl kaum durch Expe-
rimente mit Hele- Shaw- Zellen dazu inspiriert wor-
den sein. Uberraschenderweise zeigt sich, daldiese
Gebilde in etwa dieselbe fraktale Dimension besit-
zen, was fUr einen einheitlichen Pinselstrich des
Kunstlers zu sprechen scheint.

Bild 5: Zwei Wachstumsstadien eines Hele- Shaw- Frak-
tals, das durch Injektion von Wasser in sehr viskoses
Getriebedl entsteht. Deutlich zu erkennen ist der geringe
ZerklUftungsgrad aufgrund der hohen Viskositét.

Das Hele- Shaw- Verfahren stellt aul3erdem eine
einfache Mdglichkeit dar, mit einfachen Mitteln
Fraktale herzustellen und an ihrem Beispiel allge-
meine Eigenschaften von Fraktalen und der frakta-
len Geometrie der Natur kennzulernen. Praktische
Anwendungen der Untersuchungsergebnisse des
viskosen Verastelns gibt es aber auch schon. Ge-
nannt sei hier das Beispiel der Erdolfoérderung
durch Austreiben des Ols mit Hilfe von Hochdruck-
Wasserinjektionen. Die Ineffektivitét dieser Metho-
de ist lange nicht verstanden worden. Wenn man
sich aber im Sinne der vorliegenden Ausfihrungen
vor Augen fihrt, dal3sich das in das Erddl injizierte
Wasser eng begrenzte verastelte Pfade durch das Ol
bahnt, angtatt das Ol auf breiter Front vor sich her-
zuschieben, wird die Ineffektivitét verstandlich.
Schuld ist die geringe Viskositdt des Wassers. Sind
die Wasserkanéle von der Injektionsstelle zum For-
derloch erst einmal durchgebrochen, so geht die



Olausbeute drastisch zuriick. Abhilfe hat man damit
schaffen koénnen, dalBman dem Wasser viskosi-
tétserhdhende Polymere zugefigt hat. Aufgrund
dieser Malinahme gelingt es weitgehend, das Ol
durch eine geschlossene Wasserfront zum Forder-
loch zu treiben und die Ausbeute drastisch zu erhé-
hen.

Bild 6: Gescante Ausschnitte aus Henri Matisse "la Gerbe
1953" (Entwurf fur eine Keramik).
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