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Aufgabe 1 (5 Punkte)

Essei Q = {w: [0,00) = R : w stetig}. Definiere d(wi,ws) = >, o) 27" maxieo ) (Jwi(t) —wa(t)[A1).
Zeigen Sie, dass d eine Metrik ist und dass (€2, d) ein vollstédndiger und separabler metrischer Raum
ist.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Es sei 2 wie in Aufgabe 1. Fiir 6 > 0 und w € €2 definieren wir

mw.d)= s fult) — w(s)]
s,t€[0,1],|t—s|<8

Zeigen Sie, dass fiir alle § > 0 die Abbildung w — m(w, J) stetig in dem metrischen Raum (2, d)
aus Aufgabe 1 ist. Zeigen Sie auerdem, dass fiir jedes w € Q, § — m(w, §) monoton wachsend ist
und (lsi{r(l) m(w,d) =

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Sei S ein topologischer Raum.

(a) Zeigen Sie, dass jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge in S wieder kompakt
ist.

(b) Sei S ein topologischer Hausdorff Raum (insbesondere sind kompakte Mengen in S auch
abgeschlossen). Es sei (C,)nen, eine Folge nichtleerer, kompakter Mengen in S, sodass Cy 2
Cy 2 Cy D ... . Zeigen Sie, dass ), Cy, # 0.

Aufgabe 4 (6 Punkte)

Es sei (P, ), eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf R. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

(i) P, =P

(ii) liminf, P,(G) > P(G) fiir alle G C R offen

(iii) limsup, P, (C) < P(C) fiir alle C' C R abgeschlossen

(iv) lim, n( ) =P(A) fiir alle A, sodass P(0A) =0

(V) @u(t) := [P, (dv) =3 [e*P(dx) = p(t) fiir alle t € R
)

(vi) Fy(t ) P, ((—00,t]) "3 P((—o0,t]) = F(t) fiir alle Stetigkeitspunkte ¢t € R von F.



Aufgabe 5 (4 Punkte)

Entscheiden Sie mit Beweis, ob die folgenden Folgen von Wahrscheinlichkeitsmaflen P,, schwach
konvergieren.

(a) P, =(1— %)5_1 + %5712

(b) P, = (1 — nsin(2))N(0,n) + nsin(2)N(,2)

(¢) P =300+ 30;_1 + 30,

) 2,2
Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis benutzen, dass ¢(t) = e~ 5 fiir P = N (u, 02).

Aufgabe 6 (2 Punkte)

Es sei P ein festes Wahrscheinlichkeitsmafl auf R. Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ > 0 ein Kompaktum
K = K(e) C R existiert, sodass P(K) > 1 —e.

Bemerkung: Diese Aussage folgt direkt aus Prohorovs Theorem, aber wir benotigen einen direkten
Beweis, der Prohorovs Theorem nicht benutzt.

Aufgabe 7 (3 Punkte)

Es sei (f,)n eine Folge von stetigen Funktionen auf R, sodass (f,,) gleichméBig beschrankt ist und
fn — [ gleichméBig auf kompakten Teilmengen von R. Es sei (IP,,),, eine Folge von Wahrscheinlich-
keitsmafien, sodass P, = P schwach. Zeigen Sie, dass dann

/ FodPy — / FdP.

Aufgabe 8 (5 Punkte)

Es sei (P,), eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen, welche zu einer Folge von stochastischen
Prozessen (X™), = (X : ¢ € [0,1]), gehoren. Dann ist (P,), gleichméBig straff genau dann,
wenn

(a) sup, EP”[|X(§”)|”] < oo fiirein v >0
(b) sup, EP»[| X[ — Xx{"M|*] < C|t — s|'+# fiir zwei Konstanten o, 3> 0und 0 < s <t < 1.

Hinweis: Benutzen Sie Kolmogorovs Stetigkeits Theorem und das folgende Resultat, welches in
der Vorlesung bewiesen wurde:
(P,,),, ist gleichméBig straff in M, (§2), 2 = C[0, 00) genau dann, wenn

: S 3 —
o Jim sup, P,[lw(0)] = A} =0
o (lsi{%supn P, [w : m(w,d) > € = 0 fiir alle e > 0

mit m wie in Aufgabe 2.

Wir wiinschen Allen frohe Weihnachten und einen guten Rutsch ins neue Jahr.



