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| Stochastische Integration

1 Zeitstetige Martingaltheorie
Ziel: Bereitstellung der Hilfsmittel fiir die stochastische Integration

Setup 1.1.
Wir haben einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P).

Definition 1.1.1. Eine Filtration (F;),,, ist eine aufsteigende Familie von o-Algebren
mit F, € F.
foo =0 (UtZO E)

Definition 1.1.2. Ein stochastischer Prozess X st eine Familie (X.),,, von Zufalls-
variablen mit Werten in (R, B)

Definition 1.1.3. X ist adaptiert bzgl. der Filtration (F;),,, wenn X; messbar ist
bzgl. F; fiir alle t > 0.



Definition 1.1.4. Durch FX = 0(X,:s<t) fiir alle t > 0 wird die zu X gehdorige
kanonische Filtration definiert. X ist bzgl. (F;{X),s, adaptiert.
Genauver: FX = 0 (Use; 0(X5)) = 0 (User X71(B))

Pfadeigenschaften

Definition 1.1.5. X hat stetige Pfade, wenn
t— Xt(W)

stetig ust fir alle t >0 und w € €2

Definition 1.1.6. X hat rechtsseitig stetige Pfade, wenn
t— Xt (W)

rechtsseitig stetig ist fir alle t >0 und w €

Definition 1.1.7. X st linksseitig limitierbar, wenn fiir jedes t >0 der Limes
limgy; Xs(w) existiert fir alle w € )

Definition 1.1.8. X hat cadlag-Pfade, wenn X rechtsseitig stetig und linksseitig limi-
tierbar ist.

Aquivalenzklassen

Definition 1.1.9. FEin A € Q heifst vernachldssigbar, falls es ein N ¢ F gibt, mit
P(N)=0 und Ac N.

Definition 1.1.10. Wir sagen, dass eine Eigenschaft E P-fast sicher erfillt ist, wenn
{w:w erfillt nicht E'}

vernachldssigbar ist.

Zwei unterschiedliche Aquivalenzbegriffe



Definition 1.1.11. X heifst Modifikation von Y, falls
{w: Xe(w) # Yi(w)}

vernachldssigbar ist fir alle t > 0.

Definition 1.1.12. X heifit nicht unterscheidbar von Y, falls

{w:It>0: Xy(w) Y (w)} = tL>Jo{w : Xy(w) # Yi(w)}

vernachldssigbar ist.

Bemerkung. (i) Ist X nicht unterscheidbar von'Y, so sind X undY Modifikationen.

(ii) Haben X undY P-f.s. rechtsseitig stetige Pfade und sind X undY Modifikationen,
so sind X und'Y auch nicht unterscheidbar.

Definition 1.2. Ein (F;),,, adaptierter stochastischer Prozess X heifst Martingal bzgl.
(F) s, falls gilt:

(i) E|X;| < oo fiir alle t >0

(i1) BE(X{|Fs) = X; fir alle0<s<t
Entsprechend Submartingal, falls

(i) E|X;| < oo fiir alle t >0

(i1) BE(X(|Fs) > X; fir alle0<s<t
und Supermartingal, falls

(i) E|X¢| < oo fiir allet >0

(1i) E(Xy|Fs) < X fiir alle0<s<t

Hauptbeispiele sind die zum Wiener-Prozess gehorenden Martingale.

Definition 1.3. Ein bzgl. einer Filtration (F;),,, adaptierter Prozess W heifit Wiener-
Prozess, falls gilt:

(i) Wo =0 P-fs.
(ii) Wy — Wy ist stochastisch unabhdngig von Fs fir alle 0 < s <t
(1ii) Wy — Wy ist verteilt wie Wy_g fiir alle 0 < s<t

(v) Wy ~N(0,t) fir allet<0



(v) W hat P-f.s. stetige Pfade

Der Wiener-Prozess startet aus der Null (7), hat unabhéngige (ii) und stationére (7i7)
Zuwéchse, die normalverteilt (iv) sind und hat stetige Pfade (v).

Der Wiener-Prozess ist ein Beispiel fiir einen Lévy-Prozess (da er (i) und (7i7) erfiillt).
Konstruiert werden kann ein Wiener-Prozess als Grenzwert einer Folge von skalierten

zentrierten Irrfahrten.

Idee: Sei (Yj)ren eine Folge von identisch verteilten, unabhingigen Zufallsvariablen mit

P(Vi=1)= 5 =P(Yi=-1)

Definiere W () (

AR

)= 2= XY

T+ 3

4 3=
1+ sl
+ 30

—
+ s

Setze W (t) := ¥t _, V).
Durch  lineare  Inter-
polation  erhdlt  man
(WO (E))1no.

Erhéhe dann die Frequenz
um den Faktor n und stau-
che die Hohe um +/n (da
die Varianz auf n steigt).

Durch lineare Interpolation erhélt man (W (¢)),,,. Durch W wird eine Folge von
stochastischen Prozessen mit stetigen Pfaden konstruiert, die gegen einen Grenzprozess

(W (%)), konvergiert.

W hat die definierenden Eigenschaften eines Wiener-Prozesses. (Prézisiert wird dies

durch das Donskersche Invarianztheorem, vgl. WT II).

Bemerkung 1.4. Sei W ein Wiener-Prozess bzgl (Fi),,. Dann gilt:

(i) (Wi)s ist ein (Fi),so-Martingal,

(i) (WE—=1),0 ist ein (F)o-Martingal,

(iii) (exp(IW, = 30%1)),., ist ein (F;),s0-Martingal fiir 0 € R

Beweis. (i) Wy ist N(0,t) verteilt = E[W,| < oo.

E(Wt|Fs) = E(Ws + Wt - Ws|fs)



= E(W|Fs) + E(W, - W[ Fs)
=W+ E(W, - W)

=W, +E(W,_,)

- W,

(it) + (4i7) analog. O

Bei Martingalen interessiert man sich fiir das Verhalten im Unendlichen.
Eine erste Antwort liefert der Martingalkonvergenzsatz

Satz 1.5 (Martingalkonvergenzsatz). Sei (X;),,, ein rechtsseitig stetiges Submartingal
mit sup,so EX; < co. Dann existiert eine Foo-messbare Abbildung X. mit

X, — Xo  P-fs

und
E| X ol < 00

Beweis. Riickfithrung auf den zeitdiskreten Fall. Wichtig ist, dass man auf die rechts-
seitige Stetigkeit der Pfade nicht verzichten kann.
Vgl. Revuz, Yor: Continuous Martingales and Brownian Motion O]

Bemerkung. -Jedes rechtsseitig stetige positive Martingal konvergiert P-f.s.
= exp(UW, — 19%t) konvergiert P-f.s.:

Da % 220 qilt:
1 1 00
W= Pt =t (ﬁ? - 5192) C% 0o falls 9%0

- Die Prozesse
- (Wit = W) fiir alle s >0,
- (_Wt)tzo und

- (CWc%>t20 fiir alle ¢ >0

sind Wiener-Prozesse.
-Der Wiener-Prozess selber ist nicht konvergent, d.h.

P(sup Wy = +00) = 1 = P(inf W, = —00)

Beweis. Zeige zuerst, dass M := sup W; die gleiche Verteilung hat wie ¢M, fiir alle ¢ > 0.
20

Da sowohl (W;),,, also auch (CW%) Wiener-Prozesse sind, gilt

c2 /120

1
M =sup W, =SupW% = —supcW

_t
>0 >0 C c2



Also
cM =sup cI/VL2 ~ M

t>0 ¢

Sei nun a :=P(M =0) und sei F' die Verteilungsfunktion von M, d.h.
F(t)=P(M <t)

Zeige, dass F' konstant ist.
Betrachte dazu
a=P(M=0)=P(M<0)=F(0)

und

F(t)-F(0)=P(0< M <t)=P(0<cMleqct)
=P(0<M<t)
= F(ct) - F(0)

wobei wir hier die gleiche Verteilung von M und c¢M genutzt haben. Also ist
F(t)=F(ct) firalle0<ceR

Da auch t > 0, ist F' konstant auf ganz (0, c0). Wegen der rechtsseitigen Stetigkeit der
Verteilungsfunktion gilt

F(t)=F(t+)=F(0)=a firallet>0
Hieraus folgt:

P(M <o) = im P(M < 1) =lim F(t) = a = P(M =0)

und
P(M=00)=1-a

Es bleibt zu zeigen, dass a = 0. Denn dann ist P(M = o0) = 1.

]P)(M = 0) < ]P)(Wl < O, Wt - W1 < —W1 fir alle ¢ > O)
= ]P)(Wl < O, Sup(WHt - Wl) < —Wl)
t>0

=E [P(Wl < 6, sup(Wie = Wh) < —W1|W1)]
20

=E |:]1W1£0 P(stu(l]o(WHt - Wl) < —W1|W1)]

0 ~M
- fIP(Mg ) dP" ()
e T——m———
~P(M=0)



= P(M = 0)P(W; <0)

NI

Da P ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, muss 0 = P(M =0) = a sein.
Das bedeutet, dass P(M = o) =1 ist. Da (-W};),,, ein Wiener-Prozess ist, gilt

IP(1tr>1£ Wi =-00) =P(-sup-W, = —o0)

t>0

=P(sup-W; =o00) =1

t>0

Statt P-f.s.-Konvergenz, kann man sich fragen , wann L;-Konvergenz vorliegt.

t—o0

Wann gilt E|X; - Xo| — 07
Dafiir ist es sinnvoll, den Begriff der gleichgradig Integrierbarkeit einzufiihren:

Definition 1.6. Sei I eine Indexmenge, etwa I = [0, 00). Eine Familie von reellwertigen
Zufallsvariablen (X;)er heifst gleichgradig integrierbar, wenn gilt

a— o0

SupE|Xt|]l{|Xt|>a} — 0
tel

Héaufig niitzlich ist die folgende Charakterisierung:

Satz 1.7. Sei (X)) eine Familie reeller Zufallsvariablen. Dann sind dquivalent:
(1) (X¢)ies ist gleichgradig integrierbar.

(i1)  a) sup,; E|Xy| < oo (Ly-Beschrinktheit)
b) Ve>035>0:YVAe F:P(A) <= sup, E[X)|1a<e

(iii) Es existiert eine nicht negative, monoton wachsende konvexe Funktion G :

lim Glz) = +o0o und sup EG(|X¢|) < oo
tel

r—>00 x
(iv) Es existiert eine nicht negative, messbare Funktion G : [0, 00) — [0, 00) mit

lim Glz) = +o00 und sup EG(|Xy|) < oo
el

Tr—>00 €T t

Beweis. vgl. Skript Alsmeyer m

Bemerkung. a) Jede endliche Familie von integrierbaren Zufallsvariablen ist gleich-
gradig integrierbar.



b) Sind (Xi)wer und (Xi)ies gleichgradig integrierbar, so auch (Xi)ieroJ-

¢) Eristiert eine integrierbare Zufallsvariable Y mit |X;| <Y fiir alle t € I, so ist
(X¢)ter gleichgradig integrierbar.

d) Aus sup,; E|X,| < oo folgt im Allgemeinen nicht gleichgradige Integrierbarkeit.
e) Ist sup, E|XyP < oo fiir ein p> 1, ist ist (X;)ier gleichgradig integrierbar.
Wichtiges Beispiel:

Beispiel 1.8. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und I eine Menge von Unter-
o-Algebren von F. Dann ist die Familie (E(Y'|G))ger gleichgradig integrierbar, sofern’Y
integrierbar ist.

Beweis. Ein einfacher Beweis nutzt die Jensensche Ungleichung fiir bedingte Erwar-
tungswerte, die besagt:

Ist G: R — R konvex, so gilt E(G(X)|F) > G(E(X|F)).

Y ist gleichgradig integrierbar. Es existiert also eine monoton wachsende konvexe Funk-
tion G mit £ 5 60 und EG(]Y]) < 0.

X
Jensen liefert:

G(E(Y19)]) <E(G([Y))IG)
Also

EG(E(YI9)]) < EE(G([Y])9)
=EG(]Y]) < o0

= supg.; EG(JE(Y|G)]) < 00 O

Das Beispiel liefert, dass fiir Y € Li(Q2, F,P) durch (E(Y|F;)),,, ein gleichgradig inte-
grierbares Martingal definiert wird.

Beweis. Die gleichgradige Integrierbarkeit folgt aus dem Beispiel. Fiir die Martingalei-
genschaft gilt fiir alle 0 < s <¢:

E(E(Y[F)|Fs) = E(Y|F)
mit Hilfe der Turmeigenschaft des bedingten Erwartungswertes. O

Mittels gleichgradiger Integrierbarkeit kann auf L-Konvergenz geschlossen werden.

Satz 1.9. Sei (X;),,, ein stochastischer Prozess mit E|Xy| < oo fiir alle t > 0 und sei
X eine weitere Zufallsvariable.
Es gelte:

a) (X)) ist gleichgradig integrierbar,

b) Xy — X in Wahrscheinlichkeit, das heifst,

P(|X; - Xoo| > €) 230



Dann ist X; auch konvergent in L, gegen X, d.h.

lim E|X, - Xoo| = 0

Beweis. Beh: X, € Ly, d.h. E|X | < o0
Wegen (b) existiert eine Folge (¢, )ney mit ¢, > oo und X; — X, P-f.s.
Lemma von Fatou liefert

E|Xw| = Eliminf|X;, | < liminf E|X} |

<sup E| Xy, |
neN

<supE|X;| < o0
>0 a)

Zeige jetzt die Li-Konvergenz.
Sei € > 0.
Wegen der gleichgradigen Integrierbarkeit existiert ein ¢ > 0 mit

P(A) <d = E|X14< % fir alle t >0

und

P(A) <6 = E|Xo|l4 < %

Weiter existiert ein T' > 0 mit

P(|X, - Xoo| > g) <6 fiir alle t > T.

Fiir alle ¢t > T gilt also

E|Xt - Xoo| = ]E|Xt - Xw|]l{\thXoo|s§} + E|Xt - Xoo|]l{\Xt—Xw|>§}
€ €
< §P(|Xt - Xoo| < g) +]E|Xt|]l{|Xt—Xoo\>§} +E|Xoo|]l{|Xt—X°o|>§}
€

S3§=€

Eine L, Formulierung von Satz 1.9 liefert:

Satz 1.10. Sei p > 1 und (X¢),,, ein stochastischer Prozess mit E|X,[P < oo fiir alle
t>0. Sei ferner X, eine weitere Zufallsvariable.
Es gelte:

a) (| XiP),s ist gleichgradig integrierbar,
b) Xy — X in Wahrscheinlichkeit



Dann ist X, auch konvergent in L, gegen X, d.h.
tlim E|X;-XP=0
Beweis.
ElX: - Xolf — 0= |X; - Xooff — 0 in L,

Weiter ist | X; — Xo[P —> 0 in Wahrscheinlichkeit.
Verbleibt zu zeigen: (|X; — X« |P),,, ist gleichgradig integrierbar.
Wie in Satz 1.9 folgt mit Fatou

E|X P < .
Wegen | X;— X [P < 2P71(| Xy|P+| X o [P) folgt die behauptete gleichgradige Integrierbarkeit,
da (| X¢P),s0 U {| Xw[P} gleichgradig integrierbar ist. O

Die gleichgradig integrierbaren Martingale kann man mit L;(€2, Fo..,P) identifizieren.

Satz 1.11 (Isometrie I). Sei (F;),,, eine Filtration und M die Menge der gleichgradig
integrierbaren (F;),.o-Martingale.
Dann st

J: M — L[1(Q, Fo,P)
X Xy i= tlith

ein Vektorraumisomorphismus mit Umkehrabbildung

I: Ll(Q,fw,P)%m
Yoo (E(Y[F)) 0

Beweis. 1. Schritt: (o J)(X) =X

Die Wohldefiniertheit von I und J folgen aus dem Martingalkonvergenzsatz und Bei-
spiel 1.8.

Sei X € 9.

Dann existiert genau ein X, € L1 mit X; — X, P-fast sicher wegen des Martingalkon-
vergenzsatzes.

Da (X}),,, gleichgradig integrierbar ist, gilt X; — X in L;.

Dies impliziert X; = E(X|F;) P-f.s. fiir alle ¢ > 0, denn:

Fiir beliebiges t > 0 gilt

P(|X; = E(Xeo| 7o) > 0) = P(E(X7|F2) - E(Xo|F)| > 0)
=P(E(X7 - Xoo|Ft)| > 6)

Markov- 1
< =EE(Xr-X
" BE(Xr - Xal[ )

1
< 5EE(|XT - Xol|F)

10



T—o0

1
= SE|XT —Xoo| — 0.

2. Schritt: Zur Surjektivitdt von J.
Fir Y e Li1(Q, Foo,P) ist (E(Y|F)),s ein gleichgradig integrierbares Martingal.
Nach dem Martingalkonvergenzsatz existiert ein X, € L1(€), Foo, P) mit

X =E(Y|FR) — X P-fast sicher
Mit dem 1. Schritt folgt
E(Y|F) = X; =E(Ya|F)  fiiralle £ >0

zu zeigen: Y = X, P-fis., denn dann ist J(X) =Y.

Zeige hierzu: EY14 = EX 14 fiir alle A € F,,, denn dann ist Y = E(Y|F) = Xo P-fast
sicher.

Fir A e F; gilt:

EY14=E(Y|F)1s=EX14=EE(Xo|F)ls=EXoly

U0 Fi bildet ein n-stabiles Erzeugendensystem fiir F..
Da {AeFo:EY14 =EX,14} ein Dynkinsystem ist, folgt die Behauptung. O

Zu bemerken ist, dass die Aussage und der Beweis an einer kleinen Stelle etwas ungenau
ist. Die Frage ist, was genau der Vektorraum der gleichgradig integrierbaren Martingale
ist, denn diese sind ja nicht eindeutig bestimmt. Wichtig ist, wie spédter noch bemerkt
wird, dass es zu einem Martingal X eine Modifikation mit cadlag Pfaden gibt, die bis
auf Nichtunterscheidbarkeit eindeutig bestimmt ist. Aus der Aquivalenzklasse der Mo-
difikationen von X wird deshalb als Représentant die bis auf Nichtunterscheidbarkeit
eindeutige Version mit cadlag Pfaden gewihlt. Deshalb kann man annehmen, dass jedes
Martingal X cadlag Pfade hat.

Ziel: Zusammenhang zu Gliicksspielen.

Stoppzeiten

Definition 1.12. Sei (F),,, eine Filtration. Eine Stoppzeit T ist eine Abbildung
7:Q—[0,00) U {+00}

mat
{r<t}eF fir alle t >0

Die Entscheidung vor ¢ zu stoppen, héngt nur von der Information bis ¢ ab.
Durch
Fri={AeFo:An{r <t} eF firallet >0}

wird die o-Algebra der durch 7-beobachtbaren Ereignissen definiert. Eine Definition der
Form

Fr={AeF:An{r <t} eF fir alle t >0}
liefert das Gleiche.

11



Bemerkung. Fir o,7 Stoppzeiten gilt:
(i) o AT(=min(o,7)),0 Vv 7(=max(o,7)),0 + 7 sind Stoppzeiten
(i1) Gilt o <1, soist Fy € F;.
(iii) Ist X ein cadlag-Prozess, 5o ist X:1(;<ey Fr—messbar.
(iv) Es gilt: Frro = Fr 0 Fy.
(v) Ist (Tn)nen eine Folge von Stoppzeiten, so ist

sup 7,
eine (Fi),so Stoppzeit und

inf 7,
eine (Fiv) o Stoppzeil.

(vi) Bine Zufallsvariable X ist F; messbar genau dann, wenn X1y messbar ist
beziiglich F; fiir alle t > 0.

Dies wird spéter noch im Zusammenhang mit progressiv messbaren Prozessen genauer
beleuchtet.

Optional Sampling

Satz 1.13 (Optional Sampling I). Sei X ein (F),,o-Martingal mit cadlag Pfaden und
T eine beschrinkte Stoppzeit, d.h. es existiert einT' >0 mit 7 <T P-f.s.
Dann gilt:

(i) B(Xr|F;) = X, P-fs.
(ii) EX, = EX,

Bemerkung. Dieser Satz gilt auch fiir Submartingale:
Ist (X¢)o ein cadlag Submartingal beziglich einer Filtration (F;),,, und ist T eine,
durch T > 0 beschrdinkte, Stoppzeit, so gilt:

(1) E(X7|F;) > X,
(i) EX7 > EX,

Beweis von Satz 1.13. (i) 1. Schritt:
7 habe nur endlich viele Werte

12



Fir AeF. und ke{l,....N}
An{r =t} = (An{r <ty ))\(An {7 <ty1}) € F,

E.'Ftk Eftk—l
Dann ist
f X, dP = f X, dP = f XpdP
Aﬂ{‘l‘ tk} Aﬁ{‘l‘ tk} Aﬂ{T tk}

étk

Also fiir alle A € F,:

RS f X.dP- 3 [ Xrap- f XpdP
A kl k=1

An{T=t}} An{r=ty}

= E(X7|F,) = X,
2. Schritt: Approximiere 7 durch (7,)pey mit 71 > 75 > ... | 7 und 7, habe endlich viele
Werte. Das geschieht durch:

T
\ 1 1 T |
T S T [ T T T * T T |
Wiéhle hierzu eine geschachtelte Folge von Zerlegungen
0t <tV <<ty =T

mit [(n) die maximale Anzahl der Zerlegungspunkte und mit max; tz(fl) - tz(n) ==o.

Definiere
To(w) = inf{t(n) : tgn) >7(w)}

Dann ist 71 > 75 > ... lim,, 0 7, (w) = 7(w).
Wegen Schritt 1 gllt dann

X, = E(X7|F.,) fir alle n e N

= (X, )nen ist gleichgradig integrierbar.
Zusétzlich ist

n—00

X, — X, P-fast sicher (cadlag-Pfade)

Also X,, 5 X, in L;.
Fir A e F, gilt deshalb:

n—oo

EXrly=EX, 14 — EX; 14

Also ist EX71 4 =EX, 14 fiir alle A € F,.
= X, = E(X7|F;).
(i1) folgt aus (i) durch

EX, = EE(X7|F) = EX7 = EE(X7|F,) = EX,
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Beschrankte Stoppzeiten kann man als Strategien interpretieren, die ein Spieler fiir einen
Auszahlungsprozess X realisieren kann. Liegt ein Martingal vor, kann ein Spieler sich
im Mittel nicht durch eine Strategie verbessern. Insofern ist das Martingal ein faires
Gliicksspiel. Umgekehrt ist in diesem Sinne auch der Auszahlungsprozess eines fairen
Gliicksspieles ein Martingal.

Charakterisierung eines Martingals

Satz 1.14. Sei X ein (F),,, adaptierter Prozess mit cadlag Pfaden und E|Xy| < oo fiir
alle t > 0.
Dann sind dquivalent:

(i) X ist ein Martingal
(i1) Fir jede beschrinkte Stoppzeit T gilt
EX, =EX,

Beweis. “=" siehe Satz 1.13

“<” Zeige E(X|Fs) = X, fur alle 0 < s < ¢.
zu zeigen: EX; 1,4 = EX, 1 4 fiir alle A € F,.
Zu A e F, definiere eine Stoppzeit 7 durch

s fallsweA
T(w) :=
t fallswé¢ A

Dann gilt:
]EXt]lA = EXt - EXt]lAC
=EX, -EX.1,¢
=EX;, - (EX, -E. 1,4)
D REX, - EX, +EX. 14

[ —
=0

=EX14

Beachte: (i7) liefert fiir 7 = ¢:
EX;=EX, =EX,

]

Die Aussage kann verbessert werden, wenn man gleichgradig integrierbare Martingale
betrachtet, denn dann kann auf die Beschrianktheit der Stoppzeit verzichtet werden.
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Satz 1.15 (Optional Sampling II). Sei X ein (F;),, adaptiertes gleichgradig integrier-
bares Martingal mit cadlag Pfaden.
Dann gilt:

(i) Es ezistiert eine Foo-messbare Abbildung X, mit
E(Xwl|Fr) = X- P-fast sicher

fiir jede Stoppzeit T.

(i) EX, =EX, fir jede Stoppzeit T.

Bemerkung. Auch dieser Satz gilt fiir Submartingale:
Sei (X),s €in gleichgradig integrierbares Submartingal beziiglich einer Filtration (Fy),s,
mit cadlag Pfaden, so gilt:

(i) Es existiert eine Fo—messbare Abbildung X mit
E(Xw|F;) > X, P-fast sicher
fiir jede Stoppzeit T.
(i) EX, <EX, fir jede Stoppzeit T.
Beweis von Satz 1.15. (i) Wegen Satz 1.11 existiert ein X, € Ly mit
X = E(Xo|F) fiir alle ¢ > 0.

Sei 7 eine beliebige Stoppzeit.
Fiir A € F, gilt:
AO{TST}EmefT:fT/\T

T AT ist eine beschrinkte Stoppzeit. Also gilt:

X, dP = f X, dP
An{r<T} An{r<T}

—

e‘7:7/\T

_ f E(X7|Fpr)dP
An{7r<T}

_ f XrdP
An{7T<T}

_ f X._dP
An{r<T}

Weiter gilt:
E(Xoo|Frar) = Xonr fiir alle T'> 0
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denn

IE'(AX7<>o|~¢.7'/\T) = ]E(]E(Xoo|fT)|f‘r/\T)
= E(X7|Frar)
= XT/\T

Dies liefert die gleichgradige Integrierbarkeit von (X, a7)rs0-
Zusammen mit der punktweisen Konvergenz gegen X, folgt die Integrierbarkeit von X
und die L;-Konvergenz von

T—oo

XT/\T — X’T

Somit folgt mit der majorisierten Konvergenz

X, dP = Tlim X, dP
An{r<oo} _)ooAm{TsT}
= lim X dP
T—oo
An{r<T}
= X dP
An{r<oo}
Zusammen mit
f X.dP - f XoodP
An{r=00} An{r=00}

folgt
f X, dP = [ X.dP  fiiralle Ae T,
A A

(i1)
EX, = EE(X|F,) = EX,, = EX,

Man erhélt folgende Charakterisierung:

Satz 1.16. Sei (X;),,, ein bzgl (F),, adaptierter Prozess mit cadlag Pfaden und sei
Xoo €ine Foo-messbare Zufallsvariable.
Genau dann ist (X;),,, ein gleichgradig integrierbares Martingal mit

tlim X = X,
wenn fir jede Stoppzeit T X, integrierbar ist und

EX, = EX,
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erfillt.

Beweis. “=" siehe Satz 1.14
“<" Zeige: X; = E(Xo|Fy) fiir alle ¢ > 0.
Fiir 7 =t ist X; = X, integrierbar und

EX, =EX, =EX,
Fiir 7 = o0 ist X, = X, integrierbar und

EX. =EX, =EX,
Definiere fiir A € F; eine Stoppzeit 7 durch

t fallsweA
T(w) =
oo fallsw¢ A

Dann gilt
EXo =EXg=EX, =EX;14+EX,1 ¢

Also folgt
EXol4=EX,14

Man kann dies auf gestoppte Prozesse anwenden.

Satz 1.17. Sei X ein (F;),yo-Martingal mit cadlag Pfaden und 7 eine Stoppzeit.
Dann ist der durch T gestoppte Prozess X7, definiert durch

X{ = Xinr = Xel ey + Xolgiory
ein (F)so-Martingal.

Beweis. X7 ist ein Prozess mit cadlag Pfaden und adaptiert bzgl (F;),., da Frar € Fi.
Fiir jede beschriankte Stoppzeit o gilt:

EX] =EX;\, =EXy =EX]

Wichtige Beispiele von Stoppzeiten sind Ersteintrittszeiten.

Beispiel 1.18. Sei (X}),,, ein adaptierter Prozess bzgl einer Filtration (F;),,- Fir eine
Borelmenge B st
7p:=1inf{t >0: X, € B}
die Ersteintrittszeit in B.
Behauptung: Hat X stetige Pfade und ist B abgeschlossen, so ist Tg eine Stoppzeit bzgl.

(F)is0-
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Beweis. Definiere offene Mengen
1
B,:={xeR:d(z,B) < —} fiir alle n e N
n

Erreicht X die Menge B vor t, so erreicht X auch jedes B,, vor t. Wegen der Stetigkeit
der Pfade tritt X vor ¢ in B,, auch zu einem rationalen Zeitpunkt ein.
Genauer:

{re<t}={Xee Byu [\ U{X,e B} e i
neN geQ
q<t

So haben wir nur noch abzahlbare Vereinigungen und Durchschnitte, konnen damit also

die Messbarkeit folgern.

“c” klar, wegen Offenheit der B,, und Stetigkeit der Pfade

“" {XyeB}c{rp <t}

Ist w e Npey Ugea{ Xy € Bn} = 3(¢n)n € Qn[0,t) mit X, € B,. O
g<t

Ist B offen, so ist 75 im Allgemeinen keine Stoppzeit.
Die Information muss infinitesimal vergréfert werden. Setze dazu

Fiv = mft+e

e>0

Behauptung: Hat X rechtsseitig stetige Pfade, so ist 75 eine (Fi,),,,-Stoppzeit fiir jedes
offene B.

Beweis. Es gilt:

7p ist eine (F. ), -Stoppzeit
= {TBSt}EFt+ furalletZO
< {1p<t}eF fiir alle t >0

Es gilt
{rp<t}=J{X,eB}eF

qeQ
q<t

Anwendungen von Optional Sampling

Beispiel 1.19. Sei (W}),,, ein Wiener-Prozess beziglich einer Filtration (F}),,,. Dann |2.11.15
erreicht der Wiener-Prozess mit Wahrscheinlichkeit 1 jedes a € R.
Genauer: Sei a € R und

T, =inf{t >0: W, =a} inf @ = oo.

Dann ist
P(r,<o0) =1
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Beweis. OEdA ist a >0, da (-W};),,, auch ein Wiener-Prozess ist.
Fiir A > 0 betrachte das Martingal

1
Mk(t) = GXp()\Wt - 5)\2t) t>0.
Dann gilt:

0< My(taT,) <er t>0

= (M;“(t))bo ist ein beschrinktes Martingal und damit gleichgradig integrierbar.
Also konvergiert M (t) fiir ¢ - oo gegen

1
exp(Aa - 5)\2%)]1{7@@0},

da auf {7, = co}
t—o0

Mie(t) = My(t) — 0.
Es gilt mit Optional Sampling
1=EM{*(0) =EM{*(c0) = Eexp(Aa - %)\2Ta)]1{7a<oo} = e)‘“Ee‘%’\gTa]l{Ta@o}
Also folgt
Ee‘%AQTa]I{Ta@o} =N fiir alle A >0
Monotone Konvergenz liefert
Ao _ 1

. _l)\QTa BT _
P(7, < ) = gl_r)%Ee 2T ] coo) = Lli%e

Eigentlich ist die Laplacetransformierte von 7, bestimmt worden:

L.: [0,00) — [0,00)

v Ke e
Es gilt:
L, (v)=Ee’™ = Ve
1/:%)\2
@\/5:)\
Die Laplacetransformierte bestimmt die Verteilung von 7,. Man erhélt, dass 7, die Dichte
1 1a?
9a(t) = exp(—5— )1 (0,000 (¢
) Vo (=5 7)) (1)
hat, denn
Ee™7 = f e g, (t)dt = eV fir alle v > 0
0
Es gilt:

Er, = f tga(t)dt = oo
0

Das bedeutet, dass man im Mittel unendlich lange braucht, um ein beliebiges a € R zu
erreichen. Und doch erreicht man jedes a € R. O]
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Weitere Anwendungen von Optional Sampling

Beispiel 1.20. Sei W ein Wiener-Prozess beziglich einer Filtration (F;),., und definiere
T durch

7:=inf{t >0: W, = -a oder W, = b}

fiir a,b> 0.
Dann ist P(1 < 00) =1 und W7 ein beschrinktes Martingal, was die gleichgradige Inte-
grierbarkeit impliziert. Deshalb gilt:

0=EW] = EWZ, = EW, = —aP(W, = —a) + bP(W, = b)

Zusammen mit
P(W,=-a)+P(W,=0)=1

folgt
b a
p—s und P(W, =b) = p—

Weiter ist (W§ —t),,, ein Martingal. Mit Optional Sampling folgt

P(W, =-a) =

E(W2,-7AT)=0<EW?,=ErAT
Wegen monotoner Konvergenz gilt
E(rAT)tE(7)
(W2 .,) 10 B8t €in beschrinkter Prozess, also folgt mit majorisierter Konvergenz:
EW? = YLI_ILIO E(W?2 ;) = YLI_I)IOIO E(rAT)=Er
Andererseits gilt aber auch

EW? = a?P(W, = —a) +b* P(W, = b) = ab

a+b a+b

Also gilt
E7=ab

Beispiel. Definiere, fiir (W;),,, ein Wiener-Prozess, die Stoppzeit T durch
7=1inf{t > 0: W, = -b oder W, = b}

Definiere
M, =W} —6tW2+ 3t fiir alle (>0),,

Dann ist (My),,, ein Martingal (iiberpriifen durch Nachrechnen) und es gilt

0=EM,.\, =E(W2,-6(r At)W2,+3(1 At)?)
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Wegen monotoner Konvergenz konvergiert
E(r At)* 1 Er?

und es qilt
(T At)W?2, < Tb?

Da 1 integrierbar ist, liefert die majorisierte Konvergenz:
E((7 A)W2,) — E(rW2) = PE(7) = b!

(W) so ist beschrinkt, also liefert majorisierte Konvergenz:

bt =W =lim EW?,

t—o0

Insgesamt ergibt das

3E(7?) = 6b* - b* = 5b*
Wegen E(7) = b% ist also

2
Var(r) = §b4

Ziel: Einfithrung der H,-Raume.
Hierzu dienen die Doob’schen Maximalungleichungen:

Satz 1.21. Sei E eine konveze Teilmenge von R
(i) Ist X ein Martingal mit Werten in E und ist
f+E—R
konvex, so dass E|f(X;)| < oo fiir alle t >0, so ist (f(X:)),so €in Submartingal.
(i1) Ist X ein Submartingal in E und
f:E—R

konvex und monoton wachsend mit E|f(X;)| < oo fiir alle t >0, so ist (f(X:))s0
ein Submartingal.

Beweis. Dies folgt aus der Jensenschen Ungleichung fiir bedingte Erwartungswerte:
(1) E(f(Xt)|Fs)Zf(E(Xt|fs)) :f(Xs) ﬁiI’OSSSt
(11) E(f(Xt)|fs) 2 f(E(thfs)) 2 f(Xs) fir 0<s <t

Anwendung findet dies in
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(i) X Martingal = |X| Submartingal
(i) X Martingal und E|X,|P < oo fiir alle ¢ > 0 = (| X¢[P),,, Submartingal
(iii) X Martingal = X* Submartingal

Die Martingaleigenschaft kann von (F;),,, auf (F.),,, ausgeweitet werden.
(Erinnerung: Fpy := N Frie)
>0

Satz 1.22. Sei (X),,, ein rechtsseitig stetiges Martingal beziglich einer Filtration
(F)s0- Dann ist X auch ein Martingal beziglich (Fi) -

Beweis. Seit >0 fest gewéhlt und T' > ¢, sowie (,, )neny mit ¢, | t. Wegen der rechtsseitigen
Stetigkeit konvergiert X; — X;. Da X; = E(Xr|F,) fiir alle n € N, ist (X}, )nen
gleichgradig integrierbar.
Aus der punktweisen Konvergenz und der gleichgradigen Integrierbarkeit folgt die Kon-
vergenz von X; —> X;in L;.
Damit folgt fiir alle A € F;,

EXi1l4=EXr14

denn

n—oo

EXT]IA = ]Eth]lA — EXt]lA
Beachte

n—o00

|Eth]lA —]EXt]].A| < E|th - Xt|]]-A < E|th - Xt| I 0
]

Satz 1.23 (Doob’sche Maximalungleichungen). Sei (X3),,, ein rechtsseitig stetiges
Martingal oder ein positives Submartingal beziiglich einer Filtration (F;),y,. Dann gilt
fiir X7, := supgger | Xl

(i) WP(X7 2 A) <E[X7|PLixssny <E|[X7P fir alle p>1
(11) AWP(XZ > N) <supgoE|XiP fir alle p> 1
(i) || X7llp <

(w) [ XZllp <

SUPg<rer || Xtllp fiir alle p>1

D
p-1
57 Supys || Xellp fiir alle p>1

Bemerkung. Die Aussagen (iii) und (iv) bezeichnet man auch als Doob’sche
L,—Ungleichung. Diese sind dquivalent mat

p
E|X7[P < (L) sup E|X,P  fir allep>1,0<T < oo
p_

0<t<T
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Beweis. (i) Seip>1,T>0. O.E.d.A. ist E|X;P < co fiir alle £ > 0. Dann ist (]X;[?),,, ein
Submartingal und wegen der Version fiir Submartingale des Optional Sampling Satzes
1.13 gilt

E| X, |7 < E| X

fiir jede durch T beschrinkte Stoppzeit 7.
Betrachte fiir A > 0 die Stoppzeit

T=inf{t >0:|X;| > A}
Dann gilt:

E|X7[P1rery = B X7[P - E[XpPLir0ry
> E| X ar? = E| X711y
= E|X "1 ey
> NWP(r<T)
= WP(X5 > \)

(i)
P(X% > \) = P(sup | Xy > \)
t>0

<P(7 < o0)

= Thglo P(r<T)
@ .. 1

< lim EE|XT|p

T—o0

1
= —supE|X,]P
AP tz(? | t|

(7i7) erhélt man aus (¢) und der Holderungleichung: 4.11.15

11
XeLy,XeLy,~+-=1=EXY|<|I XY,
P q

Fiir jedes K > 0 gilt:

XTAK

E(X:AK) =E f oy ldy
0
K

=E / Py ixs s dy
0
K

e f Py P(X7 > y)dy
0
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7) mit
e fp?/p 2E|XT|]1{X*>y}dy
Fubini _
= Efpy” X7 x5y dy
0

K
:E|XT|pfyp_2]l{X}2y}dy
0
X}/\K

= pE|X7| f yP2dy
0

p x -
= Bl (Xg A K

Holder

£ L (B ) (B 1K)
1 1 1 1 -1
—+—:1<:>—:1——:p—<:>q:L
P q q P P p-1

1 . p-1
= L (B (B A )

Also

(B2 K < (L5 ) B EOG A )

Und somit
E(X: A K)? < ( ) B X |7
p —

Damit folgt:
E(X;)? = lim B(X 7 K) < ( ) E|X 1P
pb-

(iv) X7 konvergiert monoton gegen Xz,. Also gilt:

E(XL)P ™2 lim E(X2)P <
p-

Konv T—o0

hm E(X7)P = b sup E|X|?
1 p—1 0

Usual conditions

Sei (Ft),50 eine Filtration.

Definition 1.24. (F;),,, erfillt die usual conditions, falls gilt:

(i) (Ft)sq ist rechisseitig stetig, d.h. F; = Fy. fiir alle t >0,
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(i1) Fo enthdlt alle vernachlissigbaren Mengen.

Vorteile:
1. Modifikationen von adaptierten Prozessen sind wieder adaptiert,
2. Eintrittszeiten in Borelsche Mengen sind Stoppzeiten,
3. Martingale lassen eine Pfadregulierung zu.

Genauer: Erfillt (F;),,, die usual conditions, so gibt es zu jedem (F;),,,-Martingal X
eine Modifikation mit cadlag Pfaden. Diese cadlag Version ist bis aus Nichtunterscheid-
barkeit eindeutig bestimmt.

Deshalb kann bei Vorhandensein der usual conditions o.E.d.A. angenommen werden,
dass X cadlag Pfaden hat P-fast sicher.

Konstruktion einer Filtration, die die usual conditions erfiillt: Sei (ft(o))t . eine Filtra-
>

tion. Sei N die Menge der vernachlissigharen Mengen.
Definiere:

]—"t(l) = a(]—"t(o) uN) fiir alle t >0

Fél) enthélt alle vernachléssigbaren Mengen.
Setze
Fo=FD=NFY fiir alle t > 0

>0
Dann erfiillt (F;),,, die usual conditions per Konstruktion. Die so definierte Filtration

nennt man die Vervollstdndigung von (]—"t(o))t o
>

Bemerkung. Ist X ein Martingal bzgl (j:t(O))t o 50 1st X auch ein Martingal beziiglich

der vervollstindigten Filtration (F;),,, und es gibt eine Modifikation mit rechtsseitig
stetigen Pfaden.

Bemerkung. Ist W ein Wiener-Prozess bzgl (ft(o)) , so st W auch ein Wiener-

0
Prozess beziiglich der vervollstindigten Filtration (F),so-

Die Annahme, dass eine Filtration die usual conditions erfiillt, ist also keine wirklich
einschrankende Annahme.

H,-Raume

Definition 1.25. Fiir p>1 kann der Raum H, definiert werden durch

M, = {X : X ist ein cadlag Martingal bzgl (F;),,, mit supE[X;P < oo}
B >0
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(£ Menge der L,-beschrénkten Martingale)
Dabei ist (F;),,, eine Filtration, die die usual conditions erfiillt.
Jedes X € H,, ist in L,, beschrankt und damit gleichgradig integrierbar. Also ist

M, €M = {X : X gleichgradig integrierbares cadlag Martingal}

Auf H, kann man eine Norm definieren durch

[

1 P
IXlhe, = sup(EIXJ?)? = sup | Xill, = (supEIX;P)
>0 t>0 >0

Satz (Isometrie II). Durch

J: H,— L,(Q Fs,P)
X~ Xoo::tlith

wird eine Isometrie zwischen Banach-Rdumen definiert mit der Umkehrabbildung

I+ L(QFu,P)— H,
X o (E(Xoo| Ft) s

Dabei bedeutet Isometrie, dass gilt:
17Ol = [ Xoollp = | X I3, fiir alle X € H,

Beweis. Gezeigt worden ist in Satz 1.11, dass J und I zueinander inverse Isomorphismen
zwischen 91 und L; sind.
Zu zeigen verbleibt, dass die Teilrdume entsprechend abgebildet werden und die Isome-

trieeigenschaft erfiillt ist:
Behauptung: Ist X € H,, so ist J(X) = X € L, und

[1XT2, = [[7(CXOlp = [ Xeollp
Beweis. Nutze die Doob’sche Maximalungleichung:

[ Xoollp < IX ]l <

p p
Xill, = —2—|1X |3, < oo
1§121(1]>H tllp p—1” 3¢,

Weiter ist )
X%, = (sup | Xy[P)»
20

eine integrierbare Majorante von (|X¢[?),.,-
Also liefert die majorisierte Konvergenz:

E[Xof” = im E[X [P = sup E[X;[” = [ X[},
=0 t>0

= [ Xeollp = [[ X[l O
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Behauptung: Ist X € L, so ist [(Xs) € Hy.
Beweis. 1(Xow) = (E(Xo|F)),so Weiter ist
E(E(Xoo| F)I") < BE(|Xoo[P|F1) = E[Xoof” < 00

= [(X«) € H, 0
O

Insbesondere ist fiir p = 2 der Hy, Raum ein Hilbert-Raum, isometrisch isomorph zu

Ly(Q, Foo , P).

Definiere

Ho o= {X € Hy: X hat stetige Pfade}

Satz 1.26. Sei (F),,, eine Filtration, die die usual conditions erfillt. Dann ist Ha .
ein abgeschlossener Teilraum von Hs.

Beweis. Klar ist, dass Ha . ein Teilraum von Hs ist.
zur Abgeschlossenheit:
Sei (X(),ey eine Folge in Hy . mit Grenzwert X € Hy(, da Ho Hilbert-Raum).

n—o0 n—00

Das heiBt: [| X - X]j, = 0 also sup E(X™ - X)2 =5 0.
20
Doob’sche Ly-Ungleichung liefert:

E(sup [X™ - X[)? < 4supE[X™ - X|* =3 0
t>0 t>0

Also sup [X™ - X2 — 0'in L,.
0
Also existiert eine Teilfolge (ny)rey mit

sup|X™ - X2 — 0  P-fast sicher
20

Also auch

sup|X™) - X,| — 0  P-fast sicher
>0

Da Xt(n"') P-fast sicher stetige Pfade hat, hat X als gleichméafliger Limes auch stetige
Pfade. O

2 Das stochastische Integral
Ziel: Wir wollen eine sinnvolle Definition fiir
T
[ H(t)dS(1) = f H(t)dS(1)
0 (0,T]

geben, wobei H und S stochastische Prozesse sind.
Interpretation in der Finanzmathematik:
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(H(t))o<t<r = Handelsstrategie eines Handlers. Dabei entspricht H(¢) der Anzahl
an Aktien, die zum Zeitpunkt ¢ gehalten werden.

(S(t))oct<r = Preisentwicklung der Aktie, S(t) entspricht dem Preis der Aktie zum
Zeitpunkt t.

[ H(t)dS(t) = Gewinn, den ein Héndler durch die Strategie H iiber den Zeitraum
(0,T]
[0,T] erzielt.

Prézisieren kann man dies fiir elementare Strategieren.
Elementare Strategien

Definition 2.1. FEine elementare Strategie liegt dann vor, wenn nur zu endlich vielen

Zeitpunkten 0 < t1 < ... < t, =T eine Umschichtung in der Portfoliozusammensetzung
vorgenommen werden kann.

Das bedeutet, in t;_; wird das Portfolio zuféllig gemé&8 einer F;, -messbaren Zufallsva-
riable hj gebildet und bis ¢, gehalten. Formal bedeutet das:

T
H(t,w) = Z hk(w)]l(tk,l,tk](t) | % % % % |
k=1

Der Héndler erzielt in [0,7] einen Gewinn von

[ s - zh (S(t) - S(tr)) = émsak)

(0,7]

::Ag(tk)

Fragen:
- Wie kann man die elementaren Strategieren verallgemeinern?
- Welche Prozesse kann man integrieren?

1. Antwort: Hat S Pfade mit beschriankter Variation, so konnen progressiv messbare
Prozesse H integriert werden, deren Pfade Lebesgue-Stieltjes-integrierbar sind.
Zum Beispiel konnen adaptierte Prozesse mit stetigen Pfaden integriert werden.

2. Antwort: Die wichtigsten Preisprozesse in der Finanzmathematik haben keine Pfade
von beschrankter Variation. Deshalb ist eine Ausdehnung notwendig.

Progressiv messbare Prozesse

Definition 2.2. Bezeichne mit By, die Borelsche-o-Algebra auf [0,t] fiir alle t > 0.
Sei weiter eine Filtration (F;),, gegeben. Eine Abbildung

X:[0,00]xQ —R
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heifit progressiv messbar, falls fir jedes t >0
X:[0,t]xQ—R
messbar ist beziiglich By ® F;. Das heif$it, dass fiir alle B € B gilt:
{(s,w) €[0,t] xQ2: X (w) € B} € Boyy ® F

Bemerkung 2.3. Jeder adaptierte Prozess mit rechtsseitig stetigen Pfaden ist progressiv
messbar.

Beweis. Sei t > 0. Zerlege [0,t] in 0 = t(()n) < tin) <. < tz((ng) =t und setze

I(n)-1
X(n) = X n ]l n n
2 Kby i)
auf [0,¢] x  und
Xt(n) =Xy
Wegen der Adaptiertheit ist X (") messbar beziiglich Bjo,;1® F; und wegen der rechtsseiti-

gen Stetigkeit konvergiert X () gegen X auf [0,¢] x (2, was die Messbarkeit von Xl 1.
beziiglich By, ® F; impliziert. O]

Bemerkung 2.4. Ist X ein progressiv messbarer Prozess und T eine Stoppzeit, so ist
Xl ircoy eine Fr-messbare Abbildung.

Beweis. Es gilt:
X1 {;co0y ist Fr-messbar genau dann, wenn X, 1,y F-messbar ist, fiir alle £ > 0:
Fir B e B gilt:

S Ist 0¢ B, soist (X, 1pey) (B) = X21(B)n{r <t}
~Ist 0€ B, soist (X, 1pey) (B) = (X2U(B)n{r <t})u{r>t}

Sei X;1(;<e} Fr—messbar. Dann ist in beiden obigen Fillen (XT]I{TQ})_I (B) € F;. Also
ist X:1(;<y Fi—messbar fiir alle ¢ > 0.
Sei nun X1,y Fy—messbar fiir alle £ > 0. Dann ist

X(B)n {r<t) - {(Xﬂl{m})l (B) 0¢ B} or

. Also ist X, 1,., messbar beziiglich F,.
Sei nun ¢ > 0. Dann ist 7; := 7 At eine messbare Abbildung von (2, ;) — ([0,t] x Bo,),
denn

{n<st={r<seF,cF fir alle s <t

und
{r=ty={rat=t)={r2t}={r<t}eF
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Weiter ist w = (73(w),w) eine messbare Abbildung von (€2, F;) nach ([0, t]x€2, By ®F;).
Also ist
XT]I{Tst}(w) = X(Tt(w)vw)]l{Tét}(w)

als Hintereinanderausfithrung von messbaren Abbildungen wieder eine F;-messbare Ab-
bildung. O]

Bemerkung 2.5. Es seien alle Nullmengen schon in Fo enthalten, d. h. N ¢ Fy. Ist X
dann ein progressiv messbarer Prozess mit

t

f | Xs(w)|ds < o0 P-fast sicher fir alle t >0
0

so wird durch

t
Yt:szds £>0
0

ein adaptierter Prozess mit P-fast sicheren stetigen Pfaden definiert.

Beweis. Sei (T,,) Folge mit T} < Ty < ..., T,, 1 oo. Fiir jedes n € N ist
X:[0,T,]xQ—R

eine Bjo,r,] ® Fr, messbare Abbildung.

Es gibt eine Nullmenge Ny, mit

Tn
/ | X (w)|ds < o0 fir alle w ¢ N7,
0

Fiir w ¢ Nr, ist t — fot X,(w)ds wohldefiniert, stetig und Fr, -messbar in w.
Setze N = U,eny N1, Dann ist N vernachldssigbar und fiir alle w ¢ N ist

t

Yi(w) = sz(w)ds

0

wohldefiniert fiir alle ¢ > 0.
Weiter ist t — Y;(w) stetig und adaptiert, da X progressiv messbar ist. O
Previsible o-Algebra

Auf [0,00) x 2 soll die o-Algebra der previsiblen Mengen eingefiihrt werden.
Sei (Ft),50 eine Filtration, die die usual conditions erfiillt.

1. Schritt:

Das System der previsiblen Rechtecke ist definiert durch

Ri= {0V x Fy: Fye Fol U{(s,t] x Fy:5,t>0,F, € F,)
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R ist ein Halbring denn

i) @eR f %Rl & Ry

(ii) Ry, Ry €R = Ryn Ry eR (n-stabil) { —1
S1 S2 tl t2

(iii) Zu Ry,Ry € R gibt es disjunkte Mengen
Hy, ... H, ¢R mit
Rl\RQZUHi
i=1

2. Schritt:
Aus dem Halbring R gewinnt man einen Mengenring 2, in dem man das System der
endlichen Vereinigungen von Elementen aus R bildet:

A9l < Es gibt endlich viele Ry, ..., R, ¢ R mit A= U R,
=1

Bemerkung. Zu A €2 existieren paarweise disjunkte Ry, ..., R, € R mit A= U R;.
i=1

Bewezs.

A=RiU..UR,=RU(R\R1) U(R\(R1URy))U...u(R\(R1U...UR, 1))

3. Schritt: 11.11.15

Definition. Die von 2 erzeugte o-Algebra P := o(A) = 0(R) wird als o-Algebra der
previsiblen Mengen bezeichnet.

([0,00) x Q,P) ist ein messbarer Raum.

Definition 2.7. Ein stochastischer Prozess X wird als previsibel bezeichnet, wenn
X:[0,00) xQ2—R
messbar ist beziiglich P.

Bemerkung. Jeder previsible Prozess ist progressiv messbar.

Beweis. 1. Schritt: Zu zeigen:Jeder linksseitig stetiger, adaptierter Prozess ist progressiv
messbar.

Der Beweis geht analog zum Beweis von Bemerkung 2.3. Ersetze einfach das Intervall
[t 62 durch (£, 1;7)].

2. Schritt: Sei 2 die o-Algebra der progressiv messbaren Mengen. Das bedeutet, jeder
linkssetig stetiger, adaptierter Prozess ist messbar beziiglich 2.
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3. Schritt: Es ist bekannt, dass P die kleinste o—Algebra ist, beziiglich welcher alle
linksseitig stetigen, adaptierten Prozess messbar sind.

Also ist P2

4. Schritt: Also ist jeder previsible Prozess progressiv messbar. O]
Beispiele fiir previsible Prozesse

Beispiel 2.8. a) Ist Y eine Fy-messbare Abbildung, so ist Y 1,4 ein previsibler Prozess

Beweis. 1. Y > 0: Dann existiert eine Folge (Y (™)) von Zufallsvariablen der Form

N(n)
y(n) - Z O‘n,k]ank
k=1 ’
mit F, , € 5 und Yy 1y,
Dann ist
N(n)

X =YW= 3 anidsaxr,,
k=1
messbar beziiglich P.

Y= lim YT

ist messbar beziiglich P.
2.Y=Y+*-Y~:

Y]l(s,t] = Y+]l(syt] - Y_]l(s,t]
ist messbar beziiglich P. O

b) Ist ((Sn,tn])nen eine paarweise disjunkte Folge von Intervallen und (Y,) eine Folge
von Zufallsvariablen, sodass Y, messbar ist beziiglich Fs, fiir alle n e N, so ist

> Yal(s, ]

neN

messbar beziiglich P.
Dies erhdlt man aus

> Vol (s, = im 37 Vil (g, 0,
neN k=1

¢) Ist X ein stochastischer Prozess mit linksseitig stetigen Pfaden, so ist X previsibel.

Beweis. Durch linksseitige Approximation:
Betrachte eine geschachtelte Folge von Gittern

0=t <t <l <

mit
max tl(»n) - tz(fl) =0
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Definiere dann

x () (t) = Xo]l{g}(t) + Z Xt(n)]].(t(n) oy fir alle t >0
&t kobkel

Das ist eine Folge von previsiblen Prozessen, die punktweise gegen X konvergiert. Also
ist X previsibel. O

Bemerkung 2.9. Die previsible o-Algebra ist die kleinste o-Algebra beziiglich der alle
linksseitig stetigen adaptierten Prozesse messbar sind.

Beweis. Definiere L := Menge der linksseitig stetigen, adaptierten Prozesse.
Dann ist o (L) per Definitionem die kleinste o—Algebra, beziiglich der alle X € IL. messbar
sind, wenn

(i) o(L) eine o—Algebra ist und

(ii) Ist G eine weitere o—Algebra, so dass jedes X € L messbar ist beziiglich G, so
gilt o(L) € G.

Zu zeigen: P = o(L).
’2": Jedes X €L ist previsibel, also messbar beziiglich P. Also gilt mit (ii): o(IL) € P.
’c’: Es geniigt zu zeigen: R ¢ o(L).
Jede Indikatorfunktion 1z mit R € R ist linksseitig stetig und adaptiert, also messbar
beziiglich o(IL).
=Rco(lL)=Pco(lL) O

Die previsible o-Algebra kann auch durch Stoppzeiten beschrieben werden:
Fiir Stoppzeiten o < 7 ist das stochastische Intervall

(o,7] ={(t,w) €[0,00) x Q:0(w) <t <T(w)}
Bemerkung 2.10. Sei
E:={(o,7]: 0,7 Stoppzeiten mit o <7} U {{0} x Fy: Fy e Fo}
Dann gilt:
P=0(€)

Beweis. '2": {0} x Fy ist in P. Fiir Stoppzeiten o, 7 ist 1(,,) adaptiert und linksseitig
stetig, also previsibel, d.h. (o,7] € P.
’c’: Wir zeigen R ¢ &, woraus o(R) ¢ o (&) folgt.
Trivial: {0} x Fy. Also betrachte (s,t] x Fy mit 0 < s <t, Fy € F,
Idee: Finde o, 7 mit (s,t] x Fs = (o, 7].
s wek,
w¢F,
Dann sind o, 7 Stoppzeiten und es gilt:

(o,7] ={(u,w) : o(w) <u<T(w)} = (s,t] x Fy
Also ist Rc €. O

Definiere 7 =t und o(s) :=
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Anwendungsbeispiel:

(S(t)),5o Preisprozess einer Aktie und a < Sy < b mit a Einstiegskurs, b Verkaufskurs
und Sy Aktienanfangspreis.

Definiere die Stoppzeiten

o=mnf{t>0:5; <a}

und

T:=inf{t>0:S5, > b}

Dann entspricht 1, ;] der Strategie, eine Aktie zu kaufen, wenn sie a wert ist und solange
zu halten, bis sie b wert ist.
Entwickelt sich das einsetzbare Kapital zufillig mit der Zeit, so kann man auch

H = YO']]'(O',T]
betrachten.

Y, ist dann durch das in o verfiigbare Kapital bestimmt und damit zuféllig.

Folgerung 2.11. Sei (7,)nen €ine aufsteigende Folge von Stoppzeiten und sei (Yy,)nen
eine Folge von F, -messbaren Zufallsvariablen. Dann ist

Z Yn]l (FosTosi]
neN

ein previsibler Prozess.

Das Doléans-MaB

Sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (F),,, eine Filtration, die die usual con-
ditions erfiillt.

Zu einem Lo-Martingal M, d.h. einem Martingal, das quadratintegrierbar ist, mit cadlag-
Pfaden, soll ein Maf§ i1y, auf der o-Algebra P der previsiblen Mengen konstruiert werden:
1. Schritt:

Auf dem Halbring der previsiblen Rechtecke definiere

par((s,t] x Fy) := Bl g, (M? — M?) = Elp, (M, - M,)? fir alle 0 < s <t Fye F

sowie

par ({0} x Fp) =0 fiir alle Fy € Fy
iy R —> [0, 00) ist ein Inhalt, das heiflt, es gilt

(i) pm(2)=0

(ii) Sind Ry, ..., R, € R paarweise disjunkt und LTJ R; € R, so gilt

i=1

v (ng) = ﬁ;uM(Rz-)
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Beweis. (i) gilt nach Definition
(i1) Es reicht die Behauptung fiir n = 2 zu zeigen:

Rlz(Sl,tl]XFsl, RQZ(SQ,tQ]XFS2, R1UR2€R, RlﬁRQZQ

Mogliche Ry, Rs:

F,

( 1 ¢ 1
\ I X ]

S1 t1 S2 to

ABER: Vereinigung liegt nicht in R.
Einzige Moglichkeiten:

Fall 1): Fall 2):
Fy,
FS1 Fs2
F,
[ ¥ ] [ ]
\ X ] \ 1
S1 t1 =59 to S§1 = 82 t1 =t
Fall ]_) (Sl,tl] N (Sg,tg] =J
OEdA tl < tQ.

Da RlUR26R3$2=t1 und F51 ZF52
Somit gilt fir R:= Ry U Ry = (s1,12] x F,:

i (R) = Elp, (M7 - M?)
=E []lFS1 (Mt22 - M822) + (M522 - M821)]
Fy,=F

= Elp, (M2 - M) +Elp, (M - M2)

So=t1 51

= par (Ra) + piar (Ry)

Fall 2) (Sl,tl] N (Sg,tg] *J = F81 ﬁFsz == 8 = Sg,tl =19
R= Rl URQ = (Sl,tg] X (Fsl UFS2)

par(R) = Elp, op, (M2) - M2
1272 | Fo (M7 = MZ) +Elp, (M7 - M)

t1=to 52

= par(Ry) + par (Ra)

2. Schritt:
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Ein Inhalt auf einem Halbring kann immer zu einem Inhalt auf dem vom Halbring
erzeugten Mengenring fortgesetzt werden durch

M- Q[—)[0,00)

A Y u(Ry)
=1

mit A= U R, R eR.
i=1
Dann erfillt pp;:
(i) pu(2)=0
(11) MM(A1UA2) = /JJM(AI) + /,LM(AQ) fir alle AhAQ € 2 mit Al N AQ =g

3. Schritt:

Man kann zeigen, dass auf Grund der Martingaleigenschaft von M der Inhalt pj, ein
Pramaf auf 2 ist, das heif}t:

Ist (An)nen € 2, so ist iy o-additiv, das heifit, es gilt

1227 (L%An) = %UM(ATL)

Nach dem Fortsetzungssatz von Carathéodory existiert eine eindeutige Fortsetzung zu
einem MaB py, auf o(2A) = P.

Definition 2.12. Das Doléans-Maf§ des Lo-Martingals M ist genau diese eindeutige
Fortsetzung und wird mit py; bezeichnet.

Beispiel. Ist W ein Wiener-Prozess, so ist py = A ® P.
Beweis.
pw ((s,t] x Fy) = Bl (W; - W,)?
N e P(R)E(W, - W)
= B(R)(t-5)
=(A®P)((s,t] x Fy)

Ziel: Konstruktion des stochastischen Integrals als Isometrie zwischen 16.11.15
Lo(par) := La([0,00) x Q, P, puar) und Lo(P) := Ly(Q, Foo, P) := { X : E[X|? < 00}.

Das stochastsische Integral fiir elementar previsible Prozesse
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Definition 2.13. FEin stochastischer Prozess H heifit elementar previsibel, wenn es
A1y .y € R und Ry, ..., R, € R gibt mit

H = Zn: aiﬂRi
i=1

Bemerkung. Bezeichne mit £ die Menge aller elementar previsiblen Prozessen.
Dann gilt:

(1) & ist eine Algebra, d.h.
- H,HyeE=H +Hye&
- HeE NeR=> M NHe&
- Hi,HyeE = H Hye&

(1) Zu H € & existieren paarweise disjunkte Ry, ...,R, € R und ay,...,a, € R, so
dass

H-= i ai]lRi
i=1

(111) € € La(par), denn ppr(R) < oo fiir alle R e R.

Definition. Fir H € £ wird das stochastische Integral I als lineare Abbildung erkldrt:

[: €— Ly(P)
HH/HdM

Fir H=1g mit R=(s,t] x Fs € R definiere
I(H) = fHdM = 1, (M; - M)
Fir H=1x mit R={0} x Fy € R definiere
I(H) = f HdM =0
Setze dies linear nach & fort:

Definition. Fir H = Y, a; 1 g, mit paarweise disjunkten Ry, ..., R, € R und o, ..., a, €
R definiere

I(H)szdM ::Zai/]lRidM
=1

Eine wichtige Eigenschaft ist die Isometrieeigenschaft, das heifit, die Abbildung I veréndert
keine Absténde.
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Satz 2.14 (Isometrieeigenschaft fiir H € £). Die Abbildung
1€ Ly(uar) — La(P)

ist eine Isometrie, das heifst
|2 (urry = [HCED Lo cey

bzw.
f H?dpy = EI(H)?
fuir alle H € €.

Beweis. Fiir H € £ gibt es eine Darstellung
H= Z Oéz’]lRi
i=1

mit ay, .., @, € R und paarweise disjunkten Ry, ..., R, € R mit Ry = {0} x Fy, R; = (s, ;] x
F, firi=1,...,n.
Also ist

2
I(H)2: OC]IF%(ML_MSZ))

)

1l
—_

M=

M-

<
Il
—_

L, (My, = My,)* + ) cwondp, Tr, (My, = My,)(My, - M,,)

i#k
Die gemischten Terme verschwinden im Erwartungswert, denn aus

RiﬂR]CZQ

folgt entweder
F,,nF,, =@ oder (s;,t;] N (s, tr] =@
Ist FSi N Fsk =g = ]lFslr]lFsk = ]lFsiﬁFsk =0.
Ist (s;,t;] N (Sk,tx] = @, so sei oEdA t; < sp.. Dann gilt
]E]lFsi]lFsk (Mtz - MSz)(Mtk - Msk) =EE []lFsi]lFsk (Mtz - Msz)(Mtk - MSk)|‘7:5k]
= E]lFsi]lFsk (Mti - Msi) E [(Mtk - Msk)‘fsk]

=0 =0, da M Martingal

Also folgt:
1 CH) ey = EI(H)?
i=1
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M=

S
I
—_

OéiQMM(ﬂ(Smti]XFsi )

az'Z,UM(Ri)
" 2

(Z ai]lRi) dpns
i-1

= f HQdIMM

= ”H”Lz(uM)

M=

~
Il
—_

—

]

Beispiel. Sei M ein Lo-Martingal mit cadlag Pfaden und My = 0 P-fast sicher. Dann
qgilt:

(i) Fiir jede beschrankte Stoppzeit T gilt

12 ((0.7]) = EM2

(i1) Fiir jede Stoppzeit T mit iy ((0,7]) < oo ist der gestoppte Prozess M7 ein Ho—Martingal
und damat gilt
1 ((0,7]) = EM?

Beweis. zu (i): Es gilt:

par((0,71) = [ 1 ydnar

. 2
Isorn:etrle E ([ ]1(077_] dM)

= E(MT - ]\40)2
= EM?

zu (i1): Es gilt:
E(M])? =EM2,, = 1t ((0,7 At]) < par ((0,7]) < o0
Also ist auch

supE(M])? < oo

t>0

was M7 € Hy bedeutet.
Es bleibt zu zeigen: py((0,7]) = EM?2
Da O™ € H, ist, gilt mit dem Martingalkonvergenzsatz (Satz 1.5):

EM?2 = E(MZ)? = lim E(M7)? = lim EM?2,,
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Fiir t > 0 ist pp ((0,7 At]) < o0, also

p((0,7 A1) D E(MZ,)

Da
par (0,7 At]) =3 par ((0,7])

folgt die Behauptung. n

Beispiel. Sei M ein Lo—Martingal mit cadlag Pfaden und sei T eine beliebige Stoppzeit.
Dann ist das Doléans-Majf des gestoppten Martingals M™ gegeben durch

i (A) = [ Lorgaus, = par(An (0.7))
A

fiir alle A eP

Beweis. pup- () und pp (-0 (0,7]) definieren o-endliche Mafie auf P. Da £ ein n-stabiler
Erzeuger von P ist, reicht es, die Behauptung fiir R = 1,45, zu zeigen:
Es gilt

pier (R) = Ellp, (M] - M])?
= ]EHFSH{T>S}(MTM - ]\4’7'/\5)2

. 2
Sl,ezhe E (f ILFS]I{T>S}]1(S/\T,tAT]dM)

Beispiel 2.16

und
(s,t] x Fsn (0,7] = (s,t] x Fsn (0,7 A t]

Das heifit
1 (s,t]xFs 1 (0,7At] = ]lFS 1 (sATtnT] = ]lFS 1 {r>s} 1 (AT, EAT]

Zusammengesetzt ergibt das
m((s,t] x Fsn (0,7]) = [ Tr Vi Lsnrinr)ditnr

[ 112 {7'>s} (s/\T tAT] duM
2
Isom:etfle E (/ ]1F5]1{7>s}]l(8/\73t/\7] dM)

= pp-(R)

Das stochastische Integral fiir H € Ly (1)

Durch ein Approximationsargument kann das stochastische Integral von den elementar
previsiblen Prozessen auf die quadratisch integrierbaren previsiblen Prozesse fortgesetzt
werden. Wichtig ist dabei der folgende Approximationssatz:
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Satz 2.15. Zu H € Ly(uyy) existiert eine Folge von elementaren pevisiblen Prozessen
(H™),en, so dass
[ = H[1,ups) — 0

Dies bedeutet, dass € dicht liegt in Lo(pinr).

Beweis. Der Beweis folgt durch Standardargumente der Integrationstheorie. [

Dies ist der Grund, weshalb eine Isometrie von £ zu einer Isometrie auf dem Abschluss

€ = Ly 10 v ) fortgesetzt werden kann, denn:
Zu H € € betrachte (H(™), vy in £ mit

||H(n) - H||L2(MM) —0

Dann ist (H ™),y eine Cauchy-Folge in £ und da I eine Isometrie ist, ist auch (1(H™),ey
eine Cauchy-Folge in Ly(P). Denn Cauchy-Folge heif3t

HECH ) = ICH) |y = [ CHT = HO) ey = [ = HOlgy ) =70
Da Ly(PP) vollstéandig ist, existiert ein U € Lo(IP) mit
[U = 1(H )|,y — 0

also U = Ly - lim I (H(™).
Definition. Das eben definierte U wird als Bild von H unter I definiert, d.h.:
I(H):=U = Ly - lim I(H™)

Damit ist das stochastische Integral I fiir quadratisch integrierbare Prozesse H € Lo(jinr)
definiert.

Satz (Isometrieeigenschaft fiir H € Lo(ups)). Man erhilt so eine lineare Isometrie

I:  Ly(uy) — Lao(P)
Hw~ I(H)

Das heifst, es gilt:

(i) (Linearitit)
- Hy, Hy € Lo(ung) = I(Hy + Hy) = I(Hy) + I(H,)
- H e Loy(ua), A € R = T(AH) = M[(H)

(i) (Isometrie) [[I(H)||Lo) = [1H ]| uar)
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Beweis. (i) Sei H™ —s Hy, H\™ — H,. Dann ist auch H™ + H{" — Hy + H,.
Damit gilt
[(Hy + Hy) = Ly - lim I(H™ + H{M)
= Ly - im(I(H™) + 1(H™M))
= Ly - lim I(H™) + Ly - lim T(H{™)
= I(Hy) + I(H>)
Fiir A e R ist AH™ — MH in Ly(pys). Dann gilt:
I(AH) = Ly - lim I(AH™)
= Ly —lim X[ (H™)
= ALy —lim I(H™)
=\ (H)

(id) Aus [[H™ = H]|1,(,,) — 0 folgt, dass [|H L) — 1 l|Laguar)-
Also folgt einerseits

ITCH) Loy = H ™ 2y unr) — H L2 onr)

Andererseits gilt wegen
1L(H™) = I(H)|| ) — 0

auch
IT(H )|y — 1 (H)||zo ey

Zusammen gilt damit
I CED 2oy = [ |2 uar)
O

Beispiel 2.16. Sukzessive soll das stochastische Integral fiir elementare Handelsstrate-
gien berechnet werden.
Ziel: Es soll gelten:
[ Y imaM =Y (M = M0) =Y [ 1 mdMt
falls Y eine beschrinkte F,-messbare Abbildung ist.

1. Schritt: Seien o, Stoppzeiten mit endlich vielen Werten und o < 7.
Behauptung: Fiir alle F' € F, gilt:

[ Lyl gy dM = Lp(M, — M,)
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Beweis. Das stochastische Intervall (o, 7] ist eine disjunkte Vereinigung von previsiblen
Rechtecken:

n

(o,7]) = Ui, ti] x {0 < tia, 7 2 15}
=1

wobei o, 7 nur Werte in

O=tg<ti <ta<..<t,-1<1,
annehmen kann, denn:
Seil Fz = {W|O'(CU) <tioq,t; <L T(W)} € .7:,51._1

Dann ist
(o,7] ={(t,w):o(w)<t<T(w)}
::Ni
) U{(t,w):te(tig,t],o0(w)<tig, 7(w) 2t}
i=1
=(t4-1,t;|xF; prev. Rechtecke
= J(ti1, 1] x F,
i=1
zu (x):

D (tw)eN;=o(w) <t <t<t; <7(w)

Also o(w) <t <7(w) = (t,w) € (0,7]

C (tw)e(oyr]=Fie{l,...on}:te(tig,t;) und o <t < 7.
=Jie{l,..,n}:te(tir,t;) und o(w) <t;oq, 7(w) 2o = (t,w) € N;

Damit gilt dann weiter:

[]l(m 1pdM = Z]lFﬂ{aqz Lt <7'}(Mt M, )

n n i-n

Ll oy 7=ty (My, = My, )
i=1 j=i k=0
n j-1 g
= Z Z Ll oty =ty (My, = My,_)
J=1k=01i=k+1
Telesko n j-
summe Z Z F]]'{U:tkﬂ':tj}(Mtj -M,,)

Z]l ]]-{T t; }(Mtj Ma)
7=1

= F(M‘r - MU)

3
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2. Schritt: Seien o < 7 Stoppzeiten mit endlich vielen Werten und Y eine F,-messbare |18.11.15
Abbildung mit endlich vielen Werten, d.h.

Y =) yelp,
ps

Behauptung: Es gilt:
f Y1 (prydM = Y (M, - M,)

Beweis. Dies folgt durch Linearitét:
[ Y Uord =1V 1)

=1 ((i yk]le)]l(U,T])

k=1

(Z yk]lell(a'r )

Z k[(ﬂFkﬂ(aT )

1. SC:hrltt Z ykﬂFk(MT _ Mg’)

k=1
=Y (M, - M,)
0

3. Schritt: Seien ¢ < 7 beschriankte Stoppzeiten, d.h. 37> 0: 0 <7 < T. Sei Y eine
F,-messbare Abbildung mit endlich vielen Werten.
Behauptung: Es gilt:

[ Yimar =Y (M, - M)
Beweis. Approximiere o und 7 durch Stoppzeiten mit endlich vielen Werten:

2"1 k a(w)}

on =
Tn(w) ::ilgf{% 2%2 T(w )}

Dann ist (Y14, r.])nen €ine Folge in Ly(par), die Y1 (5.7 in Lo(par) approximiert, d.h.

on(w) = i%f{

1Y Lo ] = Y Lol La(uns) — O

Denn der Unterschied zwischen (o, 7,] und (o, 7] ist gerade (¢,0,] und (7,7,]:

f(Yﬂ(on,Tn] - Y]]'(O',T])QdMM = f Y2| (]l(on,Tn] - ]1(0',7']) |dMM
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"L un((0.00)) + par(7,7])) — 0

schrénkt —0 — 50

Die Stetigkeit des Integrals liefert
YULh—M@):/&W@mmﬂMﬂ—{/YﬂwﬂMW in Ly(P)

Wegen der cadlag-Pfade konvergiert Y (M., — M,, ) aber auch gegen Y (M, - M,) P-fast
sicher.
Das bedeutet:

/ Y]I(U,T]dM = Y(M‘r - Ma)

]

4. Schritt: Sei Y eine beschriankte F,-messbare Abbildung und seien o < 7 beschriankte
Stoppzeiten.
Behauptung: Es gilt:

\/YLWﬂM:YML—MQ

Beweis. Es existiert eine Folge von F,-messbaren Treppenfunktionen (Y, )y mit Y, —
Y P-fast sicher und (Y}, )ney ist gleichméBig beschrankt, d.h. 3C > 0 mit

supsup|Y,(w)| < C
neN we)

Der Satz von der majorisierten Konvergenz liefert

[ Oatiom =Yoo duar = [ (Ya=Y)*Liomidpiag — 0

Denn die Majorante (Y, —=Y)?1(, .1 < C?1 (o ist integrierbar.
Die Stetigkeit des Integrals liefert

‘n@L—A@yi[xJ@ﬂw4—»/&mwﬂMf in Ly(P)
Da Y, (M, — M,) auch gegen Y (M, — M,) konvergiert, folgt

.[YLMWM:YML—MQ

Bemerkung. Ist M sogar ein Ho—Martingal, so gilt fir beliebige Stoppzeiten o <1
fYLWﬂM:YML—MQ

fiir jede beschrinkte F,—messbare Zufallsvariable Y .
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Beweis. Da M € Hg, ist f Y2ﬂ(o,r])dﬂM < 00, also Y]I(Uﬂ_]) € LQ(ILLM). Dort wird Y]l(aﬂ'])
durch (Y1 (,:1yL(0,7,,])nen mit T;, - oo approximiert, denn

[ YLy = Yoy Lio,ri)) dpins = f Y2 L (o1 Lz eordiins
< CQMM((O—a T] n (Tn7 Oo)) = 0

in LQ (,UM) .
Weiter ist

Yo Lo =Y Lot am.]) = Y Loty Lont, 7aT,]

denn
(o,7]n(0,T,] = (6 AT, T AT, ] =[0,00) x{o < T} n (0 AT, 7 AT, ]

Da Y F,-messbar ist, ist Y1 ,.7,3 sowohl Fr, —messbar, als auch F,-messbar. Das
heiit, Y157, ist Forp, —messbar und damit gilt

[ YH(U:T])]I(O,Tn]dM = [ Y]I{O'STn}]]‘(O'/\Tn,T/\Tn]dM
= Y]l{crsTn}(M‘r/\Tn - Ma/\Tn)
=Y (M1, = Monr,) — Y (M, - M,) P-fast sicher

wobei die letzte Konvergenz mit dem Martingalkonvergenzsatz folgt, da M € H,.
Andererseits ist

[ Yemplomdd — [ Yigadm

in Ly(IP), da die Konvergenz in Lo(upr) gezeigt wurde.
Somit ist
[ Yimar =y (M, - M)

T
Frage: Was ist [ W,dW, =7
— 0

Bemerkung. Betrachte dazu zuvor folgende Aussage:
Sei (Wy) s ein Wiener-Prozess. Fiir beschrinkte Stoppzeiten o <7 und Y eine F,—messbare,
quadratintegrierbare Zufallsvariable gilt:

[ Y Emdw =y (W, - W)
Beweis. Approximiere Y durch beschriankte Zufallsvariablen:
YKn = Y]l{|y|£Kn} Kn — 0

Fir Yi, ist
lim Y, =Y in Ly und P-fast sicher.

n—00
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denn es gilt

n—oo

E(Y - YKH)2 = E|Y|21{\Y|>Kn} — O

Dann ist fiir n - oo
H™ = YKn]l(a,r]

eine approximierende Folge fiir
H = YIL(J’T] in LQ(ILLM),

denn
[ =By = [ Vie, = Y)* 1o dpy

< [(YKn -Y)* L omdpw

T
:f]E(YKn—Y)Zdt
0

n—oo

=TE(Yk, -Y)2 =50

Also liefert die Stetigkeit des Integrals

n—oo

YKn(WT—Wg)=fYKn11<U,T]dW=fH<">dW s fHdW:me]dW

in Lo (P)
Andererseits gilt
Y, W, -W,) — Y (W, -W,) P-fast sicher

Also
Y(We=Wo) = [ YlgmdW  P-fast sicher

Beispiel 2.17. Sei W ein Wiener-Prozess.
Behauptung: Es gilt:

1
[ vomwaw = S(wi-1)

Beweis. Der Integrant H := 1o W ist previsibel, da er linksseitig stetig ist, da er stetige
Pfade hat. Nutze das Wissen aus dem Beispiel nach Definition 2.12. Dann gilt:

[ By = [ 1onWrd(raP)

- f Loz () W2(w) (A @ P)(dt, dw)

[0,00)xQ

U [ 1) [ WE)B(d) ()
[ Q

0700)
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Also ist H € Lay(pw)-
Approximiere H in Lo(py ) durch

I(n)
H(n) = W n ]l n n
2 Wit )
wobei
0=t <tM< < tl(("n)) =T
it (n) (n)
mjaxtj — tj—l
| . Wt;ﬂ |
n (n) W, 4(n)
0= "1} Tt T
Dann ist

T
/(H(") ~H)?dpy = Efo (H™ - H,)%dt

(n)
I(n) tj
=E W oy — W,)2dt
j; (Wit = W)
t;.’j{
)
i(n) 7
= Z E(Wt(ni - Wt)2dt
=L Gy "
")
)
I(n) tj (n)
=3 [ # - tat
J=L (n
)
() _ 4 (n) o 100
S(mjaxt] —t;,0)T 0

Also liefert die Stetigkeit des Integrals

f HOGw — f HAW  in Ly(P)
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Weiter gilt, nach obiger Bemerkung, dass

I(n)
[ H"dW = Z Wt(fi(Wt(.n) B Wt(.fi)

j=1
und
I(n) l(n) ,
Wi = Z (Wt2(") B Wtz(")) - Z [(Wt(.") = Wi )™+ 2W,00 (Wion = Wt(_n))]
J=1 J i1 j=1 J i1 3-1 j -1
l(n) I(n)
= Z (Wt(_n) - Wt(n) )2 +2 Z Wt(n) (Wt(."> - Wt(") )
j:l J j-1 j=1 7-1 j -1
—T in Lz(P) — [ HdW in Ly (P)
Es folgt:

1
W%:T+2[HdW:T+2/]l(O7T]WdW<:>/]l(oj]WdW:é(W%—T)

Wir haben also

Gesamtgewinn am Ende
Gewinnentwicklung iiber die Zeit

Stochastisches Integral
Stochastischer Integralprozess

[ H,dM,
0
( fot HydM, S) =z Gewinnentwicklung

t>0

> 1>

1>

Gesamtgewinn

Der stochastische Integralprozess

Fiir ein Ly-Martingal M mit cadlag-Pfaden und H € Lo(puy) ist das stochastische Inte-
gral

I(H) = f HdM € Ly(Q), Fou, P)

Frage: Wie kommt man von I(H) zu einem Integralprozess?
Antwort: Benutze die Isometrie zwischen Lo(€2, Foo,P) und Hs:

J: Ly(QFu,P) —  Hy
Koo = (E(Xeol F1) 20

)

Dann ist J eine Isometrie, das heifit, es gilt

[ Xeol[ 2y = 11 (X) |22
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Definition 2.18. Fiir ein Lyo-Martingal M mit cadlag-Pfaden und H € Lo(pupr) defi-
niere den stochastischen Integralprozess H - M durch die Abbildung

H-M: Ly(pm) — La(P) — H,
Hw J(I(H))
Fiirt >0 gilt also
(H-M),=E(I(H)|F)
H - M (sprich “H gegen M integriert”) ist also ein Martingal.

Der stochastische Integralprozess fiir elementar previsible H

Fiir H € £ kann der Integralprozess H - M explizit berechnet werden:

Satz 2.19. Sei H € £. Dann hat H eine Darstellung der Form
H= Z Oéj]le
=0

mit o, ..., € R und Ry = {0} x Fy, R; = (s5,t;] x Fy, € R.
Dann gilt

H-M=Y ajlp, (M5 - M*).

j=1
Dies bedeutet, dass bis auf Nichtentscheidbarkeit H - M mit
(Z aj]lst (Mtj/\t - MSj/\t))
=1 0

libereinstimmdt.
Insbesondere ist (H - M)q =0 P-fast sicher.

Beweis. Es reicht die Behauptung fiir [ = 1z, mit R; = (s;,t;] x Fi; € R zu zeigen.
Es gilt nach Definition:
I(Lg,) = 1p,, (M, - M)

Es konnen 3 Falle auftreten
Fall 1: t<s;
Fall 2: s; <t <t

Fall 3: tj <t
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Also:
Fall 1, sei t < s;:

E(I(1r,)|F:) = ELg, (M, - M,)|F:)
= E[E(Lp, (M, - M,)|F,,)|F)]
= E[15, E(M,, - M |7.,) |7)]
-0 =M~ M ;=0
= 1p, (M, - M)
=1, (Mine = M;ne)

Fall 2, sei s; <t <t;:

]E(]IFSj (Mtj - MSj)"Ft) = ]lFSj]E(Mtj‘ftt) - ]lFSj Msj
= ]lst(Mt - Msj)
=1p, (Myjne = Mg, p0)

Fall 3, sei t; < t:

]E(]IFS]'(MtJ' - Msj)|ft) = ]lst (Mtj - Ms]-)
= ]lFSj (Mtj/\t - MSj/\t)

Weitere Eigenschaften des Integralprozesses

Satz 2.20. Sei M ein Lo-Martingal mit cadlag-Pfaden und H € Ly(par). Dann gilt:
(i) (H-M)o=0 P-fast sicher
(1) E(H - M), =0 fiir alle t >0
(ii) E(H - M), =0 fir alle Stoppzeiten T
(iv) Hat M stetige Pfade, so hat auch H-M stetige Pfade und es gilt H-M € H..

Beweis. Fiir H € € rechnet man die Eigenschaften (7) und (iv) nach und nutzt dann ein
Stetigkeitsargument, d.h. man nutzt die Fortsetzbarkeit von & nach € = La(u/):

(i): (H-M)o=0 gilt fiir alle H € £ wegen Satz 2.19.
Weiter ist die Abbildung

B: 7‘[2—>L2(Q,.7:0,]P))
X+ E(Xw|lFo)
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ein stetiger linearer Operator, denn

||B(X)||%2(Q,}'O,IP) = EE(Xw|F0)”

Jensen

EE(X&|Fo)

Also ist die Operatornorm von B durch 1 beschrankt.
Weiter gilt:
B(H-M)=0 fir alle H € £

denn:
Fiir H € Ly(pps) existiert eine Folge H(™ € £ mit

[H™ ~ H|| £, () — 0
Die Stetigkeit des Integrals liefert
H™. M —H-M  in#H,
Stetigkeit von B impliziert
B(H™ . M) — B(H-M)=(H-M),

Da B(H™ - M) =(H™ - M), =0 fiir alle n € N folgt die Behauptung.
(i7) und (i7i) folgen sofort mit Optional Sampling, da (H - M) € Hs ist. Also gilt

E(H - M) = (H-M)o=0

fiir alle Stoppzeiten 7.
(iv) Fiir alle H € € ist H - M € Ha, wegen der Darstellung in Satz 2.19.
Hs,. ist ein abgeschlossener Teilraum von Ha. Zu H € Lo(uy) existiert eine Folge H(™ €

Lo(pepr) mit
||H(n) - HHLz(#M) —0

Daraus folgt
H™ .M —H-M

(H™ - M),en ist eine Folge in Hp,. und wegen der Abgeschlossenheit ist auch deren
Grenzwert H - M in Hy . O

Satz 2.21. Seien M, N Lo-Martingale mit cadlag-Pfaden. Dann gilt:

(i) paren < 2(par + pn)
(i) Lo(par + pn) = Lo(piar) 0 Lo(pn) € Lo(parin)
(i) H-(M+N)=(H-M)+(H-N) fir alle H € Ly(ppr) N Lo(pn)
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Beweis. (i) Es reicht die Behauptung fiir den n-stabilen Erzeuger R zu zeigen. Es gilt:

parn((8,t] x Fy) =ELp, (M + N)y— (M + N),)?
= E1p, ((M; - M,) + (N, - Ny))?
(@0 <20y~ < 2 [El g (M — My)? + El g, (N — N,)?]
= 2(pnr ((s,t] x o) + v (s, t] < Fy))
(ii) Wegen
szd(NM+NN):fHQd,UM"'fHQdHN

folgt
Lo(puns + pv) = Lo(piar) 0 La(pw)

Ist H € Lo(par + pn), so gilt wegen (7)

fH2duM+N < 2[H2d(,uM +[iN)

Also folgt
Lo(puns + pn) € Lo(piaren)

(i17) Fir H € £ rechnet man nach, dass
H-(H+N)=H-M+H-N
gilt. Beachte:
Ec N Lo(par)

M La-Martingal

Der Rest folgt wieder iiber ein Stetigkeitsargument:
Zu H € Lo(par + pin) = La(par) N Lo(py) existiert eine Folge H™ in £ mit

[ = H|ung ) — O

Wegen (i) gilt:
I = Hllisgromy < 21H = Ly

was zusammengenommen bedeutet, dass

1H™ ~ Hlla 00 < IH™ = Hlleursviun) < 2IH™ = Hll1y g sgany — 0
sowie

1 = Hl| 1y guny < IHH™ = Hl| Ly (urgsuny < 2IH™ = Hll Ly urgsginy — 0
Hieraus folgt:

(2) (3)

H M+ N) L m.(v+nN), HO. M E g, v N g.N
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Fiir H™ ¢ £ wurde folgende Aussage schon bewiesen:
H®™ (M+N)=H™ .M+H®™.N
Daraus folgt aber
H-(M+N)=H-M+H-N
Bemerkung. Im Allgemeinen gilt, dass

Lo(pnr + pen) & Lo(pearen)

denn man kann M = -N setzen. Dann ist M + N =0, Also

HM+N = Ho = L2(,UM+N) = Lz(uo) =P

Auf der anderen Seite ist aber

Lo(par + pw) = Lo(puar + pi-ar) = La(par) 0 Lo(par) = La(pnr)

Ziel: Ausdehnung des stochastischen Integrals durch Lokalisation.
I(H) = f HAM
0
Aufteilung in Intervalle der Form (0, 7,] mit 7, Stoppzeit:

f H.dM, = f H1 g dM ™ (H - M)2
0

Stoppen und Abschneiden

Definition 2.22. Fiir einen stochastischen Prozess (X),,, und eine Stoppzeit T defi-
niere den gestoppten Prozess X7T durch

XT;:{Xt t<T
X, t>71

Der durch T abgeschnittene Prozess X1 ist definiert durch

Xt O<t<T
X = {0 t>T1

Es ergeben sich folgende Eigenschaften, die fiir eine spétere Lokalisation wichtig sind:
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Satz. Fir jede Stoppzeit T gilt:

(i) Ist X € M, so ist auch X7 € M, d.h. ist X gleichgradig integrierbar, so auch
X7,

(ii) Ist X € Ha, so ist auch X7 € Hs.
(1i) Hat X stetige Pfade, so auch X7.

(i) Ist M ein Lo-Martingal mit cadlag-Pfaden und H € Lo(par), so gilt

H]I(O,T] € LQ(ILLM) N LQ(,U,MT)

und
(H-M)T:H]l(oﬂ -M=Hlgo - M"=H-M"

Beweis. (i) folgt aus der Charakterisierung der gleichgradig integrierbaren Martingale.
Fiir jede Stoppzeit o gilt:

EM? =EM, ., <" EM, = EM{ .

Also ist M™ e M.
(ii) Ist X € Ha, so ist X € M und nach (¢) ist auch X7 e M. Also

t—o0

X — X in L; und P-fast sicher

und es gilt
X) =X e X, P-fast sicher.
Damit ist
XL =X P-fast sicher.
Also gilt:

Jensen €Ho

E(X1)? = EX2 = E(E(Xo|F)?) % EE(X2|F,) = EX2 " <7 oo
Somit ist X7 € H,. Damit ist
X713, = B(XE)? <EXZ = || X3,
Dies impliziert

SI H2—>%2
X X"

ist ein linearer stetiger Operator mit Operatorennorm < 1.
(i11) ist klar
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(iv) Fiir elementar previsible Prozesse H € £ rechnet man nach
(H-M)" =Hlg-M=Hlg-M"=H-M"
Das Stoppen S ist stetig. Das Abschneiden

C:  Lo(par) — Lo(par)
Hw~ H]]-(O,T]

ist linear und stetig, denn

ICCDIE iy = [ BV omrdiins < [ Hidpuss =11 .,
Auf & gilt:
(H-M) =S(H-M)=C(H)-M=C(H)-M"=H-S(M)

Durch ein Stetigkeitsargument erhdlt man die Aussage fir H € Lo(par):
Sei H(™ € £ mit
||H(n) - H”LQ(MM) —0

Dann gilt:
(H-M)"=S(H-M)=S((lim H™) - M)
Stetigkeit des Integrals = S(Aigg (H™ . M) = ,}E?o S(H™ . M)
- lim C(H)- 21 = (Jim C(H)) - M
=C(H)-M=Hlgyq-M
Beachte:

IC(H™) = C(H)|za(u0) — 0
O

Folgerung 2.23. Sei M ein Ly-Martingal mit cadlag-Pfaden und H € Ly(pp). Dann
gilt fiir jede Stoppzeit (insbesondere auch fiir jede deterministische Zeit) 7:

(H M), = (Hl o) M)ow = I(H1 ) = [ HiomdM  P-fast sicher

Beweis.
(H-M); = (H-M),
Deﬁniti:on 2.22 (H]l 0.7 M)oo
Definition 2.18 E(](Hﬂ(o,r])|-7:°°)
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Damit hat man gezeigt:
E(I(H)|F7) = (H - M), = I(H1()
Insbesondere gilt:

t
(H-M)t:fﬂﬂ(o,t]dM:stdMs
0

fiir alle ¢ > 0.
Bemerkung. Fir ein Lo—Martingal M und eine beliebige Stoppzeit T gilt:
(i) pare < par
(1) La(pinr) € Lo(pener)
(i11) Ist H previsibel, so auch HT.
() Ist H € La(ppr), so gilt (H-M)™=H™- M7
(v) Ist H ein beschrinkter, previsibler Prozess und M € Ho, so gilt:

H™-M=Hl,-M+H (M- M)

Beweis. zu (i): pa(A) = up (An (0,7]) < s (A)
zu (it): Ist H € Lo(upr), so gilt:

f H2djup- < f H2djup, < oo
Also
Loy(par) € Lo(pins-)

zu (i1i): HY = Hlyery + H 1oy = H7 previsibel
zu (iv):

(H-M) =Hl,-M" =H 1, -M"=(H -M)" = H"-M"

zu (1))2 Es gllt H™ = H]l(oﬂ_] + HT]I(ﬂoo)
Also gilt:

H™ M= H]l(g}.,-] . M) + (HT]l(ﬂoo) . M)
= (H1(,- M)+ H (M> - M)
= (Hl(gb1- M) + H (M - M7)

Eine weitere niitzliche Formel ist
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Satz 2.24. Seien M ein Lo-Martingal mit cadlag-Pfaden und H € La(puar). Sei T eine
Stoppzeit und 'Y eine beschrinkte F,-messbare Abbildung.

Dann gilt:
[ Vi HaM =Y [ 10 HdM
bzw.
(Yl(re0)H) M) =Y ((Lr,0)H) - M)
bzw.
((Y]I(T,OO)H)-M)t=Y((]I(T’OO)H)-M)75 fiir alle t >0
bzw.

t t
[ YtV HdM, =Y [ Ay (s)HadM,  fiir alle ¢20
0 0

Beweis. Fir
H = ]lFS]l(s,t]

eine Indikatorfunktion eines previsiblen Rechtecks gilt:

[ Y tolntnd = [ Y1nl g radM
Y1lp, ist Frys-messbar = Y]lFS (MTVt - M’?’VS)
1p, ist Frys-messbar = Y f ]lFs]l(TVS,TVt]dM

Y [ 151y L ogdM
- Yf Lrooy HAM
Durch Linearitiit erhélt man die Formel fiir H € €. Ist (H(™),,.y eine Folge in £ mit
1 = Hl|py1p) — 0

so konvergiert
HYH(")]I(T,OO) =Y H1 (s o0)l|zo(unr) — 0

denn
Y1 (T,oo] ist

||YH(n)]l(-r,oo) _YH]I(T,OO)”Lz(HM) < CQHH(n) _H||L2(#M) —0

beschrénkt

Die Stetigkeit des Integrals liefert:

n—00

[ YH1edM = lim [ YHO ydM
~lim Y [ HO M

n—oo

~Y lim [ HOWpdM

n—>00
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~Y [ HlgmdM

Beachte:
Fir Y beschrankt und messbar ist
X~»YX

ein stetiger, linearer Operator von Ls(P) nach Ly(PP), denn

E(YX)*<C*EX?, C:=sup |V (w)|

wef)

Ziel: Assoziativitiat des Integralprozesses, d.h.

H-(K-M)=(HK)-M

Satz 2.25. Sei M ein Lo-Martingal mit cadlag-Pfaden und H, K previsible Prozesse
mit K € Ly(par) und H € Lo(pugc.nr)-
Dann gilt:

HK € Ly(par)

und
(HK)-M=H-(K-M)

Beweis. Behauptung: Es gilt fiir alle A € P:

prcar(A) = [‘szﬂM

Es reicht die Behauptung fiir A € R zu zeigen:
Fir R = ]l(s,t] X FS, FS € fs gilt:

NKM(R) = IE]IFS((K ) M)t - (K ) M)s)2
=Elp,(I(LsqK))>?
=EI(1p1nK)?

Isongatrie / ]lFs]l(s,t]KQdMM
= / sz,uM
R
Beachte, dass wegen Satz 2.24 gilt:
ILFSI(]I(S,t]K) = [(]IFS]I(S,t]K)

Wegen
dugear = K2dpy
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folgt fiir H € Lo(pr.ar)

f (HK)?djns = f H2djugens < 00

Also ist HK € Lo(ppr)-
Weiter rechne man fiir H € £ nach, dass

H-(K-M)=(HK)-M

Fiir H € Ly(pug.ar) existiert eine Folge (H ™)),y in € mit

||H(n) - H||L2(MK-M) —0

Dies impliziert, dass

|H®K = HE o = [ (H® = HP K = [ (HO = e —0 (1)

Somit liefert die Stetigkeit des Integrals

H-(K-M)=lim(H® (K- M) "€ lim (HMK)- M) = (HK) - M

wegen Gleichung 1. O]

3 Der quadratische Variationsprozess

Ziel:

- Beschreibung der Fluktuation der Pfade eines stetigen Martingals

- alternative Beschreibung des Doléans-Mafles

- Doob-Meyer Zerlegung des Submartingals (M?) in ein Martingal N und einen

monoton wachsenden, previsiblen Prozess A:

ME:MOQ'f‘Nt'FAt

Die Variation

Fiir eine Funktion f:[0,7] — R soll die Fluktuation gemessen werden.

Definition 3.1. Sei f:[0,7] — R eine Funktion und m eine Zerlegung

m:0=tg<..<t, =T

des Intervalls [0,T'].
Die Variation FVp(f,m) von f beziglich  ist definiert durch

FVa(f, ) = éu(m ~ f(ti)]
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f heifit von beschrinkter Variation auf [0,T], falls

FVr(f):= g FVr(f,m) < o0
von [O?T]g

FVr(f) ist dann ein Mafs fir die Fluktuation von f dber [0,T].

Beispiel. (i) Ist f:[0,7] — R monoton wachend, so ist f von beschrinkter Variation
auf [0,T], denn

élf(ti) = f(tia)] = éf(ti) ~ f(ti1) = £(T) - £(0)

(it) Sind f,g von beschrinkter Varaiation auf [0,T], so auch fg und cf fir alle c € R,
denn

§|(f +9)(t) - (f+9)(tim)| = élf(ti) — F(tir + g(t) - g(ti)]
S ilf(tz) = f(tia| + Zn; lg(t:) — g(ti1)]

Also
FVp(f+g) <FVp(f)+FVr(g)

(iti) Ist f:[0,T] — R Lipschitz-stetig mit Konstante ¢ >0, so ist f von beschrinkter
Variation auf [0,T], denn

Zn;|f(tz) - f(tia] € Ci(ti ~tis1) =T

t

(iv) Seiwe Li([0,T]) und f(t):= [ u(s)ds mitt€[0,T]. Dann hat f eine beschrinkte
0
Variation auf [0,T], denn

jlef(ti) - f(ti-)| = Zn;|/ u(s)ds|

t;
f s)|ds

ti—1

lu(s)|ds

O\H &M:

Also

T

FVr(f) < [ fu(s)lds

0
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(v) Die Funktion
0 t=0
g(t) = {

tsin% t>0
ist stetig auf [0,T], hat aber keine beschrinkte Variation.
Bemerkung 3.2. Hat f eine beschrinkte Variation auf [0,T] und ist f stetig, so gilt

FVr(f) = lim FVr(f,)

wobei || := max |t; — t;_1|

Satz 3.3. Sei f:[0,T] — R. f hat eine beschrinkte Variation auf [0,T] genau dann,
wenn es monoton wachsende Funktionen g, und go gibt, mit

f=0-9

Beweis. “ < “ klar

“= “ Definiere fiir alle ¢ € [0,T]
F1(1) = S(FV() + £()

F(t) = S (FV() - (1)
Dann gilt:
f=r-r
FVi(f)=rf"(t)+ f (1) fir alle t € [0, 7]
f*und f~ sind monoton wachsende Funktionen, denn fiir h > 0 gilt:
FVin(f) 2 FVi(f) + |f (£ + ) = f(2)]
1. Fall: f(t+h)> f(1):

Dann gilt:
2f*(t+h) = FVi(f) + f(t+ )
> FVi(f) + f(t)
=2f7(t)
und

2f7(t+h) = FVun(f) - f(t+h)
> FVi(f) + f(t+h) = f(t) = f(t+h)
= FVi(f) - f(t)
=2f7(t)

2. Fall: f(t+h)< f(t):
Analog [l
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Ist f von beschrinkter Variation und rechtsseitig stetig, so sind auch f* und f~ rechts-
seitig stetig und die Zerlegung in f* und f- ist durch die Eigenschaften

f=r=7
FVi(f)=f"(t)+ f(t) fir alle t € [0,7T]

eindeutig bestimmt.
f* und f- sind Verteilungsfunktionen von Maflen p* bzw. p~ auf [0,7T]:

wi((a,b]) = f=(b) - f*(a) fir alle 0 <a<b<T
Durch
pp(A) = p*(A) - (A)
fiir alle Borelschen Mengen A ¢ [0,T'], wird ein signiertes Maf3 auf [0, 7] definiert. Dies

ist eine o-additive Mengenfunktion, die auch negative Werte annehmen kann. Zusam-
menhang:

pr((a,b]) = f(b) - f(a) firalle 0<a<b<T

Die rechtsseitig stetige Funktion
t = FVi(f)

ist monoton wachsend und definiert das sogenannte Variationsma8 || f|| auf [0,7"] durch

sl ((a,0]) == FVR(f) = FVL(f) firalle 0<a<b<T

Es gilt:
sl = i + g
ptund p~ sind eindeutig bestimmt durch
fif = [ = Ky
el = g + gy

Lebesgue-Stieltjes Integration

Definition 3.4. Sei f:[0,T] — R eine rechtsseitig stetige Funktion von beschrinkter
Variation mit eindeutiger Zerlequng:

f=r =7

FVi(f)=f )+ f (1) fiir alle t € [0,T]
Fine messbare Funktion g :[0,T] — R ist Lebesque-Stieltjes integrierbar beziglich f,
wenn g gegen f* und f~ integrierbar ist.

Es wird dann definiert:
T

T T
fgdf ::fgdf+—fgdf‘

0
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wobet
T T
fgdf+ ==fgdu}
0 0

T T

fgdf‘ ==fgdu}

0 0

und

mat
wi((a,b]) = f*(b) - f*(a) firalle0<a<b<T

Satz. g ist integrierbar gegen f genau dann, wenn g gegen das Variationsmaf ||ps|
integriert werden kann und es gilt:
o7
< [ loldlesl
0
T

fT gdf
= [ la(lrvicr)

Beweis. “ = “ Sei g integrierbar gegen f. Dann ist g integrierbar gegen f* und f-.
Also
T T
[lglar<eo, [ lglar < o0
0 0
Damit gilt:

T T T
[ lgldllugll = [ lgldr*+ [ lglds™ (< oo, also integrierbar)
0 0 0
T T

> fgdf+

(\Y
\
Q
&
+
|
o\
<
S

(13

T
< “Ist [ |gld||ps]] < oo so ist
0

T T T
[ 1glar+ [ lglar = [ lgldlugll < oo
0 0 0
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T T
= [lgldf* < oo, [|gldf~ < oo
0 0
= ¢ ist gegen f integrierbar. [

Definition 3.5. Eine Funktion f:[0,00) — R heifit lokal von beschrinkter Variation,
wenn

FVp(f) < oo fiir alle T >0
gilt.

Bemerkung. Ist f lokal von beschrankter Variation und rechtsseitig stetig, so existieren
eindeutige rechtsseitig stetige Funktionen f* und f~ mat

f=r-r
FVi(f)=ft)+ f (1) fiir alle t € [0, 00)
f* und f~ definieren Mafe auf dem Raum ([0,00),B) durch
i ((a,b]) = f=(b) - f*(a) fir alle 0 <a<b< oo

Dann st
[if = pf = [y
das zu f gehorende Majs.

Martingale mit stetigen Pfaden haben keine Pfade von beschrénkter Variation. Deshalb
wird zur Messung der Fluktuation die quadratische Variation eingefiihrt:

Die quadratische Variation

Definition 3.6. Sei f:[0,T] — R und m:0=tg<t;<..<t,=T.
Die quadratische Variation beziiglich m ist definiert durch

VO (f,7) = imm f (i)
und
Vit (f) = Jim Vi (£ )

wobei || := max|t; — t;_1|.

Bemerkung. Ist f:[0,7] — R stetig und von beschrinkter Variation unter [0,T], so
18t

VA (f) = 0.

Die Fluktuation st also zu klein um sie mit der quadratischen Variation messen zu
kénnen.
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Beweis. f ist gleichmafig stetig auf [0,7] und deshalb gilt:
VE(f.m) = Y 1F (1) = ()P
i1
<max |f(t;) - f(ti-1)) Z |f(t:) = f(tic)]
izl

|7|—0
—
Lo e EET—.

Weiteres Vorgehen:

- schrittweise abstrakte Definition des quadratischen Variationsprozesses mit Hilfe
des stochastischen Integrals

- Nachweis, dass der quadratische Variationsprozess tatséchlich die quadratische Va-
riation der Pfade misst.

Der quadratische Variationsprozess fiir beschrankte, stetige Martingale

Gegeben sei ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (€2, (%), ,F,P) der die usual con-
ditions erfiillt.
Mit 0. bezeichnen wir den Raum der beschrankten Martingale mit stetigen Pfaden.
M e b, genau dann, wenn M ein Martingal mit stetigen Pfaden ist und es ein C' > 0
gibt mit

sup|M;| < C  P-fast sicher

t>0
Es gilt
bmc g H27c~

Ist M € bIM., so ist wegen der Stetigkeit der Pfade M auch previsibel und wegen der
Beschrénktheit gilt fiir alle N € Hsy

M e Ly(pn),

denn
b, NeHa e
fM%uNMgm C?pun ([0, 00) x Q) = C?E(Nao = No)? < co.

Insbesondere ist

M e LQ(MM)

Definition 3.7. Fir M € bIN,. mit My =0 definiere den quadratischen Variationspro-
zess durch
(M) := M2 -2(M - M), fiir alle t >0
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bzw.

t
(M), = M? -2 f M,dM,  firallet>0
0

Eigenschaften

Satz 3.8. Sei M € bIN,. mit My =0. Dann gilt:
(i) {M)o=0
(ii) t — (M), ist adaptiert mit P-fast sicher stetigen Pfaden.
(111) (M? - (M)t)tzo € Hape
(iv) t — (M), ist P-fast sicher monoton wachsend.

Mit Hilfe der quadratischen Variation kann die Doob-Meyer Zerlegung des Submartingals
(M}),5 durch
M{ = M§+ M7~ (M), + (M),
— ———— —

Start  Martingalanteil —previsibler,

wachsender
Anteil

angegeben werden.

Beweis des Satzes. (i), (ii) klar
¢

(112) folgt aus M? — (M), =2 [ MydMs € Ho,
0

(iv) Definiere fiir n € N rekursiv Stoppzeiten (Ti(n)) durch

ieN
7y =0,
Ti(fl) =inf{t > 0: |M; = M_w|>27"},
inf@:=+o0
Dies bedeutet, dass im Raumbereich ein dyadisches Gitter mit Gitterbreite 27" gewéhlt
wird und der Prozess immer dann stoppt, wenn ein Gitterpunkt erreicht wird. Dadurch

wird eine zufallsabhéngige Zerlegung des Zeitbereiches definiert.
Definiere den stochastischen Prozess

Agn) = 2 (MTi(fl)/\t - ]\/[7_i(n)/\t)2 fiir alle ¢ >0

Mit einem Teleskopsummenargument und mit M, = 0 folgt
oo 2
]\@2 _ AE") = ME - Z (M-r(”)/\t - M-rz.(”)mt)

i=0 i+1
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el 2
2
=) M., <n> N (M OR MT}”W)

i=0 Tiv1 N Tiv1 "

iOM () t(M () A MTZ,(")M)

.

Il
[N}

Die rechte Seite ist ein stochastischer Integralprozess, denn man definiere H() € bP (also
H™) aus den beschréinkten previsiblen Prozessen) durch

H™ . —QZM(n)]l( ™ 1,

i=0
also

H™ = 2120 M, L0, 00,y fiiralle t 20,
Dann ist

(H™ . M)y = I(H™) =2 ZOM " (M - M (n))
und damit

(H(n) M =2 Z M 1(")/\15 (M (n) MTi(n)/\t)

=0

=M2-A"™ fiirallet>0

Fiir n — oo strebt H(™ gegen 2M in Loy(j1pr), denn

f(H(n) —2M)%dyup = Z f(H(”) - 2M)2]I(Tgn) T,("l)]dMM
0 i i+

< 4(27)2 juar ([0, 00) x Q)

— 0 EM2 <co

da auf (Ti(n) 71 [H™ — 2M| durch 2 27" beschréinkt ist.

’ z+1

Die Stetigkeit des Integrals liefert
M? - A = FMW M — 2M - M in Mo,

Die Doobsche Ly-Ungleichung (vgl. Satz 1.23) liefert eine Teilfolge (ny)geny mit

) k—o00

M2 = A" ZS oM - M),

gleichméfig in ¢ P-fast sicher.
Da fiir s<t
AL € AP 4 9
gilt, ist
(M), = lim A < lim A("’“) +27™ = (M),

k—o0 k—oo

Hieraus folgt die Monotonie von (M). O
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Definition 3.9. Fir M € b9, mit My + 0 definieren wir den quadratischen Variati-
onsprozess durch

(M) := (M - M)

Es gilt dann:

(M), = (M = M), = (M — My)? -2 f(MS ~ M)d(M, - My)

t t
:(Mt—M0)2—2[(MS—M0)dMS—2/(MS—M0)dM0
0 0

=0, da My konstant

t t
= M2~ 2MoM, + M2 -2 f M,dM, +2 / ModM,
0 0

t
(S —
= Mf - Mg -2 | M., dM, =Mo(M¢-Mo), da
My Fo-messbar
0

und somit

t
M2 = M2 +2 f M,dM, + (M),  firalle >0
0

Dies entspricht der Doob-Meyer Zerlegung fiir das Submartingal (M?),,,-

Durch Lokalisation soll die quadratische Variation auf stetige Lo-Martingale ausgedehnt
werden.

Wichtig hierfiir ist die Vertréglichkeit mit Stoppen:

Satz 3.10. Sei M € bIN. mit My =0 P-fast sicher. Dann gilt fir jede Stoppzeit T:
(M)T = (M)

Beweis. Dies folgt aus der Definition von (M) und der Vertréglichkeit des Stoppens mit
der Integration:

(MTy = (M™)?-2(M" - M")
M?*)" - 2(M ™1, -MT)
)
)

(
(
(M?*)™=2(M1y,-M)
(
(
{

M2 —2(M - M)"
M?—2M - M)"
)’T

=
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Der quadratische Variationsprozess fiir stetige L,-Martingale

Satz 3.11. Sei M ein stetiges Lo-Martingal mit My = 0 P-fast sicher. Dann existiert
bis auf Nichtunterscheidbarkeit genau ein stochastischer Prozess (M) mit den folgenden
Figenschaften:

(i) (M)o =0 P-fast sicher

(ii) ((M)i),s st adaptiert und hat P-fast sicher stetige und monoton wachsende
Pfade

(i) (ME—(M);),s ist ein Martingal

Definition. Der Prozess (M) aus Satz 3.11 wird quadratischer Variationsprozess von
M genannt.

Satz 3.12. Sei M ein Lo-Martingal mit stetigen Pfaden, die lokal von beschrinkter
Variation sind. Dann ist M P-fast sicher konstant, d.h.

M, = M, fiir allet >0 P-fast sicher

Beweis. O.E.d.A.: My =0, denn setze sonst M, := M — M,.
Lokalisiere M in b9, durch

T :=1nf{t > 0 : M| > k}

fiir alle k£ € N.
Es gilt weiter:

(M), 5238 L)~ lim Z ‘M & M

n—>o0 < (n)/\

2

= L2 — lim Z|M (,L)A AL -M (,L)

n—>00 7

AT AL

n—o00 1 ATENE

: -n
< Ly~ lim 2 2|M71_<n)mw Mo
1=

<Ly—1lim 27"FVy(M) =
da FVy(M) < oo
Also ist
(M™), =0 fir alle £ >0 [P-fast sicher

und damit ist ((M/*) ) ein Martingal.
Aus
E(M*)? =E(M™), =0
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folgt
M*=0 fir alle t >0 P-fast sicher

Da dies fiir alle k € N gilt und

T1§7'2§...T+OO

folgt
M,=0 fiir alle £ >0 [P-fast sicher

]

Beweis von Satz 3.11. Die Existenz folgt aus Definition 3.9 und Satz 3.10 durch Lokali-
sation (vgl. Kapitel 4), denn
definiere eine Folge von Stoppzeiten (74)geny durch

T = 1nf{t > 0 : |My| > k}, inf @ := +o0

Dann ist M ™ € b9, und

T1 <72 < ... SUpPTy =+
neN

Benutze den zu M7™ gehorenden quadratischen Variationsprozess (M7™) zur Definition
von (M), indem wir

M3

(M)=2 AM™) (5 1 m),  T0=0

k

1
setzen.
Wegen der Vertréaglichkeit mit Stoppen folgt

(M) = (M™) fiir alle n e N,

denn

(M)™ = (Mfk)ﬂ(m_l,m])

bl
1l

NgK

1

(M™)" Uy 71

>

T
A

>

(M) M (7, )

T
A

>

<M7—k/\7—">]l(‘rk—17‘fk]

T
A

>

((MTn)Tkﬂl(Tk—th]

T
n

>

(MTn )Tk]l(quuTk]

T
0\

>

<MTn)]l(Tk—1»Tk]

T
A
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= (M™)

Da (M™) die Eigenschaften (7) und (i) erfiillt fir alle n € N, gelten (i) und (i7) auch
fir (M).
Zu (iii): Zum Nachweis der Martingaleigenschaft wird die Charakterisierung mittels |7.12.15
beschrinkter Stoppzeiten benutzt.
Zu zeigen ist also:
E(MZ? - (M);) = 0=E(My - (M)o)

T

< EM? = E(M),
Fiir jedes n € N ist
EM?

TATn

_E(M)? = E(M™), = B(M)7 = E(M),,,,

T

da M™ € b9, und damit (M™)2 - (M™) € Hy.
Fiir n = oo strebt

(M)rnr 1 (M),

also gilt
E(M )y, nr 1 E(M),.
Weiter ist

2
EQL, = Mryr,)* =E( [ Lo

Isometrie
:t f ]l(T/\Tn,T] d,uM

n—oo

=pup((T ATy, T]) — 0.

Man beachte hier, dass die Beschrénktheit von 7 eingeht, was 1 ((0,7]) = EM2 < oo
impliziert.
Somit folgt:

EM? = lim EM?

T TNATn
n—oo

= lim E(M),p,, = E(M), < o0

Die Eindeutigkeit des quadratischen Variationsprozesses folgt aus der Tatsache, dass
stetige Martingale mit Pfaden von beschrénkter Variation konstant sind, siche Satz 3.12.
Mit diesem Satz gilt dann:

Seien A, B Prozesse mit den Eigenschaften (¢) — (4i7). Dann ist

A-B=(M?-B)-(M?- A)

Martingal Martingal

ein Martingal mit Pfaden von lokal beschriankter Variation. Daraus folgt:

A—B:AO—BQ:()@A:B
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Definition 3.13. Fir ein stetiges Lo-Martingal M mit My + 0 definieren wir den
quadratischen Variationsprozess durch

(M) = (M - My)
Dann ist (M) der eindeutig bestimmte Prozess mit folgenden Eigenschaften:
(i) (M)o=0
(i) ((M)¢)ss ist adaptiert und hat P-fast sicher wachsende und stetige Pfaden
(iil) (M7 - Mg - (M);),s, ist ein Martingal.
Man beachte:

(M, - My)? = M2 = 2My M, + M
= M2 = M2 - 2Mo(M, - M)

Also ist
Mt2 - Mg - <M>t = (Mt - M0)2 - <M>t + QMO(Mt - MO)
Martingal Martingal
Maric?ngal

ein Martingal.
Daraus folgt die Doob-Meyer Zerlegung:

MP = Mg+ (M~ My)® ~ (M), + 2Mo(M; - Mo) +(M),

Martingal

Weitere Eigenschaften des quadratischen Variationsprozesses:

Satz 3.14. Fir ein stetiges Lo-Martingal M und jede Stoppzeit T gilt:
(M7) = (M)

Beweis. O.E.d.A. kénnen wir M, = 0 voraussetzen. Wir verifizieren die charakterisieren-

den Eigenschaften des quadratischen Variationsprozesses:

(M)™ ist adaptiert, wachsend und stetig und startet aus der Null.

Zu zeigen verbleibt, dass (M7)% - (M)™ ein Martingal ist.

Fiir jede beschrinkte Stoppzeit o gilt:
E(M™)? = EM?

TAO

=E(M):ro = E(M);

Dies impliziert die Martingaleigenschaft von (M7)2 — (M)". O
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Satz 3.15. Sei M ein stetiges Lo-Martingal. Dann gilt fir das Doléans-Maf$ pipy
par(A) =E [ 1a(t,w)d(M)(w)
0
fir jede previsible Menge A € P. Insbesondere gilt fir H € La(par)
[ H?dpuy = E f H2(w)d(M)y(w)
0
Beweis. Es reicht die Behauptung fiir previsible Rechtecke zu zeigen.

Fir A = (s,t] x Fy € R gilt:

piar(A) = Bl g, (M7 - MZ)
=Elp, (M7 = (M), - (M2 = (M),)) + ELp, (M), - (M),)

=0, da

(
= Elr,((M)

=Elr () [ 1en(d(M).()

MtQ—( t)tZOMartingal
. —

M)
(M)s)
1g, (W) (s (u)d{M)u(w)

]

Beispiel 3.16. - Sei W ein Wiener-Prozess. Dann ist (W2 —t),,, ein Martingal. Also
ist (W), =t fir alle t > 0.

- Sei My = exp(9W, - 30%t), ¥ € R.

M st ein Lo-Martingal mit Doléans-Mafs

i (A) = E f 1 a(t, )92 M2(w)dt 2)

fiir alle AeP.

Vergleicht man das mit
par(A) =E [ 1a(t,w)d(M)i(w),
0

so erkennt man, dass
d(M)(w) =92 M2 (w)dt
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Also ist

(M)o= [ 1 (M), (w) - [ 92M2(w)ds

0

Beweis von Gleichung 2. Es geniigt, die Gleichheit fir A = (s,t] x Fy zu zeigen.
Man iiberlege sich vorher, dass folgende Punkte gelten:

1) 4+ £ = exp = Ws)—3504(t —s)) ~ M;_s und unabhgéngig von F;
= (W, 192 M, d unabh F.
(i) EM; =EM;, =1
=149?
2 — 2
(i) EM? = Eexp(20W; — 9%t) = et Eexp(20W, — 2092 t) = ™

=1

t
(iv) VarM, = EM? - (EM;)? = e?*t - 1 = [ 92" udu
0
Berechne zuerst die linke Seite der Gleichung 2:
par(A) = Elp, (M, - M)

M. 2
=E]IFSM§(M: —1)

i M 2
© ]E(]lFSMS?)E( L 1)

M,
M, \? M

=E(1 M2E ( t) 2 EL 41
(Ir, 8)( M, M,

——— —
(iy)eﬁQ(t—s) (Z:Z)l

= E(1p M2) (") - 1)

Berechne nun die rechte Seite der Gleichung 2:

t
E/]IA(w,u)ﬂ2M3du:Ef]lFS(w)192M3du

2
/ Ell p, (w)0% M M2

® f E(1 . (w) M2)0°E (%z)du

) B (1, (w) M2) f 9279 gy

(L () M) (00— 1)
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Der quadratische Variationsprozess fiir stochastische Integralprozesse

Satz 3.17. Sei M ein Lo-Martingal mit stetigen Pfaden und H € Lo(ppr). Dann gilt

t

(i) (H-M), = [ H2d{M); fiir alle t >0 P-fast sicher.
0

S

(ii) (H-M)™ =(H1. - M) fir jede Stoppzeit T.

¢

Beweis. ( [ H2d{M )5) ist adaptiert, wachsend und hat stetige Pfade mit
0 20

[ H2d(M), = 0.

Zu zeigen:

t
Ne= (H-MY; = [ H2(M), 20
0

ist ein Martingal, denn dann folgt die Behauptung mit der Eindeutigkeit des quadrati-
schen Variationsprozesses.
Fiir jede Stoppzeit 7 gilt:

(H-M)T:(H-M);=(H]l(0,7]~M)oo
Also ist

B(H - M)? = E(H1 - M2
= E(I(H]I(O,T])Z)

Isomzetriev/‘HQ]l(O’T]d'uM
ZEfo]l(o,T](S)d(M>s

-E f H2d(M),
0

Also ist EN, =0 fiir jede Stoppzeit 7.
(i1) folgt sofort aus
(H-M)"=((H-M)") = (HLm- M)

Bemerkung. Ist M, = exp(dW; — 39%t) so ist d(M), = 9> M7dt.
Vermutung: M = H -W mit Hy = 9 M,

M,=1+ f MWV,

th = ﬂMtth
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Die quadratische Kovariation

Satz. Der quadratische Variationsoperator ist eine quadratische Abbildung, d.h. es gilt:

(i) (cM) =c*(M) fir alle c € R und jedes stetige Lo—Martingal M

(1)) (M +N)+(M-N)=2((M)+(N)) fiir alle stetigen Ly—Martingale M, N

Beweis. 1dee: Verwende Satz 3.11 (Eindeutigkeit). i) zu zeigen: (cM) = ¢*(M)
Es gilt
(eM)7 = (M) = ¢ (M} - (M)

—_———
Martingal
= (cM) =c*M
it) zu zeigen: (M + N)+ (M - N)=2((M) + (N))
Bemerke:

2(M*+ N?*)=(M+N)*+ (M- N)?
Also:
(M2 + N?) — (M + N) = (M = Ny = (M + N)? = (M + N)+ (M~ N)? — (M - N)

ist ein Martingal.

Andererseits sind
M?*-(M) und N?-(N)

Martingale.

= M?+ N2 - (M) - (N) ist ein Martingal

= 2(M?+ N2) - 2({(M) + (N)) ist ein Martingal. (I7)
Vergleiche (1) und (/1) und nutze die Eindeutigkeit aus Satz 3.11.
= (M+N)+(M-N)=2((M)+(N))

(1)

]

Definition 3.18. Wegen dieser Eigenschaften kann man durch eine Polarisation den

quadratischen Kovariationsprozess definieren mittels
1
(M,N}):=7((M+N)-(M-N))
fiir alle stetigen Lo—Martingale M, N .

Eigenschaften der quadratische Kovariation

Satz 3.19. Die quadratische Kovariation hat folgende Eigenschaften:
(i) (-,-) ist bilinear, d.h.

(My + Mz, N) = (M, N} + (M, N)
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(cM,N)=c(M,N)
(M, Ny + Ny) = (M, Ny) + (M, Ny)
(M,cN)=c(M,N)
(i) (-,-) ist symmetrisch, d.h.
(M,N)=(N,M)

(#ii) (M, N) wird, bis auf Nichtunterscheidbarkeit, eindeutig durch folgende Eigen-
schaften beschrieben:

CL) <M, N)() =0
b) ((M,N)¢),s, ist adaptiert und hat stetige Pfade von lokal beschrinkter Va-
riation

¢) MN - (M,N) ist ein Martingal
Beweis. zu (i) und (i7): Wir zeigen:

a) Vertrédglichkeit mit Addition (in einer Komponente, dann nutze die Symmetrie-
eigenschaft)

b) Vertriglichkeit mit Skalarmultiplikation (in einer Komponente, dann nutze die
Symmetrieeigenschaft)

zua): Um (X +Y, Z) = (X, Z)+(Y, Z) zu zeigen geniigt es zu (nach Definition) zu zeigen

(X+Y+Z)—(X+Y+Z)i(X+Z)+(Y)—(X—Z)—(Y) (%)
1) 2)
+HY +2)+(X)-(Y -Z)-(X)

3) 4)

D=i(X+Y+2Z)+(X -Y + Z))

2) =—% (X+Y-2)+(X-Y -2))

3)=1(X+Y+2)+(X-Y -2))

4)=-L(X+Y-2Z)+(X-Y + Z))

Addiert man 1) —4) zusammen, so ergibt sich die linke Seite.

Das }1 konnte man iiberall davor schreiben, doch dann kiirzt es sich weg.

Alternativ kann man einfacher auch mit der in (iii) angegebenen Charakterisierung des
quadratischen Kovariationsprozesses argumentieren, denn

(X+Y)Z-((X,2)+{(Y,Z)) = XZ-({(X,2)+YZ-({Y,Z)
(cX)Z -elX,Z)=c(XZ - (X, Z))

sind Martingale.
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zub): Um (aX,Z) = (X, Z) zu zeigen fiir o € R geniigt es zu zeigen, dass
(aX+Z)~{aX-Z)2a((X+2Z)-X-2Z))  (»*)

gilt.
(x*) gilt fir

- a=1und a =2 nach (*)

- « € N nach Induktion

a:%,mEN:o/=m,X’=oz’X:mX Dann gilt:
! ! 1 ! 1 !
(X'+2)-(X'-Z)=mm((—X"+2)-(—X"-2Z))
m m

- O{E(@Jr:@:%

0=((a-a)X+Z)-((a-a)X - Z)
DX +2) -~ (aX - Z) + (~aX + Z) - (~aX - Z)

Also
(aX+Z)-(aX-Z)=-((~aX +Z) - (-aX - Z))
- a € R: Wihle a,, € Q mit «,,, — a + Stetigkeit

zu (7i7): a) und b) sind klar.
zu c¢): Dies folgt aus der Tatsache, dass die Multiplikation in R die zum Quadrieren
gehorige Bilinearform ist.

1
MN - (M,N) = Z[(M+N)2—(M—N)Z—((Mu\f)—uw—N))]
1 1
= H((M + NY? = (M4 N)) = (M = N)? = (M - N))
ist ein Martingal.
Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 3.12, denn aus der Martingaleigenschaft von

MN -Aund MN -B

folgt, dass
B-A

ein Martingal ist mit stetigen Pfaden von lokal beschrénkter Variation.
Hieraus folgt
B—A:BO—AOZO.

79



Betrachtet man . .
(f Hdes):[H§d<M
0 0

so kann man vermuten, dass

( f H,dM,, f K.dN,) = f H,K.d(M, N),
0 0 0

gilt. Zum Nachweis dieser Vermutung benutzt man die Kunita Watanabe Ungleichung,
die man aus der Lebesgue-Stieltjen Integrationstheorie herleiten kann.

Satz 3.20. Seien f,g,h:[0,00) — R rechtsseitig stetige Funktionen mit

£(0) = 9(0) = 1(0)

f sei lokal von beschrdankter Variation und g,h seien monoton wachsend.
Gilt
LF(t) = F(s) < (g(t) = g(s))(~(t) = h(s))  fir alle 0< s <t,

so gilt fiir alle messbaren Funktionen x,y:[0,00) — R

[ @yl difll < ( JREORL u>) ( / |y<u>|2dh<u>)

S S

Hierbei bezeichnet ||f|| das Variationsmaf zu pif, also

11 = Mgl = mpvecry

Beweis. siehe Revusz, Yor, Continious Martingales and Brownian Motion. O

Durch pfadweise Betrachtung erhélt man die Kunita Watanabe Ungleichung:

Satz 3.21 (Kunita Watanabe Ungleichung). Seien M, N stetige Lo-Martingale und
H, K progressiv messbare Prozesse.
Dann gilt:

t

[ 1H @) 1K W) d||<MN||u_( JREOROY )( [ K@pan )

Beweis. Wegen Satz 3.20 geniigt es zu zeigen, dass
(M, N); = (M,N),* < ({(M); = (M),)({N); = (N),) fir alle 0<s <t

fiir P fast alle w € Q gilt.
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Da die quadratische Variation monoton wachsend ist, gilt:
(M +AN),—(M+AN), >0 fiir alle A\ € R,
also auch
(M) +2MM,N) + N (N); = ((M)s +2MM,N), + A*(N)s) 20 fiir alle A e R,
also auch
(%) (M), = (M)g+2X((M,N), = (M,N),) + NX*({N), = (N),) >0 fiir alle A e R.

Minimiert in A wird dies bei

Also
(M, N} = (M,N);)* < ({M); = (M)s)({N): = (N)5)

was die Behauptung impliziert. O

Dies kann man dazu nutzen, die quadratische Kovariation von Integralprozessen auszu-
rechnen.

Satz 3.22. Seien M,N € Hy. und H € Ly(pupr). Dann gilt:

@) [ [Hd|(M. N} < o

b) E(H-M)wNa =E [ Hd(M,N),

t
¢) (H-M,N); = [ Hd(M,N), fir alle t > 0 P-fast sicher
0

d) Sind M und N stetige Ly-Martingale und ist H € Ly(ppr), so gilt:

¢
(H-M,N); = / Hd(M, N) fir alle t > 0 P-fast sicher
0
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Insbesondere gilt fir K € La(jn)
¢
(H-M,K-N); = f H,K,d{M,N), fir alle t > 0 P-fast sicher
0

Beweis. a) Kumita Watanabe Ungleichung liefert mit K = 1:

fmwwwmsUEquwfme

1
2

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert
EfMMwMLNMSC?[HMMﬂJ(MNMP
0 0

1

2 1
([ )" (BN’
< ||H||L2(HJM)||N||H2 <00

da
E(N)o = E(NZ - Ng) SENZ =[Nl

b) Fir N € Hy . ist die Abbildung

A: o Lo(par) — R

He E((H M)oNe - f H.d(M, N)S)
0
stetig und linear, denn

|ACH)| =

E((H.M)OONOO—std(M,N>S)

<E|(H-M)w| INu| +E [ [HJIAL N,
0

a) 1 )
C.SS.U. (E(H ' M)EO)Q (ENi)é + ||H||L2(MM)||N||H2

= HH ’ M||H2||N||H2 + ”HHLz(MJVI)HNHHz
Isometrie

= ||H||L2(MM)||N||H2 + ||H||L2(,UM)HN||H2

= 2l |V
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Fir H € € gilt A(H) =0. _
Also gilt auch A(H) =0 fiir alle H € £ = Ly(ppr).

¢
c) ( [ Hyd{(M,N), ist ein adaptierter Prozess mit Pfaden von lokal beschrénkter
0

£20
Variation, die stetig sind.

Zu zeigen verbleibt:

((H - M),N, - f H.d(M, N)S)

ist ein Martingal.
Fiir jede Stoppzeit 7 gilt:

E(H-M),N, =E(H-M)L,NZ,
= E(H1 (o, M)wNL

2E [ Hl o (s)d(M,N7),
:E HS]I(O’T](S)C“M,N);
-E [ . (s)d{M,N),

E [ Hd(M,N),

S T T3 °

:E( Hsd<M7N>s)r

o\_

Also ist .
(H-M)N—std<M,N)s
0

ein gleichgradig integrierbares Martingal.
d) wie in ¢) ist zu zeigen, dass

((H M),N, - [ H.d(M, N)S)

t>0

ein Martingal ist.
Fiir jede beschrinkte Stoppzeit 7 ist N7 € Hy . und damit liefert b)

E(H - M),N, =E(H - M)7,N~,
= E(HH(O,T] ’ M)OON;
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—E(H1(,- M7)oNL

b:)IE/ H.d(M,N7),
0

:E[Hsd(M,N);
0

=Ef H,d(M,N),
0

was die Martingaleigenschaft impliziert. O

Benutzt wurde im Beweis, dass auch die quadratische Kovariation vertréglich ist mit
Stoppen. Dies soll jetzt nachgeholt werden.

Satz 3.23. Seien M, N stetige Lo—Martingale. Fiir jede Stoppzeit T gilt:
(M,N)" =(M",N)=(M,N") = (M",N")
Beweis. O.B.d.A. sei My =0. Zeige
(M,N)"=(M,N"),

denn der Rest folgt aus Symmetriegriinden.
Es gilt: (M, N)7 ist adaptiert, stetig und hat Pfade von beschrinkter Variation. Zeige
deshalb, dass (M;N] - (M,N)]),,, ein Martingal ist. Dann folgt die Aussage aus der
Eindeutigkeit der quadratischen Kovariation.
Fiir jede beschrankte Stoppzeit o gilt:
E(M;Ng) = E(M;Ngn-)

= ]E(NO'/\T(MU - MO’/\T) + NO’/\TMO'/\T)

= ENO’/\T(MO' - MO’/\T) + ENO’/\TMU/\T

=E (]E(NO'/\T(MO' - MG’AT))|fU/\T) + E<M7 N)O’/\T

= E(NO'/\TE(MO' - Ma/\7|«7:o'/\7') ) + E<M>N>;

=0, wg. Optional Sampling

=E(M,N)]
Da o eine beliebige, beschrinkte Stoppzeit ist, ist
M,N] - (M, N)]
ein Martingal. O]

Ziel: Die quadratische Variation ist tatsdchlich die quadratische Variation der Pfade. Das
heiit, die quadratische Variation entlang eines Gitters des Intervalls [0,¢] konvergiert
in Wahrscheinlichkeit gegen (M);, wenn die Feinheit der Zerlegung gegen Null strebt.
Vorbereitend benotigen wir:
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Satz 3.24. Sei M ein beschrdnktes Martingal mit stetigen Pfaden und My =0, sodass
der quadratische Variationsprozess ebenfalls beschrinkt ist.
Sei w(") eine Folge von Gittern der Form

0= t(()n) < tin) < tén) < sup tgn) = 400

mit
|7T(n)| — Sup(t(”) t(n)) WS 0

Fiir ein gegebenes t ergibt das so ein endliches Gitter:

I ] ] ] ]
T T T T T

Die quadratische Variation entlang eines solchen Gitters bis t, ist dann definiert durch

Vi (t) = 2 (M, = My, ) fiir alle t20

ieN

Dann gilt:
2 n—00
B sup(Va? (t) - (M))* =5

Beweis. Da M € 09N, mit My =0 ist, gilt

t
(M) = M2 -2 f M,dM,  firalle >0
0

Weiter ist
SO0 My =5 0O~
= 2§]M(n) (M, = Mo )
=2(H™ - M),
mit

H(n) = ZM(n)]l(t(n) t(n)]

=12
denn fiir jeden Summanden gilt
(Mtﬁ?f]l(tﬁff,tﬁn)]) . M)t = (Mtﬁ?l)]l(tﬁi‘f,tﬁn)]]l(ovﬂ) . M)Do = Mtgfbl)/\t(MtE")/\t - Mtﬁl)/\t)
H™) konvergiert in Ly(ps) gegen M, denn:
[ a2 = [ (O M [ (O - MYy
(0,T]x (T,00)x2

(1) @)
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Da M und auch H(™ gleichmiiflig beschrinkt sind, existiert eine Konstante C' > 0 mit

T—o0

(2) < Crn((T,00) x ) =50 da ping([0, 00) x 2) < o0
Zur Abschitzung von (1) definiere
m(T,0) =sup{|M; - M|:0< s, t<T,|t—s|<d}

Dann gilt:

(1) =E [ (" - M),

<Em(T, |7 ™])*(M)z

Die quadratische Variation (M) ist beschriankt < CQE m(T, |7'l'(n)|)2
Auf [0,T] ist t = M;(w) gleichméfig stetig, weshalb
m(T,|r™]) — 0 P-fast sicher

Da M beschrinkt ist, ist m(T,|r(™]|) gleichmBig beschrinkt in n und mit Hilfe der
majorisierten Konvergenz folgt

n—00

Em(T,|x])* ==0
Also gilt:

E sup(M), - V(1))? = Esup(MF - Vi? (1) - (M2 - (M),))

t>0

=Esup(2(H™ - M), - 2(M - M),)?
t>0

Wegen der Doob’schen L3-Ungleichung, die besagt: Esup;s( Nf2 < 4dsupysq ]ENfz S 8 Sup E((H(Tb) ° M)t - (M : M)t)Q
t>0

S0 - MM,
= 8||H(n) - H||L2(#M) —0

[]

Durch Lokalisation kann die gewiinschte Konvergenz in Wahrscheinlichkeit gezeigt wer-
den.

Satz 3.25. Sei M ein stetiges Martingal mit My = 0. Dann gilt fir alle T > 0:

sup |V (8) = (M)| =3 0 in Wahrscheinlichkeit

0<t<T
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Beweis. Sei
T =inf{t > 0:|M,| > k oder (M), > k}

Dann erfiillt M™ die Voraussetzungen von Satz 3.24.

Definiere
(2) _ 2
VW) = S (ME, ~ME,
ieN i i-1
_ 2
- Z(Mtl(,") AATE Mtl(fl)/\m-rk )
ieN

Es gilt also
Esup(V, 3 (1) - (M™),)* = 0

und damit auch

n—o0

() P(up V() = (M7 )] > ) =5 0

fiir jedes € > 0. Wegen

existiert zu n > 0 ein kg € N mit
P(r.<T)<n fiir alle k > kg

Auf {7, > T} ist
VAW =vP(t)  firallet<T

und
(M), = (M) fir alle ¢ < T..

Also folgt:
P(sup |V (1) = (M| > €) < Psup [V, (£) - VA ()] > ©)
t<T t<T ’ 3
€
+P(sup [V, (1) = (M™),] > )
t<T ’ 3
€
+ P(sup|(M7™), — (M) > )
t<T 3
<OP(7, < T) + P(sup [V (t) - (M™),| > g)
t>0 ’
Wegen () existiert ein ng € N mit
P(sup [V, (1) = (M+o),| > %) <n  fiir alle n > ng
t>0 ’
Also ist fiir alle n > ng

€
P(su%) VD () = (M)y] > €) < 2P(r3,, < T) + P(sup VD (8) = (MTro )| > 5)
t< >
<3n fiir alle n > ng

Hieraus folgt die Behauptung, da n > 0 beliebig gewéhlt werden kann.
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4 Lokalisation

Ziel: Ausdehnung des Integrals auf mehr Integranden und Integratoren.

Gegeben sei ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (2, (F3), , F, P), der die usual con-
ditions erfiillt.

Idee: Man lokalisiere in geeigneter Weise.

Lokalisierung des Integrators

Definition 4.1. Sei G eine Familie von Prozessen, die aus der Null starten und cadlag

Pfade haben. Dann heifst X lokaler G—Prozess, wenn es eine Folge von Stoppzeiten
(T )nen gibt mat:

(’L) T1 ST <T73< ...

(i) sup T, = +o0
neN

(iii) X™ €@
Mit G wird die Familie der lokalen G—Prozessen bezeichnet.
Hauptbeispiele:
- MO ={M eM: My=0}
— MY

. als lokalisierte Variante

- MY = {M e M°: M hat stetige Pfade}

- 9'n(c),loc = (mg)loc
- HY:={M e M : supEM? < o0}
20

- H(Q),loc = (Hg)loc
- Hy . ={M eHJ: M hat stetige Pfade}
e H(Q),c,loc = (H%c)loc
-0 ={M eMY:3C >0:sup|M| < C}
20

- pONY

c,loc

= (09MY)10c
Es soll geklart werden, wann Gy, ein Vektorraum ist.
Bemerkung 4.2. (i) Ist G abgeschlossen gegen Stoppen, so auch Gi..

(ii) Ist G ein Vektorraum und abgeschossen gegen Stoppen, so ist auch G ein
Vektorraum.
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Dabei heifit eine Menge von Prozessen 21 abgeschlossen gegen Stoppen, falls fiir jedes
X € A und jede Stoppzeit 7 auch X7 e 2 ist.

Beweis. zu (i): Sei X € Gy und 7 eine beliebige Stoppzeit. Es existiert eine Folge (7, )nen
mit

T1 <79 < ... SUpT7, = +00
neN

und X™ € G.
Dann gilt:
(XT)Tn — XT/\’Tn — (XT")T € g’

da G abgeschlossen gegen Stoppen ist. Daraus folgt also
X" eg.

zu (7i): Seien X,Y € Gjoc. Dann existieren

T1 <79 < ... SUpT7, =+00
neN
und
01<09<... Ssupo, =+
neN
mit

X™meG Yore@g

(Tn A 0p )nen lokalisieren X +Y nach G, denn

(X +Y)mon = XToon 4 Y mion = (X707 4 (Y o0y
Dass

cX € Goe fir alle ce R
gilt, ist klar. O

Als Folgerung erhélt man

my m? HY LMY

loc» ¢,locy 2,¢,locy ¢,loc

sind Vektorraume.
Obwohl
DM G HY . & M,

gilt, fallen nach Lokalisieren alle drei lokalen Rdume zusammen.

Satz 4.3. FEs gilt:
M . = HY e = N

c,loc 2,c,loc ¢,loc
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Beweis. Aus

b, & M & M
folgt
bmg,loc c %8767100 c mg,loc
Zu zeigen:
bmg,loc - mg,loc

Sei also M ¢ fmg,loc. Dann ist My =0 und M hat stetige Pfade.

Weiter existiert eine Folge (7;,)ney von Stoppzeiten mit

T1 <79 < ... SUpT7, =+
neN
und
M™ e M°
Setze
op=1nf{t >0: My > n}
Dann ist
01<09<... Supog, = +o00o.
neN
Betrachte (7, A 0, )nen. Diese Folge lokalisiert M nach 6919, denn M™ € MY und somit
(M7 )on € BN fiir alle n e N. O

Bemerkung. Auch die Folge (0, )nen lokalisiert schon M nach bINY, denn beschrdnkte
lokale Martingale sind beschrdnkte Martingale, d.h. es gilt
b(Mm?,,.) € LI

c,loc

Auflerdem gilt: Ist M ein stetiges lokale Martingal mit M, > 0 fiir alle t > 0 P-fast sicher
und integrierbaren My, so ist M ein Supermartingal.

Anwenden kann man dies fiir die Definition der quadratischen Variation fiir M € Y, .
Sei dazu

T, = 1nf{t > 0: My > n}.

Dann ist M™ € b9M? und zu Martingalen aus b9Y kennen wir den quadratischen Varia-
tionsprozess

(M™) = (M™)?-2(M™ - M™).

Definition 4.4. Sei M € 99

ooe- Dann ist der quadratische Variationsprozess von M
definiert durch

(M) := Z(MTn)]l(Tn—laTn]
n=1

mat
T, = 1nf{t > 0: M| > n}
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Wegen der Vertraglichkeit mit Stoppen folgt wie im Beweis zu Satz 3.11:
(M)™ =(M™) fiir alle n e N.

Dies bedeutet insbesondere, dass der quadratische Variationsprozess des lokalen Martin-
gales M bis zur Stoppzeit 7, mit dem des ('echten’) Martingales M ™ iibereinstimmt.
Da lokale, stetige Martingale mit Pfaden von lokal beschrankter Variation konstant sind
(Satz 3.12 fiir lokale Martingale), folgt eine Charakterisierung des quadratischen Varia-
tionsprozesses durch

Satz 4.5. Zu M € M?,  existiert, bis auf Nichtunterscheidbarkeit, genau ein stochas-

tischer Prozess A mit folgenden Figenschaften:
(i) Ag=0
(ii) (A¢)ysg ist adaptiert mit stetigen, wachsenden Pfaden.
(iii) (M? = Ay),. € MO

c,loc

Beweis. A := (M) erfiillt die Bedingungen (i) — (¢iz) und ist wegen Satz 3.12 eindeutig.
[

Bemerkung. Man erhdlt folgende Doob-Meyer Zerlequng:
Mi= MZ-(M), + (M),

— ~——
lokaler Martingalanteil wachsender,
vorhersehbarer

nteil

Bislang haben wir nur Prozesse betrachtet, die aus der Null starten. Durch Hinzufiigen
einer Fy-messbaren Startvariablen kommen wir zur allgemeinen Definition eines stetigen
lokalen Martingals.

Definition 4.6. Fin stochastischer Prozess M heifst stetiges, lokales Martingal, wenn
My Fo—messbar ist und M — My € IM°,  qilt, d.h.

¢c,loc

M= My +M-M,
Startvariable Mo

c,loc

Fiir stetige, lokale Martingale wird die quadratische Variation definiert durch
(M) = (M - M)

Bemerkung. (i) Beachte, dass fir das Martingal M in Definition 4.6 nicht My = 0
gelten muss . Fir Definition 4.4 hingegen schon.

(i1) Durch Definition 4.6 wird ein eindeutig bestimmter, adaptierter, wachsender Prozess
mit stetigen Pfaden definiert, so dass gilt:

(M7 = Mg~ (M)y) ., € D

t>0 ¢,loc
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Satz 4.7. Fir jedes stetige, lokale Martingal M und fiir jede Stoppzeit T gilt:
(M7) = (M)

Beweis. O.E.d.A. kann M, = 0 vorausgesetzt werden. Weiter kann, analog zu Satz 3.11,

geschlossen werden, dass
(MT)Q - <M>T € m(c),loc

Mit Satz 4.5 folgt die Behauptung. m

Die quadratische Kovariation kann durch Polarisation mit Hilfe der quadratischen Va-
riation definiert werden. Bezeichne mit F'V? die Menge aller adaptierten Prozesse, die
aus der Null starten und stetige Pfade haben von lokal beschrinkter Variation.
Bezeichne mit 9, .. die lokalen, stetigen Martingale.

Dann ist

<> : mc,loc — FV;O
M — (M)

eine quadratische Abbildung, d.h.
(i) (cM)=c*M) firaleceR
(ii)) (M+N)+(M-N)=2((M)+(N)) fiir alle M, N € M 10c

Definition 4.8. Definiere fiir stetige lokale Martingale M, N € M. i,. die quadratische

Kovariation durch 1
(M,N}):=2((M+N)-(M-N))

Satz 4.9. Die Abbildung
<.7 .) : mtc,loc X mqloc — F‘/;O

st bilinear und symmetrisch.
Figr M,N € M. 10 ist (M, N) der eindeutig bestimmte Prozess aus FV? mit

MN - (M,N) € M, o
Beweis. Es gilt
M Ny — MoNgy = (My — Mo)(N; = No) + MoNy + NoM; — 2My Ny
Also

MtNt — (M, N)t = MONO + (Mt - MO)(Nt — No) — (M, N)t + M()Nt + N()Mt - 2MON0

92



= M()NQ + (Mt — MO)(Nt - No) - <M, N)t +N0(Mt - Mo) +M0(Nt - N(])
—_——

emo

c,loc

Start- eMmo emo

variable ¢,loc ¢,loc

Also ist
MtNt - <M7 N> € SUtc,loc

]

Wie kann man die Variation nutzen, um auf eine Martingaleigenschaft zu schlieflen? 21.12.15
Klar ist:

(i) Ist M ein stetiges Lo—Martingal mit M, = 0, so ist M? — (M) ein Martingal.
(ii) Ist M e H3,, so ist M2~ (M) € MY

Dies kann man anwenden:

Satz 4.10. Fiir M € 90

¢,loc

(i) Ist B{M)e, < 00, s0 ist M € HJ .

qilt:

(i) Ist E{M); < oo fiir alle t >0, so ist M ein stetiges Lo—Martingal.

Beweis. zu (i): Zeige zundchst die Martingaleigenschaft von M durch EM. (= EM;) =0
fiir alle beschrénkten Stoppzeiten 7.
Betrachte hierzu eine lokalisierende Folge von Stoppzeiten

T1 <79 < ... SUpT7, = +00
neN

mit M™ e b9MY.
Dann ist EM7" =0, da M™ € 092 ¢ H , und

EM?,, = E(M™):
- E(M™),
- E(M)7

=E(M), nr 1 E(M), <E(M)

Also ist (M, a7 )nen gleichgradig integrierbar.
Zusammen mit

n—00

M. ., — M, P-fast sicher

n

folgt

0=EM, .. =S EM,

also
EM.=0
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M ist also ein Martingal und wegen

supEM? =supsupEM?2 , <E(M)

t>0 t>0 neN

folgt
M e,

zu (ii): Fiir jedes T'> 0 ist MT e 13, da
E(M™) = E(M)7 < o0
Also gilt fiir alle s<t < T

E(M|F.) = E(M/|F)
=MT
= M,

Da T beliebig gewahlt wurde, folgt die Martingaleigenschaft.
M ist ein Lo—Martingal, da fiir t <T"

EMZ = E(MT)2 = E(MT), = E(M), < 00

Ziel:
- Lokalisierung des Integranden

0

eloc und lokalisiertem

- Definition des stochastischen Integralprozesses fiir M € 9
Integranden H.

Definition 4.11. Fir M € ,’DTSJOC definieren wir den Raum L} (M) durch die Menge

aller Prozesse H, die folgende Bedingungen erfiillen:

(i) H ist previsibel und
¢

(ii) [ H2d(M)s < oo P-fast sicher  fiir allet >0 .
0

Mt IbP bezeichne die Menge der lokal beschrdnkten previsiblen Prozesse, das heifSt:
H € lbP genau dann, wenn

(i) H ist previsibel
(i1) Es existiert eine Folge (T,,)nen von Stoppzeiten mit

1 <7< ... SUPT, = +00
neN
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und H1 1 € OP fiir alle n € N.

In der obigen Definition werden zwei Moglichkeiten aufgezeigt, wie ein Integrand lo-
kalisiert werden kann. Zu bemerken ist dabei, dass der Raum der lokal beschrinkten
Prozesse unabhéngig von einem lokalen Martingal definiert wird. Fiir die meisten An-
wendungen ist dies auch ausreichend. Um allerdings das stochastische Integral auf eine
moglichst grofie Klasse von Prozessen auszudehnen, ist eine spezifische, vom Integrator
M abhingige, Klasse L (M) zu wihlen.

Satz 4.12. Es gilt:

(i) L2 (M) ist ein Vektorraum fiir jedes M € 92

c,loc’

(i) Lo(par) € L7 (M) fir jedes stetige Lo—Martingal.

(111) IbP c L2 (M) fiir alle M € IN°

loc c,loc’

(iv) Ist H ein adaptierter Prozess mit linksseitig stetigen Pfaden, die rechtsseitige
Limiten haben, so ist H € [bP.

Beweis. (1) klar, da

fH+K)2 <2([H2 fK%i(M)) < oo

(i1) Fiir H € Ly(puar) gilt

E f H2d(M), = f H?djiys < oo
0
Also -
f H2d(M), < oo
0

P-fast sicher, was H € L2 (M) impliziert.
(77) (Tn)nen lokalisiere H in bP, das heiBt H1 ., € bP.
Wegen 7, 1 oo gilt:

Tn AL

[tHfd(M)S: lim fod(M)s

n—00

Da 7, 1 o0, existiert ein n € N, mit 7,,(w) > ¢. Dann gilt

t

f H2d( f H21,,,1d{M),

—_———
beschrankt
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< Co(M)y(w) < 00

(iv) Definiere fiir n € N:
T, =inf{t > 0:|H;| > n}

Dann ist (7, )nen eine lokalisierende Folge, da
H(0+) := lglrg H,

eine endliche Zufallsvariable ist. O]

Fir M e MY, . und H € L (M) kann nun der stochastische Integralprozess /- M durch

Lokalisation definiert werden.
Definiere dazu Stoppzeiten (7,)neny durch

t
T = 1nf{t > 0: (M); > n oder fHSQd(M)SZn}
0

Dann ist, wegen H € L2 (M):

loc

Fiir den gestoppten Prozess M™ gilt:
E(M™)o = E(M)7r = E(M),, <n< oo

Also ist M™ e Hj ..
Weiter ist H1 g -,] € La(ftarm ), denn

/H2]l(0?7n]d,uMm =]E‘[H821(07Tn](8)d<MT">S
0

“E [ H2 ) (s)A(M)T
0

Definition 4.13. Sei M e MY, und H € L}, (M). Definiere den stochastischen Inte-
gralprozess H - M durch

H- - M = Z(H]I(O,Tn] -MT”)]I(Tnthn]
n=1
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Bemerkung. - Die stochastischen Intervalle ((Ty-1,Tn])nen bilden eine disjunkte
Zerlegung von (0,00) x Q).

- Der Integralprozess startet aus der Null.

- Auf (0,7,] stimmt der Integralprozess H - M mit Hlq ,,1- M™ dberein, denn fir
m <n gilt, wegen der Vertrdiglichkeit mit Stoppen:

(H]I(O,Tn] : MTn)Tm = H]I(O,Tn]]l(O,Tm] : (MTn)Tm
= Hﬂ(O,Tm] M

- (H-M)™=Hl,1-M™ fir alle n e N

Will man einen stochastischen Integralprozess H - M konkret ausrechnen, wird man
in der Regel eine Lokalisierung mittels einer Folge von Stoppzeiten durchfithren und
dann die nicht lokalen gestoppten Prozesse ausrechnen. Fiir die Folge der lokalisierenden
Stoppzeiten (7,)neny muss dann gelten, dass M™ ein Ly-Martingal ist und H1,,] €
Lo(puparmn ). Weiter muss sup7, = oo erfiillt sein. Man ist dabei frei in der Wahl der
lokalisierenden Folge. Das Verifizieren von Eigenschaften mittels Lokalisation kann man
abstrakt so formulieren.

Satz 4.14. Seien M, N zwei stochastische Prozesse und (T, )nen €ine Folge von wach-
senden Stoppzeiten mit sup,, T, = 0. Ist fiir jedes n € N der gestoppte Prozess M™
nicht unterscheidbar von N™, so ist auch M nicht unterscheidbar von N.

Beweis. Sei 7, ein Folge wachsender Stoppzeiten und seien M, N Prozesse. Seien M™
und N™ nicht unterscheidbar fiir alle n € N. Es ist zu zeigen, dass M, N nicht unter-
scheidbar sind, d.h. die Menge

A={weQ:3t>0: M(w) # Ny(w)}

ist vernachléssigbar.
Sei w e A und ¢ >0 mit M;(w) # Ny(w). Da 7, 1 0o gibt es ein ng mit t < 7,,(w), also

M(w) = M (w) und Ny(w) = N, (w)

Es folgt:
Ac | J{w' eQ:3s>0: MI"(w') +#+ NI"(w)}
neN
Die rechte Menge ist vernachléssigbar, nach Voraussetzung. [

Durch Anwendung dieses Satzes konnen die folgenden Eigenschaften des stochastischen
Integralprozesses gezeigt werden.
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Satz 4.15. Sei M e M®,  He L2 (M). Dann gilt:

¢,loc’? loc

(1) H-M eM°

¢,loc
t

(ii) (H-M), = [ H2d(M), fir alle t > 0.
0

(m) (H~M)T=H1(077]~MT =H1(07T]~M=H-MT

(iv) Ist K ein previsibler Prozess mit K € L2 (H - M), so gilt:
- KHelI2 (M)
CK-(H-M)=KH-M

() (H+K)-M=H-M+K-M fir alle H, K € L2 (M)

loc

(vi) Fir N e, und HelLj,
_HelL2 (M+N)

_H-(M+N)=H-M+H-N

(M) n L, (N) gilt:
(vii) Fir alle M, N € M0 und H € L2 (M) gilt
(H-M,N) = /O'Hsd(M,N)S.
Insbesondere gilt damit fir K € L7, (N)
(H M,K-N)= fO'HsKSd(M,MS.
Beweis. (i) ist klar nach Konstruktion, denn fiir

t
Tp = 1nf{t > 0: (M), >n oder /Hfd(]\/[)szn}
0

ist
(H-M)™=Hlg, - M™eH],
(71)
(H-M)™=((H-M)™)
= <H]l(g7.,-n] -MT”)
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Die letzte Identitéat folgt aus

( i H3d<M>s)Tn _ ( i H3d<M>s)

Tn At

[ rean,

0
t
- f H21 0,5, 1d(M)..
0
Durch Lokalistion hat man also die behauptete Identitét
(1 M) = [ 1),
0

gezeigt.
(i17) kann ebenfalls durch Lokalisation nachgewiesen werden, denn fiir die oben betrach-
tete Folge T, gilt fiir jede Stoppzeit 7

((H . M)’T)Tn (H . M)T/\Tn
((H-M)™)
(H]l(()n'n] ’ MTn)T
H]1(07T7L]]1(077_] - MTAT

(Hlz-MT)™

fiir alle n € N. Zu bemerken ist, dass beim vorletzten Gleichheitszeichen die Vertréaglichkeit
mit Stoppen bei Hq . Integralprozessen benutzt wurde und dass fiir die letzte Gleichheit
(Tn)nen auch eine lokalisierende Folge fiir H1( -y ist. Die iibrigen Identitdten aus (iii)
lassen sich analog aus den nichtlokalen Identitédten herleiten.
(iv): Wegen (ii) hat das durch (H - M) definierte Ma8 die Dichte H? beziiglich des durch
(M) definierten Mafles, kurz

d(H-M)=H*d(M).

Somit folgt
t t
[z, = [ r3E-M), < o0
0 0
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fiir alle t >0, was KH € L? (H - M) impliziert. Setze

loc
¢ ¢
o, =inf{t>0: f KZ2d(H - M), > n oder f H2d(M), >n oder (M);>n}
0 0

Dann gilt

(K-(H-M))n K100, (H-M)"
Koo, (Hl(0g,) - M")
(KH]]' (O,Un]) ’ MUTL

= ((KH)- M)

fiir alle n € N. Somit folgt
K-(H-M)=(KH)- M.

Zu bemerken ist wieder, dass in der vorletzten Gleichung die nichtlokale Version der As-
soziativitdt benutzt wurde und dass (0, ),y eine lokalisierende Folge fiir die Integration
von K H gegen M darstellt.

(v): Betrachte die lokalisierenden Folgen

¢
Tn=inf{t20:/ H2d(M),>n oder (M);>n}
0

t
an=inf{t20:f K2d(M)s>n oder (M);>n}
0

fiir alle n € N. Dann ist

(H M+ K- M)on/\fn (H . M)Un/\'rn + (K . M)Un/\‘rn
(H]I(O,Tn] . MTn)Un + (K]I(OVO.”] A Mo'n )Tn

(HLm) 0,0,  M™ ) + (KL (071 (0,00 M™")
(H + K)om0, M™)

((H+K)- M)

fiir alle n € N, was
(H+K)-M=(H-M+K-M)

impliziert.

(vi): Wegen (M,N)=1({(M + N)- (M - N)) gilt

IN

i(fotHszd(M+N)s+fotHfd(M_N>S)
- %([OtHfd(M)ﬁfotHfd(N)s)-

Fir He L} (M)nL2 (N) folgt deshalb

t
f H2d(M, N,
0

t t t t
[Ny, = [ ERM) s [N 2 [N,
0 0 0 0
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< Q(fOtHgd(M)s+f0tH§d(N)

Somit ist H € L? (M+N) und die Behauptung kann durch Lokalisation bewiesen werden.
Definiere hierzu Stoppzeiten

t t
T, =inf{t >0: / HZ2d(M), >n oder f HZ2d(N), >n oder (M);>n oder (N);>n}
0 0

fiir alle n € N. Dann gilt

(H-(M+N))™ = Hlg-(M+N)™
= H]l(O,Tny(MT"-f-NT")
= H]I(O,Tn] -M™ +H]1(0’Tn]NT"
= (H-M)"+(H-N)™
= (H-M+H-N)™

(vii) : O.E.d.A. kénnen wir annehmen, dass My = 0 = Ny gilt. Wegen der Kunita-
Watanabe Ungleichung ist die rechte Seite der behaupteten Gleichung wohldefiniert,

da
[Cilagan < ([ Ezaon)

Durch Lokalisation kann die Behauptung gezeigt werden durch Betrachtung der Stopp-
zeiten

N

t
Tp =inf{t >0: (M), >n oder f H2d{M), >n oder |Ny>n},
0

denn dann ist M™ € Hy., Hl ] € La(ptas) und N™ € bIM.. Es gilt wegen der
Vertraglichkeit mit Stoppen

(H-M,N)™ = ((H-M)™ N™)
— (H.H(O,Tn]'MTn7NTn>

- [Hn[m( )d(M™, N™),
fH]loT )d(M, N7

Alternativ hiitte man auch zeigen kénnen, dass (H - M,N) - [, Hyd(M, N), € 92

c, loc

Fir H € L2 (M) und K € L? (N) liefert wieder die Kunita-Watanabe Unglelchung,
dass fot H,K,d{M, N), fiir alle t > 0 wohldefiniert ist. Weiter gilt

t
(H-M,K-N)t:f H.d(M, K - N),
0

fiir alle ¢ > 0 und .
(M, K - N, = f K. d{M, N),.
0
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Das durch (M, K - N) definierte signierte Mafl hat die Dichte K beziiglich des signierten
MafBes (M, N)., kurz
d{M,K -N)s =K (M, N);.

Also folgt
t
(H-MK-N)o= [ HK (M N),
0
fiir alle ¢ > 0. O

Zum Abschluss des Abschnittes soll noch das Verhalten des Integralprozesses, wenn die
Zeit gegen unendlich strebt, untersucht werden. Fiir Integralprozesse aus H, . ist dies
klar, da eine Konvergenz sowohl in L, als auch punktweise fast sicher vorliegt. Integriert
man gegen ein lokales Martingal, so ist dies i.a. nicht wahr. Anhand des Verhaltens der
quadratischen Variation im Unendlichen kann man entscheiden, ob der Integralprozess
punktweise konvergiert. Dies ist der folgende Satz.

Satz 4.16. Sei M ein stetiges lokales Martingal. Dann konvergiert auf dem FEreignis
{{M)o < 00} das lokale Martingal punktweise P-fast sicher.

Beweis. O.E.d.A. kann M; = 0 angenommen werden. Es gilt

{{(M)oo < 00} = [ J{{M)eo < C}.

C>0
Definiere fiir C' > 0 die Stoppzeit o¢ durch
oc=inf{t >0: (M), > C}.

Dann ist

{oc =40} ={(M)., <C}
und fiir den gestoppten Prozess M7¢ gilt

<C.

oCc —

E(M?¢) o = E(M )T = E(M)

Hieraus folgt, dass M7¢ ein H, . Martingal ist, das P-fast sicher konvergent ist. Auf dem
Ereignis {o¢ = +00} = {{M)e < C'} stimmen die Prozesse M und M?¢ iiberein, so dass
also M konvergent ist auf jedem {(M )., < C} und damit auch auf {{M )., < co}. O

Man kann dies anwenden auf den Integralprozess H - M und erhélt

Satz 4.17. Seien M € M., und H € L2 (M). auf dem Ereignis

loc

{fowﬂfd(M)s < oo}

st der stochastische Integralprozess H - M punktweise konvergent P-fast sicher.
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Il Der lto-Kalkiil

1 Ito-Formel
Motivation

Die Ito-Formel ist eine Verallgemeinerung der Kettenregel.
Sei x: [0, 00) — R stetig differentierbar und f:R — R eine C''-Funktion.
Kettenregel: Dann gilt:

(fox)(t)=f"(x(t))x'(t) fiir alle ¢ > 0

Alternativ in Integralform:

Fa@) - F@O) = [(Foa))ds= [ 1) #)ds = [ a(s)dn(s)

Radon-Niko-
ym ei-
tung

Das heif3t, die Kettenregel kann alternativ beschrieben werden als

F(@(t) = f@©) = [ f(2(s))da(s)

oder in Kurzschreibweise:
df (z(t)) = f'(x(t))dz(1)

wobei diese Schreibweise definiert /motiviert ist durch folgende Beobachtung;:

F@(t) = f@O) = [ 1df(a(s) = [ fa()da(s)

Die erste Verallgemeinerung der Kettenregel lautet also:
Ist 2 :[0,00) — R stetig und lokal von beschrinkter Variation und ist f:R — R eine
C'-Funktion, so gilt:

f(z(t)) - f(z(0)) = / f'(x(s))dz(s) fiir alle ¢t > 0

Aber: Stetige Martingale haben keine Pfade von lokaler beschriankter Variation. Das
heifit, die obige Formel muss modifiziert werden. Das fiihrt zur zweiten Verallgemeine-
rung: Der Ito-Formel.

Ist X ein stetiges Semimartingal und f: R — R eine C?-Funktion, so gilt:

DO | —

P = F(X0) = [ Fx)dx,+ 5 [ Fren)dix),
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In differentieller Schreibweise:

A X0) = O+ 3 (X)),

Ziel: Rigorose Herleitung der Ito-Formel.
Dazu definiere zunéchst, was ein Semimartingal ist.

Wir betrachten allgemein in diesem Kapitel einen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, (Ft) 150 F,P), der die usual conditions erfiillt.

Definition 1.1. Ein stochastischer Prozess X heifit stetiges Semimartingal, wenn eine
Zerlegung der Form

X=Xo+M+ A
existiert, wobei
MeM ., AeFV) und Xy Fo - messbar
15t.

Diese Zerlequng ist eindeuig, da stetige lokale Martingale mit Pfaden von beschrinkter
Variation konstant sind (vgl. Satz 3.12)
Dabei nennt man

(1) Xo die Startvariable,
(i1) M den lokalen Martingalanteil und

(111) A den beschrinkten Variationsanteil

von X .

Die Integration gegen ein Semimartingal wird erkldrt durch die seperate Integration

gegen den lokalen Martingalanteil M und gegen den beschrinkten Variationsanteil A.
Definiere die Menge

¢
Lio(A) :={H : H ist progressiv messbar und / |H|d||A|s < oo fiir alle t > 0}
0

Dann kann fiir
H € Lige(A)n L (M) = Lipe(X)

loc

der stochastische Integralprozess
H-X
definiert werden durch
H-X=H-M+H-A

wobei

t
(H-X)t=fHSdAS
0
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pfadweise definiert ist.
Schreibweise:

t t t
(H-X)tzfHSdststdMs+/HsdAs
0 0 0

Der stochastische Integralprozess H - X ist wieder ein Semimartingal mit H - M als
lokalem Martingalanteil und H - A als beschrinktem Variationsanteil.

Beachte:
IbP € Lyoe(X)

Das heifit, die Anzahl der Elemente, die wir Integrieren konnen, ist sehr grofS. So kann
zum Beispiel jeder Prozess mit caglad Pfaden, also linksseitig stetigen und rechtsseitig
limitierbaren Pfaden, integriert werden.

Definition 1.2. Flr ein stetiges Semimartingal X der Form
X=X+ M+A
ist der quadratische Variationsprozess von X definiert durch
(X) = (M)

Durch Polarisation erhdlt man die quadratische Kovariation mittels
1
(X,Y)=7((X+Y) - (X-Y))

fiir alle Semimartingale X,Y .

Bemerkung 1.3. Seien X = Xo+ M+ A)Y =Yy + N + B zwei Semimartingale. Dann
qgilt:

(i) (X,Y) = (M, N)

(ii) (H-X)=(H-M)= [ H2d(M), = [ H2d(X), fir alle H € Lypc(X)
0 0
(iii) (H-X,K-Y) = (H-M,K-N) = [ HK,d(M,N), = [ HKd(X,Y), fir alle
0 0
H e LZOC(X),K € Lloc(Y)
Beweis. (i) folgt aus der Polarisation, denn

(X +Y)=(M+N)und (X -Y)=(M-N)

(i1) folgt aus der Definition
(i17) folgt aus (7) O
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Bemerkung 1.4. Auch bei stetigen Semimartingalen kann die quadratische Kovariation
als Kovariation der Pfade interpretiert werden.
Genauer: Seien X, Y Semimartingale. Sei m, eine Zerlegung

= +00

Tt 0= t(()n) < tgn) <. sup tg")

Dann konvergiert fir alle T > 0:

sup |[KV,(t) - (X, V)] =50
0<t<T

in Wahrscheinlichkeit.
Dabei ist
KVo(t) = Z(thn)/\t - thfl)At)(}/;E")At - Ytgfl)/\t)

die quadratische Kovariation von X undY entlang der Zerleqgung von .
Beweis. Analoge Argumentation wie bei lokalen Martingalen (vgl. Satz 3.25) O

Der Weg zur Ito-Formel ist die Riickfiithrung auf die partielle Integrationsformel.

Partielle Integrationsformel fiir F'V-Funtionen

Satz 1.5. Seien f,g :[0,00) — R rechtsseitig stetige Funktionen, die lokal von be-
schrdankter Variation sind.
Dann gilt:

FD9(-F09(0) = [ F(s-)dg()+ [ g(s-)df(s)+ ¥ Af()Ag(s)  fiir alle t>0

O<s<t

wobes

£(5-) =i f(u)

und

Af(s)=f(s) - f(s-)

A f(s) misst die Héhe des Sprungs an der Stelle s. Das ist insb. an Unstetigkeitsstellen relevant.

Beweis. Die Aussage folgt mit Fubini:
O.E.d.A.: f(0)=0=g(0)

Es existieren eindeutig bestimmte, endliche signierte MaBe p ¢, i, auf (0,7] mit
pr((s,t]) = f(t) = f(s) firalle 0<s<t<T

und
pg((s,t]) =g(t) —g(s) fir alle 0<s<t<T

Sei 1 := p1y ® p1y das dazugehorige Produktmafl auf (0,77] x (0,77].
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Fiir das Rechteck (0,t] x (0,¢] gilt:

p((0,8] > (0,2]) = s ((0, 1) 1g ((0,2]) = f(£)g(t)

D,:={(s,r):0<s<t,s<r<t}
D, D
D,:={(s,7):0<s<t,r<s}
D,
D:={(s,s):0<s<t}
Dann ist

#(Do) = [ 117((0,9))dpy(5) - [ F(s-)gf(s)

(0,t]

p(D) = [ 1(0,9)diis(s) = [ g(s-)df(s)

(0,t]

p(D) = [ 1y({sDdus(s) = 3 Ag(s)Af(s)

(0.4] O<s<t

Die Mafle am einzelnen Punkt {s} sind nur dann # 0, wenn f und g dort eine Unstetigkeitsstelle, also einen Sprung, haben.

Insbesondere folgt:

F(g(t) = 1(Dy) + (D) + (D) = f F(s-)dg(s) + f g(s-)df () + 3 AF(5)Ag(s)

O<s<t

]

Bemerkung. Sind f,g stetig, so fillt der Summenterm weg. Dann bleibt tibrig:

1(9(t) - F0)9(0) = [ F()dg(s)+ [ g()df(s)

Sind f,g absolut-stetig beziiglich des Lebesque-MafSes, also
df (t) = f'(t)dt

und
dg(t) = g'(t)dt
so gilt:

(09t = F)9(0) = [ 1()9/(8)ds+ [ g(s)1'(5)ds

was der bekannten, reellen partiellen Integration entspricht.
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Satz 1.6 (partielle Integration fiir lokale Martingale). Seien M, N € M, o.. Dann gilt:
t t
M,N, - MyNy = / M,dN, + f N,dM, + (M, N); fiir alle t >0 P-fast sicher
0 0

Beweis. Sei O.B.d.A. My = Ny =0.
Fiir M € b9 gilt
M2 =2 f MM+ < M >, (3)

Durch
Ty = {t20: My >n}

kann die Gleichung 3 auch auf lokale Martingale ausgedehnt werden.
Die Behauptung folgt dann mit Polarisation:

M, = (M + N)? = (M = N)})

:}l(20[(M5+N8)d(M5+N5)+(M+N)t—20[(Ms_Ns)d(Ms_Ns)_(M_N>t)

t t
(4/MSdNS+4fNSdMS+4(M,]V)t)
0 0

A~ =

t t
:stdNS+stdMy+(M,N)t
0 0

=ty |, sind M,N elbPc L2 (M)nLZ (N) und damit integrierbar. O

loc?

Da 90

¢,loc

Satz 1.7 (gemischte partielle Integration). Sei M € M, joc, A € FV.. Dann gilt:
t t
M A, — MyAg = / MdA, + f AsdM; (+(A, M),) fiir alle t > 0 P-fast sicher

=0, da A
beschr. Var. hat

Lebesgue- stochastisches
Stieltjes- Integral
Integral

Beweis. O.B.d.A. My=0= A,.
1. Schritt: Sei M € b9, und sei A € F'V. beschriankt. Definiere fiir n € N Stoppzeiten

(Tz»(n) )ieny durch

Mo 0,70 —inf{t > 7™ 1 |4, - A ] 227" oder My~ M _om|>27"}

’ T+l
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Dies ist eine Lokalisation im Raumbereich. Definiere die stochastischen Prozesse (Xt(")>

(Yt(n) )tz(] durch

>0

X(n) ZM (n) t(A )y ™ A "o t) fir allet >0

ieN Ti

Y(n) ZA (n)/\t (M 2 T M - t) fiir alle £ > 0
1eN
Damit ist (Yt("))t . ein stochastischer Integralprozess, der in H, . gegen A-M konvergiert.
>

(Xt(”))t . ist 'fast” ein Lebesgue-Stieltjes Integralprozess, der gleichméflig auf Kompakta
>
punktweise in w gegen [ M,dA, konvergiert.

0
Zusammen mit einem Teleskopsummenargument folgt die Behauptung, denn

MtAt ZM (n)AtA (n) M (n) A (n)

AT
1eN
=Y M m (A 5~ A (”>At) ZA (), (M _ o5~ Ao, )
N i N

= X" -y f M.dA, + f AdM,
0 0

Nachweis der Konvergenz von X und Y ():
Definiere den Prozess H(™ € bP durch

H®™ = ZA (n)]]-( ) ()

ieN
Dann gilt:
H™ — A in Lo(par)

denn

/(H(”) — A)duy = %/(H(n) - L. Ffll),Tl.(")]d/‘M

<2-n
= (27)? uar([0,00) x 2 =50
—_——

Die Stetigkeit des Integrals liefert
Yy = g™ M — A M in Ha,

Doobsche-Ls-Ungleichung liefert eine gleichméflige Konvergenz in ¢ fiir eine Teilfolge
punktweise in w. Dies bedeutet

Sup () M), (w) = (A~ M), W) =Z0
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Setze
Zt(n) — Z MT'(Z)M(AT@)M - AT‘(Z)M) fiir allet >0

ieN ¢
Dann gilt:
sup [X™ - ZM™M|— 0 fiir alle T >0
0<t<T
denn

Sup Z Mri(")/\t(Ari(")At B ATl-(_"l)/\t) B % MTZ-(_nl)/\t(ATi(n)/\t B ATl-(_"l)/\t)
1€

0<t<T |;eN
< sup |M =M @) | |A o —A |
0<t<T 7%;] T, AL T, 1 Ab T, AL T, 1 AL

<2—n

< sup 27"FV(A)
0<t<T

<27 FVr(A) =50
————

<o

Setze K(" =¥ MT_@]I(T(”) ~(mq- Dann ist Z™) der Integralprozess von K (") gegen A,

=174

denn t
f K§n)dAs = Zt(n) fiir alle t > 0
0
Beachte:
: t
[ MLt o (5:0)aA) = [ Mg @i oy (A
0 0
0 falls £ < 7% (w)
- Mn-(ff(w)(w) (Ap(w) - AL (w)) falls 7 (@) < ¢ < 7 (w)

M)y (@) - (A iy (@) = Ao () falls rM(w) <t
- MTl.(f’l)(w)/\t(w) ' (ATl.(n)(w)/\t(w) h Afl.(f’l)(w)/\t (CU))

Es gilt weiter:

t
sup < sup f |K™) (5) = M(s)|d||All, < 2" FVp(A) =5 0
0

0<t<T 0<t<T

/tK(”)(s)dAs—ftM(s)dAs

2. Schritt: Durch Lokalisation kann die Behauptung fiir M € i)ﬁgloc bewiesen werden.

Betrachte hierzu
T, = inf{t > 0:|M;| > n oder |As| > n}

Dann ist M7 € b9, und A™ € FV? beschrankt und

T1 <79 < ... SUpT7, =+00
neN
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Also ist

(M- A)™ = M™ . A™

1. Sczhritt M™ . A™ 4 AT . Mo
= M]l(gﬂ_n] CA™ + Aﬂ(o,m] - M
=(M-A)™+(A-M)™
=(M-A+A-M)™

Da dies fiir alle n € N gilt, folgt

t t
M, A, = f M.dA, + f AdM,  fiir alle £ > 0 P-fast sicher
0 0

Als Ergebnis erhalten wir die partielle Integration fiir Semimartingale:

Satz 1.9. Seien XY stetige Semimartingale. Dann gilt:

t t
X,Y, - XY = f X,dY, + f YodX, + (X,Y); fir alle t 0 P-fast sicher
0 0

Satz 1.8. Sei X ein Semimartingal. Dann gilt:
X2-X2=2 [ X.dX,+(X); fir allet >0 P-fast sicher
0

Beweis. O.B.d.A. Xy =0. Sei X; = M,; + A;. Dann gilt:

X2 = M?+ A? + 2M A,

t t t t
=2fMSdMS+(M)t+ QfASdAS +2/MSdAS+2fASdMS
0 0 0

~

:Mf nach Def. :Af durch part. =2M¢ At durch part. Int.
Integration

2j(M+A)dM+2/(A + M)dAs + (M),

Zf(M £ A)A(M, + A,) + (M),
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t
=2fXSdXS+(X)t
0

O
Beweis zu Satz 1.9. Der Beweis folgt durch Polarisation. O.B.d.A.: Xy = 0 = Y,. Dann
gilt:

XY= (X +Y);-(X-Y)})

=

(Xs"'Y:@)d(Xs"'Yts)+<X+Y>t_2/(Xs_ys)d(Xs_m)_<XY>t)

W

—_—— /E\
o\“ o‘\ﬁ

| =

t
X,dY, +4 f YidX, + 4(X, Y)t)
0

t t
:fXSdYs+/stXy+(X,Y)t
0 0

Die 1t5-Formel

Satz 1.10 (Ito-Formel). Sei X ein stetiges Semimartingal und f : R — R eine C?-
Funktion. Dann gilt:

t

f(X1) = f(Xo) = f F(Xs)dX, + % [ f(X)d(X)s  fir alle t >0 P-fast sicher
0 0

Hat X die Darstellung
X=Xo+M+A

so ust fo X ein Semimartingal mit Darstellung

foX=f(Xo)+ f(X)M +f/(X) A+ f(X)(X)

e
lokaler Martingal- ..
; beschrdankter
Anteil Varioti
ariations-
Anteil

In differentieller Schreibweise lautet die Ito-Formel
1
df (Xi) = f'(Xe)d X + §f"(Xt)d(X>t

= J/X)AM, + /(XA + 2 (X)X,
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Beweis. Sei X = Xy + M + A die Semimartingaldarstellung von X.
Sei

A:={f e C*(R) : Ito-Formel gilt fiir (f(X¢))s0}

Dann ist 2 nicht nur ein Vektorraum, sondern auch eine Algebra, da fiir f,g € 2 auch
fg e ist.

Dies kann durch partielle Integration gezeigt werden:

Da f, g €2 gilt die Ito-Formel fiir f und g, d.h.:

) = X+ [ XX, 5 ),
und ,
900 =(X0)+ [ o (X)X, 5 [ o),

Da f(X) und g(X) Semimartingale sind, wird fiir die quadratische Kovariation { f(X), g(X))
nur der Martingalanteil gebraucht:

(F(X), 90 = [ F(X)g (X)d(X),
Partielle Integration liefert
F(X)g(Xy) - f(Xo)g(Xo)

- [ J(X)dg(X.)+ [ 9(X)A (X)) + (F(X), g(X))

j F(X)g (X)X, + 5 f XD (X)dX),+ [ g(X) 1 (X)X,
1
"3

w5 [ 9GN3 2 [ FX)g (XX,

t
/ 1 144
- [ oy (x)ax, + 5 f (f9)"(X,)d(X),
0 0
Da f(z) = x € 2 liegt, sind alle Polynome in 2 enthalten.
Durch Betrachtung von Stoppzeiten der Form
Tp = inf{t > 0:|X;| > n oder (X); >n oder FV,(A) >n}

kann angenommen werden, dass X ein beschranktes Semimartingal ist, mit beschrénkter
quadratischer Variation und mit FV,(A) := tlim FVi(A) < C fiir ein C' > 0, also mit

beschrankter Variation.
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X nimmt nur Werte in einem Kompaktum A an und daher kann die Funktion f mit

ihren Ableitungen f’ und f” gleichméfig durch Polynome (p, ).y approximiert werden,
d.h.

sup|f () = pn(z)] — 0

zeK

sup | f(x) = pp ()] — 0
reK

sup|f"(x) = pri()] — 0

Jedes p,, erfiillt die Ito-Formel:
pn(Xt) _pn(XO) = [l,n(t) + IZ,n(t) + [3,n(t)
mit
t
Ilv”(t) = fp;z(Xs)dMs
0

t
]2,ﬂ(t) = fp;z(Xs)dAs
0

Fun(t) = [ X)X

Fiir 15, und I5, kann punktweise in w € €} argumentiert werden. Es gilt:

t
Loy - f F1(X,)dA,
0

sup
20

t
< sup / PL(X.) - F1(X.)] d || Al
0

<sup [p (2) = f/(2)] FVeo (A) — 0
xeK —_—

<oo

-0
und

sup
>0

sup/ S = £1(X0)] d (X),

t
La-5 [ X)X
0

< sup p () - f"(iv)l (X)oo —0

<oo

-0

Da I ,, ein stochastisches Integral ist, ist zundchst eine Konvergenz in H, . zu iiberlegen.
Es gilt:
I 0 X = f" 0 Xl| 13y — 0
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denn

[ @00 = #0002 duas < (sup 1y, (2) = £/2)) ([0 00) x 2) —>0

<oo

-0
Die Stetigkeit des Integrals liefert in Hs :

P(X) - M — f{(X)-M
Mit der Doob’schen L,—Ungleichung erhidlt man, dass die Pfade von f L (Xs)dM,
0

gleichméfBig in ¢ fiir eine Teilfolge (7 )reny gegen f f'(Xs)dM; konvergiert.
0

Insgesamt erhélt man also fiir diese Teilfolge:
F(Xe) = f(Xo) = lim p, (X;) = o (Xo)
= ]}l_)rg) ]l,nk(t) + IQ,nk(t) + I3,nk(t)

= [ rea s [ FCaA S,
0 0

wobei dieser Limes P-fast sicher punktweise in w, aber gleichméfig in ¢ zu verstehen ist.
Deshalb ist (f(X;)),,, nicht unterscheidbar vom Prozess

FXo) + f f’(Xs)dXer% FUXDAX),

Mehrdimensionale Ito-Formel
Satz 1.11 (Mehrdimensionale Ito-Formel). Fin d-dimensionaler Prozess

X = (XM .. XM heifst stetiges Semimartingal, wenn jede seiner Komponenten ste-
tige Semimartingale sind.

Ist f eine C*(R?)-Funktion, so gilt:
¢ o
F0X0) - F(Xo) = [ VH(X)dX, + 5 [ Hy(X,)d(X),

31f($)

5df($)
811]?(55) Owaf ()

3d1f($) 3ddf.($)

Dabei ist v f(x) = ( ) der Gradient von f in x € RY ist

und Hy(x) = ( ) die Hesse-Matriz von f in x € RY.
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Weiter wird definiert:

t d t '
[ vrxoax =y [ ap(x)ax?
0 =19

und
t

d
[ HX)AX)s= 3 [ 913 (X)a(x O, xO),

Ist der lokale Martingalanteil einer Komponente gleich 0, so kann die Differenzierbarkeit
abgeschwicht werden:

Satz 1.12. Sei X ein stetiges, reelles Semimartingal und B ein F'V,.-Prozess. Sei f

eine C12—Funktion (das heifst, f ist in der ersten Variable einmal stetig differenzierbar
und zweimal stetig differenzierbar in der zweiten Variable). Dann gilt:

f(Bt,Xt):f(BO,X0)+fﬁlf(Bs,Xs)st+fagf(Bs,Xs)dXs+%[822f(XS)d(X)s
0 0 0

Auch kann eine lokale Version der Ito-Formel analog bewiesen werden.

Satz 1.13. Sei D eine offene Teilmenge des R* und X ein stetiges d—dimensionales
Semimartingal mit Pfaden in D. Sei f: D — R eine C?>-Funktion. Dann gilt:

)= 100 = [ VS (X)X, + [ Hxa),

Die Ito-Formel kann man benutzen zur Losung von stochastischen Differential- bzw.
Integralgleichungen.

Beispiel. Set W ein Wiener-Prozess. Dann gilt:
t t t
Wf’=tWt+3/W3dWS—fdeS+2fWSds
0 0 0

Beweis. Sei f(z) = 3. Dann gilt mit der Ito-Formel:

1
AW = 3W2AW, + S6W,dt

= 3Wt2th + 3Wtdt
= 3W2AW, + 2W,dt + Widt

Mit partieller Integration gilt:
dtWt = tth + Wtdt g Wtdt = dtWt - tth
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Also eingesetzt:
dW2 = 3W2AW, + 2W,dt + Wdt = tW, + 3W2AW, — tdW, + 2W,dt
m

Beispiel. Sei W wieder ein Wiener-Prozess. Gesucht ist eine Semimartingaldarstellung
fiir (W2™) 50, welche zur Berechnung von fis,(t) := EW2" genutzt werden soll.

Beweis. Sei f(x):=2?". Dann gilt mit der Ito-Formel:

1
W™ = 20 W dW, + 520 (20— )W 2dt
= W2 LW, +n(2n — 1)W22dt

=My lokal von beschr. Var.

M, ist als stochastischer Integralprozess ein lokales Martingal. Wir beweisen, dass M
sogar ein Martingal ist. Nutze dazu Satz 4.10.

Es ist
t

t
(M), = f W22 (WY, = f 4n2W 2 s
0 0

und
gerade
Potenz

—_—— !
=2 s = f 4n2E(%)4n‘23”_1ds <00
/ Vs

S

t
E(M), = f A2 EW
0

Damit gilt mit Satz 4.10, dass M ein Martingal ist, was
EM,=EM;=0

impliziert. Also

t t
EW? - f 2W 2 W, + n(2n - 1)E f W2 g
0 0

¢
=n(2n-1) f EWZ" Vs
0

Es lasst sich erkennen, dass man induktiv zeigen kann, dass gilt:

EW2=2n-1)(2n-3)-...-1-t"
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Beispiel (Brownsche Briicke). Sei W ein Wiener-Prozess. Fir einen Endzeitpunkt T > 0
und einen Endpunkt b € R soll ein stochastsischer Prozess (X;)o<ter angegeben werden,
der sich auf [0,T) wie ein Wiener-Prozess verhilt - gegeben Wy = b.

Definiere hierzu

t
¢ 1
Xt:b?+(T—t)6/—T_Sth fiir alle 0<t<T

t
Dann ist My := [ ﬁdWs, 0<t<T ein Lo—Martingal, aber kein Ho-Martingal und
0

EM2—[t( L )st—i—1<oo fir alle0<t<T
b Jo \T -5 CT-t ot B

Aber
1 1

supEM? = su
tp ! t<7PT—t t

Mt partieller Integration kann man die Semimartingaldarstellung von X zeigen:

t t
(T—t)Mt:fT—des+/Msd(T—s)
0 0

tT t
- S
—[T_SdWs—[Msds
0 0
t

= (W, - W) - f M,ds
0

t
:Wt—/MSds
0

Also hat X die Zerlegung

t
Xt:bi—stder W, fiur alle0<t<T
T ——
0 Martingal
—_—
beschr. Var.
Es gilt:
t
EXt:b?
und
1V 11
X, = T—tQ[(—) 1.1 dW, = T—t?(—__)
VarX, = ( )0 7—5) LondWs=(T-) 7= -3
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sowie fiir s <t:

Cov(Xy, X;) = E((X, - EX,;) (X - EX))
_E((T - )M(T - 5)M,)
(T = 1)(T - $)EM, M
(T )(T — SYEM? + (T —1)(T — s) E(M, - MM,

:(T—t)(T—s)ﬁ
_ t
_S_Sf

M hat unabhdngige und normalverteilte Zuwdchse, d.h. M; — My ist unabhdngig von F
und normalverteilt fiir alle 0 < s<t<T.

Es gilt:
Da f(u) = 7= € Ly([s,1)) existiert eine Folge
(= R
e ;yt L o)
mait
1F™ = Fllzasyy — 0
wobei

(n) (n)
)" 7tl(n)

eine Zerleqgung des Intervalls [s,t) ist. Dann ist

t (n) l(n) (n) Lo (P) -
[ 1O @aw, = 3y (Wi - W) 28 [ paw,
J i=1 K3 i—-1 s

mit W(m W(m unabhdngig von Fs und normalverteilt. Da die Unabhdngigkeit und

Vertezlung m L2 —lim erhalten bleibt, ist auch Wy — W unabhdingig von Fy und normal-
verteilt.
Fiir k Zeitpuntke

O<ti<tg<..<tp<T

ist die Verteilung (Xi,, ..., Xy, ) eine k—dimensionale Normalverteilung.
Fiir jedes t < T ist X; normalverteilt, wie eben bewiesen, mit den Parametern

t t
EX; = b? und VarX; = (T - t)?
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Fiir ty <ty <...<ty hat (M, ..., M, ) eine k—dimensonale Normalverteilung, da

My, Myt sy My,

—lk-1

stochastisch unabhdngig und normalverteilt sind. Dann ist
li
th. = bT + (T - tl)Mtz

eine Transformation von M.
Also ist auch (Xt,, ..., Xy,) k—dimensional normalverteilt.
Mt Hilfe der Ito-Formel zeigen wir, dass X eine Ldsung folgender stochastischen Dif-
ferentialgleichung ist
b- X,
T-t
mit Anfangsbedingung Xo =0 fir alle 0 <t <T.
Nutze die Semimartingaldarstellung von X :

dXt =

dt + dW,

1

dX =dW; + bfdt — Mdt
b

= th‘F (f —Mt)dt

X, -bi
=th+(3- : T)dt

T T-1
—
Xt nach
My umformen
b-X,
=dW, + dt
YTt

Die einfachste stochastische Differentialgleichung ist die Doléans Exponentialgleichung:

Doléans Exponentialsemimartingal

Sei X ein stetiges Semimartingal mit X, = 0 und sei Z, eine Fy-messbare Abbildung.
Gesucht ist ein Semimartingal 7, dass die Gleichung

t
7, = 7o+ / Z.dX, fiir alle £ >0
0

erfiillt. Man sagt, dass dann Z eine Losung der stochastischen Differentialgleichung
dZt = thXt

mit Anfangswert Zj ist.
Finden der Losung:
Ansatz:

Zt = f(Xt7 <X>t)
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Ito-Formel:

dZ; = Oy f( Xy, (X))d Xy + 0o f (X, (X)) d(X )y + %anf(xt, (X))d(X),

Gesucht ist
df(Xta (X>t) = f(Xt, <X>t)dXt

Also muss gelten:
Lof=f
IL: Opf =201 f
Die erste Gleichung liefert
f(x,y) = e"h(y)
Die zweite Gleichung liefert
! T 1 X
W (y)e® = —5eh(y)
1
= h(y)=-5h(y)

2
= h(y)=e
Also erfiillt .
f(ay) = e = exp(a - 5y)
die Gleichungen I und I1.
Deshalb definiert man

Definition 1.14. ]
(C/'(X)t = eXp(Xt - §<X>t) fw" alle t >0

heifit exponentielles Semimartingal von X .

Die Ito-Formel besagt, dass £(X); die Integralgleichung
t
E(X), =1+ [ £(X)ydX,
0
bzw.

dE(X), = E(X)d X,

mit Anfangswert £(X)g =1 16st.
Dann gilt (allgemeiner):
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Satz. Der Prozess !
Zt = Zo(c:(X)t = ZO eXp(Xt — §<X>t)

lost die Integralgleichung
t
Z, = Zo + f Z.dX, fir allet>0
0

bzw. die Differentialgleichung
dZt = thXt fU/I" alle t >0

mit Anfangswert Zy eindeutig.
Beweis. Es gilt fiir alle t > 0:
Zt = Z(](C:(X)t

t
=ZO(1+fS(X)SdXS)
0
t
:ZO+Z0fE(X)8dXS
0
t
Zo Tymmb 7 f ZoE(X)sdX,s
0

t
= Zo+ f 7.dX,
0

Zur Eindeutigkeit:
Sei Y eine Losung. Dann gilt fiir Ny := (E(X),)™! = exp(-X; + 5(X)¢):

1 1 1
dN; = Nyd(-X; + §<X>t) + §Ntd<_Xt + §>(X>t)

= _Ntht + Ntd(X)t :(X>t

Partielle Integration liefert:
d}/;Nt = }/;dNt + Ntd}/;f + d<}/7 N)t
= _}/;Ntht + }/;Ntd<X>t + Nt }/tht - Nt}/;d<X>t
~— N e’

_ =dYt, da Vi *
=0 Losung )

Also ist .
Vo= YoNo= [ d(Y,N,) =0
0
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was

K = Z()N{l = Zog(X)t

impliziert. Zu (*): Verwende den Satz

(f HSdXS,fKSdXS):fHSKSd(X)S
0 0 0
bzw. in differentieller Schreibweise:
d( f H,dX,, [ K,dX,) = HEKd(X).
0 0
Dann ergibt

dYy = Y,dX,

und
dNt = _Ntht + Ntd(X>t

gerade

d(Y, N); = =N;Y;d({X)¢

2 Lineare stochastische Differentialgleichungen

Die Gleichung
dZt = thXS

mit Anfangswert Z; hat eine Anwendung in der Finanzmathematik:

2.1 Die allgemeine Black-Scholes Modellierung der Preisentwicklung einer Aktie

Sei (St),s, die Preisentwicklung der Aktie. Zwei Einflussfaktoren bestimmen die Ent-
wicklung:

- ¢ entspricht einer zuféalligen Rendite und
- o0, entspricht einer zufélligen Volatilitét.

Fiir kleines A ist dann
St = St m Spuh + StUt(Wt+h - Wt)

mit W, ein Wiener-Prozess.
Das heif3t:
ASt N St/,l/tAt + StO'tAWt

123



Dies entspricht der stochastischen Differentialgleichung
dSt = St(ﬂtdt + O'tth)

mit Anfangswert Sy.
Die Losung dieser stochastischen Differentialgleichung wird als Modell fiir die Entwick-
lung einer Aktie genommen. Hierbei ist p ein progressiv messbarer Prozess mit

t
f lits]ds < 0o fiir alle £ > 0
0
und o ein previsibler Prozess mit
t
fagds <oo fiiralle t >0
0

Dann ist o € L2 (W) und

t t
X; = f lsds + / osdW fiir alle t >0
0 0

bzw.

dXt = [Ltdt + Utth

ein stetiges Semimartingal.
Also ist

¢ ¢ ¢
Sy =S0E(X): =Sy exp(/ psds) exp(/ osdWy - % f o2ds)
0 0 0

2.2 Das klassische Black-Scholes Modell

Im klassischen Black-Scholes Modell sind i und o konstant. Dies sind reelle Parameter.
Dann ist

1
S = Spexp(ut) exp(cW; - 50215) fir alle t >0
S nennt man dann auch geometrischen Wiener-Prozess.

2.3 Der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess

Der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess ist Losung der Gleichung

dXt = —OéXtdt + O'th (4)

mit Anfangswert X = (, einer Fy—messbaren Zufallsvariable und «, o > 0.
Bestimmung der Losung mittels Variation der Konstanten.
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Die Gleichung

dY; = —aYdt
wird geldst durch
Y; — e—at
Es gilt dann Y, = 1 und
1 1
d— =a—dt
v, Y,

Ist X eine Losung der Gleichung 4, so gilt

d& = )(tdi + id)(t + d<)(7 %)t

Y Y Y
—_—

=0, da Y% deter-

ministisch, also
von beschr. Var.

X, 1
= a—dt + —(—aXdt + cdW,
oy, (Lot s odiT)
1 =dX¢, El;a X Losung
von Gleichung 4
= ?tO'th &
= e odW,

Also ist

t
&=&+fdé
v Y )W

t

Somit folgt

X =CY;+Y, f e odW,

0

t
=(e e f e*adWs
0

t
—¢eety [ e oaw,
0

Es gilt:
EX; = e ™EC =2 m(t)
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und

4
2
VarX; = e 2*Var( + f 6D gds = e72MWar¢ + (27—(1 —e20t) = (1)
a
0

t
Man beachte, dass ¢ und [ e*(s9)gdWj stochastisch unabhéngig sind. Ist ¢ eine normal-

0
verteilte Zufallsvariable oder konstant, so ist

Xi ~ N(m(t),v(t))
Wegen tlim m(t) =0 und tlim v(t) = % konvergiert X, in Verteilung gegen eine N(0, & )-

) 2
verteilte Zufallsvariable.
Der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess ist eine mean-reverting Diffusion mit Riickkehrlevel 0
und Riickkehrrate a.. Das heifit, egal an welcher Stelle der Prozess ist, hat er die Tendenz,
gestort durch die Storung odW;, in Richtung 0.
Ist ¢ eine N (0, %)—Verteﬂte Zufallsvariable, so dndert sich die Verteilung von X; nicht.

Das heif3t, N(0, %) ist die stationire Verteilung.

2.4 Der Vasicek-Prozess

Der Vasicek-Prozess findet Einsatz bei Zinsstrukturmodellen. Er ist die Losung der Glei-

chung
dXt :ﬁ(ﬂ—Xt)dt"r‘O'th (5)

mit Anfangswert , Returnlevel p € R und Riickkehrrate 9 > 0.
Die Standardabweichung der Stérung ist o > 0.
Zur Losung fithren wir den Vasicek-Prozess auf einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess zuriick:
Ist X eine Losung von Gleichung 5, so 16st
Zy =Xy~
die Gleichung
dZt = d(Xt - [L) = dXt = 19(},6 - Xt)dt + O'th = _'l9tht + O'th

Also ist Z ein Ornstein-Uhlenbeck-Prozess und

t
X, —p=e"(C—p)+ f e’ o dW,
0

t
= X;=e M+ p(1-e) + f VGV adW,
0

Es gilt:
EX; = e V"EC+pu(l-e) =m(t) — pu
und
20tVar¢ + o (1-e ) = 0(t) o
VarX; = ar( + — (1 - =: — —
e 20 20
Ist ¢ normalverteilt, so ist X; ~ N (m(t),v(t)) und X; konvergiert in Verteilung gegen

eine NV (u, % )—verteilte Zufallsvariable.
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2.5 Die allgemeine 1-dimensionale lineare stochastische Differentialgleichung

Diese lautet:
dXy = (Xopy + ag)dt + (Xy00 + 1) dW,

mit Anfangswert (, einer Fy-messbaren Zufallsvariable.
Voraussetzungen:

[t ist progressiv messbar mit fot |ps|ds < oo fiir alle ¢ > 0,

a ist progressiv messbar mit fot |as|ds < oo fiir alle ¢ > 0,

2
o€ LIOC

(W) und

77€L

loc

Die Losung wird mittels einer Art Variation der Konstanten bestimmt:

dXt = Xt(,l,l/tdt + O'tth) + atdt + ntth (6)

Black-Scholes Gleichung  Inhomogentitét

Betrachte zunéachst 25.1.16

dSt = St([,btdt + O'tth)

mit SO =1.
Diese Differentialgleichung wird gelost durch

t t t
1
S; = exp ([ ,usds) exp ([ o, dW, — 3 [ azds)
0 0 0

Sei X eine Losung von Gleichung 6. Dann ist das stochastische Differential von (%) zZu
bestimmen. Mit 1to gilt erstmal:

1 1 1

d— = dS —d(S
S, St ‘Y 53 ()
82 St(/Ltdt-f—O'tth) + — 83 tzdt
1
= —E(Mtdt + Utth) + EUtZdt
Dann gilt weiter mit Partielle Integration:
X 1 1
d— = Xid— dX X,
S, S PG X Xogh
X
=X (utdt + 0, dW,) + St o2dt
¢

+ g((thut + &t)dt + (Xtat + ﬂt)th)
t
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X o 1

- —o;dt - — dt
S, Oy StUtUt

1

1
= St (at - Utnt)dt + Eﬁtth

Da die rechte Seite nicht mehr von X abhéngt, kann man die linke Seite durch Integration
bestimmen.

t t t
X Xy [ (X) [ 1 / 1
~ T 4 d\ = = = Ay — OyT)y d = uqu
S, "5 5 ) ¢+ Su(a Oulu)du + Sun
0 0 0
und damit ist die Losung
t t

1 1
X, = (S, + 5, f (@ = oum)du+ 5, f S W,
0 0 v

u

Einschub: Wieso ist der Ausdruck/das Integral

/

wohl definiert? ~ Nach Voraussetzung ist n, € LZ (W). Es ist zu {iberpriifen, ob e
L2 (W):

loc

AW,

£

t rr] 2 t n 9 « 1 2 t
il — il 3 _ 2
Of (S) AW Of (S) W e (ﬁlﬁ] Su) [ i <os

3 Hauptsatze der stochastischen Analysis

Ziel: Mit Hilfe der Ito-Formel werden drei wichtige Theoreme aus der stochastischen
Analysis bewiesen.

Komplexe Semimartingale

Definition 3.1. Sei (2, (Ft),0,F.P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, der die
usual conditions erfillt.
Ein komplexwertiger stochastischer Prozess ist ein Prozess der Form

H =HY +iH® >0

Dieser ist previsibel genau dann, wenn H® und H® preivisibel sind.
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Ist X ein reelles Semimartingal, so ist H € L;,.(X) genau dann, wenn
t t
f I(ED)? + (HD)2|d(X), + f IHO| + |[HO|dA, < oo fiir alle t 20
0 0
wobei X = Xg+ M + A.
Der stochastische Integralprozess von H gegen X ist definiert durch
H-X=HW.X +i(H®.X)

Ist X ein lokales Martingal, so ist H - X ein komplexwertiges lokales Martigal.

3.2 Das komplexe Doléans Exponential
Sei X ein reelles Semimartingal. Gesucht ist eine Losung der Gleichung

dZt = ZthXt

zum Anfangswert ¢, wobei ¢ eine C—wertige Fy—messbare Abbildung ist.
Vermutung;:
dZt = ZthXt = th(’lXt)

wobei das zweite Gleichheitszeichen nicht richtig definiert ist. Nimmt man aber diese
Umformung an, so kénnen wir vermuten, dass

. 1,
Zy = exp(iX; - §(ZX>t)
. 1
=exp(iX; + §(X)t)

eine Losung ist.
Nachweis mit Hilfe der reellen Ito-Formel:

1
dcos X; = —sin X;d X, - 3 cos X, d(X ),

1
dsin Xt = COS Xtht - 5 sin Xtd<X>t
Also ist

de™* = d(cos X; +isin X;)
=dcos X; +1 dsin X;

1
= (—sin X; + i cos X;)dX; - §(coth +isin X;)d(X ),

= iGZXtht - EelXtd<X>t
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Partielle Integration liefert

desXeiXe = 03Xt JeiXe | oiXego3(X)e

1to auf e%u{)t
—_—
LX)V X 1 LX) iX ix, 1 L(x)
=e2\ e tht—§e2 te! Mt d(X ) + e t§e2 td( X )y
= ie%<X)teiX*dXt

Also ist

eine Losung.

Folgerung 3.3. Ist X ein reellwertiges lokales Martingal, so ist

(eXp(iXt . %(X)t))tzo

ein komplexwertiges lokales Martingal.

Lemma 3.4. Sei G eine Unter-o-Algebra von F und Y, ..., Yy seien reellwertige Zu-
fallsvariablen mit

. 1
E (exp(i(¥,Y))IG) = exp(-5[9[°t)
fiir t > 0 und fiir alle ¥ € R, wobei

d
(0,Y) =) 0,Y;
j=1

und ;
[0 = > 93
j=1

Dann sind Y1, ..., Yy stochastisch unabhdingig von G und Yi,...,Yy sind verteilt wie un-
abhdingige N (0,t)-verteilte Zufallsvariablen.

Beweis. Zunéchst gilt:
. . 1
Eexp(i(V,Y)) = E(Eexp(i(¥,Y))IG) = exp(=5[9[*t)

Dies ist die Fouriertransformierte einer N (0,t/;) Verteilung. Also sind Y7, ..., Yy stochas-
tisch unabhéngig und jeweils N (0, t)-verteilt.

Da die Fouriertransformierte der bedingten Verteilung von Yi,...,Y; - gegeben G- mit
der der unbedingten Verteilung iibereinstimmt, stimmt die bedingte Verteilung von
(Y1,...,Yy) - gegeben G- mit der unbedingten iiberein. Damit ist (Y71, ..., Yy) stochastisch
unabhéngig von G. m
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Dies fithrt zum Satz von Lévy:
Satz von Lévy

Satz 3.5. Sei W = (WO .. WD) ein d-dimensionales stetiges lokales Martingal mit
A . . 1 i
WD =0 fir alle i = 1,...,d und (WO, WD), = 6,;t mit 65=1_ 7.
1%
Dann st W ein d—dimensionaler Wiener-Prozess. Dies bedeutet, dass die Komponenten
von W unabhdngige Wiener-Prozesse sind.

Beweis. Zeige, dass W ein stochastischer Prozess ist, mit unabhéngigen Zuwéchsen, die |27.1.16

von unabhéngigen normalverteilten Zufallsvariablen stammen, d.h.
- Wi = Wy ist unabhéingig von F, und
- Wt—WS NN(O, (t—S)Id )

—_——

Kovariations-
matrix

Wende hierzu Lemma 3.4 an:
Fiir jedes ¥ € R4 ist

d
Xo(t) = (9, W) = Y 9w,
k=1

ein lokales Martingal, mit

d d
(th - Z%(W(k)ﬁ + Z I, (W(k), W(l)>t _ |19|2t
k=1 k,l=1 T

k+l =

Also ist 1
My(t) = exp(iXy(t) + §|19|2t) t>0

ein komplexwertiges, exponentielles, lokales Martingal. Es ist zu zeigen, dass My sogar
ein Martingal ist. Zeige dazu, dass Re(My) und I'm(My) reelle Martingale sind.
Zunéchst gilt:

dMy(t)
< d(Re(My(t)) +iIm(My(t)))

iMy(t)dXs(t)
i(Re(My(t)) +iIm(My(t)))dXs(t)

Dies entspricht dem folgenden System von eindimensionalen stochastischen Differential-
gleichungen:

dRe(My(t)) = =Im(My(t))dX (1)

dIm(My(t)) = Re(My(t))d Xy (1)
Also folgt:

t

(Re(Ma)): = [ Im(My(s)d(X,),
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t

(Im(Ma))i = [ Re(Ma(5)d(X,),
Dann gilt:

E ((Re(My)): + (Im(Myp))) = ]Ef (([m(Mﬁ(s))2 + Re(Mﬁ(s))2) |92ds
=d(Xyp)s

0
t
~E [ |My(s)Pl0Pds
0
t
:]E/ew‘25|19|2d5
0
t
:fe|ﬁ|25|ﬁ|2ds<m
0

Also ist (My(t)),s, ein komplexes Martingal. Dies liefert fiir s < ¢:

(M| ) , 1
- E(Mﬂ(s)‘fs) - Eexp(i(0, Wy - W)l F) exp(L (- )

Also gilt:
. 1
Eexp(i(9, Wi = W)lFs) = exp(=5 [0 (¢ - 5)))

fiir alle ¥ € R4,

Lemma 3.4 liefert, dass W; — W stochastisch unabhéngig ist von F; und W; - Wy ~

N(O, (t - S)Id).

Ziel: Martingaldarstellungssatz

-stochastische Integralprozessdarstellung von lokalen Martingalen
-Charakterisiert einen vollstdndigen Wiener-Prozess getriebenen Finanzmarkt
Im ersten Schritt wird die Wiener-Filtration eingefiihrt.

]

Definition 3.6. Sei (W,),,, ein Wiener-Prozess auf einem filtrierten Wahrscheinlich-
keitsraum (2, (Ft),s0,F,P). Es soll eine Filtration (Gy),., erzeugt werden, die die usual
conditions erfillt und im gewissen Sinne von W erzeugt wird. Definiere die Menge aller

Nullmengen:
N:={AcQ:3BeF,:AcB und P(B) =0}

Setze dann fir alle t > 0:
o (von W erzeugt) ]__t(o) =0 (Ws:s<t) mit FO = o(Ws:s2>0)

e (alle NMin F") Fi=o(FO uN)
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e (rechisseitig stetig) Gpi=FL) = N F2 mit Goo = 0(Gy: £ > 0)

e>0

Dann wird (G),., Wiener-Filtration genannt und W ist ein Wiener-Prozess beziglich

G.

Das fithrt zum ersten Teil des Martingaldarstellungssatzes fiir Martingale.
Martingaldarstellungssatz, Teil | (Martingale)

Satz 3.7. Sei W ein d—dimensionaler Wiener-Prozess mit Wiener-Filtration (G;),.o-

SeiY € Ly(Go). Dann existiert ein bzgl. (G),,, previsibler Prozess H = (HW, ..., H))
mat

o0

d
ZE[(H§k))2ds<oo
k=1 0

(das heifst, jede Komponente H®) von H ist in Lo(pw)), so dass

Y =EY + stdWS
0

[ee]

d
~EY + ) [ HPaw®
k=1 0

Dies bedeutet, dass
E(Y|G,) =EY + (H-W),

d
k=1
d t

~EY+Y. [ HPaw®
k=13

Beweis. Das Blumentalsche 0 -1 Gesetz besagt, dass Gy eine triviale o-Algebra ist, d.h.
P(A) € {0,1} fiir alle A € Gy.
Daher ist Y unabhéngig von Gy und es gilt

E(Y|Go) =EY P-fast sicher.
O.B.dA:EY =0

Setze
Loa(pw) := La(pw) % ... x La(pw )

d

133



Also ist H = (H®, ..., HD) € Ly 4(puw) genau dann, wenn H previsibel ist bzgl. (Gt),
und

d oo

k
> [ (HP)ds - Z||1L1<’€>||L2(MW)<oo
k=1 3

Ly q(pw) ist ein Hilbertraum mit Norm

1|2, = ZHH(’“)HLQ(W)

Definiere

I+ Lya(pw) — L2o(Geo)

[ee)

d
Ho [ aw =Y [ HOaw®
k=13
mit
Ly0(Goo) == {X € Ly(2,G,P) : EX = 0}
I ist eine lineare Isometrie.
Zu zeigen verbleibt die Surjektivitat von [.
Sei V := I(Lyq(pw)) das Bild von Lg 4(pw ) unter I.
Wegen der Isometrieeigenschaft ist V' ein abgeschlossener Teilraum von Ly o(Ge) und
abgeschlossen beziiglich Stoppen. Betrachte nun den Senkrechtraum V+, der definiert ist
durch
Vti={ZeLoo(uw) EZX =0VX eV}

Das heifit, Z steht senkrecht auf allen X € V.
Man beachte, dass fiir jedes Mo, € Lo o(pw ) durch
M, = E(Moo|gt) t>0
ein Ho—Martingal definiert wird, mit
My =E(M,|Gy) =E(Ms) =0

Weiter ist fiir jedes Mo, € V und Z, € V* der Prozess (M;Z,),,, ein gleichgradig inte-
grierbares Martingal, denn fiir alle Stoppzeiten 7 gilt

E(M. Z,) = E(M;E(ZxG,))
- E(E(M, Z-:/G,))
=EM.Z
-E M, Z.,

—
=0 €V
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Zu zeigen: V+ = {0} (denn dann ist V' der ganze Raum und / damit surjektiv).
Sei Z,, € V*t. Zu zeigen: Z,, =0 P-fast sicher.
Wegen Folgerung 3.3 ist fiir jedes ¢ € R?

My(#) = exp(i(d, W) + %Iﬁl%) £ 0

ein komplexwertiges Martingal.
Re(My) und Im(My) sind reelle Martingale und Integralprozesse, da sie Losungen einer
geeigneten Differentialgleichung sind. Stoppt man My bei T' > 0, so sind Re(M]) und
Im(M}') beides Ho—Martingale.
Also:

Re(M](00))-1=Re(My(T))-1€V

und
Im(MJ(c0)) = Im(My(T)) eV
Dies impliziert

(Z.MF (1))

10
ist ein gleichgradig integrierbares Martingal.
Somit gilt:

1
E(Z; exp(i(v, W, = Wi))|Gs) = Zs eXp(—§|19|2(t -5)) fiiralle0<s<t<T,9eR?

Durch iteriertes Bedingen unter j =1,....,nund 0<¢; < ... <t, <T erhdlt man

EZrexp(i(Y, (95, Wi, - Wi,.,)) =EZ exp(~—5 >t = ;) [I*)
j= k=1

7=1

=0 fir alle 94, ...,9, ¢ R?
Durch ein Approximationsargument erhélt man
EZrf(Wy, =Wy, s Wy ) =0

fir alle 0 < ¢y < ... <t, <T und alle f:(R%)" — C beschrinkt und stetig.
Dies impliziert Z; =0, denn

EZpf(W,, -Wy, ..., Wy,) =0 fiir alle f e C,((RY)™,C)
= EZr1,=0 fiir alle Aeo(Wy,,..., W)
=EZrl,=0 fiiralle Aeg
= EZr = B(Zo|Gr) = E(Z7|Gr) = 0

Da T > 0 beliebig, ist auch Z, := Tlim Zr =0 ]
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Bemerkung. Der Integrand in der Integralprozessdarstellung ist eindeutig:
Fiir H,KE LQ,d(,uw) mat

I(H)=I1(K)
qgilt:
0=I(H)-I(K)=I(H-K)
und
”H_ KHLz,d(MW) = ”I(H_K)HL2,0(QW) = HOHLz,o(goo) =0
Also H=K

Martingaldarstellungssatz, Teil 1l (lokale Martingale) 1216
1.2.16
Satz 3.8. Sei (M;),,, ein lokales Martingal beziiglich der von einem Wiener-Prozess

W erzeugten Filtration (G),.o. Dann hat M stetige Pfade und es gibt einen previsiblen
d-dimensionalen Prozess H = (H®, ..., H(®) mjit

J t
ZE/(H§k))2ds <oo  fiir alle t >0 P-fast sicher
0

k=1
der
t
M, = My + f H,dW, fir allet>0
0
d t
= MO aF Z st(k)dWs(k)
k=1
erfillt.

Bemerkung. Fir M wird keine Stetigkeit der Pfade gefordert. Dies zeigt, das dieser
Satz mehr als nur eine lokale Variante von Satz 3.7 ist.

Beweis. a) Stetigkeit der Pfade von M:
O.E.d.A.: My=0.

Da M ein lokales Martingal ist, existieren Stoppzeiten (7, )neny mit

T1 <79 < ... SUpT7, =+00
neN

und
M™ e fiur alleneN

Wir zeigen die Stetigkeit fiir alle M™ n € N. Also kann o.E.d.A. die gleichgradige Inte-
grierbarkeit von M mit Limes M, = lim;_ ., M; angenommen werden.
Problem: M, ist aus L;1(Ge ), aber fiir ein H € Ly 4(puw ) ist H-W in Ly(Ge ).
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Beachte, dass
Mt = ]E(Moo|gt) fiir alle ¢ >0

gilt. Es existiert eine Folge Mo(on) von beschriankten G, —messbaren Zufallsvariablen mit
E|M. - MSP|<3™ fiir alle n €N,

denn

k—oc0

E[Moo = Moo T (n1[<ky| = E[Moo| T (jpsogsry — 0

Zu jedem n kann ein k, gefunden werden, dass obige Abschéatzung erfiillt.
Als beschrinkte Zufallsvariable ist M ¢ Ly(Gs). Also existiert ein H,, € Lo 4(pw ) mit

MW ZEM® 4 f H,(s)dW,
0
Da (H, - W), stetige Pfade hat, hat auch
M = E(ME|F)

stetige Pfade.

Mit Borel-Cantelli zeigt man, dass die Pfade von M punktweise in w und sogar gleichma0Ofig
in ¢t durch die Pfade von M (") approximiert werden kénnen. Dies impliziert die Stetigkeit
der Pfade von M.

Genauer: Die Doob’sche Ungleichung liefert

2 n
P (sup M, - M™| > 2-") < 2"E| M, - ME)| < (g)
t>0

Also sind die Wahrscheinlichkeiten aufsummierbar und Borel-Cantelli besagt, dass die
Wahrscheinlichkeit des Limes Superior der Ereignisfolge Null betréagt. Der Limes Inferior
der Komplimente hat also Wahrscheinlichkeit 1 und damit existiert P—fast-sicher zu
jedem w ein ng(w) mit

sup [My(w) - Mt(n)(w)| <27 fiir alle n > ng(w).
>0

Also hat M stetige Pfade.
b) Nachweis der Integraldarstellung:
Wegen a) hat M stetige Pfade und kann daher durch

T, =inf{t > 0:|M,;| > n}
in b9, lokalisiert werden. M™ hat wegen Satz 3.7 eine Integraldarstellung
M™ = H™ .

fiir einen previsiblen Prozess H(™ € Ly 4(pw ).
Beachte: M, = 0.
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Die Familie der previsiblen Prozesse (H (), ist in einem gewissen Sinne konsistent,
d.h.
H"1 g =H®1 g, firalel<k<n,

denn mit der Vertraglichkeit mit Stoppen gilt:
H(n)]l(o,rn_l] W= (H™ . W)™

— (MTn)Tnfl
— MTn—l
= g0 W

=H" V1, W
Die Eindeutigkeit der Integranden impliziert
H"1 g, =H" Y1, , firaleneN.
Per Induktion kann man dies fortsetzen und erhélt
H" = H®1 (o, fiirale 1<k<n.

Insbesondere ist H(™M1(,, ) = 0.
Also gibt es es genau ein previsiblen Prozess H mit

H]]'(O,Tn] = H(n)]l(oﬂ-n] neN

Man kann H z.B. durch -
H = Z H(n)]l(m,l,rn]

n=1
angeben.
Esist H € L} (W), denn

E f L2105, 1ds = [ [H™ [, 1ds
0 0

:E[ |H§n)|2d8 < 00
0

was
t

/ |H,[?ds < 0o fiir alle t > 0 P-fast sicher
0
impliziert.
Damit kann H gegen W integriert werden und es folgt
M™=HM g, W
= H]l([)ﬂ—n] . W
=(H-W)™ firalleneN

Also stimmt M, bis auf Nichtunterscheidbarkeit, mit H - M {iberein. m
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Ziel: - Wechsel zu einem #quivalentem Wahrscheinlichkeitsmafl

- Struktur des Dichtequotientenproztesses untersuchen

= Satz von Girsanov

Sei (2, (Ft)s0,F,P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, der die usual conditions
erfiillt. Sei @) ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl auf F,, und

aQ

= t>
dP 20

Lti

Fi
der Dichtequotientenprozess.

Es gilt:
aQ

5| = Le und E(LolF) = L

FOO

fiir alle ¢ > 0.
Der Prozess (Li),,, ist also ein gleichgradig integrierbares Martingal. Da die Filtration
die usual conditions erfiillt, gibt es eine Version von L; mit cadlag-Pfaden. Also

Loo = thm Lt'

Man kann den Dichtequotientenprozess nutzen, um aus lokalen (J—Martingalen lokale
P-Martingale zu machen und umgekehrt.

Allgemeine Bayes-Formel

Lemma 3.9. (i) Sei Y € Li(Q), Fr,Q) mit T >0. Dann gilt
1
Eq(Y|F) = —Ee(YLs|F) fir alle t<T
t

(i1) N ist ein lokales Q—Martingal genau dann, wenn N L ein lokales P—Martingal ist.
Beweis. (i) Wegen EqY =EpY Ly gilt
Y Ly e L1(Q, Fr,P)

Fiir A € F; gilt dann:
f Eo(Y|F)dQ = f YdQ = f Y LydP
A A A
:fEP(YLTm)dP
A
Ly
- [ Ee(vLelF) T dP
A Ly

1
- [ TE(YLr|F)aQ
Y t

139



(i1) Zeige die Behauptung fiir Martingale. Durch Lokalisierung erfolgt dann die Auswei-
tung auf lokale Martingale.
Es gilt fiir ¢t <T wegen (1)

1
Eq(Nr|F) = EE]P’(NTLT|F1§)

Daraus folgt
LEq(Nr|F:) = Ep( Ny Lr|F)

und damit
N ist ein Q—Martingal < N L ist ein P-Martingal.
O

Fiir stetige Dichtequotientenprozesse ergibt sich eine Darstellung von L als Doléans-
Exponential.

Satz von Girsanov, Teil |

Satz 3.10. Seien P,Q dquivalente WahrscheinlichkeitsmafSe auf (2, Foo) mit

dQ
—| =L, t>0
dPly, "

(Lt)s0 habe stetige Pfade P—fast sicher.

(1) Definiert man das lokale Martingal X durch

t
1
X, = / —dL,
0 S

fiir alle t >0, so gilt

1
L; = Loexp(X; - §(X)t) fir alle t >0

(11) Ist M ein stetiges lokales Martingal beziiglich P, so wird durch
NtZMt—(M,X>t furalletzo

ein lokales Q—Martingal definiert, dessen quadratische Variation beziiglich Q) mit
der von M beziiglich P tibereinstimmt.

Beachte:

t

1
Ne= My = (M, X), = My~ [ —d(M, L),
0 S
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Beweis. (i) Da @) dquivalent zu P ist, gilt L; > 0 P—fast sicher fiir alle ¢ > 0. ( hat

stetige Pfade und kann deshalb gegen L, integriert werden. Setze also

)
Lt />0

t
1
Xt:fL—dLs fiir alle £ > 0
0 S

und
Y,=InL,;
Dann impliziert die Ito-Formel
1 11
dY; = —dL; - ——d(L
L 212 (L)

1
=dX; - §d<X>t

Also I .
In=L=Y,-Yy=X, - Xo-=(X),
LO —_ 2
=0

Und damit 1
Lt = L(] exp(Xt - §(X)t)

Beachte: L erfiillt die stochastische Differentialgleichung
st = Ltht

mit Anfangswert L.
(71) zu zeigen: (NyLy),,, ist ein lokales P—Martingal.
Es gilt mit partieller Integration:

thLt = Mtst + Ltht + d([z7 M)t

und
AV, XYoLy = (M, X)dLy + Lod(M, X), = (M, X)ydL, + %d(M, L),
t

Bildet man das stochastische Differential von N;L; ergibt das
dNtLt = thLt - d(M, X)tLt = Ntst + Ltht

Also ist NL ein lokales P—-Martingal und damit N ein lokales ()—Martingal.
M = N - (M, X) ist ein Semimartingal beziiglich @ mit N als lokalem Martingalanteil.
Also ist

(M) = (N)?

— —

bzgl. Q bzgl. P
Das heifit, beim Ubergang von P nach @ wird ein Term von beschrinkter Variation
addiert, was die quadratische Variation nicht dndert. O

Frage: Wann ist ein positives Martingal ein Dichtequotientenprozess eines zu P dquivalenten| 3.2.16
Wahrscheinlichkeitsmafies auf (€2, Foo)?
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Satz von Girsanov, Teil |l

Satz 3.11. Es gibt ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafs Q auf (2, Foo) mit

aQ

d]P)]:tZLt fiir alle t >0

genau dann, wenn (L), ein gleichgradig integrierbares Martingal ist mit
Lo = tlim L; >0 P-fast sicher

und
EL,=1

Beweis. ,=“ Da P dquivalent zu @ auf F., ist, existiert eine F,,—messbare Zufallsva-
riable D > 0 und

dq)
|l _p
dP | £,
Weiter ist
dQ )
Li=—| =E(D|F) firallet>0
dP |7,

Also ist (L;),,, gleichgradig integrierbar mit
Lo = tlim L;=D >0 P-fast sicher

und
ELo,=ED=1
<" Definiere das Mafl () durch
o
dP | 7.,

Wegen L, >0 P-fast sicher ist () dquivalent zu P.
Fiir jedes t > 0 gilt

dQ
Li=E(Lo|F:) = —
= E(LR) = |
Also kann mittels (L;),,, der Dichtequotientenprozess von @) beziiglich P definiert wer-
den. O

Im Spezialfall einer Wiener-Filtration kann die Struktur des Dichtequotientenprozesses
genauer angegeben werden.

Satz von Girsanov, Teil Il
Satz 3.12. Sei (W;),,, ein d—-dimensionaler Wiener-Prozess und (G),,, die von W

erzeugte Wiener-Filtration. Dann gilt:
(i) Ist Q ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf auf (2,G), so existiert ein
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previsibler Prozess (Hy),,, mit

t
IP’([|HS|2ds<oo fir alletzo) = 1

0
und
dQ t 1/
L= —| =exp f H,dW, - - f |H,[*ds
dP |, y 2 J

fir alle t > 0. Weiter ist beziiglich Q)
t
WEM—fm@tzo
0

ein d—dimensionaler Wiener-Prozess.
(i) Ist fiir einen previsiblen Ri—wertigen Prozess (Hy),,, der Prozess

t ¢
1
Ltzexp(fHSdWS—§f|Hs|2d) t>0
0 0

ein gleichgradig integrierbares P—Martingal mat
Lo = tlim L; >0 P-fast sicher

so gibt es ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafs Q auf (2,Gs), das

dQ

=L, t>0
dP K

Gt -

erfillt.
Beziiglich @) st

t
W:m-/mm
0

ein d—dimensionaler Wiener-Prozess.

Beweis. (i) Die Aussage folgt aus dem Satz von Girsanov, Teil I, dem Martingaldarstel-
lungssatz, Teil I und dem Satz von Lévy.

(Lt),5 ist ein Martingal beziiglich einer Wiener-Filtration und hat deshalb stetige Pfade.
Es ist L; > 0 P-fast sicher fiir alle ¢ > 0.

Fir .
1
‘&=sz@
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gilt:
d 1
Li= d—g L= Loexp(X, = 5(X))  firalle t20
Da Gy trivial ist beziiglich P, ist Ly = 1.
Das lokale Martingal (X;),,, hat nach dem Martingaldarstellungssatz eine Darstellung
der Form

t
Xi= [ Haw,
0
mit
t
IP’([ |H,[*ds < oo fiir alle t > O) =1
0

(beachte: Xy =0). Es ist

d t
i=k 3

Damit gilt dann

{ f HPaw ), + gd: ( f H aw® f HYawy,
0

0 3=l 79
g+l

M=

(X =

Eo
1l
—_

=0

~

> f (H)?ds

d
=1
t
f |H,%ds
0

o t

Es bleibt zu zeigen: W, = W, — ] H,dW, ist fiir t > 0 ein d—dimensionaler Wiener-Prozess
0

beziiglich Q.

Mit dem Satz von Girsanov Teil I folgt fiir die :—te Komponente, dass

WO - (0, x) =W - w0, 5 [ HOaw ),
j=1 0

oA , .
_ Wt(l) _ Z f H£Z)d<W(l), Ws(j))s
i1 [
=0 =0 fiir i#j
t

W [ s
0
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ein Martingal beziiglich @ fiir alle 1 <7 < d ist. Weiter gilt

und

(W(i),W(j)>t = (WO W), =0 fiir alle i # j

Damit sind alle Voraussetzungen fiir den Satz von Lévy erfiillt, der die Wiener-Prozess
Eigenschaft von W beziiglich ) impliziert.
(i1) folgt aus dem Satz von Girsanov, Teil I1. Beachte:

EL,=1 fiurallet>0

und )
EL., g:glEttht =150

3.13 Anwendung 1: MaBwechsel
Sei (W}), ein Wiener-Prozess beziiglich (F;),,,- Der Prozess

1
L; = exp(VW; - 519225) mit ¥ # 0

ist ein positives Martingal mit EL; = 1, aber L, 2% 0 P-fast sicher, weshalb (L¢),,, nicht
gleichgradig integrierbar ist. Deshalb gibt es kein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeits-

maf @ auf (2, F) mit
@ =L, firallet>0

dP |z

Fiir einen endlichen Zeitraum [0,7'] ist dies aber moglich, da durch Stoppen in T L zu
einem gleichgradig integrierbaren Martingal gemacht werden kann.
Genauer: LI := L;,p ist fiir alle ¢ > 0 gleichgradig integrierbar mit

LZ; = thm LtAT = LT >0
Also existiert ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl Qr auf (§2, o) mit

T Ly t<T
Fi LT t>T

/0019(8)2 < 00

dQr
dP

Ist ¥ : [0, 00) — R messbar mit
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so sei . .
1
Lt=exp([ ﬁdeS—Efﬁids) £>0
0 0

Es ist [, d,dW; eine N(0, [, 92ds)— verteilte Zufallsvariable und
‘ oo 1 oo 2
Lo = 1thrn L, = exp(f VsdW - 3 f vids) >0
0 0

Weiter ist fiir p > 1:

t
:e’%pfotﬁgdSEexp(p[ﬁdes)
0

t 2
L1 [tg2 1
Ist YNN(0,02):]Eexp(AY):exp(%Azoz)ze 2p[0 ﬂsdsexp(§p2 ([ 19st) )
0

t
0

= eXp(%p(p— 1)f19§d5)

—_—— 0
>0

1 o0
< exp(5p(p - 1)f19§d8)
0

Also ist sup,soELY < oo, woraus die gleichgradige Integrierbarkeit von (L;),,, folgt.
Also existiert ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl @ auf (€, Fo,) mit

Q

= =L, firallet>0

Fi

3.14 Anwendung 2: Zum Satz von Lévy

Sei W ein 1-dimensionaler Wiener-Prozess. Sei o € L2 (W) und

t
Mt:=fade5 £>0
0
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sowie

t
N, :=/|as|dW5 £>0
0

Die Prozesse M, N haben die gleiche Verteilung, sind aber unterschiedliche Prozesse
(setze z.B. o = -1).

Bemerke
sgn(o¢)oe = o]
Also ist .
N, = [ sgn(os)osdWs
0
Definiere

A:={(t,w) : oy (w) =0}

Dann ist A eine previsible Menge und es gilt

¢ ¢
Nt:f]lA(s)|as|dW5+f]lAc(s)sgn(as)adeS
0 0

=0

t
:fﬂAc(s)sgn(JS)odeS
0

Setze

t t
B, ::f]LA(s)dWS+[]1Ac(s)sgn(as)dW5
0 0

Dann ist (B;),,, ein lokales Martingal mit

(B), = <f La(s) + Lac(s)sgn(os)dW, )

—_——
sgn(os)?=1

- [ (La(s) + Lac(s) sgn(os) )2d(W),
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Der Satz von Lévy liefert, dass B ein Wiener-Prozess ist. Damit gilt

t t
N, = f La(s) |oy] dW, + [ 1ac(5)sgn(s)osdW,
0 0

——
:O’S

auf A
t

= [ 0. (1as) + Lae(s)sgn(o))aW,

=dBs
t

- f o.dB,
0

Also integrieren M und N den gleichen Prozess o {iber unterschiedliche Wiener-Prozesse,
haben somit die gleiche Verteilung. Deshalb kann man beispielsweise im Back-Scholes
Modell annehmen, dass man nur positive Volatilitdten hat. Nimmt man némlich eine
negative Volatilitdt, so wéahlt man sich einen anderen, passenden Wiener-Prozess und
bekommt wieder eine positive Volatilitdt heraus, ohne die Verteilung geéndert zu haben.

Gehalten in der Vorlesung "Hohere Finanzmathematik’, SS 2016

Il Stochastische Differentialgleichungen

1 Starke Losbarkeit

Sei W ein r—dimensionaler Wiener-Prozess und seien

b:[0,00) x R — R (entspricht der Geschwindigkeit eines Teilchens zum Zeit-
punkt t)

0 :[0,00) x R? — R9 (entspricht einer Stérung/einem Rauschen)

messbare Funktionen.
Zunéchst soll definiert werden, was unter einer starken Losbarkeit einer stochastischen
Differentialgleichung

dX; =b(t, Xy)dt + o(t, X;)dW,

mit Anfangsbedingung & zu verstehen ist.
Gegeben ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) mit einem r-dimensionalen Wiener-
Prozess (W;),,, und kanonischer Filtration

FV =o(W,:5<t)

Weiter ist die Startvariable & eine von FW unabhiéngige Zufallsvariable mit Werten in
R4,
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Definiere

FO = (6, W, s < 1)
sowie das System der vernachliassigharen Mengen N durch
N:={NcQ:34¢FY mit N c Aund P(A) =0}
Gehe iiber zur vervollstandigten Filtration durch
ft(l) = a(}"t(o) uUN) firallet>0
und

Fi = ~7:t(+1) = ﬂft(je)‘

e>0

Definition 1.1. Fin stochastischer Prozess X ist starke Ldsung der stochastischen

Differentialgleichung
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th

mat Startvariable &, wenn gilt:
(i) X ist adaptiert beziiglich (Fi),s0,
(1) P(Xo =€) =1,

¢ ¢
(iii) [ 1bi(s, Xs)|ds + [ o7,(s, Xs)ds < oo -fast sicher fiir alle t >0,
0 0

(iv) X erfillt die Integralgleichung

t t
Xt:£+fb(s,Xs)ds+/a(s,XS)dWs
0 0

welche komponentenweise definiert ist durch
t - t
X® =0 4 [ bi(s, Xo)ds + Y f (5, X)) AW  fir alle 1<i<d,t>0
0 3=179

Bemerkung. Die Ldsung einer stochastischen Differentialgleichung kann als Output
eines dynamischen Systems interpretiert werden. X bestimmt die Entwicklung des Zu-
standes eines Teilchens in R4 unter Einfluss des Vektorfeldes b und des Rauschens W.

Die Stirke des Einflusses des Rauschens wird bestimmt durch o.
b(t,X)  entspricht  einem  Geschwindigkeitsvek-

tor/Driftvektor zum Zeitpunkt t im Zustand x.
Blackbox

o(t,z) entspricht einer Streuungsma-
triz/Volatilitatsmatriz zum Zeitpunkt t uwm Zustand
x.

149



Die Anderung der Lisung kann niherungsweise fir kurze Zeiten beschrieben werden
durch

W(l) _ W(l)
t+h t
Xt+h_Xt ~ b(t,Xt)h'f‘O'(t,Xt) "’N(b(t,Xt)h,O‘(tht)O'T(t,Xt)hz)
W(T’) _ Wt(r)

t+h

Der Output eines solchen dynamischen Systems sollte eindeutig vom Input abhéngen.
Dies fiihrt zur Definition der starken Eindeutigkeit.

Definition 1.2. Das Paar (b,o) erfillt die Elgenschaft der starken Eindeutigkeit, falls
fiir jeden Warhrscheinlichkeitsraum (2, F,P) mit r—dimensionalen Wiener-Prozess W,
jede Startvariable & und fir je zwei starke Losungen X,Y wvon

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th

mit Anfangswert & gilt
P(X;=Y; firallet>0)=1

Beispiel 1.3. Sei b: [0,00) x R — R beschrinkt, messbar und nicht wachsend in x,
d.h. fir x <y gilt

b(t,x) 2 b(t,y) fir allet>0
Seien X,Y Ldsungen von

dXt = b(t, Xt)dt + th

mit Anfangswert &. Dann sind X und Y nicht unterscheidbar, d.h.

P(X =Y firallet>0)=1
Beweis. Setze Z, := X, -Y, fiir alle t > 0.

Dann gilt
t t
Z, =€+ f b(z, X,)ds + W, - € - f b(s,Y,)ds - W,
0 0
t
- [ b(s, X,) - b(s, Yy)ds
0
Damit gilt:
t
0< 22 “:“’2[st25 +(2),
0 =
t
=2 [ (X, =Y (s X.) - b(s, V2) ds
0 <0
<0
=72=0=7,=0 fiir alle t > 0. O
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Zunéchst sollen Bedingungen an b und o gestellt werden, sodass die starke Eindeutigkeit
folgt.

Vorbereitend benétigt man das Lemma von Gronwall:

Lemma 1.4 (Lemma von Gronwall). Seien T' > 0 und g : [0,7] — R eine stetige
Funktion mit der Eigenschaft

0<g(t) <a(t)+ 6[ g(s)ds  fir allet<T
0

mit >0 und a: [0,T] — R integrierbar.
Dann gilt:

t
g(t) <a(t)+p f as)e’)ds  fiir allet <T
0

Beweis. Betrachte

=g (t) - pe [ g(s)ds

|
Y
®|
2
o
\#
KQ
~~
V2)
p—
oW
V2)
~———
|

0
e g(t) -8 [ g(s)ds)
0
<ePla(t)
Also gilt

t t
e‘ﬂt[g(s)dsgfa(s)e‘ﬁsds
0 0

Wegen der Voraussetzung folgt also

g(t)<a(t)+8 [ g(s)ds

<a(t)+p [ o(s)eP=9)ds
0

]

Hieraus kann auf die starke Eindeutigkeit geschlossen werden, wenn eine lokale Lipschitz-
Bedingung erfiillt ist.
Wir setzen

d
zeR: 2] = 3 |l
i=1
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g eR> | o|? = gafj

Satz 1.5. Die Koeffizienten b, o erfiillen die folgenden Bedingung:
Fiirn >1 gibt es eine Konstante K, mit

[6(t, @) - bt I* + o (t,2) o (t,y)|* < Kalz—y[*  fir alle t >0, ||, |y <n
Dann erfiillt die stochastische Differentialgleichung

dXt = b(t,Xt)dt‘f'O'(t,Xt)th (7)
die Eigenschaft der starken Eindeutigkeit.

Bemerkung. Da die Eigenschaft der starken Eindeutigkeit nur von dem Tupel (b, o)
abhingt, sagt man auch, dass das Tupel (b,0) die Eigenschaft der starken Eindeutigkeit
erfiillt.

Beweis. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Wiener-Prozess W und unabhéngiger
Startvariable £. Seien X, Y Losungen von Gleichung 7 zur Startvariable €.
Lokalisiere durch

T, =inf{t > 0: | X;| >n oder |Y;| >n}

Dann gilt:

tATR tATR
X7 oy = f b(u, X,) - b(u, Y, )du + f o (1, X)) = o, Y, )dW,

0 0
Also gilt:

tATH tATR
]Euxgn—wnu?:ﬂauf b(u,XU)—b(u,Yu)du+fa(u,Xu)—o(u,Yu)quHQ
0

0
tATR tATR

SQIEH[b(u,Xu)—b(u,Yu)duH2+2]E||fa(u,Xu)—a(u,Yu)quHZ
0 0

2 tATH

tATh
o zE(f |b(u,Xu)—b(u,Yu)HdU) +2E [ o(u, X.) - 0w, Yo)du
0

0

tATR tATR
Holder

USI QﬂEf”b(uwiu)_b(u>}u)”2du+2E/||U(ua‘<u)_0—(u>)u)||2du
ngl.
0 0

t
g2(1+t)anE||Xg"—Y;nH?du
0
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Gronwalls Lemma, angewendet auf
g(u) =E| X7 - Y|

liefert
g=0 firalleu<t

= X7 =Y,]* fiuralleu<t
= X ™ ist nicht unterscheidbar von Y™  fiir alle n € N
= X ist nicht unterscheidbar von Y. O

Fiir die Existenz einer Losung muss eine globale Lipschitz- und Wachstumsbedingung
gefordert werden. Dann kann durch Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes eine
starke Losung eindeutig konstruiert werden.

Fiir jedes T' > 0 sei

LT = {X : X ist adaptiert, stetig, R — wertig und Esup|X;|? < oo}
t<T

3
Durch | X |1 := (E sup| X; ||2) wird LI zu einem Hilbertraum.
t<T

Wichtige Ungleichungen sind

Lemma 1.6. Fiir jedes X € LT gilt

t t
(i) Bsup| [ Xudu|? <T [| X3 ,dt
t<T 0 0

¢ ¢
(ii) Esup| [ X, dW,|? < 4[|\X”§7tdt
t<T 0 0

Beweis. (ii) folgt aus der Doob’schen Lo-Ungleichung fiir Martingale:
t

t
Esup| [ XudW, | <4supB| [ X,dW,
t<T
- 0

t<T
0

Isometrie

t
e 4supEf||Xu’|2du
t<T 0
T

:4EfHXuH2du

0

T
:4]]E||Xu|\2du

0

T
<4 [1X13,du
0
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Satz 1.7. Gegeen sei die stochastische Differentialgleichung
dXt = b(t,Xt)dt-i- O'(t,Xt)th (8)

(b, o) erfiillen eine globale Lipschitz- und Wachstumsbedingung der Form:
Zu jedem T' >0 gibt es eine Konstante K mat

(1) [6(t,2) =b(t,9)[? + o (t, ) - o (t,y)|* < K]z - y]?
(i) [o(t, )| + o (t,2)|* < K2(1+ |z]?)

fiir alle t <T und x,y € R,
Dann gibt es zu jedem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) mit r—dimensionalen Wiener-
Prozess W und unabhdngiger Startvariable &, die

E[[¢]* < 0o

erfillt, einen (Fi),so adaptierten Prozess X mit stetigen Pfaden, der die stochastische
Differentialgleichung (8) mit Anfangsbedingung Xo = £ lost. Hierbei ist (Fy),,, die von
W und & erzeugte Filtration, die die usual conditions erfillt.

Weiter gibt es zu jedem T eine Konstante C'" mit

| X150 < C(1 +E[€]*)e

Beweis. Fixiere T > 0. Die stochastische Differentialgleichung wird zunéchst bis 7' ein-
deutig gelost durch ein Fixpunktargument:
Definiere einen Operator

A P — LT

X+ /b(u,Xu)dUJr fa(u,Xu)qu
0 0
Der Operator A ist wohldefiniert, da es eine Konstante C gibt, mit
t
A5 < Cr(L+E[€]* + [“XHQ,udu) fir alle t <7, X € L3 (9)
0

Entscheidend ist die Ungleichung

£)n
C;Ql') ”X - Y”%J firalle t <T, X,Y € L;F (10)

|47(X) — AR(Y)[2, < &

mit Cy = 2K (T +4).
Hieraus folgt

(i) A ist ein stetiger Operator (da A Lipschitz stetig ist mit Konstante (Cfl—f)n)
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(ii) Ing € N: Amo ist eine Kontraktion auf L' (denn ab ng wird % <1).

Wegen (i7) kann der Banach’sche Fixpunktsatz auf A" angewendet werden.

Also konvergiert zu jedem Startprozess Z e LI die Folge (A¥(Z)), . gegen den ein-
deutigen Fixpunkt X von Amo.

Wegen der Stetigkeit von A ist X auch ein Fixpunkt von A und damit eindeutige Losung
der stochastischen Differentialgleichung bis 7', denn

A(X) = Alim A(X)
- lim A(A"(X))
- lim AF(A(X))
=X
Beweis von Gleichung 10 durch Induktion:

IA: n=0= klar
ISSn—->n+1

JA™H(X) - A H(Y) 3,
= Esup] [ b, A"(X).) = b(u, A"(Y),)du + [ o (1, AM(X ) — (1, AM(Y ) ) AW, |

0

< 2Esupl f b(u, A™(X)a) - b(u, A"(Y ) )dul]® + | f o (1, AM(X)) = 0 (1, AM(Y )0 )dW, |2

L [ AN0)) b AN B+ 8 [ Lo AN X)) =0 AN(Y)) 1R

Lipschitz-

Bedi;gung

2K (T +4) [ A"(X) = A" (V)3

t
v Ccy
< 2K(T+4)—2'fu”||X—Y||§udu
n' ’

t
Cn+1 .
<= [waulx - Y3,
0
_ C;Hl
(n+1)!

"X - Y3,
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—lokal, 92
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—Teil 11, 142
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—Semimartingal, 104
—komplexer, 128
stochastischer Prozess, 1
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