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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Auf den weltweiten Finanzmérkten wird eine Vielzahl an Finanzderivaten gehan-
delt, deren Wert sich nicht durch eine explizite Bewertungsformel bestimmen l4sst.
Aus diesem Grund haben sich numerische Bewertungsmethoden, insbesondere die
Monte Carlo Simulationsverfahren, mit denen ein fairer Preis von Finanzderiva-
ten bestimmt werden kann, zu einem wichtigen Bewertungsinstrument entwickelt.
Auferdem bieten diese Verfahren ein hohes Maf an Flexibilitdt, welches aufgrund
der Entwicklung immer neuer und individueller Finanzderivate erforderlich ist.
Andererseits entstehen mit der Verwendung von numerischen Bewertungsmetho-
den zur Preisbestimmung von Finanzderivaten natiirlich auch Nachteile. Das grof-
te Problem liegt darin, dass ein hoher Grad an numerischer Genauigkeit der Preise
meist auch einen hohen numerischen Rechenaufwand mit sich bringt. Dies erfor-
dert also eine griindliche Abwégung zwischen hoher Prézision auf der einen Seite
und einem niedrigen Rechenaufwand auf der anderen Seite. Damit stellt sich nun
die Frage wie sich der Rechenaufwand von Monte Carlo Verfahren verringern l&sst,
wéhrend die Genauigkeit erhalten bleibt. Eine Antwort bietet das sogenannte
Multilevel Monte Carlo Verfahren, bei dem durch die Variation der Diskretisie-
rungsschrittweiten bei der Simulation ein deutlicher Varianzreduktionseffekt und
damit eine Verringerung der Anzahl der notwendigen Simulationen erzielt werden
kann.

Aus dieser Motivation heraus werden wir im nachfolgenden zweiten Kapitel dieser
Arbeit zunéchst eine Einfiihrung in das ,klassische Monte Carlo Simulationsver-
fahren geben, um im dritten Kapitel das sogenannte Multilevel Monte Carlo Ver-
fahren einzufiihren. Insbesondere werden wir zeigen, inwiefern der Rechenaufwand
bei gleichbleibender Genauigkeit verringert werden kann. Dabei wird zunéchst ex-
emplarisch die Idee und Vorgehensweise des Verfahrens dargelegt. Anschliefend
beweisen wir den zentralen Satz, welcher theoretisch zusichert, dass das Verfahren
den gewiinschten Effekt erzielen kann. Zum Abschluss des Kapitels werden wir ei-
nige Hinweise zur allgemeinen Anwendbarkeit des Satzes in der Praxis liefern.
Im anschliefsenden vierten Kapitel werden wir das Libor Marktmodell einfiihren,
um einen Modellrahmen fiir die Anwendung des Multilevel Monte Carlo Verfah-
rens zu schaffen. In einem solchen Zinsstrukturmodell kann dann eine Vielzahl an
Zinsderivaten bewertet werden, was unter anderem besonders reizvoll ist, da ver-
schiedenste Zinsderivate vor allem fiir Banken eine sehr groffe Bedeutung haben.
Dies liegt wiederum daran, dass viele (exotische) Derivate den Banken und ihren
Kunden als innovative, individuelle und kosteneffektive Werkzeuge zur Anpassung
bzw. zur Realisierung der eigenen Risikovorstellungen dienen.

Deshalb werden wir nach einem Exkurs iiber das Milstein Diskretisierungsverfah-
ren zur Verbesserung der Konvergenzgeschwindigkeit des Multilevel Verfahrens,
welcher in Kapitel 5 durchgefiihrt wird, im sechsten Kapitel der Arbeit eine Ein-
fiihrung in die wichtigsten grundlegenden Zinsderivate geben. Darauf aufbauend
werden wir in diesem Kapitel die zentralen Zinsprodukte einfithren, deren Be-
wertung im Anwendungsteil dieser Arbeit angestrebt wird. Fiir die ausgewéhlten
Derivate, die sogenannten CMS Caps und TARNSs, liegt keine geschlossene Bewer-



tungsformel vor, was den Einsatz des Multilevel Monte Carlo Verfahrens besonders
interessant macht.

Im siebten Kapitel werden wir noch einmal auf die Anwendung des zentralen Sat-
zes aus Kapitel 3 in der speziellen Situation der Bewertung von Zinsderivaten im
Libor Marktmodell eingehen und anschliefsend die zur Bewertung der verschiede-
nen vorgestellten Produkte notwendigen Algorithmen vorstellen.

Die zugehorigen numerischen Ergebnisse werden dann im achten Kapitel prisen-
tiert, um nachfolgend die verschiedenen in dieser Arbeit vorgestellten Simulati-
onsverfahren zu vergleichen und numerisch zu zeigen, dass mithilfe des Multilevel
Verfahrens eine erhebliche Verringerung des Rechenaufwands erzielt werden kann.
Zum Abschluss der Arbeit werden wir ein Fazit der erhaltenen Ergebnisse ziehen
sowie Forschungsanséitze zur weiteren Verbesserung der Verfahren aufzeigen.

Die vorliegende Arbeit wurde in Kooperation mit dem Unternehmen ,zeb /infor-
mation.technology“ geschrieben. Deshalb gilt vor allem Herrn Christoph Moll ein
besonderer Dank fiir die hervorragende Betreuung und Unterstiitzung. Des Wei-
teren mochte ich Herrn PD Dr. Volkert Paulsen fiir die sehr gute universitére
Betreuung der Arbeit danken.



2 EINE EINFUHRUNG IN MONTE CARLO SIMULATIONEN

2 Eine Einfiihrung in Monte Carlo Simulationen

Zu Beginn dieser Arbeit wollen wir eine kurze Einfiihrung in die generelle Idee
und Vorgehensweise von Monte Carlo Simulationen geben, um daran ankniipfend
eine verbesserte Variante dieser Methoden, das Multilevel Monte Carlo Verfahren,
vorzustellen und analysieren zu konnen.

Fiir die gesamte Arbeit werden wir davon ausgehen, dass ein Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, (F¢)¢, Q) mit einer Wiener-Filtration F vorliegt. Ferner soll der
Preisprozess eines zu untersuchenden ,underlying assets* (X(¢)); in diesem Ab-
schnitt und obiger Situation durch die allgemeine d-dimensionale stochastische
Differentialgleichung (SDE)

dX (t) = a(X (), t)dt + b(X (t), )dW (t),0 <t < T (2.1)

beschrieben werden konnen. (W (t))o<i<7 stelle dabei einen m-dimensionalen Wie-
ner-Prozess bzgl. des Wahrscheinlichkeitsmafes Q dar und erzeuge die obige Wie-
ner-Filtration F, sodass diese die ,usual conditions* (siehe z.B. [Sch11]) erfiillt.
a:RYx R — R sowie b : R x R — R¥™™ gseien messbare Funktionen, die vom
yunderlying asset® X und der Zeitvariablen t abhangig sind.

Davon ausgehend ist es das Ziel, einen Erwartungswert der Form E[f(X(T))] zu
bestimmen, wobei f eine Funktion mit Werten in R darstelle und der Erwartungs-
wert E bzgl. eines zu Q dquivalenten Martingalmafkes P bestimmt werden soll.
Koénnen wir diesen Erwartungswert ohne zu groken Aufwand analytisch bestim-
men, werden dazu keine Monte Carlo Methoden benotigt; allerdings ist diese
analytische Erwartungswertbestimmung nicht immer méglich. Wegen der ver-
gleichsweise relativ einfachen numerischen Umsetzung sind folglich Monte Carlo
Methoden, welche in diesen Situationen zur Bestimmung der Erwartungswerte
herangezogen werden kdnnen, in der Finanzmathematik sehr beliebt.

Wollen wir den Preis eines Derivats bestimmen, dessen Payoff vom Wert des ,,un-
derlying assets” zum Zeitpunkt T abhingt, so ist dies oft iiber die Bestimmung
eines Erwartungswerts der Form E[e™" f(X(T),T)] méglich. Dabei bezeichne
f(X(T),T) den Payoff des Derivats zum Zeitpunkt T, welcher mittels Multipli-
kation mit e™"” und einem (hier der Einfachheit halber konstanten) Zinssatz
auf den heutigen Zeitpunkt ,abgezinst* wird.

Indem dann mithilfe der Erzeugung von Zufallszahlen, sogenannten Samples, Wer-
te fir X(7') simuliert werden, kann der obige Erwartungswert durch den Monte
Carlo Schétzer

)

fiir ein N € N approximiert werden, wobei X¥ den Wert des ,,underlying assets“

der i-ten Simulation zum Zeitpunkt T darstelle. Wie wir X;Z) simulieren, hingt
dabei natiirlich sowohl von der Wahl des Modells und somit von der den Wertepro-
zess beschreibenden SDE als auch vom Diskretisierungsverfahren ab, worauf wir
spéter niher eingehen werden. Die Konvergenz von Ex gegen E[e ™7 f(X(T),T)]



fiir N — oo sichert uns dabei fiir integrierbares f das starke Gesetz der grofen
Zahlen zu.

Dariiber hinaus kénnen wir bei Monte Carlo Methoden zwischen statischen und
dynamischen Monte Carlo Simulationen unterscheiden. Bei statischen Methoden
werden — wie oben — Zufallsvariablen, bei dynamischen Methoden hingegen gan-
ze Prozesse bzw. diskretisierte Versionen von stochastischen Prozessen iiber ein
gewisses Zeitintervall [0,7] hinweg simuliert. Dies bedeutet, dass der Payoff ei-
nes Derivats nicht nur vom Wert des ,underlying assets“ zu einem bestimmten
Zeitpunkt, sondern auch von einer Vielzahl von Werten des ,underlying assets®
zu verschiedenen Zeitpunkten oder sogar von einem kompletten Pfad (X (¢)); des
stochastischen Prozesses abhdngen kann.

Kommen wir nun wieder zur SDE (2.1) zuriick, durch welche dann auch das Mo-
dell, welches den Verlauf des ,underlying assets“ beschreibt, festgelegt wird.

Fiir die Durchfiihrung der Pfadsimulationen benétigen wir zunéchst ein Diskreti-
sierungsverfahren, zum Beispiel das Euler-Maruyama Verfahren, bei welchem der
Pfad der i-ten Komponente eines stochastischen Prozesses ausgehend von einem
Startwert X(()Z) = X@(t5) an n € N vorher festgelegten Diskretisierungsstellen
des zu betrachtenden Zeitintervalls durch

m
X1 = X040 (X, ta) (tng1—ta)+ > 600 (X, t) AW, € {0,1,...,n—1}
k=1
approximiert wird. Dabei bezeichne AW,(Lk) die k-te Komponente eines Wiener-
Inkrementes AW,, = W (tp4+1) — W (t,). Diskretisieren kénnen wir bei diesem
(Standard-) Diskretisierungsverfahren beispielsweise mit einer konstanten Schritt-
weite t,11 — t, = h fiir alle n > 0.
Ein einfacher Schiitzer Y fiir Y := E[f(X(T),T)] ist dann gegeben durch den
Mittelwert der Auszahlungswerte f(Xr s T), welche von N unabhéngigen Pfad-
simulationen stammen, also durch

N
o1 (i)
V== Z; F(Xq,T).

Dafiir nehmen wir zunéichst an, dass f eine skalare Lipschitz-Funktion ist, d.h.,
dass ein ¢ > 0 existiert mit |f(z) — f(y)| < ¢|lz — y| fiir alle z,y € R. Wenn
a(X(t),t) und b(X(t),t) in dieser Situation gewisse Bedingungen erfiillen, auf die
wir in Kapitel 4.2 eingehen werden, dann ist der asymptotische Fehler, der ,mean
square error (MSE), des Schétzers Y ungef&hr

MSE(Y) ~ ¢; N7 + ¢ph?

mit Konstanten ¢, co > 0. Um das Verhalten dieses Approximationsfehlers weiter
untersuchen zu kénnen, wollen wir an die Definition des Landau-Symbols aus der
Numerik erinnern sowie den Rechenaufwand definieren.
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Definition 2.1 (Landau-Symbol)

Seien g und h reellwertige Funktionen g, h : R — R. Dann heifst g von der Ordnung
h(t), also g(t) = O(h(t)) fiir ¢ — 0, genau dann, wenn ein ¢ > 0 und ein § > 0
existieren, so dass |g(t)| < c|h(t)| fiir alle |t] < ¢ ist.

Definition 2.2 (Rechenaufwand)
Wir definieren den numerischen Rechenaufwand als die Anzahl von insgesamt
durchgefiihrten Simulationsschritten bei der Erzeugung von Samplepfaden.

Diese Definition des Rechenaufwands fiithrt dazu, dass eine Simulation von N Pfa-
den mit jeweils i Diskretisierungsstellen beispielsweise einen Rechenaufwand von
N - n Simulationsschritten erfordert.

Betrachten wir den MSE der Schitzung nun noch einmal genauer, so sehen wir,
dass der gesamte Fehler des Monte Carlo Schitzers Y wegen

MSE(Y) =E[|Y —Y|2] = V[Y = Y] +E[Y —Y]? = V[Y] + E[Y — V]?
in zwei verschiedene Fehlerterme aufgeteilt werden kann.
Der erste Summand im obigen MSE des Schétzers Y entsteht durch die Varianz
von Y aufgrund der Monte Carlo Simulation. Mit dem zentralen Grenzwertsatz
gilt ndmlich fiir eine quadratisch integrierbare Funktion f

VN(Y —E[f(X(T),T)]) % N(0,02),

wobei O'J% die Varianz von f(X(7T),T') darstelle und die Konvergenz in Verteilung
gemeint ist. Daraus folgt dann wiederum

4Oy
Y -E[f(X(T),T)] - —= N(0,1).
[f(X(T),T)] Wii (0,1)

Fiir die Varianz von Y erhalten wir damit
2
A A~ O—f

was folglich fiir N — oo der Ordnung O(;) entspricht.

Der zweite Fehlerterm entsteht wegen des notwendigen Einsatzes des Diskretisie-
rungsverfahrens, also der Approximation des eigentlichen stochastischen Prozesses
mittels des Euler-Maruyama Verfahrens. Dieses liefert, wie sich mithilfe einer (sto-
chastischen) Taylorentwicklung (siehe [KP92|) zeigen lasst, einen Fehler — meist
als Bias bezeichnet — der Ordnung O(h), wobei h wie oben die fest gew&hlte
Schrittweite der Diskretisierung bezeichnet. Da wir hier den quadratischen Fehler
betrachten, ergibt sich fiir diesen Fehlerterm folglich eine Ordnung von O(h?).

Um nun insgesamt einen MSE der Ordnung O(e?) fiir ein gegebenes ¢ > 0 zu
erreichen, miissen wir N von der Grofenordnung O(e~?) sowie h von der Gro-
fenordnung O(e) wihlen. Definition 2.2 liefert fiir das (Standard) Monte Carlo
Verfahren bei Benutzung des Euler-Maruyama Diskretisierungsverfahrens dann
einen Rechenaufwand von N - 1, was der Ordnung O(e~?) entspricht.



3 Das Multilevel Monte Carlo Verfahren

3.1 Die Idee des Verfahrens

Wie wir im vorherigen Kapitel gesehen haben, liefert ein klassisches Monte Carlo
Verfahren einen Rechenaufwand der Ordnung O(e~3), wenn wir davon ausgehen,
dass ein MSE der Ordnung O(€?) eingehalten werden soll. Das Ziel dieser Arbeit
besteht darin, diesen im Vergleich zu anderen Verfahren relativ hohen Rechenauf-
wand, welcher folglich den Schwachpunkt von Monte Carlo Simulationen darstellt,
durch den Einsatz eines verbesserten Verfahrens zu verringern.

Fiir einen einfachen Anwendungsfall, bei dem eine Lipschitz-stetige Payoff-Funk-
tion f vorliegt und die SDE mithilfe des Euler-Maruyama Verfahrens diskreti-
siert wird, ist es beispielsweise mdoglich, den Rechenaufwand auf die Ordnung
O(e721n(€)?) zu verringern, wenn wir das sogenannte Multilevel Monte Carlo
Verfahren benutzen. Wie genau dies funktionieren kann, werden wir im Folgen-
den in Anlehnung an |Gil08a| zeigen.

Die Idee des Verfahrens, welches Giles in [Gil08a| vorstellt, ist es, die Samplepfade
fiir die Simulation nicht alle mit derselben festen Schrittweite h zu diskretisieren,
sondern die Schrittweite variabel zu machen. Dies bedeutet, dass verschiedene Dis-
kretisierungslevel fiir die Pfadsimulationen genutzt werden, also, dass Samplepfa-
de mit verschiedenen Diskretisierungsschrittweiten by := M~'T, 1 =0,...,L, M €
N=2_ simuliert werden, wobei L € N>° spéter weiter spezifiziert wird.

Um dies niher zu betrachten, werden wir den Payoff f(X(T),T) eines Derivats
fiir eine zufillige Realisierung des zugrunde liegenden stochastischen Prozesses X,
welcher im Allgemeinen als Losung der SDE (2.1) gegeben sei und somit von einer
zufélligen Wiener-Trajektorie (W (t))o<¢<r abhéngt, der Einfachheit halber mit
P bezeichnen. Auf die Voraussetzungen fiir die Existenz und Eindeutigkeit einer
solchen Losung X der SDE (2.1) werden wir spiter niher eingehen und diese hier
zundchst annehmen.

Die Zufallsvariablen, die je eine Approximation fiir X (7') bzw. fiir P darstellen
und durch numerische Pfaddiskretisierungen mit Schrittweite h; = M~'T be-
stimmt werden, bezeichnen wir im Weiteren mit X'%F bzw. P.

Das Besondere an dem von Giles vorgestellten Verfahren ist nun, fiir jeden der Si-
mulationslevel [ > 0 nicht nur einen einfachen Monte Carlo Schétzer fiir die Payoffs
zu verwenden, sondern einen Schétzer fiir die Differenz der Payoffs von Pfadap-
proximationen zweier aufeinanderfolgender Level zu nutzen. Dabei wird fiir jeden
Level [ > 0 zunichst — wie bei Monte Carlo Simulationen iiblich — eine Wiener-
Trajektorie (VVlf (t)): bzgl. der Schrittweite h; simuliert, welche dann zur Bestim-
mung eines Samplepayoffs, d.h. einer Realisierung von B, genutzt werden kann.
Anschliefsend wird dieselbe Wiener-Trajektorie jedoch zuséitzlich genutzt, um ei-
ne Realisierung des Payoffs P,_, einer Pfadapproximation bzgl. der Schrittweite
h;—1 zu bestimmen. Dazu werden je M aufeinanderfolgende Wiener-Inkremente,
welche bzgl. der feineren der beiden Schrittweiten bestimmt wurden, zusammen-
gefasst und als Wiener Inkrement bzgl. der groberen Diskretisierungsschrittweite
genutzt, um so eine diskretisierte Trajektorie (W ,(t)); zu erhalten. Die Indizes
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Abbildung 1: Diskretisierte Wiener-Prozesse bzgl. zweier aufeinanderfolgender
Diskretisierungsschrittweiten eines Simulationslevels (Verfeinerungsfaktor M=4)

f bzw. g geben somit an, ob es sich bei der jeweiligen Wiener-Trajektorie um die
bzgl. der feineren Schrittweite erzeugte oder um die davon abgeleitete Trajekto-
rie bzgl. der groberen der beiden Schrittweiten handelt. Dieses Vorgehen bei der
Bestimmung der Wiener-Trajektorien eines Simulationslevels soll in Abbildung 1
verdeutlicht werden.

Offensichtlich gilt nun wegen der Linearitdt des Erwartungswertes

L
E[PL] = E[R] + Y  E[P, — P4], (3.1)
=1

wobei Py, den bzgl. der Approximation mit der kleinsten Schrittweite hy, bestimm-
ten zufélligen Payoff eines zu bewertenden Derivats bezeichne.

Mit Yy werden wir nun zukiinftig einen Monte Carlo Schiitzer fiir E[Py], fiir den
Ny Pfadsimulationen genutzt werden, mit Y} je einen Monte Carlo Schiitzer fiir
E[Pl — 151_1], fur den N; Pfadsimulationen verwendet werden, bezeichnen. Dabei
werden die Realisierungen der Ausdriicke P, — Py, welche im Folgenden auch
Korrekturterme genannt werden, fiir [ > 0 mithilfe der gerade beschriebenen Vor-
gehensweise bestimmt.

Auf diese Weise ergibt sich folglich

5 1 = (1) o
Y, = — PV firl=0
bzw.
o1 iy
Vi=—> (2% - BY) fiir 1 > 0



3.2 Fehlerschranken und Rechenaufwand

Den Gesamtschitzer fiir E[P;] wollen wir im Folgenden mit Y bezeichnen. Wir
erhalten damit den Multilevel Monte Carlo Schétzer

L
Y=Y+) V.
=1

3.2 Fehlerschranken und Rechenaufwand

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass ein auf obige Weise konstruierter Mul-
tilevel Monte Carlo Schétzer bei gleicher Genauigkeit wie der Standard Monte
Carlo Schétzer tatsichlich einen geringeren Rechenaufwand erfordert. Dies wol-
len wir wieder am Beispiel einer Lipschitz-stetigen Payoff-Funktion f und unter
Verwendung des Fuler-Maruyama Diskretisierungsverfahrens exemplarisch durch-
fiihren. Dazu miissen wir u.a. zeigen, dass die geforderte Fehlerschranke — hier ein
MSE der Ordnung O(€?) - eingehalten wird. Wie wir am Ende von Kapitel 2
gesehen haben, ist dies gleichbedeutend damit, dass die Varianz der Schitzung
von der Ordnung O(€?) und deren Bias von der Ordnung O(e) ist. Um dies zu
erreichen, werden wir aufzeigen, wie die optimale Anzahl an Simulationen N;* fiir
jeden Simulationslevel [ und die Gesamtzahl an Simulationsleveln L zu wéihlen
sind.

Um die Varianz der Schétzer und den Bias des Verfahrens abschétzen zu kénnen,
geben wir zundchst die folgenden Lemmata in allgemeiner Form und in Anlehnung
an |[KP92| an.

Lemma 3.1 (Schwache Konvergenz des Euler-Maruyama Verfahrens)

Im Falle, dass die Koeffizienten-Funktionen a(x,t) und b(x,t) aus der SDE (2.1)
nicht von der Zeitvariablen ¢ abhéngig sind, sei X! die Euler-Maruyama Appro-
ximation fiir X mit Schrittweite h;. Weiter seien a und b Lipschitz-stetig und
ausreichend glatt, d.h. fiir alle Komponenten a* von @ und alle Komponenten
b7 von b gelte a¥ bFJ € Cﬁ,(Rd,R) firallel <k <dund 1 < j < m, wo-
bei CH(R%,R) die Menge aller viermal differenzierbaren Funktionen ¢ : RY — R
bezeichne, fiir die ¢ und alle seine Ableitungen bis zur vierten Ordnung eine po-
lynomische Wachstumsbedingung erfiillen. Dies bedeutet, dass fiir alle z € R¢
und alle partiellen Ableitungen d%¢ der Ordnung j < 4 Konstanten K > 0 und
r € N>° existieren, sodass

102p(2) ]| < K (1+[|lz]*")

gilt. Weiter gelten die linearen Wachstumsbeschrénkungen ||a(z, )| < K(1+|z)
und [|b(z,t)| < K(1 4+ ||z|) fiir alle # € R? und eine Konstante K > 0 sowie fiir
alle t € [0, 7.

Dann existiert fiir alle f € Cﬁ(Rd,R) eine Konstante cy, welche nicht von Iy
abhingt, sodass

ELf(X(T)) = F(XP)]] < eshu, (3.2)

d.h. X%p konvergiert schwach gegen X (7T') mit Konvergenzrate 1.
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Beweis: Fiir einen Beweis des Lemmas siehe [KP92|, S. 473 ff. O

Bemerkung 3.2

Fiir den Fall, dass die Koeffizienten-Funktionen neben der Abhéngigkeit von der
Zustandsvariablen x auch zeitabhéngig sind, ist das obige Lemma nach [KP92]
ebenfalls anwendbar, falls wir ¢ als weitere Komponente im It6-Differential behan-
deln. In diesem Fall werden durch das Lemma allerdings stérkere Bedingungen
an die Ableitungen der Koeffizienten-Funktionen a und b bzgl. der Zeitvariablen
t gestellt als notwendig ist.

Lemma 3.3 (Starke Konvergenz des Euler-Maruyama Verfahrens)
Es gelte
E[||X(0)]]%] < oo,
E[|1X (0) - XpI”)7? < Kaly ",
la(z,t) —aly, )| + [[b(z,t) — by, t)[| < Kallz —yl,
la(z, t)[| + [[b(z, )| < K3(1 + [|#]]) und
la(z, s) = a(w, )] + [lb(z, ) = bz, t)|| < Ka(1+ [])]|s — ¢/

fiir alle s,¢ € [0,7] und z,y € RY, wobei die Konstanten K bis K4 nicht von h;
abhingen. 3
Dann gilt fiir die Euler-Maruyama Approximation X! die Abschitzung

E[||X(T) — Xb|] < Ksh, ", (3.3)

wobei auch die Konstante K5 nicht von h; abhingt.
Dies bedeutet, dass X! stark gegen X (T') mit Konvergenzrate 1/2 konvergiert.

Beweis: Fiir einen Beweis des Lemmas siehe [KP92|, S. 342 ff. O

Aus dem Beweis dieses Satzes in [KP92| und Anmerkungen in [Gla03] oder [Gil08a]
geht hervor, dass die Euler-Maruyama Approximation sogar einer leicht stérkeren
Bedingung, ndmlich der Bedingung

E[| X (T) - X7|%] < KZha, (3-4)
geniigt, welche wir im Folgenden nutzen werden.

Wir haben nun also gesehen, welche schwache bzw. starke Konvergenzrate das
Euler-Maruyama Verfahren im Allgemeinen besitzt, wenn gewisse Voraussetzun-
gen erfiillt sind, was wir an dieser Stelle zunéchst einmal annehmen wollen. Damit
kénnen wir nun die Varianz des Multilevel Monte Carlo Schitzers Y abschiitzen.
Als Erstes betrachten wir deshalb die Varianz der Schiitzer Y; fiir [ > 0, welche

sich zu
N,
1 l

VIF) = 52 2o VIR - RS =
i=1 S———

1

val

=V



3.2 Fehlerschranken und Rechenaufwand

ergibt, da die Pl(z) — ]Sl(i)l fiir alle 1 < ¢ < N identisch und unabhingig verteilt
sind.

Fiir die Varianz des Gesamtschétzers Y = ZlL:oY/l folgt damit wiederum mithilfe
der Unabhéngigkeit der Y; fiir verschiedene Level [

R L Ly
VIV = VDY =Y SV
=0 =0

Mithilfe der Lipschitz-Stetigkeit der Payoff-Funktion f sowie der starken Konver-
genzrate des Euler-Maruyama Verfahrens bzw. der Gleichung (3.4) kénnen wir
nun weiter zeigen, dass die Varianz V; von der Ordnung O(h;) ist, denn fiir ent-
sprechende positive Konstanten ¢; und ¢z gilt

V[P — P] <E[(F, - P)’] < E[}| X} — X(T)|%] < e2u. (3.5)
Davon ausgehend erhalten wir zusammen mit der Ungleichung
|Cov[X, Y]] < V[X]'/2V[Y]Y/2 (vgl. Satz 17.8 in [Als07])

und der binomischen Formel fiir eine weitere positive Konstante cg

= ((V[P, — P2 + (V[P — P_q])'/?)?

(3.5) 1/2 1/242
< ((e2hy)™* + (caly—1)"'7)
~—
—Mh,
= c3hy,
also
Vi = O(hy). (3.6)

Im néchsten Schritt wollen wir eine optimale Anzahl N;* an durchzufiihrenden
Simulationen fiir die jeweiligen Level bestimmen. Optimal bedeutet hier, dass
die Varianz des Schitzers Y minimiert werden soll, wobei wir von einem festen
Rechenaufwand C ausgehen. Dies bedeutet, dass V[Y] unter der Nebenbedingung
ZiL:ONi*hi_l = (' zu minimieren ist. Dazu nutzen wir einen Lagrange-Ansatz und
setzen

H(N*) := g(N*) + A(N*,h 1) = ),

wobei N* = (No*, ..., N.*)T, h = (ho, ..., hp)” und g durch g(N*) = Y7 (57=V;

definiert seien und (-, -) hier das Skalarprodukt bezeichne. Indem wir dann die par-
tiellen ersten Ableitungen gleich null setzen, erhalten wir fiir alle [ € {0,1,..., L}
OH(N*) 1 1

|
0= — Vi+ A
ON,* (N/*)2 LAY

10
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und demzufolge

1
N = —=vVily

>

sowie . ;
1 OH(N™) -1 1 -1
0= =Y Nhi7=C=» —/Vihih;7 = C
bzw.
1 L
—=C Vi/hi)~ L.
5~ OO VTR
Wir sehen, dass —= somit eine Normierungskonstante darstellt und kénnen daher

VA
folgern, dass

(3.6) [
Nl* = C4\/ Vlhl < Cs th = C5hl (37)

fiir entsprechend gewéhlte Konstanten ¢4 > 0 bzw. ¢5 > 0 gilt.
Demnach miissen wir IN;* asymptotisch proportional zu \/V;h; bzw. h; wihlen.

Wenn wir dann
N = 666_2th (38)
fiir eine weitere Konstante cg > 0 setzen, erhalten wir die geforderte O(e?)-Varianz

V csh c3 1
VIV Z l Z 31 3 2 2
[ ] . ONI* - ] 066672th ( )Cﬁ 116 cre

Nachdem wir gezeigt haben, dass die geforderte Fehlerschranke fiir die Varianz
eines Multilevel Monte Carlo Schétzers eingehalten werden kann, betrachten wir
nachfolgend den Bias, also die erwartete Abweichung der Approximation Py, von
P. Unter Benutzung der schwachen Konvergenz (3.2) ergibt sich dieser dann mit

passenden Konstanten cg, cg > 0 sowie der Wahl L := Hln((e ];))-| = l_nl(l}\(f)) + cg zu

[E[Py — P)| < cshr = cp(M™ET) = ¢ (MM pr=cs)
= Cf(M(logM(f)/ IOg]M(e))/(IOgZM(M)/IOg]M(e))MfcigT)
= Cf(MIOgM(E)/logM(M)M_CsT) = creM ™ T = cye
= 0(6)’
wobei im vierten Umformungsschritt ein Basiswechsel des Logarithmus stattfin-
det.

11



3.3 Zentraler Satz

Dementsprechend wird auch hier die geforderte Genauigkeit eingehalten.

Mit der Definition (3.8) der optimalen Anzahl N;* an fiir das Level | durchzu-
fliihrenden Simulationen sowie der Definition der Anzahl an Simulationsleveln L
betrachten wir nun den Rechenaufwand eines so konstruierten Schitzers, welcher
sich fiir eine entsprechend gewidhlte Konstante ci1g > 0 zu

L L
C= ZNl*hfl = 2066_2thh;1 = (L +1)cge L
=0 =0
_5,,—In(e) —In(e)
_ 2
= Cg€ (( ID(M) +Cs) + 1)( IH(M) +Cg)

< c1pe 2(In(€)? — In(e))

ergibt, wobei In(€) im Vergleich zu In(e)? fiir € — 0 vernachlissigbar klein wird.
Damit erhalten wir unter obigen Voraussetzungen, wie behauptet, einen Rechen-
aufwand von der Ordnung

O(e 2 1n(e)?).

3.3 Zentraler Satz

Nachdem wir die Vorgehensweise bei der Anwendung der Multilevel Monte Carlo
Methode kennengelernt und exemplarisch gesehen haben, inwieweit wir den Re-
chenaufwand bei Verwendung dieses Verfahrens verringern kénnen, kommen wir
nun zum zentralen Satz {iber das Multilevel Monte Carlo Verfahren.

Dieser trifft auch fiir einen deutlich allgemeineren Fall, bei dem wir uns weder auf
ein konkretes Diskretisierungsverfahren beschranken noch die Lipschitz-Stetigkeit
der Payoff-Funktion f voraussetzen, eine Aussage iiber den (im Vergleich zur
Standard Monte Carlo Methode verringerten) Rechenaufwand.

Bei der Formulierung dieses Satzes sowie bei dessen Beweis orientieren wir uns
weiterhin an |Gil08a].

Satz 3.4

Sei f ein Funktional abhéngig von der Losung X der obigen SDE (2.1) fiir einen
gegebenen Pfad eines Wiener-Prozesses (W (t));. Weiter sei P firallel =0,1,...,L
wie oben eine Approximation von P, die mithilfe eines numerischen Diskretisie-
rungsverfahrens mit Schrittweite iy = M ~'T" erstellt wird.

Existieren dann unabhdngige Schétzer Y}, welche auf der Simulation von N; Mon-
te Carlo Samples basieren, sowie positive Konstanten o > %,5,61,02,63, sodass
die Bedingungen

(i) |E[P, — P]| < e1hg* (schwache Konvergenzrate o > 1)

o ror | E[R] J1=0
(i) E[Y)] = {E[P; “ Bl 050

(i) V[Vi] < eaN; B

12
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(iv) der Rechenaufwand C; zur Bestimmung von Y; ist beschrinkt durch

C < CgNlhfl

erfiillt sind, so existiert eine positive Konstante c4, sodass fiir alle 0 < € < e™!
sowohl ein L als auch N; existieren, sodass der Multilevel Schétzer Y = ZZL: offl
einen MSE E[(Y — E[P])]? < € besitzt.

Dabei ist der Rechenaufwand C' = Zsz oC1 beschrinkt durch

cae 2 ,0>1
C < { cae2In(e)? =1
cpe 2= =B/ 5 e (0,1).

Beweis: Fiir den Beweis setzen wir zunédchst die Anzahl an Leveln L, fiir welche
Simulationen durchgefiihrt werden sollen, als

I— In(v2c; T 1)
B aln(M) ’
sodass die Ungleichung
1
V2

erfiillt ist. Dies gilt, da einerseits

1
M % < c1hf < —¢ 3.9

In(v/2c1T%

Clh% = Cl(M_LT)Oé =C (M_[W] T)a

ln(\/iclTaeil)

< ClM_ In(M) T
_logpr (V21 T®e 1) /log s (e)
— ClM log s (M) /log pz (e) T
1 e 1
= (V2) LM T %™ = —=¢

V2

und andererseits

I _|—ln(\/§c1Taeil)-|
Clh% = Cl(M_ T)a =1 (M aln(M) T)a
In(v2¢ Taeil)
> CI(M_(fflii(fvﬂ+l)T)a
_log]w(\/iclTaefl)/loglw(e)
=M log pg (M) / log pp (e) M—eTe
1
= (V2) e T M TOTY = — M %
1( ) 1 \/5
ist. Da mit der Bedingung (ii) weiterhin E[Y] = E[Pr] gilt, folgt mit der Bedingung
(1) und der Ungleichung (3.9) dann fiir den quadratischen Bias

N

Y — P])% < (c1h$)* < €2 (3.10)

—

E|

N | =

13



3.3 Zentraler Satz

Im n&chsten Schritt beweisen wir die Ungleichung

L M?
—1 1/a,—2
z§ohl < _1(\/§c1) e 2. (3.11)

Mit der Gleichung hy = hy M~ fiir beliebiges | € {0,1,..., L}, der Summenformel
fiir die geometrische Reihe und der Aquivalenz des ersten Teils von Ungleichung
(3.9) zur Ungleichung h;' < ci/a(%M_ae)_l/a erhalten wir némlich

ZL:hzl _ hiliMlL _ thMLZL:Ml
=0 1=0 1=0
— ZlM‘LM]\L;iIl < h;lM]\{ :
o c}/“(\%M-%)—l/aAf{l
= M]W_Zl(cl\/ie_l)l/o‘
< ]\jwjl(\/icl)l/ae_Q,

da wir fir a > % und 0 < € < e~1(< 1) die Ungleichung e '/® < ¢~2 ausnutzen
kénnen.

Im Folgenden werden wir den Beweis mithilfe einer Fallunterscheidung bzgl. 3
abschliefien:

1. B> 1:
Setze

Ny = [26 2T P~1/2(1 = M= (B=D/2)=1p (FHD/2) (3.12)

Unter Verwendung dieser Definition und der Ungleichung
L
STrFTIR < B2 -0/ (3.13)
1=0

welche wir mithilfe der Gleichung by = M~!T und der Summenformel fiir
die geometrische Reihe durch die Abschétzung

- L
Zhl(ﬁ—l)/2 — T(ﬁ_l)/ZZ(M_(ﬁ—l)/Q)l
=0 —
= T(ﬁ—l)/Q 1- (Mi(ﬂfl)/Q)[H,l
1— M-(B-1)/2
< TB-N2q = p=B-1/2)=1

14
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erhalten, ergibt sich fiir die Varianz des Schétzers Y dann

N L N uz) L
=Y vy ZCQN Lp?
1=0
(3.12) L 1 _
< 20226 2 T_(B—l)/Z(l _ M—(ﬁ—l)/Q)hl (5+1)/2hlﬁ
1=0
1 L
_ 56QT—(ﬁ—U/Q(l _ M—(5—1)/2)Zhl(ﬂ—1)/2
1=0
(3.13) 1
< 562.

Zusammen mit der Abschiatzung (3.10) erhalten wir fiir den MSE des Mul-
tilevel Schitzers nun wie gefordert

MSE(Y) = ([ ~ P/ + V[?] < 2+ %3 _e

Mithilfe der Abschatzung
N, < 2626, 7B-0/2(1 — pp~(B-0/2)1p(FH0/2 4

welche nach Definition (3.12) von NN gilt, ergibt sich fiir den Rechenaufwand
C' in diesem Fall wie behauptet

C = ZC’; < Zcmhl—l

=0

< 032(2672021*5*1)/2(1 _ M*(b’*l)ﬂ)*lhl(ﬁﬂ)/? + 1)kt

L L
_ 63(26—262T(,3—1)/2(1 _ M—(B—l)/Z)—thl(ﬁ—l)/2 +Zhl_1
= 1=0

2
) (230 TP (1 — M=F=D/2)=2 4 o M]W_ 1 (V2er)) 2

=:cy

2. p=1:
Setze

Ny = [2¢ 2co(L + 1)hy]. (3.14)
Dann gilt fiir die Varianz von Y auch hier
L (i5) L (3. 14 L

VIV = SV S S N S ea(ese (L + 1) My = &
=0 =0 =0

15
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Nutzen wir wieder die Abschitzung (3.10) fiir den Bias der Schéitzung, so
erhalten wir auch in diesem Fall einen MSE, der beschrankt ist durch

MSE(Y) < €2,
Um den Rechenaufwand C' abschétzen zu kbnnen, zeigen wir zunichst, dass
L+1<csln(e™) (3.15)

fiir eine Konstante c; > 0 gilt. Dies folgt, da nach Definition von L

In(e™!) + In(v/2¢1T%)

<
Ls (M) 1
ist und wir mit
(e<e e (el>e)e (In(e!)>1) (3.16)
dann
In(e™!)  In(v/2c;T%)
<
L+ls aln(M) + aln(M) 2
(3.16) . 1 In(v/2¢,T%)
< In(e )(aln(M) + max{0, “aln(M) }+2)

=:c5

erhalten. Fiir N; gilt nach Definition (3.14) N; < 2¢ 2(L + 1)coh; + 1 und
damit folgt fiir den Rechenaufwand C' nun

) & L
C < c;;ZNlhfl < 63(226_2(.[/ +1ex +h )
1=0 1=0
L
<c3(2¢ AL+ 1)+ > )
1=0
(3.15),(3.11)

M
< 322 111(6_1)2 c%cz 4 c3
————’

2
M—-1

(\/561)1/@6—2
=In(e)?2
M2
M—-1

=:cq

(3.16)
< (6326302 + c3

(vV2e1)V %) e 2 In(e)?.

3. B<1:
Setze

Ny = [26 2coh] TR0 - -8y 1 B0/ (3.17)

16
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Zusammen mit der Ungleichung
L

L
Zh;(lfﬁ)ﬂ _ Z(MLfth)f(lfﬁ)/z
1=0

1=0
= (MFIhp)=0- ,6’)/22 MI=P)/2)l
1=0

1— 2\L+1
_ hz(l—ﬁ)/QM—L(l—/ﬁ)/Z(M( A2yt g

MAB/2 1
— h_(l_'g)/2M_(L+1)(1—,3)/2 M(L+1)(1*ﬁ)/2 i 1
g -5
< B 021 _ p--)/2y 3.18)
gilt dann auch hier
L ’L’L’L
VY] = VY] ZCQN 'hy
1=0
(317) L
< Y e %e%f‘ﬁ)/?u M)A
1=0
3.18
( 1 ) %62

Da fiir N; nach Definition (3.17)
N, < 26—262]12(175)/2(1 _ M—(l—ﬁ)/Q)—1hl(B+1)/2 +1
gilt und fiir e < e71(< 1)
e 2 <2 1=h)a (3.19)
ist, erhalten wir in diesem Fall fiir den Rechenaufwand abschliefsend

(iv)
C < ZCgNlh_
=0
L
< ey(3 26 2eph A1 = MOy A2 gty
=0
(3.18),(3.11)

2
203026_2h2(176)(1 - M—(l—ﬁ)/2)—2 T3 MM : (\/501)1/%_2

3.9 _
(<) 203026_2(\/561)%M(l_ﬁ)e_(l—ﬁ)/a(l — M(=H)/2)=2

tesys (\/561)1/%_2
3. 19 2
(2% (20302([61) « )(1 — M_(l_ﬁ)/z)_Q + CgM — 1(\/501)1/04)
—icq
—2-(1-B)a
O

17



3.4 Anwendung in der Praxis

3.4 Anwendung in der Praxis
3.4.1 Biasschitzung

Der im vorherigen Abschnitt bewiesene Satz 3.4 sichert uns theoretisch zu, dass
das Multilevel Monte Carlo Verfahren einen im Vergleich zum klassischen Monte
Carlo Verfahren verringerten Rechenaufwand besitzt. Trotzdem kénnen wir dies
in der Praxis nicht auf diese Weise garantieren. Im Satz wird ndmlich u.a. die
Kenntnis der Konstante c;, welche die schwache Konvergenz des Diskretisierungs-
verfahrens beeinflusst, a priori vorausgesetzt. Diese Konstante wird in den meisten
Fillen allerdings erst implizit wihrend der Durchfiihrung der Simulationsalgorith-
men bestimmt (vgl. [Gil08a]).

Wie wir im Beweis dieses zentralen Satzes sehen, ist die Kenntnis der Konstanten
c1 ebenfalls notwendig, um zu Beginn der Ausfiihrung der Algorithmen die not-
wendige Anzahl an durchzufithrenden Simulationsleveln L festlegen zu kénnen.
Da dies nun in der Praxis nicht mdoglich ist, miissen wir nach jedem Level, fiir
welchen wir Pfade simuliert haben, einen Konvergenztest durchfiihren, welcher
iiberpriift, ob der Bias des Schétzers bereits ausreichend klein ist.

Nachfolgend wollen wir — weiterhin in Anlehnung an [Gil08a| — zeigen, auf welche
Weise wir den Bias der Schitzung sinnvoll abschitzen kénnen und damit die in
einem Konvergenztest zu verwendende Abbruchbedingung herleiten.
Zu diesem Zweck werden wir sehen, dass uns die einzelnen Schéitzer Y, fiir die
Korrekturterme E[P; — Pj_1] fiir [ > 1 bei der Schitzung des verbleibenden Bias
weiterhelfen kénnen. Gehen wir — wie in der gesamten Arbeit — von der Benut-
zung eines Diskretisierungsverfahrens mit einer schwachen Konvergenzrate von
1 aus, so liefert uns dies fiir I — oo und eine (unbekannte) Konstante c¢; einen
asymptotischen Fehler

E[P — B] ~ c1hy.
Mithilfe der obigen Korrekturterme koénnen wir diese Konstante nun eliminieren
und erhalten

E[P — P1] = E[P, — P]+ E[P — P 1] ~ —E[P — B] + ey,
= —E[P — B] +c1Mh; ~ —E[P — B] + ME[P — B]
= (M - 1E[P - P]. (3.20)
Diese Approximation wollen wir im Folgenden als ungefihre Schranke fiir den
verbleibenden Bias nutzen, so dass wir einen Bias kleiner als %6 erhalten. Dazu

erhdhen wir im Algorithmus den Wert fiir L so lange, bis der Schétzer Y7, fiir den
Korrekturterm E[P, — Pr,_1] die Ungleichung

- 1
Yo| < —=(M —1)e 3.21
Y| \/i( ) (3.21)
erfiillt. )
Dies gewihrleistet, dass der approximierte quadratische Bias |E[P — Ppr]|? gerade

die erforderliche Fehlerschranke unterschreitet, da mit obiger Ungleichung (3.21)

3.20 H1
‘2 ( ~ ) *62

- - - R (3.2
|E[P — Pp] (M —1)"YE[P, — PP~ (M - 1) 2| <

18
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gilt. Da mit (3.20) weiterhin

Yy — Y1 =E[P, — Pp4] — [Pr_1 — Pp_3]
~ (M —1)E[P - Pr] — (M — 1)E[P — P_4]
= (M -1DE[P,_1 —P]=(1-M)Y;

gilt, woraus wiederum
S
Y~ M Y4

folgt, werden wir fiir die numerische Implementierung die Bedingung (3.21) etwas
schérfer formulieren und

max{ M |Vp 1|, [V2]} < é(M 1) (3.22)
fordern.
Auf diese Weise ist gewihrleistet, dass sowohl der aktuell letzte als auch der
vorletzte Level die Konvergenzbedingung erfiillen und Probleme durch einen Vor-
zeichenwechsel beim Korrekturterm E[]-:’l — ]5171] von aufeinanderfolgenden Simu-
lationsleveln vermieden werden (vgl. [Gil08al).

3.4.2 Die optimale Anzahl an Pfadsimulationen

Eine andere Stelle, an der die Unkenntnis der Konstanten im Satz 3.4 in der Praxis
Probleme hervorruft, ist die Bestimmung der fiir jeden Level | (optimalen) Anzahl
an durchzufiihrenden Pfadsimulationen N;*. Der zentrale Satz 3.4 liefert dazu nur
die Existenz gewisser N; und lidsst dabei zundchst offen, wie genau diese gewéhlt
werden miissen. Im Beweis des Satzes wird dann abhingig vom Parameter 5 eine
optimale Anzahl an Simulationen fiir jedes [ definiert.

Bei dieser Definition wird allerdings die Kenntnis der Konstante ¢ und fiir § <1
auch die Kenntnis des Parameters L vorausgesetzt. Bevor wir jedoch die Simu-
lationen mithilfe des nachfolgenden Algorithmus durchfiihren, kennen wir diese
Parameter in der Praxis meist nicht und auch sie werden erst wahrend der Be-
rechnungen mitbestimmt. Dies flihrt dazu, dass wir die optimale Anzahl an Si-
mulationen nicht a priori festlegen kdnnen, wie es im Beweis des Satzes geschieht.
Wir werden deshalb zunéchst eine festgelegte Anzahl Nggar (siche Kapitel 8) an
Pfaden simulieren und anschliefsend, abhéngig von der Stichprobenvarianz dieser
Samples, die optimale Anzahl N;* an zu simulierenden Pfaden fiir jeden bereits
durchgefiihrten Simulationslevel | ermitteln.

In Gleichung (3.7) hatten wir gesehen, dass die optimale Anzahl an Simulationen
proportional zur Groke v/ Vjh; gewdhlt werden sollte. Zusammen mit der von der
Varianz des Schiitzers einzuhaltenden Fehlerschranke V[Y] < €% gelangen wir
damit zu

L

N = [262/ Vil (Y Vi/hi)], (3.23)

1=0
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3.5 Der Multilevel Monte Carlo Algorithmus

denn es gilt dann wie gefordert

L
VY=V Yi]=)

=0 =0

L L
1 1 1
N7 S 3E QW) ViR = 5

=0 i=0

3.5 Der Multilevel Monte Carlo Algorithmus

Fiir eine Implementierung des obigen Multilevel Monte Carlo Verfahrens werden
wir somit den folgenden Algorithmus verwenden, welchen wir in Kapitel 7 noch
detaillierter betrachten. Wie in [Gil08a| vorgeschlagen, verwenden wir dabei im
Folgenden einen Verfeinerungsfaktor M = 4.

Algorithmus 3.5 (Multilevel Monte Carlo Simulation)

1. Setze L =0
2. Solange L < 2 oder das Konvergenzkriterium (3.22) noch nicht erfiillt ist:

(a) Setze Ni = Ngiqrt (initiale Anzahl zu simulierender Pfade)

(b) Setze hy, = M~LT (Diskretisierungsschrittweite)

(c) Firalle j =1,2,...,Np:
Simuliere die ]30(j) (fiir L = 0) bzw. die ]—:’éj) — ]E’éﬂ)l (fir L > 0) (Simu-
lation je nach Modell- und Produktwahl (siehe Kapitel 7))

d) Bestimme YL und die Stichprobenvarianz V7, anhand der simulierten P(j )

0
(fiir L = 0) bzw. ﬁg) — pg_)l (fiir L > 0)
(e) Firallel=0,...,L

i. Bestimme die optimale Anzahl an Pfaden N;* mithilfe der neuen ,In-
formation® Vi, als

L

N = [2¢ 2/ Vil () \/Vi/hi)]
i=0
ii. Falls Nl* > N;
A. Firalle j = Ny +1, ..., N/™:
Simuliere weitere Samples Po(j ) (fiir I = 0) bzw. ]5l(j ) _ ]55(3)1 (fiir
[ > 0) und aktualisiere Y, und V;
B. Setze N; = N;*

(f) Setze L=L+1
3. Setze Y = ZZL:()YI (Multilevel Monte Carlo Schétzwert fiir den Payoff P)
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4 DAS LIBOR MARKTMODELL

4 Das Libor Marktmodell

4.1 Einleitung

Das Libor Marktmodell ist ein Zinsstrukturmodell, in dem die sogenannten ,Lon-
don Interbank Offered Rates”, also gewisse Interbanken-Zinssétze, beschrieben
werden. Die modellierten Libor-Raten sind dabei Forward-Zinsraten, welche er-
rechnete durchschnittliche Kreditzinsséitze darstellen, die von Londoner Banken
mit hoher Bonitdt untereinander gehandelt werden. Zusammen mit den Euribor-
Zinssétzen, den ,Furo Interbank Offered Rates®, stellen die Libor-Zinssétze einen
weltweiten Benchmark fiir Zinsraten mit kurzen Laufzeiten dar.

Da das Modell auf beobachtbaren Marktpreisen basiert, wird es als Marktmodell
bezeichnet. Dies stellt einen wesentlichen Unterschied zu géngigen Zinsstruktur-
modellen wie dem Zinsstrukturmodell von Heath, Jarrow und Morton (HIM), bei
dem die Forward-Zinskurve modelliert wird, oder den Short-Rate-Modellen, bei
denen der Momentanzins modelliert wird, dar. Diese Modelle sind zwar mathe-
matisch gut handhabbar, allerdings sind die modellierten Gréfen nicht am Markt
beobachtbar.

Bei der Darstellung der mathematischen Modellierung in diesem Kapitel orientie-
ren wir uns an [Has12).

4.2 Mathematisches Modell

Fir die mathematische Modellierung der Libor-Raten benttigen wir zunédchst ei-
ne Tenorstruktur, d.h. eine diskrete Folge aufeinanderfolgender (zukiinftiger) Zeit-
punkte Ty < 71 < Ty < ... < T mit Intervalllingen §; := T34 —T;,1 < i < N—1.
Im weiteren Verlauf dieser Arbeit gehen wir davon aus, dass alle Tenorintervalle
dieselbe Linge besitzen und definieren folglich §; := 9§ fiir alle 1 < ¢ < N—1 und
ein 0 > 0.

Als Basisfinanzgiiter im Libor Marktmodell dienen Zerobondpreise (B(t, T;))o<t<T;
wobei zu beachten ist, dass ein solcher T;-Bond jeweils nur bis zum Zeitpunkt 7;
gehandelt wird. Als Numeraire Asset Preisprozess dieses Modells wihlen wir den
Preisprozess des Ty-Bonds (B(t,Tn))o<t<Ty, Was insbesondere Sinn macht, weil
dieser bis zum Ende des gesamten betrachteten Handelszeitraums [0, Ty| gehan-
delt wird und somit der Preisprozess eines jeden 7;-Bonds (1 < ¢ < N—1) in
Einheiten des Numeraire Assets dargestellt werden kann.

Fiir die Modellierung des Zufalls im Libor Marktmodell kénnen wir zwischen zwei
Ansétzen, welche sich jeweils in den anderen iiberfithren lassen, unterscheiden.
Zum einen kann ein m-dimensionaler Standard Wiener-Prozess (W (t)); als Quelle
des Zufalls gewdhlt werden, welcher alle Libor-Raten treibt. Zum anderen konnen
wir einen (N—1)-dimensionalen Wiener-Prozess, dessen Komponenten unterein-
ander korreliert sind, nutzen, um die Quelle des Zufalls darzustellen. In dieser Va-
riante wird jede Libor-Rate dann von einer Komponente dieses Wiener-Prozesses
getrieben.

Bei der Darstellung dieser beiden Ansétze wollen wir mit der ersten Variante
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4.2 Mathematisches Modell

beginnen und die Dynamiken der Libor-Raten unter Verwendung eines unkorre-
lierten Standard Wiener-Prozesses herleiten, um diese anschliekend in die zweite
Darstellungsvariante zu iiberfiihren.

Wir wollen annehmen, dass das Modell arbitragefrei ist bez1ehungswelse dass ein
(zu Q) dquivalentes Martingalmaf P, existiert, so dass ( Bli T Jo<t<; fiir alle
1 <i < N-1ein Pp,- Martmgal ist. Dieses Forwardmartmgalmai% Pr, wird auch
als ,terminal measure” bezeichnet, da T den letzten Zeitpunkt auf der Tenor-
struktur darstellt. Weiterhin sei W nun ein m-dimensionaler Standard Wiener-
Prozess bzgl. dieses dquivalenten Martingalmafes Pr,, .

Die i-te Libor-Rate soll in diesem Kontext die Forward-Zinsrate zum Zeitpunkt ¢
fiir eine Verzinsung wihrend des Zeitintervalls [T;, T;+1]| darstellen. Dazu definie-
ren wir die Libor-Raten-Prozesse (L9 (t))o<s<7, durch

1, B(LT)

L0 = 3 56 T

~1)V1<i<N-1 (4.1)
Nehmen wir nun sinnvollerweise an, dass fiir alle t > 0 und fiir alle 1 <i < N—1
B(t,T;) > B(t,Ti+1) ist, so sind die Libor-Raten-Prozesse strikt positiv.

Mithilfe dieser Voraussetzungen wollen wir nun die Dynamiken der Libor-Raten-
Prozesse herleiten. Zuerst bestimmen wir dazu die Dynamik der (N —1)-ten Libor-
Rate und gehen anschlieffend induktiv von hinten nach vorne vor, um die weiteren
Libor-Raten-Dynamiken zu erkléaren.

Wir beginnen mit der Feststellung, dass LV=1(t) = %(% — 1) nach Vor-
aussetzung ein strikt positives Pp,-Martingal ist. Nach dem Martingaldarstel-
lungssatz existiert dann ein bzgl. (F;); previsibler R™-dimensionaler Prozess

(MM (s))o<s<ry_, mit

m t
LD () = LD (0) + 5 / ML) () a0 ()

m tM(Nfl,j)(s) o

— (N-1) £ (N1 ()

— L (O)+Z / TV T (s) L (s)dW ) (s)
j=1"70
mo ot

= LWN=1(0) JrZ/ g V=L (§) LIV (5)dW ) (),
—1 /0

wobei (V- 1’])(8) = Aﬁl%ll)]gs()s) definiert wird und W) fiir alle 1 < j < m die

j-te Komponente des Wiener-Prozesses W bezeichne.
In Differentialschreibweise lautet dies also

AL (1) = gN=LDgw ) (1),
]:1

Fiir die niichsten Schritte ist zu beachten, dass die Libor-Raten (L) (t))o<s<7 fiir
1 <4 < N-2 als Quotienten von Pr,-Martingalen jeweils Pr,-Semimartingale
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4 DAS LIBOR MARKTMODELL

sind, da sich die Quotienten der aufeinanderfolgenden 7;-Bonds als

B(taﬂ+1) B B(th‘iJrl)/B(t’ TN)

darstellen lassen.

Wiederum mithilfe des Martingaldarstellungssatzes erhalten wir, was wir hier un-
ter Verweis auf [Has12| ohne explizite Herleitung angeben wollen, fiir die tibrigen
Libor-Raten (L(i) (t))o<t<t; fiir 1 < i < N—2 bzgl. des ,terminal measures* die
Darstellung

m SLF) ()5 k) (t) .
(i) (@) (¢ (i:9) (¢ 4)
dLD(t) = LU ; 12;1 ST 11 )dt +dW9 (). (4.2)

Wie bereits angekiindigt, wollen wir ausgehend von dieser Darstellung der Libor-
Raten bzgl. eines m-dimensionalen Wiener-Prozesses mit unkorrelierten Kompo-
nenten nun eine alternative Libor-Raten-Darstellung bzgl. eines (N —1)-dimensio-
nalen korrelierten Wiener-Prozesses W herleiten.

Wir betrachten dazu die Korrelationsmatrix

1 01,2 te 01,(N-1)
5 02,1 1 :
O(N-2),(N-1)

ON-1)1 ° O(N-1),(N-2) 1

des korrelierten Wiener-Prozesses W, welche wir in der Praxis iiber eine Markt-
kalibrierung (siehe Kapitel 8.1) erhalten kénnen.

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass m = N—1 gilt. Dies ist sinnvoll, da wir
zum einen die Vollstindigkeit des Modells fordern kénnen, was dazu fiihrt, dass
m < N—1 gelten muss und wir zum anderen gegebenenfalls ,kiinstlich” weitere
Wiener-Prozesse zum Modell hinzufiigen kénnen, welche wir iiber die Definition
der Faktoren & kontrollieren bzw. wieder eliminieren kénnen, um dem Modell da-
durch letztlich kein zusédtzliches Risiko hinzuzufiigen.

Betrachten wir nun die Cholesky-Zerlegung AAT (=) dieser symmetrischen und
positiv definiten (N—1)x (N —1)-Matrix X, auf die wir spater ndher eingehen wer-
den, dann kénnen wir den korrelierten Wiener-Prozess W mithilfe des unkorre-
lierten Wiener-Prozesses W aus der ersten Variante definieren als
N-1
W(t)=AW(t) baw. W) =D a; ;WU(t), 1<i<N-1,0<t< T,
j=1

Dass (W (t)): wieder ein Wiener-Prozess ist, sieht man mithilfe des Satzes von
Lévy, welchen wir unter Verweis auf [KS97| angeben wollen.
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4.2 Mathematisches Modell

Satz 4.1 (Satz von Lévy)
Sei W = (W (¢),...,Wm(£)),0 < t < oo, ein stetiger, adaptierter Prozess im
R™, so dass der Prozess

AW @ (t) == w® (t) — W (0),0 <t < o0

fiir jede Komponente 1 < ¢ < m ein stetiges, adaptiertes lokales Martingal ist.
Ferner seien die Kovariationsprozesse gegeben durch

(AW O (), AWPB (1)), = oikt, 1 < i,k <m.
Dann ist W ein m-dimensionaler Wiener-Prozess.

Die Voraussetzungen des Satzes sind hier erfiillt, da die einzelnen Komponenten
von W als Linearkombinationen von Komponenten von W wieder adaptiert sind
und stetige Pfade besitzen. Auch die Martingaleigenschaft ist aufgrund der Mar-
tingaleigenschaft der Komponenten von W fiir jede Komponente von W erfiillt.
Es reicht also zu zeigen, dass die Kovariationsterme die geforderten Eigenschaften
erfiillen. Da W ein Wiener-Prozess ist, gilt W) (0) = 0 fiiralle 1 < j < N—1 und
somit auch W) (0) = 0 fiir alle 1 < j < N—1. Damit gilt hier AW (¢) = W) (¢)
fiir alle 1 < j < N—1. Wegen der Unabhingigkeit der Komponenten von W und
der Definition der Cholesky-Matrix A gilt dann weiter

(WO, WR ) = (AW ()i, (AW ai WO (- NZk W)
7=1

N—

,_n

ye = Z
N— N— B
Z Z g (W (), WD (1)),

q=1,q

ai,jar,; (W

2\>
LM

ai,jak,jt = Qi’kt.
1

<.
Il

Also ist W ein Wiener-Prozess mit d(W®(-), W) (.)), = o; rdt fiir alle 1 <4,k <
N-1.

Definieren wir nun (o (t)); mittels 9 (t) = ¢ (t)a;;, so konnen wir die
erste Darstellungsvariante (4.2) der Libor-Raten-Dynamiken mithilfe des neuen
Wiener-Prozesses W nun wie folgt in die Darstellungsvariante mit korrelierten
Komponenten des Wiener-Prozesses iiberfithren, denn wir erhalten

N-1

, , . 7k iy
AL () =LO(8) 3 o (1) (- > 51;(5)@ jf)>dt+dw<f><t>>
j= k=i+1

-1 N-1
5L(k)(t)a(k)(t)akj iy
E ’ E ’ , W)
2 0' az,] SL (t) 1 )dt +d (t))

k=i+1
DY —~ skt ey
=LO®)D () ((- Z 6L(’f(())+1 Z a; jak,j)dt + Z a; ;W) ()
k=i+1 j=1
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4 DAS LIBOR MARKTMODELL

= LB ()™ (1) i

=L @)D (t)((— SLE)(t) +1

)dt 4+ dW O (¢)). (4.3)

k=i+1

Dieses Ergebnis kénnen wir auch fiir die Simulation der Wiener-Prozesse aus-
nutzen. Fiir die Bewertung der Zinsderivate wollen wir spater mit der Variante
des Modells mit korrelierten Wiener-Prozessen arbeiten. Um fiir die Monte Carlo
Simulation dann die Inkremente dieser Wiener-Prozesse zu simulieren, erzeugen
wir zuniichst einen (N —1)-dimensionalen Standard Wiener-Prozess (W (t))¢, des-
sen Komponenten unkorreliert sind. Fiir die Korrelation betrachten wir dann, wie
oben beschrieben, die Cholesky-Zerlegung AAT der Korrelationsmatrix 3. Die

Eintrige der Cholesky-Matrix A, einer unteren Dreiecksmatrix, ergeben sich zu

i—1 . .
1-— Zzlaik 1<i=j<N-1
) i—1 o
i =4 g5 (05 — 242 aikajr) 1 <j<i<N-—1
0 , sonst.

Wir kénnen anschlieRend also wieder (W (t)); = (AW (t)) setzen und erhalten,
wie gezeigt, einen (N —1)-dimensionalen Wiener-Prozess, dessen Korrelationsma-
trix durch ¥ gegeben ist.

Zu kldren ist an dieser Stelle noch, in welcher Form die Volatilitdten o(t) gegeben
sind, woriiber die nachfolgende Bemerkung Auskunft geben soll.

Bemerkung 4.2

In dieser Arbeit nehmen wir an, dass die Volatilititen o) (¢) fiir alle 1 < i <
N —1 deterministische, zeitabhéngige Funktionen sind. Des Weiteren seien diese
Volatilitdtsfunktionen fir alle 1 < ¢ < N—1 beschrankt.

Mithilfe dieser Annahmen und dem folgenden Satz aus [KP92] erhalten wir dann
zusatzlich die Existenz einer sogenannten ,starken Loésung®, also die schon oben

angesprochene Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung der zugrunde liegenden
SDE (4.3).

Satz 4.3 (Existenz einer Losung einer SDE)
Gelten fiir die SDE dX; = a(t, X;)dt + b(t, X¢)dW; die Bedingungen

1. (Messbarkeit) a(t,z),b(t,x) sind (£2-) messbar in (t,2) € [to,T] x R

2. (Lipschitz Bedingung) Es existiert eine Konstante K71 > 0, s.d.
la(t, ) — alt,y)| < Kulz -yl und [b(t,z) — b(t, )| < Kilz — g
Vteto,T)und z,y € R

3. (Lineare Wachstumsbeschrianktheit) Es existiert eine Konstante Ko > 0,
s.d. |a(t,z)|> < K2(1 + |z|?) und |b(t,z)|? < K2(1 + |z|?) V t € [to, T] und
reR

4. (Anfangswert) Xy, ist Fy,-messbar mit E[|Xy,|?] < oo,
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so hat diese eine pfadweise eindeutige ,starke Losung” X, auf [tg, 7] mit

sup E[|X¢]?] < oo.
to<t<T

Zusammen mit der obigen Bemerkung 4.2 iiber die Beschranktheit der Volatili-
tatsfunktionen o (t) und der Beobachtung, dass fiir den Ausdruck %

dem Driftterm

aus

N-1

a(t, LO(t)) := LY () oD (t)(— Y

k=i+1

SL®) (1)o ™) (t) 03k
SLK) () +1

)

der SDE (4.3) die Ungleichung

®) (1) o,
oL (t)Qz,k <1
SLE(t) +1 —

gilt, sehen wir leicht, dass alle Bedingungen des Satzes, also insbesondere die
Bedingungen 2 und 3, erfiillt sind und erhalten somit fiir alle 1 <47 < N—1 die
Existenz einer Losung der SDE (4.3), welche das Libor Marktmodell definiert.

4.3 Die Euler-Maruyama Diskretisierung im Libor Marktmodell

Fir die Simulation der Libor-Raten-Pfade, auf der das Multilevel Monte Carlo
Verfahren basiert, miissen wir die oben hergeleitete mehrdimensionale SDE bzw.

den (N—1)-dimensionalen Vektor von Libor-Raten, dessen Eintrige fiir alle 1 <
1 < N—1 die SDEs

A _ A L SL® )™ (1) 01k ,
dLD @) = LD ) (¢)((— oL ) dt + dW 9 (¢))
g;l SLR)(t) + 1

erfiillen, zunéchst diskretisieren. Dies ist notwendig, da wir in der Praxis kei-
ne zeitstetigen Prozesse simulieren kénnen, sondern die Pfade der stochastischen
Prozesse nur an festgelegten diskreten Zeitpunkten auswerten kénnen. Wir legen
dazu vorher fest, wie grofs die Schrittweite fiir die Diskretisierung sein soll und
erzeugen dann zufillige Wiener-Inkremente, welche die diskretisierten Pfade der
zugrunde liegenden SDE treiben. Nehmen wir an, dass die Diskretisierungsschritt-
weite der n Diskretisierungsschritte At betrégt, so erhalten wir nach [KP92| die
Euler-Maruyama Approximation

, N-1 (k) _(k) ,
. - Ly, ) 0; - ,
L0, = L9 + LoD () (— S OLn 0 tn)0iky Ny 4 1000 (1) AW
n+1 n n (k) n n
i1 OLn +1

fir 0 < n < n—1, einen Anfangsvektor Ly = L(ty) und Wiener-Inkremente
AW = WO (t41) — WO ().

26
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5 Das Milstein Verfahren

5.1 Das Milstein Verfahren im Allgemeinen

Wie wir in Kapitel 3 gesehen haben, kénnen wir durch die Verwendung des Mul-
tilevel Monte Carlo Verfahrens den Rechenaufwand im Vergleich zum Standard
Monte Carlo Verfahren beispielsweise von der Ordnung O(e~3) auf die Ordnung
O(e21n(e)?) reduzieren, falls die Payoff-Funktion Lipschitz-stetig ist. Fiir die Si-
mulationen haben wir die Pfade des ,junderlying assets“ dabei bisher stets mithilfe
des Euler-Maruyama Verfahrens diskretisiert.

Im folgenden Abschnitt wollen wir nun zeigen, dass wir die Konvergenzgeschwin-
digkeit verbessern und damit auch den Rechenaufwand weiter reduzieren konnen,
falls wir ein anderes Diskretisierungsverfahren, ndmlich das Milstein Verfahren,
nutzen. Dabei fiigen wir zur Euler-Maruyama Diskretisierung Terme hoherer Ord-
nung aus der (stochastischen) Taylor-Approximation hinzu (vgl. [KP92|, [Gla03]).
Anschliefend zeigen wir, dass der Rechenaufwand in obiger Situation auf diese
Weise weiter auf O(e~2) abgesenkt werden kann. In [GDR13] und [Gil08b] zeigen
Giles et al., dass dies bei dem Modell zugrunde liegenden skalaren SDEs fiir ver-
schiedene ausgewihlte Derivate funktioniert.

Betrachten wir nun erst einmal wieder eine allgemeine d-dimensionale SDE der
Form

dX (1) = p(X (1), )dt + o (X (1), )dW (t),0 <t < T (5.1)

mit g : R xR — R und ¢ : R x R = R? x R™ und einem m-dimensionalen
Standard Wiener-Prozess W. Dies bedeutet fiir jede Koordinate von X, d.h. fiir
1<i<d, gilt

dX®(t) = p® dt+z CD(X (L), t)dW I (t). (5.2)

Nach [KP92| erhalten wir dazu fiir m = 1 die Milstein Diskretisierung (X,,), fiir
1<i<dundallel <n<n-—1als

X9 =XxO 4y (X, 1) At + 00D (X, 1) AW

d .
1 Do) (X, )
— (k1) g0 " \Anytn) (12 _
+ 2(;0 (Xn,tn) X0 J(AWD)? — A), (5.3)

wobei X, je eine Approximation fiir X (¢,) zu festgelegten Zeitpunkten 0 < ¢, < T
mit Schrittweite At darstelle.

Fiir den allgemeinen Fall mit m > 1 ist die Milstein Diskretisierung fiir 1 <4 <d
und alle 1 <n <n — 1 ebenfalls nach [KP92| gegeben durch

XA =X 4 1O (X, ta) A+ 0O (X, 1) AW
=1
mo 4 () B (2) (X, 1)
+ D0 D oI X t) " o) (5.4)

j1,J2=1 k=1 6X7(1 )
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wobei I, i,) n das mehrfache Ito-Integral
tn+1 ED) ) ]
I(jhjz),n _/t /t dW(]l)(Sl)dW(]Q)(SQ) (5.5)
bezeichne.

Dies bedeutet, dass fiir die Simulation von héherdimensionalen SDEs oft eine Be-
trachtung dieser iterierten Integrale erforderlich ist. Fiir die Simulation von den
damit in Verbindung stehenden sogenannten ,LL.évy areas”, die wir nachfolgend de-
finieren werden, gibt es, abgesehen von der Dimension 2, bislang keine effizienten
Verfahren. Auf diese Problematik wollen wir nun etwas weiter eingehen.

Dazu definieren wir die ,Lévy areas wie in [Wik01] mithilfe der iterierten Integrale
aus Gleichung (5.5) fiir alle 1 < jj,jo <mund alle 1 <n <n—1als

1
Ajy jan = i(I(jth),n - I(jzm),n)» (5.6)

sodass dann offensichtlich Aj, ;, » = —Aj, j; » gilt.
Weiterhin benétigen wir das folgende

Lemma 5.1
Fir j1 # ja gilt , }

I g2)m + Lz gi)m = AW, AW, 02),
Beweis: Fiir den Beweis zeigen wir zunéchst, dass die Gleichung

tn+1 ) ) tn+1 ) )
WU (59)dWU2) (s9) + W02) (5))dWw 1) (s1)

tn in

=W O (1) WO (1) = WO () WU (1), (5.7)

die in Differentialschreibweise die Form
WO () dw ) () + W2) () dw UV (¢) = d(W I w 2)) ()

besitzt, hier erfiillt ist. Dies ist der Fall, da wir mit der It6-Formel
dW WGy (t) = WO () dw U2) () + WU2) (£)dW 9 (¢) + d(W 0D (1), W 2) (1)),
erhalten und wegen der Unabhangigkeit der Komponenten des Wiener-Prozesses
W (fiir j1 # j2) (WU (), WE2) (1)), = 0 fiir alle t > 0 gilt.
Mit dieser Gleichung gilt dann, wie behauptet,

1]17]2 + I(Jz J1),m

tnt1 tn41
/ / AW (51)dW 72 (s,) / / AW 92) (s9)dW 1) (1)
tn tn tn tn

tn+1 . . tn+1 . .
— WO (59)dW U2) (59) + W2) (s)dW 1) (1)

tn ln

= WO (1) (W) 1) = WO (t0)) = WO 1) (WOt 11) = WO (1))
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D W60 (4, )W U2 (t40) — WD (1, W02 (2,.)

_ W(jl)(tn)AWn(j2) _ W(jz)(tn)W(jl)(tn+l) + W(j2)(tn)W(j1)(tn)
= WU (£, 1) AW, 2) — WU (£, AW, U2) = AW, U0 AW, 102),
O

Mithilfe dieses Lemmas und der Definition (5.6) der ,Lévy areas“ Aj, j, n erhalten
wir fiir (;, j,), nun eine alternative Darstellung.
Lemma 5.2

Fiir alle 1 < j; < m gilt

(AW, U2 — At
I(jl,]i),n = 9 )

fiir alle 1 < j; # jo < m gilt

AW, AW, (52)
Iy go)n = 9 + Ajy jan-

Beweis: Fiir den Beweis bendtigen wir zunéchst die Gleichung

tny1 .
/ WO (£)dw U (¢)
tn

1
2

die erfiillt ist, da wieder mit der It6-Formel

(AWL0D)2 4 2W 00 (1 )W (1) — 2(WUD(1,))2 — AL), (5.8)

(W) (t) = 2W U0 (£)daw U (¢) + d(W D)), = 2W 0D () dW i) (¢) + dit

gilt, was sich in Integralschreibweise zu

tn+1W(j1)(t)dW(]'1)(t)
= (VO (1)) — (WO 1,))” — A

1 A A . A
= 5((AWn(”))2 + 2W U (1, )WV (1) — 20U (1,))% — At)

umformen ldsst.
Die erste Gleichung des Lemmas erhalten wir nun mit

Ioi iy, = S AW (51)dW 1) (s9)
(]1,]1),71 . ¢ 1 2
t

n+1 . X tnt1 . .
— WU (59)dW U1 (59) — WO (£,)dW 1) (s5)
tn tn
(5.8)

1 . ‘ , .
5((Awn(m))? — AL+ 2W 9D (4, YWD () — 2W UV (1,))?)
— WD) WO (1) — WU (1))
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5.2 Das Milstein Verfahren ohne ,Lévy area“-Simulation

1 .
= (AW, )2 — Ap).

Weiter gilt fiir j1 # jo

Lemma 5.1 i i
I(j1,j2),n +I(j2,j1),n © :a AW7L(]1)AWn(32)
= AW, U AW,, 62) ¢ I,

© 215 jo) g2)m ~ Lagi)in
1 . .
= I(jl,jz)v” = §(AWH(]1)AWH(]2)) + Ajujwh
was den Beweis abschliefst. O

Betrachten wir nun noch einmal die obige SDE (5.2) und setzen

o2 (X, 1)

X (5.9)

d
higuge(Xn) =Y o®I)(X, 1)
k=1

Dann erhalten wir mithilfe des Lemmas 5.2 die Milstein Diskretisierung der SDE
(5.2) fiir m > 1 nun als

X0 =X0 4 1D (X ta) AL+ Y 0 (X, t) AW
7j=1
+ Z Ri 1o ( (AW(ﬂ)AW(”) 1(j =} A) + Ajy o). (5.10)

Ji,J2=1

Analog dazu lasst sich zeigen, dass die Milstein Diskretisierung der SDE (5.1),
fiir den Fall, dass W einen m-dimensionalen Vektor korrelierter Wiener-Prozesse
darstellt, die Form

X0 =X 4 4O (X,0, 1) At+Za ) (X, tn) AW
7j=1

+ Z hi Jl,Jz (AW(JI)AWyﬂ - le,j2At) + Aj17j2,n) (5-11)

Ji,j2=1

besitzt, wobei p;, j, die Korrelation zwischen den Komponenten j; und jo des
Wiener-Prozesses W bezeichne.

5.2 Das Milstein Verfahren ohne ,,Lévy area*“-Simulation

Wie schon oben erwéhnt, ist es nach [GS12| bisher nur schwer und meist mit in-
effektiven Methoden méglich, die fiir die obige Milstein Diskretisierung notwendi-
gen iterierten Integrale bzw. ,Lévy areas” zu simulieren, was einen entscheidenden
Nachteil von Digkretisierungsverfahren héherer Ordnung bei einer Anwendung fiir
hoéherdimensionale SDEs darstellt.

Miiller-Gronbach hat in [Miil02] gezeigt, dass es fiir allgemeine htherdimensionale
SDEs ohne die Betrachtung von ,Lévy areas“ jedoch nicht moglich ist, eine besse-
re starke Konvergenzrate als die des Fuler-Maruyama Diskretisierungsverfahrens
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5 DAS MILSTEIN VERFAHREN

zu erzielen. Dies bedeutet, dass mittels einer einfachen Anderung des Diskretisie-
rungsverfahrens zur Milstein Diskretisierung ohne die Simulation der ,,Lévy areas®
auch keine Verbesserung des Rechenaufwands erzielt werden kann.

Giles und Szpruch haben allerdings in [GS12| mithilfe der Methode der ,anti-
thetischen Variablen® einen Multilevel-Schitzer entwickelt, welcher auch ohne die
Simulation von ,Lévy areas® eine Varianz besitzt, die mit derselben Ordnung
konvergiert wie der Multilevel-Schétzer mit einer Milstein Diskretisierung fiir ska-
lare SDEs, bei denen keine iterierten Integrale betrachtet werden miissen. Dies
bedeutet, dass fiir die Varianzen V; der Korrekturterme P,—P,_; des Monte Car-
lo Schiitzers Y, die von der starken Konvergenzrate des verwendeten Diskreti-
sierungsverfahrens abhéngen, statt einer Konvergenzordnung O(h;) die Ordnung
O(h;?) erreicht werden kann. Diesen verbesserten Multilevel-Schitzer wollen wir
nun in den folgenden Abschnitten herleiten.

5.2.1 Antithetische Variablen

Um den verbesserten Multilevel-Schétzer einzufiihren, wollen wir zun#chst die
allgemeine Varianzreduktionsmethode der ,antithetischen Variablen“ vorstellen.
Dazu orientieren wir uns an der Darstellung in [Gla03].

Die Idee der sogenannten ,antithetischen Variablen” beruht darauf, dass wir bei
einer Simulation, die auf der Erzeugung von identisch verteilten Zufallszahlen
Z1, Za, ... beruht, diese bisher erzeugten Zufallszahlen nutzen, um damit weitere
identisch verteilte Zufallszahlen, sogenannte ,antithetische Gegenstiicke®, zu er-
zeugen. Dies soll auf eine Weise geschehen, dass dadurch die Varianz der zugehori-
gen Schitzer verringert wird. Fiir identisch standardnormalverteilte Zufallszahlen

Z1, 23, ... konnen wir beispielsweise zusatzlich die Folge Iy = 71,20 = —Zo, ...
dieser Zufallszahlen betrachten, welche dann aufgrund der Symmetrie der Stan-
dardnormalverteilung dieselbe Verteilung besitzen wie die 71, Z3, ... . Die nor-

malverteilten Zufallszahlen (Z;); kénnen dann z.B. fiir die Simulation der Wiener-
Inkremente bzw. der diskretisierten Wiener-Pfade genutzt werden. Durch die Nut-
zung der Paare von Zufallszahlen erhoffen wir uns, eine Verringerung der Varianz
der simulierten Stichproben zu erreichen.

Im Folgenden wollen wir also eine Folge von Paaren von Zufallszahlen (X7, X1),
(X2, X5), ..., (Xn, X;,) betrachten, wobei die (X;); mithilfe der (Z;);, die (X;); mit-
hilfe der (Zz)l simuliert werden. Dabei sind die Paare untereinander stochastisch
unabhingig und identisch verteilt. Ausgehend von den auf diese Weise erzeugten

Zufallszahlen konnen wir dann einen Schitzer der Form

n

N 1 1 _
YV = =3 (X + X, 12
" 5 (Xi + Xi) (5.12)

verwenden, fiir den ,antithetische Variablen“ genutzt werden.

Zu kldren ist nun, unter welchen Bedingungen der obige Schitzer tatsichlich eine
geringere Varianz als ein Standard Schétzer ohne die Verwendung von ,antithe-
tischen Gegenstiicken* besitzt. Dazu wollen wir annehmen, dass die Erzeugung
eines Paares (X;, X;) denselben Rechenaufwand wie die Erzeugung zweier un-
abhéngiger Zufallszahlen besitzt. Wir ignorieren folglich mégliche Einsparungen
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5.2 Das Milstein Verfahren ohne ,Lévy area“-Simulation

beim Rechenaufwand, die dadurch entstehen konnten, dass zur Erzeugung der
Z; im obigen Fall beispielsweise nur die Vorzeichen umgedreht werden miissen.
Dies macht insbesondere dann Sinn, wenn die Erzeugung der Z; nur einen kleinen
Anteil an der Simulation der X; ausmacht. Im Folgenden werden wir deshalb die
Varianz des Schétzers YAV mit der eines Standard Schiitzers Y5t .= 2171 o X,
fiir den dieselbe Anzahl an Simulationen genutzt wird, vergleichen.

Betrachten wir dazu zuniichst den Schitzer YAV, so erhalten wir mithilfe der Un-
abhiingigkeit und der identischen Verteilung der Paare (X;, X;) sowie der identi-
schen Verteilung der X; und der X;

V[YAY] = ﬁV[Xl + X = ﬁ(V[Xﬂ + V[X3] + 2Cov[ X1, X))

1 _
= %(V[Xﬂ + COV[Xl,Xl]).
Die Varianz des Standard Schitzers Y% ergibt sich zu V[YSt] = = V[X1]. D.h.

die Bedingung, damit dieses Verfahren zu einer Varianzreduktion fiihrt, lautet
COV[X1,X1] < 0.

Dies bedeutet, dass die Methode der ,antithetischen Variablen® im Allgemeinen
funktioniert, falls eine negative Korrelation der simulierten Zufallszahlen X; und
ihrer jeweiligen ,antithetischen Gegenstiicke” X; vorliegt.

5.2.2 Ein verallgemeinerter Multilevel Monte Carlo Schitzer

Bevor wir zur Konstruktion des ,antithetischen Multilevel Monte Carlo Schitzers
kommen, fithren wir noch einen etwas verallgemeinerten Multilevel Monte Carlo
Schétzer ein, welchen Giles in [Gil08b| diskutiert.

Bisher sind die Approximationen P, und P,_; fiir die feinere und grébere zweier
aufeinanderfolgender Diskretisierungsschrittweiten eines Simulationslevels inner-
halb des gesamten Multilevel-Schiitzers fiir E[Pr] = E[Py] + Y1, E[P, — P_] auf
dieselbe Art und Weise erstellt worden und haben sich nur bzgl. der Diskretisie-
rungsschrittweite unterschieden. Fiir die verallgemeinerte Variante wollen wir nun
die Méglichkeit zulassen, fiir die felnere und grobere Schrittweite eines Levels je
eine unterschiedliche Approximation P bzw. Pl , fiir den Payoff des zu bewer-
tenden Derivats zu nutzen. Dafiir miissen wir voraussetzen, dass die Gleichung

E[P/]=E[Ff]V1<I<L (5.13)

erfiillt wird, damit die den Gesamtschitzer definierende Gleichung
~ ~ L ~ ~
E[P{] =E[Ff]+>_E[F -

weiterhin Giiltigkeit besitzt.

Der zentrale Satz iiber das Multilevel Monte Carlo Verfahren ist somit auch fiir
diesen leicht verallgemeinerten Schitzer anwendbar. Gleichzeitig besitzen wir je-
doch die Moglichkeit Multilevel Monte Carlo Schéitzer zu konstruieren, die fle-
xibler sind und somit zu einer geringeren Varianz der Korrekturterme ]5lf — ]5197 1
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5 DAS MILSTEIN VERFAHREN

fithren konnen. Dies fithrt wiederum zu einem groferen f in Bedingung (iii) des
zentralen Satzes 3.4 und somit zu einer moglichen weiteren Verringerung des Re-
chenaufwands. Dass dieses Verfahren tatséchlich zu enormen Konvergenzverbes-
serungen — vor allem bei der Bewertung von pfadabhéngigen Derivaten — fithren
kann, zeigt Giles in [Gil08b] numerisch anhand von allgemeinen skalaren SDEs
und der Bewertung von Asiatischen, Lookback- und Barriere-Optionen.

5.2.3 Der ,,Antithetische* Multilevel Monte Carlo Schitzer

Auch bei der Konstruktion eines ,antithetischen Schétzers wollen wir in Anleh-
nung an [GS12] das soeben vorgestellte verallgemeinerte Verfahren verwenden und
unterschiedliche Approximationen bzgl. der beiden aufeinanderfolgenden Diskre-
tisierungsschrittweiten eines Simulationslevels nutzen.

Die Idee dabei ist es, die Approximation ﬁl{ , des zufélligen Payoffs eines zu be-
wertenden Derivats, welche bzgl. der groberen der je zwei Diskretisierungsschritt-
weiten eines Simulationslevels [ erstellt wird, auf dieselbe Weise durchzufiihren,
wie wir es iiblicherweise bei der Multilevel Monte Carlo Simulation handhaben.
Das bedeutet, dass wir fiir jede Simulation eines Samples die Wiener-Inkremente
bzgl. der groberen der beiden Schrittweiten, welche hier durch den Vektor (Zf_l)i
reprisentiert werden, nutzen, um damit zunichst den Wert X zg—1 des ,,underlying
assets”, dessen Pfad mithilfe eines Diskretisierungsverfahrens approximiert wurde,
in T und anschliefend den simulierten Payoff P(X7 ) =: P/ | des davon abhin-
gigen Derivats zu bestimmen.

Die Approximation ]5lf , welche bzgl. der feineren Diskretisierungsschrittweite er-
stellt wird, soll nun jedoch auf eine andere Weise bestimmt werden. Es werden also
nicht lediglich die simulierten normalverteilten Zufallsvariablen (Z!); genutzt, um
damit einen approximierten Pfad des ,underlying assets zu erzeugen und anschlie-
$end den Payoff des Derivats, abhingig vom Wert X lf des ,underlying assets” in
T, zu bestimmen, sondern zusitzlich dazu die ,antithetischen Gegenstiicke® (Z});
der simulierten Zufallsvariablen (ZZZ), verwendet, um damit einen weiteren appro-
ximierten Pfad des ,underlying assets” zu erzeugen. Dies liefert uns zwei aufgrund
der identischen Verteilung der Z; und Z; ebenfalls identisch verteilte Zufallsvaria-
blen X lf und X}, mit deren Hilfe der approximierte Payoff ]3lf als

1
Ff = S(P(X]) + P(X)
bestimmt wird.
Wie gefordert stellen wir auf diese Weise sicher, dass die notwendige Bedingung
(5.13) wegen der identische Verteilung der X7, le und X;* und der daraus resul-
tierenden Gleichungskette

E[F/] = E[;(P(X]) + P(X))] = E[P(X])] = E[P(X])] = E[F]

fir alle 1 <[ < L erfullt ist.

Fiir die theoretische Analyse der Konvergenzgeschwindigkeit der Varianz des neu-
en Schitzers verweisen wir auf eine ausfiihrliche Betrachtung in [GS12].

33



5.2 Das Milstein Verfahren ohne ,Lévy area“-Simulation

An dieser Stelle geben wir nur die drei wichtigsten Lemmata aus [GS12]|, welche
uns letztlich die gewiinschte Konvergenzordnung zusichern, ohne Beweis an.

Lemma 5.3

Existieren fiir eine Payoff-Funktion P € C?(R% R) Konstanten C, Ca, sodass fiir
alle z € R¢

0*P
927
gilt, dann erhalten wir fiir p > 2 die Ungleichung

oprP
H%HSC&H | <Oy

- ~ 1 "
E[(F — BY,)") = Bl (P(X]) + P(X[) — P(X[)))]
_ 1 . _ .
< I OTE(5 (X + X¢) = X7 |7 + 27 PHOCE]| X — X1,

Mit den nichsten beiden Lemmata wollen wir die Summanden in der letzten Zeile
des obigen Lemmas weiter abschéitzen.

Lemma 5.4
Fiir alle ganzen Zahlen p > 2 existiert eine Konstante K, sodass gilt

I xa P < p/2
Bl e 1X], ~ X{lP) < Kbt

Dabei haben wir den Index m mit 1 < n < n;_;, wobei 7;_; die Anzahl an
Diskretisierungsschritten angibt, die fiir die Diskretisierung mit der (gréberen)
Schrittweite h;_; notwendig sind, ergénzt, um die Werte des ,underlying assets®
an den Diskretisierungsstellen ¢,, = nh;_; zu bezeichnen. Damit sind obige X7, X lf

und X' in dieser Notation identisch mit den Xfmil, Xl]jnlfl und Xﬁ??zq’ die die
Werte des ,underlying assets” in 7' = ¢y, = m;_1h;—1 angeben. Um einheitliche
Bezeichnungen zu gewihrleisten, fithren wir dabei fiir einen Indexschritt bzgl. der
groberen Schrittweite je M M-tel Indexschritte bzgl. der feineren Schrittweite

durch. Mithilfe dieser Notation kénnen wir auch das néchste Lemma angeben.

Lemma 5.5
Fiir alle p > 2 existiert eine Konstante K, sodass gilt

1 _
B[ max |5 (X{,, + X)) = X[y [17) < Kphio?.

0<n<1),_, I—1n

Mit der Wahl von p = 2 in Lemma 5.3, p = 4 in Lemma 5.4 und p = 2 in Lemma
5.5 sowie einer Konstanten ¢ > 0 folgt fiir die Varianz der Korrekturterme

VIB] — B ) = VI (PO + P(XE)) - P(XT)]

< E[(%(P(le) +P(X}) = P(X{)))%]

Lemma 5.3

1 a - a
20V B[l 5 (X + X7 = X{, |P) + 2 CRE[| X — X7

Lemmata 5.5,5.4 _
< 202 Kohy_12 + 273C2 K hy_1? < &h)°.
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5 DAS MILSTEIN VERFAHREN

Die Varianz der Korrekturterme besitzt somit eine obere Schranke der Ordnung
O(hy?). Diese Konvergenzordnung entspricht der Konvergenzordnung, die bei ska-
laren SDEs mit dem Milstein Diskretisierungsverfahren erreicht werden kann und
stellt damit eine enorme Verbesserung der Konvergenzordnung O(h;) des Euler-
Maruyama Verfahrens dar.
Voraussetzung dafiir ist, dass bei der Simulation der X7, X lf und X' das Milstein
Diskretisierungsverfahren genutzt wird, wobei jedoch die Simulation der ,Lévy
areas”, also der Term Aj, j, » in der Darstellung (5.11), vernachlissigt wird. Um
zu demonstrieren, wie genau die diskretisierten Pfade eines ,underlying assets®
aussehen, wihlen wir hier wie in [GS12| der Einfachheit halber einen Verfeine-
rungsfaktor von M = 2. Des Weiteren bezeichnen wir die Diskretisierungsschritt-
weite h;_1 hier analog zur Darstellung von Diskretisierungsverfahren in friiheren
Kapiteln mit At. Die Milstein Diskretisierung, bei der wir den “Lévy area“-Term
vernachlissigen und stattdessen mit ,antithetischen Variablen“ arbeiten, lautet fiir
den Pfad bzgl. der feineren Schrittweite h; und fiir 1 <i < d sowie 0 < n <n;_;
dann

F0 _xt O 0 xS (L ) x ;G

X) 1 =X+ Ot )(GA) + ) ol (X ) AW 5
j=1

m 1 ' ' ]
Y higp (XL G AW VAW P — g 5, (5 A)

jlaj2:1

bzw.

I () [ @) i i, I )
Xl"“ Xl’”+%+’u”(le +17 byt )( At) +ZJ( (X l ntl bnyl AW, 7

j=1
1
+ Z :]17J2 l 1 )2(AWT{+1(J1)AWT{+1(J2) le,jz(iAt))v
Ji,J2=1

wobei AWf £J) bzw. AWT{ H(j) je zwei Wiener-Inkremente des j-ten Wiener-

Prozesses bzgl. der feineren Schrittweite h; = %hl,l = %At darstellen.
Zu bemerken ist, dass wir bei der Diskretisierung — wie schon erwihnt — im Ver-
gleich zur gréberen Schrittweite hier nur je einen ,halben Schritt fortschreiten.

Fiir die Wiener-Inkremente des Pfades bzgl. der groberen Schrittweite nutzen wir,

wie beim Multilevel Verfahren iiblich,
awy = aw! 9+ aw

und erhalten die Diskretisierung

ng 1(2+1 ng 1(2 ()( Xi_ 1ot AH‘ZU(”) Xg 7tn)AWrgL’+1(j)

d
+ Z P g2 (X7 ln) (AW;ZH(]I)AW??H(”)_le,jzﬁt)‘
J1,j2=1
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5.3 Das Milstein Verfahren im Libor Marktmodell

Um die Simulation der ,Lévy areas® zu umgehen, benétigen wir fiir die Approxi-
mation des feineren Levels — wie in diesem Kapitel beschrieben — nun zusitzlich
die diskretisierten Pfade des ,antithetischen Gegenstiicks*. Wie in [GS12] vertau-

schen wir bei der Diskretisierung dazu je die beiden Wiener-Inkremente AW/ +Ej )

und AWf: +1(j ). Auf diese Weise sind die santithetischen Gegenstiicke” ebenfalls
identisch verteilt und die notwendige Bedingung (5.13) wird eingehalten. Wir er-

halten dann die Diskretisierung

in—i(-z%) :Xa () + M(z) (Xl n7 At + Zo_(z,j AW7{+1(J)

S a 1
+ Z hivjhh(Xl,n) (AWJH(]I)AW?{H(M) le,jz(§At))

J1,92=1

bzw.
x¢ @ —xe ), 0xe )( A+ Y oD (xa Lt AW D)

Iin+1 l +1 +p ln+1’ TH- l +1’ ""F n+%

j=1
a 1 . . 1
- higugs (X7, +%)§(AW7{+ %01) AW;‘+ %wa) ~ 01132 (5A0)).
J1,J2=1

5.3 Das Milstein Verfahren im Libor Marktmodell

Nach diesem Exkurs iiber das Milstein Verfahren ohne Simulation der , L.évy areas”
kommen wir noch einmal auf die allgemeine Version (5.11) des Milstein Diskre-
tisierungsverfahrens fiir hoherdimensionale SDEs unter Verwendung eines korre-
lierten m-dimensionalen Wiener-Prozesses zuriick. Die dabei zugrunde liegende
allgemeine SDE (5.2)

dXO(t) = p t)dt + Z o@D (X (t),£)dW ) (t)
sowie ihre Milstein Diskretisierung

=X + 5 (X tn) AL+ o) (X, 1) AW
j=1

X, =

m 1 , 4
2 b () GAWIIAWD) — g 5, M) + Ajy o )

J1,52=1

geben wir hier noch einmal zur Erinnerung an.
Fiir das Libor Marktmodell betrachten wir ein (/N —1)-dimensionales SDE-System,
welches, wie in Kapitel 4 gezeigt, fiir alle 1 < i < N—1 durch die Gleichungen

N-1
910) = L0000~ 3 OO a0 )
k=it+1
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5 DAS MILSTEIN VERFAHREN

definiert ist. Dabei stellt (W) (t)); die i-te Komponente eines (N —1)-dimensionalen
korrelierten Wiener-Prozesses W dar.

Um das Milstein Verfahren in obiger Form anzuwenden, miissen wir diese SDE
noch etwas umschreiben und definieren dazu fir 1 <4, < N—1

SL®) (1)o ™) (1) g; 1
SLE) () +1

)

und

L)o@ (t), fallsi=j

0, sonst.

Auf diese Weise konnen wir die Milstein Diskretisierung der dem Libor Marktmo-
dell zugrunde liegenden SDEs als

N-1
LU =L + 1O (L, t) A+ Y 0 (L, 1) AW
j=1

N-—1
1 _ _
+ D hivjl»j2(L”)(i(Awr(zh)AW’r(Lp)_leyjzAt)—i_Ajl’j%”) (5.14)

J1,J2=1

angeben, wobei AW,Ej ) wieder Je ein Wiener-Inkrement der j-ten Komponente des
(N—1)-dimensionalen korrelierten Wiener-Prozesses W und L,, = (ngl))lgigN—l
eine Approximation fiir den Libor-Raten-Vektor L(t,) = (L¥)(t,))1<i<n_1 dar-
stellt.

Im Folgenden wollen wir nun noch weiter auf den im Vergleich zur Euler-Maruyama
Diskretisierung im Milstein Verfahren ergénzten Term

N-—1
1 , v
> hz‘,jl,jg(Ln)(i(AVVéjl)AWr(LJQ) — 0j1.j2At) + Ajy jon)
j17j2:1
eingehen.

Der Ausdruck h; j, j,(Lyn), den wir in Gleichung (5.9) definiert hatten, ergibt sich
in diesem Modell zu

=

- (i.42)
U(k’Jl)(Ln7tn)aU 2 (antn)

Pi gy ja (Ln) = -
1 8L£L )

(]

b
Il

. ; i (%)
o) (1) LGV A C) - fas jy — i

0, sonst
o) (tn)LS)U(i) (tn), falls j1 =jo =1

0, sonst.

I
— ——
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5.3 Das Milstein Verfahren im Libor Marktmodell

Wir stellen nun fest, dass insbesondere die Gleichung
hi,jh]é([’n) = Nijo 1 (Lp) V1< 1,5 <N -1

erfiillt ist. Da die ,Lévy areas* Aj j, » nach Definition (5.6) antisymmetrisch
sind, was bedeutet, dass Aj, j, n» = —Aj, j, n ist, erhalten wir zusammen mit der
Beobachtung, dass ebenfalls nach Definition A;;, = 0 fiir alle 1 < j < N —1 gilt,

Pigigo (L) Ajy gan + oy (Ln) Ajp jan = 0V 1 <1, ja <N —1

und stellen somit fest, dass die Simulation von ,,LLévy areas“ im Libor Marktmodell
nicht notwendig ist. Wir konnen das Milstein Verfahren folglich in der Form

N-1
L9 =L + (L, t) At + Y 0@ (L, t,) AW
j=1

N-—1
1 , 4
+ Y hz‘,jl,gg(Ln)(g(AWEI)AWr(L”)—le,jgﬁt))
j17j2:1
N-1 (k) _(k) )
. . . Ly, n)0i
=)+ (Lo (- Y T e

O NAL+ LW () AW
k=i+1 n

+ 06 1000 (1) (5 (AWE)? — Af) (5.15)
angeben.

Die Varianz der Milstein-Approximation erreicht in diesem Fall also auch ohne
eine Simulation von ,Lévy areas* eine Konvergenzordnung O(At?), da das Mil-
stein Verfahren nach [KP92] eine starke Konvergenzrate von 1 besitzt. Analog
zur Herleitung der Gleichungen (3.5) und (3.6) erhalten wir fiir eine Schrittweite
At = Iy, dass V; = V[P, — P,_4] von der Ordnung O(h?) ist.

Wir haben nun also gesehen, wie wir das dem Libor Marktmodell zugrunde liegen-
de SDE-System sowohl mithilfe des Euler-Maruyama Verfahrens als auch mithilfe
des Milstein Verfahrens diskretisieren kénnen. Fiir die Anwendung des Multilevel
Monte Carlo Verfahrens fehlen uns jetzt folglich nur noch geeignete Zinsderivate,
welche wir bewerten wollen. Diese werden wir im nachfolgenden Kapitel vorstellen.
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6 Zinsderivate

Nachdem wir die notwendigen theoretischen Grundlagen zur Multilevel Monte
Carlo Bewertung im Libor Marktmodell geschaffen haben, werden wir in diesem
Kapitel zunachst grundlegende Zinsderivate einfithren, um anschliefend die (exo-
tischen) Derivate, die CMS Caps und TARNSs, vorzustellen, welche wir in dieser
Arbeit bewerten wollen. Dazu werden wir uns an der Darstellung in [AP10] ori-
entieren.

6.1 Grundlegende Zinsderivate
6.1.1 Swaps und Swaptions

Bei einem Swap einigen sich zwei Parteien darauf, eine Folge von Cash Flows ge-
geneinander auszutauschen. Fin Plain Vanilla ,fixed-for-floating” Zinsswap — im
Folgenden einfach Swap genannt — ist dann ein Tauschgeschift, bei dem eine Folge
von festen Zinszahlungen gegen eine Folge von variablen Zinszahlungen, welche
auf einer sogenannten ,floating rate, meistens einem Libor-Zinssatz, beruhen,
getauscht wird. Die beiden Zahlungsstrome besitzen dabei dieselben Eigenschaf-
ten in Bezug auf Wahrung, Nominal und Félligkeitsdatum und werden beziiglich
einer festgelegten Abfolge von Zahlungszeitpunkten geleistet. Dabei wird die va-
riable Zinsrate typischerweise zu Beginn eines jeden Tenorintervalls beobachtet
und festgesetzt und gleichzeitig mit der festen Zinszahlung dann am Ende der
Periode ausgezahlt. Fin Plain Vanilla Swap ist also vergleichbar mit einer Folge
von Forward Rate Agreements (FRAs).

In der Praxis werden Swaps mit unterschiedlichen Laufzeiten meist zwischen
Héndlern von Zinsraten und Finanzinstituten gehandelt, um Zinsdnderungsrisi-
ken der beiden Parteien anzupassen oder abzutreten. Weiterhin werden Swaps oft
von Firmen genutzt, um feste Zinszahlungsverpflichtungen, die meist im Zusam-
menhang mit der Ausgabe von Bonds auftreten, gegen variable — oder umgekehrt
— zu tauschen.

Um einen ,fixed-for-floating” Zinsswap auch formal zu definieren, miissen wir eine
Tenorstruktur, d.h. eine aufsteigende Folge von Félligkeitszeitpunkten

To<T) <..<Ty,

festlegen. An dieser Stelle sei bemerkt, dass wir in der weiteren Arbeit wieder von
konstanten Tenorintervalllingen § ausgehen werden. Die Definitionen aller weite-
ren Zinsderivate lassen sich aber natiirlich auch auf eine Situation mit variablen
Tenorintervalllingen iibertragen.

Bei einem Swap mit fester Zinsrate K werden die variablen Libor-Raten dann
zu Beginn eines jeden Intervalls, also jeweils in T, fixiert und die Zahlungen am
Ende der jeweiligen Periode, also in T},11, ausgetauscht. In der Praxis wird dabei
natiirlich je nur die Differenz der beiden Zahlungsstréme bezahlt.
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6.1 Grundlegende Zinsderivate

Im Folgenden betrachten wir einen Swap, dessen Laufzeit im Tenorzeitpunkt Ty
beginnt und im Tenorzeitpunkt Tj endet. Dies bedeutet, dass in T, erstmalig ein
sogenanntes ,Fixing” stattfindet und in 73 die letzte Zahlung geleistet wird. Na-
tiirlich sollte dazu 0 < a < b < N gelten. Weiterhin wollen wir hier und in der
weiteren Arbeit der Einfachheit halber davon ausgehen, dass das Nominal den
Wert 1 hat, wenn wir dieses nicht explizit angeben.

Die Zahlung des sogenannten Payers, also der Partei, die die festen Zinsraten zahlt
und die flexiblen erhilt, zum Zeitpunkt 75,11 mit ¢ < n < b—1 ergibt sich dann
zZu

S(L™(T,) — K).
Fiir den Wert eines solchen Swaps VSav:/l;p (t) zum Zeitpunkt t < T, erhalten wir

b—1
Ve () = BIOSE[B(Tur) ™ (LON(Ty) — K)|F),

n=a

wobei B(t) den Wert des Geldmarktkontos zum Zeitpunkt ¢ bezeichne, welcher
zum Diskontieren der Zahlungen verwendet werden kann, und der Erwartungs-
wert bzgl. des risikolosen dquivalenten Martingalmafes P genommen wird.

Im Folgenden bezeichne EF7nt1 den Erwartungswert bzgl. des Forwardmartingal-
mafes Pz, ,, welches ein dquivalentes Martingalmaf bzgl. des Numeraire Assets
(B(t, Tn—i—l))ogthn_H darstellt.

Fiir den Wert des Swaps erhalten wir mit dieser Bezeichnung

ﬁ(Tn+1) B(t,Tn+1)
(Tn+17 Tn+1) ﬂ(t)

b—1

Vsti;,ip(t) — Z B(t)é]E]}DT7L+1 [B ﬁ(TrH»l)_l(L(n) (Tn) - K)‘Ft]
b—1

= " 6B(t, Tt )E T [(LN(T,,) — K| FY
i

= Z SB(t, Tos1) (LM (1) — K),

n=a

da (L™ (t)); nach Definition ein Py, +.-Martingal ist und die Makwechseldichte
(Zt)t durch

" :ﬂB(OaTn-i—l)ﬂ OSTLéN—l,

AR
YT APy, 1F T B(t, Thi)

gegeben ist. Den ersten Gleichungsschritt erhalten wir dann also mithilfe dieser
Mafwechseldichte und der ,Bayes-Regel fiir bedingte Erwartungswerte®, welche
wir in Anlehnung an [Shr04] im folgenden Lemma angeben.

Lemma 6.1 (Bayes-Regel fiir bedingte Erwartungswerte)
Sei (Z;): ein Radon-Nikodym Dichteprozess, d.h. es sei Z := % und Z; := E[Z|F].
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6 ZINSDERIVATE

Dann gilt fiir eine F;-messbare Zufallsvariable X und 0 < s <t < T
~ 1
E[X“Fs] = 7E[XZt|fs}'

Setzen wir nun die Definition der Libor-Raten in die oben hergeleitete Formel ein,
so erhalten wir eine alternative Darstellung des Wertes eines ,fixed-for-floating®
Swaps als

b—1
Vb (1) ZéBtTn+1><5<B(t< n+)1>‘”‘K>

b—1
=Y T (2 TB)(t’Tfﬁ’)T”“) K

n=a

_ b—1
=Y " B(t,T,) = B(t, Tht1) = K Y 6B(t, Toi1)

n=a
b—1

K)) 6B(t, Tuy1)

n=a

B(t,T,) - B(t,Ty)
S0t SB(t, Tot1)

_Rab ()

Swap

= (

b—1
= (R&2, (1) = K) > 0B(t, Tpn). (6.1)

n=a

Die feste Zinsrate K, die den Swap ,fair* macht, wird dann dementsprechend so
gewahlt, dass der Wert des Swaps zum (aktuellen) Zeitpunkt ¢ null ist. Das so

gewihlte K = R?

SWap( ) nennt man deshalb auch  break-even“ Swap-Rate.

Neben diesen Plain Vanilla Swaps konnen wir natiirlich auch exotische Swaps be-
trachten. Dazu kann in obiger Darstellung statt der festen Zinsrate auch fiir dieses
sogenannte ,leg* eine variable Zinsrate verwendet werden. Wir machen diese Zins-
rate, welche dabei weiterhin gegen eine Libor-Rate getauscht wird, folglich ebenso
abhéngig von einer Libor-Rate, d.h. wir tauschen hier die Zinsrate Kn(L(”) (T,))
gegen eine Libor-Rate L™ (T},). In der Literatur wird K,, dabei meist als ,struc-
tured coupon®, also strukturierter Kupon, bezeichnet. Der Wert eines exotischen
Swaps ergibt sich dann zu

b—1
VO gan @) = S BOSEIB(Toir) ™ (LW (Th) — Ko(L™)(T,)))|F.

n=a

Mithilfe der Kenntnis von Swaps kénnen wir nun auch Swaptions definieren. Fine
Swaption stellt die Option dar, zum Zeitpunkt T, > Tj in einen Swap mit Laufzei-
tende in T}, und Festzinssatz K einzutreten. Die Option wird natiirlich genau dann
ausgeiibt, wenn der Wert des Swaps in T, positiv ist, wenn also Vsav’vbap(Ta) >0
gilt. Die Auszahlung einer solchen Swaption in T, ergibt sich mithilfe von (6.1)
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6.1 Grundlegende Zinsderivate

dann folglich zu

b—1
[REp o (Ta) = KT > 6B(Ty, Tnt)- (6.2)

n=a

6.1.2 Caps und Floors

Ein Zinscaplet ist ein Wertpapier, welches dem Inhaber das Recht einrdumt, ei-
ne variable Zinsrate, meistens eine Libor-Rate, am Ende eines Tenorintervalls
[T, Tri1] gegen eine feste Zinsrate zu tauschen, wobei 0 < n < N—1 gelten
sollte. Bei einem Caplet handelt es sich im Prinzip also um eine Call-Option auf
eine Libor-Rate. Dazu wird die variable Zinsrate wie bei den oben vorgestellten
Swaps zu Beginn des betrachteten Tenorintervalls beobachtet und festgehalten.
Die Auszahlung ergibt sich zum Zeitpunkt 7,1 damit zu

S(LUNT,) — K)*

pro Einheit des Nominals.

Ein Zinsfloorlet ist analog zum Caplet das Recht, eine feste Zinsrate gegen eine
variable Zinsrate zu tauschen, also prinzipiell eine Put-Option auf eine Libor-Rate.
Die Auszahlung in T,11 ergibt sich demnach zu

S(K — LU(T))*
pro Einheit des Nominals.

Ein Cap bzw. ein Floor ist nun eine rollierende Folge von Caplets bzw. von Floor-
lets, welche in T, startet und in 7} endet.

Den Wert eines Caps bzw. eines Floors zum Zeitpunkt ¢t > 0 erhalten wir dann
als

Var () Z SE[B(Tnir) HLW(Ty) — K)H|F)
bzw.
VFloor Z 5E n+1 (K - L(n) (Tn))+’ft]

Fithren wir fiir jeden Summanden analog zum Vorgehen bei der Bewertung von
Swaps je einen Mafiwechsel zum Forwardmartingalmaf P, durch, so ergibt sich
eine alternative Darstellung als

a Tb n 1) B(t’Tb) — n _
Vi) ZéEP s P BT ) - )Y
b—1
= > OB TE M [B(Tsn, Ty) ™ (L) (T,) — K)*|F] (63)
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6 ZINSDERIVATE

bzw.
b—1
Vb (1) = 3" B(t, Ty)EF ™ [B(Tyi1, Ty) L (K — LU (T)) " | 7).

Alternativ kénnten wir selbstverstdndlich auch hier — wie es in der Literatur meist
zu finden ist — statt bei allen Summanden zum selben Maf P, zu wechseln, fiir
jeden einzelnen Summanden einen Mafwechsel zum jeweiligen Forwardmartin-
galmaf durchfiithren. Dies wiirde dafiir sorgen, dass der Bondpreis B(T},+1,Tp)
im Erwartungswert fiir alle n verschwindet. Da wir in dieser Arbeit aber nicht
daran interessiert sind, analytische Formeln fiir die Bewertung von Zinsderivaten
herzuleiten, was bei komplexeren Derivaten meist auch nicht méglich ist, son-
dern die Derivate mithilfe von Simulationen bewerten wollen, ist es sinnvoll, die
Mafwechsel je zum selben Forwardmartingalmafs durchzufithren. Dadurch miissen
wir Wiener-Prozesse bzw. Inkremente von Wiener-Prozessen nur fiir ein Wahr-
scheinlichkeitsmafs simulieren, was den Simulationsaufwand deutlich verringert.
Auf diese Weise miissen wir den Bondpreis im Erwartungswert allerdings mithilfe
der simulierten Libor-Raten-Pfade ausdriicken. Wir werden in der Simulation also
den Ausdruck

b—1

B ;
B(Toi1,Th) = B(Tui1, Tuyr) [] BTn1, Ti1)
_ n+17T )
j=n+1
b—1
1
= . , (6.4)
jzlgu OLUN(Tia) + 1

wobel wir im letzten Schritt die Definition (4.1) der Libor-Raten genutzt haben,
als Darstellung fiir die Bonds verwenden.

6.2 CMS Caps und Floors

Da der Markt an Plain Vanilla, Swaps sehr grofs ist, werden Marktwerte von zuge-
hérigen Swap-Raten oft als eine Art Marktvariable verwendet. Diese werden dann
genutzt, um Payoffs weiterer Derivate zu definieren.

Eine ,Constant-Maturity Swap‘-Rate, kurz CMS-Rate, ist dann als ,break-even“
Swap-Rate auf einen Plain Vanilla Swap mit fester Laufzeit, z.B. 10 oder 30 Jahre,
definiert. Davon ausgehend konnen wir nun CMS Caps bzw. CMS Floors definie-
ren. Bei einem CMS Cap wird dann beispielsweise eine Option auf den Tausch
von solchen CMS-Raten gegen feste Zinsraten gewéhrt. Dies bedeutet, dass der
Unterschied eines Plain Vanilla Caps und eines CMS Caps darin liegt, dass bei ei-
nem CMS Cap fiir das ,floating leg®, also die variable Komponente des Caps, statt
der Libor-Rate L™ (T},) die Swap-Rate fiir einen Swap mit langer Laufzeit, sagen
wir m Jahre, verwendet wird. Ein Grund, warum solche CMS Produkte in grofier
Zahl gehandelt werden, ist, dass mithilfe von CMS Produkten auf den langfristi-
gen Verlauf der Zinsstrukturkurve statt nur auf Zinsraten fiir kurze Laufzeiten —
wie die Libor-Raten bei Plain Vanilla Caps — gesetzt werden kann und trotzdem
nur eine relativ kurze Laufzeit des Produktes vorliegt. Dies ist beispielsweise der
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6.2 CMS Caps und Floors

Fall, wenn a und b dicht beieinander liegen und ein grofier Wert fiir m gewahlt
wird.

Der Wert eines CMS Caps mit Beginn in 7, und Laufzeitende in T} ergibt sich
dann folglich zu

VCMSCap Z OE[B(Try1) (Rg\:a;m (T,) — K)"|F]

bzw. mit analoger Herleitung wie bei den Caps zu

b—1
a,b n,n+m
Vérscap(®) = > 8B(t, TY)EF [B(Tin, Ty) ™ (RE™(T,) — K)*|F]. (6.5)

n=a

Analog dazu ergibt sich der Wert eines CMS Floors zu

a,b n,n+m
VemsFioor (U = Z5E Tot1) (K - sta—; (Tu)* I
bzw.
b—1
a,b n,n+m
VersFioor () 253 (£, T)E*™ [B(Toga, Th) (K RSW;;, (T)) | F].-

Fiir die Bewertung iiber Monte Carlo Simulationen, bei denen wir Libor-Raten-
Pfade simulieren, konnen wir die Swap-Rate Rgg‘a;m(Tn) mithilfe der Darstellung
(6.4) der Bondpreise umschreiben zu

B(T,, Tp) — B(Ty, Tyim)
n,n+m ) ) +
RSwap (Tn) = n+m—1
S S B( T, Ty1)
n+m—1 1
B 1- Hj*n 5L(j)(Tn) (6.6)
- n—l—m 1 :
S S Tl szt

und erhalten somit eine Schreibweise der Swap-Raten, die nur noch von den Libor-
Raten abhéngt, sodass die Swap-Raten dann direkt iiber die simulierten Libor-
Raten bestimmt werden kénnen.

Alternativ wéare es auch moglich, die Swap-Raten direkt zu simulieren. Dazu miiss-
te man dann allerdings entweder ein neues Modell kalibrieren, um die Parameter
fiir ein sogenanntes Swap Marktmodell zu bestimmen, oder die Dynamiken der
Swap-Raten in einem Libor Marktmodell herleiten. Dabei muss man aber feststel-
len, dass auch in diesen Dynamiken die Libor-Raten explizit vorkommen, weshalb
diese also in jedem Fall simuliert werden miissen (siehe [BMO06], S.227f und S.385).
Aus diesem Grund ist es sinnvoll, obige Darstellung (6.6) der Swap-Raten zu nut-
zen.

44



6 ZINSDERIVATE

6.3 TARNSs

Bei ,Target(ed) Redemption Notes“ (TARNSs), welche teilweise auch unter der
Bezeichnung , Targeted Accrual Redemption Notes“ zu finden sind, erhilt der In-
vestor fiir die Investition eines Nominals zu festgelegten (Tenor-) Zeitpunkten
(T},)n gewisse strukturierte Kuponzahlungen (Kp,),. Die gesamten Kuponzahlun-
gen werden gleichzeitig gespeichert und aufsummiert. Sobald die Summe der ein-
zelnen Kuponzahlungen einen vorher festgelegten (Jahres-)Zielkupon R erreicht
bzw. iiberschreitet, wird der Vertrag vorzeitig beendet und das Nominal wird vor
dem eigentlichen Laufzeitende T} zuriickgezahlt. Dariiber hinaus gibt es verschie-
dene Gestaltungsmodalitdten. Wir werden hier die hiufig vorzufindende Variante
betrachten, bei der, falls die Schranke bis zum Laufzeitende 7} nicht erreicht
wird, der Zielkupon am Ende der Laufzeit erzwungen wird, indem die noch feh-
lende Zinszahlung durchgefithrt wird. Dies bedeutet, dass Investoren eine sichere,
vorher festgelegte Kuponzahlung erhalten, welche spétestens zum Laufzeitende
vollstandig getitigt wird. In der Literatur nennt man diese Eigenschaft ,lifetime
floor (vgl. [AP10]). In Bezug auf die letzte Kuponzahlung bei einem vorzeitigen
Erreichen der Schranke legen wir fest, dass nur der Differenzkupon bis zum Errei-
chen des Zielkupons gezahlt wird und nicht der komplette, den Zielkupon in der
Summe iiberschreitende Kupon fiir diesen Zeitpunkt. Dieses Merkmal wird in der
Literatur meist ,cap at trigger genannt.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass das Nominal weiterhin 1 betrage. Fiir
ein Investment der Hohe 1 in T erhalten wir dann eine Auszahlung eines TARNs
zum Zeitpunkt T, als

n—1

1{Zn_lKi<R}(6 mln{Kn,R - ZKZ} + I{RSZ?:I Ki})’ fiir 1 S n § b—1

i=1 ;
=1

bzw.

b—1

Lot e,y (6(R — > K)+1), fiir n=b.
=1

Typischerweise wird den Investoren bei einem TARN in der ersten Periode ein
vorher festgelegter (oft recht hoher) Kupon gezahlt, welcher den TARN fiir Inves-
toren sehr attraktiv macht. Die obige Darstellung der Auszahlungen des TARNs
dndert dies jedoch nicht, da nur die erste Auszahlung auf einen besonderen Ku-
pon K abgedndert wird. Bei der Bewertung kénnen wir dies unbeachtet lassen,
da auch im Fall ohne eine besondere Kuponzahlung in 77 der Kupon K; in Ty
festgelegt wird und somit ohnehin Fr;-messbar ist.

Mit den obigen Auszahlungen des TARN-Produktes erhalten wir dessen Wert als
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6.3 TARNs

b—2
VEsrn (t) = = 1+ BOE[ | B(T) yn | ki<ry

n=0

((5 min{Kn+1, R — Zl Kz} + 1{R§Z?:+11 K1}>)
b—1
+ BTy gt gy (B(R = Z; K;) + 1)|F).

Auch fiir diesen Erwartungswert fiihren wir wieder einen Maftwechsel zum For-

wardmartingalmaf Pz, durch und erhalten

b—2
Viarn(t) = — 1+ B(t, T,)E™™ [(Z B(Toi1,Ty) "sn | k,<ry
n=0
(0 min{Kp1, R =) K} +1 (RS i)
=1
b—1
+ Lot g oy (O(R =D Ki) + 1|7
=1

Im Regelfall behalten die Emittenten diese komplexen Finanzinstrumente nicht
in ihren Biichern (siehe |[AP10|) und reinvestieren die Nominalzahlung zu Libor-
Zinssétzen. Dies bedeutet, dass ein TARN so im Prinzip einen exotischen Swap
darstellt, welcher vorzeitig beendet wird, falls die Summe der Kuponzahlungen
die festgelegte Grenze erreicht. Fiir einen Investor erhalten wir zum Zeitpunkt 7;,

auf diese Weise eine Auszahlung von

n—1
Lignot oy O (min{ Ko, R — 2}(} — LT, ), firl <n<b-1
bzw.
b—1
Lot g gy 0(R — Z_; K; — LOD(Ty_1)), fiir n = b.

Der Wert des TARN-Produktes zum Zeitpunkt ¢ ergibt sich in diesem Fall zu

b—2

Vonebd () Iﬁ(t)E[(Z B(Tni1) s ki<ry
n=0
S(min{Kn41, R =Y K} — L(T,)))
=1
b—1
I T (0 Sy SR LT L
=1
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bzw. nach einem MafRwechsel und mithilfe der Darstellung (6.4) der Bonds zu

b—2

VEARN gy (1) =B T)E S (Y B(Tos1, Ty) 'y | k<
n=0

d(min{K, 11, R — ZKZ} — L™(T,)))
i=1
b—1
1{23;11 Ki<R}5((R — Z;Kz) _ L(b_l)(Tbﬂ))\]:t}

b—2 —
B(t Tb EPTb Z H L Tht1 5+1)1{E" K;<R}
n=0 j=n-+1

S(min{K,1, R~ > K} — LI(T,)))

=1
Lisomt gy (U = ZK LTy 0)) 7).

Bemerkung 6.2

Mit Hinblick auf die Anwendung des zentralen Satzes 3.4 sollte hier bemerkt
werden, dass dieser in der dort angegeben Form fiir ein TARN-Produkt wegen
der unstetigen Abbruchbedingungen zumindest in der Version als ,Note“ nicht
mehr angewendet werden kann. Fiir die allgemeine Betrachtung solcher unsteti-
gen Payoff-Funktionen verweisen wir auf eine Untersuchung in [GHMO09]. In der
Version als ,Swap* ist die Payoff-Funktion eines TARNs weiterhin stetig, weshalb
wir im Folgenden immer von dieser Version ausgehen wollen, wenn wir von TARNs
sprechen. Aus diesem Grund werden wir in Zukunft auf die Kennzeichnung, dass
es sich um die ,Swap-Variante“ handelt verzichten und die Bezeichnung VTbARN
im Folgenden fiir den Wert eines TARNS in der ,,Swap-Variante* nutzen.

Zuletzt wollen wir noch auf die strukturierten Kupons (K,,), innerhalb der TARN-
Produkte eingehen. Fiir diese Kupons kénnen wir prinzipiell beliebige strukturier-
te Zahlungsstrome verwenden. In der ,klassischen” Variante wird hier ein ,inverse
floating coupon® verwendet. Dieser besitzt fiir 0 < n < b—1 in T,,41 die Auszah-
lung

Kni1 = (K = gL"™(Ty))",

wobei K ein vorher festgelegter Strike-Zinssatz sei und g einen sogenannten , gear-
ing“-Faktor, also einen Hebel, der den Libor-Zinssatz vervielfachen kann, darstelle.
In der Praxis wird dabei oft ein Faktor g = 2 genutzt. Weiterhin kann man einen
sJnverse floater, wie dieser Kupon auch genannt wird, in einer ,capped‘ oder
,Hoored“ Variante vorfinden. Im ersten Fall sorgt dies dafiir, dass ein maximaler
Kupon nicht iiberschritten wird, im anderen Fall dafiir, dass ein minimaler Kupon
nicht unterschritten wird.
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7 Bewertung von Zinsderivaten im Libor Marktmodell

Nachdem wir im vorherigen Kapitel die notwendigen Grundlagen iiber Zinsderi-
vate geschaffen haben, wollen wir nun untersuchen, wie sich diese Zinsderivate
mithilfe des Multilevel Monte Carlo Verfahrens im Libor Marktmodell bewerten
lassen. Dazu wollen wir im kommenden Abschnitt zunichst untersuchen, inwie-
weit wir den Satz 3.4 in dieser speziellen Situation verwenden kénnen.

7.1 Anwendung des zentralen Satzes

Im zentralen Satz 3.4 {iber die Funktionsfahigkeit des Multilevel Monte Carlo
Verfahrens wird als erstes eine schwache Konvergenzrate a > % gefordert. Aus
der Literatur (siehe z.B. [KP92|) ist bekannt, dass sowohl das Euler-Maruyama
Verfahren als auch das Milstein Verfahren eine schwache Konvergenzrate von 1
besitzt, wenn die Drift- und Volatilitatsterme der zugrunde liegenden SDE sowie
die Payoff-Funktion f beispielsweise die Bedingungen aus Lemma (3.1) erfiillen.

Dass die Koeffizientenfunktionen

N-1
7 (i , SLF) (Yo ™) (t) 05
Z k

Vo SLI(t) +1

) und LA ()@ (¢)

der dem Libor Marktmodell zugrunde liegenden SDE (4.3) Lipschitz-stetig sind,
haben wir schon in Bemerkung 4.2 und den Anmerkungen zum Existenz- und
Eindeutigkeitssatz einer Losung einer SDE (Satz 4.3) gesehen. Dass die beiden
Koeffizientenfunktionen dariiber hinaus ausreichend glatt sind, kann ebenfalls
leicht gezeigt werden, wenn wir zusétzlich zur Beschréanktheit der deterministi-
schen Volatilititen (¥ (t) deren Differenzierbarkeit voraussetzen, was sich bei der
im Abschnitt 8.1 vorgestellten Wahl dieser Volatilitdtsfunktionen ergeben wird.

Problematischer wird es mit der Glattheit der Payoff-Funktionen der Zinsderivate.
Betrachten wir dazu beispielsweise die einfachste Payoff-Funktion der betrachte-
ten Zinsderivate, ndmlich die Payoff-Funktion eines Caplets

S(L"(Ty) — K)*

fiir ein beliebiges 1 < n < N—1, so sehen wir, dass diese schon nicht differenzier-
bar in LW(T},) = K ist.

Im Folgenden wollen wir aber dennoch davon ausgehen, dass alle hier vorgestellten
Payoff-Funktionen die Glattheitsbedingungen des Lemmas 3.1 erfiillen. Dies ist
damit zu rechtfertigen, dass wir die stetigen Payoff-Funktionen an der bzw. den
entsprechenden Stellen, an denen sie nicht differenzierbar sind, ,glidtten” kénnen,
ohne dabei den Wert des Derivats entscheidend zu verdndern. Liegt nadmlich die
geglattete Funktion ausreichend nah an der urspriinglichen Funktion, so ist der
Unterschied, welcher sich bei der Bewertung mithilfe von Monte Carlo Methoden
ergibt, nur minimal klein, sodass er bei der in dieser Arbeit geforderten Fehlerto-
leranz keine Auswirkungen hat.

Damit kénnen wir also davon ausgehen, dass wir die erste Voraussetzung (i) des
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zentralen Satzes mit o = 1 erfiillen konnen.

Die Voraussetzungen (ii) und (iv) zu erfiillen, ist bei der Konstruktion des Mul-
tilevel Monte Carlo Schétzers, wie wir es in dieser Arbeit durchgefithrt haben,
ebenfalls unkompliziert (siehe [Gil08a|) bzw. folgt deren Giiltigkeit sogar unmit-
telbar aus unseren Definitionen der Schétzer (f/l)oglg 1, und des Rechenaufwands.

Kommen wir nun zur dritten Voraussetzung (iii) des Satzes, welche fordert, dass
VY] < 2N 1R

fiir Konstanten ¢y, 8 > 0 gilt. In der Ungleichung (3.6) aus Abschnitt 3.2 haben
wir gesehen, dass bei der Verwendung einer Lipschitz-stetigen Payoff-Funktion
und des Euler-Maruyama Diskretisierungsverfahrens die Varianz V; von der Ord-
nung O(hy) ist, was bedeutet, dass der Parameter 8 den Wert 1 erreicht.
Unter Verwendung des Milstein Diskretisierungsverfahrens erhalten wir eine star-
ke Konvergenzrate von 1, was dazu fiihrt, dass die Varianz V; die Ordnung O(h?)
besitzt, wie wir es am Ende des Kapitels 5.3 beschrieben haben. Wir kénnen in
diesem Fall den Parameter S also sogar als 2 wihlen, was eine deutliche Verbes-
serung des Verfahrens mit sich bringt.
Betrachten wir fiir ein beliebiges 1 < n < N—1 nun noch einmal die Payoff-
Funktion eines Caplets

§(L™(T,) — K)*.

Wir kénnen sehen, dass diese Funktion tatsdchlich Lipschitz-stetig ist, denn es
gilt

|6(x — K) " =d(y — K)*|
=0|(z — K)" — (y— K)7|
= 6[1{y<K<m}(x - K)+ 1{z<K<y}(y - K)+ 1{m,yzK}|17 sl
< 5[1{y<K<m}(x —Y) + Yackeyy(y — ) + Lz > iy — yl]
= dlz — y‘l{w>K\/y>K}
< dlx —y|.

Fiir ein Caplet im Libor Marktmodell kénnen somit alle Kriterien des zentra-
len Satzes erfiillt werden, was dazu fiihrt, dass unter Verwendung des Euler-
Maruyama Diskretisierungsverfahrens bzw. des Milstein Diskretisierungsverfah-
rens theoretisch eine Konvergenzordnung O(e 2(In(€)?)) bzw. O(e~2) erreicht
werden kann. Dies verbessert den Rechenaufwand im Vergleich zum Standard
Monte Carlo Verfahren, welches die Konvergenzordnung O(e~3) besitzt, deutlich.

Dieses Ergebnis motiviert uns, das Multilevel Verfahren auch fiir die weiteren zu
bewertenden Zinsderivate zu nutzen. Auf eine theoretische Untersuchung der Kon-
vergenzrate der Varianzen V; der jeweiligen Korrekturterme im Multilevel Monte
Carlo Schétzer wollen wir an dieser Stelle allerdings verzichten und im néchs-
ten Kapitel — &hnlich wie in [Gil08a] — versuchen, einen numerischen ,Beweis“ zu
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erbringen, dass die Varianzen V] fiir das Euler-Maruyama Verfahren — wie behaup-
tet — von der Ordnung O(h;) und fiir das Milstein Verfahren von der Ordnung
O(h?) sind bzw. die Konvergenzordnungen zumindest annihernd erreicht werden
kénnen.

7.2 Vorstellung der produktunabhingigen Algorithmen
7.2.1 Allgemeines Setting und Parameteriibergabe

In den folgenden Abschnitten kommen wir nun zur praktischen Umsetzung der
bisher theoretisch diskutierten Verfahren.

Fiir die Simulation der Libor-Raten-Pfade, auf der die Produktbewertung via
Monte Carlo Verfahren im Libor Marktmodell basiert, sind zun&chst diverse Pa-
rameter festzulegen.

Dazu kldren wir zuerst, welche Parameter wir im Allgemeinen, also produkt-
unabhingig, fir das (Multilevel) Monte Carlo Verfahren vorgeben miissen. In
unserem Fall bendtigen wir fiir jeden Level L die (feinere) Schrittweite hy, fiir die
Diskretisierung eines Tenorintervalls, den Multilevel-Verfeinerungsfaktor M sowie
die Anzahl Ny, der fiir den L-ten Level zu simulierenden Libor-Raten-Pfade.

Um verschiedene Zinsderivate bewerten zu kénnen, miissen wir die Simulation der
Libor-Raten-Pfade relativ allgemein halten. Wir simulieren die notwendigen Pfa-
de deshalb immer nur fiir ein Tenorintervall und rufen die Funktion dann — wie wir
spiter sehen werden — gegebenenfalls mehrmals auf, um komplette Pfade zu si-
mulieren. Das Zeitintervall [T, Tr41], fur welches die diskreten Libor-Raten-Pfade
simuliert werden, kann deshalb in Form des Tenorindexes 7 seines Anfangszeit-
punktes und der Tenorintervalllinge ¢ festgelegt und dem Algorithmus iibergeben
werden.

Ferner wollen wir die Menge der Indizes der zu simulierenden Libor-Raten flexibel
lassen, d.h. im Simulationsalgorithmus wird zunéchst offen gelassen, fiir welche
Libor-Raten simulierte Pfade bendtigt werden. Fiir die Festlegung dieser Index-
menge wird dem Algorithmus dann sowohl der Index a” > a der ersten Libor-
Rate, fiir die ein Pfad fiir das jeweilige Tenorintervall zu simulieren ist, als auch
der Index b™ mit a” < b” < N—1 der letzten zu simulierenden Libor-Rate L®")
iibergeben. Da wir die Libor-Raten-Dynamiken per Riickwartsinduktion erhalten,
beginnen wir auch die Simulation mit der b"-ten Libor-Rate und gehen iterativ
von hinten nach vorne vor, bis wir zuletzt einen Pfad der a”-ten Libor-Rate L")
fiir das vorgegebene Zeitintervall simuliert haben. Zu bemerken ist, dass dabei
sichergestellt werden muss, dass 7 + 1 < a7 gewéhlt wird, da ein Pfad der a”-ten
Libor-Rate natiirlich nur bis T,- simuliert werden kann.

Weiterhin miissen wir einen Vektor L, := L(®) (T )ar<i<pr der Anfangswerte der zu
simulierenden Libor-Raten iibergeben. Benotigen wir beispielsweise Libor-Raten-
Pfade fiir das Tenorintervall [T, T3], so miissen wir zuerst ausgehend von den
»Spot-“ Libor-Raten, also den aktuellen und somit gegebenen Libor-Raten in Tp,
die Pfade fiir das Intervall [Ty, 71] simulieren, um anschliefend den Anfangswert
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fiir das néchste Intervall als Endwert dieses Intervalls iibergeben zu kénnen.

Dariiber hinaus gehen wir davon aus, dass die Gesamtzahl N—1 der Komponenten
des korrelierten Wiener-Prozesses und dessen Korrelationsmatrix 3 zur Verfligung
stehen. Zu bemerken ist hier, dass b7 und N—1 nicht unbedingt iibereinstimmen
miissen. Dies liegt daran, dass wir zwar alle vorhandenen Libor-Raten und damit
alle vorhandenen Komponenten des treibenden Wiener-Prozesses benétigen, umni,
wie in Abschnitt 4.2 gesehen, die Cholesky-Matrix A zu bestimmen, welche bei
der Simulation die Korrelation zwischen den Wiener-Komponenten erzeugt, wir
fiir die Bewertung allerdings immer zum Forwardmartingalmaf Pr,. | iibergehen
kénnen. Dieses legen wir dann ,kiinstlich® als ,terminal measure* fest. Dies ist
moglich, da wir fiir die Bewertung theoretisch zu jedem beliebigen dquivalenten
Forwardmartingalmaf iibergehen kénnen, wir so aber gerade das wihlen, fiir wel-
ches Pfade fiir die wenigsten Libor-Raten simuliert werden miissen, gleichzeitig
aber die Libor-Raten-Dynamiken fiir alle notwendigen Libor-Raten bzgl. dieses
Mafes darstellbar sind.

Im Folgenden werden wir die Anzahl der Diskretisierungsschritte pro Tenorinter-
vall % = M* mit n bezeichnen und der Einfachheit halber auf den Index L,
welcher den Simulationslevel angibt, verzichten. Mithilfe der Definition 7/, :=
t(nr4+n)/m Werden dann zuletzt noch die an den entsprechenden Stellen ausge-
werteten deterministischen Volatilitiitsfunktionen o) (t; /M) fur alle a™ <3 < b7
und alle 0 < n < n — 1, also fiir alle Diskretisierungszeitpunkte tj = 7, <
I/M =T, +hp <..< t?nil)/M = Try1 — hr, benétigt und in der Form einer
((b" —a™ +1) xn)-dimensionalen Matrix o an den Algorithmus {ibergeben. In jeder
Zeile i € {1,...,0" —a” + 1} dieser Matrix stehen dabei jeweils die Volatilitdten
o (t;/M) fir 0 < n < n — 1. Die Schreibweise ¢7 , =~ mit Briichen in den Indizes
wahlen wir, da wir fiir einen Indexschritt bei der Pfadsimulation bzgl. der grébe-
ren Schrittweite je M (= 4) Diskretisierungsschritte der Pfadsimulation bzgl. der
feineren Schrittweite zusammenfassen wollen.

Die oben beschriebene abschnittsweise Simulation der Libor-Raten-Pfade soll in
Abbildung 2 verdeutlicht werden.

Bevor wir zum Simulationsalgorithmus kommen, wollen wir noch bemerken, dass
wir bei der Bezeichnung der approximierten Libor-Raten-Pfade in diesem Ab-
schnitt der Einfachheit halber auf eine Kennzeichnung, dass es sich um einen
Teilpfad fiir das Intervall [T, T;11] handelt, verzichten wollen. Wir werden diese
Pfade folglich beispielsweise einfach mit L, 1)/ bezeichnen, wobei eigentlich
L(yr4(nt1))/m gemeint ist. Dies ist unproblematisch, da die Libor-Raten-Pfade
mithilfe des Algorithmus jeweils nur fiir je ein Intervall simuliert werden.

7.2.2 Simulation der Libor-Raten-Pfade (Euler-Maruyama Diskreti-
sierung)

Mithilfe der oben eingefiihrten Bezeichnungen sowie der Kenntnis dariiber, welche
Parameter iibergeben werden miissen, kénnen wir den Algorithmus zur Simulation
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Abbildung 2: Intervallweise Simulation der benétigten Libor-Raten-Pfade (M=4)

der Libor-Raten nun angeben. In dieser Version nutzen wir das Euler-Maruyama
Verfahren zur Diskretisierung der Libor-Raten-Dynamiken. Mithilfe der Bezeich-

nung

At := hp = % fiir die feinere Diskretisierungsschrittweite erfolgt die Si-

mulation der diskretisierten Libor-Raten-Pfade dann wie folgt

Algorithmus 7.1 (Multilevel-Simulation der Libor-Raten mithilfe des Euler-Ma-
ruyama Verfahrens)

1.
2.

Setze n = % (Anzahl Diskretisierungsintervalle (pro Tenorintervall))

Erzeuge einen Pfad eines Wiener-Prozesses (feinere Schrittweite) bzw. des-
sen Inkremente:

(a) Erzeuge (N — 1) x n N(0, At)-verteilte Zufallszahlen

AWZ/]\E[Z):\/EZz‘,mlSiSN—l,lﬁngn,

wobei Z; ,, je eine bzgl. der Standardnormalverteilung (unabhingig)
gezogene Zufallszahl darstelle

(b) Multipliziere die Matrix A aus der Cholesky-Zerlegung der Korrela-
tionsmatrix ¥ mit der Matrix dieser Zufallszahlen, um die Wiener-
Prozesse zu korrelieren:

fo o) ;oW
aw!, M awg O awd C
f 2 . .. :
awi ¢ . . : _
;o(N-1) ' ' Fo(N-1)
AWy .. AWt o
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—f ) —F O —f )
7 @) . !
— (-1 ' v
INIGY AWy

(¢) Schrénke die Matrix der erzeugten Wiener-Prozesse auf die benotigten
Eintrage ein:

f(a”) [ (a”) fo(a™)
AWl/M AWQ/]M o AWn/M
o (@™+1) . :
AW/ = AWl/M
;oo ' ' ;oo
AWl/M AWn/M

3. Fiir alle Diskretisierungsstellen n, d.h.fiir alle n =0,1,...,n —1

(a) Fiihre den ndchsten Zeitschritt zur Erstellung des approximierten Pfa-
des der Libor-Raten L ~ LT (t(n +1)/ ar) bzgl. der feineren Schritt-
weite durch:

Riickwirtsinduktion, von der b"-ten bis zur a”-ten Libor-Rate:

Fiir alle ¢ =b",0" — 1, ...,a"

i. Bestimme den approximierten Driftterm ,u:; /]\(/j) ~pl @ (tr / ar):

f
(n+1)/M

o f (k) T
O i 0Ly ar oM (L jar) i

Mn/M - k
S o+

ii. Erstelle den nichsten Wert des diskreten Pfades:

)2

@) _ 1f @) 7 f @) @) 0 )
menynt = Liag 1 ol )(tn/M)(—un/M A+ AW )

n/M

(b) Falls nétig ((n+1)/M € N), fithre den néchsten Zeitschritt zur Erstel-
lung des approximierten Pfades der Libor-Raten L‘E’n M

Lg(t(n +1) /M) bzgl. der gréberen Schrittweite durch:

Falls (n+1)/M € N

i. Definiere j := (n+1)/M

ii. Fasse je M Wiener Inkremente bzgl. der feineren Schrittweite
zusammen, um die Inkremente bzgl. der gréberen Schrittweite
zu erhalten:

AWS Y = 3T AW )
m=1

iii. Fihre den nachsten Zeitschritt zur Erstellung des approximier-

ten Pfades der Libor-Raten L? bzgl. der groberen Schrittweite

durch:
Riickwértsinduktion, von der b"-ten bis zur a”-ten Libor-Rate:
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Fir allei =b7,0" — 1,...,a"

A. Bestimme den approximierten Driftterm:

T k T

p =3

k
k=it1 5L?71( '+1

B. Erstelle den nichsten Wert des diskreten Pfades:

99 =19 Oyrt Do ) (—pd P At + aw? @)
Bemerkung 7.2

Bei einer Multilevel Monte Carlo Simulation wird fiir den 0-ten Level eine gewohn-
liche Monte Carlo Simulation durchgefiihrt. Wir kénnen dazu obigen Algorithmus
verwenden, indem wir den Abschnitt 3.(b) auslassen und somit nur Libor-Raten-
Pfade bzgl. der ,feineren“ Schrittweite hg = % = § erzeugen.

7.2.3 Der Multilevel Monte Carlo Algorithmus zur Preisbestimmung
von Derivaten im Libor Marktmodell

Nachdem wir gesehen haben, wie wir die diskretisierten Libor-Raten-Pfade fiir je
zwei aufeinanderfolgende Diskretisierungsschrittweiten (Kennzeichnung: f (fein)
und g (grob)) eines Simulationslevels erzeugen konnen, wollen wir diese im Folgen-
den nutzen, um Zinsderivate mithilfe von Multilevel Monte Carlo Simulationen
zu bewerten. Im Algorithmus verwenden wir dazu aber zunéchst weiter kein kon-
kretes Derivat, sondern wollen diesen erst in einer allgemeinen Version vorstellen.

Zunichst ist zu klaren, welche Parameter dem Algorithmus, der im Gesamtbewer-
tungskonstrukt als Erstes aufgerufen wird, zu iibergeben sind. Zum einen benéti-
gen wir dazu die Parameter, welche das Libor Marktmodell bestimmen, also die
Anzahl an Tenorzeitpunkten N, die Tenorintervalllinge ¢ und die Volatilitdtsfunk-
tionen (c(); sowie die Korrelationsmatrix ¥ der Wiener-Prozesse. Zum anderen
werden die jeweiligen produktspezifischen Parameter, auf die wir im nachfolgen-
den Abschnitt néher eingehen werden, sowie der Multilevel-Verfeinerungsfaktor
M und eine initiale Anzahl Ngiy¢ an pro Level zu simulierenden Pfaden iiber-
geben. Dartliber hinaus bendétigen wir einen zum Diskontieren der Auszahlung
des Derivats notwendigen Bondpreis B(0,T;) fiir ein ¢ < N, je nachdem, zum
welchem Zeitpunkt wir den Terminpreis der Auszahlungen bestimmen wollen.
Letztlich miissen noch die Startwerte Lo := L(Tp) der Libor-Raten zum aktuellen
Zeitpunkt und eine vorher festzulegende Fehlertoleranz € > 0 iibergeben werden.

Mithilfe dieser Parameter werden dann fiir jeden Level zunfchst Ngary Libor-
Raten-Pfade simuliert, womit im Anschluss die vorliegende Stichprobenvarianz
dieser Samples bestimmt wird. Mithilfe dieser Varianz wird dann die optimale
Anzahl (N;*)o<i<r, an fiir die jeweiligen Level zu simulierenden Pfaden bestimmt.
Der Multilevel Monte Carlo Algorithmus, welchen wir zur Bestimmung eines Prei-
ses fiir ein beliebiges Zinsderivat nutzen, lautet dann
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Algorithmus 7.3 ((Multilevel) Monte Carlo Algorithmus im Libor Marktmodell)

1. Den Level L = 0 miissen wir in einem Extrafall behandeln:

(a) Setze L =0, hg = § und Ny = Nsgart

(b) Simuliere mithilfe von Algorithmus 7.1 Ny diskrete Libor-Raten-Pfade
fiir alle bendtigten Libor-Raten und bestimme die zugehdrigen Preise
Péj ),1 < 7 < Ny, des Derivats mittels der produktspezifischen Bewer-
tungsalgorithmen, welche im Anschluss angegeben werden, als diskon-
tierte Terminpreise der simulierten Payoffs

(c) Bestimme den Mittelwert der simulierten Preise als Approximation
fiir den Erwartungswert der diskontierten Auszahlungen und somit als
Approximation fiir den Preis des Derivats. Bestimme auch die Stich-
probenvarianz der simulierten Preise:

QL O
By =5 S P, Vo= e S~ By
=1 j=1

(d) Mithilfe dieser Varianz kann die optimale Anzahl (vgl. (3.23)) an zu
simulierenden Pfaden fiir diesen Level bestimmt werden:

N = [2672/Voho/Vo/ho] = [2¢2Vp]

(e) Falls nétig (IV§ > No), simuliere weitere Pfade sowie die zugehorigen
Preise und aktualisiere den Mittelwert und die Stichprobenvarianz:
Falls Ny > Ny
i. Simuliere NJ — No weitere diskrete Libor-Raten-Pfade und be-
stimme die zugehorigen Preise Péj), No+1<j75 <Ny
ii. Aktualisiere den Mittelwert und die Stichprobenvarianz:

1 () O ()
2
Bo= gz 2 R Vo= g 2B~ Fo)
j=1 j=1

iii. Setze No = Ny

2. Setze die Variable, in der der aktuelle Bias gespeichert wird, so, dass die
Abbruchbedingung (bias < %(M — 1)e¢) fiir die ersten beiden Level noch
nicht erfiillt wird:

1
bias = —(M — 1)e+1
301 - D

Dazu wollen wir daran erinnern, dass der Bias erst ab dem Level 2 abge-
schitzt werden kann, weshalb wir ihn hier zunéchst ,kiinstlich® festlegen.

3. Fiir die néchsten Level durchlaufe eine Schleife solange, bis die gew{inschte
Fehlertoleranz erreicht ist. Fiir die Level 1 und 2 soll allerdings auf jeden
Fall simuliert werden:
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Solange L < 2 oder bias >

(a) Setze L=L+1

(b) Setze hy, = SM~L und Ny, = Ngtars

(c) Simuliere mithilfe von Algorithmus 7.1 N, Paare von diskreten Libor-
Raten-Pfaden bzgl. der beiden Schrittweiten hy (fiir den ,feineren
Pfad“) und hy_ (fiir den ,gréberen Pfad®) fiir alle bendtigten Libor-
Raten. Mittels der produktspezifischen Bewertungsalgorithmen be-
stimme anschliefend fiir jedes Paar von simulierten Pfaden die zu-
gehorigen Preise Pg ) und Pg_y), 1 < 5 < Np, des Derivats als
diskontierte Terminpreise der simulierten Payoffs

%(M —1)e

(d) Bestimme je die Differenz Dg) der beiden Preise, die sich aus den
Paaren der Libor-Raten-Pfade eines Simulationslevels ergeben, sowie
den Erwartungswert und die Stichprobenvarianz dieser Differenzen:

D(Lj) — P[Jf (4) o Pg_;j),l S] < NL

1 & 0)
E _ J
g NLZ; L
‘]7
1 &0
Vi = > (D} - EL)
L NL_lj:1( L 2

(e) Mithilfe dieser Varianz kann die optimale Anzahl (vgl. (3.23)) an
simulierten Pfaden fiir alle bisherigen Level bestimmt werden:

Fiir alle I =0,1,..., L

i. Setze Ni* = [2¢ 2/ Vil (XK /Vi/hi)]

ii. Falls notig (N > N;), simuliere weitere Paare von Pfaden, be-
stimme die zugehorigen Preise und aktualisiere den Mittelwert
und die Stichprobenvarianz:

Falls N > NN}

A. Simuliere N;* — N; weitere Paare diskreter Libor-Raten-
Pfade und bestimme die zugehorigen Preise Pl(j ) fiir | = 0
bzw. Preisdifferenzen Dl(j) = Plf W) _ Plg_l(j) fiir [ > 0 und
alle Np+1 <5 < N;*

B. Aktualisiere den Mittelwert und die Stichprobenvarianz:

N* N*
1 () 1 ) 2
E, = PY) v = PY) _ E)2 fiir i =0
J= J=
bzw.
N * N *
B= zl:D(j)vzil zl:(D(j)—E)zfﬁrl>0
(A l i

C. Setze Nl = Nl*
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(f) Fihre gegebenenfalls die Biasschétzung durch:
Falls L > 2
Setze bias = max{|EL|, M '|Ey_1|}

4. Setze obige Approximationen fiir den Preis bzw. die Preisdifferenzen zusam-
men, um den MLMC-Schétzwert fiir den Preis P des Derivats zu erhalten:

L

P:E0+ZEZ
=1

7.3 Vorstellung der produktabhingigen Algorithmen

Nachdem wir die allgemeinen Multilevel Monte Carlo Algorithmen zur Bewertung
von Zinsderivaten im Libor Marktmodell angegeben haben, wollen wir im nichsten
Abschnitt konkrete Zinsderivate betrachten und aufzeigen, wie die obigen beiden
Algorithmen 7.1 und 7.3 fiir die Bewertung dieser Derivate genutzt werden kénnen.
Dazu geben wir die fehlenden Algorithmen an, die zur Bewertung der im Kapitel
6 vorgestellten CMS Caps und TARNSs notwendig sind.

7.3.1 Bewertung von CMS Caps

Wie wir im Abschnitt 6.2 gezeigt haben, ergibt sich der Wert eines CMS Caps
zum Zeitpunkt ¢ als Summe der diskontierten erwarteten Auszahlungen zu

b—1
Viiiscap®) = Y 0B, Ty)E* " [B(Tjy1, Ty) " (REE(T)) — K) | 7).
j=a

Um die Swap-Rate (stvjvzgn (t))¢ nicht ebenfalls simulieren zu miissen, haben wir

gesehen (vgl. (6.6)), dass wir diese durch den Ausdruck

_ U IRE s

ST st

CL-TRE LM + 1)
S S T (SLO (1) + 1)1

RY(T))

ersetzen konnen. Im Folgenden wollen wir damit nun den Wert eines CMS Caps
im Zeitpunkt ¢ = Ty = 0 bestimmen.

Im Gesamtbewertungsprozess wird der nachfolgende Algorithmus dann fiir jeden
Level L vom Algorithmus 7.3 aufgerufen. Dabei werden fiir den O-ten Level Ny
Preise bzw. fiir die Level L > 0 Ny, Paare von Preisen bzgl. der beiden Diskreti-
sierungsschrittweiten zurtickgegeben. Die produktspezifischen Parameter a, b, m
und K sowie die oben definierten Parameter §, N, ¥, M, Ny, hr, Ly und B(0,Tp)
sind dazu an den Algorithmus zu tibergeben. Der Parameter a ist dabei der In-
dex des Tenorzeitpunktes T,, in dem der CMS Cap startet, d.h. des Zeitpunktes,
in dem die Swap-Rate erstmalig gefixt wird. Der Parameter b bezeichnet den
Index des Tenorzeitpunktes T3, in dem der Cap endet, d.h. des Endzeitpunktes
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7.3 Vorstellung der produktabhingigen Algorithmen

des Intervalls [T,—1, T3], in dem letztmalig ein Tausch der festen Zinsrate K und
der Swap-Rate stattfindet. Der Parameter m bezeichnet wieder die Laufzeit der
,Constant-Maturity Swaps®. Zum Diskontieren der Auszahlung nutzen wir den
Bond B(0,T}).

Nach einer Bemerkung dazu, welche Libor-Raten zu welchen Zeitpunkten fiir die
Bewertung benétigt werden, kénnen wir den Algorithmus damit angeben.

Bemerkung 7.4

Fiir die Bewertung eines CMS Caps werden die Libor-Raten L) (T}) zu den Zeit-
punkten 7} mit a < j < b—1und j <¢ < j+m—1 bendtigt, d.h., dass insgesamt
die diskreten Libor-Raten-Pfade der Libor-Raten L®) mit i € {a,...,b—1+m—1}
startend aus Ty je bis zum Zeitpunkt min{7;, T;_1} simuliert werden miissen.

Algorithmus 7.5 (Bewertung von CMS Caps)

1. Setzen = % = M’ (Anzahl Diskretisierungsintervalle (pro Tenorintervall))

2. Bestimme zunéchst die deterministischen Volatilitaten fiir die erforderlichen
Libor-Raten und fiir die vom Level L abhéngigen Zeitpunkte, an denen die
Volatilitdt ausgewertet werden muss:

Firallet=a,a+1,....6 —14+m — 1:
Bestimme die J(i)(tn/M) fir alle 0 <n < min{ni —1,n(b—1) — 1}, in-
dem die deterministischen Volatilitdtsfunktionen an den entsprechenden
Stellen ausgewertet werden. Die (t,,/3/)n sind dabei wie oben durch tg =

To <ty =To+he < o < tingpicime-1)-1})/M = Tminfip—1} — "L
definiert.

3. Erzeuge mithilfe von Algorithmus 7.1 Ny, Paare von diskreten Libor-Raten-
Pfaden fiir die erforderlichen Libor-Raten:

(a) Fiir die Intervalle [Ty, T3] bis [T,—1,T,] werden je Pfade fiir alle oben
genannten Libor-Raten bendtigt, d.h.
Firallet=a,a+1,....,6 —14+m — 1:
i. Erzeuge Lfb /]v(;) fir alle 1 < n < na als Approximation fiir die
LO(Ty + hy), LO(Ty + 2hy), ..., LO(T,)
ii. Erzeuge L? @ fiir alle 1 < j <na/M als Approximation fiir die
LO(Ty + Mhy), L(Ty 4+ 2(Mhg)), ..., LO(T,)

(b) Fiir die nachfolgenden Tenorintervalle [Ty, To41] bis [Ty—o, Tp—1] fallt je
eine zu simulierende Libor-Rate weg, d.h.
Fir alle k =a,a+1,....,b — 2
Fiiralle i =k + 1,k+2,....b— 1+ m — 1:

f (4)

(nk-tn) /M fiir alle 1 < n < 7 als Approximation fiir

i. Erzeuge L
die

LO(Ty + hy), LO(Ty, + 2hr), ..., LD (Thiq)
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7 BEWERTUNG VON ZINSDERIVATEN IM LIBOR MARKTMODELL

ii. Erzeuge L’ ) fiir alle 1 < n < n/M als Approximation
fiir die

LO(Ty + Mhy), LD(T}, + 2(Mhy)), ..., LO(Ty 1)

(i
nk/M-+n

4. Bestimme fiir jedes der Ny, Paare von diskreten Libor-Raten-Pfaden die zu
den je zwei Pfaden gehdrigen Auszahlungen des CMS Caps:

Fiir alle Auszahlungszeitpunkte 7341 mit a < j < b — 1, d.h. fiir alle
j=a,a+1,...b—1:
(a) Bestimme die jeweiligen (approximierten) Bondpreise mithilfe der
oben erzeugten diskreten Libor-Raten-Pfade bzgl. der feineren bzw.
groberen Schrittweite als:

b—1
_ f (k) -1
Bl (T, 1) = [] OL) o +1)
k=j+1
bzw.
b—1 "
g 1
Bg(TjHaTb) = H (5L7,(]+1)/M + 1)
k=j+1
(b) Bestimme die jeweiligen (approximierten) Swap-Raten bzgl. der fei-
neren bzw. groberen Schrittweite als:
H]+m 1((5Lf (k) + 1)71

m [ M
RII+ (TJ) _ nj/

Swap - Z?Jinj 15Hk2 3(5L{;]/A£[k2) + 1)1
bzw.
e 2 1
Sh L O T (0T 0™ + 1)
5. Bestimme die jeweiligen zugehorigen Preise des CMS Caps:
b—1
Virsca (T0) = S BO. TSB! (T1, 1) ' max{REE™ (1)) - K, 0)
j=a

bzw.

Swap

b—1
Viihscas (T0) = 3 B(0,Ty)0BY(Tj41, Th) 'max{REI™ *(15) — K, 0}
j=a

Bemerkung 7.6

Wie bereits in Bemerkung 7.2 erklart, wird beim Multilevel Monte Carlo Verfahren
fiir das 0-te Level eine gewé6hnliche Monte Carlo Simulation durchgefiihrt. Daher
miissen wir auch hier auf eine Standard Monte Carlo Version dieses Algorithmus
hinweisen. Wir koénnen dazu obigen Algorithmus verwenden, indem wir {iberall
statt je eines Paares wiederum nur den Wert bzgl. der ,feineren* Schrittweite
hg = ¢ bestimmen und somit am Ende anstatt von Nj Paaren nur Ny, einzelne
Preise fiir das Derivat erhalten und diese ibergeben.
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7.3 Vorstellung der produktabhingigen Algorithmen

Wir haben nun alle Algorithmen, die fiir eine Bewertung von CMS Caps mittels
des Multilevel Monte Carlo Verfahrens benétigt werden, angegeben und erldutert.
Das Zusammenspiel der einzelnen in diesem Kapitel aufgefithrten Algorithmen soll
in Abbildung 3 noch einmal verdeutlicht werden.

7.3.2 Bewertung von TARNSs

Fiir eine Bewertung des zweiten in dieser Arbeit betrachteten exotischen Zinsde-
rivats miissen wir obigen Algorithmus 7.5 durch eine Version zur Bewertung von
TARNSs ersetzen, welche wir in diesem Abschnitt angeben.

Wie wir im Abschnitt 6.3 gesehen haben, ergibt sich der Wert eines TARNs zum
Zeitpunkt ¢ als Summe der erwarteten diskontierten Auszahlungen zu

b—2

Viearn () =B(t, Ty)E T | Z H (Tj+1)0 +1)1 {341 Kk<R}
7=0

=B(Tj+17Tb)‘1

d(min{Kj41, R — ZKk} - LU(Ty)))

k=1
b—1
Liset g ey 0 (B = ; Ky) = LY (Ty))| 7).

Dabei werden fiir die strukturierten Kuponzahlungen (Kj)i<k<p—1 wieder ,inverse
floating coupons® der Form Kj, = (K —gL*~1)(T},_1))T verwendet. K bezeichnet
somit wieder die feste Zinszahlung des ,inverse floaters®, g dessen Hebel und R
den festgelegten Zielkupon.

Im Folgenden wollen wir nun diese Formel nutzen, um den Wert eines TARNs
zum Zeitpunkt ¢ = Ty zu bestimmen.

Dazu wird der nachfolgende Algorithmus statt des Algorithmus 7.5 dann analog
zur Darstellung in Abbildung 3 fiir jeden Level L vom Algorithmus 7.3 aufgeru-
fen, wodurch fiir den 0-ten Level Ny Preise, flir die Level L > 0 Ny Paare von
Preisen bzgl. der beiden unterschiedlichen Diskretisierungsschrittweiten zuriick-
gegeben werden.

Dem Algorithmus zur Bewertung eines TARNs werden dabei sowohl die produkt-
spezifischen Parameter b, R, K und ¢ als auch wieder die Parameter §, N, X,
M, Np, hr, Ly und B(0,T}) iibergeben. Fiir die Bestimmung der Zinszahlung
im ersten Tenorintervall [T, T7] muss auberdem die aktuelle Zinsrate fiir dieses
Intervall ibergeben werden, d.h. wir benétigen im Prinzip die bekannte, also Fr-
messbare, ,Libor-Rate“ L(9)(Ty). Zum Diskontieren der Auszahlung nutzen wir
abermals den Bond B(0,Ty).

Damit kénnen wir den Algorithmus nach einer erneuten Bemerkung dazu, welche

Libor-Raten zu welchen Zeitpunkten fiir die Bewertung bendtigt werden, nun
ebenfalls angeben.
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7 BEWERTUNG VON ZINSDERIVATEN IM LIBOR MARKTMODELL

Algorithmus 7.3
* Durchfiihrung des MLMC Algorithmus
Aufruf: ;
e Fiir L=0: Preis des

Derivats:

—Alg. 7.5 (StdMC mit Ng=Nstan)
—Ggfs. Alg. 7.5 (StdMC mit Np=Np*)
* FlirL=0:

—Alg. 7.5 (MLMC mit N;=Nsgtar)
—Ggfs. Alg. 7.5 (StdMC mit Np=Np*)
—Gefs. Alg. 7.5 (MLMC mit N;=Nr *)

B

Parameteriibergabe: | T | Output:
a.b.m K, *StdMC: Np simulierte
§.N,Z, o, Preise Pyl fiir das
M, N, hr, Derivat
Lo, B(0.Tv) *MLMC: N1 Paare
simulierter Preise (P1f @,
P 18 0)) fiir das Derivat

Algorithmus 7.5

* produktspezifische Bewertung der simulierten
Libor-Raten-Pfade

Versionen: $tdMC und MLMC

Aufruf: Fiir jedes benétigte Tenorintervall [T-. T+1]:

*StdMC:Npmal Alg. 7.1 (Libor-Raten: a*<i < b*-1) (StdMC)

*MLMC: Ny mal Alg. 7.1 (Libor-Raten:a*<i < b*1)(MLMC)
(je nach aufgerufener Version)

Parameteriibergabe: ik | Output: I

T,a% b, *StdMC: diskreter Libor-
5.N,Z, o, Raten-Pfad (L;©); fiir das
M, hg, Intervall [T+, T+ ] und fiir
L. alle benétigten Libor-
Raten

*MILMC: Paar von
diskreten Libor-Raten-
pfaden (Laar® O)n,
(L)) fiir das Intervall
[T+.Tz+1]und fiir alle
bendtigten Libor-Raten

Algorithmus 7.1
* Simulation der diskreten Libor-Raten-Pfade

Versionen: StdMC und MLMC

Abbildung 3: Ubersicht iiber die Interaktion der vorgestellten Algorithmen am
Beispiel der Bewertung eines CMS Caps (StdMC: Standard Monte Carlo, MLMC:
Multilevel Monte Carlo)
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7.3 Vorstellung der produktabhingigen Algorithmen

Bemerkung 7.7

Fiir die Bewertung eines TARNs werden die Libor-Raten L) (Tj) zu den Zeit-
punkten 7; mit 1 < j <b—1und j <i < b—1 benétigt, d.h., dass insgesamt die
diskreten Pfade der Libor-Raten L fiir alle 1 < i < b—1 aus L® (Ty) startend
jeweils bis zum Zeitpunkt T;, des Beginns der jeweiligen Zinsperiode der i-ten
Libor-Rate, simuliert werden miissen.

Algorithmus 7.8 (Bewertung von TARNS)

1. Setze n = % = M" (Anzahl Diskretisierungsintervalle (pro Tenorintervall))
2. Bestimme zunéchst die deterministischen Volatilitdten fiir die erforderlichen
Libor-Raten und fiir die vom Level L abhéngigen Zeitpunkte, an denen die

Volatilitdt ausgewertet werden muss:

Firalle:=1,2,...,b— 1:

Bestimme wie oben die o(?) (tn/nr) fiir alle 0 <n < ni — 1.

3. Erzeuge mithilfe von Algorithmus 7.1 Ny, Paare von diskreten Libor-Raten-
Pfaden fiir die erforderlichen Libor-Raten:

Fiir jedes Tenorintervall, startend mit [Ty, 71 ] und endend mit [Ty o, Tp—1],
fillt je eine zu simulierende Libor-Rate weg, d.h.

Fir alle k =0,1,..,b — 2:

Firallei=k+1,k+2,....,0—1:

f (i)

} (nk—+n)/M :
LO(Tj, + hy), LO(Ty + 2h), ..., LO(Thos1)

(b) Erzeuge Li /M +7§i) fir alle 1 < n < n/M als Approximation fiir
die LO(Ty, + Mhyp), LO(T}, + 2(Mhyz)), ..., LD (T 1)

(a) Erzeuge L fiir alle 1 < n < n als Approximation fiir die

4. Bestimme fiir jedes der Ny Paare von diskreten Libor-Raten-Pfaden die zu
den je zwei Pfaden gehorigen Terminpreise der Auszahlungen des TARNs
zum Termin Tp:

e Bestimme zunichst die Terminpreise der Auszahlungen bzgl. der Pfade mit
der feineren Schrittweite:

(a) Fiir alle Auszahlungszeitpunkte 7)j1; mit 0 < j < b — 2, d.h. fiir alle
j=0,1,..,b—2:
i. Initialisiere den Terminpreis der Auszahlung in T} und setze
dazu P}, (Tj41) =0
ii. Uberpriife, ob der Zielkupon schon erreicht wurde, und bestimme

gegebenenfalls die Auszahlung in T};:

Falls Y/ _, K < R:
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7 BEWERTUNG VON ZINSDERIVATEN IM LIBOR MARKTMODELL

A. Bestimme den jeweiligen (approximierten) Bondpreis mithil-
fe der oben erzeugten diskreten Libor-Raten-Pfade als:

b—1
B (Tj41.Ty) = H (Lf(J_H)/M(l)(S + 1)1
i=j+1

B. Bestimme die jeweilige Kuponzahlung K11

max{K — gL ., 9 ,0}

f
K nj/M

J+1 =

C. Bestimme den jeweiligen Terminpreis P ,(Tj+1) der Auszah-
lung des TARNSs in Tj41 zum Termin Tb.

P} (Tj41) =(BY (Tj41, T3)) ™!
J

6 (min{ K g+17 Z f} Lm/M]))
k=1

(b) Den letzten Auszahlungszeitpunkt T}, miissen wir aufgrund der mogli-
chen Aufstockung der Zinszahlung zum Erreichen des Zielkupons ge-
sondert betrachten:

i. Initialisiere den Terminpreis der Auszahlung in T, und setze dazu
PL(T}) =0
ii. Uberpriife, ob der Zielkupon schon erreicht wurde, und bestimme
gegebenenfalls die Auszahlung in Tj:
Falls 01 K < R:
A. Bestimme den Terminpreis ijfb (Ty) der Auszahlung des TARNSs
in Ty zum Termin Tj:

b—1
Pbe (Ty) = o((R — ZK ) - Lf;(b 1)/1\(41771))
k=1

e Fiir den Pfad mit der gréberen Schrittweite fithre obige Anweisungen ana-
log durch und erhalte damit alle Terminpreise ij’b (Tj41) filr alle 0 < j <
b—1

5. Bestimme die jeweiligen zugehorigen Preise des TARNs:

b
VTARNf(TO) = B(0, Tb) ijfb (Tj+1)

o
—_

.
Il
o

bzw.

Q“‘
—_
Q

b
Viary (To) = B(0, Tb) P (Tj+1)

.
I
=
~
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7.4  Simulation der Libor-Raten-Pfade (Milstein Diskretisierung)

Bemerkung 7.9

Analog zum Bewertungsalgorithmus 7.5 fiir CMS Caps wollen wir auch hier noch
einmal darauf hinweisen, dass fiir die Standard Monte Carlo Version (L = 0) des
Algorithmus statt Ny, Paaren je nur Ny, einzelne Preise des Derivats bestimmt und
iibergeben werden miissen, d.h., dass iiberall nur die Werte bzgl. der  feineren“
Schrittweite hg = § bestimmt werden miissen.

7.4 Simulation der Libor-Raten-Pfade (Milstein Diskretisierung)

Bevor wir zu den numerischen Ergebnissen und dem Vergleich des Multilevel Mon-
te Carlo Verfahrens mit der klassischen Monte Carlo Methode kommen, wollen wir
noch auf den Algorithmus zur Simulation der diskreten Libor-Raten-Pfade ein-
gehen, falls wir das Milstein Verfahren zur Diskretisierung verwenden, um auch
diese Version in den Vergleich der Verfahren aufnehmen zu kénnen.

Fiir die Umsetzung der Milstein Diskretisierung betrachten wir noch einmal den
Algorithmus 7.1 zur (Multilevel Monte Carlo) Simulation der Libor-Raten-Pfade
unter Benutzung des Euler-Maruyama Verfahrens. Offensichtlich miissen wir dort
lediglich das Diskretisierungsverfahren anpassen, d.h. wir tauschen im obigen Al-
gorithmus den Teil 3.(a).ii

.

e =Lt + Ead 00 ) (s A AT a7)

n/M 9 Ho g (n+1)/M
aus und ersetzen diesen durch die entsprechende Milstein-Variante

f (4) @ (@) _(i (@) (4)

L(n+1)/M Ln/M + Ln/M ot n/a) (= “ n/M At + AW(n+1)/M

1 i
+ 50(2) (t;rz/A{)((AW{nJrl)/](M)) — At)).

Entsprechend tauschen wir analog dazu fiir die grébere Schrittweite den Teil
3.(b).iii.B des Algorithmus

LW =19 4 nt Vo) (—pt_Pat+ awd 9
aus und ersetzen ihn durch die Milstein-Variante

1O =g O g Oo0ur (-t Oat+aw? @

+ %o@ () (AW? D)2 — A,
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8 NUMERISCHE ERGEBNISSE

8 Numerische Ergebnisse

8.1 Marktkalibrierung

Bevor wir in diesem Kapitel die numerischen Ergebnisse der Simulationen vorstel-
len, wollen wir kurz darauf eingehen, woher wir die modellspezifischen Parameter
erhalten, welche wir den Algorithmen {ibergeben miissen.

Betrachten wir nochmals die dem Libor Marktmodell zugrunde liegende SDE (4.3)

= LB () ®) (1) 0
SL® () 4+ 1

)dt + dW @ (t)),

QL
~
—
S
=
—~
~
N—
~
—
S
=
S
~
~
Q
—
.
=
—~
~
S~—
~
—
|

k=i+1

so sehen wir, dass dazu die deterministischen Volatilititen (o) (t)); sowie die
Korrelationen g; ;, der Eintrige des (N—1)-dimensionalen Wiener-Prozesses W
fiir alle 1 < ¢,k < N—1 zu spezifizieren sind. Um diese Parameter zu bestimmen,
wird eine Kalibrierung des Modells an Marktdaten durchgefiihrt. Dies bedeutet,
dass die freien Modellparameter so bestimmt werden sollen, dass die zu beobach-
tenden Marktvolatilitidten méglichst gut mit den Modellvolatilitédten iibereinstim-
men. ,Moglichst gut* bedeutet hier, dass der MSE der Markt- und Modellvolati-
litdten minimiert werden soll. Im Folgenden werden wir die Vorgehensweise einer
Kalibrierung grob vorstellen, indem wir uns an [Schll| und [Sanl3| orientieremn.
Fiir eine detaillierte Darstellung sowie die numerische Bestimmung der Parame-
ter, welche anschliefend zur Berechnung der Preise der Zinsderivate verwendet
werden, verweisen wir auf die Arbeit [Sanl3] von Santen.

Es gibt viele verschiedene Ansitze zur Kalibrierung von Libor Marktmodellen.
Wir werden uns hier auf eine Kalibirierung nach Schoenmakers und Coffey (vgl.
[SCO00]) beschrénken, wobei das Modell simultan an Caps und Swaptions kalibriert
wird.

Da wir in dieser Arbeit ein Libor Marktmodell mit deterministischen Volatilitéten
vorausgesetzt haben, kann das Modell den sogenannten ,,Smile-Effekt” nicht dar-
stellen. Dieser bezeichnet den Effekt, dass die implizite Volatilitdt von Marktprei-
sen, die vom Strike-Preis der betrachteten Derivate abhéngt, fiir ,at-the-money“
Derivate niedriger ist als die von ,in-“ bzw. out-of-the-money*“ Derivaten. Dies
fiihrt zu einer Art ,Smile“, wenn man die implizite Volatilitéit der Marktpreise in
Abhéngigkeit von den Strike-Preisen der Derivate darstellt. Wir wollen das Mo-
dell deshalb an ,at-the-money* Caps und Swaptions kalibrieren.

Bezeichnet T, wieder den Zeitpunkt des ersten Fixings eines Swaps und T} den
Zeitpunkt der letzten Zinszahlung sowie Rijzap wie oben die Swap-Rate eines
Swaps, welcher in T, beginnt und in T} endet, so kdnnen wir die am Markt quo-
tierte Volatilitdt einer Swaption mithilfe einer Approximation von Rebonato (siehe
[BMO06]) angeben als

b—1 » ;
{(0)w; (0)LO(0)LU)(0)g;; 1 [T :
o5M2 ~ wi(0)w; ) / D)) (t)dt, 8.1
(o) mg_a R (0) 7 J, () (t) (8.1)
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8.1 Marktkalibrierung

wobei die Gewichte w; durch

STy (1 + 00 (1)) !
S ST (1 + 6L (8)) !

w;(t) =

gegeben sind.

Um das Modell zugleich an Caplets zu kalibrieren, kénnen wir die am Markt
quotierte Volatilitit eines Caplets fiir das Tenorintervall [T}, T;41] mit 1 < i <
N—1 angeben als

(oM)? = %/OT o ()*(¢)dt. (8.2)

Da am Markt meist nur Cap-Volatilitdten quotiert sind, weshalb wir oben von ei-
ner Kalibrierung an Caps gesprochen haben, missen wir die Caplet-Volatilitdten
zunichst aus den Cap-Volatilitdten ableiten. Dies kann beispielsweise mithilfe ei-
nes sogenannten ,Cap-to-Caplet-Strippings® (siehe [San13]) durchgefiihrt werden.

Im néchsten Schritt geben wir uns nun funktionale Formen fiir die Volatilitéts-
funktionen o (¢) und fiir die Eintriige (0; ;)i ; der Korrelationsmatrix ¥ vor. Fiir
die Volatilitdten verwenden wir wie in [Schll] oder [San13| dazu die Funktion

oD (t) = @i gar.ananas(Ti — ) == @5 [(a1(Ti — t) + au)exp(—az(T; — t)) + as]
(8.3)

mit Koeffizienten (g;); und Konstanten a; bis ay, welche den Bedingungen oy +
a3z >0, ag > 0 und ag > 0 geniigen. Bei der Wahl der funktionalen Darstellung
der Korrelationsmatrix miissen wir beachten, dass die Eintrége (; ;)i ; so gewéhlt
werden, dass wir eine positiv semidefinite Matrix erhalten und alle Eintrége nicht-
negativ sind. Wie in [San13| verwenden hierzu die Funktion

0i,j (7, 000) = eXp(M(ln(Qm)

TP+ T} +TiTj —3(N-1)T; — 3(N-1)T; + 3T; + 3Tj + 2(N-1)* — (N-1) — 4
) (D 2(V19) )
(8.4)

mit 0 < 9o <1 und 0 <7 < —1In(gs)-
Setzen wir die Volatilitdtsfunktion dann in die Darstellung (8.2) der Caplet-Markt-
volatilitdt ein, so erhalten wir

CM\2 _ 9022 T ] 2
(Ui ) - ? 0 (gal,a27a3,a4(Tl - t)) dt. (8-5)
(2
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8 NUMERISCHE ERGEBNISSE

Der entscheidende Schritt beim Ansatz von Schoenmakers und Coffey ist nun die
Caplet-Volatilitdten in die Formel fiir die Swaption-Volatilitat (8.1) einzusetzen.
Auf diese Weise erhalten wir

Ja,b(alv Qo, 03,04,7, QOO)

b—1

- (0)w; (0) L™ (0) LL)(0)

Sw
i,j=a Ra7bap(0)

0i (% QW)GEMUJCM05577;2,a3,a4’ (8.6)

. a1 ,09,003,Q
wobei 91']1‘7(127 3% durch
2J

a1,02,03,04 1 1 Ta 3 ]
A T, 5060 |, oD (t)o\D (t)dt

= i% /Ta Jay,00,a3,a4 (TZ - t)gm,az,as,az; (TJ - t)dt
Tao;™ o™ Jo
(8.5) v T; \/ 1} fo * Gor,an,03,04(Ti — 1) 9o 00,0304 (Tj —t)dt

T T; T;
“ \/f() (ga1,a2,a3,a4 (Tl - t))2dt f(] ! (ga1,a2,as,a4 (Tj - t))2dt

definiert ist und aufgrund der gewéhlten Volatilitatsstruktur (8.3) analytisch be-
stimmt werden kann.

Das Minimierungsproblem ergibt sich dann, indem wir die mittlere quadrati-
sche relative Abweichung aller vorhandenen Swaption-Modellvolatilitdten (8.6)
von den Swaption-Marktvolatilitdten minimieren. Das bedeutet, wir erhalten das
Minimierungsproblem

M
: 1 O-s,b - O-ayb(alﬂ g, 3, 04,7, QOO)
1,02 %124 v,0 m Z O'SM ’ (87>
b K b b blsde o) (a7b)€I a7b

wobei |I| die Anzahl der Elemente in der Menge
I:={(a,b): O'S}XI ist am Markt beobachtbar},

also der Menge aller Indizes, fiir die die Swaption-Volatilititen am Markt quotiert
sind, bezeichnet.

Nachdem das Minimierungsproblem gelost ist, konnen wir zuletzt die Koeffizi-
enten ¢; mithilfe von Gleichung (8.5) bestimmen und erhalten ein an Cap- und
Swaption-Volatilitdten kalibriertes Modell.

Bemerkung 8.1

Fiir die Bewertung der Zinsderivate werden wir — wie in [Sanl3] — ein Modell
mit Tenorintervalllinge 6=0.5 (Jahre) verwenden. Insgesamt wird eine Laufzeit
von 20 Jahren, also N = 40 Tenorintervallen, betrachtet. Das Modell wird des-
halb an N—1 = 39 Caplet-Volatilititen (c&™);, welche aus den gegebenen Cap-

Volatilitaten (O’? 2pM) p abgeleitet werden kénnen, und alle vorhandenen Swaption-

Volatilitaten (aas’l})/[)a,b, deren Laufzeit [T,,T,] mit Ausiibungszeitpunkt 7, > Tp
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der Option spétestens in Ty = Ty endet, kalibriert. Die verwendeten Marktdaten
werden im Anhang angegeben.

Fiir die numerische Bewertung der Zinsderivate mithilfe der in Kapitel 7 vorge-
stellten Algorithmen verwenden wir die in der Arbeit [Sanl3| bestimmten Para-
meter a; = —0.6790, as = 0.3725, a3 = 2.0594 und ay = 0.3261 sowie v = 0.7896
und g = 0.1154. Fiir die Koeffizienten (¢;)1<i<39 geben wir die iibernommenen
Werte in der nachfolgenden Tabelle an.

i ©i i ©i i P

1 |0.4921 14 | 0.2101 27 | 0.1270
2 10.3647 15 | 0.2073 28 | 0.1224
3 10.3703 16 | 0.1879 29 | 0.1190
4 1 0.4332 17 | 0.1722 30 | 0.1097
5 1 0.4626 18 | 0.1634 31 | 0.1096
6 | 0.4038 19 | 0.1617 32 | 0.1112
7 | 0.3494 20 | 0.1626 33 | 0.1144
8 | 0.3521 21 | 0.1648 34 | 0.1196
9 | 0.3461 22 | 0.1627 35 | 0.1268
10 | 0.3097 23 | 0.1587 36 | 0.1363
11 | 0.2655 24 | 0.1473 37 | 0.1483
12 | 0.2260 25 | 0.1396 38 | 0.1632
13 | 0.2071 26 | 0.1328 39 | 0.1816

Tabelle 1: Der Marktkalibrierung in [San13] entnommene Werte fiir die Koeffizi-
enten (y;)1<i<3g der Volatilitdtsfunktionen o (t), 1 <i<39

Fiir die Anwendung in den Simulationsalgorithmen, welche wir in Kapitel 7 vorge-
stellt haben, miissen wir die auf diese Art und Weise erhaltenen Volatilitatsfunk-
tionen o (t) dann dementsprechend nur noch fiir die jeweils bendtigten Libor-
Raten an den jeweils bendtigten diskreten Zeitpunkten auswerten und an die
Algorithmen tibergeben.

8.2 Bewertung von Caplets

In den kommenden beiden Abschnitten wollen wir die durch eine Kalibrierung er-
haltenen Modell-Parameter nutzen, um zunéchst zu Demonstrationszwecken ein-
fache Caplets und anschliekend CMS Caps und TARNs zu bewerten.

Der Grund fiir eine Betrachtung von Caplets liegt darin, dass wir die numerisch
bestimmten Preise mit Preisen, die mit Black’s Formel fiir Caplets analytisch be-
rechnet werden, vergleichen kénnen und auf diese Weise exemplarisch gezeigt wer-
den kann, dass die vorgestellten Methoden tatséchlich korrekte Ergebnisse liefern.

Fir die Preisberechnung der Caplets verwenden wir den Algorithmus 7.1 in der
Milstein-Variante, den Multilevel-Algorithmus 7.3 und eine fiir die Capletbewer-
tung angepasste Version der Algorithmen 7.5 bzw. 7.8, die wir hier nicht explizit
angeben wollen. Beispielhaft werden wir den Preis eines Caplets fiir das Tenor-
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intervall [T, T3] = [1,1.5] mit Strike-Zinssatz K = 0.39 % bestimmen. Fiir die
Bewertung werden weiterhin der Libor-Raten Startwert L(?)(Ty) = 0.4203 % (sie-
he Tabelle 2) sowie der Bondpreis B(0,73) = 0.9946 € benétigt. Die aktuellen
Libor-Raten sowie die Bondpreise konnen wir dabei iiber die am Markt vorliegen-
den Swap-Raten bestimmen und stammen somit aus demselben Satz an Marktda-
ten, der fiir die Kalibrierung genutzt wurde. Fiir weitere Details der Bestimmung
der Libor-Raten Startwerte sowie der Bondpreise sei erneut auf die Arbeit [San13|
verwiesen.

Um etwas realistischere Gréfsenordnungen zu betrachten, wihlen wir fiir die nach-
folgende Preisbestimmung ein Nominal (Nom) in Hohe von 1 Million Euro.
Der durch Multilevel Monte Carlo Simulationen bestimmte Preis eines solchen
Caplets ergibt sich dann zu

Ve (To) = Nom - 6 B(Ty, T3)EF™s [(LO)(Ty) — K) | Fp,] ~ 670.7671 €,
wobei eine initiale Anzahl an zu simulierenden Pfaden Ngtare = 10* und eine Feh-
lerschranke € = 2 - 1079 vorgegeben wurde.
Bemerkt sei dabei noch, dass sich die Fehlerschranke hier — wie auch im Folgen-
den — auf den Wert des Produkts mit einem Nominal von 1 Euro bezieht. Dies
bedeutet, dass der MSE des Simulationspreises eines Produktes mit Nominal von
1 Euro die Fehlerschranke €? einhalten soll.

Wenn — wie in dieser Arbeit — von einem Libor Marktmodell mit deterministischer
Volatilitat ausgegangen wird, ist es méglich, Preise fiir Caplets auch analytisch zu
bestimmen. Um hier beispielhaft zu zeigen, dass die in dieser Arbeit vorgestellten
Monte Carlo Methoden korrekte Werte liefern, berechnen wir fiir obiges Caplet
zum Vergleich den exakten Preis. Dies kénnen wir mithilfe von Black’s Formel
zur Bewertung von Caplets, welche wir nachfolgend herleiten, durchfiihren.

In Kapitel 6 haben wir gesehen, dass bei einem Caplet zum (Tenor-)Zeitpunkt
Tn+1 eine Auszahlung in Héhe von 6(L,(T,) — K)* pro Einheit des Nominals
geleistet wird. Betrachten wir dann den unter F; bedingten Erwartungswert die-
ser Auszahlung bzgl. des zur n-ten Libor-Rate gehorigen Forwardmartingalmafes
Pr,.., so erhalten wir fiir ¢ <},

ElTnia [5(L(”) (T,) — K)+’ft]

=E 1 [SLU (Tn) 1o (1, )5 1y [ Fi] — KOPr, , [LT(Th) > K|Fy
LUN(T)
L) (t)
:L(n) (t)éQTnJrl [L(n) (Tn) > K|]:t] - K(;]P)Tn+l [L(n) (Tn) > K‘]:t}’

=L (HE 1[5 Lpo (1> iy 1] — KOPr,  [LU(T) > K|F]

wobei das dquivalente Wahrscheinlichkeitsmaf Q7 ., durch die Mafwechseldichte

d LM (¢
0z, ft:AVOStSTn
d]P)TrH»l L(TL) (O)
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gegeben ist.
Den Preis des Caplets in t erhalten wir dann durch Diskontieren mit dem T}, 1-
Bond als

Vet (8) =B(t, Tner) L™ (6)6Qr, ., [L™(T,) > K|F]
— B(t, Tp11) KoPr, , [L(Ty,) > K| F.

Da (L™ (t)); nach Definition des ForwardmartingalmaRes ein Pr, , ,-Martingal ist,
kénnen die Dynamiken von (L(™(t)); in der Form

wobei W(™ die n-te Komponente eines Wiener-Prozesses bzgl. Pr, 41 darstellt,
angegeben werden.

Auf diese Weise gelangen wir zu derselben Problemstellung wie bei der Bewer-
tung einer Call-Option in einem Black-Scholes Modell mit konstanter Zinsrate
r=0 und einer deterministischen Volatilitdtsfunktion. Dies bedeutet, dass wir den
Capletpreis mithilfe der bekannten Black’s Formel

Vi (8) = B(t, T )S[L ()@ (hy (L™ (1), 1)) = KD(ho (LM (2),8))]  (8.8)

-1

bestimmen kénnen.

Fir das Caplet mit einem Nominal von 1 Million Euro ergibt sich mithilfe von
Black’s Formel dann ein Preis in Hohe von Viaplet (7o) ~ 671.4936 €, was mit
dem obigen Preis bis auf einen Fehler in Hohe von 7.265 - 107° % des Nominals
iibereinstimmt.

Wir sehen also, dass die Simulation tatsichlich sehr nah an den exakten Preis
herankommen kann, je nachdem wie grofs die Fehlertoleranz e gewahlt wird.

8.3 Bewertung von CMS Caps und TARNSs

In diesem Abschnitt wollen wir die Simulationspreise fiir einen CMS Cap und ein
TARN Produkt angeben. Im Unterschied zum Caplet gibt es hier keine einfachen
analytischen Bewertungsformeln. Genau aus diesem Grund miissen iiberhaupt nu-
merische Naherungsverfahren fiir die Bewertung der Derivate herangezogen wer-
den. Fiir die Bewertung der Produkte werden wir die Parameter moglichst pra-
xisnah wéahlen, um anndhernd realistische Ergebnisse zu erhalten.
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Zunichst bewerten wir einen CMS Cap, dessen Laufzeit in T, = 1 beginnt und in
Ty, = 5 endet. Dies bedeutet, dass die Indizes a und b bei einer Tenorintervalllin-
ge von & = 0.5 die Werte 2 bzw. 10 annehmen. Fiir die Laufzeit der ,Constant-
Maturity Swaps® wahlen wir m = 20, also ein Laufzeit der Swaps von 10 Jahren.
Als Strike-Zinssatz wihlen wir die 10-Jahres Swap-Rate K = 1.56 %. Die be-
notigten Startwerte der Libor-Raten L(®(Ty) = L()(Ty) bis LO-1+m=1(Ty) =
L38)(Ty), welche wie alle Marktdaten aus dem der Arbeit [San13] zugrunde lie-
genden Datensatz abgeleitet sind, entnehmen wir der nachfolgenden Tabelle. Der
Bondpreis des benétigten T19-Bonds betragt B(Tp, Tio) = 0.9610 €.

i | LO(Tp) i | LW(Ty) i | LO(Ty)
0 | 0.3220 14 | 2.3651 28 | 3.2827
1 | 0.3460 15 | 2.5363 29 | 3.3826
2 | 0.4203 16 | 2.5991 30 | 2.6301
3 | 0.5124 17 | 2.7607 31 | 2.6710
4 | 0.6367 18 | 2.7988 32 | 2.7122
5 | 0.7318 19 | 2.9505 33 | 2.7540
6 | 0.9724 20 | 2.9272 34 | 2.7962
7 | 1.1103 21 | 3.0647 35 | 2.8390
8 | 1.3726 22 | 3.0327 36 | 2.8823
9 | 1.5404 23 | 3.1577 37 | 2.9262
10 | 1.7631 24 | 2.8987 38 | 2.9706
11 | 1.9440 25 | 2.9925 39 | 3.0157
12 | 2.0893 26 | 3.0877
13 | 2.2681 27 | 3.1844

Tabelle 2: Aus dem zugrunde liegenden Datensatz vom 18.04.2013 abgeleitete
Libor-Raten L(®)(Tp) (in Prozent), welche der Arbeit [San13] entnommen wurden

Mit der Wahl Ngiart = 500 sowie einer Fehlertoleranz von € = 2 - 10™* und einem
Nominal in Héhe von 1 Million Euro erhalten wir mithilfe von Multilevel Monte
Carlo Simulationen fiir den CMS Cap dann einen Preis in Hohe von ungefihr
Vs cap ~ 28808.0398 €.

Die Wahl der initialen Anzahl an zu simulierenden Pfaden sowie der Fehlertole-
ranz richtet sich hier danach, dass zum einen der zeitliche Rechenaufwand nicht zu
grof wird, damit das Verfahren auch fiir die Anwendung in der Praxis interessant
bleibt, und zum anderen der Vorteil der Multilevel Verfahren in Bezug auf den
verringerten Rechenaufwand bei vorgegebener Genauigkeit bzw. Fehlertoleranz
zum Vorschein kommt. Wird Ngtart in Bezug auf € zu grofs gewidhlt, so werden bei
jedem der hoheren Level im Multilevel Verfahren jeweils immer Nggu¢ Simulatio-
nen durchgefiihrt, obwohl die optimale Anzahl an Simulationen deutlich geringer
sein kann. Dies l4sst den Rechen- sowie Zeitaufwand des Multilevel Verfahrens im
Vergleich zum Standard Monte Carlo Verfahren, bei dem auch mit einer kleineren
Schrittweite der hoheren Level viele Simulationen durchgefiihrt werden miissen,
um die geforderte Genauigkeit zu erreichen, zu grof erscheinen. Um fiir diese

71



8.4 Vergleich der numerischen Verfahren

Zwecke passende Werte zu finden, sind verschiedene Parameter-Kombinationen
getestet worden, wobei sich die hier angegeben Werte als geeignet herausgestellt
haben.

Analog zu den Kriterien bei der Parameterwahl zur Bewertung der CMS Caps
werden auch die Parameter zur Bewertung eines TARNs gesetzt. Wir wihlen
dazu ebenfalls eine Fehlertoleranz e = 2 - 10~%. Die initiale Anzahl an zu simulie-
renden Pfaden wird hier als Nggapre = 1000 gewéhlt.

Fiir die nachfolgende Bewertung wihlen wir einen TARN mit Laufzeit von 5 Jah-
ren, d.h. es werden b = 10 sowie T, = 5 gesetzt. Die benotigten Libor-Raten
Startwerte L) (Tp) bis L) (Tp) kénnen wieder obiger Tabelle 2 entnommen wer-
den. Der benétigte Bondpreis B(Ty, T10) = 0.9610 € wurde ebenso schon bei der
Bewertung des CMS Caps verwendet. Als Zielkupon wihlen wir eine Rendite von
R =10 % und den Strike-Zinssatz des strukturierten Kupons als K = 2 % sowie
einen ,gearing-Faktor g = 2.

Bei der Wahl dieser Parameter und einem erneuten Nominal in Héhe von 1 Million
Euro ergibt sich der Wert eines TARNs zu Vi{zx ~ 13257.3437 €.

8.4 Vergleich der numerischen Verfahren

Im Folgenden wollen wir nun den erforderlichen Rechenaufwand des Multilevel
Monte Carlo (MLMC) Verfahrens und des Standard Monte Carlo (StdMC) Ver-
fahrens vergleichen. Die Multilevel Monte Carlo Verfahren werden wir dabei zum
einen unter Verwendung des Euler-Maruyama Diskretisierungsverfahrens, zum an-
deren unter Verwendung des Milstein Diskretisierungsverfahrens betrachten.

Fiir die Bestimmung der Standard Monte Carlo Preise nutzen wir den Schitzer

wobei Pg ) fiir alle j einen simulierten Payoff darstellt. Zu kléren ist dabei, fiir
welchen Level L, d.h. beziiglich welcher konstanten Diskretisierungsschrittweite
hr, die Pfade simuliert werden sollen, mit denen dann die Preise der Derivate
bestimmt werden konnen.

Um den Bias abschitzen und damit dieselbe Konvergenzbedingung wie beim
Multilevel Monte Carlo Verfahren nutzen zu konnen, miissen wir allerdings auch
hier Simulationen fiir verschiedene Diskretisierungslevel durchfiihren. Analog zum
Multilevel Verfahren beginnen wir folglich mit den Pfadsimulationen des Levels 0
und erhéhen den Diskretisierungslevel L solange, bis der Bias ausreichend klein
ist, was durch den Konvergenztest

max{|Ep|, M~V Er_1|} < —=(M —1)e (vgl. (3.22))

V2

iiberpriift werden kann. Zu bemerken ist allerdings, dass fiir die Preisschitzung
selbst nur die bzgl. des feinsten Levels L simulierten Pfade genutzt werden und wir
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die Simulationen fiir die vorherigen Level durchfiihren miissen, damit der Bias des
Schitzers approximiert und durch die Nutzung desselben Konvergenzkriteriums
Vergleichbarkeit der Verfahren hergestellt werden kann.

Des Weiteren muss auch fiir den Standard Monte Carlo Schitzer die Varianz
ausreichend klein gehalten werden. Dazu miissen wir fiir jeden Level [ je

N, = [2¢2V[P]] (8.9)

Pfade simulieren, denn auf diese Weise besitzt der Monte Carlo Schétzer die Va-
rianz

. 1 (i 1 . (89) 1

VY] = V=Y PV = —V[P] < =&,
Np i3 Np 2

was wir fiir die Einhaltung der vorgegebenen Fehlerschranke bendtigen. Bei der
Simulation wird die unbekannte Varianz V[Pr] dazu natiirlich wieder mithilfe der
Stichprobenvarianz der simulierten Samples approximiert.

Im Folgenden wollen wir nun die Konvergenzraten der verschiedenen Verfah-
ren zum einen anhand der Stichprobenvarianzen V; der Samplepreise bzw. der
Multilevel-Preisdifferenzen, zum anderen anhand des Durchschnitts der Sample-
preise bzw. der Multilevel-Preisdifferenzen vergleichen und numerisch zeigen, dass
die theoretisch hergeleiteten Konvergenzraten erreicht werden kénnen. Ferner wer-
den wir den numerischen sowie zeitlichen Rechenaufwand der drei verschiedenen
Verfahren vergleichen.

Beginnen wollen wir mit der Konvergenz der Verfahren. Um die Konvergenzraten
besser ableiten zu konnen, haben wir bei der Simulation die Durchfiihrung der
Algorithmen bis zum Level 4 erzwungen und die Abbruchbedingung zu diesem
Zweck nicht beachtet. In der Abbildung 4 werden die erhaltenen Ergebnisse ein-
mal fiir den CMS CAP und einmal fiir den TARN dargestellt.

In den jeweils linken Plots der Abbildung ist — wie in [Gil08a| — der Logarithmus
zur Basis M der Stichprobenvarianz V; der Samplepreise bzw. Preisdifferenzen
gegen den Level [ aufgetragen.

Doch wie lassen sich die dargestellten Ergebnisse interpretieren? In Gleichung
(3.6) aus Kapitel 3.2 haben wir gesehen, dass die Varianz V; mit der Ordnung
O(h;) konvergiert, falls beim Multilevel Verfahren eine starke Konvergenzrate 1/2
des Diskretisierungsverfahrens vorliegt. Dies ist, wie wir gesehen haben, unter
Verwendung des Euler-Maruyama Verfahrens der Fall. Die O(h;)-Konvergenz ist
nun dquivalent dazu, dass die Gleichung

log (Vi) ~ logyy (chy) = logy (eM'T)
= log (M) + logy (¢T') = —1 4 logy, (T (8.10)
erfiillt ist. Mit der Aquivalenz von Gleichung (8.10) zur Gleichung

Olog (V1)

=-1
ol
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Abbildung 4: Stichprobenvarianzen und durchschnittliche Preisdifferenzen fiir die
verschiedenen Level bei der Bewertung von CMS Caps (oben) und TARNSs (unten)

sollten wir in den linken der beiden Plots beim Multilevel Verfahren mit einer
Euler-Maruyama Diskretisierung also eine ungefihre Steigung von —1 erwarten.
Dies fithrt dazu, dass wir fiir eine leichtere Beobachtung der Konvergenzrate in
der Abbildung 4 gerade den Logarithmus zur Basis M verwenden.

Das Milstein Diskretisierungsverfahren besitzt eine starke Konvergenzrate von 1,
was theoretisch zu einer Konvergenzordnung O(h?) der Varianz V; fiihrt. Dies be-
deutet, dass in den beiden jeweils linken Plots fiir das Multilevel Verfahren mit
Milstein Diskretisierung eine ungefdhre Steigung von —2 erkennbar sein sollte.

Bei einem Blick auf die beiden Plots lésst sich dieses Verhalten tatsdchlich zu-
mindest erahnen. Klar wird hingegen, dass die Varianz V; der Korrekturterme fiir
das Multilevel Verfahren unter Benutzung einer Milstein Diskretisierung deutlich
schneller sinkt als die des Multilevel Verfahrens unter Verwendung einer Euler-
Maruyama Diskretisierung.

Neben der Beobachtung der Konvergenzraten der verwendeten Diskretisierungs-
verfahren kénnen wir auch den varianzreduzierenden Effekt des Multilevel Ver-
fahrens erkennen. Dieser kommt dadurch zustande, dass die Stichprobenvarianz
der Preisdifferenzen, welche den urspriinglich bestimmten Preis immer weiter kor-
rigieren, im Vergleich zur konstant bleibenden Varianz des Standard Monte Carlo
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Schétzers fiir hohere Level immer kleiner wird. Dass die Steigungen in beiden Fil-
len nicht ganz die theoretisch vorhergesagten Werte erreichen, liegt zum einen an
der Abweichung, die generell bei numerischen Verfahren vorzufinden ist, wodurch
immer Ausreifer oder Ahnliches zustande kommen kénnen, zum anderen daran,
dass die Konvergenzrate theoretisch auch nur etwas liber Grenzwerte aussagt. In
der Theorie wird nur eine Aussage fiir sehr grofe Level | getroffen. Dariiber hin-
aus kann auch die Konstante in der Definition der Konvergenzrate zu einer leicht
verdnderten Rate bzw. Steigung fiihren.

In den jeweils rechten Plots der Abbildung 4 ist fiir das Standard Monte Car-
lo Verfahren der Logarithmus zur Basis M des Durchschnitts aller simulierten
Samplepreise des jeweiligen Levels gegen den Level [ aufgetragen. Fiir die beiden
Multilevel Monte Carlo Verfahren sehen wir den Logarithmus zur Basis M des
Durchschnitts aller simulierten Korrekturterme bzw. Preisdifferenzen in Abhén-
gigkeit des jeweiligen Levels | > 0. In diesen Plots impliziert eine approximative
Steigung von —1 die Konvergenzordnung O(h;) des Erwartungswertes E[P,—P,_].
Diese lasst sich durchaus erkennen, wenn wir uns die jeweiligen Geraden ein wenig
um Ausreifer bereinigt vorstellen.

Nachdem wir nun die behauptete Konvergenz der Monte Carlo Verfahren nume-
risch bekraftigt haben, wollen wir nun zum wichtigsten Giitekriterium der Ver-
fahren kommen. Das vorrangige Ziel der Arbeit besteht schlieflich darin, den
Rechenaufwand des klassischen Monte Carlo Verfahrens zu verringern.

Bevor wir die zugehorigen Ergebnisse betrachten, wollen wir aber noch darauf
eingehen, wie genau sich der numerische Rechenaufwand fiir die Bewertung von
CMS Caps und TARNs zusammensetzt.

Zu bemerken ist zunfichst, dass bei der Bestimmung des Rechenaufwands die An-
zahl der fiir die Preisberechnung erforderlichen Libor-Raten keine Rolle spielt.
Die Simulation je eines Vektors von Wiener-Inkrementen wird als eine Einheit
Aufwand gewertet. Alternativ konnte man jede dieser Einheiten selbstverstand-
lich auch mit der Lénge des jeweiligen Vektors, also der Anzahl der Libor-Raten,
welche simuliert werden miissen, multiplizieren. Dies wiirde die Zahlen jedoch nur
weiter vergrofern und die Vergleichbarkeit der Verfahren untereinander nicht be-
einflussen.

Der Rechenaufwand fiir das wie oben definierte Standard Monte Carlo Verfahren
ergibt sich fiir einen CMS Cap damit zu

L

CMS C N

Conc " =Y _(b—1)NM',
1=0

da fiir die je b—1 Tenorintervalle [0,4], ..., [(b — 2)d, (b — 1)d] jeweils N; diskrete

Libor-Raten-Pfade mit M! Diskretisierungsstellen simuliert werden miissen.
Fiir das Multilevel Verfahren wird in analoger Weise ein Rechenaufwand in der
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Hohe
L

Cimne™ = (b= DNg* + 3" (b — N (M! + M'1)
=1

benotigt, welcher nach Definition des numerischen Rechenaufwands fiir die Milstein-
Variante ebenso zu berechnen ist. Die Summe M! + M~ kommt dabei dadurch
zustande, dass die Simulation des Pfades bzgl. der feineren Schrittweite fiir das
l-te Level M! Diskretisierungsschritte pro Tenorintervall erfordert und fiir die Si-
mulation des Pfades bzgl. der gréberen Schrittweite M!~! Diskretisierungsschritte
pro Tenorintervall ben6tigt werden.

In Abbildung 5 kénnen wir sehen, dass bei der Bewertung beider Produkte der
numerische sowie auch der zeitliche Rechenaufwand des Multilevel Monte Carlo
Verfahrens im Vergleich zum Standard Monte Carlo Verfahren tatséchlich deut-
lich verringert wird. Ebenso ist zu sehen, dass auch der Einsatz des Milstein
Diskretisierungsverfahrens statt des Euler-Maruyama Diskretisierungsverfahrens
den Rechenaufwand noch einmal deutlich verringern kann, wie es die theoreti-
schen Ergebnisse suggeriert haben.

Bei der Bewertung des CMS Caps wird der numerische Rechenaufwand bei der
vorliegenden Simulation durch den Einsatz des Multilevel Verfahrens zusammen
mit der Milstein Diskretisierung im Vergleich zum Standard Monte Carlo Verfah-
ren ungefdhr um den Faktor 16 verringert. Der zeitliche Aufwand hat sich von
ca. 3000 Sekunden auf ca. 440 Sekunden, also immerhin fast um den Faktor 7,
verringert. Bei der Bewertung des TARNSs ergibt sich eine Verringerung des nume-
rischen Rechenaufwands in etwa um den Faktor 37 sowie des zeitlichen Aufwands
hier ebenfalls ungefadhr um den Faktor 7.

Nachdem wir die zentralen numerischen Ergebnisse nun angegeben und erldutert
haben, wollen wir noch auf einige Details der Ergebnisse eingehen.

Besonders auffillig bei der Erstellung der Ergebnisse ist gewesen, dass die Vortei-
le des Multilevel Verfahrens erst oder besonders bei der Simulation der héheren
Level zum Vorschein kommen, was vor allem bei der Betrachtung der Plots, die
den Rechenaufwand der Verfahren angeben, zum Vorschein kommt (vgl. Abbil-
dung 5). Dies bedeutet im Umkehrschluss auch, dass das Multilevel Verfahren
bei niedriger geforderter Genauigkeit, welche nur eine geringere Anzahl an zu si-
mulierenden Leveln erfordert, im Vergleich zum Standard Monte Carlo Verfahren
keine Vorteile bringt oder sogar einen hoéheren Zeitaufwand benétigt. Je mehr
Level jedoch simuliert werden miissen, desto vorteilhafter wird auch der Einsatz
des Multilevel Verfahrens. Dies liegt daran, dass beim Multilevel Verfahren fiir
die niedrigen Level vergleichsweise sehr viele Pfade simuliert werden miissen, fiir
die hoheren Level jedoch stetig deutlich weniger Samplepfade bendtigt werden,
welche mit hohem Zeitaufwand simuliert werden miissen. So werden bei der Be-
wertung des TARNS fiir den 0-ten Level in obiger Simulation beispielsweise noch
No* = 179625 Samplepfade benétigt, fiir die nachfolgenden Level sind dann je-
doch nur noch N1* = 11115, No* = 1755 und letztlich sogar nur N3* = 180 Pfade
zu simulieren gewesen.
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8 NUMERISCHE ERGEBNISSE
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Abbildung 5: Numerischer sowie zeitlicher Rechenaufwand der Monte Carlo Ver-
fahren bei der Bewertung von CMS Caps (oben) und TARNs (unten) fiir die
verschiedenen Level

Eine weitere Auffilligkeit, die bei der Erstellung der numerischen Ergebnisse zum
Vorschein gekommen ist, ist, dass das Multilevel Verfahren einen héheren Aufwand
bendtigen kann als das Standard Monte Carlo Verfahren, falls die Payoff-Funktion
schon von sich aus eine sehr geringe Varianz aufweist. Dies ist beispielsweise der
Fall, wenn bei einem TARN ein geringer Zielkupon R geboten wird, welcher bei
der Simulation der Libor-Raten-Pfade folglich mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit
erreicht wird, was zur vorzeitigen Beendigung des TARNS fiihrt. Dies liefert dann
in sehr vielen Fillen einen relativ &hnlichen Samplepreis, was zu einer geringen
Stichprobenvarianz fithrt. Wird im obigen Anwendungsfall der Zielkupon zum Bei-
spiel als R = 5 % gewihlt, so konnen wir sehen, dass der zeitliche Rechenaufwand
des Multilevel Verfahrens bei gleicher Genauigkeit e tatsichlich héher ist als der
des Standard Monte Carlo Verfahrens. Erh6hen wir zusétzlich die Fehlerschranke
€ leicht auf e = 5-10~% und belassen alle anderen Parameter bis auf den Zielkupon
wie oben bei der Bewertung des TARNS, so wird fiir das Standard Monte Carlo
Verfahren in etwa eine Zeit von 95 Sekunden, fiir das Multilevel Monte Carlo Ver-
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8.4 Vergleich der numerischen Verfahren

fahren unter Benutzung des Euler-Maruyama Diskretisierungsverfahrens jedoch
eine Zeit von ungefihr 140 Sekunden bendétigt. Dabei wird jeweils bis einschliefs-
lich zum zweiten Level simuliert.

Abschliefsend kénnen wir jedoch festhalten, dass sich die im Theorie-Teil progno-
stizierten Verbesserungen im Vergleich zum Standard Monte Carlo Verfahren in
vielen Fillen durchaus auch in der Anwendung bestétigen lassen, sofern ein ge-
wisser Grad an Genauigkeit erforderlich ist, was in der Praxis sicher meist der
Fall ist, wenn Zinsderivate bewertet werden sollen.

78



9 FAZIT UND AUSBLICK

9 Fazit und Ausblick

Wie wir in dieser Arbeit, vor allem im vorangehenden Kapitel, gesehen haben,
lasst sich der zur Bewertung von Zinsderivaten im Libor Marktmodell notwendige
Rechenaufwand durch den Einsatz eines Multilevel Monte Carlo Verfahrens im
Vergleich zur Standard Monte Carlo Methode deutlich verringern. Dariiber hin-
aus haben wir gesehen, dass der Einsatz eines Diskretisierungsverfahrens héherer
Ordnung, nédmlich des Milstein Verfahrens, den Rechenaufwand — im Vergleich
zum Euler-Maruyama Diskretisierungsverfahren — bei gleicher Genauigkeit noch
weiter verringert. Dabei sichert uns der zentrale Satz dieser Arbeit theoretisch zu,
dass das Multilevel Verfahren im Allgemeinen anwendbar ist und die gewiinschte
Verringerung des Rechenaufwands erzielt werden kann. Bei der Darstellung der
numerischen FErgebnisse haben wir sogar gesehen, dass auch in Féllen, in denen
nicht alle Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind, deutliche Einsparungen beim
Rechenaufwand erreicht werden kénnen, wenn das Multilevel Verfahren eingesetzt
wird.

Ausgehend von dieser Grundlage entstehen viele weitere interessante Ansatzpunk-
te, welche weiter untersucht werden konnten.

Ein mogliches Thema fiir weitere Untersuchungen ist beispielsweise die Analyse,
inwieweit sich die Ergebmnisse auf Derivate mit Payoff-Funktionen, welche Un-
stetigkeitsstellen besitzen, iibertragen lassen. Im Libor Marktmodell wéren dabei
z.B. TARNSs in der Version als ,Notes* oder auch sogenannte ,Autocallables®, wel-
che eine Art von exotischen Barriere-Optionen auf Bonds darstellen, interessante
Derivate.

Eine andere duflerst interessante Art von Derivaten, welche wir bislang nicht be-
trachtet haben, sind sicher auch pfadabhéngige Derivate wie z.B. Bermuda Swap-
tions oder Asiatische und Amerikanische Optionen auf Libor-/Euribor-Zinssétze.
In [GDR13| haben Giles et al. beispielsweise die Verwendung des Milstein Diskreti-
sierungsverfahrens u.a. fiir pfadabhéngige Asiatische oder Lookback-Optionen mo-
dellunabhingig im Kontext von Multilevel Monte Carlo Verfahren untersucht. Da-
bei ist gezeigt worden, dass durch die Verwendung des Milstein Verfahrens zusam-
men mit der Verwendung einer sogenannten ,Brownschen Interpolation” &hnliche
Ergebnisse wie bei der Betrachtung von Lipschitz-stetigen Payoff-Funktion erzielt
werden kénnen.

Ein weiteres, interessantes zu untersuchendes Themengebiet ist die Betrachtung
von Derivaten in anderen Modellen, in denen bei der Simulation die Verwendung
der sogenannten ,Lévy areas” notwendig ist. In dieser Arbeit haben wir vorgestellt,
wie wir in solchen Fillen auch ohne eine aufwindige Simulation dieser ,Lévy are-
as” mithilfe der ,antithetischen Variablen® einen prazisen Multilevel Monte Carlo
Schétzer erhalten kénnen. Dies kénnte dann z.B. in einem Libor Marktmodell mit
stochastischer Volatilitat angewendet werden.

Ferner ist es sicherlich lohnend, weitere Varianzreduktionsmethoden zusammen
mit dem Multilevel Monte Carlo Verfahren zu testen. Dabei ist zu untersuchen,
ob auch bei Verwendung des Multilevel Verfahrens &hnliche (zusétzliche) Verbes-
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serungen, die sich im Vergleich der Standard Monte Carlo Methode mit varianz-
reduzierten Monte Carlo Methoden herausstellen, zu erreichen sind.

Auferdem konnte, wie es haufig in der Literatur (siehe z.B. [Fri07]) zu finden ist,
bei der Marktkalibrierung eine Rangreduzierung des zugrunde liegenden Wiener-
Prozesses durchgefiihrt und gleichzeitig die Parameter im Volatilitdtsterm der dem
Libor Marktmodell zugrunde liegenden SDE dementsprechend angepasst werden.
Dies liefe sich zusammen mit den vorgestellten Verfahren umsetzen und koénnte
den Rechenaufwand, der fiir die Erzeugung der Wiener-Prozesse notwendig ist,
noch zusétzlich verringern.
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A ANHANG

A Anhang

A.1 Marktdaten

An dieser Stelle wollen wir zuletzt die fiir die Kalibrierung erforderlichen Markt-
daten, welche aus einem Datensatz vom 18.04.2013 stammen und aus der Arbeit
[San13| iibernommen werden, in den nachfolgenden Tabellen angegeben. Es han-
delt sich dabei um die fiir die Bestimmung der aktuellen Bondpreise und der
aktuellen Libor-Raten L(Tp) notwendigen Swap-Raten, sowie die fiir die Bestim-
mung der Parameter in den Korrelations- und Volatilitdtsfunktionen des Modells
notwendigen (impliziten) Cap- bzw. Caplet- und Swaption-Volatilitdten.

Bemerkung A.1
Bei den vorliegenden Daten handelt es sich um einen Datensatz, der auf Euribor-
Zinssdtzen basiert. In der Theorie macht es jedoch keinen Unterschied, ob wir mit
Libor- oder Euribor-Zinssitzen arbeiten. Ublicherweise wird deshalb immer von
Libor-Zinssitzen gesprochen, weshalb wir diese Bezeichnung auch in dieser Arbeit
verwendet haben.

b Rgf;ap(:ro ) b jo;ap(To)
1| 03220 14| 1.1290
2 | 0.3340 16 | 1.2845
3| 0.3627 18 | 1.4280
4 | 0.4000 20 | 1.5595
6 | 0.4942 22 | 1.6760
8 | 0.6294 24 | 1.7795
10| 0.7915 30 | 2.0108
12| 0.9630 40 | 2.1735

Tabelle 3: Swap-Raten Rg;f,ap(To) (in Prozent) vom 18.04.2013

b O'f’sz b Jssz
2 | 108.70 16 | 49.40
4 | 81.44 18 | 45.15
6 | 81.89 20 | 41.70
8 | T74.58 24 | 37.45
10 | 68.54 30 | 32.75
12 | 61.70 40 | 29.70
14 | 54.40

Tabelle 4: (Implizite) ,at-the-money* Cap-Volatilitdten Uf 2PM

18.04.2013 fiir Caps mit Laufzeit iiber das Intervall [17, T3]

(in Prozent) vom

)
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A.1 Marktdaten

i | oM i | oM i | oM
1 | 108.70 14 | 35.15 27 | 22.67
2 | 75.58 15 | 34.79 28 | 21.95
3 72.81 16 | 31.66 29 | 21.45
4 | 81.62 17 | 29.16 30 | 19.85
5 84.22 18 | 27.80 31 | 19.92
6 | 71.56 19 | 27.67 32 | 20.28
7 | 60.66 20 | 27.98 33 | 20.95
8 | 60.19 21 | 28.52 34 | 21.97
9 | 58.51 22 | 28.31 35 | 23.38
10 | 51.99 23 | 27.77 36 | 25.20
11 | 44.39 24 | 25.91 37 | 27.51
12 | 37.73 25 | 24.68 38 | 30.36
13 | 34.59 26 | 23.59 39 | 33.88
Tabelle 5: (Implizite) ,at-the-money* Caplet-Volatilititen o™ (in Prozent) vom
18.04.2013
al\j 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
1 94.66 85.90 76.30 65.80 56.60 4890 43.60 39.80 37.10 35.10
2 | 75.82 75.60 68.80 59.90 52.75 46.95 42.90 39.90 37.80 36.00
4 | 77.27 66.10 58.00 50.05 46.25 42.15 39.25 3740 35.30 34.05
6 | 63.68 55.06 4855 44.00 40.85 37.85 36.20 33.90 32.60 31.65
8 |50.92 4540 40.35 37.60 3550 33.45 31.75 30.75 29.95 29.35
10 | 41.44 37.80 3520 33.25 31.70 30.40 29.45 28.70 28.15 27.75
12 135,95 33.09 31.29 29.90 2891 2798 27.37 2690 26.54 26.39
14 1 30.92 28.75 27.65 26.80 26.30 25.75 25.40 2520 25.10 25.10
16 | 28.73 27.08 26.19 25.53 25.51 2481 2455 24.56 24.82 24.64
18 | 26.34 25.34 24.62 24.28 24.63 23.77 23.81 23.92 24.54 24.17
20 | 24.07 2355 23.20 23.00 23.70 23.00 23.15 23.35 24.30 23.75
SM

Tabelle 6: (Implizite) ,at-the-money“ Swaption-Volatilitdten o

(in Prozent)

vom 18.04.2013 fiir Swaptions mit Falligkeit der Option in a halben Jahren (6 =
0.5) und Laufzeit der Swaps von j halben Jahren
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