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Einleitung

Barriereoptionen sind beliebte Finanzinstrumente. Sie sind fiir Investoren interessant,
die an eine begrenzte Verdnderung der Kurse glauben. Zum Beispiel zieht ein Investor,
der an einen beschrankten Anstieg der Kurse glaubt, einen Up-and-out Call einem Plain
Vanilla Call vor, da ersterer giinstiger ist.

Da Barriereoptionen zu den exotischen Optionen gehdren, werden sie aulerborslich ge-
handelt. Fiir Finanzinstitute, die Barriereoptionen verkaufen, stellt sich daher die Frage,
wie Barriereoptionen bewertet werden kénnen. Die Schwierigkeit hierbei ist, dass die un-
sichere zukiinftige Auszahlung einer Barriereoption nicht nur vom Kurs des Underlyings
zur Filligkeit der Option abhéngt, sondern auch davon, ob der Underlyingkurs vor der
Filligkeit eine Schranke der Option erreicht.

In der vorliegenden Masterarbeit wird die Put-Call Symmetrie vorgestellt, mit der man
Barriereoptionen ohne spezifische Modellannahmen bewerten kann. Die klassische Put-
Call Symmetrie ist eine Gleichung mit skalierten Preisen von Call- und Putoptionen mit
unterschiedlichen Strikes, wobei das geometrische Mittel der Strikes dem Forwardpreis
des Underlyings entspricht. Durch eine Verallgemeinerung hiervon wird die geometrische

Put-Call Symmetrie definiert, mit der man Barriereoptionen semistatisch hedgen kann.

Die Gliederung sieht wie folgt aus. Im ersten Kapitel wird gezeigt, dass die klassische
Put-Call Symmetrie in einem arbitragefreien Black-Scholes Modell mit konstanten Ko-
effizienten gilt. Dabei wird eine Bedingung (a)o fiir den Forwardpreisprozess der Aktie
verwendet, die im zweiten Kapitel zur Definition der geometrischen Put-Call Symmetrie
verallgemeinert wird.

Im ersten Abschnitt des zweiten Kapitels wird der Aufbau des Finanzmarktmodells dar-
gestellt, das der restlichen Arbeit zugrundeliegt. Im zweiten Abschnitt wird die geome-
trische Put-Call Symmetrie durch eine verallgemeinerte Form von (a) fiir eine beliebige
Stopzeit 0 < 7 < T definiert. Aulerdem werden drei zu (a), dquivalente Bedingun-
gen angegeben. Im dritten Abschnitt werden Beispiele fiir Modelle angegeben, in denen

die geometrische Put-Call Symmetrie gilt. Es wird ein Volatilitdtsmodell mit stochas-



tischer und lokaler Volatilitat betrachtet und es wird die Frage beantwortet, wann die
geometrische Put-Call Symmetrie in diesem Modell gilt. Insbesondere wird in einem Spe-
zialfall gezeigt, dass die geometrische Put-Call Symmetrie im Black-Scholes Modell mit
zeitabhéngigen, deterministischen Koeffizienten gilt. Im vierten Abschnitt wird mit der
arithmetischen Put-Call Symmetrie eine weitere Symmetrie im Finanzmarkt definiert
und ein Zusammenhang zur geometrischen Put-Call Symmetrie gezeigt.

Das dritte Kapitel befasst sich mit der Bewertung von Barriereoptionen mithilfe der
geometrischen Put-Call Symmetrie. Dazu wird zunéchst beispielhaft gezeigt, wie man
einen Down-and-In Call im Black-Scholes Modell mit konstanten Koeffizienten mithil-
fe der klassischen Put-Call Symmetrie semistatisch hedgen kann. Im ersten Abschnitt
wird dies fiir einseitige Barriereoptionen im unter 2.1 beschriebenen Finanzmarkt ver-
allgemeinert. Aulerdem wird gezeigt, dass mithilfe der geometrischen Put-Call Symme-
trie die Wahrscheinlichkeit, dass die Schranke einer einseitigen Barriereoption vor deren
Filligkeit erreicht wird, mit dem Anfangspreis des T-Bonds und den Anfangspreisen von
Plain Vanilla Optionen bestimmt werden kann. Im dritten Abschnitt wird dargestellt,
wie man mithilfe eines Hilfsprozesses Barriereoptionen semistatisch hedgen kann, wenn
die geometrische Put-Call Symmetrie nicht fiir den Underlyingkursprozess gilt.

Das vierte Kapitel fasst die Ergebnisse der Arbeit zusammen.

Hiermit versichere ich, dass ich die vorliegende Masterarbeit selbststéindig verfasst habe
und dass ich keine anderen Quellen und Hilfsmittel als die angegebenen benutzt habe.
Die Stellen der Arbeit, die anderen Werken - auch elektronischen Medien - dem Wortlaut
oder Sinn nach entnommen wurden, sind unter Angabe der Quelle kenntlich gemacht

worden.

Miinster, den 05.08.2013



1 Die klassische Put-Call Symmetrie
im Black-Scholes Modell mit
konstanten Koeffizienten

Die klassische Put-Call Symmetrie ist eine Gleichung mit skalierten Preisen von Call-
und Putoptionen mit unterschiedlichen Strikes, wobei das geometrische Mittel der Strikes
dem Forwardpreis des Underlyings entspricht.

Genauer:

C(0,K,T) _ P(0.5.T) (1.1)

VK N
K
wobei My den Forwardpreis des Underlyings zum Termin T in 0 bezeichnet, C'(0, K, T)

den Anfangspreis eines Calls mit Strike K und Falligkeit T und P(0, MYg,T) den An-

fangspreis eines Puts mit Strike %3 und Falligkeit T.

Zum Beispiel bedeutet dies, falls der Forwardpreis des Underlyings zum Termin T in
0 100 Euro betrégt, dass ein Call mit Strike 200 Euro denselben Anfangspreis hat wie
zwei Puts mit Strike 50 Euro.

Es stellt sich nun die Frage, welche Bedingungen die Entwicklung des Underlyings
erfiillen muss, damit dieser nicht offensichtliche Zusammenhang zwischen Call- und Put-
preisen gilt.

Im Folgenden wird zunéchst gezeigt, dass die klassische Put-Call Symmetrie in einem
arbitragefreien Black-Scholes Modell mit konstanten Koeffizienten gilt. Die Darstellung
des Modellaufbaus basiert auf § 6 in [5] und (1.1) in [4].

Das Black-Scholes Modell mit konstanten Koeffizienten ist ein zeitstetiges Finanzmarkt-
modell mit endlichem Handelszeitraum [0, T| und zwei Finanzgiitern. Da angenommen
wird, dass das Modell arbitragefrei ist, existiert ein dquivalentes Martingalmafl P.

Das erste Finanzgut (Geldmarktkonto) ist eine festverzinsliche Anlage mit stetiger Ver-
zinsung mit der konstanten Zinsrate r > 0.

Bzgl. P erfiillt der Preisprozess des Geldmarktkontos (5;)o<:<r die folgende stochastische



Differentialgleichung;:
dp; = Byrdt mit Anfangswert Sy = 1

Diese wird gelost durch:
Br=¢e" firalle0 <t <T

Das zweite Finanzgut (Aktie) ist risikobehaftet. Die Quelle des Zufalls erhélt man durch
einen eindimensionalen Wiener-Prozess (W;)o<:<r. Die Volatilitdt wird mit o > 0 be-
zeichnet.

Bzgl. P erfiillt der Preisprozess der Aktie (S;)o<i<r die folgende stochastische Differen-
tialgleichung;:

dS; = Syrdt + S;odW; mit Anfangswert Sy = s¢o > 0
Diese wird geltst durch:
Sy = 5o W3 fiiralle 0 <t < T (1.2)

Der Informationsverlauf ist gegeben durch die Wiener-Filtration (F;)o<i<r des Wiener-

Prozesses (W})o<t<r.

Es wird angenommen, dass die Aktie das Underlying der betrachteten Optionen ist.
Der Forwardpreisprozess der Aktie zum Termin T wird mit (M;)o<¢<r bezeichnet.
Es gilt:

M, = S,e" ™Y firalle0<t<T (1.3)
Sei M das MaB definiert durch
dM| My
dP T My

Mit E¥ bzw. EM wird der Erwartungswert unter P bzw. unter M bezeichnet.

Eine Moglichkeit zu zeigen, dass die klassische Put-Call Symmetrie in einem arbitrage-
freien Black-Scholes Modell mit konstanten Koeffizienten gilt, besteht darin, die Gleich-
heit (1.1) mithilfe der Black-Scholes Formel (vgl. (6.7) in [5]) und der Put-Call Paritét
(vgl. (1.9) in [5]) nachzurechnen.

Im Folgenden wird allerdings eine andere Moglichkeit gewéhlt, die sich auf allgemeinere

Finanzmarktmodelle iibertragen lésst.



Dazu wird die folgende Behauptung verwendet:
Behauptung: (a), Die Verteilung von ¥ unter P ist gleich der Verteilung von o

MO MT
unter M.

Beweis: Da M, eine Konstante ist, ist (a)o dquivalent zu:

M

Um (a')p zu beweisen, wird gezeigt, dass (M;)o<i<r bzgl. P die gleiche stochastische
2

Differentialgleichung erfiillt wie (%)OStST bzgl. M.
Mit (1.2) folgt aus (1.3)

a')o Die Verteilung von Mp unter P ist gleich der Verteilung von M§ nter M.
T

_1,2 —
M, = Soert—i-aWt 50 ter(T t)

_1_2
— SoerTeaVVt 50°t

= Moe®V 27" fiiralle 0 <t < T (1.4)
Bzgl. P erfullt (M;)o<i<r somit die folgende stochastische Differentialgleichung:
dM, = M,odW, mit Anfangswert M, = soe"" (1.5)

Da (M;)o<t<r €in Martingal bzgl. P ist, gilt:

dM Mr
. = BRI
dIP) |]'—t [MO |”Ft]
1
= —E M
YA [Mr|F]
M,

:Mo firalle 0 <t <T

Mit (1.4) folgt
dM| B Moethféazt
Pt T My
= W27t fiiralle 0 <t < T
Nach dem Satz von Cameron, Martin, Girsanov ist (Wt)ogtgp, definiert durch

W, =W, —ot fiiralle0 <t <T,

ein Wiener-Prozess bzgl. M.



Bzgl. M erfiillt (M;)o<i<r somit die folgende stochastische Differentialgleichung:
dM, = M,odW, + M,c*dt mit Anfangswert My = spe””

Anwenden der [to-Formel liefert:

Mg Mo 1 MG
M MO2 2 MO 2 2
M2 MtO'th Mt2 MtO' dt + MM o“dt
M2
= —ﬁUth
t

Definiere
W,:=—-W, firalle0<t<T

Dann ist (Wt)0<t<T ein Wiener-Prozess bzgl. Ml und ( )0<t<T erfiillt die folgende sto-
chastische Differentialgleichung bzgl. M:
M2 M2 —
dﬁt = ﬁzath mit Anfangswert My = spe™” (1.6)
Somit erfiillt (M;)o<i<7 bzgl. P die gleiche stochastische Differentialgleichung wie (%‘f)ogtST
bzgl. M (vgl. (1.5) und (1.6)).
]

Da die Zinsrate r deterministisch ist, ist das Forwardmartingalmafl zum Termin T Pp

gleich dem &quivalenten Martingalmafl P. Somit gilt:

C0,K,T)=e " TE""(Sy — K)" = e E¥(Sp — K)*

und
M M M
P T e T EPr — ¢ "TEP +
(0,2, 7) = e B (52 = 57" (2 - 5r)
Wegen (1.3) gilt:
Mz = Sr

Um zu beweisen, dass (1.1) gilt, bleibt folglich zu zeigen:

K M}
E¥(Mp — K)" = —E* (=2 — M.
(Mr = K) M, % )’



Anwenden von (a)g liefert:

M,
E¥(Mp — K)© = EM(Z=2 — K)*
My
M, My
= EP(=0 _ gytE==
[(MT ) MO]
K o M?
= —EF (=2 — M)t
M, (& 7)

Somit gilt die klassische Put-Call Symmetrie in einem arbitragefreien Black-Scholes Mo-

dell mit konstanten Koeffizienten.

Der Beweis zeigt, dass die Giiltigkeit von Behauptung (a)y entscheidend dafiir ist, dass
die klassische Put-Call Symmetrie gilt.

Im néchsten Kapitel wird diese Beobachtung verallgemeinert. Zum einen wird ein all-
gemeineres Finanzmarktmodell betrachtet. Zum anderen wird in Behauptung (a)y der

Zeitpunkt 0 durch eine beliebige Stopzeit 0 < 7 < T ersetzt.



2 Put-Call Symmetrie

Die Ausfithrungen in diesem Kapitel basieren auf [1] und [3].

2.1 Finanzmarktmodell

In diesem Abschnitt wird der Aufbau des Finanzmarktmodells dargestellt, das der restli-
chen Masterarbeit zugrundeliegt. Es wird ein zeitstetiges Modell mit zwei Finanzgiitern
betrachtet.

Dem Modell liegt ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) zugrunde.

Der Handelszeitraum wird als endlich vorausgesetzt, d.h. es existiert ein 0 < T' < oo, so
dass das Intervall [0, T] den Handelszeitraum definiert.

Das erste Finanzgut ist ein T-Bond mit Preisprozess (B(t,T'))o<t<r. Dieser Preisprozess
dient als Numéraire.

Der Preisprozess des zweiten Finanzguts wird mit (S;)o<i<r bezeichnet und als positiv
vorausgesetzt.

Der Informationsverlauf ist gegeben durch eine rechtsseitig stetige Filtration (F;)o<i<7,

wobei F alle P-Nullmengen von F enthélt.

Der Forwardpreisprozess des zweiten Finanzguts zum Termin T wird mit (M;)o<i<r
bezeichnet. Es gilt:
furalle 0 <t <T

M, = =
" B(LT)
Es wird angenommen, dass P das Forwardmartingalmafl zum Termin T ist.

Dann ist (M;)o<t<r bzgl. P ein positives Martingal.

Mit (M;)o<i<r werden zwei weitere Mafle definiert.

Sei M das MafB definiert durch
dM My

P v



und sei H das Maf} definiert durch

@‘ _ VM
dP T T BR/ My

Mit Ef bzw. EM bzw. EF wird der bedingte Erwartungswert gegeben JF; unter dem Maf}
P bzw. M bzw. H bezeichnet.

Die regular bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben F; unter dem Mafi P bzw. M bzw. H
wird mit P, bzw. M; bzw. H; bezeichnet.

2.2 Geometrische Put-Call Symmetrie

In diesem Abschnitt wird mit der verallgemeinerten Bedingung (a), die geometrische
Put-Call Symmetrie im oben beschriebenen Finanzmarkt definiert. Auflerdem werden

drei zu (a), dquivalente Bedingungen angegeben.

Definition 2.1 (geometrische Put-Call Symmetrie): Sei 0 < 7 < T eine beliebige
Stopzeit.

Dann gilt die geometrische Put-Call Symmetrie (¢PCS;) fur ((M;),;<i<r, (Ft)r<t<T, P),
falls die folgende Bedingung erfiillt ist:

(a), Die regulir bedingte Verteilung von %—f gegeben F, unter P ist gleich der regulér

bedingten Verteilung von %_; gegeben JF. unter M.

Die zu (a), dquivalente Bedingung (b), besagt, dass die implizite Volatilitdt von My
bzgl. P im Zeitpunkt 7 symmetrisch in x := log(MﬁT) ist. Dazu muss zunéchst geklart
werden, was der Begriff implizite Volatilitat bedeutet.

Allgemein versteht man unter der impliziten Volatilitédt diejenige Volatilitdt o, so dass
der Marktpreis eines Calls dem im Black-Scholes Modell mit dieser Volatilitdt berech-
neten Preis des Calls entspricht.

Dies wird nun auf die vorliegende Situation iibertragen.

Betrachtet wird ein Call mit Strike K und Falligkeit T.
Der Marktpreis des Calls in 0 < 7 < 7" soll in diesem Fall der Modellpreis im unter 2.1

beschriebenen Finanzmarkt sein, d.h.

CM(r,K,T) = B(r,T)EY (My — K)*



Durch Einsetzen von z := log(--) und da (M;)o<i<r ein Martingal bzgl. P ist, erhélt

T

main:

CM(r,K,T) = B(,T)EX (Mg — e"EX Mp)*

Nun wird das im ersten Kapitel beschriebene Black-Scholes Modell mit konstanten Ko-
effizienten betrachtet. Da My = Sp gilt, ist der Preis eines Calls mit Strike K und
Filligkeit T in 7 gegeben durch (vgl. [5], (6.7) Black-Scholes-Formel):

log($5) + (r + $)(T ~ 7) log($5) + (r = 2)(T ~ 7)
oVl —T oI — T

Einsetzen des Forwardpreises der Aktie zum Termin T in 7 (vgl. (1.3)) liefert:

CB3(r, K, T) = S, ®( )—Ke " T=mg( )

2

(r+%)(T—r1)

-7

MTe—r(T—T)
log (=7

CPS (1, K, T) = Mye """ d(

N+

- )

log(M=e ) (1 — CN(T — 1)

M

- Kea( T )
_ MTe_T(T_T)(ID(IOg(%) —r(T—7)+ (r+%5)(T - 7'))

\]

o1 —
log(Mz) — (T —7) + (r — Z)(T — 1)

— Ke " T=1o(
oVl —T

)

Durch Einsetzen von z := log(MﬁT) und da (M;)o<i<r ein Martingal bzgl. P ist, erhalt

man:

—x oI —T
T 2 )

—x ovVT — 1
oVT —7 2

CBS(r, K, T) = e " T ((EE Mp)®(

— " (E7 Mr)®(



Um eine Unabhéngigkeit von der Verzinsung zu erreichen, wird statt der Gleichheit der
Kassapreise eine Gleichheit der Forwardpreise gefordert. Somit ist die implizite Volati-
litdt von Mz bzgl. P fiir 0 < 7 < T und z € R diejenige Volatilitéit 157 (z), so dass die
folgende Gleichung gilt:

—x N IE’MT(x)\/ﬁ)
]E’MT(x)\/T— T 2

x (P - IE’MT<I')\/T— T
—e (ETMT)<I>(IE?MT(3:) — - 5 )

B (Mr — "B Mrp)* = (E7 Mr)®(

Diese Uberlegungen fiihren zur folgenden allgemeinen Definition der impliziten Volati-
litéat.

Definition 2.2 (implizite Volatilitdat): Fir 0 <t < T ist die implizite Volatilitiat einer
integrierbaren positiven Zufallsvariablen U bzgl. eines Wahrscheinlichkeitsmafles Q fiir

jedes z € R definiert als das eindeutig bestimmte I;@’U(x), so dass

Q — ez + Q —X [;@’U(:C) T—t
B = o) = (B0t )
_x QU () VT =T

) g WVTZE

wobei k() == e" ERU.
Fiir alle 2 € R wird 1%V (z) := 0 gesetzt.

Beweis der Existenz und Eindeutigkeit von I2Y (z):
Dieser Beweis basiert auf [6] (vgl. S. 141).
Bezeichne die linke Seite von Gleichung (2.1) mit 1(Z2Y(z)) und die rechte Seite von
Gleichung (2.1) mit r(I2Y (z)),
d.h.
(12 (@) i= AU — w(z))*

und
—z N IV (2)yT =1
IRV ()T =1t 2

& -z IV ()T =1
~ (o) (]P’U(x)\/T — 2

([ (2)) = (EFU)®(
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Fiir r(72Y (z)) gilt:

L. r(I2Y(z)) ist streng monoton wachsend in 12" (z), denn:

0 12V ()

o1 (z)
0 —x 12V ()T —t
= ——[(BXU)® +
aI%Y (z) (E70) (IP’U (2)V/T — ¢t 2 )
—x IRY (VT =1
K)o L)
L7 (x)VT —t 2
— IRV ()T — ¢ T T—t
— (B0l B =
77 (x)vT —t 2 T —t(1" (x))? 2
— IRV ()T =t T T—t
(@)l IV, - )
I ()T —t 2 VI — (17" (x))? 2
QU
() , 10 —x L7 ()T —t x T—t
= (E~-U + +
AR W 2 T wr T 2
_ x n T— t)
T—HI7 @)y 2
- 1PV (x)VT —t
— (ESU SEE T—1
> 0 , da U positive Zufallsvariable, ¢ > 0 und T' > ¢
-z IV ()T =t 0 -z IV ()T =t
- = (E7U +
Diese Gleichung basiert auf [6] (vgl. S. 130).
Sie gilt, da:
—x IRV ()T —1
K(@)e(—g7 - )
L7 (x)VT —t 2
n(m):e”E?U = —X ]QU$\/T—t
= (El(f@U>(10( QU — = ( ) )
L7 ()T —t 2
. — _ @ Tiy
T PYU z)VT—t 2
= e (E,E@U)\/%exp(— L @Vt 5 )

12



—x 2 —x I?’U(x)m IP’U(HU)\/TTI‘/ 2
z( Q 1 (IP’U(mm) + 219”](95)@ 2 + 2 )
= " (E; U)\/—2—7T exp(— 5 )
g = LT @VT
PU@vVT—t 2
exp(— 5 )
. (o=t + IP’U(mﬁT—t)z
T I () VT—t 2 —x
— e (E;@U)\/ﬁexp(— (=) 5 Je
— 1Y ()T —1
= (B I VT
L7 (x)y/T —t
. lim r(I2Y(2) = (BRU — *E2U)*, denn:
12Y (2)—0
lim (/%Y (z
i @)
—x IV ()T =t
= lim (ERU)® + -
I;@’U(x)—ﬂ)( e IRY ()T —t . 2 ,)
— 400, falls x < 0 —0
— 0, fallsx=0
— —o0, falls x > 0
(2)0( -z 1Y (x \/T—t)
PYe)WWT =1 2 ,
— 400, falls x < 0 —0
— 0, fallsx =0
— —o0, falls x > 0
1 Lfallsz <0 1 Lfallsz <0
I(E;QU) 1 fallsx=0—k(x)¢L  fallsx=0
2 2
0 ,fallsx >0 0 ,fallsx >0
E2U — e ERU ,falls 2 < 0
= JEPU - ERU) | falls x = 0
0 , falls x > 0

= (BPU — e"EPU)T

13



3. lim r(I[2Y(z)) = ERU, denn:

I;@’U(ac)—mo

lim  r(I2Y(z))

I;@’U(SE)—)OO

=  lim (E%0)®
z;@%)%o( U (IP’U(J}) T—t

= (ERU) -1 —k(x)-0
= E2U

Fiir [(12Y () gilt:
4. (BRU — e BRU)T <1(I2Y(2)) < ERU , denn:

(ERU — e"ERU)T = (BRU — e ERERU)T
= (B (U — " BRU)) T

Jensensche Ungleichung 0

< EXU — e"ERU)*
= ER(U = r(x))*

= (L2 ()
und
(12 () = EZ(U — k(@))*
= E2(U — e"ERU)*
= EJ(U - e"ERU)1 (U>er B
= El(f@U]l{U>eIE9U} - emEé@U]l{Uan?U}
= E2U - EPUI{UgerE?U} - 6IEé@U]l{Umej?U}
< EXU

Da der Wert der linken Seite von Gleichung (2.1) innerhalb der Grenzwerte der rechten

14



Seite der Gleichung liegt (s. 2., 3. und 4.) und der Wert der rechten Seite der Glei-
chung streng monoton wachsend in IV (z) ist (s. 1.), existiert ein eindeutig bestimmtes

12V (). O

Bemerkung 2.3: Es werden die folgenden abkiirzenden Schreibweisen verwendet:

M, -1
P, M- M "M,
I =1"" und IM:=1, """

Bemerkung 2.4: Die implizite Volatilitit IF(z) kann auch iiber Putpreise bestimmt
werden. Sie ist diejenige Volatilitit IF(z), so dass der Forwardpreis eines Puts im be-
trachteten Finanzmarktmodell dem Forwardpreis eines Puts im Black-Scholes Modell
mit Volatilitdt ¥ (x) entspricht.
Fiir den Beweis von Lemma 2.8, das im Beweis der Aquivalenz von (a), und (b), ver-
wendet wird, wird die folgende Aussage basierend auf (3.3) in [3] genutzt:
Fiir alle 0 < 7 < T gilt:

x IP(2)VT — 1
Fovi— 2z

x I"(2)VT -1

EF () — Mr)" = n(x)(

Beweis: Es gilt:

E7 (k(x) — Mr)* = Ef(k(z) = My + (My — 5(2))7)
= K(x) — EEMp + EX (Mg — k(z))t
Def. IF( —x IP()VT — 7
L@ m(x><1—<1>(lf(wa—_T— ( )2
—x N IE()VT — 7
IP(z)vyT — 7 2
1-0() = #(-2) o T N IF()WWT -1

— (EPMyp)(1 — o

15



Fiir die zu (a), dquivalente Bedingung (c¢), wird der Begriff Auszahlungsfunktion benotigt.

Definition 2.5 (Auszahlungsfunktion): Eine Auszahlungsfunktion ist eine nicht-negative
Borelfunktion auf R.

Beispiel 2.6: Call:
Ein Call mit Strike K, Falligkeit T und Underlyingkurs (M;)o<¢<r liefert eine Auszah-
lung in Hohe von (M7 — K)*. Dies entspricht der Auszahlungsfunktion

G(m)=(m — K)" firallem € R

Put:
Ein Put mit Strike K, Félligkeit T und Underlyingkurs (M;)o<i<r liefert eine Auszahlung
in Hohe von (K — Mp)™. Dies entspricht der Auszahlungsfunktion

G(m) = (K —m)" firallem e R
Nun kénnen die drei zu (a), dquivalenten Bedingungen angegeben werden.

Satz 2.7: Sei 0 < 7 < T eine beliebige Stopzeit.
Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:
(a), Die regulir bedingte Verteilung von %—f gegeben F, unter P ist gleich der regulér
bedingten Verteilung von Aj‘j—; gegeben F,. unter M.
(b), Fur alle z € R gilt:
1%(2) = IF(~a)

(¢), Fiir jede Auszahlungsfunktion G gilt:

My
M,

M2
My

E7G(Mr) = Ef[5G(55)]

d), Die regulir bedingte Verteilung von X := log(2z) gegeben F, unter H ist sym-
M;

metrisch.

Im Beweis der Aquivalenz von (a), und (b), wird das folgende Lemma basierend auf

Theorem 4.1 in [3] verwendet:

Lemma 2.8: Sei 0 < 7 < T eine Stopzeit. Dann gilt fiir alle z € R:

16



wobei K := k(x) = e*EL Mr.

Beweis: Fiir jedes z € R gilt:

)

T = lOg_EEMT 1 ( lOg(EEMT n ]f(l’)\/T - T
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1 M, MT + JFr—messbar 1
0 Mo, M F- b EM[—]

1 M, Fr—messbar P 1 M
* = E - —_ | —
(*1) ol =B [MTMT]MO ™My

M,

M,

Beweis von Satz 2.7:

1. Fall: 7 < T

zu (a); < (),

Fiir alle z € R gilt I (x) = IM(—z), denn:

1 - 1 (x2) 11
EM(— _emepM_— y+ 2 pM - Z )+
gy
Lemma 28 oy 1 1( A N IT(x)m)
T M CIR(x)VT — 1 2
L)
CLp T BT
K T =5 >
My 1
log( Er [MT] )
@ gy Lo B | EVTT,
T My IB(2)T — 71 2
log( 1)y
— e " EM] ! | ( Bl L (x)VT — 3
T M IB(a)T -7 2
T My CIP(x)VT — 1 2
efxEM[ 1 ](I)( x _I}?(CU)\/T—T)
T P
My "IF(x)VT — 7 2
— 1 (*1) 1 (M¢t)o<i<T P—Martingal 1 1
mEM ' St<T T _ 1
(*2) (& T [MT] ea:MT exEEMT K
Somit gilt:

(b), & IF(x) = IM(2) fiir allex € R

Da IF die reguliir bedingte Verteilung von %—f gegeben F, unter P und ™ die regulir

18



bedingte Verteilung von ]\1‘21—; gegeben F,. unter M bestimmt, folgt:
1P (x) = IM(z) fiir alle x € R < (a),

zu (a), < (¢)

Da M, F,-messbar ist, ist (a), dquivalent zu:

(a"), Die regulir bedingte Verteilung von M gegeben F, unter P ist gleich der regulér
bedingten Verteilung von ]]\\/[4—;2 gegeben F. unter M.

Es gilt:
M M M M2 M, M Mo,M ]-' —messbar M2
P T M T 0 0,Mr Fr- M e
GO = B e G i G
Daraus folgt:
M2
(c), <= Fiir jede Auszahlungsfunktion G gilt: EXG(My) = EM[G(MT )]
T
Somit gilt:
(0)s <= (a')-
zu (¢), < (d).
Es gilt:
EP\/M: v M
EFG(My) —  E"[G(My) L Ef [ ——]
vV My EP\/ My
P /My
M, _FT;messbar E TE[[D[ ]EH[G(MT) MT]
VM. EP\/M My
X7 :103(%) E® v Mp P v M H X
= 7 E E G(e*TM,;)Ve Xr 2.3
und
M M? M M? E¥/M v M
Ef[G(70)] = Ef - G(+ ) Sl ]
M. "My M. "My~ /Mp E \/
M, Fr— messbar E V T ]p[ \/ ]E [G( ) MT]
o e M
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o = ) BV
V T

i

Tl \/_]EH[G(e_XTMT)\/eTT] (2.4)

zu (d), = (¢)

(d), = Die reguldr bedingte Verteilung von Xr gegeben F, unter H
ist gleich der reguldr bedingten Verteilung von — X7 gegeben F,. unter H.

(c)r

(2.3),:>(2.4)

zu (¢); = (d);:
Da eine regulér bedingte Verteilung auf (R, ) durch ihre Fouriertransformierte eindeu-

tig bestimmt ist, ist zu zeigen:
H ipX H —ipX7 g
EZe™™T = Ele”P7T fiir allep € R

Fiir jedes p € R gilt:

. Xr= log(MT) My P
E]HI ipXT EH
M M 1
= HIGP )

MT> E*/ My EP[r |

v
M, ]:T;messbar EPKMT)’LPJFQ] V M
M BN

—_

und

. log( ) M- —P
EHeminXe TTTE | MT)
B ey Mr ~" /My 1

M- ]:T;messbar E[P[(MT)_Z‘IH_;] V MT
) B e
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Somit bleibt zu zeigen:

My Pt3 M. ~irts
ElGD 1=ElGY )
Es gilt:
M. ip—l—% M ip-‘r% ‘ M. ip—‘r%
BIGE T = BRe(GEH +ilml(5E) )
M ip‘i’% M 1P+§
= EITP[(RG[(MT) ])*]—Ef[(—Re[(MT) D'
. M. iPt3 . M. iPt3
FiEm(GE) DT BTG ) )]
ip+i 9 ipt+i
(¢)r da (x3) P MT M7—2 P73 + P MT MT 2 +
=2 E _E _
PaERel() D= B Rl as) DY
' MT M2 ip-i—% - MT MQ ip+%
EIF" I T +1 _ P _ T +
BN Ml(gpar) DY = BN -l r) DY)
() e Mp o Mp TPEM. L My My "2 M,
ARG )T - B ARG )
M- My ~#%3 M M. My ~#%3 M
. P T T TN+ _ P T N T T 1\+
HE M) D B mGE) 3
M., Mp > 0 M, ~iPt3 My ~it3
= Ef[(Re[(MT) D= Erl(— Re[(MT) D]
. My, ~P*3 : My, "#+3
EIFD I +1 Pro +
+ Bz [( m[(MT) DT =B (( Im[(MT) D7
My —ip+3
= EF
)
m | ip+3 m _ivt3 m ip+i
(13) Galm) = (Rel(7)" )" Galm) = (= Rel(77)" )", Galm) = (i) ")
L
und Gy(m) =(— Im[(Mﬁ) " ])* sind Auszahlungsfunktionen.
(5) ( M,? yrts = Mr>ip+§ My ~ir—3 My R a
Y\ MM, My M, M, My
2. Fall: 7=1T
(a)r Die reguldr bedingte Verteilung von %—; = 1 gegeben Fr unter P ist gleich der
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regular bedingten Verteilung von MT = 1 gegeben Fp unter M.
(b)r Fiir alle z € R gilt:
Ir(z) =0 = Iz(~2)

(¢)r Fiir jede Auszahlungsfunktion G gilt:

My Myp?

E7G(My) = EP[MTG(WT)]

d)r Die regulir bedingte Verteilung von X := log(¥z) = (0 gegeben Fr unter H ist
( g g g g(375 geg
symmetrisch.

Da (a)r — (d)r allgemeingiiltige Aussagen sind, sind sie dquivalent. O

Bemerkung 2.9: Aus (c¢)o kann man die klassische Put-Call Symmetrie mit der Aus-
zahlungsfunktion G(y) = (y — K)* herleiten.

Analog kann man auch fiir jede andere Auszahlungsfunktion G eine Gleichung mit den
Anfangspreisen européischer Claims herleiten. Als Beispiel wird die Auszahlungsfunkti-
on G(m) = m? betrachtet.

Es wird angenommen, dass gPC'S fir ((M;)o<t<r, (Ft)o<t<r, P) gilt.

Dann gilt:
BEMp 2 BERE )
- L
Da My Fy-messbar ist, folgt:
BODEL LY = BO.TE (G

Somit hat ein européischer Claim mit der Auszahlung ( )p den gleichen Anfangspreis

wie ein europiischer Claim mit der Auszahlung (3¢ )1 P,
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2.3 Beispiele fiir Modelle, in denen die geometrische

Put-Call Symmetrie gilt

In diesem Abschnitt wird ein Volatilitdtsmodell mit stochastischer und lokaler Volatilitét
betrachtet.
Fiir das erste Finanzgut, den T-Bond, wird eine stetige Verzinsung mit der zeitabhingigen,

deterministischen Zinsrate r : [0,7] — [0, 00) angenommen, d.h.
T
B(t,T) = exp(—/ reds) furalle 0 <t <T
t

Sei 0 < 7 < T eine beliebige Stopzeit.
Der Preisprozess des zweiten Finanzguts erfiille fiir 7 < ¢ < T die folgende stochastische

Differentialgleichung bzgl. P,

dSt = St(rtdt + T(Sta ‘/;, t)dWLt)
AV, = a(Sy, Vi, t)dt + B(Sy, Vi, )dWay

wobei (Wi, Way)r<i<r ein Wiener-Prozess bzgl. P, ist.

Fiir den Forwardpreis des zweiten Finanzguts zum Termin T gilt:
T
M, =5, eXp(/ rsds) furaller <t <T
t
Da die stochastische Differentialgleichung
dSt = St(rtdt + T(St, V;, t)dWLt)

durch . . ,
_ 1 _
5= Sewp( [ rds+ [ TS vy awi -5 [ P(svioay

gelost wird, gilt:

t t_ 1 t_ T
M, =S, eXp(/ reds +/ f(Se, Vi, t) dWy, — 5/ fQ(St, Vi, t) dt) exp(/ rsds)
T T t

T

T t_ 1 t_
:STexp(/ rsds)exp(/ f(St,V;,t)dWLt—E/ 7A(S,, Vi, t) dt)
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=M, eXp(/TtT(St, Vi, t) dWy, — %/t F(S, Vit dt) firaller <t<T
Bzgl. P, hat (M;),<;<7 somit die folgende Dynamik:
dM; = M, f(S;, Vi, t)dWr
Fir alle 7 <t < T definiere
F(M, Vi) 2= F (S0, Vi)

Dann gilt:

th = Mtf<Mt7 ‘/ta t>dW1:t

Fir alle 7 <t < T definiere

M,
X = 10%(%;)
Anwenden der Ito-Formel liefert:
1 11
dX; = —dM, — ———d{M
TM,Y 2M2 (M)
= L MTFow, v aw, — 2 2 (v bt
— Mt t ty Vi, 1,t 2Mt2 t ty Vi

=2

1 =
= — 5 F (M Vi t)dt + (M, Vi, )AW:,

Fir alle 7 < ¢ < T definiere

(X0 Vi) = F(My, Vi, t)
Oé(Xt,‘/t,t) = a(St,%,t)
B(Xta‘/;ut) = B(Stu‘/tat)

Dann gilt:

1
dX, = — §f2(Xt, Vi, t)dt + f(Xy, Vi, £)dWr,
d‘/;f - O((Xt, ‘/157 t)dt + B(Xt) ‘/257 t)dWQ,t

Es stellt sich nun die Frage, welche Bedingungen die Funktionen f, o und f erfiillen

miissen, damit die geometrische Put-Call Symmetrie fiir ((M;),<i<7, (Ft)r<t<r, P) gilt.
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Satz 2.10: Gegeben sei das oben beschriebene Volatilitdtsmodell. Die Funktionen

f(z,v,t), a(x,v,t) und B(x, v, t) seien gerade in x. Die stochastische Differentialgleichung

1
AXi = = S f* (X0, Vi, 0)dt + f(X, Vi ) AW, (2.5)

dv;f == O{(Xt, ‘/t7 t)dt + B(Xta ‘/ta t)dWZt

sei schwach eindeutig.
Dann gllt gPCST fiir ((Mt)T§t§T7 (-Ft)TStST; P)

Beweis: Es wird gezeigt, dass (a), erfiillt ist.

Da Xp = log(%—f) und —Xp = log(%—;) ist, ist zu zeigen:

Die reguléar bedingte Verteilung von X gegeben F, unter P ist gleich der reguléar be-
dingten Verteilung von — X gegeben F, unter M.

Es gilt:
dM.. 1 = M,
dp, 7t ML
M,
pr— 1 —_—
exp (log( MT))
= exp(Xy)

t 1 t
= expl [ Vs W — 5 [ POV b
t t
= exp(/ f(Xs, Vs, s) dWLS—l—/ 0dWs ¢
1 Tt T
— 5/ A(Xs, Vi, 8) + 02 ds)
Fir alle 7 <t < T definiere

t
Wiy = WM—/ f(X,, Vs, s)ds

Nach dem Satz von Cameron, Martin, Girsanov ist (W1, Wa,)-<;<r ein Wiener-Prozess
bagl. M.
Somit gilt bzgl. M, :

1
d=X) = PGV tdt = f(X, Vi Wiy — f2(X, Vi, t)dt
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1
= XLV tdt = f(X, Vi t)dWy

f gerade in x 1

gerad: _ §f2(—Xt,Vt,t)dt— (=X, Vi, t) AWy

und

d‘/;ﬁ = a<Xt7‘/;7t)dt+6(Xta‘/t7t)dw2,t

a und S gerade in x
= O[(

=X, Vi, t)dt + B(—= Xy, Vi, t)dWo,

Fiir alle 7 < ¢ < T definiere
—M,
Wl,t = Wl,tT

Dann erfiillt (— Xy, V;)r<i<r bzgl. M, die folgende stochastische Differentialgleichung:

1 g VA1 o
d(—X,) = —§f2(—Xt, Vi, t)dt + f(=X, Vi, t)dW
d% = Oé(—Xt, %7 t)dt + 6(_Xt7 ‘/;57 t)dWQ,t

Daraus folgt, dass sowohl ((Xt, Vi)r<t<r, (Wit, Wai)r<i<r, P;) als auch

(=X, Vi) r<i<rs (Wllwtr , Wat)r<t<r, Ml;) die stochastische Differentialgleichung (2.5) erfiillt.
Wegen der schwachen Eindeutigkeit von (2.5) folgt, dass die reguldr bedingte Verteilung
von X gegeben F. unter P gleich der regulir bedingten Verteilung von — X1 gegeben

F, unter M ist, was zu zeigen war. O

Als Spezialfall wird nun ein Volatilitdtsmodell mit lokaler Volatilitdat, aber ohne stochas-
tische Volatilitét betrachtet. Der Unterschied zum oben beschriebenen Volatilitdtsmodell
ist, dass die Volatilitét f(S;, V;, t) nur noch vom aktuellen Kurs S; und der Zeit t abhéngt,
d.h.

f(Se, Vi, t) = 5(Si,t).

Bzgl. P, erfiillt (S;),<i<r dann die folgende stochastische Differentialgleichung:
dSt = St(rtdt + E(St, t)th)

wobei (W;),<i<r ein Wiener-Prozess bzgl. P, ist.
Fiir alle 7 < ¢ < T definiere
(T(Xt, t) = F(St, t)
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Analog zum obigen Volatilitdtsmodell hat (X;),<;<r, wobei X; := log(%), dann die

folgende Dynamik bzgl. P,
1
dXt = —50'2(Xt, t)dt + O'(Xt, t)th

Das folgende Korollar beantwortet die Frage, wann die geometrische Put-Call Symmetrie
im Volatilitdtsmodell mit lokaler Volatilitéat gilt.

Korollar 2.11: Gegeben sei das oben beschriebene Volatilitdtsmodell mit lokaler Vola-

tilitat. Die Funktion o(z,t) sei gerade in x. Die stochastische Differentialgleichung
L,
dXt == —50' (Xt7 t)dt + U(Xt, t)th

sei schwach eindeutig.
Dann gilt gPCS; fir ((M;),<i<r, (Ft)r<t<T, P).

Beweis: Dies ist ein Spezialfall von Satz 2.10 mit f(Xy, Vi, t) = o(Xy, t) und o( Xy, Vi, t) =
B(Xy, Vi, t) = 0. ]

Beispiel 2.12 (Black-Scholes Modell mit zeitabhéngigen, deterministischen Koeffizien-
ten): Sei 0 < 7 < T eine Stopzeit.
Der Preisprozess des Geldmarktkontos (f5;),<t<r und der Aktienpreisprozess (S;),<i<r

erfiillen folgende Differentialgleichungen bzgl. P,

dpy = Byrydt
dSt = St (Ttdt + Utth)

wobei r : [1,T] — [0,00) die Entwicklung der Zinsrate ist, o : [1,7] — (0,00) die
Entwicklung der Volatilitat und (W;),<;<r ein Wiener-Prozess bzgl. P,.
Fir alle 7 <t < T definiere

X = log(ﬁ)

Analog zum obigen Volatilitdtsmodell hat (X;),<;<7 dann die folgende Dynamik bzgl.
P, .
dX, = —EJQ(t)dt + o (t)dW; (2.6)
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Da die Funktion o(x,t) = o(t) gerade in x ist und die Differentialgleichung (2.6) schwach
eindeutig ist, folgt aus Korollar 2.11, dass im Black-Scholes Modell mit zeitabhéngigen,
deterministischen Koeffizienten gPC'S; fiir ((My)-<t<r, (Ft)r<t<r, P) gilt.

2.4 Arithmetische Put-Call Symmetrie

Man kann im Finanzmarkt, der in Abschnitt 2.1 beschrieben wurde, neben der geometri-
schen Put-Call Symmetrie eine weitere Symmetrie definieren, die arithmetische Put-Call

Symmetrie.

Definition 2.13 (arithmetische Put-Call Symmetrie): Sei 0 < 7 < T eine beliebige
Stopzeit.

Dann gilt die arithmetische Put-Call Symmetrie (aPC'S;) fiir ((Xt)r<i<r, (Ft)r<t<r, P),
falls (X;)r<i<r ein (F;)-<t<r-adaptierter stochastischer Prozess ist und die folgende Be-
dingung erfiillt ist:

(1), Die reguldr bedingte Verteilung von X7 — X, gegeben F, unter P ist symmetrisch.

Zu Bedingung (i), kann eine dquivalente Bedingung angegeben werden.

Satz 2.14: Sei 0 < 7 < T eine beliebige Stopzeit und sei (Xi),<i<r ein (F)r<t<r-
adaptierter stochastischer Prozess.

Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(1), Die regulér bedingte Verteilung von Xt — X, gegeben F, unter P ist symmetrisch.
(71), Fiir jede Auszahlungsfunktion G gilt:

EEG(Xr — X,) = EEG(X, — X7)
Beweis der Aquivalenz: klar O

Zwischen der arithmetischen und der geometrischen Put-Call Symmetrie besteht der

folgende Zusammenhang.
Bemerkung 2.15: Sei 0 < 7 < T eine beliebige Stopzeit. Dann gilt:

gPCS. gilt fir ((M;)r<i<t, (Fi)r<i<T, P)
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M,
< aPCS; gilt fur ((Xi)r<i<r, (Ft)r<t<r, H) wobei X := log(ﬁt) firaller <t <T

T

Beweis:
gPCS; gilt fir ((My)-<i<r, (Ft)r<t<r, P)
< (d); gilt fiir ((My)r<i<r, (Ft)r<i<r, P)
Xo=log(3z)=log(D)=0
E (4)7 gilt fir ((X¢)r<i<r, (Fi)r<i<r, H)
<~ CLPCST gllt fiir ((Xt)TStSTa (‘E)TStST’ H)
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3 Bewertung von Barriereoptionen

Dieses Kapitel befasst sich mit der Anwendung der Put-Call Symmetrie bei der Bewer-
tung von Barriereoptionen.

Dazu wird zunéchst erldautert, was man unter einer Barriereoption versteht. Barriere-
optionen sind pfadabhéngige Optionen, d.h. die Auszahlung einer Barriereoption héngt
nicht nur vom Kurs des Underlyings zur Filligkeit der Option ab, sondern auch vom
Kursverlauf des Underlyings wihrend der Laufzeit der Option. Als Underlyingkurspro-
zess der in diesem Kapitel betrachteten Barriereoptionen dient der Forwardpreisprozess
(My)o<i<r-

Fiir den Wert einer Barriereoption ist es entscheidend, ob der Underlyingkurs eine
Schranke der Option erreicht. Man unterscheidet zwischen Knock-in und Knock-out
Barriereoptionen, wobei eine Knock-in Barriereoption wertlos ist, solange der Underly-
ingkurs keine Schranke der Option erreicht und eine Knock-out Barriereoption wertlos
wird, falls der Underlyingkurs eine Schranke der Option wéhrend deren Laufzeit erreicht.
Somit wird die Auszahlung einer Barriereoption durch eine Auszahlungsfunktion und ein
Schrankenereignis bestimmt, d.h. sie hat die Form 14G(Mr), wobei A ein Schrankener-

eignis bezeichnet und G eine beliebige Auszahlungsfunktion.

Die Frage ist nun, wie man die Put-Call Symmetrie nutzen kann, um Barriereoptionen
zu bewerten.

Dazu wird als Beispiel ein Down-and-In Call im Black-Scholes Modell mit konstanten
Koeffizienten betrachtet. Im ersten Kapitel wurde gezeigt, dass die klassische Put-Call
Symmetrie (vgl. (1.1)) in diesem Modell gilt.

Der Down-and-In Call habe den Strike K, die Schranke H < K, M, und die Félligkeit
T.

Sei 7y die Ersterreichenszeit der Schranke H, d.h.
Ty =nf{0<t<T:M <H}

wobei hier und im Folgenden inf () := oo gesetzt werde.
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Dann ist die Auszahlung des Down-and-In Calls gegeben durch
Liry<ry(Mr — K)7

Fiir den Hedge wird also ein Claim gesucht, der in 75 denselben Preis hat wie ein Call
mit Strike K und Félligkeit T, falls 7 < T ist, und der zur Falligkeit wertlos ist, falls
T > T ist.

1. Fall: 7 < T

Anwenden der klassischen Put-Call Symmetrie mit Anfangszeit 74 liefert:

K M?
C(ry, K, T) = M. P(th, TH’T)
Da M, = H ist, folgt . o
C(TH,K,T) = EP(TH,?,T)

Das bedeutet, dass % Puts mit Strike H?Q und Félligkeit T in 75 denselben Preis haben

wie ein Call mit Strike K und Falligkeit T, falls 75 < T ist.

2. Fall: 74 > T
Da H < Kist und H < M7y liefern % Puts mit Strike H?Q und Falligkeit T die Auszahlung

Das bedeutet, dass % Puts mit Strike %2 und Filligkeit T zur Félligkeit wertlos sind,

falls 7 > T ist.

Somit kann ein Down-and-in Call mit Strike K, Schranke H < K, M, und Félligkeit T
durch folgende Strategie repliziert werden:

In 0: Halte £ Puts mit Strike 22 und Félligkeit T.

In 7 (falls 7y < T): Verkaufe die £ Puts mit Strike H?Z und Félligkeit T und kaufe
einen Call mit Strike K und Félligkeit T. Dies ist kostenfrei moglich.

Mithilfe der Put-Call Symmetrie ist es also moglich einen Down-and-In Call im Black-
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Scholes Modell mit konstanten Koeffizienten semistatisch zu hedgen. Semistatisch bedeu-
tet hierbei, dass das Hedgeportfolio bis zur Filligkeit der Option oder bis der Underly-
ingkurs eine Schranke der Option erreicht unverdndert gehalten wird. Dadurch entfallen
Kosten fiir regelméfliges Handeln, die beim dynamischen Hedgen entstehen.

Das Beispiel zeigt, dass man im Zeitpunkt 75 die Puts gegen den Call kostenfrei tau-
schen kann, weil die Put-Call Symmetrie in 75 gilt, falls 74 < T ist. Es ist also fiir
das Hedgen entscheidend, dass die Put-Call Symmetrie fiir eine bestimmte Stopzeit gilt
und nicht, dass spezifische Modellannahmen gelten. Auflerdem ist es fiir den Aufbau des
Hedgeportfolios in 0 wichtig, dass M., = H gilt.

Im Folgenden werden diese Beobachtungen verallgemeinert. Es werden einseitige und
zweiseitige Barriereoptionen betrachtet, d.h. Barriereoptionen mit einer bzw. mit zwei
Schranken. Das Ziel ist es nun, diese Barriereoptionen im Finanzmarktmodell, das in
Abschnitt 2.1 beschrieben wurde, semistatisch zu hedgen. Die gesuchten Hedges sollen
européische Claims mit der Auszahlung I'(Mr) sein, wobei I' explizit in Abhéngigkeit
von G ausgedriickt wird. Es wird angenommen, dass solche Claims verfiigbar sind.

Fiir jede Hedgeanwendung wird angenommen, dass die geometrische Put-Call Symme-
trie fiir eine bestimmte Stopzeit 7 gilt. Da die Stopzeit 7 zwischen 0 und T liegen muss
(vgl. Definition 2.1), ist 7 das Minimum von dem Zeitpunkt, an dem der Underlyingkurs
zum ersten Mal eine Schranke der Option erreicht, und der Félligkeit der Option.

Die folgenden Ausfithrungen basieren auf [1].

3.1 Einseitige Barriereoptionen

In diesem Abschnitt werden einseitige Barriereoptionen betrachtet. Es wird gezeigt, wie
man Knock-in und Knock-out Claims mithilfe der geometrischen Put-Call Symmetrie
semistatisch hedgen kann. Auflerdem wird erldutert, wie man mithilfe der geometrischen
Put-Call Symmetrie die Wahrscheinlichkeit bestimmen kann, dass die Schranke einer

einseitigen Barriereoption vor deren Filligkeit erreicht wird.

Satz 3.1 (semistatisches Hedgen von Knock-in Claims): Sei M := (M;)o<t<r €in posi-
tives Martingal bzgl. P. Sei T' > 0 die Falligkeit des Claims.

Sei H eine Schranke mit 0 < H # M. Sei 7y die Ersterrreichenszeit der Schranke H,
dh. 7y :=inf{0 <t < T :nM; > nH}, wobei n := sgn(H — M) und inf () := oo gesetzt
werde.

Es wird angenommen, dass M, = H gilt, falls 7y < T'ist. Eine hinreichende Bedingung
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hierfiir ist, dass M stetige Pfade hat.

Sei G eine beliebige Auszahlungsfunktion mit E*G(Mz) < co.

Falls gPC Sy, ar fir (My)ryar<t<rs (Ft)rpar<t<r, P) gilt, kann ein Knock-in Claim mit
der Auszahlung 1., <ryG(Mr) durch folgende semistatische Strategie repliziert werden:
In 0: Halte einen européischen Claim mit der Auszahlung

My _, H?

Ii(Mr) := G(Mr)Lignp sy + —7 G ) Lgmr >y
H Mr

In 7y (falls 7y < T'): Verkaufe den Claim mit der Auszahlung I'i;(Mr) und kaufe einen
Claim mit der Auszahlung G(Mr). Dies ist kostenfrei moglich.

Beweis: 1. Fall: 7y < T

Da 7y < T ist, liefert der Knock-in Claim die Auszahlung G(Mr).

Der Claim mit der Auszahlung I'(Mr) und der Claim mit der Auszahlung G(Mry)
kénnen in 7y kostenfrei getauscht werden, falls sie den gleichen Preis haben.

Es ist somit zu zeigen:

B(ry,T)E;, G(My) = B(ty, T)E;, Twi(Mr)
& EP G(Mr)= E} Di(Mr)

Es gilt
EE)HG(MT) - EFH [G(MT)]]'{UMTZWH}] + EFH [G(MT)]]'{UMT<77H}]
Ty <T
=" EL[G(Mr)Ligaagsnm) + By ap|G(Mr) Ligaty<yiy)
(@ rgrr  p p Mr M2, r
= E’ |G(Mr)l E G 1 .2
TH[ ( T) {UMTZWH}] + TH/\T[MTH/\T ( MT ) {nAI;;IT/\T <77H}
2
Ta<T P P My MTH
= E: |G(Mr)1 E G
’TH[ ( T) {WMTZnH}] + TH[MTH <MT) {771\]/{;2—7{[<77H}
M, = H My H?
= EITPH [G(MT)]]'{WMTZWH}] + EEH[FG<MT) {n%@H}]
H, Mt > 0 MT o2
= EE)H [G(MT)]]'{WMTZﬂH}] + EE)H[FG<MT>IL{”MT>”H}]
= E; Da(Mr)
2. Fall: 74y > T

Da 7y > T ist, liefert der Knock-in Claim die Auszahlung 0.
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Ein Claim mit der Auszahlung I';(Mr) hat in T die Auszahlung 0, da

TH > T
=>inf{0<t<T:nM;, >nH} >T

=Lmropay =0 A Lgnipsyay =0

Bemerkung 3.2 (semistatisches Hedgen von Knock-out Claims): Fiir einen Knock-out

Claim mit der Auszahlung 1, -7 G(My) gilt:

Liry>mG(Mr) = (1 = Lzy<ry)G(Mr)

(1
G(Mr) — Ly < G(Mr)

d.h. ein Knock-out Claim mit der Auszahlung 1., -7 G(Mr) entspricht der Differenz
aus einem européischen Claim mit der Auszahlung G(M7r) und einem Knock-in Claim
mit der Auszahlung 1, < G(Mr).

Somit kann man mithilfe von Satz 3.1 auch Knock-out Claims semistatisch hedgen.
Unter den Voraussetzungen von Satz 3.1 gilt:

Falls gPC S, ar fir ((My)r, ar<t<r, (Ft)rgar<i<t, P) gilt, kann ein Knock-out Claim mit
der Auszahlung 1y.,~73G(Mr) durch folgende semistatische Strategie repliziert werden:
In 0: Halte einen européischen Claim mit der Auszahlung

My  H?
Dxo(M7p) := G(Mr)Lignip<nmy — FG<E>]‘{7IMT>WH}

In 7 (falls 7y < T'): Verkaufe den Claim mit der Auszahlung I'y,(Mr). Dies ist kostenfrei

moglich.

Beispiel 3.3 (Anwendung von Bemerkung 3.2): Betrachte einen Up-and-Out Put mit
Strike K, Schranke H > K, My und Falligkeit T" > 0.

Dann ist 7y = inf{0 < ¢ < T : M; > H}. Es wird angenommen, dass M,, = H gilt,
falls 7y < T ist, und dass gPC S, a1 fir ((My)rpar<i<r, (Ft)rgar<i<r, P) gilt.

Definiere G(z) := (K — x)* fir alle x € R.
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G ist eine Auszahlungsfunktion und es gilt E¥G(Mr) < oo, denn:

EfG(My) = E¥(K — Mp)*
< E¥|K — My

Dreiecksungleichung

E¥|K| + E*| My

(Mt)o<¢<T P—Martingal
< 00

Somit liefert Bemerkung 3.2 den folgenden Hedge fiir einen Up-and-Out Put mit Strike
K, Schranke H > K, M, und Falligkeit T

In 0: Halte einen européischen Claim mit der Auszahlung

+ Mr H? +
o (M) = (K = M) Yarp<ny = — (K = ) Larsmy
T
H>K K H?
= (K — Mr)" — ﬁ(MT - 7)+1{MT>H}
Mp<H"3XMp<H2 K H?
— K — My)" — S (M — 2yt
( )" — 5 Mr— =)

d.h. kaufe einen Put mit Strike K und Félligkeit T und verkaufe % Calls mit Strike H?Z
und Falligkeit T.

In 7y (falls 7y < T'): Verkaufe den Put mit Strike K und Félligkeit T und kaufe die %
Calls mit Strike %2 und Félligkeit T.

Bemerkung 3.4: Falls gPCS,ar fur (My)ryar<i<tr, (Fi)rgar<i<t, P) gilt, kann die
Wahrscheinlichkeit, dass die Schranke H einer einseitigen Barriereoption vor deren Félligkeit
T erreicht wird, d.h.

Plrg <T),

mithilfe des Anfangspreises des T-Bonds und der Anfangspreise von Plain Vanilla Op-
tionen bestimmt werden.
Somit kann die Wahrscheinlichkeit fiir ein pfadabhéngiges Ereignis mit Anfangspreisen

berechnet werden, die durch Randverteilungen bestimmt sind.
In der Berechnung kommen symmetrische Binary Calls und symmetrische Binary Puts

vor, die zunéchst definiert werden.

Ein symmetrischer Binary Call mit Strike H und Félligkeit T liefert zur Falligkeit eine
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Auszahlung in Hohe von %, falls der Underlyingkurs gleich dem Strike H ist, und eine
Auszahlung in Hohe von 1, falls der Underlyingkurs iiber dem Strike H liegt. D.h. der
symmetrische Binary Call liefert in T die Auszahlung % “Yngp=my + 1 Lagpsmy. Der
Anfangspreis wird mit BC*(0, H,T') bezeichnet.

Ein symmetrischer Binary Put mit Strike H und Félligkeit T liefert zur Félligkeit eine
Auszahlung in Hohe von %, falls der Underlyingkurs gleich dem Strike H ist, und eine
Auszahlung in Hohe von 1, falls der Underlyingkurs unter dem Strike H liegt. D.h. der
symmetrische Binary Put liefert in T die Auszahlung % “Lyngp=my + 1 Lingp<my. Der
Anfangspreis wird mit BP*(0, H, T') bezeichnet.

Bei der Berechnung von P(7y < T') wird eine Fallunterscheidung gemacht, ob der An-
fangskurs des Underlyings M, unterhalb oder oberhalb der Schranke H liegt. D.h. die
gesuchte Wahrscheinlichkeit wird fiir Up Barriereoptionen und Down Barriereoptionen

getrennt bestimmt.

1. Fall: H > M,

Dann ist 7y =inf{0 <t <T: M, > H}.

Es wird angenommen, dass M., = H gilt, falls 7y < T ist, und dass gPCS;, A fiir
(Mp)ryar<i<r, (Ft)rgar<i<r, P) gilt.

Zunéchst wird ein Hedge fiir einen One-touch with Up-Barrier Claim mit Schranke H
und Falligkeit T bestimmt. Dieser Claim liefert zur Filligkeit T eine Auszahlung in Hohe
von 1, falls der Underlyingkurs die Schranke H bis zur Félligkeit erreicht hat. D.h. der
Claim liefert in T die Auszahlung 1- 17, <7y.

Definiere G(x) := 1 fiir alle x € R. G ist eine Auszahlungsfunktion und es gilt

E*G(M7) = E'1 =1 < 0.

Somit liefert Satz 3.1 den folgenden Hedge fiir einen One-touch with Up-Barrier Claim
mit Schranke H und Félligkeit T
In 0: Halte einen européischen Claim mit der Auszahlung
M
Da(Mr) = 1-Lasrzny + fT Ly

My
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1 1
= 2(5 . ]_{MT:H} +1- ]]-{MT>H}) + E(MT — H)+

d.h. halte zwei symmetrische Binary Calls mit Strike H und Filligkeit T und % Calls
mit Strike H und Falligkeit T.

In 7y (falls 7y < T'): Verkaufe die zwei symmetrischen Binary Calls mit Strike H und
Filligkeit T und die % Calls mit Strike H und Félligkeit T und kaufe einen T-Bond.

Daraus folgt, dass der Anfangspreis eines One-touch with Up-Barrier Claims mit Schran-
ke H und Filligkeit T dem Anfangspreis des replizierenden Portfolios aus zwei symmetri-
schen Binary Calls mit Strike H und Falligkeit T und % Calls mit Strike H und Falligkeit
T entspricht. D.h.

1
B(0, T)E"[1- Lizy<ry] = 2BC*(0, H,T) + £C(0, H,T)

2BC*(0,H,T) C(0,H,T)
B(0,T) HB(0,T)

= P(ry <T) = (3.1)

Als néchstes wird fiir die symmetrischen Binary Calls ein Hedge mit Plain Vanilla Calls

angegeben.

Behauptung: Fiir den Anfangspreis eines symmetrischen Binary Calls gilt:

BC* (0, H.T) = i SO H =6 T) —COH+6T)

e—0 2¢

(3.2)

Beweis: Mit C(H —¢€,T) bzw. C(H +¢,T) wird ein Call mit Strike H — € bzw. H + ¢
und Félligkeit T bezeichnet.

Auszahlung eines symmetrischen Binary Calls mit Strike H zur Falligkeit T

1
5 Lrr=ny + 1 Tarsmy

CH—-¢T)—C(H+¢T)
2¢

Auszahlung von liII(l) zur Falligkeit T
e—

(MT - H+ E)]]-{MT>H—€} - (MT —H - 6)]]'{1\/1T>H-l-e}

lim
e—0 2¢

_ hm[(MT —H+e—Mp+ H+e)lipm>nte n (Mp — H + 6)1{H75<MTSH+E}]
e—0 2€ 2¢
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MT—H—|—€

2€
MT—H+€

= Lyrs>y + i —————Lr—

= lim1l + lim lim Ly <
e—0 {Mr>He} e—0 e—0 {H—e<Mr<He}

. €
= Yooy + 1m0 - Larr—my

1

=1 Toar>my + 5 - L=y

Da die einzelnen Grenzwerte existieren, durften die Regeln fiir Summen und Produkte

von Grenzwerten angewendet werden.

Die Behauptung folgt mit dem Replikationsprinzip, da die Auszahlung von einem sym-
metrischen Binary Call mit Strike H zur Filligkeit T gleich der Auszahlung von

C(H_G’T)Q_EC(H+E’T) zur Filligkeit T ist. n

hme—)O

Mit (3.2) folgt aus (3.1):

2 : C(O7H ) T) _ C(O7H+€7T) C<O7H7 T)
< — )
Pru =T) = 5oy 1 2 HB(0,T)

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Schranke H > M, einer einseitigen Barriereoption vor
deren Filligkeit T erreicht wird, kann somit prinzipiell aus dem Anfangspreis des T-

Bonds und den Anfangspreisen von Plain Vanilla Calls bestimmt werden.

2. Fall: H < M,

Dann ist 7y =inf{0 <t <T: M, < H}.

Es wird angenommen, dass M, = H gilt, falls 74 < T ist, und dass gPCS,,ar fiir
(My)rynr<i<r, (Ft)rgnr<icr, P) gilt.

Zunéchst wird ein Hedge fiir einen One-touch with Down-Barrier Claim mit Schranke
H und Félligkeit T bestimmt. Dieser Claim liefert zur Félligkeit T eine Auszahlung in
Hohe von 1, falls der Underlyingkurs die Schranke H bis zur Falligkeit erreicht hat. D.h.
der Claim liefert in T die Auszahlung 1 - 1, <7}

Definiere G(x) :=1 fiir alle x € R. G ist eine Auszahlungsfunktion und es gilt

E*G(Myp) = E'1 =1 < 0.
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Somit liefert Satz 3.1 den folgenden Hedge fiir einen One-touch with Down-Barrier Claim
mit Schranke H und Félligkeit T

In 0: Halte einen européischen Claim mit der Auszahlung

M
Da(Mr) =1 1<my + fT “Limp<my

M
=1 Tgvp=my + 2 Lingpery — (1= FT) “Linr<ny
1 1
= 2(5 Lntp=ry 1 Lsremy) — ﬁ(H — Mr)"

d.h. halte zwei symmetrische Binary Puts mit Strike H und Félligkeit T und verkaufe
% Puts mit Strike H und Falligkeit T.

In 75 (falls 7y < T'): Verkaufe die zwei symmetrischen Binary Puts mit Strike H und
Filligkeit T und kaufe die % Puts mit Strike H und Félligkeit T und einen T-Bond.

Daraus folgt, dass der Anfangspreis eines One-touch with Down-Barrier Claims mit
Schranke H und Félligkeit T dem Anfangspreis des replizierenden Portfolios aus zwei
symmetrischen Binary Puts mit Strike H und Filligkeit T und % verkauften Puts mit
Strike H und Falligkeit T entspricht. D.h.

1
B(0, T)E"[1- Lizy<ry] = 2BP*(0, H,T) — - P(0, H,T)

2BP*(0,H,T) P(0,H,T)
B(0,T) HB(0,T)

= Pty <T)= (3.3)

Als néchstes wird fiir die symmetrischen Binary Puts ein Hedge mit Plain Vanilla Puts

angegeben.

Behauptung: Fiir den Anfangspreis eines symmetrischen Binary Puts gilt:

P(O,H +¢T) = P(O,H —¢,T
BP0, H,T) = lim LA D)~ POH = e 1)

€e—0 2¢

(3.4)

Beweis: Mit P(H —¢,T) bzw. P(H +¢€,T) wird ein Put mit Strike H — e bzw. H + €
und Falligkeit T bezeichnet.

Auszahlung eines symmetrischen Binary Puts mit Strike H zur Félligkeit T:

1
5 Larr=ny + 1 Ty
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P(H +¢,T)— P(H —¢,T)
2€

Auszahlung von liné zur Falligkeit T
E—

(H +e— Mp)Linsp<nrey — (H— € — M)l cn—o

lim
€—0 2¢
_ hm[(H + € — MT — H + €+ MT>]'{MT<H—€} 4 (H + € — MT)]]-{H—GSMT<H+E}]
e—0 2e 2¢
. . H4+e—Mp .
= 11_{1% ]]-{MT<H—E} + 11_{1% T : 1136 ]]-{H—ESMT<H+6}
. H + € — MT
= Yy + 1 ———— Larr—m)

. €
= Yrp<my + 10 o2 - Linrp—my
1

=1 Lippem + 9 Lnr=my

Da die einzelnen Grenzwerte existieren, durften die Regeln fiir Summen und Produkte

von Grenzwerten angewendet werden.

Die Behauptung folgt mit dem Replikationsprinzip, da die Auszahlung von einem sym-
metrischen Binary Put mit Strike H zur Félligkeit T gleich der Auszahlung von

PURD - PUIZCT) Jur Falligkeit T ist. O

hHleﬂo

Mit (3.4) folgt aus (3.3):

2 POH+eT)—PO,H—eT) P, HT)
(< T) = g i 2 HB(0,T)

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Schranke H < M, einer einseitigen Barriereoption vor
deren Falligkeit T erreicht wird, kann somit prinzipiell aus dem Anfangspreis des T-

Bonds und den Anfangspreisen von Plain Vanilla Puts bestimmt werden.

3.2 Zweiseitige Barriereoptionen

In diesem Abschnitt werden zweiseitige Barriereoptionen betrachtet. Es wird gezeigt,
wie man Double Knock-out und Double Knock-in Claims mithilfe der geometrischen

Put-Call Symmetrie semistatisch hedgen kann.
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Satz 3.5 (semistatisches Hedgen von Double Knock-out Claims): Sei M := (M;)o<i<r
ein positives Martingal bzgl. P. Sei T" > 0 die Filligkeit des Claims.

Seien L und U zwei Schranken mit 0 < L < My < U.

Sei 77, die Ersterreichenszeit der unteren Schranke L, d.h. 7, :=inf{0 <¢ < T : M; < L},
und sei 7y die Ersterreichenszeit der oberen Schranke U, d.h. 7y := inf{0 < ¢ < T :
M; > U}. Dabei werde inf () := oo gesetzt.

Es wird angenommen, dass M., = L gilt, falls 7, < T ist, und dass M,, = U gilt, falls
Ty < T ist. Eine hinreichende Bedingung hierfiir ist, dass M stetige Pfade hat.

Sei G eine beliebige auf (L, U) beschrénkte Auszahlungsfunktion.

Falls gPCS;, aryar Tir (M) s, arpar<t<ts (Ft)rp ary ar<t<t, P) gilt, kann ein Double Knock-
out Claim mit der Auszahlung 1¢, -, > G(Mrp) durch folgende semistatische Strategie
repliziert werden:

In 0: Halte einen européischen Claim mit der Auszahlung

o0

I . U2nMT LnflMT . U2n
Z [mG ( I,2n ) — Un G (L2n—2MT

n=—oo

)]

LCako (M) :=

wobei G*(m) := G(m)1{Lcm<v}-
In 7, bzw. 7y (falls 7, < T bzw. 7y < T): Verkaufe den Claim mit der Auszahlung
LCako(Mr7). Dies ist kostenfrei moglich.

Beweis: Es werden zunéchst zwei Aussagen iiber I g, (Mr) bewiesen.

Behauptung 1: Fiir jedes My ist hochstens ein Term der unendlichen Summe

[e.9]

I . U2nMT Ln—lMT . U2n
Z [_n ( 2n ) B n G ( 2n—2
U L U L Mr

n=—oo

)]

ungleich Null.

Beweis von Behauptung 1: Da L, U, My > 0 gilt, bleiben Relationen bei Multipli-

kation mit und Division durch L, U und My erhalten.

L, UM
L Fall: G (—; L) > 0 fiir ein n € Z
* verschwindet auflerhalb von U2nM
G h dt:>ﬁh1b (L,U)L< T<U

L2n
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Lnfl MT U2n
Annahme 1.1: G*
Un ( [2n—2 MT
G* verschwindet a:u>Berhalb von (L,U) I < u2r <
[2n—2 MT

) >0

U

Fall 1.1.a: n <0
L<uv U,
= (=) <1
($)™" =
Es gilt:
g es U U U (3.7)

3.7
— an
L2n=2 My < [2n—2  [2n+l (E) L < L fu 36

Fall 1.1.b:n > 1

U
vx L (Z)4n72 >1
Es gilt: , , -
ng;;wT > [Znng ' ULZn = (%)4n_2 U (328) U L (36)
Annahme 1.2: Es existiert ein m € Z \ {n} mit %G*(UzzyT) >0
G* versehwindet auferhalb von (LU) U zn;n]\f[T U
= Mr < %

Sei 0.B.d.A m > n.

n, m € Z

2(m—n)—1>0

r<uv L 2(m—n)—1
= — <1
&)
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Es gilt:

[2m—1 — [2n—1 [j2(m-n)  [/2n (U> [2n

mel MT U2m

Annahme 1.3: Es existiert ein m € Z \ {n} mit o G*(LQW—QMT) >0
G* verschwindet auBerhalb von (L,U) uzm
= L<———<U
L2m72MT
Fal1.3.am>nundm +n <0
=2m+2n <0
(Fymen <
Es gilt:
U2m (3.5) U2m U2n U omton (3.12)
Lgm_—%<m'W=(z) L < L 40

Fall 1.3 b:m>nundm +n>1
=2m+2n—-2=2(m+n—-1)>0

U:>>L (%)2m+2n—2 > 1

Es gilt:

g o@s U Uttt U e o B13)
L2m=2 [ > [2m—2  [2n :(f) U 2 U @i

Fall 1.3.ccm<nundm +n <0
=2m+2n <0

L:<>U (%)Qm—I—Qn <1

Es gilt:
)

U2m (3.5) U2m U2n U
- L ézu (3.11)

(3.14
2m—+2n
L2m=2 \[ < [2m—2  J[2n+l (L) L <
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Fall 1.3.d m<nundm+n>1
=2m+2n—2=2(m+n—-1)>0

U
Es gilt:
U2m (3.5) U2m U2n—1 U ot on—2 (3.15)
L2m=2 [ > [2m—2  [2n = (f) U 2 U g
LnflM U2n
2. Fall: T TG*(L2”—2MT) > 0 fiir einn € Z
G* verschwindet auBerhalb von (L,U) U2n
= L<———+<U
L2n72MT <
U2n71 U2n
~ 7oz < Mr < 55 (3.16)
L U2 M.
Annahme 2.1: WG*( Ton Ty>0
(vergleiche 1. Fall Annahme 1.1)
Lm—lMT U2m
Annahme 2.2: Es existiert ein m € Z \ {n} mit T G*(L2m*2MT) >0
G* verschwindet auflerhalb von (L,U) U2m
L -
= < Tamms M <U
U2m—1
Sei 0.B.d.A m > n.
m’nEZQ(m—n)—1>O
U
vzt (E)ﬂﬂ"b—r@—1 >1 (3.18)
Es gilt:
U2m—1 U2n—1 U2(m—n) U2n U Smn)—1 (3.18) U2n (3.16)
[2m—2  [2n—2  [2(m-n) _ [2n-1 (f) T2n—1 > My fom 3a7)
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Lm U™ M.
Annahme 2.3: Es existiert ein m € Z \ {n} mit WG*( Tom a

)>0

(vergleiche 1. Fall Annahme 1.3)

Behauptung 2: Der Betrag jedes Terms in der unendlichen Summe

LnflM U2n
_ T G (
Un L2n—2MT

S (e

oo N L )

n=—oo

ist durch /i
CVU
[ VM

beschriankt, wobei C' > 0 eine Konstante ist.

Beweis von Behauptung 2: Da L, U, My > 0 gilt, bleiben Relationen bei Multipli-

kation mit und Division durch L, U und My erhalten.
Es gilt:
U2n MT L2n MT

L<—<U=
L2n < U2n L

und

Ferner gilt:

G ist auf (L, U) beschriankt
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= |G(m)| < C fiir alle m € (L, U), wobei C > 0 eine Konstante ist
= |G*(m)| = |G(m)Liz<mevy] = |G(Mm)|Liz<mery < C fiir allem € R (3.22)

Somit gilt:

* UQnMT L, U >0 L" % UQnMT
L (LM b0 Ly o M

/ |G*(U2nMT
\/_ [2n
22)
< —\/M
~ \/Z T

U L 0
i

)|

(3.19)
<
3.22

(

und
e T I T LB T)
Un L2=2 My - Un L2=2 My
(3.20) 1y [2n
< Un  [2n-1 G (L2n—2MT)|
U . U2n

ﬁ G (L2n_2MT)‘
8 O U
= L L2n=2 My

'S CT\/U«/MT

Mithilfe von diesen beiden Aussagen wird nun Folgendes bewiesen:

Behauptung 3: Fiir eine beliebige Stopzeit 0 < 7 < T gilt:

Z U%M LM U Z‘” UM
P T T o * T
E 2n ) Un G (L2n—2MT)] o [ [UnG ( 20 )]
L' M U
. P T ~x

Beweis von Behauptung 3: Es gilt:
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M positives P — Martingal = EF My < oo = EXy/Mp < oo

Sei 0 < 7 < T eine beliebige Stopzeit.

(3.23)

Dann gilt:
L ., UM Beh 2 C\/_ (3.23)
e (e 2 Y g - Y pr i 2 o
und
L1 My [2n Beh 2 C\/_
EY * /M EEN/M
TI Un G (LG_gMT)| — T

Daraus folgt:

e (LM o
i ]
und
2n n—1 2n
[([}nG*(ULQJL/[T) L UTJLWTG*(L%EZMT)]
R )
Ferner gilt:
2n n—1 2n
I énG%ULfT) S )
Dre1ecksu%glemhung [|Un G*(U;ngj’ﬂ + |L” My ( ng QQZWT)”
o2 gl EE’!“J?TG%LJ )
B e e L e
Beg 2 CVU
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(3.23)

o0

(3.24)

(3.25)



(3.23)
< o0
Daraus folgt:
0 n U2nM LnflM U2n
P * T T
ET Z [_G L2n ) B Ur G (LZn—QMT )]
e i UQnMT LnflMT . U2n
- n:ZOO [ G ( [2n ) Unr G (L2n—2MT )]

(3.25) N L ., UM L ‘My . U™
=" [Ef[mG( L%T)]—Ef[ 0 ~G (L2n_2MT)]]

n=—oo

[]

Es wird nun gezeigt, dass der Double Knock-out Claim mit der Auszahlung 1;, rr, 71 G/(Mr)
durch die oben beschriebene Strategie repliziert werden kann.

1. Fall: p Ay AT = 714,

Der Preis des Claims mit der Auszahlung I g, (M) ist in 7, gegeben durch:

B(1,,T)E;, Tao(Mr)

Um zu beweisen, dass der Claim mit der Auszahlung I g, (Mr) in 71, kostenfrei verkauft

werden kann, ist somit zu zeigen:

E} Tao(Mr) =0

Es gilt:
L TL[UnG“UZZf )~ B g )
AT 3 12, el (M) e (E M TG*<L25ZWT>”

n=—oo
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(C)TLLTU/\T

TL /\TU_/\T:TL

2Fall: iy ANy AT = 1

o0

> B [

T ANTUNT

L" Mr
UTL MTL/\TU/\T
i} U2n
()
L My
n 2n 2
TG ()
M, LMy
U2n
L2n—2MT)H
U2n
L2n—2MT
U2n
]

2n 2
U MTL AT AT

L2n MT

G ( )

Lnfl MT
Un

SEE]

G )]

G

Der Preis des Claims mit der Auszahlung T g, (Mr) ist in 7y gegeben durch:

B(ry,T)EL Taxo(Mr)

Um zu beweisen, dass der Claim mit der Auszahlung gy, (M7) in 7y kostenfrei verkauft

werden kann, ist somit zu zeigen:

TL/\TUAT:TU

(C)T AT AT
LU

E; Taw(Mr) =0

& n UQnMT LnflMT U2n
EP _ * _ *
TU n:ZOO[ Un G ( L2n ) Un G (L2n—2 MT )]
e n U2nM LnflM U2n
P * T P T ~x
Z [ETU[WG ( I,2n )] - ETU[ Un G (Lgn_QMT)H
o " U2nM LnflM U2n
P * T P T ~x
n;OO[ETL/\TU/\T[mG ( L2n )] - ETU[ Un (L2n_2MT)]]
i [EIP [E i MT G*(UanEL/\TU/\T)]
N——00 TLATUNT Un MTL/\TU/\T LQnMT
Ln—lM U2n
. P T ~x
B 6 ey )
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TS B 6 ()
R L ]
Y R )~ B )
- S B )
- 3 e e
Indexverschiebung ni:m[ EITP)U [L”_Ul j\/fT a( L27Z227;\4T 0
- 3 (6, )
= 0

3. Fall: i, Ay > T

Es ist zu zeigen, dass das replizierende Portfolio zur Falligkeit die gleiche Auszahlung

liefert wie der Double Knock-out Claim.
Da 1, Ay > T gilt, liefert der Double Knock-out Claim die Auszahlung G(Mr) und es

gilt:

Es ist somit

Es gilt:

I axo (M)

L<Mp<U (3.26)
Zu zeigen:
Lawo(Mr) = G(Mr)
0 n . U2nMT LnflMT i U2n
- nzzoo[mG( L2n >_ Un G (LQn—2MT)]
-1
I U2nMT Lnfl MT U2n
— —(* _ * * M
3 GG )~ O gy )+ )
Myp . L*  ~~L"_, U"Mp L 'Mp_, U™
~ T OGR)  LEE ) - T Gy,
3.26), Beh.1
GG (M)
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= G(Mp)Ll{L<mp<vy
"2 G

Bemerkung 3.6 (semistatisches Hedgen von Double Knock-in Claims): Fiir einen

Double Knock-in Claim mit der Auszahlung 1, rr, < G(Mr) gilt:

]]-{TL/\’TUST}G<MT) = - ]]-{TL/\’TU>T}>G<MT>

(1
G(MT) - ]]-{TL/\TU>T}G<MT>

d.h. ein Double Knock-in Claim mit der Auszahlung 1y, rr, <G (Myr) entspricht der
Differenz aus einem européischen Claim mit der Auszahlung G(Mr) und einem Double
Knock-out Claim mit der Auszahlung 1, rr, >73G(Mr).

Somit kann man mithilfe von Satz 3.5 auch Double Knock-in Claims semistatisch hed-
gen.

Unter den Voraussetzungen von Satz 3.5 gilt:

Falls gPC Sy, aryar it ((My)ry arpar<t<ts (Ft)rpary ar<t<t, P) gilt, kann ein Double Knock-
in Claim mit der Auszahlung 1., rr, <G (M7) durch folgende semistatische Strategie
repliziert werden:

In 0: Halte einen européischen Claim mit der Auszahlung

[e.9]

Laa(Mr) := G(Mr) — Z [

n=—oo

I *( UZnMT ) Lnfl MT G* ( U2n
Un LZn Un L2n—2 MT

)]

wobei G*(m) := G(m)1{Lcm<v}-
In 7, bzw. 7y (falls 7, < T bzw. 77 < T): Verkaufe den Claim mit der Auszahlung
Laki(Mr) und kaufe einen Claim mit der Auszahlung G(Mry). Dies ist kostenfrei moglich.

3.3 Bewertung bei asymmetrischer impliziter
Volatilitatsfunktion

Die geometrische Put-Call Symmetrie fordert eine Symmetrie der impliziten Volatilitat:
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(b), IF(z) = I (—z) firallex € R

Empirisch zeigt sich jedoch, dass die implizite Volatilitdtsfunktion in realen Mérkten
héufig nicht symmetrisch ist (vgl. [2], S. 7), zum Beispiel in Aktienmérkten (vgl. [1], S.
546).

Im Folgenden wird basierend auf [1] dargestellt, wie man mithilfe der geometrischen
Put-Call Symmetrie Barriereoptionen semistatisch hedgen kann, wenn der Underlying-
kursprozess die Symmetriebedingung (a), nicht erfiillt. Als Underlyingkursprozess dient
im Folgenden (S;)o<i<r. Die Idee ist, einen Hilfsprozess (N;)o<i<r zu finden, fiir den
gPC'S; gilt. AnschlieBend formt man die fiir den Hilfsprozess geltenden Aussagen so um,
dass semistatische Hedges fiir Barriereoptionen mit Underlyingkursprozess (S;)o<t<r ge-

wonnen werden.

Zundchst muss geklart werden, was der Begriff Hilfsprozess in diesem Zusammenhang

bedeuten soll.

Definition 3.7 (Hilfsprozess): Sei h : (0,00) — R eine stetige und strikt monotone
Funktion. Dann existiert eine zu h inverse Funktion h~' : I — (0,00), wobei [ :=
(h(0), h(c0)), falls h streng monoton wachsend ist, und I := (h(o0), h(0)), falls h streng
monoton fallend ist.

Das positive P-Martingal (N;)o<;<7 heiit Hilfsprozess zu (S;)o<i<r, falls Ny = h71(S;)
fur alle 0 <t <T.

Beispiel 3.8 (Beispiele fiir h): Verschiebung:

Sei h : (0,00) = R, h(n) = n + ¢, wobei ¢ € R eine Konstante ist.
h ist stetig und streng monoton wachsend.

h™t: (c,00) = (0,00), h"(s) =s—¢

Powertransformation:

Sei h: (0,00) = R, h(n) = nP, wobei p € R\ {0} eine Konstante ist.

h ist stetig, fiir p > 0 streng monoton wachsend und fiir p < 0 streng monoton fallend.
h=1:(0,00) — (0,00), h~Y(s) = s7
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3.3.1 Einseitige Barriereoptionen

In diesem Unterabschnitt werden einseitige Barriereoptionen betrachtet. Es wird gezeigt,
wie man Knock-in Claims mithilfe eines Hilfsprozesses und der geometrischen Put-Call

Symmetrie semistatisch hedgen kann.

Satz 3.9 (semistatisches Hedgen von Knock-in Claims): Sei S := (S;)o<i<7 ein (Fy)o<t<1-
adaptierter Prozess. Sei T' > 0 die Félligkeit des Claims.

Sei H eine Schranke mit 0 < H # Sy. Sei 7y die Ersterrreichenszeit der Schranke H,
dh. 7 :=inf{0 <t < T :nS; > nH}, wobei n :=sgn(H — Sp) und inf () := oo gesetzt
werde.

Es wird angenommen, dass S;,, = H gilt, falls 7y < T'ist. Eine hinreichende Bedingung
hierfiir ist, dass S stetige Pfade hat.

Sei N := (Ny)o<i<7 ein Hilfsprozess zu (S;)o<i<r mit Ny = h=1(S;) fiir alle 0 < ¢ < T
Sei G eine beliebige Auszahlungsfunktion mit E*G(Sr) < oco.

Falls gPCS: ar fiir ((Ne)ryar<t<ts (Ft)rgar<t<r, P) gilt, kann ein Knock-in Claim mit
der Auszahlung 1., <G (S7) durch folgende semistatische Strategie repliziert werden:
In 0: Halte einen européischen Claim mit der Auszahlung

Liu(Sr) 1= St e + s o Gl DL asyonn

In 7y (falls 74y < T): Verkaufe den Claim mit der Auszahlung I'y;(S7) und kaufe einen
Claim mit der Auszahlung G(Sr). Dies ist kostenfrei moglich.

Beweis: Definiere
i = sgu(h™ (H) — h™'(S0)) = sgn(h™"(H) — No).
Da h strikt monoton ist, gilt:
nS;, >nH < AN, > nh~'(H)

Daraus folgt:
T =inf{0 <t <T: )N, > ph™ " (H)} =: Tp-1(m)

D.h. 75 ist sowohl die Ersterreichenszeit der Schranke H von S als auch die Ersterrei-
chenszeit der Schranke h~'(H) von N.
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Ferner gilt:

Sy, = H, falls Ty < T

= N. =h~'(H), falls 71y < T

Th=1(m)

Definiere die Auszahlungsfunktion G := G o h.
Dann gilt:
EFG(Ny) = E*G(h(Nr)) = EFG(St) < o0

Somit folgt die Behauptung aus Satz 3.1 mit h~*(H) als Schranke und G als Auszah-
lungsfunktion. m

3.3.2 Zweiseitige Barriereoptionen

In diesem Unterabschnitt werden zweiseitige Barriereoptionen betrachtet. Es wird ge-
zeigt, wie man Double Knock-out Claims mithilfe eines Hilfsprozesses und der geome-

trischen Put-Call Symmetrie semistatisch hedgen kann.

Satz 3.10 (Semistatisches Hedgen von Double Knock-out Claims): Sei S := (S¢)o<t<r
ein (F;)o<t<r-adaptierter Prozess. Sei T > 0 die Falligkeit des Claims.

Seien L und U zwei Schranken mit 0 < L < Sy < U.

Sei 77, die Ersterreichenszeit der unteren Schranke L, d.h. 7, :=inf{0 <t < T : S, < L},
und sei 7y die Ersterreichenszeit der oberen Schranke U, d.h. 7y :=inf{0 <t < T : S, >
U}. Dabei werde inf () := oo gesetzt.

Es wird angenommen, dass S;, = L gilt, falls 7, < T ist, und dass S, = U gilt, falls
Ty < T ist. Eine hinreichende Bedingung hierfiir ist, dass S stetige Pfade hat.

Sei N := (N;)o<i<r ein Hilfsprozess zu (S)o<i<r mit N, = h=1(S;) fiir alle 0 < ¢ < T
Sei G eine beliebige auf (L, U) beschrinkte Auszahlungsfunktion.

Falls gPCS;, prpat Tt ((N) 7y arpnr<t<ts (Ft)rparpar<t<t, P) gilt, kann ein Double Knock-
out Claim mit der Auszahlung 1, rr,~73G(Sr) durch folgende semistatische Strategie
repliziert werden:

In 0: Halte einen européischen Claim mit der Auszahlung

o () L, (WHU) (S
Lao(S7) = Z [ G*(h( (h=1(L))?n )

n=—oo
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_ (W) (Sr)
(R (U))"

(R'(U))™ D)
(h=1(L))**=2h=1(5r)

G (n(

wobei G*(s) := G(s)1{L<s<v}-
In 7, bzw. 7y (falls 7, < T bzw. 77 < T): Verkaufe den Claim mit der Auszahlung
Lako(ST). Dies ist kostenfrei moglich.

Beweis: 1. Fall: h streng monoton wachsend

Da h streng monoton wachsend ist und h~!(s) > 0, gilt:

0<L<S<U
= 0<h L) <h(Sy) < h (V)
= 0<h (L)< Ny < h}(U)

Da h streng monoton wachsend ist, gilt:

S, <L<< N, <h'(L)
und

S, >U <= N, >h ' (U)

Daraus folgt:
7L = 1nf{() S t S T: Nt S h71<L)} = Th—l(L)

und
o =inf{0 <t <T: N, >h ' (U)} = 71y

D.h. 71, ist sowohl die Ersterreichenszeit der Schranke L von S als auch die Ersterreichens-
zeit der Schranke h~'(L) von N und 7y ist sowohl die Ersterreichenszeit der Schranke U
von S als auch die Ersterreichenszeit der Schranke 2h~!(U) von N.

Ferner gilt:

Sy, =L, falls 7, < T
= Tl h_l(L), falls Th=1(L) <T
und
STU :U, falls TU ST
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= N =h~'(U), falls m-1qy < T

Th=1(U)

Definiere die Auszahlungsfunktion G:=Goh.

Da h~! streng monoton wachsend und stetig ist, ist G beschrinkt auf (h~'(L), h=*(U)).
Somit folgt die Behauptung aus Satz 3.5 mit unterer Schranke h~*(L), oberer Schranke
h=1(U) und G als Auszahlungsfunktion.

2. Fall: h streng monoton fallend
Da h streng monoton fallend ist und h=*(s) > 0, gilt:

0<L<S<U
= 0<h ' (U)<h (S <h }L)
= 0<h Y(U) < Ny <h™ (L)

Da h streng monoton fallend ist, gilt:
S, <L< N, >h'(L)

und

S, >U <= N, <h ' (U)

Daraus folgt:
T, = 1nf{0 S t S T: Nt 2 hil(L)} =. Th—l(L)

und

w=inf{0<t<T:N, <h ' (U)} = Th=1(0)

D.h. 71, ist sowohl die Ersterreichenszeit der Schranke L von S als auch die Ersterreichens-
zeit der Schranke h~'(L) von N und 7y ist sowohl die Ersterreichenszeit der Schranke U
von S als auch die Ersterreichenszeit der Schranke 2h~!(U) von N.

Ferner gilt:

S, =1, falls 7, <T
=hN(L), falls 71y < T
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und

Sy, = U, falls iy < T
= N =h~'(U), falls i1y < T

Th-lw)

Definiere die Auszahlungsfunktion G := G o h.

Da h~! streng monoton fallend und stetig ist, ist G beschréinkt auf (h=1(U), h~1(L)).
Somit folgt die Behauptung aus Satz 3.5 mit unterer Schranke 2~ (U), oberer Schranke
h=1(L) und G als Auszahlungsfunktion. O
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4 Fazit

Das Ziel dieser Arbeit war es, zu zeigen, wie man Barriereoptionen ohne spezifische
Modellannahmen bewerten kann. Zu diesem Zweck wurde die geometrische Put-Call
Symmetrie vorgestellt.

Die geometrische Put-Call Symmetrie wurde als Verallgemeinerung der klassischen Put-
Call Symmetrie definiert und es wurden dquivalente Bedingungen angegeben. Beispiel-
haft wurden Bedingungen fiir Volatilitdtsmodelle mit stochastischer und lokaler Vola-
tilitdt angegeben, die hinreichend fiir die Giiltigkeit der geometrischen Put-Call Sym-
metrie in diesen Modellen sind. AuBlerdem wurde eine weitere Symmetrie definiert, die
arithmetische Put-Call Symmetrie, und ein Zusammenhang zur geometrischen Put-Call
Symmetrie nachgewiesen.

Der Vorteil der Bewertung von Barriereoptionen mithilfe der geometrischen Put-Call
Symmetrie ist, dass kein konkretes Finanzmarktmodell benotigt wird. Es ist entschei-
dend, dass die geometrische Put-Call Symmetrie fiir jeweils eine bestimmte Stopzeit 7
gilt.

Es wurde gezeigt, wie man ein- und zweiseitige Barriereoptionen mit européischen Claims
semistatisch hedgen kann. Dabei ist der Wert des replizierenden Portfolios gleich dem
Wert der Barriereoption, falls eine Schranke der Barriereoption vor der Falligkeit er-
reicht wird, und zur Falligkeit, falls keine Schranke der Barriereoption erreicht wurde.
Fiir einseitige Barriereoptionen wurde mithilfe der geometrischen Put-Call Symmetrie
die Wahrscheinlichkeit, dass die Schranke vor der Falligkeit erreicht wird, mit dem An-
fangspreis des T-Bonds und den Anfangspreisen von Plain Vanilla Optionen bestimmt.
Dabei ist beachtenswert, dass die Anfangspreise der européischen Claims in den replizie-
renden Portfolios, der Anfangspreis des T-Bonds und die Anfangspreise der Plain Vanilla
Optionen durch Randverteilungen bestimmt sind.

Bei der Anwendbarkeit der Hedgeergebnisse gibt es einige Einschriankungen. Zum einen
ist die Annahme, dass européische Claims mit beliebiger Auszahlungsfunktion in belie-
bigen Mengen verfiighar sind, problematisch. Zum anderen ist die von der geometrischen

Put-Call Symmetrie geforderte Symmetrie der impliziten Volatilitdt in realen Méarkten
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héufig nicht gegeben, z.B. in Aktienmérkten.

Am Ende der Arbeit wurde dargestellt, wie man mithilfe eines Hilfsprozesses die geo-
metrische Put-Call Symmetrie nutzen kann, wenn der Underlyingkursprozess die Sym-
metriebedingung nicht erfiillt. Auch hier wurden semistatische Hedges mit européischen

Claims fiir ein- und zweiseitige Barriereoptionen angegeben.
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