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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Eines der meist verwendeten Zinsstrukturmodelle zur Bewertung von am Markt
gehandelten Zinsderivaten ist das Libor-Markt-Modell. Der grofe Vorteil dieses
Modells liegt in der Tatsache begriindet, dass es im Gegensatz zu anderen Mo-
dellen, wie zum Beispiel den Short-Rate-Modellen, eine am Markt beobachtbare
Grofe, die ,London Interbank Offered Rate”, kurz Libor, als Referenzzinssatz zu-
grunde legt.

Das Ziel der Arbeit besteht darin, zunéchst einige theoretische Voraussetzun-
gen fiir das Libor-Markt-Modell darzustellen um dieses dann auf Basis dieser
Grundlagen herzuleiten. Im Anschluss daran werden wir das so erhaltene Modell
an gegebene Marktdaten kalibrieren, um so eine Grundlage fiir die Bewertung
verschiedener Zinsderivate zu erhalten. Fiir die Kalibrierung haben wir gewisse
Annahmen zu treffen bzw. entsprechende Approximationen zu verwenden. Daher
stellt die Herleitung und Begriindung dieser Voraussetzungen fiir die Marktkali-
brierung einen wesentlichen Teil dieser Arbeit dar und wird an den entsprechenden
Stellen geliefert. Zusitzlich zu den dargestellten Annahmen werden auch Erweite-
rungsmoglichkeiten oder mégliche Alternativen genannt, die verdeutlichen sollen,
dass es bei der Kalibrierung des Libor-Markt-Modells an am Markt gegebene
Daten durchaus unterschiedliche Vorgehensweisen mit jeweils eigenen Vor- und
Nachteilen gibt. Die Wahl und die darauf aufbauende Anwendung eines fiir unse-
re Problemstellung geeigneten Ansatzes wird dann anschliefsend durchgefiihrt.

Insgesamt ist die Arbeit wie folgt aufgebaut:

Im zweiten Kapitel werden die finanzmathematischen und betriebswirtschaftli-
chen Hintergriinde und Grundlagen dargestellt. Dabei werden vor allem relevante
Zinsséitze und Zinsderivate erldutert.

Im Anschluss daran wird im dritten Kapitel zundchst das Libor-Markt-Modell
anhand der Ausfithrungen aus dem zweiten Kapitel aufgestellt. Es wird darge-
stellt, fiir welchen spéteren Modellansatz wir uns in der Arbeit entschieden haben
und es werden die fiir die spétere Kalibrierung verwendeten Strukturen fiir Vo-
latilitdt und Korrelation hergeleitet. Danach werden die ammn Markt angegebenen
Daten fiir Libor-Raten, Caps und Swaptions abgebildet und es wird dargelegt, wie
daraus die vollstdndigen Daten, die fiir die Marktkalibrierung erforderlich sind,
gewonnen werden. Zusdtzlich wird die Bewertung von Zinsderivaten wie Caps
bzw. Caplets und Swaptions im Libor-Markt-Modell erlautert.

Im vierten Kapitel der Arbeit werden zunfchst die Kalibrierungsgrundlagen
und Approximationsformeln geliefert. Mithilfe dieser Ansatzpunkte wird dann
versucht eine direkte Kalibrierung durch Minimierung einer entsprechenden Ziel-
funktion durchzufiihren, bevor dann eine Erweiterung dieser Methode — die dann
letztendlich auch zur Anwendung kommt — angegeben wird. Hierbei werden zudem
die verschiedenen Laufzeiten der verwendeten Zinsderivate beriicksichtigt. Es wird
aukerdem dargestellt, wie ein Libor-Markt-Modell mit einer gewissen vorher fest



gewihlten Anzahl an treibenden Faktoren, die fiir die ,zufilligen Zinsentwick-
lungen verantwortlich sind, bestimmt werden kann. Darauf folgend werden dann
die aus der Marktkalibrierung gewonnen Daten angegeben und es wird beschrie-
ben, wie diese Ergebnisse fiir die Bewertung weiterer Finanzprodukte verwendet
werden konnen.

Das fiinfte Kapitel dieser Arbeit fasst die gewonnen Erkenntnisse noch einmal
zusammen und komplettiert zusammen mit dem darauf folgenden Anhang und
dem Literaturverzeichnis die vorliegende Arbeit. Dabei wird im Anhang die fiir
die Implementierung der Kalibrierung genutzte Optimierungsmethode genauer
dargestellt, sodass die zur Anwendung kommenden numerischen Verfahren nach-
vollzogen werden kénnen.

An dieser Stelle méchte ich Herrn Privatdozent Dr. Volkert Paulsen fiir die Uber-
lassung dieses Themas und die ausgezeichnete Betreuung wihrend der Masterar-
beit recht herzlich danken. Die vorliegende Arbeit ist in einer Kooperation mit
dem Unternehmen ,zeb/information.technology gmbh & co.kg.“ unter der Leitung
von Herrn Christoph Moll entstanden. Auch ihm méchte ich meinen herzlichen
Dank fiir die sehr gute Betreuung wihrend der gesamten Arbeit aussprechen.



2 GRUNDLAGEN

2 Grundlagen

In diesem Kapitel sollen die bendtigten Grundlagen fiir die weitere Arbeit ge-
schaffen werden. Dazu werden die wichtigsten Bausteine fiir die Darstellung und
Herleitung des Libor-Markt-Modells geliefert. Die angegebenen Ausfiihrungen ori-
entieren sich vor allem an den Biichern [BM06], [Hul02|, [AP10a] und an den Mit-
schriften aus [Paul3].

Die Basis des Libor-Markt-Modells bilden die Libor-Zinssitze, auch Libor-Raten
genannt. Diese sind am Markt quotierte und somit bekannte Interbankenzinssitze,
die fiir verschiedene W&hrungen berechnet werden. Im Euro-Raum dient dabei vor
allem der sogenannte Furibor-Zinssatz als Referenzzins. In den Betrachtungen die-
ser Arbeit werden wir jedoch allgemein vom Libor-Zinssatz und den Libor-Raten
sprechen, da dies die in der Theorie iibliche Bezeichnung ist. Fiir die spater durch-
gefithrten Berechnungen verwenden wir aber auf dem Euribor-Zinssatz basierende
Marktdaten. Mit diesen Daten ist eine Herleitung, Darstellung und Kalibrierung
des Modells auf dieselbe Art und Weise moglich, wie wir es anhand der Libor-
Raten darstellen werden.

Im Folgenden wird der Zeitraum der Betrachtungen des Modells immer als endlich
vorausgesetzt und werde mit [0, 7] bezeichnet, wobei 0 < T < oo ist.

2.1 Zinssitze und Derivate

Einer der Hauptbausteine des Modells sind die Zero-Coupon-Bonds, welche wir
im weiteren Verlauf der Arbeit auch der Einfachheit halber als Bonds bezeichnen.
Sie sind wie folgt definiert;:

Definition 2.1: Zero-Coupon-Bond

Ein Zero-Coupon-Bond, oft auch als Nullkuponanleihe bezeichnet, ist ein ver-
zinsliches Wertpapier ohne laufende Zinszahlungen. Es wird lediglich zu einem
festgelegten zukiinftigen Zeitpunkt 7' mit 0 < T < Ty der Nennwert des Bonds,
der in ungerem Fall immer 1 FEuro betrigt, ausgezahlt. Im weiteren Verlauf der
Arbeit bezeichnet B(t,T) den Wert eines solchen Bonds zum Zeitpunkt ¢ mit
Auszahlung 1in T

Ein Zero-Coupon-Bond mit Auszahlungszeitpunkt T wird oftmals auch als T-
Bond bezeichnet. Wir bendtigen zuséitzlich zu dieser Definition ein paar grundle-
gende Voraussetzungen an die Bonds:

Ein Bond entspricht fiir uns im Weiteren immer einer risikolosen Anlage. Der In-
haber des T-Bonds erhélt zum Zeitpunkt T somit eine sichere Auszahlung von
1 Euro. Weiterhin ist der Wert eines Bonds in ¢ immer positiv, das heifst es gilt
B(t,T) > 0 fiir alle ¢ und 7, fiir die 0 < ¢ < T < Ty ist. Der Bondpreis B(¢,T)
wird zudem als Funktion von T als monoton fallende Abbildung angenommen.
Dies bedeutet, dass B(t,T),) > B(t,T,) fur t,T,,T, mit 0 <t < T, <T, <Ty.



2.1 Zinssitze und Derivate

Aufbauend auf den dargestellten Bonds als Basisfinanzgiiter kénnen wir nun ei-
nige weitere Annahmen und Definitionen treffen.

Zunéchst wollen wir den jahrlichen Zinssatz, mit dem eine risikolose Kapitalver-
zinsung zwischen dem heutigen Zeitpunkt ¢ und einem zukiinftigen Zeitpunkt
Ty < Txn méglich ist, untersuchen. Dieser Zinssatz soll als Spot-Libor-Rate be-
zeichnet werden. Soll nun eine Geldeinheit risikolos fiir den Zeitraum [¢,T1] an-
gelegt werden, so kann dies durch den Kauf von B(t,T})~! Ti-Bonds erreicht
werden. Man erhdlt somit dann durch eine Geldeinheit in ¢ eine Riickzahlung von
B(t,T1)~! Geldeinheiten in Tj.

Bezeichne nun L(t,T1) den jéhrlichen Zinssatz einer risikolosen Anlage iiber den
Zeitraum [t,T1], so erfiillt dieser Zinssatz die Gleichung

1+ L(t, Ty)(Ty —t) = B(t,T1) "
Wir kénnen also die Spot-Libor-Rate L(t,T}) wie folgt definieren:

Definition 2.2: Spot-Libor-Rate
Gegeben sei der Zeitraum [t,71] mit dem heutigen Zeitpunkt ¢ und dem zukiinf-
tigen Zeitpunkt 77 mit 0 <t < T7 < Tn. Dann ergibt sich die sogenannte Spot-

Libor-Rate L(t,T1) als Zinssatz fiir eine risikolose Anlage iiber diesen Zeitraum

durch
1

L(t,T1) = Tl_t(B(thl) —1>. (2.1)

Betrachten wir nun ein in der Zukunft liegendes Intervall [T7, T5] und den heutigen
Zeitpunkt ¢t mit 0 < t < T} < Ty < Ty. Das Ziel ist es nun, die Forward-Libor-
Rate F'(t;T1,T5), also den risikolosen Zinssatz, der im Zeitpunkt ¢ fiir das Intervall
[T1,T>] garantiert werden kann, zu bestimmen. Dies werden wir im Folgenden
ausgehend von der Betrachtung eines Forward Rate Agreements untersuchen.

Forward Rate Agreement

Ein Forward Rate Agreement (FRA) ist ein Zinstermingeschift, welches es zu
einem Zeitpunkt ¢ ermdglicht einen festen Zinssatz fiir einen in der Zukunft lie-
genden Zeitraum [T7, T3] zu sichern. Es wird also in ¢ ein fester Zinssatz fiir das
Intervall [T}, T3] vereinbart. Bei Zugrundelegen der Libor-Raten als Referenzzins-
satz werden also in [T1, T3] die festen Zinsen K statt der variablen Zinsen, die
durch die Spot-Libor-Rate L(77,T%) gegeben sind, gezahlt. Ein FRA mit 1 Euro
als Nominalwert fithrt somit unter Anwendung von Gleichung (2.1) in T zu der
Auszahlung

1
T —T)H)(L(T,T) — K)= ——— — 1= K(Iy —T}).
(> = T)(L(Th, T2) — K) B T) (Tp = T1)
Ausgehend von einem FRA kann man nun die Forward Rate bestimmen. Sie
entspricht dem festen Zinssatz K, fiir den ein FRA zum Zeitpunkt ¢ fair ist,
also den Wert 0 hat. Um nun die Hohe der Forward Rate zu ermitteln, ist der
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arbitragefreie Preis eines FRAs zum Zeitpunkt ¢ zu berechnen. Dazu betrachten
wir zunéchst noch einmal die Auszahlung des FRAs in 75, diese betrigt wie oben

gesehen
1

1 -K(Th-T).
B(Ty,T5) (=)

Um eine Auszahlung von B(T7, Tg)’1 in T zu erhalten, muss man 1 Furo in T}
und daher B(¢,77) Euro in ¢ investieren. Weiterhin erhélt man eine Auszahlung
in Hohe von 1 + K(T> — T1) Euro in T3, wenn man in ¢ exakt (1 + K (T2 — T1))
T> Bonds kauft. Insgesamt ergibt sich somit fiir den arbitragefreien Preis eines
solchen FRAs der Zusammenhang

FRA(t;T1,Ty) = B(t,T1) — (1 + K(To — T1))B(t, T3). (2.2)
Die Forward Rate erhilt man nun, indem man diese Gleichung gleich 0 setzt. Es

ergibt sich
1 B(t,T)) >
K = —-1).
(T> —Th) (B(t,T2)

Hieraus kénnen wir direkt folgern:

Definition 2.3: Forward-Libor-Rate

Betrachten wir die Zeitpunkte ¢,77 und 75 mit 0 < ¢t < T < T5 < Ty. Die
Forward-Libor-Rate ist der in ¢ festgelegte risikolose Zingsatz fiir eine Verzinsung
iiber das Intervall [T, T3] und wird mit F(¢; T1,T%) bezeichnet. Sie wird mithilfe

der Bonds durch
1 B(t,Ty)
F(t:Ty,Ty) = -1 2.3
(T, T2) TQ—T1<B(t,T2) ) (2:3)

definiert.

Bemerkung: Im Weiteren bezeichnen wir die Forward-Libor-Rate als Libor-
Rate. Aufserdem schreiben wir zur Abkiirzung fiir die i-te Libor-Rate, die die
Verzinsung fiir den Zeitraum [T;, T; + 1] angibt, oftmals L;(t) statt F(¢; T;, Ti+1)
fir alle 1 <4 < N—1. Da wir im Modell nur diskrete Zinssétze betrachten, ver-
zichten wir auf die Darstellung stetiger Zinssitze und verweisen dazu zum Beispiel
auf [Hul02].

Anhand der Definition der Libor-Rate (2.3) und dem arbitragefreien Preis eines
FRAs (2.2) kann man sehen, dass ein FRA mit den obigen Eigenschaften zum
Zeitpunkt ¢ den arbitragefreien Preis

FRA(t; Tl,TQ) = 6lB(t,T2)(F(t;T1,T2) - K)
mit 61 = (T2 — Tl) besitzt.

Ausgehend von diesen Grundlagen werden nun in den nichsten Abschnitten die
in der Arbeit betrachteten Zinsderivate dargestellt.



2.1 Zinssitze und Derivate

Zinscaps

Zinscaps, im Weiteren auch als Caps bezeichnet, sind am Markt gehandelte Zins-
derivate. Ein Cap besteht aus mehreren Caplets, wobei jedes dieser Caplets eine
Call-Option auf einen gewihlten Zinssatz darstellt. Das Ziel beim Kauf eines
Caplets besteht darin, sich gegen steigende variable Zinsen abzusichern.

In unseren Betrachtungen dient der Libor-Zinssatz als Referenzzinssatz. Aufier-
dem betragt der von uns gewdhlte Nominalbetrag zur Vereinfachung im Modell
immer 1 Furo. Ein Caplet wird nun zum heutigen Zeitpunkt ¢ fiir einen zuk{infti-
gen Zeitraum [T, Tj1+1], 1 <4, < N—1 abgeschlossen. Hierbei stellt 7; den Zinsan-
passungstermin dar. Am Zinsanpassungstermin wird jeweils der variable Zinssatz
F(T;;T;, Ti+1) fur das Intervall [T}, T;44] festgelegt und in T;4; werden dann die
Zinszahlungen vorgenommen. Ubersteigen nun die variablen Zinsen F(T; T}, Tj1 1)
im Intervall [T;,T;41] den in ¢ festgelegten Strike K, so wird in T4 die Differenz
dieser Zinssitze entsprechend des Anlagezeitraums §; = T;11 — T; ausgezahlt.

In T4 ergibt sich somit insgesamt die folgende Auszahlung fiir ein Caplet:
0i(F(T3; Ty, Tiyr) — K)*

Somit erfolgt in 7T;4; genau dann eine Auszahlung, wenn der Referenzzinssatz
hoher als der Strike K ist. Mithilfe der angegebenen Auszahlung eines Caplets
ldsst sich auch die Auszahlung eines Caps berechnen. Betrachten wir also zwei
Termine T, und T,, auf der Tenorstruktur mit 1 < n < m < N und einen
zugehorigen Cap iiber das Intervall [T},, T;,]. Alle in dem Cap enthaltenen Caplets
werden nun zum gleichen Strike K abgeschlossen. Bezeichnen wir also mit C;(¢; K)
den Wert des Caplets mit Strike K fiir das Intervall [T}, T;41] in ¢, so ergibt sich
der Wert C’ffm(t) des gesamten Caps als Summe iiber die einzelnen Werte der
Caplets, genauer

m—1
CRA(t) =) Ci(t; K).

Zinsfloor

Ein Zinsfloor oder Floor bildet das Gegenstiick zu einem Cap und dient zur Ab-
sicherung gegen fallende variable Zinsen. Analog zum Cap besteht ein Floor aus
mehreren Floorlets. Jedes dieser Floorlets ist eine Put-Option auf den Referenz-
zinssatz. Fiir einen Floorlet werden ein Intervall [T}, T;11] mit Zinsanpassungster-
min 7T;,Zahlungszeitpunkt 7;4; und ein Strike K festgelegt. Die Auszahlung eines
solchen Floorlets mit Intervalllinge d; = T;41 — T; betridgt somit in T;41

6i(K — F(T; Ty, Ti) ™

Der Wert eines Floors fiir das Intervall [T),, T},,] ergibt sich dann zum Zeitpunkt ¢
als Summe iiber die Werte der einzelnen Floorlets:
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Dabei bezeichnet Fj(t; K) den Wert eines Floorlets iiber das Intervall [T}, T;11].

Zinsswap

Ein Zinsswap, kurz Swap, bezeichnet einen Kontrakt zum Tausch von varia-
blen gegen feste Zinsen. Es wird unterschieden zwischen einem Payer- und einem
Receiver-Swap. Bei Ersterem werden feste Zinsen gezahlt und variable Zinsen ab-
hingig vom Referenzzinssatz erhalten. Beim Receiver-Swap liegt ein umgekehrter
Zahlungsfluss vor, der Inhaber zahlt abhingig vom Referenzzinssatz variable Zin-
sen und erhdlt feste Zahlungen. In der Praxis wird nur die Differenz zwischen
festen und variablen Zinsen gezahlt. Die einzelnen festen und variablen Zahlun-
gen erfolgen dabei nicht.

Betrachten wir nun die Termine T,, und T;, auf der Tenorstruktur mit 1 < n <
m < N. Ein Payer-Swap ist nun eine rollierende Abfolge von FRA-Kontrakten,
die zum Zeitpunkt ¢ fiir die Intervalle [T}, Tj4+1] mit n < i < m — 1 abgeschlossen

worden sind. Den Wert eines Payer-Swaps zum Zeitpunkt t erhidlt man somit
durch

m—

Swap(t; T, Trn) Z At T, Tis)

-1
Z 0iB(t, Ti1)(F(: T3, Tir) — K)

—1
= Z B(t,T;) — B(t, Ti1) — K& B(t, Tiy1)

m—1
=B(t,Tn) - B(t,Ty) — K > _ 6;B(t,Ti41).

i=n

Wir suchen nun den festen Zinssatz K, der dafiir sorgt, dass die im Intervall
[Ty, T,,] anfallenden variablen und festen Zinsen den gleichen Wert haben. Fiir
diesen Zinssatz ist der Swap fair, der Gesamtwert der Zahlungen muss in ¢ also 0
sein. Es ergibt sich somit

Swap(t; T, Tn) ;0
m—1 |
© B(t,Tn) — B(t,Tr) — K > _ 6;B(t,T;41) =0.

=n

Diese Gleichheit gilt genau dann, wenn der Zusammenhang

o B(t,g’?) “B(tTn) _ g
Yoy 0iB(t, Tit1)

gilt.



2.1 Zinssitze und Derivate

Hierbei wird S, ,, (t) als Swap-Rate bezeichnet. Man kann nun den Wert des Swaps
in Abhéngigkeit von der Swap-Rate angeben und erhilt so:

m—1
Swap(t; Tn, Trn) = B(t, Tp) = B(t,Tr) — K Y 6:;B(t, Tit1)

m—1
= (Spm(t) = K) Y 6:;B(t, Tip1)

Mithilfe dieser Gleichung kénnen wir nun auch Optionen auf solche Swaps be-
trachten. Dies ist Gegenstand des néichsten Abschnitts.

Swaption

Eine Swaption ist eine Option auf einen Zinsswap. Es kann hierbei wieder zwischen
Payer- und Receiver-Swaptions unterschieden werden. Beim Kauf einer Payer-
Swaption erwirbt der Kaufer das Recht, in einen Swap einzutreten, bei dem er
einen festen Zinssatz zahlt und variable Zinsen erhilt. Eine Receiver-Swaption
dagegen ist das Recht, in einen Swap einzutreten, bei dem man einen festen Zins-
satz bekommt und einen variablen Zinssatz zahlt.

Betrachten wir nun eine Payer-Swaption fiir das Zeitintervall [T},,T},] mit 1 <
n < m < N. Diese Swaption ist eine Option auf einen Swap fiir das Intervall
[Ty, Trn]. Der Inhaber der Swaption hat somit das Recht den Swap im Zeitpunkt
T, auszuiiben. Er wird dies tun, wenn der Wert der Swaption in T}, nichtnegativ
ist, wenn also gilt Swap(Ty; Ty, 1) > 0. Es ergibt sich somit als Auszahlung der
Swaption in T}, der Wert

m—1

(Sn,m(Tn) - K)+ Z 51'B(Tn7Ti+1)‘

i=n

Nachdem wir nun die grundlegenden Zinsséitze und Derivate dargestellt haben,
wollen wir im néchsten Kapitel die Herleitung und den Aufbau des Libor-Markt-
Modells liefern.
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3 Libor-Markt-Modell

Im Folgenden wollen wir zunédchst das Libor-Markt-Modell darstellen. Unser Ziel
ist es, ausgehend von einigen generellen Annahmen herzuleiten, wie die im vorheri-
gen Kapitel erwihnten Produkte mithilfe dieses Modells bewertet werden kénnen.
Die Ausfithrungen orientieren sich dabei vor allem an [Paul3] und [BMO06].

3.1 Einleitung

Ausgangspunkt des Libor-Markt-Modells sind die Libor-Raten, welche als Refe-
renzzinssatz im Interbankengeschift dienen und tiglich fixiert werden. Das Libor-
Markt-Modell liefert dabei einen Ansatz um die Struktur der Libor-Raten zu mo-
dellieren. Es wurde von Brace, Gatarek und Musiela in [BGM97|, Jamshidian
in [Jam97] und Miltersen, Sandmann und Sondermann in [MSS97] entwickelt. Im
Unterschied zum traditionellen Ansatz der Short-Rate-Modelle, bei dem es darum
geht die augenblicklichen Zinsraten zu modellieren, welche nicht am Markt beob-
achtet werden kénnen und daher ein theoretisches Gebilde sind, versucht man nun
die Entwicklung der Libor-Raten darzustellen. Diese stellen keine unbeobachtba-
ren Grofen dar, sondern werden — wie angegeben — téglich am Markt fixiert.

Die zum heutigen Zeitpunkt angegebenen Libor-Raten sind vorliegende Fingangs-
grofsen und alle zukiinftigen Forward-Libor-Raten stellen im Gegensatz dazu sto-
chastische Groken dar. Das Ziel ist es im Libor-Markt-Modell diese Forward-
Libor-Raten zu modellieren.

Folgende Voraussetzungen stellen die Grundlagen unserer Modellierung dar:
Gegeben ist eine Tenorstruktur

O0=To<Ti<Ty<...<Tn_1<Tn
mit den Intervalllingen §; = T;41 — T;,i =0,..., N — 1. Die Bondpreise
(B(thi))0§t§E>i =1...,N-1

dienen in diesem Modell als Basisfinanzgiiter. Als Numeraire Asset fungiert der
Preisprozess des T-Bonds (B(t, Ty))o<t<T, - Dadurch ist ein zeitstetiges Finanz-
marktmodell mit N—1 Basisfinanzgiitern und einem Numeraire Asset definiert.
Weiterhin wird angenommen, dass ein (N —1)-dimensionaler Wiener-Prozess (W3)¢>0
die Quelle des Zufalls darstellt. Es existiert somit ein filtrierter Wahrscheinlich-
keitsraum (2, (F¢)¢, P), so dass (Fi)i>0 die durch den Wiener-Prozess (W)i>0
beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafes P erzeugte Wiener-Filtration ist.

Weiterhin gehen wir davon aus, dass das Modell arbitragefrei ist. Nach dem ersten
Fundamentalsatz der Preistheorie (vgl. [Paul3]) existiert daher ein Wahrschein-
lichkeitsmafl Pr, mit den Eigenschaften:

i) Py, ~P



3.1 Einleitung

ii) (B(t’TZ)> ist ein Pr,-Martingal fiir alle 1 <i < N —1
B(t,Tn) 0<t<T;
Pr, ist somit in diesem Modell ein &quivalentes Martingalmaf beziiglich des Nu-
meraire Assets (B(t,Tn))o<t<Ty -
Das Forwardmartingalmaf Pr, wird auch als ,Terminal Measure“ bezeichnet, da
Tn den letzten Zeitpunkt auf der Tenorstruktur des Modells darstellt.

Im Libor-Markt-Modell bilden die Libor-Raten die Grundlage der Modellierung.
Die einzelnen Libor-Raten (L;(t))o<t<7, mit 1 <i < N — 1 sind jeweils gegeben

durch
1/ BT
10 =5 (5 ) .

wobei die Linge der Tenorintervalle wie oben durch §; = T;11 — T; festgelegt ist.

Zusétzlich zu diesen Libor-Raten ist die Libor-Rate Lo(t) fiir t = 0 verfiigbar. Sie
gibt die Verzinsung vom Zeitpunkt ¢ = 0 bis zum Zeitpunkt 77 auf der Tenor-
struktur an.

Eine weitere Annahme des Modells besteht darin, dass wir voraussetzen, dass
fiir jedes 1 <14 < N — 1 der Libor-Raten-Prozess (L;(t))o<t<7, strikt positiv ist.
Daraus ldsst sich direkt folgern, dass die Prozesse (L;(t))o<i<r, fir 1 <i < N—1
strikt positive Semimartingale beziiglich Pr, sind, da

B(t,T;+1)  B(t,T;1)/B(t,Tn)

als Quotient zweier Pr,-Martingale ein Pr,-Semimartingal ist.

Beziiglich des Terminal Measures Pr, kann man nun durch induktives Vorgehen,
ausgehend von (Ly_1(t))o<t<Ty die Dynamiken der Libor-Raten-Entwicklung
kldren. Zudem konnen wir die Dynamik eines Libor-Raten-Prozesses (L;(t)); un-
ter seinem individuellen Forwardmartingalmak Pr, , angeben. Dies ist moglich,

da wir wissen, dass (Bl(%t(gi)l))t und somit auch (L;(t)); = (i(Bl(gt(?pﬁ)l) —1))¢ Mar-

tingale beziiglich Pr,,, sind.

Wir erhalten also insgesamt folgende Dynamiken der Libor-Raten unter den an-
gegebenen Mafen:

Satz 3.1: Dynamiken der Libor-Raten im Libor-Markt-Modell

Sei eine Tenorstruktur 0 =Ty < Ty <To < ... <Tn_1 <Tnyund §; =T;41 — T;
fir i =1,..., N — 1 gegeben. Dann ist die Dynamik der Libor-Rate (Ly(t)); mit
kel,...,N —1 unter dem Forwardmartingalmal Pr, , gegeben durch:

o i=kt<T:
dLy(t) = ok (t) Ly (t)dW; T (2)

10



3 LIBOR-MARKT-MODELL

o 1 <k t<T;+1:

Pk,j0505(t)L;(t)
1+ 6,L;(t)

dLy(t) = oy () Li(t)
j=it1

dt + oy (t) L (t)dWi T (t)

o i >k t<Ty:

Pr,j0j0;(t)L;(t)
15 0,L,(1)

dLy(t) = —ok(t) Ly (t)
j=k+1

dt + oy, (t) L (£)dW T (¢)

Hierbei bezeichnet W, ™ jeweils die k-te Komponente eines (N —1)-dimensionalen
korrelierten Wiener-Prozesses W beziiglich Pr, 41 mit

AW Wit = pgdt, Yk, j=1,...,N -1 (3.2)

Die Korrelationsmatrix ist dann definiert durch (pg ;)i j=1,..n—1. Wir nehmen
weiterhin an, dass die Volatilitit o; : R — R dabei fiir jedes ¢ =1,..., N — 1 eine
deterministische Funktion ist. Weitere Formen fiir die Volatilitit o;, die iber den
deterministischen Ansatz hinausgehen, sind in Kapitel 3.2 dargestellt.

Eine Herleitung hierzu kann wie folgt analog zu der in [Paul3] angegebenen Vor-
gehensweise durchgefiithrt werden:

Herleitung: Wir starten, wie schon angekiindigt, mit dem Terminal Measure
Pr, und kldren beziiglich dieses Mafes die Dynamiken der Libor-Raten-Entwicklung.
Dabei gehen wir induktiv riickwérts entlang der Tenorstruktur vor und fiithren zu-
nichst den Mafwechsel von Pr, nach Pr, _, durch.

Beginnen wir also mit der ,letzten Libor-Rate (Ln_1(t))o<t<7y. Nach Voraus-

setzung ist
1 B(t,Tn-1)
Ly_1(t) = —1
N 1( ) 5N—1< B(t,TN)

ein positives Martingal beziiglich Pr, .

Nach dem Martingaldarstellungssatz (vgl. [Paul2]) kann die Dynamik der Libor-
Rate (Ln—1(t))o<t<Ty unter Pr, durch

dLy-1(t) = Ly—1(Hon—1 (AW (1)

angegeben werden. Dabei ist W ein (N—1)-dimensionaler korrelierter Wiener-
Prozess unter Pr,. ony_1(t) bestimmt die Volatilitdt der (N—1)-ten Libor-Rate.

Unser Ziel ist es nun die Dynamik von (Ly_1(t))o<t<7, unter dem Forwardmar-
tingalmafl zum Zeitpunkt Tv_;, also unter dem Mafk Ppr,_, zu bestimmen. Die
Radon-Nikodym-Dichte zur Definition des Mafwechsels von Pr, zu Pr, | ist
nach [Paul2] gegeben durch

dPTN_l _ B(t, TN—l) B(O,TN)
dPry |z, B(t,Ty) B(0,Ty_1)

= RN_l(t).

11



3.1 Einleitung

Wegen des Zusammenhangs

B(t,Tn-1)

BU.Ty) L+ 0on-_1Ln-1()

der aufgrund der Definition (3.1) der Libor-Raten zwischen den Bond Preisen und
den Libor-Raten besteht, konnen wir die Radon-Nikodym-Dichte fiir ¢t < Th_1

umschreiben zu
1+ 6n1Ln-1(t)

1+ 5N—1LN—1(0)'

Wir kénnen nun die Dynamik von Ry_1(t) bestimmen. Es ergibt sich

1+ 5N_1LN—1(t)>
14+ 0n-1Ln-1(0)

ON—1
= dLn_1(t
1+ 6n_1Ln_1(0) N 1(®)

dN-1 N
- Ly _1(t)on_1(t)dWn_,(t
1 +5N—1LN_1(0) N 1( )JN 1( ) N—l( )
14+ 0n1Ln1(t) dn-1Ly-1(t) N
- () AW _ (¢t
1+ 0n_1Ln_1(0) 1+ on_1Ln_1(t) ™ L) AW (1)

_ ON—1Ln-1(t)
B N —ry

Rn_1 (t)

dRy_1(t) = d<

on-1(t)dWN_ ()

Definieren wir nun

In—1Ln_1(t)
Xn_ =
N-1() 14+ don—1Ln-1(%)

ON-—-1 (t)
so erhalten wir

dRN-1(t) = Ry—1(t) Xn—1())dWL_(1). (3.3)

Um nun Ry_1(t) als Losung dieser stochastischen Differentialgleichung schrei-
ben zu kénnen, benotigen wir das Konzept des exponentiellen Martingals (vgl.
[Paul2]). Dieses besagt, dass die Losung der stochastischen Differentialgleichung
(3.3) mit Ry—_1(0) =1 gegeben ist durch

Rn_1(t) = exp (/Ot Xn_1(s)dWH _{(s) — ;/Ot(XN_l(s))zds) (3.4)

Wir bendtigen nun die Darstellung des beziiglich Pr,, gegebenen Wiener-Prozesses
W4 | unter Pr,_,. Mit dem Satz von Girsanov (siehe [Shr04], Theorem 5.2.3)
unter Beriicksichtigung der Korrelation erhalten wir nun, dass durch

t
WJ]\fV:f(t) = WJ]\y—ﬂt) - PNl,Nl/ Xn-1(s)ds (3.5)
0

ein Wiener-Prozess beziiglich Pr, , gegeben ist. Die Korrelation ist in diesem
Fall aufgrund des Zusammenhangs d(WZ_,); = dt gleich 1 und wir erhalten aus
(3.5) somit insgesamt

AW () = AW () + X1 (t)d.

12



3 LIBOR-MARKT-MODELL

Im nichsten Schritt betrachten wir die Libor-Rate Ly_s. Nach Definition gilt

! B(t,Tn—2)
Ly—(t) = SN2 <B(t,TN_1) N 1)

fir 0 < ¢t < Ty_o. Wir wissen bereits, dass (Ly—_2(t))o<t<ry_, €in positives
Semimartingal beziiglich Pr,, ist. Mithilfe des Martingaldarstellungssatzes kénnen
wir daher schreiben:

dLN_Q(t) = LN_Q(t)(/,LN_Q (t)dt + UN_Q(t)dW]]GLQ(t).

Das Ziel ist es nun, die Drift pny_s zu bestimmen und so die Dynamik der Libor-
Rate beziiglich Pr, zu erhalten.

Die Drift pun_2 ist dadurch festgelegt, dass (Ly—_2(t))o<t<Ty_, €in Pr,_,-Martingal
ist.

Es gilt nach dem Satz von Girsanov analog zu (3.5):

¢
WA 5 (8) = WN_s(t) — pN—Q,N—l/ Xn-1(s)ds. (3.6)
0
Fiir die Dynamik von (Ly_2(t))o<t<Ty_, bedeutet dies:

dLn—o(t) =Ln_2(t) (un—2(t)dt + on_2(t)dWN _5(1))
=Ln_2(t) (un—2(t) + on—2(t)pN—2, N1 X Nn—1(t))dt
+on- 2(’5)sz]\¥ (1))

InN—1LN_1(1)
T+ oy 1 Ln ()

=Ly—2(t) ((un—2(t) + on—2(t)pn—2,N—1 on_1(t))dt

+on- 2(t)szJvV (1))

Wie schon erwihnt, ist (Ly_2(t))o<i<Ty_, beztiglich Pp, , ein Martingal. Der
Dritftterm muss also unter dem Mak Pr,_, verschwinden, womit demnach

dn—1Ln—_1(t)
14+ 0n—1Ln-1(t

pn—2(t) = —on_2(t)pN—2,N—1 )UN—l(t)

gilt.
Die Dynamik beziiglich des Terminal Measures ergibt sich somit als

InN—1Ln—1()
T+ oy 1 Ln ()

dLN_2(t) =Ln—2(t)( — on—2(t)pn—2,N-1

T+ onoa (AW 5(1)).

on—1(t)dt

Die Radon-Nikodym-Dichte zum Mafswechsel von Pr,_, zu Pr,_, lautet:

dPry_,|  B(t,Tn—2) B(0,Tn_1)
dPry_, |z, B(t,Tn_1) B(0,Tx_2)
14+ dn—2Ln_a(t)
- 14 6n_2Ln—2(0)
:ZRN,Q(t).

13



3.2 Modellwahl

Damit gilt analog zu oben

dn—2Ln_o(t)
14+ 0n—2Ln—_2(t)

dRN_o(t) = Ry _a(t) on—2dWH 5 (1).

In weiteren Schritten kann dieses Verfahren induktiv fortgefiihrt werden, um so
zur gewiinschten Darstellung unter dem Terminal Measure zu gelangen. Nach dem
Satz von Girsanov kann man iterativ analog zur Gleichung (3.6) herleiten, dass

= dWN72(t) + pin—2 Xn_2(t)dt + pi N1 X n—1(t)dt

(2

k=i+1
gilt.
Wir erhalten somit insgesamt:
N-1
: Ok Lk(t)
AW () = dawN (¢) — — N 5 () py .
CRLGCED IR ey KL

Setzt man dies in die bekannte Dynamik von (L;(t)); beziiglich des jeweiligen
Forwardmartingalmakes Pr,,, ein, so erhélt man die behauptete Dynamik unter
dem Terminal Measure:

dL;(t) = o;(t)Li(t)dW; T (t)
N-—1

ZCICATEDS

5k‘7k (t)Lk (t) pi7k’dt> .
k=i+1

1+ 6pLy(t)

Analog dazu lassen sich auch die Dynamiken unter den weiteren Forwardmartin-
galmafen herleiten und man erhilt die behauptete Darstellung.

Insgesamt ist zu erkennen, dass die Dynamiken der Libor-Raten nur von den
gewdhlten Volatilitdten o, und der zugehorigen Korrelationsstruktur p;  abhingig
sind. Daher gilt es fiir die Wahl dieser Parameter im Folgenden geeignete Ansétze
zu untersuchen um mit diesen dann die Kalibrierung durchzufiihren.

3.2 Modellwahl

Fiir die Modellierung der Volatilititen o, wird hiufig ein Separationsansatz in
folgender Form gewé&hlt:

ok(t) = Ar(t)e(Li(t))

wobei A eine beschréankte Funktion mit A : [0,T;] — R ist. Die Funktion ¢ :
[0,00) — [0,00) wird als lokale Volatilitdtsfunktion bezeichnet. Einige géngige
Modelle fiir die Wahl der lokalen Volatilitdtsfunktion sind (siche z.B. [AP10b]
und [Paul3]):
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3 LIBOR-MARKT-MODELL

i) Lognormaler Ansatz: p(z) =1
= dLi(t) = Li() ()W (1)

ii) CEV Ansatz: ¢(z) = 2P~ 10 <p < 1,
= dLi(t) = Li(t)P M\ (1) dWFT (1)

iii) LCEV Ansatz: ¢(z) = min {1, 2771} 0 <p < 1,e>0
> dLe(t) = Lele) min {2, (0P~} AW+ 1)

iv) Displaced Lognormal Ansatz: ¢p(x) = b+ a/x, mit Konstanten b > 0,a # 0
= dL(t) = (DLi(t) + a) (D)W (1)

Eine weitere Moglichkeit fiir die Wahl der Volatilitdt besteht in der Anwendung
der sogenannten stochastischen Volatilitat. In diesem Fall liegt der Volatilitat oy,
ein weiterer stochastischer Prozess zugrunde. Eine mdgliche Form fiir die stochas-
tische Volatilitdt in einem solchen Modell lautet:

ax(V(1),1) = VV(£)Ae(?),

wobei der Prozess (V(t)); durch die folgende stochastische Differentialgleichung
gegeben ist: -
dV(t) = a(b—V(t))dt + v/V (t)dW (t).

Hierbei ist (W (t)); ein eindimensionaler Wiener-Prozess, a, b, v > 0 sind konstan-
te Parameter und bei A\ handelt es sich wie oben um eine beschrinkte Funktion.

Um einen kurzen Einblick in die dargestellten Moglichkeiten fiir die Wahl der
Volatilitatsfunktion zu erhalten, werden im Folgenden die Modelle verglichen und
die Vor- bzw. Nachteile der einzelnen Modelle dargestellt.

Lognormaler Ansatz

Das Lognormalmodell dient als Grundlage fiir alle spéter hergeleiteten Modell-
formen. Es beruht auf der Idee, dass die Libor-Raten lognormalverteilt sind.
Aufgrund dieser Annahme ist eine einfache Bewertung von Caplets {iber eine
analytische Formel (Black’s Formel) moglich. Auch fiir die Bewertung von Swap-
tions kann man durch geeignete Approximationen der Swaption Volatilitdt eine
geschlossene Bewertungsformel auf Basis von Black’s Formel erhalten.

Der Nachteil des Lognormalmodells besteht darin, dass der am Markt beobacht-
bare und nach seiner Form benannte Volatilitdts-, Smile” nicht dargestellt werden
kann. Dieser entsteht bei der Betrachtung der impliziten Volatilitédt, also derjeni-
gen Volatilitét, fiir die der Modellpreis eines Caplets dem am Markt beobachteten
Preis entspricht. In der Praxis lasst sich bei der Betrachtung der impliziten Vola-
tilitdt eine Abhingigkeit vom Strike K beobachten und es tritt ein sogenannter
,omile“ auf. Dies bedeutet, dass die implizite Volatilitat fiir Strikes K, die nicht
At-The-Money (ATM) sind, steigt. Fiir ATM-Strikes ist die implizite Volatilitét
dagegen deutlich geringer. Im Lognormalmodell ist diese Abhingigkeit nicht er-
kennbar und die sich aus dem Modell ergebende implizite Volatilitdt der Caplets
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3.2 Modellwahl

ist fiir alle Strikes K konstant.

Aufbauend auf dem lognormalen Ansatz gibt es aber verschiedene Erweiterungen,
die diesen ,,Smile“ Effekt berticksichtigen. Diese werden nun dargestellt.

CEV-Modell

Eine erste Erweiterung des lognormalen Ansatzes stellt das sogenannte ,Constant
elasticity of variance~-Modell (CEV-Modell) dar. Die Dynamik der Libor-Raten
besitzt in diesem Modell die Form

dLy(t) = Ly()PXe()dWETH(t), 0 < p < 1.

Es handelt sich um eine Modifizierung des lognormalen Ansatzes, bei der auch
die implizite Volatilitat der Caplets eine Abhéingigkeit vom Strike K aufweist. Es
lassen sich allerdings nur monoton steigende oder fallende Verldufe der impliziten
Volatilitat, sogenannte ,Skews”, darstellen. Dies stellt gegeniiber dem lognormalen
Ansatz insofern eine Verbesserung dar, als dass die implizite Volatilitdt nicht 14n-
ger unabhingig vom Strike ist und zumindest entweder fiir Out-Of-The-Money-
oder In-The-Money-Caplets eine entsprechende implizite Volatilitit angegeben
werden kann. Ein Vorteil des Modells besteht darin, dass sich fiir p € (0, 1) eine
geschlossene Formel fiir die Bewertung von Caplets herleiten lasst (siehe [Has12],
Kapitel 4). Auch fiir die approximierten Swaptionpreise ldsst sich eine geschlos-
sene Formel herleiten. Diese Formeln sind allerdings komplexer als diejenigen im
lognormalen Ansatz.

Das CEV-Modell beinhaltet jedoch auch einige Nachteile. Zum einen ist der Elas-
tizitdtsfaktor p fiir alle Libor-Raten gleich, so dass eine spezifische Modellierung
der verschiedenen Raten nicht mdoglich ist. Zum anderen besteht ein erheblicher
Nachteil darin, dass sich die geschlossenen Formeln fiir die Bewertung von Caplets
und Swaptions nur unter der Bedingung ergeben, dass 0 als absorbierende Gren-
ze fiir den Libor-Raten- beziehungsweise Swap-Raten-Prozess dient. Dies ist eine
unerwiinschte, mit der Realitdt nicht vereinbare Eigenschaft, die insbesondere die
Bewertung von pfadabhingigen Zinsderivaten erschwert. Insbesondere existiert
somit keine eindeutige positive Losung der vorliegenden stochastischen Differen-
tialgleichung. Um diesen unerwiinschten Effekt zu umgehen, wird eine Modifizie-
rung des CEV-Modells, das Limited CEV (LCEV)-Modell, eingefiihrt.

LCEV-Modell

Das LCEV-Modell ist eine Erweiterung des dargestellten CEV-Modells. Die Dy-
namik der Libor-Raten ist nun gegeben durch

dLy(t) = Li(t) min {1, L ()P~} Mo (8)dWET (2).

Dadurch wird das unerwiinschte absorbierende Verhalten in 0 aufgehoben und es
existiert nun eine eindeutige positive Losung der stochastischen Differentialglei-
chung, was im CEV-Modell nicht der Fall ist.
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Beim Ubergang zu diesem Modell kénnen jedoch die geschlossenen Formeln fiir die
Bewertung von Caplets und Swaptions nicht beibehalten werden und die Preise
aus dem CEV-Modell miissen als Ndherung verwendet werden. Eine Kalibrierung
im LCEV-Modell basiert also auf den Preisformeln aus dem CEV-Modell und
einer anschliefenden Bewertung anderer Derivate auf Basis des LCEV-Modells,
um so die Vorteile beider Modelle ausnutzen zu kénnen. Der Nachteil gegeniiber
aufwindigeren Modellen, der darin liegt, dass nur monotone implizite Volatilitéts-
kurven zu erreichen sind, bleibt jedoch bestehen.

Displaced Lognormal Modell

Ein weiteres Modell, welches &hnliche Dynamiken wie das CEV-Modell besitzt, ist
das Displaced Lognormal Modell. Die Libor-Raten-Dynamiken sind hier gegeben
durch

dLy(t) = (bLg(t) + a) M () dW T (2).

Hierdurch lassen sich einfachere — zu Black’s Formel dhnliche — Formeln fiir die
Bewertung von Caplets und approximierten Swaptions erhalten (vgl. [Schllal).
Zudem ist keine Kombination verschiedener Modelle wie CEV- und LCEV-Modell
fiir die Kalibrierung und Preisbestimmung nétig.

Der Nachteil dieses Modells besteht aber in der Darstellung der impliziten Vola-
tilitdt. Es sind wie im CEV-Modell nur monotone implizite Volatilitdtskurven zu
erzielen, welche zudem besonders schwer darzustellen sind, falls die Kurven eine
stark fallende Form besitzen.

Um die Einschrinkung auf monotone implizite Volatilititen aufzuheben, bedarf
es einer Erweiterung des Modells. Diese wird nun dargestellt.

Stochastische Volatilitit

Wie in den vorherigen Abschnitten dargestellt, gibt es sowohl bei der Wahl eines
CEV-, beziehungsweise LCEV-Modells als auch bei der Verwendung des Displa-
ced Lognormal Ansatzes noch unerwiinschte Einschrankungen, vor allem was die
Darstellung der impliziten Volatilitdt betrifft. Um einen vollstindigen ,Smile” und
nicht nur einen monotonen Verlauf der impliziten Volatilitdt darstellen zu kénnen,
wird in der Literatur der Ansatz der stochastischen Volatilitdt empfohlen. Dabei
wird ein zusédtzlicher stochastischer Prozess zur Beschreibung der Volatilitédt ein-
gefiihrt. Es ergibt sich die Dynamik der Libor-Raten durch

AL (t) = VVIOMO LD AW (0).

Hierbei erfiillt der Prozess (V(t)); die stochastische Differentialgleichung:

AV (t) = a(b — V(£))dt + v/V (£)dW (1)

—

mit einem eindimensionalen Wiener-Prozess (W (t)):.
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Durch Einfiihrung des Prozesses (V (t)); erhilt das Modell eine hohe Flexibilitét
in der Modellierung und der am Markt oftmals beobachtbare ,Smile" ist darstell-
bar. Dieses Modell bietet so im Vergleich zu den anderen dargestellten Anséitzen
eine realistischere Abbildung der am Markt beobachtbaren Zusténde.

Der Nachteil der so gewonnenen Flexibilitdt besteht in der Komplexitédt. Das Mo-
dell ist deutlich aufwindiger und eine Herleitung geschlossener Formeln zur Bewer-
tung von Derivaten ist nicht oder nur unter Verwendung von Fourier-Transformationen
moglich (siehe [WZ06]). Auch die Kalibrierung an die Marktdaten gestaltet sich
aufwandiger und schwieriger, da es zusétzliche Parameter zu bestimmen gilt (vgl.
[Schllal]).

Wir verzichten an dieser Stelle auf weitere Ausfithrungen und Herleitungen zu
diesem Thema und stellen nun dar, welches Modell in unserer Arbeit fiir die
Kalibrierung herangezogen werden soll.

‘Wahl des Modells

Fiir die Kalibrierung werden wir uns zundchst mit dem deterministischen, lo-
gnormalen Ansatz beschéftigen, da dieser als Grundlage fiir alle weiteren Modelle
dient. Das bedeutet, dass fiir ein beliebiges 1 < k < N — 1 die Libor-Rate Ly
unter dem Forwardmartingalmal Pr,, , die stochastische Differentialgleichung

dLy(t) = o3 () Li(t) AW (¢) (3.7)
mit beschrankter deterministischer Volatilitatsfunktion o}, erfiillt.

Unter Verwendung von Itd’s Lemma kann man direkt herleiten, dass der Loga-
rithmus von (Lg(t)); unter Pr, , fiir alle 1 < k < N—1 die folgende Dynamik
besitzt:

oi(t)

dln Ly(t) = -~ —dt + op (AW (t).

Damit hat die Losung der stochastischen Differentialgleichung (3.7) die folgende
Gestalt:

Lilt) = Lu@exo( | on(s)aWl(s) = 5 [ otis),

Aufgrund dieser Form der Losung der stochastischen Differentialgleichung lassen
sich folgende Aussagen iiber die Verteilung von Lj unter dem Forwardmartingal-
maf Pr,,, treffen: Definiere fiir ein ¢ € [0,Ty] X; = fot ak(s)dW,fH(s). Dann
gilt fiir die deterministische, beschrankte Funktion oy : [0,7}] — R, dass X,
normalverteilt ist mit

EX; =0

un Var(X;) = E[(/Ot Uk(S)deH(S))Q] = /Ot op(s)ds.

Hierbei folgt die Berechnung der Varianz durch eine Anwendung der It6-Isometrie.
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Es gilt daher, dass
t 1 t
([ ou@dwiis) =5 [ teas
0 0

normalverteilt ist mit Erwartungswert —3 f(f 02(s)ds und Varianz fot oi(s)ds.

Mit der oben dargestellten Form der Losung der stochastischen Differentialglei-
chung folgt damit direkt, dass 2:((8)) unter Pr,_, lognormalverteilt ist. Aufgrund
dieser Eigenschaft spricht man bei einem solchen Ansatz auch vom Lognormal-

Modell.

Wir haben nun die Grundlagen fiir das von uns genutzte Libor-Markt-Modell
geliefert und kénnen damit in den néchsten Abschnitten die méglichen Strukturen
fiir die Volatilitdt und die Korrelation betrachten.

3.3 Volatilitdtsstruktur

Um spéter eine Kalibrierung des Modells an die gegebenen Marktdaten durch-
fiihren zu konnen, miissen wir zunéichst eine funktionale Form fiir die von uns
verwendete Volatilitdtsstruktur wihlen. Dazu sind die oy, so zu spezifizieren, dass
die Marktdaten so gut wie moglich getroffen werden und die Struktur aber den-
noch moglichst zeithomogen ist.

In der Literatur gibt es hauptséchlich zwei Klassen von Ansétzen um diese Ei-
genschaften zu gewéahrleisten: Zum einen der Ansatz der stiickweise konstanten
Volatilitdten, zum anderen eine parametrische Form fiir die Modellierung der Vo-
latilitdt. Diese beiden Ansétze werden im Folgenden dargestellt und verglichen.

3.3.1 Stiickweise konstante Volatilitit

Bei dem Ansatz der stiickweise konstanten Volatilitdt gehen wir, wie es der Name
schon sagt, von konstanten Volatilitdten zwischen den einzelnen Tenorzeitpunkten
aus. Nachfolgend werden verschiedene Formen der stiickweise konstanten Volatili-
téat in Anlehnung an [BMO06] dargestellt. Weitere Moglichkeiten fiir die Wahl dieser
stiickweise konstanten Volatilitédt konnen ebenfalls in [BM06]| nachgelesen werden.

Es gibt verschiedene Ansétze der stiickweise konstanten Volatilitdt. Ein einfacher
Ansatz ist sicherlich der, dass die Volatilitdt der jeweiligen Libor-Rate nur von der
Zeit bis zur Filligkeit dieser Rate abhéngig ist. In diesem Fall hat die Volatilitét
die folgende Struktur:

ok (t) = ok p(t) = Mh—(B(t)-1)

Dabei bezeichnet 5(t) den Index der ersten Libor Rate, die in ¢ noch nicht fallig
gewesen ist. Alle vorherigen Libor-Raten Lgy_1, Lg)—2,... sind bereits fillig
gewesen. Ist zum Beispiel ¢t € (17, T3], so ist 5(t) = 2, da die Libor-Rate Ly fiir
eine Verzinsung von 75 bis T3 die erste Libor-Rate ist, die noch verfiigbar ist.
Somit kann man die Volatilitdten in einer Matrix wie in Tabelle 1 darstellen:
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3.3  Volatilitatsstruktur

Vola. t e (O,Tl] t e (Tl,TQ] te (TQ,Tg] te (TN,Q,TNfl]

Li(t) m 0 0 0

Lo(1) 12 Ul 0 0
Ln_1(t) NN—1 N2 N3 Ul

Tabelle 1: Stiickweise konstante Volatilitatsstruktur

Eine Erweiterung dieser Annahme besteht darin, dass wir eine Volatilitdtsstruktur
der Form

ox(t) = o g4) = Pr¥k—(s(t)—1), ¥ t € [0, T}]

annehmen. Hierbei ist der Faktor ®; > 0 fiir alle 1 < k£ < N—1. Die Volatilitét
o1 besteht also jeweils aus einem zeithomogenen Teil ¥ und einem zeitinhomoge-
nen Teil ®. Jede Libor-Rate Ly wird dabei durch einen individuellen Faktor &y
angepasst. Die oben genannte einfachere Struktur ist damit ein Spezialfall dieser
allgemeineren stiickweise konstanten Struktur.

Das Problem bei der Wahl der stiickweise konstanten Volatilitdt liegt darin, dass
wir viele Parameter, die durch eine Kalibrierung bestimmt werden miissen, erhal-
ten. Im Normalfall haben wir N—1 Parameter fiir ¢ und weitere N—1 Faktoren
fiir ® zu kalibrieren. Ein wesentlicher Vorteil dieser konstanten Volatilitdten liegt
in der einfachen Kalibrierung an die Marktdaten. Allerdings fiihrt dieser Ansatz
vor allem dann zu Problemen, wenn wir Modellerweiterungen, wie zum Beispiel
stochastische Volatilitdt verwenden. Bei solchen komplexeren Modellen kann die
hohe Anzahl an zu kalibrierenden Parametern problematisch werden.

3.3.2 Parametrischer Ansatz

Fiir die spétere Kalibrierung des Modells wihlen wir einen parametrischen An-
satz zur Modellierung der Volatilitdten. Mit der Wahl entsprechender Bedingun-
gen konnen wir bei diesem Ansatz sicherstellen, dass die Volatilitdt stets positiv
ist und dass die am Markt beobachtbare Volatilitatsstruktur eingehalten werden
kann. Insbesondere soll so — wie unter anderem in [Reb04] dargestellt — sicherge-
stellt werden, dass die am Markt beobachtbare Wélbung im Graphen der Volati-
litdten als Funktion der Zeit bis zur Falligkeit der Libor-Raten dargestellt werden
kann. Zur Veranschaulichung dieser Form sind in der aus [Reb04] entnommenen
Abbildung 1 verschiedene Volatilitétsstrukturen, wie sie auch am Markt zu finden
sind, angegeben.

Die im Folgenden in diesem Zusammenhang dargestellten Ausfithrungen orientie-
ren sich im Wesentlichen an [BMO06], [Sch1la] und [Reb04].

Um die angesprochenen Eigenschaften der Volatilitdtsstruktur abbilden zu kon-
nen, wihlen wir die deterministische Funktion oj, wie folgt:
ok (t) = OpY(T), — t;a,b, ¢, d) := Dy ([a + b(Ty, — t)]e T 4 q). (3.8)
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44.00% -

—+— Series1
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39.00% +
34.00% 1

29.00% 1

24.00% 1

19.00%

Instantaneous volatility

14.00% ¢

9.00%

-
4.00%
0

Abbildung 1: Verschiedene Formen der Volatilitdtskurve, die sich aus der funktio-
nalen Form (3.8) ergeben und &hnlich auch am Markt zu finden sind (Abbildung
aus |[Reb04])

Hierbei dient der Faktor e=¢(Ts=) nach |[GLHS07] dazu, die fallende Gestalt der
Volatilitatsstruktur fiir spitere Zeitpunkte zu beschreiben, wihrend der Faktor
a+ b(Tj, — t) die Aufwirtskurve fiir die fritheren Zeitpunkte darstellt. Insgesamt
erhdlt man so die genannte Wolbung im Graphen der Volatilitdtsstruktur. Eine
wirtschaftliche Interpretation dieser Form kann zusétzlich in [Reb04] gefunden
werden.

Wir haben somit — wie auch beim Ansatz mit stiickweiser konstanter Volatilitéit
— wieder einen zeithomogenen Teil ¥ und einen zeitinhomogenen Teil @, mit
®, > 0 fiir alle 1 < k < N—1. Somit kann jede Libor-Rate L, wieder durch
einen eigenen konstanten Faktor ®; angepasst werden. Je weniger die einzelnen
Faktoren ®; fiir unterschiedliche &k mit 1 < k < N—1 voneinander abweichen,
desto mehr bleibt die Zeithomogenitit der Volatilitdtsstruktur erhalten.
Insgesamt haben wir also bei der Wahl dieses Ansatzes in der Kalibrierung N—1+
4 Parameter zu bestimmen. Fiir die vier Parameter a, b, c,d haben noch einige
Nebenbedingungen zu gelten, um so eine Volatilitdtsstruktur mit plausiblen Fi-
genschaften zu erhalten.

Die zu erfiillenden Nebenbedingungen lauten:

i) a+d>0,
ii) d >0,
iii) ¢ > 0.
Fiir t — T}, sieht man, dass dann oy(t) = ®x(a + d) gilt. Dies ist der Fall, wenn
die Libor-Rate kurz vor ihrer Filligkeit ist. Da die Volatilitdt niemals negativ sein
sollte, folgt hieraus also die erste Bedingung.
Fiir den Fall T}, — oo erhalten wir fiir die Volatilitit oy (t) = ®xd. Hieraus folgt

wieder mit der Begriindung, dass die Volatilitat stets positiv sein soll, die zweite
Bedingung.
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3.4 Modellierung der Korrelationsstruktur

Die ®’s kénnen — wie wir spéter sehen werden — so gewéhlt werden, dass die
Caplet Volatilitdten exakt getroffen werden. Dazu werden wir spéter im Modell
zuerst nur die Parameter a, b, ¢, d in der Kalibrierung bestimmen, um dann durch
die Wahl dieser Parameter die ®’s festzulegen. Der genaue Zusammenhang fiir die
Bestimmung der Faktoren ®;, 1 < k < N—1 anhand der Parameter a, b, ¢, d wird
spater in der Gleichung (4.9) angegeben.

Ein grofer Vorteil der oben gewdhlten parametrischen Form fiir die Volatilitdt
liegt darin, dass wir Integrale der Form

Ty
/ oi(s)oj(s)ds
to

analytisch berechnen kénnen. Terme dieser Form werden sich spéter bei der Ka-
librierung ergeben und kénnen dann ohne numerische Approximationen direkt
bestimmt werden. Da die Berechnung dieser Integrale zu sehr langen Termen
fiihrt, verzichten wir an dieser Stelle darauf diese anzugeben und verweisen auf

den Anhang (A.2).

3.4 Modellierung der Korrelationsstruktur

Neben der Volatilitat ist die Korrelation zweier Libor-Raten die zweite Unbe-
kannte, die es in der Kalibrierung mdoglichst gut an die Marktdaten anzupassen
gilt. Dabei betrachten wir zunéchst die augenblickliche Korrelation zweier Libor-
Raten, die durch die Korrelation der zugehorigen Wiener-Prozesse gegeben ist:

d(Li, L)t
d(Liye\/d{Lj)

pij(t) =

Die augenblickliche Korrelation p; ; bezieht sich somit direkt auf Anderungen in
den Libor-Raten. Eine weitere Form der Korrelation ist die sogenannte terminale
Korrelation. Durch sie wird der Grad der Abhéngigkeit zwischen zwei verschiede-
nen Libor-Raten zu einem festen terminalen Zeitpunkt angegeben. Betrachten wir
zum Beispiel die terminale Korrelation zum Zeitpunkt 77, so ist die Korrelation
zweier Libor-Raten L; und L; mit 1 <7 < j < N — 1 zum Zeitpunkt 77, also die
Korrelation von L;(T1) und L;(T1) gemeint. Es sei bemerkt, dass wir uns jedoch
zundchst nur mit der augenblicklichen Korrelation beschéftigen. In Kapitel 4.3
werden wir dann ausfiihrlicher auf die terminale Korrelation eingehen.

Um die augenblickliche Korrelation zu bestimmen gibt es zwei verschiedene Mog-
lichkeiten. Die erste Méglichkeit besteht darin, auf Basis historischer Libor-Raten
die augenblickliche Korrelation zu bestimmen. Dies fithrt jedoch in der Praxis (vgl.
[EKRO04|, [BMO06], [Sch1la|) zu verschiedenen numerischen Instabilitéten, weshalb
wir auf diese Vorgehensweise verzichten.

Die von uns und auch in der Theorie (vgl. [BMO06], [Sch02]) hiufig verwendete Vor-
gehensweise besteht darin, dass wir die augenblickliche Korrelation anhand der
vorliegenden Daten fiir Derivate, bei deren Bewertung die Korrelation der Libor-
Raten eine Rolle spielt, in unserem Fall Swaptions, implizieren und so gleichzeitig
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neben der Volatilitdtsstruktur auch die Struktur der augenblicklichen Korrelatio-
nen bestimmen. Auch dies kann zu verschiedenen numerischen Stabilitétsproble-
men fiihren, auf die wir an dieser Stelle nicht weiter eingehen wollen (fiir genauere
Informationen siehe [BM06]). Aufgrund der auftretenden Problemen, werden wir,
wie es auch in anderen Artikeln oftmals der Fall ist, eine Parametrisierung der
augenblicklichen Korrelation nutzen, um so die Korrelationsmatrix zu glatten und
die typischen Eigenschaften einer Korrelationsmatrix zu gewihrleisten.

Wie bei der Untersuchung der Volatilitatsstruktur gibt es auch bei der Korrelati-
onsmatrix einige Eigenschaften, die es zu erfiillen gilt. Bezeichnen wir im Folgen-
den die Korrelationsmatrix mit p und identifizieren wir die Korrelation zwischen
den Libor-Raten L; und L; mit dem Eintrag p; ; dieser Matrix, dann lauten die
typischen Eigenschaften einer Korrelationsmatrix:

i) p ist reell und symmetrisch
i) pii=1,Vi=1,...,N—1lund -1<p;; <1Vije{l,...,N—-1}
iii) p ist positiv definit
iv) Die Abbildung i — p; ; ist fiir ¢ > j fallend
v) Die Abbildung i + pj4p; ist fiir festes p € {0, (N — 1) — i} wachsend

Hierbei sind die ersten drei Bedingungen generelle Bedingungen an Korrelations-
matrizen. Die letzten beiden Bedingungen hingegen sind spezielle Bedingungen
fiir die Korrelation zwischen Forward-Raten bzw. Libor-Raten. Sie besagen zum
einen, dass zwei Libor-Raten um so weniger korreliert sind, je grofer die ,Di-
stanz“ zwischen diesen Libor-Raten ist. Zum anderen wird ausgedriickt, dass je
zwei Libor-Raten, die den gleichen , Abstand“ zueinander haben, starker korreliert
sind, wenn sie auf der Tenorstruktur weiter am Ende liegen. Weiterhin erwar-
tet man sicherlich, dass die Korrelationen positiv sind, das bedeutet, dass sogar
pij > 0 fiir alle 4,5 € {1,..., N — 1} gilt.

Da wir im Modell N—1 Libor-Raten betrachten, wird die Korrelationsmatrix
durch N(N—1)/2 Eintrige charakterisiert. Diese Zahl ist zu grof, um jeden dieser
Eintrége einzeln zu kalibrieren. Deshalb wollen wir versuchen eine geeignete Pa-
rametrisierung mit einer geringen Anzahl an Parametern zu finden. Wie im Fall
der Volatilitdt fordern wir zunéchst auch fiir die augenblickliche Korrelation, dass
sie zeithomogen ist, das bedeutet, dass wir eine Struktur der Form

pij(t) = p(T; = t,T; —t), i,j=1,...,N —1
verwenden wollen. Wir werden spéater in der Kalibrierung die Korrelation zum

Zeitpunkt ¢ = 0 bestimmen und mit dieser konstanten Volatilitdt zur Vereinfa-
chung dann weiterarbeiten. Wir definieren daher

pi,j = pl,j(o)) Za] = ]-a"'aN_ 1.
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3.4 Modellierung der Korrelationsstruktur

Hierbei verwenden wir fiir eine kiirzere Schreibweise die Indizes ¢ und j anstelle
der in der Korrelationsstruktur auftauchenden Tenorzeitpunkte 7; und 7j.

Im Folgenden geben wir in Anlehnung an [BMO06] und [Schlla] einen Uberblick
iiber verschiedene Moglichkeiten fiir die Wahl der Funktion, die die augenblickli-
che Korrelation zwischen zwei Libor-Raten beschreiben soll.

3.4.1 Klassische Ansitze zur Modellierung der Korrelationsstruktur

Die einfachste Form der Korrelationsfunktion ist die:

Einparametrige Korrelationsstruktur

pij = exp [=Bi — j[]. (3.9)

Dabei ist § > 0. Es sei angemerkt, dass wir wie schon erwihnt, eine verkiirz-
te Schreibweise fiir die Korrelation verwenden und die eigentliche Form dieser
Struktur dann

pij = exp [=f|T; = Tj]]
lautet. Im Weiteren werden wir — wie bereits angekiindigt — nur noch ¢ und j statt
T; und T} schreiben.
Die sich aus dieser Struktur ergebende Korrelationsmatrix ist reell, symmetrisch
und positiv definit. Das Problem ist jedoch, dass die letzte der oben genannten
Bedingungen nicht erfiillt ist. Auferdem gilt lim;_, p; j = O fiir festes . Um die-
ses Verhalten aufzuheben, konnen wir die obige Funktion einfach anpassen, um so
als Grenzwert fiir die Korrelation einen festen Wert poo > 0 zu festzulegen. Diese
Erweiterung sieht dann wie folgt aus:

Klassische zweiparametrige Korrelationsstruktur

Pij = Poo + (1 — poo) exp [=B]i — j]].

Hierbei gelten die Nebenbedingungen 8 > 0 und —1 < po, < 1. Analog zu oben
ist die Korrelationsmatrix durch diese Wahl reell, symmetrisch und positiv definit.
Es ist jedoch erneut nicht sichergestellt, dass die letzte der Bedingungen erfiillt
ist.

Um zusétzlich diese Bedingung erfiillen zu kénnen, wurde von Rebonato eine Pa-
rametrisierung mit drei Parametern entwickelt:

Rebonatos dreiparametrige Korrelationsstruktur

Pij = Poo + (1 = poo) exp [(=f + a(max(i, 7)))|i — j[].

Die Nebenbedingungen fiir die Parameter lauten &hnlich zu der vorherigen Pa-
rametrisierung a, 8 > 0 und —1 < po < 1. Die so entstehende Matrix erfiillt
auch die letzte der oben genannten Bedingungen. Die Abbildung ¢ — p;4,; ist fiir
festes p € {0, (N — 1) — i} somit wachsend. Ein Nachteil der so gewéhlten Korre-
lationsstruktur besteht jedoch darin, dass nicht sichergestellt ist, dass die Matrix
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positiv definit oder positiv semidefinit ist. Man kann jedoch feststellen, dass eine
so gewdhlte Korrelationsstruktur in gewthnlichen Marktsituationen aber positiv
definit und auch einfach zu kalibrieren ist.

Diese unterschiedlichen Korrelationsstrukturen geben einen kurzen Einblick in die
verschiedenen Wahlméoglichkeiten fiir die Parametrisierung der Korrelation. Wir
werden im Folgenden jedoch eine Erweiterung dieser klassischen Vorgehensweisen
verwenden und die Herleitung in Anlehnung an [SC02] angeben.

3.4.2 Schoenmakers & Coffey Ansatz

Schoenmakers und Coffey leiten in [SC02| (auch dargestellt in [BMO06]) eine para-
metrische Form fiir die Korrelationsmatrix, die nach Konstruktion schon positiv
definit ist, her. Sie gehen dabei wie folgt vor:

Zunichst wird eine endliche Folge positiver reeller Zahlen

l=c<c< - <ecy-i,

mit a1 e CN—2
i < J— < N <
C2 €3 CN-1
betrachtet.
Dies kann dadurch erzielt werden, dass zuerst eine endliche Folge nichtnegativer
Zahlen Ao, ... An_1 gewdhlt wird und wir dann
i—1 N-1
¢i = exp [Z UERSVAVES Z (1 — 1)Al]
1=2 I=i
N-1
= exp [Zmin(l—l,i—l)Al], V2<i<N-1
1=2
setzen.

Im Anschluss daran definieren wir

G
piji=— i<j, i,j=1,...,N—1.
¢

So erhalten wir dann:

N-1

pig=exp[— Y min(l—i,j—i)A], i <j, i,j=1,...,N—1.
l=i+1

Die Korrelation zwischen zwei benachbarten Raten betrégt daher p; 11 = ¢;/ciy1
und wird somit grofer fiir wachsendes i. Die obige Bedingung fiir die positiven
reellen Zahlen ¢; mit 1 <4 < N —1 fiihrt also insgesamt dazu, dass die Abbildung
i — pitp, fiir alle p wachsend ist.

Die Zahl der fiir diese Kalibrierung bendtigten Parameter ist N — 2, da die Menge
{Ayg,...,ANn_1} bestimmt werden muss. Es ldsst sich leicht nachrechnen, dass
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die Matrix p, die sich aus den Eintragen p;;, ¢,7 = 1,...,N — 1 ergibt, die
Eigenschaften einer Korrelationsmatrix erfiillt.

Durch die Wahl der A;’s kénnen so verschiedene Korrelationsstrukturen erzeugt
werden. Im Folgenden werden wir einige der angegebenen Parametrisierungen
darstellen:

Wiéhlen wir Ay =--- = Ay s =a>0und Ay_1; = 8 > 0, dann erhalten wir so
die Korrelationsstruktur

i+j+1

;L ii=1.. N-1 (3.10)

pij =exp[=|i = jl(B+a((N-1) -
Fiir a = 0 erhalten wir die einfache Korrelationsstruktur (3.9). Fiithren wir jetzt
neue Parameter po := p1 (v—1) und 7 := a((N — 1) = 1)((N — 1) — 2)/2 ein und
setzen dies in (3.10) ein, so erhalten wir

aQ In Poo - — In Poo
5:_§“N_iy_m_(N—1y—1:uv-n—l'

Die Korrelationsstruktur (3.10) ergibt somit die

Stabile zweiparametrige Korrelationsstruktur

(N-1)—i—j+1
(N—1)—2

Pi.j :exp[(]\,yz_l)ﬂ_l(lnpoo+77 ] (3.11)
mit den Bedingungen 0 < poo <1,0<n < —Inp und i, j =1,..., N —1. Wih-
rend die Korrelationsstrukturen (3.10) und (3.11) im Grunde genommen iiberein-
stimmen, ist jedoch bei der Re-Parametrisierung von (3.10) zu (3.11) die Stabilitét
der Parameter verbessert worden. Relativ kleine Anderungen in der Folge der ¢;’s
fiihren nun nur zu kleinen Verdnderungen der Parameter po, und 7. Dies kann
unter anderem durch einen analytischen Vergleich der Ableitungen nach den un-

terschiedlichen Parametern in (3.10) und (3.11) gesehen werden (siehe [SC02]).

Eine Erweiterung dieser Korrelationsstruktur kdnnen wir erreichen, indem wir die
A;’s so wihlen, dass sie auf einer Geraden liegen, mit Ay = a1 > 0,Ay_1)— =
ag >0, und Ay_1 = > 0. Daher ergibt sich firi=2,..., N — 2:

(N—1)—i—1 i—2

Az iy tew o os

Dann ergibt sich nach [SC02] die Korrelationsstruktur

.. (%) .2 2 .. . . 2
- — =il - —2 —6i—6j —3(N —1
pij=exp|—|j—il(B 6(?J——1)——18(Z + 5% +ij — 60 — 65 — 3( )
a1 .2 .2 .. . .
15(N — 1) — - —3(N—-1)i—3(N -1
+ 15( )—=T7)+ 6(N—1)—18(Z +7°+1i5 —3( )i — 3( )j
+3i+3j +3(N —1)? —6(N — 1) +2))]. (3.12)

Fir oy = ag = a nimmt die Gleichung (3.12) wieder die Form von (3.10) an.
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Analog zum obigen Vorgehen setzen wir jetzt wieder po, = p1 y—1 und erhalten

—1In poo aq as
=—— —(N=-1)—-2)— =((N —-1) —2).
= oo (N D=2 = (N 1) —2)
Um nun wie auch schon oben eine verbesserte Stabilitdt zu erhalten, setzen wir
6mp — 2 4
o = m 2 g = 2

(N =1) =D(N -1) - 2) (N =1) = DN =1) = 2)

und die Gleichung (3.12) kann umgeformt werden zu

B lj — i 2452445 —3(N — 1)s
"”‘e’{p{‘ (N_1>_1<—1npoo+m<((N_1>_2><<N_1>_3)

—3(N—1)j+3i+3j+2(N—1)2—(N—1)—4>
(N=1)=2)(N—-1)-3)

i2+j2+ij—(N—1)@’—(N—l)j—Si—3j+3(N—1)+2>]
-2

(N=1)=2)(N—-1)=3)
(3.13)

miti,7=1,...,.N=1,37m>2m>200<m+n < —Inpe und 0 < poo < 1.
Wiirde man nun 7; = 72 = 1/2 in die Gleichung (3.13) einsetzen, so erhielte man
wieder die Korrelationsstruktur aus Gleichung (3.11).

Die Korrelationsstruktur (3.13) ist von Schoenmakers und Coffey in Kalibrie-
rungen erfolgreich verwendet worden (vgl. [SC02]). Dabei ist beobachtet worden,
dass in der Regel 12 ~ 0 ist. Da die Kalibrierung einer Korrelationsstruktur mit
drei Parametern einen htheren Aufwand bendtigt, als die mit nur zwei Parame-
tern, kann eine weitere Struktur mit zwei Parametern hergeleitet werden, indem in
(3.13) m2 = 0 gesetzt wird. Die sich so ergebende Korrelationsstruktur lautet dann

Verbesserte stabile zweiparametrige Korrelationsstruktur
Pij = €XpP [— M(—lnp +77<i2+j2+ij_3(N_ 1)i_3(N_ 1)j
" (N-1)-1 > (N=1)=2)(N-1)-3)
3i+3j+2(N—-1)2—(N-1) —4)”
(N =1) =2)(N -1) = 3)

(3.14)

mit 4,5 =1,...,N =1, 0 < n < —lnpy und 0 < pse < 1. Hierbei haben wir
im Gegensatz zu (3.13) jetzt 72 := 0 und 7 := n; gesetzt. In [SC0O2| wird begriin-
det, dass diese Korrelationsstruktur eine in Bezug auf die Stabilitit verbesserte
und realistischere Korrelationsstruktur gegeniiber der aus Gleichung (3.11) dar-
stellt. Daher werden wir in unserer Kalibrierung die Korrelationsstruktur (3.14)
verwenden.

3.5 Zinskurve

Nachdem wir die Strukturen fiir die Korrelation und die Volatilitdt im Libor-
Markt-Modell gewéhlt haben, sind wir auf einige Eingabeparameter angewiesen,
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3.5 Zinskurve

anhand derer wir das Modell aufstellen wollen.

Um unser Modell an die gegebenen Marktdaten zu kalibrieren, benttigen wir fiir
die unterschiedlichen Laufzeiten der Caps und Swaptions auch die entsprechenden
aktuellen Libor-Raten, also eine aktuelle Zinskurve. Wie genau die Libor-Raten
anhand gegebener Marktdaten bestimmt werden, wird im Folgenden anhand der
Ausfithrungen in [AP10a], [HWO06], [Fil03], [Smil2] und |[Les08| dargestellt.

Ein erstes Problem unserer Kalibrierung besteht darin, dass weder die aktuellen
Libor-Raten direkt am Markt gehandelt werden, noch die Bondpreise B(0, T;) fiir
alle unterschiedlichen Filligkeitstermine T; direkt am Markt verfiigbar sind. Es
sind zwar aktuelle Libor-Raten fiir verschiedene Laufzeiten verfiigbar, die langste
dieser Laufzeiten betridgt aber 12 Monate. In unserem Modell bendtigen wir je-
doch eine viel ldngere Zinskurve und miissen daher am Markt quotierte Produkte
verwenden um daraus eine Zinskurve zu bestimmen.

Um nun die aktuellen Libor-Raten zu erhalten, verwendet man die Preise ver-
schiedener am Markt gehandelter Produkte und bildet auf Basis dieser Werte die
Libor-Raten-Kurve. Solche Produkte sind zum Beispiel Forward Rate Agreements
und Swaps. Imm Weiteren werden wir die aktuell ermittelte Libor-Raten-Kurve als
Zinskurve bezeichnen, da die Libor-Raten in unserem Modell als Referenzzinssatz
dienen.

Die Vorgehensweise bei der Ermittlung der Zinskurve ist nun wie folgt:

Fir den Beginn der Zinskurve, etwa die ersten sechs Monate, verwenden wir die
direkt am Markt angegebenen Libor-Raten. Da wir fiir unsere Kalibrierung nur die
einzelnen Bondpreise B(0,7;) beziehungsweise die sich daraus ergebenden Libor-
Raten fiir Zeitpunkte auf unserer Tenorstruktur benoétigen, verzichten wir auf die
Bestimmung der kompletten Zinskurve und begniigen uns mit den Werten, die auf
der Tenorstruktur liegen. Fiir die Bestimmung einer kompletten Zinskurve miiss-
te ausgehend von den so bestimmten Werten noch eine geeignete Interpolation
durchgefiihrt werden (siehe zum Beispiel in [HW06]).

Daran anschliefsend bilden wir den hinteren Teil der Zinskurve, indem wir am
Markt angegebene Swap-Raten verwenden. Dabei machen wir von dem Zusam-
menhang Gebrauch, dass ein Bondpreis B(0,7;) iiber die Preise anderer Bonds
mit geringerer Laufzeit berechnet werden kann:

Wir erinnern uns dazu an die Darstellung der Swap-Raten aus Kapitel 2 und
betrachten die Swap-Rate fiir das Intervall [Ty, T,,] mit 0 < n < N und Ty = 0.
Es gilt

S, (0) _ B<Oa0)_B(O7Tn) _ 1_B(OaTn)
T S 6B0, Tin) i) 6:B(0, Trer)
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3 LIBOR-MARKT-MODELL

Dies ist dquivalent zu

n—1
S0,n(0) ) 6iB(0,Ti41) =1 - B(0,Ty)
1=0
n—2
&B(0,T) + S0.n(0)8,-1B(0,T,) =1 = So.0(0) > 6:B(0,T;41)
=0

1— SO,n(O) Z?:_()Q 51‘3(07 Ti—l—l)
1+ SO,n(0>6n—1

SB(0,T,) = . (3.15)

Wir erhalten somit iterativ die Bondpreise B(0,7;) fir alle ¢ = 1,..., N zum
Zeitpunkt ¢ = 0. Ausgehend davon kénnen wir nun die Libor-Raten in ¢t = 0 iiber

den Zusammenhang ( )
1/ B(,T;
Li(0) = & (B(()’TM) 1> (3.16)
erhalten.
Ist die Swap-Rate fiir das Intervall [Ty, T;], also Sp ;(0) nicht bekannt, so berechnen
wir diese iiber eine lineare Interpolation, d.h. sind beispielsweise Sp;—1(0) und
S0,i+1(0) bekannt, so ldsst sich Sp;(0) iiber den Zusammenhang

S(),Z'(O) = %(50’1_1(0) + SO,H-I(O)) (3.17)

berechnen. Mit dieser Methode erhélt man dann, wie auch in [AP10a] (Kapitel 6)
dargestellt, eine sdgezahnartige Form fiir die Libor-Raten, wie es auch in der Ab-
bildung 2 erkennbar ist. Dies entspricht nicht unbedingt der Realitdat und koénnte
zum Beispiel durch Verwendung einer Spline-Interpolation, wie in Kapitel 6 in
[AP10a] angegeben, verbessert werden. Fiir unsere Zwecke ist diese Interpolation
jedoch ausreichend und wir verzichten daher an dieser Stelle auf weitere Untersu-
chungen.

Insgesamt erhalten wir nun fiir jeden Zeitpunkt 7;,1 < ¢ < N—1 auf der Tenor-
struktur ausgehend von den am Markt gegebenen Libor-Raten und Swap-Raten
die Libor-Raten L;(0) mit ¢ =0,... N—1.

Die Marktdaten zu den Tenorzeitpunkten 7T; sind fiir die unterschiedlichen Indizes
¢ in Tabelle 2 angegeben.

Dabei stimmt die Swap-Rate in T7 mit der ersten Libor-Rate L {iberein. Es lassen
sich nun mit der angegebenen Interpolationsmethode (3.17) die Swap-Raten fiir
die weiteren Zeitpunkte auf der Tenorstruktur bestimmen. Daraus ergeben sich
iiber die Zusammenhénge (3.15) und (3.16) die in Tabelle 3 angegebenen Libor-
Raten.

Es ist zu bemerken, dass die Libor-Raten beziehungsweise Bondpreise zum Zeit-
punkt ¢t = 0 hier zwar als Eingangsdaten fiir die Kalibrierung dienen, wir jedoch
auf eine genauere Untersuchung dieser Daten verzichten. In einem aufwindigeren
und moglicherweise noch préiziseren Modell kénnte man zum Beispiel verschiede-
ne Interpolationsméglichkeiten fiir die Swap-Raten untersuchen und zusétzliche
Libor-Raten in die Betrachtung miteinbeziehen. Dies wiren solche Libor-Raten,
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3.5 Zinskurve

/) Swap-Rate 5071‘(0)
1 0.3220
2 0.3340
3 0.3627
4 0.4000
6 0.4942
8 0.6294
10 0.7915
12 0.9630
14 1.1290
16 1.2845
18 1.4280
20 1.5595
22 1.6760
24 1.7795
30 2.0108
40 2.1735

Tabelle 2: Swap-Raten vom 18.04.2013 (in Prozent)

Libor-Rate L;(0)

i

Libor-Rate L;(0)

OO0~ O U i W N — O~

Ne)

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

0.3220
0.3460
0.4203
0.5124
0.6367
0.7318
0.9724
1.1103
1.3726
1.5404
1.7631
1.9440
2.0893
2.2681
2.3651
2.5363
2.5991
2.7607
2.7988
2.9505

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39

2.9272
3.0647
3.0327
3.1577
2.8987
2.9925
3.0877
3.1844
3.2827
3.3826
2.6301
2.6710
2.7122
2.7540
2.7962
2.8390
2.8823
2.9262
2.9706
3.01567

Tabelle 3: Berechnete Libor-Raten vom 18.04.2013 (in Prozent)
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Libor-Raten

Libor-Rate I_I[D) in %

0 g 10 15 20 25 30 35 40

Abbildung 2: Berechnete Libor-Raten-Kurve vom 18.04.2013

die sich mit den aktuell betrachteten Zinssédtzen {iberlappen, zum Beispiel eine
Libor-Rate mit einem Verzinsungszeitraum von einem Monat bis in sieben Mona-
ten. Zudem betrachten wir nur die fiir uns relevanten Libor-Raten auf der Tenor-
struktur und keine komplette stetige Zinskurve. Eine solche Kurve kénnte man
zum Beigpiel durch eine Spline-Interpolation, ausgehend von den Libor-Raten auf
der Tenorstruktur, bestimmen. Weitere Ausfithrungen hierzu sind in [AP10a] (Ka-
pitel 6) und [HWO06] zu finden.

Nachdem wir nun die Zinskurve als einen Eingabeparameter fiir unser Modell
bestimmt haben, besteht unser Ziel nun im folgenden Abschnitt darin, die Bewer-
tung von Caps im Libor-Markt-Modell darzustellen um so die Bedingungen fiir die
Kalibrierung des Modells an am Markt gegebene Cap Volatilitdten zu erhalten.

3.6 Bewertung von Caps im Libor-Markt-Modell

Wie oben bereits erwdhnt, wollen wir nun die Vorgehensweise bei der Bewertung
von Caps im Libor-Markt-Modell darstellen. Wir orientieren uns bei den Ausfiih-
rungen zu diesem Thema groftenteils an [Paul3).

Ein Cap ist eine rollierende Folge von Caplets. Betrachten wir wieder die gegebene
Tenorstruktur

O=Ty<Ti<Th<...<Tn_1<Tn

und einen Cap, der in 7}, beginnt und in 75 endet mit 1 < p < ¢ < N. Fiir die
Bewertung dieses Caps betrachtet man fiir jedes i = p,p+1,...,qg— 1 ein Caplet
mit Startzeitpunkt 7; und Endzeitpunkt T;; 1. Wollen wir nun den Preis dieses
Caps im Zeitpunkt ¢t < T}, bestimmen, so ergibt sich dieser als die Summe der
Preise der einzelnen Caplets in ¢. Fiir die Bewertung von Caps geniigt es also,
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3.6 Bewertung von Caps im Libor-Markt-Modell

wenn wir die Preise der einzelnen Caplets bestimmen konnen.

Caplets sind Call-Optionen auf Libor-Raten. Ein Caplet fiir das Intervall [T}, T; 1]
mit Strike K gibt dem Besitzer das Recht, im Zeitpunkt T;4; die diskrete Spot-
Rate

1

1
F(T3; T3, i) = 5<B<Tm B 1)
7 19 =1

gegen einen festen Zinssatz K zu tauschen. Dies entspricht somit der Auszahlung
(F(T3; 15, Tiv1) — K) 03 = (Li(Th) — K) ™0

im Zeitpunkt T; 1. Die Auszahlungshohe des T;-Caplets entspricht somit der Aus-
zahlungshohe einer Call-Option auf die Libor-Rate L; mit Strike K und Aus-
iibungszeitpunkt 7;. Unter der Annahme von deterministischer Volatilitdt kann
man nun den Preis eines Caplets analog zur Bewertung einer Call-Option im
Black-Scholes-Modell bestimmen.

Im ersten Schritt wird dazu der Terminpreis des Derivats zum Termin Tjy1 in ¢
bestimmt. Dieser betrigt

B, [6:(Li(Ty) — K)*|F). (3.18)

Hierbei bezeichnet Er, , den Erwartungswert beziiglich des Forwardmartingal-
mafes Pr, . Un den Preis des T;-Caplets mit Strike K in ¢ = 0 zu bestimmen,
benotigen wir den Spotpreis des Caplets. Diesen Erhalten wir durch das Diskon-
tieren des Forwardpreises mithilfe des Bondpreises B(0, Tj+1). Da wir im Weiteren
nur den Fall ¢ = 0 betrachten, konnen wir statt des bedingten Erwartungswertes
in (3.18) zum unbedingten Erwartungswert ibergehen. Der Spotpreis des Caplets
ergibt sich somit als:

CZ(O, K) = B(07 E+1)6ZET1+1 [(LZ(TZL) - K)ﬂ

= B(0,Ti11)d; <ETi+1[Li(fFi)]1{Li(Ti)>K}] — KPr, ,(L{(T;) > K))
Li(T;)
L;(0)

= B(0,Tj41)d; (Li(O)ETM [ L my>xy | — KPP (Li(Th) > K))

— B0.T1)s: <Li<0>@TM<Li<m ~ K)— KPp,, (Li(T)) > K))

dQTi+1
dPTi+1

_ Li(t) VO<t<T.
Fi Li(o)

Unter Verwendung der im Kapitel 3.2 dargestellten Verteilung der ¢-ten Libor-
Rate kann nun die Wahrscheinlichkeit Pr,,, (L;(T;) > K) bestimmt werden. Man
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3 LIBOR-MARKT-MODELL

erhalt:

ISRV

OTZ' o2(s)ds

Hierbei wird mit ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeich-
net. Wir haben bei unseren Rechnungen dabei ausgenutzt, dass

ln(LLii((TOi))) + % fOTi o?(s)ds

\/fOTi o2(s)ds

unter dem Forwardmartingalmak Pr, , standardnormalverteilt ist.

Um nun Qr,,(Li(T;) > K) zu bestimmen, muss zunéchst die Verteilung von
L; unter dem Maf Qr,,, bestimmt werden. Dazu betrachten wir zunachst den
Dichtequotientenprozess

dQr,, Li(t) (/t i+1 1t
: = = exp oi(s)dW; (s —/ oi(s)ds |, V0<t<T,.
dPTi+1 Fi Li(o) 0 ) ) 2 0 (

Anhand dieser Gestalt des Dichtequotientenprozesses lésst sich erkennen, dass wir
den Qr,,,-Wiener-Prozess W mit dem Satz von Girsanov durch

Wit = With(t) — / oi(s)ds ¥V 0 <t <T;
0
erhalten.
Hiermit ergibt sich fiir die Libor-Rate L;:
dLi(t) = Li(t)o; () dWiTL(t) = Li(t) (03 (£)dW T (t) + o2 (t)dt)

Wir erhalten somit die Dynamik von L; unter dem Maf Qr;,,,. Nun kann durch
analoges Vorgehen zu oben die Wahrscheinlichkeit Qr,,, (L;(7;) > K) bestimmt
werden und es ergibt sich:

Li(0) 1 (T
QT¢+1(LZ-(E)>K):<1><1“( )+ 3o a?(s)ds)
Jo o2 (s)ds

0 %

Es ergibt sich damit insgesamt der folgende Satz:
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Satz 3.2: Black’s Formel fiir Caplets
Der Preis eines Caplets mit Strike K fur das Intervall [T}, T;11] mit 1 <i < N—1
im Zeitpunkt ¢ = 0 betragt
Ci(0; K) = B(0,T;41)0;[L;(0)®(d1(L;(0))) — K®(d2(L;(0)))] mit
n(zy+ L (Tis2004
dy(w) = DE) Tl oG
foTi o7 (s)ds

T T;
In(£) =3 [  o?(s)ds

foTi Ug(s)ds

Hierbei bezeichnet ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

dg(l‘) =

Mithilfe dieser Formel fiir die Bewertung von Caplets ist eine schnelle Kalibrierung
des Modells an die Marktdaten méglich. Definieren wir uns O'iC M als die am Markt
verfiighare implizite Caplet Volatilitit fiir die Libor-Rate L; und betrachten den
Preis, der sich durch diese implizite Volatilitét ergibt, so muss gelten, dass dieser
mit dem Preis C;(0; K') aus Black’s Formel iibereinstimmt. Damit erhalten wir die
folgende Bedingung fiir die Kalibrierung des Libor-Markt-Modells an die Caplet
Volatilitaten:

I
(cFM)2 = T/ o2 (t)dt. (3.19)
©J0

Um die Kalibrierung durchzufiithren, miissen wir — wie oben beschrieben — zu-
néchst eine entsprechende Wahl fiir die Parametrisierung der Funktion o;(t) tref-
fen.

Ein weiteres Problem, dass bei der Kalibrierung an die Caplets auftaucht, besteht
darin, dass am Markt nur die Volatilitdten der verschiedenen Caps angegeben
sind. Aus diesen Volatilitdten haben wir die Caplet Volatilitdten abzuleiten. Dies
geschieht mit dem so genannten Cap-to-Caplet-Stripping.

3.7 Cap-to-Caplet-Stripping

Wie im vorherigen Kapitel gesehen, bendtigen wir die impliziten Caplet Vola-
tilitdten fiir eine Kalibrierung des Modells. Unser Ziel besteht also darin, diese
Volatilitdten aus den am Markt verfiigharen Cap Volatilitdten zu gewinnen. Die
Vorgehensweise ist dabei iterativ und es kénnen so nach und nach die fiir die ver-
schiedenen Zeitintervalle konstanten Caplet Volatilitdten bestimmt werden. Die
angegebenen Darstellungen orientieren sich im Wesentlichen an den in [Sch05]
dargestellten Ideen.

Betrachten wir dazu fiir jedes k = 2,..., N den ATM-Cap iiber den Zeitraum
[T1,T)] mit dem Preis Cf,zM in t = 0. Der ATM-Strike eines Caps entspricht
dabei genau der Swap-Rate S;;(0) fiir den betrachteten Zeitraum. Am Markt
sind die ATM Cap Preise implizit durch die Cap Volatilitdten Uf{M gegeben.
Dabei berechnet sich der Preis eines Caps als Summe der Preise der dem Cap
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3 LIBOR-MARKT-MODELL

zugrundeliegenden Caplets, wobei fiir jedes Caplet die gleiche Volatilitdt O’ATM

zur Berechnung des Preises herangezogen wird. Der Cap Preis C’f;{M setzt smh

somit wie folgt zusammen:
k—1
CiFM =" Ci(Ly, Sup, o TN, Ty) (3.20)
j=1
fiir k = 2,..., N. Hierbei bezeichnet C;(L;, Sy, o T™M T;) := C;(0;S1x) den

Preis des Tj—Caplets mit Strike 51 x(0) und Volatlhtat U{‘%M , der zum Zeitpunkt
t = 0 durch Black’s Formel gegeben ist als

Ci(Ljs Sus ot 5 Ty) = B(0, Tj1)d5(L;(0)@(d1(L;(0))) — S, ®(d2(L;(0)))] mit

oy )+ ()T
1((E> - 0_14%1]\/‘[ (Tj) un
In(g%) = 3(o1 i M)?T;

Ufl%M (13)

dQ(fL‘) =

af‘%M entspricht dabei im Allgemeinen nicht der tatséchlichen Volatilitét des 7}-

Caplets. Vielmehr wird die implizite Volatilitit aﬁ%M als eine Art durchschnittli-
che Volatilitat betrachtet, so dass man durch die Gleichung (3.20) den ATM Cap
Preis CIAI?M erhilt.

Unser Ziel besteht nun darin, eine Folge von Caplet Volatilitdten O'jCM , J =
1,..., N — 1 zu finden, so dass
k—1
CiEM =3 Cy(Ly, Sip, 0§, T)
j=1
fiir k = 2,..., N gilt. Hierbei bezeichnet O'jCM jeweils wie oben die Volatilitdt des

Caplets mit Startzeitpunkt 7; und Endzeitpunkt 7).

Wir gehen dabei iterativ vor. Zunichst wird o{'™ anhand der Gleichung

Cng = 01(L1,S1,2,012M T1) = C1(L1, S12,0¢™M,T1)

bestimmt. Es gilt also oM = oﬁQTM .
Somit haben wir also einen Anfangswert fiir unsere Folge von Caplet Volatilitdten
und kénnen nun iterativ die weiteren Volatilititen c¢M,j =2,..., N — 1 bestim-

J
men. Die allgemeine Vorgehensweise ist dabei wie folgt:

Angenommen wir haben fiir ein festes k mit k < IV — 1 bereits die Caplet Volati-

litaten O'jCM ,Vj=1,...,k—1 bestimmt. Dann kann UEM mithilfe der Gleichung
k—1
Ck:(Lk:a Sl,k’—i—l? O-I?Ma Tk’) = Cfl{i\/{ - Z C](Lja Sl7k+17 O-jCMv T‘j)
j=1

berechnet werden.

35



3.7 Cap-to-Caplet-Stripping

Bemerkung 3.3: Die dargestellte Methode des Cap-to-Caplet-Stripping ist nur
fiir den At-The-Money Fall angegeben und kann analog auch fiir andere Strike
Preise angewendet werden.

Weiterhin wird, um fiir jeden Zeitpunkt auf der Tenorstruktur eine Caplet Vola-
tilitdt zu erhalten, auch fiir jedes T;,7 = 1..., N eine Cap Volatilitit aﬁ;-[M bend-
tigt. Da diese nicht komplett am Markt angegeben sind, wird zun#chst {iber die
vorhandenen Cap Volatilitdten eine Interpolation durchgefiihrt, um so als Aus-
gangspunkt fiir das Cap-to-Caplet-Stripping ein vollstindiges System von Cap
Volatilitdten fiir die gegebene Tenorstruktur zu erhalten. Wir wenden hierbei —
wie in [Sch05] vorgeschlagen — eine Interpolation durch kubische Splines an. Bei
diesem Verfahren wird eine Interpolation mit Polynomen dritten Grades durch-
gefilhrt, um so eine zweimal stetig differenzierbare Funktion zu erhalten. Eine
ausfiihrliche Darstellung dieses Verfahrens ist in [HW06| und [AP10b] zu finden.

ATM 44 den Zeit-

Die vorliegenden am Markt beobachteten Cap Volatilitdten o7
punkten 7; sind in Tabelle 4 dargestellt.

i | Cap Volatilitit of!7™
2 108.70
4 81.44
6 81.89
8 74.58
10 68.54
12 61.70
14 54.40
16 49.40
18 45.15
20 41.70
24 37.45
30 32.75
40 29.70

Tabelle 4: ATM-Cap Volatilitdten vom 18.04.2013 (Angaben in Prozent)

Daraus ergeben sich mit der beschriebenen Methode des Cap-to-Caplet-Stripping
die in Tabelle 5 dargestellten Caplet Volatilitdten

Um das Libor-Markt-Modell unter Beriicksichtigung des in Kapitel 3 erwdhnten
Volatilitdts-,Smiles” zu kalibrieren, sind neben den ATM Cap Volatilitdten auch
die am Markt gegebenen Cap Volatilitdten fiir verschiedene Strike Preise zu be-
achten. Da wir in dieser Arbeit jedoch auf die Betrachtung solcher ,Smile“-Effekte
verzichten, werden wir auf diese Volatilitdten im Rahmen der Untersuchungen
nicht weiter eingehen. Eine Bestimmung der Caplet Volatilitdten fiir andere Strike
Preise kann jedoch, wie schon erwéhnt, mit dem selben Algorithmus durchgefiihrt
werden.
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i | oM i | oM i | oFM
1 | 108.70 || 14 | 35.15 || 27 | 22.67
2 | 75.58 || 15 | 34.79 || 28 | 21.95
3 | 72.81 || 16 | 31.66 || 29 | 21.45
4 | 81.62 || 17| 29.16 || 30 | 19.85
5 | 84.22 || 18 | 27.80 || 31 | 19.92
6 | 71.56 || 19 | 27.67 || 32 | 20.28
7 | 60.66 || 20 | 27.98 || 33 | 20.95
8 | 60.19 || 21 | 28.52 || 34 | 21.97
9 | 58.51 || 22 | 28.31 || 35 | 23.38
10 | 51.99 || 23 | 27.77 || 36 | 25.20
11| 4439 || 24 | 2591 || 37 | 27.51
12 | 37.73 || 25 | 24.68 || 38 | 30.36
13| 34.59 || 26 | 23.59 || 39 | 33.88

Tabelle 5: ATM-Caplet Volatilitdten vom 18.04.2013 (Angaben in Prozent)

3.8 Bewertung von Swaptions

Da unser Ziel im weiteren Verlauf der Arbeit darin besteht, unser Modell gleich-
zeitig an Swaptions und Caps zu kalibrieren, wollen wir zunéchst herleiten, wie
die Bewertung von Swaptions unter den gegebenen Modellannahmen aussieht.
Die folgenden Verfahren zur Bewertung von Swaptions werden in Anlehnung an
[Paul3| dargestellt.

Es sei wieder die Tenorstruktur 0 =Ty < 11 < --- < Ty gegeben. Wir betrachten
nun eine Swaption mit Strike-Zinssatz K, fiir die die Laufzeit des zugrundelie-
genden Swaps in 7T}, beginnt und in 7, endet, wobei 1 < p < ¢ < N ist. Eine
Payer-Swaption ist dabei das Recht, in T}, in einen Swap mit Endzeitpunkt Tj
und Festzinssatz K einzutreten.

Der Wert des zugrunde liegenden Swaps zum Zeitpunkt ¢ ldsst sich — wie bereits
im Abschnitt 2 dargestellt — als

q—1
Swap(t; Ty, Ty) = > 6:;B(t, Ti1)(Li(t) — K)
i=p
q—1
= B(t,T,) — B(t,T,) - K Y 6;B(t, Tis1).
i=p

berechnen. Unter Verwendung der in Kapitel 2 hergeleiteten Swap-Rate,

_ B(t>T’p) - B(t’ TQ)
Spq(t) = Sl B(, i) (3.21)

gilt somit
qg—1

Swap(t; Ty, Ty) = (Spqe(t) — K) Y 6:B(t, Tiga).

1=p
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Wie bereits dargestellt, ergibt sich fiir die Auszahlung der Swaption in 7T}, der

Wert
q—1

(Sp,q(Tp) - K>+ Z 5iB(Tp: Tita).
i=p
Der Ansatz zur Bewertung dieser Swaption ist nun die Berechnung des Termin-
preises zum Termin 7),. Dieser betridgt zum Zeitpunkt ¢

q—1
ETP [(Spvq(Tp) - K)+ Z 5iB(Tp= Ti+1)|}—t]'
i=p
Hierbei bezeichnet Er, den Erwartungswert beziiglich des Forwardmartingalma-
fes Pr, zum Termin T),.
Man berechnet diesen Terminpreis nun mithilfe des Swapmartingalmafkes PSP,
Dieses ist durch
dPSwap
dPr,

N,q(t) B(0,T},)
—: [Swap(4) = P4 PI ¢+ < T, 3.22
N U= B, 7,) Npg0) v (3-22)

definiert. Dabei ist N, 4(t) gegeben durch:

q—1
Npq(t) = 6iB(t,Ti1), VO < t < T, (3.23)
i=p
Unter P ist weiterhin
(B(t, ﬂ))
Np,q(t) 0<t<T;

fiir jedes 1 < ¢ < N—1 ein lokales Martingal. Es ist dabei insbesondere (Sp 4(t))i<1p
mit
5 - BT~ BUT) _BO.T,) B.T)
e Np,q(t) Npq(t)  Npg(t)

ein lokales Martingal beziiglich PSvP.

Mit der Bayes-Formel fiir bedingte Erwartungswerte (vgl. [Shr04|, Lemma 5.2.2)
und dem in Gleichung (3.22) definierten Dichtequotientenprozess (L"(t)); folgt
nun, dass gilt
q—1
ETp [(Sp,q(Tp) - K)+ Z 5iB(Tpv Ti+1)|]:t]
1=p
= E7, [(Sp(Tp) — K) " Npo(Tp)|F]
LSwap(t)
LSwap(Tp)

= ESve [(Sp,q(Tp) - K)+NP74(TP) }
B(Ty, Tp) Np,q(t)

| Fi

- [(Sp’q(Tp) — K) " Npy(Tp) B(t,T,) N, Z)(Tp) |]:t]
= %ESwap [(Sp,q(Tp) — K)+‘ft] '
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3 LIBOR-MARKT-MODELL

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass B(T},T,) = 1 ist.
Der arbitragefreie Preis der Swaption zum heutigen Zeitpunkt ergibt sich nun
durch Diskontieren mit dem 7),-Bond und Verwendung von ¢ = 0:

Vgigaption(o) = B(O7 TP)ETp [(SZ%Q(TP) - K)+NP7Q(TP)]
= Np,q(O)Eswap [(Sp,q(Tp) - K)ﬂ
Wie oben gesehen, ist (S,4(t)); ein PS“®-Martingal. Mit der Annahme, dass

die Swap-Rate (S, 4(t)); unter dem Maf PS%% lognormalverteilt mit Volatilitit
OSwap 1st, erhalten wir die Dynamik

dSp.q(t) = TSwap(t) Spg (1) AW P (1) (3.24)

mit einer deterministischen Volatilitit og.ep und einem Wiener-Prozess W Swap
unter P Unter Beriicksichtigung dieser Annahme konnen wir analog zum
Vorgehen bei der Berechnung der Caplet Preise auch die Swaption Preise mithilfe
von Black’s Formel berechnen. Wir kénnen daher folgenden Satz fiir die Bewertung
von Swaptions ohne Herleitung angeben:

Satz 3.4: Black’s Formel fiir Swaptions
Der Preis einer Swaption fiir das Intervall [T}, T], mit 1 < p < ¢ < N und Strike
K ist gegeben durch

Ve (0) = Np,g(0)(Sp,g(0)(d1(Sp,g(0))) — KP(d2(Sp,e(0)))) mit

Swaption
T,
In(%) + % Jo? ogwwap(s)ds

dy(z) = = und
0" Ugwap(s)ds
(&) — 1 [T ;2 s)ds
dg (SU) _ <K) 2 J0 Swap( ) .

T

0" U%wap(s)ds
Hierbei bezeichnet (Sp 4(t)): die in (3.21) definierte Swap-Rate und (Np4(t)); ist
wie in (3.23) definiert. Zudem wird eine deterministische Swap-Raten Volatilitét
unterstellt, sodass der Swap-Raten Prozess die in Gleichung (3.24) angegebene
Dynamik besitzt.
Bezeichne nun 0’5: 24 die am Markt angegebene implizite Volatilitit einer Swaption
mit zugrundeliegendem Swap iiber das Intervall [T}, T}], dann gilt:

e — L [ (3.25)
20} - T, Jo Swap : :

Es lisst sich zeigen, dass die Annahme einer deterministischen Swap-Raten Volati-
litdt nicht direkt mit den von uns gewihlten Grundlagen des Libor-Markt-Modells
iibereinstimmt. Wir werden deshalb spéter im Kapitel 4.1 einige Approximationen
durchfiihren, sodass wir deterministische Volatilitdten der Swap-Raten erhalten.
Aufgrund dieser Approximationen kann dann eine gleichzeitige Kalibrierung an
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3.8 Bewertung von Swaptions

Swaptions und Caplets im Libor-Markt-Modell durchgefiihrt werden. Zunéchst
wollen wir aber im Folgenden die Dynamik und damit auch die tatséchliche Ver-
teilung der Swap-Raten bestimmen.

Die Annahme im Libor-Markt-Modell besteht darin, dass die Libor-Raten de-
terministische Volatilitdten besitzen und damit lognormalverteilt sind. Ausge-
hend von dieser Annahme werden wir nun zeigen, dass die Swaption Volatilitét

(0Swap(t)): ein stochastischer Prozess ist. Wir orientieren uns dabei an den Dar-
stellungen in [HWO00].

Betrachten wir zunéchst erneut den Zusammenhang zwischen Bondpreisen und
Libor-Raten: Aus der Definition der Libor-Raten folgt direkt der Zusammenhang

B(t,T;)

Bt Ter) )

Es gilt somit fiir jedes fest gewédhlte g mit 1 <i<qundgeN,g < N

B(T)  B(tT) B(t.Tiy) BT, ‘o

B(t.T,)  B(t,Tir1) B(t,Tiza) "~ B(t.T,) ,g.(l + 6Ly (t)).

Hieraus ergibt sich fiir die Swap-Raten die folgende Darstellung:

© — B(t,T,) — B(t,T,)
p.a\l) = qu;; 8;B(t, Tiv1)

B(t,Tp)
B(t,Ty)

= 1. BT,
S 6, Ot

q—1 T
_ Hi:p(l + 5sz(t)) -1 ‘
S Tl (L4 5 L5(1)
Wir kénnen nun die Dynamik der Swap-Rate (S, 4(t)); mithilfe der It6-Formel

bestimmen. Dabei erhalten wir partielle Ableitungen nach den Libor-Raten und
somit Terme der Form

-1

(3.26)

= aSpvQ(t)
kz_p IO dL(t). (3.27)

Wir setzen nun in diese Gleichung die Dynamik der Libor-Raten ein und betrach-
ten dann nur die Terme, die nicht von beschrinkter Variation sind, da diese fiir
die Bestimmung der Swaption Volatilitit 05,4, von Bedeutung sind. Wir erhalten
somit aus (3.27) den folgenden Ausdruck:

o1u(t) L (£)dWi (1) (3.28)

Hierbei ist W, die k-te Komponente eines (N —1)-dimensionalen Wiener-Prozesses
unter einem beliebigen Forwardmartingalmaf, wie zum Beispiel dem Terminal
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3 LIBOR-MARKT-MODELL

Measure. Da wir hier das Forwardmartingalmafs nicht explizit festlegen, verzich-
ten wir auf die bisher vorgenommene Angabe des Indexes fiir die Festlegung des
Mafses unter dem es sich um einen Wiener-Prozess handelt.

Es gilt nun die partiellen Ableitungen

8Sp:q (t>

) it p<k<g-—1 3.29
oLy MEPsk=a (3.29)

zu bestimmen.
Dies geschieht mithilfe des natiirlichen Logarithmus und des Zusammenhangs

OIS, (t) 1 05,,()
OLk(t)  Spq(t) OLL(t)

Aus Gleichung (3.26) ergibt sich nun

(3.30)

1nsp,q(t):1n<1ﬁ(1+5L() ) 1n(225 ﬁ11+5ij(t))).

Wir bestimmen nun die partiellen Ableitungen dieses Ausdrucks nach L (¢) und

verwenden dann den Zusammenhang (3.30) um die partiellen Ableitungen 685” q(();)

zu bestimmen.

Es gilt nun
d1n S, 4(t)
OLy(t)
6kH_pl¢k(1+6‘L‘( )) 6k2 0 1104y e (1 + 85 L (1))
T1, (1 + 6iLi(1) — POy | Z+1(1+5‘L‘(t))
& < H;’:;(Haiu(t)) =L Z+1<1+6ij<t>>>
L op L) NS, (1 + 6iLi(0) =1 000, 6 T (1 + 6;L5(1)
Ok
= 155000 +5kLk(t)7k(t)’

mit

[0 +6L:(1) 25, 5 120 (1 +6;15(1)
[T (4 0:Li(t) =1 S0 0TI (1+ 65L5(4))
Insgesamt folgt hieraus zusammen mit (3.30), dass

aSpvq(t) _ Sp,q(t)5k’}’k(t)
OLL(t) 14 6xLi(t)

Y (t) ==

gilt. Die Terme, die die Dynamik von S, 4(¢) beschreiben und nicht von endlicher
Variation sind, haben dann nach (3.28) die Gestalt

q—1
o0 X ortpu) 54 s o).
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3.8 Bewertung von Swaptions

Da wir spéter nach dem Mafwechsel zum Swapmartingalmaf nur die Volatilitéts-
Terme betrachten wollen, geniigt es somit uns auf diese Ausdriicke zu beschrénken.

Wir wissen aus Gleichung (3.24), dass die Swap-Rate S, , unter dem Swapmafs
PSwap die Dynamik

dSp.q(t) = T5wap(t) Sp.q (1) WSV (t)

hat.

Aus den beiden Gleichungen erhalten wir somit, dass die Volatilitit der Swap-
Raten durch

O L (t)

qg—1
OSwap(t) = kZ:p Uk(t)%(t)m

gegeben ist, da sich die Volatilitdts-Terme bei einem Mafkwechsel zum Swapmar-
tingalmaf nicht &ndern. Es handelt sich bei (0gyap(t)): daher um einen stochas-
tischen Prozess und nicht, wie in Black’s Formel fiir Swaptions angenommen, um
eine deterministische Funktion.

Im angegebenen Libor-Markt-Modell sind die Swap-Raten somit nicht lognormal-
verteilt. Man nennt das Modell, in dem man von lognormalverteilten Swap-Raten
ausgeht auch Swap-Markt-Modell. Wie wir gesehen haben, ist dieses jedoch nicht
konsistent mit dem Libor-Markt-Modell.

Insgesamt ist die Bewertung von Swaptions somit unter den dargestellten Annah-
men nicht in einer geschlossenen Form moglich und es bedarf zum Beispiel der
Anwendung von Monte Carlo Simulationen, um eine Bewertung durchfiihren zu
konnen. Da diese jedoch einen hohen numerischen Aufwand beanspruchen und
man eine analoge Form zu Black’s Formel fiir Caplets auch fiir Swaptions verwen-
den md&chte, bedient man sich einiger Approximationen, so dass die Volatilitét
0 swap durch eine deterministische Funktion angenéhert wird und Black’s Formel
fiir Swaptions angewendet werden kann. Mogliche Vorgehensweisen fiir diese Ap-
proximation sind im Kapitel 4.1 durch die Formeln von Rebonato bzw. Hull und
White dargestellt.

Wie bereits erwéhnt, bendtigen wir neben den in Kapitel 3.5 bestimmten aktuellen
Libor-Raten und den in Kapitel 3.7 berechneten Caplet Volatilitdten noch die
am Markt gegebenen Volatilitdten der von uns fiir die Kalibrierung genutzten
Swaptions. Diese sind in Tabelle 6 angegeben.
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3 LIBOR-MARKT-MODELL

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

Y =N | .

8
10
12
14
16
18
20

94.66
75.82
7727
63.68
50.92
41.44
35.95
30.92
28.73
26.34
24.07

85.90
75.60
66.10
55.05
45.40
37.80
33.09
28.75
27.08
25.34
23.55

76.30
68.80
58.00
48.55
40.35
35.20
31.29
27.65
26.19
24.62
23.20

65.80
99.90
50.05
44.00
37.60
33.25
29.90
26.80
25.53
24.28
23.00

56.60
52.75
46.25
40.85
35.50
31.70
28.91
26.30
25.01
24.63
23.70

48.90
46.95
42.15
37.85
33.45
30.40
27.98
25.75
24.81
23.77
23.00

43.60
42.90
39.25
36.20
31.75
29.45
27.37
25.40
24.55
23.81
23.15

39.80
39.90
37.40
33.90
30.75
28.70
26.90
25.20
24.56
23.92
23.35

37.10
37.80
35.30
32.60
29.95
28.15
26.54
25.10
24.82
24.54
24.30

35.10
36.00
34.05
31.65
29.35
27.75
26.39
25.10
24.64
24.17
23.75

Tabelle 6: Swaption Volatilitdten vom 18.04.2013 (Angaben in Prozent). Spalten
geben die Laufzeit des zugrundeliegenden Swaps an, wihrend Zeilen die Féllig-
keit der Swaption angeben (Angaben in halben Jahren). Der erste Eintrag mit
dem Wert 94.66 besagt zum Beispiel, dass die Swaption Volatilitdt fiir eine in T}
startende Swaption mit der Laufzeit 20, eine Swaption die also bis T3 lduft, 94.66
Prozent betragt.
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4 Kalibrierung des Libor-Markt-Modells

Das Ziel dieser Arbeit liegt in einer Kalibrierung des Libor-Markt-Modells. Dabei
sind zunéchst die Spezifikationen der Volatilitdtsfunktion und der Korrelationss-
truktur festzulegen. Ist dies geschehen, so kann das gewdhlte Modell an die aktu-
ellen Libor-Raten und an die entsprechenden Derivate, in unserem Fall Swaptions
und Caplets, kalibriert werden. Dabei erhalten wir die Volatilitdten der Caplets
aus den am Markt quotierten Volatilitdten der entsprechenden Caps. Die Kalibrie-
rung an die aktuellen Libor-Raten geschieht dabei automatisch, da diese Raten
Anfangsbedingungen und somit zugleich Eingabeparameter fiir unser Modell sind.
Die Kalibrierung an Swaptions und Caplets wird dann derart vollzogen, dass die
Volatilitdtsfunktionen und die Korrelationsstruktur so gewéhlt werden, dass die
Modellpreise mit den Marktpreisen der Derivate moglichst gut iibereinstimmen.

Wie wir gesehen haben, ist das Libor-Markt-Modell konsistent mit Black’s For-
mel zur Bewertung von Caplets. Fiir die Berechnung von Swaption Preisen gibt es
jedoch keine geschlossene Losungsformel. Daher konnen Swaptions unter Zuhilfe-
nahme von Monte Carlo Methoden bewertet werden. Dies bedeutet jedoch, dass
in jedem Schritt in der Kalibrierung diese Preise neu berechnet werden miissen,
was zu langen und aufwindigen Simulationen fiithrt. Um diesen Aufwand zu um-
gehen, werden hiufig approximierte geschlossene Formeln fiir die Bewertung von
Swaptions verwendet. Diese Formeln werden wir im Laufe des Kapitels darstellen
und anschliefsend fiir die Kalibrierung verwenden.

4.1 Grundlagen fiir die Kalibrierung

Wie oben bereits angekiindigt wollen wir das Libor-Markt-Modell gleichzeitig an
die Marktdaten von Swaptions und Caplets kalibrieren. Dazu ben&tigen wir analog
zu der sich fiir die Caplet Volatilitdten ergebenden Bedingung aus Black’s Formel
(vgl. (3.19)) noch eine Bedingung fiir die Swaption Volatilitdten im Modell. Die
Annahme der lognormalverteilten Swaption Volatilitdten ist, wie im vorherigen
Kapitel gesehen, nicht mit den Voraussetzungen des Libor-Markt-Modells konsis-
tent. Daher bedarf es einer Approximation, um so das Libor-Markt-Modell auch
an Swaptions kalibrieren zu kénnen und die Bedingung (3.25) nutzen zu kénnen.
Diese Approximation wird im Folgenden dargestellt. Wir orientieren uns dabei an
den in [Sch02] und [BM06] dargestellten Herleitungen.

Seien wie im vorherigen Kapitel Tenorzeitpunkte 7, und Tj; gegeben mit 1 < p <
q < N. Dann kann zur Kalibrierung des Libor-Markt-Modells die am Markt
angegebende Swaption Volatilitit mit der Formel von Rebonato approximiert
werden:

Satz 4.1: Approximationsformel nach Rebonato
Im Libor-Markt-Modell 14sst sich die Volatilitit einer Swaption iiber das Intervall
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4 KALIBRIERUNG DES LIBOR-MARKT-MODELLS

[Ty, Ty] zum Zeitpunkt ¢ = 0 approximieren durch

L rwl(0)wh(0)Li(0) L, (0)pi g T
(0'52/1)2% Z ( Oy S(Q) (OS JL;(0)p J;’p/o m(t)oy(t)dt). (4.1)

Hierbei bezeichnet S, ; die Swap-Rate. O'p M stellt die am Markt angegebene Vo-
latilitdt der Swaption dar. Die Gewichte w; sind fiir p < i < g — 1 gegeben durch:

0illhey(1+ kL))" 6,B(t, Tiy)

wy(t) = -1 n 1 vl ’
Z 5” Hk:p(l + 5kLk‘ (t))_ Zn:p 5nB(t7 Tn+1)

(4.2)

Herleitung: Zunéchst bringen wir die Swap-Rate S) 4(t) fiir ¢ < T}, in eine andere
Form, indem wir den Zusammenhang (3.1) zwischen Libor-Raten und Bondpreisen
ausnutzen:

B(t,T,) - B(t,T,)
Z‘H 6nB(t, Tpi1)
X SiLi(t)B(t, Tin)

S0 6, B(t, Tsn)
Zq 15 Li(t )BE(%t(;tTIij;)
222%7%%%
S GLi) iy ey
S0t 6 [T, Zhtee)

Sy 0iLi(t) Ty (1 + G Li(£) !
TS T (L L (1) !

q—1
= wP(t)Li()
i=p

Sp,q(t) =

Hierbei werden die Gewichte w!"? wie in Gleichung (4.2) definiert.

Ein erster Approx1mat10nsschr1tt besteht nun aus dem sogenannten ,Freezing".
D.h. die Gewichte w!"?(t) werden durch ihre Ausgangswerte zum Zeitpunkt ¢ = 0
ersetzt. Wir erhalten also:

q—1 q—1
Spalt) = 3wl OL(H) = 3wl O)Li)

Nutzen wir nun die uns bekannte Dynamik der Libor-Raten aus, so erhalten wir
unter einem beliebigen dquivalenten Martingalmaf:

q—1
~ 3wl (0)dLi(t) = Z wPI(0)o; () Li(£)dWi(t) + (... )dt.

1=p
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4.1 Grundlagen fiir die Kalibrierung

Hierbei miissen die Driftterme nicht weiter spezifiziert werden, da sie von be-
schrinkter Variation sind und daher im Folgenden, wenn wir die quadratische
Variation bzw. Kovariation betrachten, nicht beachtet werden miissen. Die Dyna-
mik der quadratischen Variation der Swap-Raten ergibt sich somit mithilfe der in
Kapitel 3 angegebenen Korrelation der Wiener-Prozesse (3.2) durch

d(Spq)e = Y wl(0)wh(0) Li(t)Lj(t)pijoi(t)o;(t)dt. (4.3)
L,j=p

Betrachten wir nun noch einmal die Dynamiken der Swap-Raten unter dem Swap-
maf P9 Diese sind nach Gleichung (3.24) gegeben durch
dSpq(t) = USwap(t)Sp,q(t)dwswap(t)'

Bestimmt man hier die quadratische Variation, so ergibt sich

d(Spg)t = O%wap(t)SP’Q(t)2dt' (4.4)

Wir setzen nun diesen Ausdruck (4.4) mit dem aus Gleichung (4.3) gleich und
erhalten dann

Ugwap(t th Z ’LU )Ll(t)L] (t)p@jUZ'(t)(%' (t)dt'
4,j=p

Im n&chsten Schritt approximieren wir sowohl die Libor-Raten als auch die Swap-
Rate durch ihre Anfangswerte, um so einen deterministischen Term fiir die Swap-
tion Volatilitdt zu erhalten. Weiterhin integrieren wir die so erhaltene Gleichung
auf beiden Seiten und nutzen den in (3.25) angegebenen Zusammenhang zwischen

der am Markt angegebenen Swaption Volatilitét 052/[ und ogyap:

TP
(5M)°T, = /O 0 (1)

Es ergibt sich damit insgesamt die behauptete Approximation fiir die Swaption
Volatilitat:

Tp Ty wp’qOLiOL-Oi-oita-t
[ aéwap@)dm/o o 0 OLOL O 50,
SM\2 Ty Y d L whI(0)w?(0)Li(0) L; (0) pi joi(t)r; (t)
! w??(0)w?1(0 L;(0 Lj 0 i.j Tp
e = X (g [ o)

4,j=p

Es ist moglich diese Approximationsformel noch etwas zu verbessern. Diese Ver-
besserung wurde von Hull und White in [HWO0O0] hergeleitet und ist zudem in
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[BMO6] dargestellt. Sie basiert auf einer Idee, die der von Rebonato recht &hnlich
ist. Wir betrachten wieder die Darstellung

fiir die Swap-Rate. Jetzt nehmen wir die Koeflizienten der Linearkombinationen
jedoch nicht als konstant an, wie wir es bei der Approximationsformel von Re-
bonato durch das ,Freezing” getan haben, sondern betrachten sie als Variablen,
die wir bei der Bildung der partiellen Ableitung zu beriicksichtigen haben. Somit
erhalten wir zusétzliche partielle Ableitungen in der Darstellung der Swap-Rate.

Es ergibt sich die Dynamik

q—1
dSpq(t) = Z wh(t)dL;(t) + Li(t)dw? (¢) + (...)dt
! D.q
= i]z::p <w§’q(t)5{z‘,j} + Li@)M) dL;(t) + (...)dt.

Hierbei bezeichnet dy; ;1 die Dirac-Funktion, die gegeben ist durch dg; ;4 =1 und
dgi gy = 0 fiir @ # j.

Wie auch schon bei der Herleitung der Approximationsformel von Rebonato sind
die Terme von beschrinkter Variation fiir uns nicht weiter zu beachten und wer-
den daher nicht genauer spezifiziert.

Analog zum Vorgehen in Kapitel 3.8 kénnen wir nun auch wieder durch Betrach-
tung des Logarithmus die partiellen Ableitungen
oup(1)

OL;(t)

fiir p <4,j < q berechnen und erhalten dann nach einigen Umformungen, indem

wir die Darstellung der Gewichte w!*? aus Gleichung (4.2) verwenden:

dw(t)  wi(t)d; <ZZ;} Ok Hf:p(l + 0Ly (t)) !

= —Lygiss
OLj(t) 140, L5 () \ Y002 6, [T, (1 + 0L (t)) ! Q“)

Definieren wir nun

q—1

w1 (t)
X WA X/ , i 4
so ergibt sich die Dynamik
q—1
dSpq(t) = wf’q(t)dL] () +(...)dt
Jj=pr
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4.1 Grundlagen fiir die Kalibrierung

Erst im Anschluss an diese Herleitung fithren wir wie auch bei der Approxima-
tionsformel von Rebonato das ,Freezing®, also das Festhalten der Koeffizienten
durch und erhalten somit die Approximation

Q
|
—

Q

dSpq(1) w7 (0)dL;(t) + (... )dt.

P

<.
I

Durch eine analoge Vorgehensweise wie bei der Herleitung der Approximationsfor-
mel von Rebonato kénnen wir nun, indem die Gewichte @} statt w/" betrachtet
werden, folgende Formel fiir die Approximation der Swaption Volatilitdt erzielen:

Satz 4.2: Approximationsformel von Hull White

Im Libor-Markt-Modell l4sst sich die Volatilitit einer Swaption iiber das Intervall
[Ty, T;,] approximieren durch

L w9 (0)wh (0 L;(0)L;(0)p;; Tp
o= 3 (PO L [T o). (o

1,j=p
Hierbei sind die Gewichte w wie in (4.5) definiert.

Wie verschiedene Untersuchungen in [BM06] und [EKR04]| ergeben haben, sind
die Unterschiede zwischen den beiden Approximationsformeln in der Praxis sehr
gering und die aufwindigere Formel von Hull und White (4.6) fiithrt zu keiner
wesentlichen Verbesserung. Daher werden wir der Einfachheit halber im weiteren
Verlauf die Approximationsformel (4.1) von Rebonato verwenden.

Mit dieser Approximationsformel kénnen wir nun das Libor-Markt-Modell gleich-
zeitig an die am Markt vorliegenden Daten von Swaptions und Caplets anpassen.
Wir wollen dabei unser Modell nicht an historische Korrelationen der Libor-Raten
kalibrieren, sondern die Korrelation implizit aus den Swaption Volatilitdten her-
leiten.

Dazu haben wir zundchst sowohl fiir die Volatilitit als auch fiir die Korrelation
jeweils einen der in den Kapiteln 3.3 und 3.4 dargestellten Ansétze zu wéhlen.
Wir entscheiden uns aufgrund der in den jeweiligen Abschnitten dargestellten
Begriindungen fiir eine parametrische Volatilitatsstruktur der Form

on(t) = B (T, — t;a,b, ¢, d) := Bp([a + b(T), — t)]e T~ 4 d) (4.7)
mit den Nebenbedingungen
i) a+d>0,
ii) d >0,
iii) ¢ > 0.
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Fiir die Korrelation wihlen wir aufgrund der in Kapitel 3.4 dargestellten Ausfiih-
rungen den Ansatz

B lj — i i2 4+ 52 4+ij —3(N —1)i — 3(N — 1)j
pi’j‘eXp[WN—l)—l(‘l“p”*( (N—1)—2)(N—1)-3)

3i+3j+2(N—1)2—(N—1)—4>>}
(N=1)=2)(N-1)=3) ’

(4.8)

miti,j=1,.... N—1, n>0,0<n < —Inpy und 0 < po < 1. Die Korrelation
wird somit durch die Parameter po, und 7 festgelegt und wir schreiben daher im
Folgenden p; j(n, poo) statt p; j um dies hervorzuheben.

Nun besteht unsere Aufgabe darin, durch unser Modell die am Markt beobachte-
ten impliziten Volatilitdten fiir Caplets und auch Swaptions mdoglichst gut abzu-
bilden, d.h. die Parameter a, b, c,d, poo und 1 so zu bestimmen, dass die mittle-
re quadratische Abweichung zwischen Marktvolatilitdten und Modellvolatilitdten
moglichst gering ist.

Die genaue Vorgehensweise bei der Kalibrierung orientiert sich an den Darstel-
lungen in [Sch02] und wird im folgenden Kapitel angegeben.

4.2 Gleichzeitige Kalibrierung an Swaptions und Caplets

Die Idee hinter dem von Schoenmakers in [Sch02] gew&hlten Ansatz der simul-
tanen Kalibrierung des Libor-Markt-Modells an Caplets und Swaptions besteht
darin, dass man die Bedingung zur Kalibrierung des Modells an die Caplet Volati-
lidten (3.19) in der Kalibrierung an die Swaption Volatilitdten verwendet. Dadurch
wird das Modell direkt sowohl an die Volatilitdten der Swaptions als auch an die
Marktdaten der Caplets angepasst. Fiir die Swaptions wird dabei die im Abschnitt
4.1 hergeleitete Approximationsformel von Rebonato verwendet.

Unsere Vorgehensweise ist dabel wie folgt: Zunéchst versuchen wir unter Ver-
wendung der Caplet Volatilitdten durch eine direkte Minimierung der mittleren
quadratischen Abweichung zwischen Marktvolatilitdt und Modellvolatilitdt der
Swaptions die bendtigten Parameter fiir die Volatilitdt und die Korrelation zu
gewinnen. Da dies zu numerischen Stabilitédtsproblemen fithren kann, wird darauf
aufbauend eine Erweiterung des Kalibrierungsschritts vorgenommen. Die genauen
Methoden werden im Folgenden dargestelllt.

Wie schon erwéhnt, werden wir die Approximationsformel von Rebonato aus Glei-
chung (4.1) verwenden. Diese bietet zwar nur eine Anndherung an die Swaption
Volatilitdten im Libor-Markt-Modell, ist jedoch im Gegensatz zu einer exakten
Kalibrierung an Marktdaten, beispielsweise durch Monte Carlo Simulationen, mit
einem vergleichsweise geringen Aufwand anzuwenden. Zudem ist der durch die
Approximationsformel entstandene Fehler gegeniiber der Verwendung einer Mon-
te Carlo Simulation nur sehr klein (siehe [EKRO04]).

Betrachten wir nun die Bedingung fiir die Kalibrierung an die vorliegenden Caplet
Volatilitdten, die — wie schon in (3.19) angegeben — wie folgt lautet:

e 1 [T,
(Ui ) =7 o; (t)dt.
Ti Jo

i
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Wir kénnen nun die parametrische Form der Volatilitdt (4.7) in diese Gleichung
einsetzen und erhalten dann

T;
(0P = / (®)(Ti — t;a,b, ¢, d))?dt
(I)Q/ VA(T; — t;a,b, ¢, d)dt. (4.9)

Diese Bedingung werden wir dann spéter bei der Kalibrierung an die Volatilitédten
der Swaptions verwenden, um so eine simultane Kalibrierung an Caplets und
Swaptions zu erhalten.

Dafiir definieren wir zunéchst eine weitere Variable fiir p < min(é, j) und formen
den so erhaltenen Ausdruck dann mithilfe der Caplet Bedingung (4.9) und der
gewdhlten Form fiir die Volatilitit (4.7) um:

1 Tp (D)o
ai»j,p(a7b> C, d) ::/ Mdt
0

Tp CM CM
1 (10 &;(T; — t;a,b,c,d) @9 (T; — t;a,b, ¢, d)
:fp 0 5CM CM dt
9; J

1
TJCMCM/w —tia,b,c,d)¢(T; —t;a,b,c,d)dt

VIVT PTG - tab e (T - tab, e d)dt

JIT w? T, — tia,b,c.d)dt\/ [ 63(T) — ta,b,c, d)dt
(4.10)

Die Koeffizienten ®; fallen bei den Umformungen weg und kénnen im Anschluss an
die Kalibrierung bestimmt werden, so dass die Caplet Volatilitdten durch Wahl
der entsprechenden ®;’s iiber den Zusammenhang (4.9) exakt getroffen werden
koénnen.

Weiterhin besteht ein Vorteil darin, dass der Ausdruck (4.10), wie im Kapitel
3.3.2 beschrieben, analytisch berechnet werden kann. Da es bei der Berechnung
der verschiedenen Integrale in Gleichung (4.10) zu langen, komplexen Ausdriicken
kommt, verzichten wir an dieser Stelle auf eine genaue Angabe dieses Ausdrucks
und verweisen auf die analytische Bestimmung der Integrale im Anhang A.2.
Wie oben bereits erwéhnt, wollen wir die Swaption Volatilitdt durch die Formel
von Rebonato approximieren (4.1) und erhalten

L rwl(0)wh9(0)Li(0)L;(0)pi g T
(O'SM)2 ~ Z ( 7 ( ) ];p73(0>(2) J( )p ,]j{p/o O'Z(t)O'](t)dt>

4,j=p
Mit dieser Approximation und unter Verwendung von Zusammenhang (4.10) und

der in Gleichung (4.8) angegebenen Korrelationsstruktur p; (7, pos) konnen wir
nun die sich im Modell ergebende Volatilitat fiir eine Swaption iiber den Zeitraum
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[Ty, T,] definieren:
Upyq(av b7 ¢, d7 7, pOO) =
= <wp’q(o)wp’q(O)Li(O)Lj(O)

Z v J

2
ij=p Spvq(o)

pii(1, poc)of Ma§ M e j p(a, b, c, d)> - (411)

Hierbei haben wir also die Caplet Bedingung in die Kalibrierung an die Swaption
Volatilitdten einfliefen lassen.

Um nun eine Kalibrierung an die Marktdaten durchzufithren, versuchen wir die
Wurzel aus der mittleren quadratischen Abweichung (,Root Mean Square Error®)
zwischen den am Markt gegebenen Swaption Volatilitdten O'I‘iéw und den Modell-
volatilitdten oy, 4(a, b, ¢, d; 1, poo) zu minimieren. Wir erhalten somit durch den zu

minimierenden Ausdruck

RMS(G, b7 ¢, da 7, poo) =
i Z 0—5724 - Up,q(avba ¢, dﬂ%ﬂoo) 2 (412)
S|

SM
g,
(P,9)€S

p.q

ein Optimierungsproblem, welches es numerisch zu lésen gilt. Dabei bezeichnen
wir die Menge aller Indexpaare, fiir die am Markt Swaptions mit Start 7}, und
Ende T existieren mit S. D.h.

S = A{(p, q)|01‘22/[ ist am Markt verfiighar}.

|S| gibt dabei die Anzahl der Elemente dieser Menge an.
Unser Ziel besteht nun somit darin, die Parameter a, b, c,d,n, und ps so zu be-
stimmen, dass der Asudruck RM S(a,b, ¢, d;n, poo) minimiert wird.

Im Anschluss an die Bestimmung der Parameter a, b, ¢,d,n und ps kénnen dann
noch die Koeffizienten ®; anhand des in Gleichung (4.9) gegebenen Zusammen-
hangs

o2 (T
0= 3 [ AT~ b

so bestimmt werden, dass die Caplet Preise exakt getroffen werden. Wir erhalten
somit sowohl eine Volatilitdts- als auch eine Korrelationsstruktur mit zugehdrigen
Parametern und prinzipiell ist die Kalibrierung an die Marktdaten damit abge-
schlossen.

In [Sch05] und [Sch02] wird jedoch gezeigt, dass die dargestellte direkte Kalibrie-
rung zu Stabilitdtsproblemen fiihrt. Dies bedeutet, dass zum einen schon kleine
Anderungen in den Ausgangsdaten zu grofen Anderungen bei den Kalibrierungs-
parametern fiihren kénnen. Zum anderen kann es bei dem Modell mit dieser direk-
ten Kalibrierung dazu kommen, dass gegebenen Marktdaten etwa gleich gut mit
deutlich unterschiedlichen Parametern angendhert werden. Um diese Probleme
aufzuheben, ist eine Erweiterung der Vorgehensweise fiir eine stabilere Kalibrie-
rung vonndten. Diese Erginzung werden wir im folgenden Kapitel herleiten und
anwenden.
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4.3 Stabilere Kalibrierung im erweiterten Modell

Da in der Kalibrierung unseres Modells gleichzeitig sowohl die Volatilitits- als
auch die Korrelationsstruktur der Libor-Raten bestimmt werden, kann es im Rah-
men der numerischen Optimierung zu Stabilitdtsproblemen kommen (siehe [Sch02]
(Abschnitt 4) und [Sch05] (Kapitel 3) fiir Praxisbeispiele, die diesen Effekt ver-
deutlichen). Ein Grund dafiir ist, dass die am Markt verfiigbaren Informationen
iiber Cap und Swaption Volatilitdten nicht ausreichend sind, um gleichzeitig die
Korrelationen und die Volatilitéten der Libor-Raten zu bestimmen. Um ein ver-
bessertes Libor-Markt-Modell zu erhalten, bendtigen wir eine — von Schoenmakers
in [Sch02] als ,neues 6konomisches Konzept® bezeichnete — Erweiterung, welche
bei der Behebung von Stabilitdtsproblemen im Zusammenhang mit der simulta-
nen Kalibrierung an Swaptions und Caps zum Tragen kommt.

Schoenmakers schldgt in seinen Ausfiihrungen in [Sch02| und [Sch05] die soge-
nannte ,Market Swaption Formula“ als die oben angesprochene Erweiterung in
der Kalibrierung vor. Diese orientiert sich an der Approximationsformel von Re-
bonato (4.1) und bezieht zusétzlich zu der bisher betrachteten augenblicklichen
Korrelation der Libor-Raten noch die terminale Korrelation dieser Raten — auf
die wir in Abschnitt 4.3.1 genauer eingehen wollen — mit ein. Die Formel lautet
wie folgt:

Definition 4.3: Market Swaption Formula (MSF)
Seien die Volatilititen der Caplets o¢'™ i =1,..., N—1 und die terminalen Kor-
relationen der Libor-Raten Corr(L;(Ty), L;j(1})),1 < p <i < j < N—1 gegeben.
Dann sind die impliziten Volatilitdten 0S¥ der MSF Swaption Preise gegeben

P,q
durch

q—1
Spa(0)*(op?F)? = > wl(0)wh(0)Li(0)L;(0)of Mo §™ Corr(Li(Ty), L;(Ty)).
4,Jj=p

(4.13)

Wie schon erwéhnt, orientiert sich diese Formel an der Approximationsformel von
Rebonato. Unser Ziel ist es, die MSF in einer erweiterten Kalibrierung zusétz-
lich verwenden. Hierbei beziehen wir uns vor allem auf die von Schoenmakers in
[Sch02] dargestellten Ergebnisse. Diese besagen, dass durch die in (4.12) darge-
stellte direkte Minimierung zwar eine relativ genaue Approximation der Marktda-
ten erreicht werden kann, jedoch aber das Problem auftritt, dass vergleichbar gute
Naherungen auf der einen Seite durch eine flache Volatilitdtsfunktion und niedrige
Korrelationen und auf der anderen Seite durch eine stark schwanke Volatilitéts-
funktion und anndhernd perfekte Korrelationen erzielt werden. Dieses Phiinomen,
dass durch die beiden entgegengesetzten Extremfélle dhnlich gute Ergebnisse er-
zielt werden kdnnen, so Schoenmakers weiter, ist vor allem in den Situationen
aufgetreten, in denen die erzielten Differenzen zwischen Modellwerten und Markt-
daten nicht zu klein waren. Um dies zu umgehen, sieht unsere Vorgehensweise nun
so aus, dass wir das Libor-Markt-Modell im Prinzip wie im vorherigen Kapitel
kalibrieren, um die Volatilitdten von Caps und Swaptions so gut wie mdoglich zu
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approximieren. Zusétzlich soll jedoch die MSF Formel noch méglichst gut einge-
halten werden. Wir erhalten somit eine Modifizierung der direkten Minimierung
aus Kapitel 4.2. Die MSF dient dabei laut Schoenmakers als ein Instrument,
welches den Ausgleich zwischen der Erklarungskraft der Korrelations- und der
Volatilitdtsstruktur festlegt und somit als Mittel gegen die Instabilitit der direk-
ten Kalibrierung wirkt. Fiir weitere Erlduterungen verweisen wir auf [Sch02] und

[Scho5].

Wir werden also im weiteren Vorgehen das Minimierungsproblem der Kalibrie-
rung, welches bisher durch (4.12) gegeben war, mithilfe der MSF erweitern, um
so eine hohere Stabilitdt des Modells zu erhalten. Wir erhalten so zwei Minimie-
rungsprobleme, die wir dann spéter in einer gemeinsamen Minimierung zusam-
menfassen werden. Um dies durchfiihren zu konnen, bendtigen wir die terminale
Korrelation, die im Folgenden dargestellt wird.

4.3.1 Terminale Korrelation

Wie bereits erwiahnt, wird in der MSF unter anderem die terminale Korrelation
betrachtet. Diese Korrelation kann man allgemein durch Monte Carlo Simulatio-
nen bestimmen. Da diese einen hohen numerischen Aufwand benétigen, werden
wir die terminale Korrelation durch eine Approximationsformel angeben. Diese
Formel wird nun analog zu den Darstellungen in [BM06] hergeleitet:

Betrachten wir dazu zunéchst einen Zeitpunkt 7, auf der Tenorstruktur. Unser
Ziel ist es, die terminale Korrelation der Libor-Raten L; und Lj, mit 1 <7 < j <
N—1 zu diesem Zeitpunkt zu bestimmen. Hierbei wird der Erwartungswert unter
einem Forwardmartingalmaf Pr, mit y > p betrachtet.

Die terminale Korrelation ist nun gegeben durch

Corr?(Li(Tp), L;(Tp))
_ EY[(Li(T,) — IWWL(7}N)UJ(T) Ey[ »))] . (4.14)
VE[(L(T) — BYL(T)2] | B (L Ey[L (T,)])?]
Die Zeitpunkte seien dazu so gewdhlt, dass 1 < p <i < j gilt.

In Satz 3.1 hatten wir die Dynamiken der Libor-Raten unter den verschiedenen
Maken angegeben. Hieraus erhalten wir die folgenden Dynamiken unter Pr,:

dLg(t) = ok () L (t)dWi(t), k =y -1,

dLi(t) = ox(t Z”’“;i ‘j;L e )< Vit + o0 (t) L (1) dWi ().

k:y,...,N—l,

140 = L) S PIT b+ o (O,
j=k+1

k=p,...,y—2.
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Dabei ist Wy die k-te Komponente eines Wiener-Prozesses unter Pr, . Mithilfe
dieser Dynamiken koénnte man nun die in Gleichung (4.14) auftretenden Erwar-
tungswerte durch Monte Carlo Simulationen bestimmen. Um dies zu umgehen,
approximieren wir in einem ersten Schritt die Libor-Raten zum Zeiptunkt ¢ durch
die in ¢ = 0 bekannten Libor-Raten. Wir erhalten somit:

0 = Ny—l,k(t)vk =y—1,

k k
ka(SjUj(t)Lj(t) ~ pk,j(sjaj(t)Lj(O)
1+ 6]'Lj (t) = 14 5JLJ(O)

= :U’y—l,k(t)vk > y— 17

y—1 y—1
0:0:(0)L;(t 0:0:(t)L;(0
_ Pr,j0i05(t)L; (¢) ~ Pr,j0505(t)L;(0) =t 1tk <y —1.
14+ 5ij (t) P 1+ 5]‘Lj(0>

j=k+1

Mit dieser Approximation kénnen wir die Dynamiken der Libor-Raten unter dem
Maf Pr, wie folgt darstellen:

dLj(t) = fiy—1,6() Lk (t)dt + o (1) L (8) AW (2). (4.15)
Hierbei haben wir definiert:
fy—1k(t) = op(t) y—1,1(t)-

Durch die stochastische Differentialgleichung (4.15) wird eine geometrische Brown-
sche Bewegung beschrieben. Die Losung einer solchen Gleichung ist zum Beispiel
aus [Paul2] bekannt und wird in (4.16) angegeben. Wir erhalten so unter Pr,
lognormalverteilte Zufallsgrofen mit

oi(t)

Lu(T) = L)oo | [ K (roaat) = 0 )+ [ K Dm0 (410

Der Erwartungswert einer solchen geometrischen Brownschen Bewegung betragt

Ty

EY[Li(T})] = Li(0) exp ( /0 /jy_lﬂ-(t)dt).

Weiter gilt fiir p <17 < j

Tp O’-2 ()'2,
Li(T,)L;(T,) =L;(0)L;(0) exp [/0 (My—l,i(t) + fiy—1,5(t) — W)dt

Tp TP
+/ O'Z(t)dwl(t) —|—/ O'j(t)de(t)] .
0 0
Der Erwartungswert dieses Terms lédsst sich analog zur Berechnung des Erwar-

tungswerts der geometrischen Brownschen Bewegung bestimmen und betrigt auf-
grund des Zusammenhangs d(W;, W;); = p; jdt

TP

EY[L;(T)L;(Tp)] = Li(0)L;(0) exp (/ fy—1,i(t) + fly—1,5(t) +pi,j0i(t)(7j(t)dt>'
0

Insgesamt ergibt sich somit fiir die terminale Korrelation der folgende Satz:
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Satz 4.4: Die terminale Korrelation der Libor-Raten L; und L; zum Zeitpunkt
T, mit p <4 < j kann unter dem Forwardmartingalmals Pr, mit y > p wie folgt
approximiert werden:

exp (fOT” oi(t)o;(t)pijdt) —

\/exp (fOT i(t)2dt) — 1y/exp (fo oj(t th) - 1
(4.17)

Corr?(L;i(Ty), Lj(Ty)) =

Eine mogliche alternative Darstellung der Exponentialfunktion erhilt man durch
eine Taylorentwicklung um den Nullpunkt. Es ergibt sich so der Zusammenhang

o0
X ‘/En
e :E S
n!

n=0

Stellt man nun die Exponentialterme aus der angegebenen Approximationsformel
(4.17) durch eine Taylorreihe erster Ordnung dar, d.h. werden diese durch

approximiert, so erhélt man Rebonato’s Formel fiir die terminale Korrelation:

(4.18)

oi(t t)dt
Core(L(Ty). L (Ty)) ~ oy

7]
\/ OPO'i tdt\/ Op

Die so erhaltene Approximation der terminalen Korrelation durch Rebonato’s
Formel (4.18) werden wir dann, wie in [Sch05] vorgeschlagen, bei der Anwendung
der MSF verwenden.

4.3.2 Kalibrierung mit terminaler Korrelation

Die Formel von Rebonato fiir die terminale Korrelation (4.18) soll nun in unserer
Kalibrierung genutzt werden. Unter Verwendung der gewdhlten Volatilitatsstruk-
tur (4.7) erhalten wir:

Corr(L;(T5), Lj(Tp))

~ pi fo oi(t t)dt
R pij
\/fo”a- tdt\/fopo-(t)dt
” f —tya,b,c,d)Y(T; — t;a,b,c,d)dt
R pi
\/pr¢2 tabcddt\/foT”w2 —t;a,b,c,d)dt
»,p
Ql?]7p
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Diese Approximation wird nun in die MSF (4.13) eingesetzt und wir erhalten
dann:

q—1
Spa(02 (@S (5 p)) & Y Wl (0)w?(0)Li(0)L; (0)0FM oM g0,
L,J=p
2 wP(0)wh(0)Li(0) L;(0)
sl Sty
4,j=p '
(4.19)

Wir betrachten nun noch einmal die direkte Kalibrierung aus dem vorherigen
Kapitel. Die dort zu minimierende Funktion lautet

RMS(CL, b,c,d;n, poo) =

1 05:M — 0pq(a,b,c,d;n, poo)\ 2
= > ( L4 pry ) : (4.20)

151 (p.a)€S “pa

Fiir eine vereinfachte Schreibweise definieren wir im Folgenden RM S(v¢;p) =
RMS(a,b,c,d;n, pso), da die Funktion ¢ durch die Parameter a,b,c und d fest-
gelegt ist und die Parameter 1 und ps die funktionale Form der Korrelation p
bestimmen. Wir schreiben dann im weiteren Verlauf nur ¢ und p und meinen
damit natiirlich die entsprechenden zugehorigen Parameter.

Wir definieren nun analog zu (4.20) den zu minimierenden Ausdruck

RMSM3E (45 p) =

1 US’M MSF(w’ p)
13| Z <pq oSM )a (4.21)

(p,g9)€S P

der sich aus der MSF ergibt.

Unser weiteres Vorgehen ist jetzt von der folgenden Idee gekennzeichnet: Zunéchst
wollen wir versuchen, das Modell so genau wie méglich an die Marktdaten anzu-
passen, wie es auch in der direkten Kalibrierung in (4.20) geschieht. Zusétzlich
soll jedoch der Fehler aus der MSF méglichst klein sein, weshalb wir daher zusitz-
lich den zu minimierenden Ausdruck (4.21) in der Kalibrierung nutzen. Ist eine
exakte Kalibrierung an die Marktdaten moglich, so soll trotz des Hinzuziehens
der MSF dieses exakte Ergebnis auch wiedergegeben werden. Aufgrund dieser in
[Sch05] vorgeschlagenen Idee betrachten wir nun eine gemeinsame Minimierung
der beiden Ausdriicke (4.20) und (4.21) in der Form

RMS(; p) max(RMS(9; p), RMSM (4 ). (4.22)

Dabei werden wir dann den mittleren quadratischen Fehler M S(1); p) der Volati-
litat, der sich aus dem Zusammenhang

(RMS(¢;p))? = MS(; p) (4.23)
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ergibt, betrachten.

Hinter dem Ausdruck (4.22) steckt die folgende Idee: Fiir eine Wahl von ¢ und
p mit RMSMSF (1: p) < RMS(3; p) wird der zu minimierende Ausdruck (4.22)
zum mittleren quadratischen Fehler M S(v; p) der approximierten Swaption Vola-
tilitdten und der Fehler aus der MSF Formel wird vernachléssigt. Ist andererseits
RMS(¢; p) < RMSMSF(4); p), so wird der Asudruck (4.22) zum geometrischen
Mittel \/MS(1; p) M SMSFE (4); p) des mittleren quadratischen Fehlers M S(1); p)
der approximierten Swaption Volatilitdten und des mittleren quadratischen Feh-
lers M SMSF (1) p) der MSF Anpassung. Dieser ergibt sich analog zu (4.23) iiber
den Zusammenhang

(RMSM5E (5 p))? = MSMF (45 p).

So erhalten wir insgesamt ein Minimierungsproblem, welches die beiden bisher
angesprochenen Fehlerterme (4.20) und (4.21) vereint.

Da eine Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit eines Optimierungsalgorithmus oft-
mals in der Differenzierbarkeit der zu minimierenden Funktion besteht, verwen-
den wir im Ausdruck (4.22) statt der Funktion max(x,y) die Funktion +/x* + y*.
Diese Funktion ist fiir (x,y) # (0,0) differenzierbar und liefert insbesondere fiir
x,y > 0, was in unserem Fall vorliegt, keine allzu grofsen Abweichungen im Ver-
gleich zur urspriinglichen Form.

Im Anschluss daran quadrieren wir die zu minimierende Funktion und erhalten
somit insgesamt das folgende Minimierungsproblem:

MS(:p)\(MS (1 p))? + (MSMSF (1)) —  min (4.24)
Pab,e,d; pin,poo

Ist also eine exaktes Fitting durch die direkte Kalibrierung (4.20) moglich, so
erhalten wir auch durch diese Erweiterung noch immer die entsprechenden Pa-
rameter, die fiir dieses exakte Fitting sorgen. In der Praxis ist es jedoch — wie
auch in [Sch02] beschrieben — {iblicherweise der Fall, dass kein exaktes Fitting
durchgefiihrt werden kann. In diesem Fall werden dann die Modellparameter so
bestimmt, dass der Fehler MS(v; p) moglichst nahe an Null ist und der Fehler
M SMSFE (4 p) durch die MSF nicht zu grof wird.

Mithilfe dieser Erweiterung werden wir im Weiteren eine Kalibrierung des Libor-
Markt-Modells an die gegebenen Daten der Swaptions und Caplets vornehmen.
Um diese Kalibrierung durchfiihren zu kénnen, miissen wir jedoch zunichst auf
die unterschiedlichen Laufzeiten von Swaptions und Caps eingehen. Dies geschieht
im folgenden Abschnitt.

4.4 Unterschiedliche Laufzeiten von Caps und Swaptions

Ein Problem bei der Kalibrierung des Libor-Markt-Modells an die Marktdaten
besteht in den unterschiedlichen Laufzeiten von Caplets und Swaps. Caplets sind
jeweils halbjéhrlich verfiigbar, wohingegen die Laufzeiten der Swaps Vielfache von
einem Jahr sind.

Durch die unterschiedlichen Laufzeiten und somit zu verschiedenen Zeitpunkten
auf der Tenorstruktur verfiigbaren Swaptions und Caps bzw. Caplets bediirfen die
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bisher dargestellten Methoden einer entsprechenden Anpassung. Wir betrachten
daher ein Libor-Markt-Modell mit einer dquidistanten Tenorstruktur von jeweils
6 Monaten. Da im Modell die Zeit in Jahren angegeben wird, erhalten wir somit
0 =0.5und Tj = to+j0, j > 0. Dabei ist ¢y der aktuelle Zeitpunkt der am Markt
gegebenen Daten. In unserem Modell betrachten wir dazu immer den Fall t5 = 0.
Um der jihrlichen Laufzeit der Swaps, was auch bedeutet, dass die Zinsen nur
jahrlich getauscht werden, gerecht zu werden, modifizieren wir die Formel fiir die
Swap-Raten, indem wir die Tenorldnge 2§ verwenden.

Wir betrachten also Swap-Raten §p7q fiir einen dazugehdrigen Swap iiber den
Zeitraum [T}, T;|, wobei p und g beide gerade oder beide ungerade sind. Mit
dieser Einschrinkung spiegeln wir die jihrlichen Laufzeiten der Swaps wider und
die Formel fiir die Swap-Raten lédsst sich wie folgt anpassen:

q—1
Spalt) = L) = BUT0) S a0,
et 20B(t, Tpyok)

i=p

Hierbei werden die angepassten Gewichte w!"? wie folgt definiert:
0B(t, Tiv1) _ B(t, Tj+1)

S\ 95B(t, Ty op) @29 B(t T, o)

a0 (r) =

Die in Abschnitt 4.3.2 dargestellte Kalibrierung kann nun analog mit §p7q(t) und
w(t) statt Sp 4 und w?? durchgefiihrt werden. Insbesondere erhilt man dadurch
Anpassungen in den Berechnungen der Modellvolatilitdten, die in den Gleichungen
(4.11) und (4.19) angegeben worden sind. Die Modellvolatilititen ergeben sich nun
somit zu

aJv,q(w;/?) =
g1 , ~pq ~D,q
S2(0)ws*(0)L;(0)L; (0
> ( 0 O 2( pii(0; poc) M §M oy 1 (a, b, d)) (4.25)
i7j:p SP#I(O)

und

AMSF(% p) = 7 CM CMQZ/,JJPP (4.26)

Die Formen fiir den mittleren quadratischen Fehler der Swaption Volatilitit erge-
ben sich dann als

(7/) p) = 1 Z U};g,]q\/[ — 0p,q(¥5 p) 2
1P) \8| o SM
(p,9) €S pa

und fiir die MSF Anpassung analog als

SM

. 1 ]\/[SF :
MSMSF(w;p) - 3 (M SM (V5 p )>.

(p,9)€S %pa
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4 KALIBRIERUNG DES LIBOR-MARKT-MODELLS

Diese Ausdriicke werden wir dann im Minimierungsproblem (4.24) anstelle der
dort angegebenen Terme M S(¢); p) bzw. M SMSF (4); p) verwenden.

Wir haben nun insgesamt hergeleitet, durch die Minimierung welchen Ausdrucks
unsere Kalibrierung an die Marktdaten vollzogen werden kann. Bevor wir in Ab-
schnitt 4.7 die Vorgehensweise bei der Kalibrierung des Libor-Markt-Modells in
einem Algorithmus explizit angeben, werden wir in den néchsten beiden Abschnit-
ten darauf eingehen, inwiefern wir durch eine Rangreduzierung der Korrelations-
matrix unser Modell noch vereinfachen konnen.

4.5 Aquivalente Darstellung der Dynamiken der Libor-Raten

Wie gesehen, erhalten wir in unserer Kalibrierung eine Korrelationsmatrix mit vol-
lem Rang N—1. Oftmals besteht ein Ziel in der Kalibrierung aber im Hinblick auf
eine spatere Simulation der Libor-Raten darin, ein Modell mit einem festgelegten
Rang n < N —1 zu erhalten. Um dieses Ergebnis zu erzielen, ist unter anderem der
Rang der Korrelationsmatrix zu reduzieren. Fiir die Durchfithrung dieser Rangre-
duzierung benétigen wir die unterschiedlichen Méglichkeiten der Darstellung der
Dynamiken der Libor-Raten und wollen diese daher zunichst einmal herleiten.
Dies geschieht im Folgenden in Anlehnung an [Schlla] und [Fri07].

Wir betrachten zunichst das Libor-Markt-Modell mit N—1 Libor-Raten und neh-
men an, dass die Dynamik fiir die Libor-Rate L; unter dem zugehorigen Forward-
martingalmaf Pr,11 wie bisher durch

dL;i(t) = oy (t)Li()dW; T 1),V t < T; (4.27)

gegeben ist. Hierbei ist 1 < i < N—1 und o; : [0,T;] — R ist fiir alle i =
1,..., N—1 eine eindimensionale Volatilitdtsfunktion. Wir bezeichnen mit W,i“

jeweils die k-te Komponente eines (N —1)-dimensionalen korrelierten Wiener-Prozesses
(W*L(t))¢ unter dem Mak Pr,,, und es gilt

AW Wit = pgdt, Yk, j=1,...,N -1

Unter der Voraussetzung, dass ein Vektor v;(t) € RV~ existiert, der die Bedin-
gung

N-1
> A1), 0<t<T, 1<i<N-1
k=1

erfiillt und dass aufserdem fiir die augenblickliche Korrelation

) = 000

i, -

’ @)1 @]

mit 0 < ¢ < min(7;,7j) und 1 < 4,5 < N —1 gilt, ist die in (4.27) dargestellte
Dynamik dquivalent zu der Darstellung

dLi(t) = Li(t)y ()dZ"H(¢), V ¢ < T, (4.28)
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4.5 Aquivalente Darstellung der Dynamiken der Libor-Raten

Dabei ist (Z+1(t)); ein (N —1)-dimensionaler unkorrelierter Wiener-Prozess unter
dem Mak Pr,
Um eine solche dquivalente Darstellung zu erhalten, setzen wir nun

Yi(t) = oi(t) fi?),

wobei die (N —1)-dimensionalen Vektoren f; festgelegt sind durch den Zusammen-
hang

N—-1
pig() =D fir®) fix) = T f5(#), 1<i,j<N-1
k=1

Die Vektoren f;(t) seien normiert, d.h. es gelte ||fi(t)|| = 1, fiir alle 1 <i < N—1
und t < T;. Es lasst sich somit erkennen, dass

@I = lloi (@) fi(®)]] = oD fi ()] = o:(t),

firalle1 <i< N —1, t <T; gilt.

Es existiert also eine (N — 1) x (N — 1) Matrix F' = (fi;)ij=1..N-1, die ei-
ne Zerlegung der Korrelationsmatrix p darstellt und deren Spalten die Vektoren
fi(t),1 <i < N —1 sind, sodass

Wz-i—l Z fz,k Zz—‘rl )

gilt. Hierbei bezeichnet der Index ¢ wieder die jeweilige Spalte der Matrix F', die
durch den Vektor f; gegeben ist. Insgesamt erhalten wir so

AW () = FT(t)dZ™(¢).

Hierbei gilt fiir die Zerlegung der Korrelationsmatrix p:

Definiert man F''(t) = G(t), so erhilt man die in der Theorie hiufig angegebene
Schreibweise

GG (1) = p(t).

Eine solche Zerlegung kénnte zum Beispiel durch die Cholesky Zerlegung erreicht
werden. Diese wird oft genutzt um einen Zusammenhang zwischen korrelierten
und unkorrelierten Zufallsvektoren herzustellen.

Die modellierten Libor-Raten stellen {iblicherweise die Forward-Raten fiir einen
Zeitraum von 6 Monaten dar. Im Gegensatz dazu betrdgt die Laufzeit einiger
Zinsderivate oftmals mehrere Jahrzehnte. Dies bedeutet fiir unser Modell, dass die
Anzahl an Wiener-Prozessen, die unserem Modell zugrunde liegen, relativ schnell
einen grofen Wert annimmt. Verschiedene Untersuchungen haben gezeigt (vgl.
[Sel06], [PGO4], [Fri07]), dass oftmals nur drei bis sechs Faktoren bendtigt werden,
um die Variationen der Forward-Raten anzugeben. Daher geniigt es, nur drei
bis sechs Wiener-Prozesse zu betrachten und den Rang der Korrelationsmatrix
entsprechend zu reduzieren. Dies wird im folgenden Kapitel erlautert.
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4 KALIBRIERUNG DES LIBOR-MARKT-MODELLS

4.6 Rangreduzierung

Mit der in Kapitel 3.4 gewdhlten Korrelationsstruktur erhalten wir eine Korre-
lationsmatrix von vollem Rang. Dies fithrt zu einem Modell, in dem die Anzahl
der Wiener-Prozesse mit der Anzahl der simulierten Libor-Raten iibereinstimmt.
In unserem Fall haben wir die Dynamiken der N—1 Libor-Raten mithilfe von
N—1 korrelierten Wiener-Prozessen ausgedriickt. Unter dem Terminal Measure
Pr, zum Beispiel lautet die Dynamik bekanntlich

N-1

dL;(t) = o3 (t) Li(t) (dWiN(t) -y (mmkdt>7 1<i<N-1.
k=i+1

Unser Ziel besteht nun darin, eine Beschreibung des Modells mit weniger Faktoren
zu finden, da dies spéter zu einem geringeren Rechenaufwand bei der Simulation
der Libor-Raten fiihrt. Wie bereits erwihnt sind oft schon drei bis sechs Faktoren
eine gute Wahl, um das Modell mit einem niedrigeren Rang darzustellen. Das Ziel
wird es spéter sein, in der Kalibrierung ein Modell mit einem vorher festgelegten
Rang zu erhalten. Wir wollen den Hintergrund dieser Uberlegungen in Anlehnung
an [Schlla|, [Fri07]|, [PG04] und [Sel06] darstellen.

Betrachten wir dazu im Folgenden eine Reduzierung des Rangs der Korrelations-
matrix von N—1 auf einen Faktor n mit n < N — 1, so wird auch die Anzahl der
Wiener-Prozesse, die die Zufilligkeit im Modell angeben, von N—1 auf n redu-
ziert. Dabei besteht die generelle Idee hinter dieser Rangreduzierung darin, einen
korrelierten (N —1)-dimensionalen Wiener-Prozess W' dhnlich zu der #quiva-
lenten Darstellung der Libor-Raten im Kapitel 4.5 durch

dWL(t) = F(t)dZ' (1) (4.29)

anzugeben.

Hierbei ist F' eine N — 1 x n-Matrix und Z**1(t) ein n-dimensionaler unkorrelier-
ter Wiener-Prozess. Es handelt sich nun bei W*™! um einen sogenannten (N —1)-
dimensionalen n-faktoriellen Wiener-Prozess, dessen zugehorige Korrelationsma-
trix eine moglichst gute Approximation der urspriinglichen Korrelationsmatrix
darstellt. Die genaue Bestimmung der Matrix F wird im Folgenden dargestellt.

Betrachten wir nun also die sich aus dem Kapitel 3.4 ergebende Korrelationsma-
trix p. Diese Matrix kann entweder aus historischen Zinsdaten gewonnen werden,
oder aber, wie es in unserem Fall geschieht, aus den Marktdaten der Swaptions
impliziert werden. Unser Ziel ist es nun die so erhaltene Matrix vom Rang N—1
mit einer Matrix vom Rang n moglichst gut zu approximieren.

Formal bedeutet dies:

Angenommen wir haben eine N —1 x N — 1 Korrelationsmatrix p und wir wollen
diese moglichst gut durch eine Korrelationsmatrix vom Rang n < N — 1 appro-
ximieren. Eine mdéglichst gute Approximation bedeutet in diesem Fall, dass der
»2Abstand“ zwischen den beiden Matrizen moglichst gering sein soll. Um diesen
L2Abstand” zu messen, benétigen wir eine Matrixnorm, zum Beispiel die haufig
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4.6 Rangreduzierung

verwendete Frobeniusnorm:

|A[[ = spur(AAT)
N—-1N-1

=22 layl*
i=1 j=1

Suchen wir nun die Matrix mit dem geringsten ,Abstand“, so ist dies diejenige
Matrix, sodass die Differenz beider Matrizen einen moglichst kleinen Wert be-
ziiglich der Frobeniusnorm besitzt. Die am wenigsten von der Matrix p entfernte
Matrix vom Rang n bezeichnen wir nun mit p,,. Sie ist gegeben durch p, = Q,Q," .
Hierbei ist @, die Losung des Problems

: o T2
QeRrlefll)anp QQ &

unter der Nebenbedingung, dass alle Eintrige auf der Hauptdiagonalen von QQ"
gleich Eins sind.

Die Losung p, = Q,Q,! ist durch diese Nebenbedingung automatisch positiv se-
midefinit. Ein hiufig verwendeter Ansatz, um dieses Problem zu l6sen und den
Rang zu reduzieren, basiert auf einer Hauptkomponentenanalyse (Principal Com-
ponent Analysis). Dies ist eine Technik, bei der eine Hauptachsentransformation
durchgefiihrt wird. Dabei wird eine Gruppe von Variablen in orthogonale Va-
riablen transformiert. Die Hauptkomponentenanalyse basiert dabei auf der aus
der linearen Algebra bekannten Singuldrwertzerlegung, die im Folgenden — wie in
[Sel06] angegeben — dargestellt wird:

Satz 4.5: Singularwertzerlegung
Sei p € RIN=DX(N=1) oine symmetrische positiv semidefinite Matrix. Die Singu-
larwertzerlegung der Matrix p ist gegeben durch

p=UDU",

wobei U eine orthogonale (N — 1) x (N — 1) Matrix ist, d.h. es gilt UUT = I.
Hierbei bezeichnet I die Einheitsmatrix im RV D ist eine aus den Eigenwerten
Al, ..., Any—1 der Matrix p bestehende Diagonalmatrix mit Ay > Ao > -+ >
An_1 >0, d.h.

D= diag()\l, e 7)\N—1)-

Dann ist
pn = Udiag(\1, ..., \,,0,...,00U "

diejenige symmetrische positiv semidefinite Matrix vom Rang n mit der geringsten
Differenz zu p beziiglich der Frobeniusnorm. Insbesondere gilt

N-—1
o= pullt= D A
i=n+1
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4 KALIBRIERUNG DES LIBOR-MARKT-MODELLS

Mithilfe dieser Zerlegung erhalten wir jedoch nicht unbedingt eine Matrix bei der
alle Eintrage auf der Hauptdiagonalen gleich Eins sind. Betrachten wir also nun
die Matrizen p und p, mit den entsprechenden oben angegebenen Zerlegungen.
Um nun eine Korrelationsmatrix vom Rang n zu erhalten, haben wir die Ma-
trix p, noch zu normalisieren. Dies geschieht durch rechtsseitige und linksseitige
Multiplikation der Matrix p, mit der Diagonalmatrix

. [ 1 / 1
S:dlag< W,..., (TL)>
P11 PN-1,N-1

Hierbei bezeichnet pl(r;) den i-ten Eintrag auf der Hauptdiagonalen von p,,.

Insgesamt erhalten wir so durch Sp, S eine Korrelationsmatrix vom Rang n. Durch
die Normalisierung ist jedoch die Optimalitdt der Losung verloren gegangen und
SpnS ist nicht die am wenigsten von p entfernte Korrelationsmatrix mit Rang n,
weshalb diese Methode noch weiter verbessert werden kann.

Letztendlich wird in der Arbeit eine Methode verwendet, die auf Pietersz und
Groenen zuriickgeht und auf der dargestellten Hauptkomponentenanalyse basiert
(siehe |PGO4]). Die Methode trégt den Namen ,iterative Majorisierung” und funk-
tioniert wie folgt:

Zunéchst wird dazu angenommen, dass es eine Funktion f zu minimieren gilt.
Um dieses Problem zu 18sen, wird eine Funktion, die sogenannte Majorisierungs-
Funktion, konstruiert. Diese Funktion stimmt mit der urspriinglichen Funktion
f in einem gewissen Punkt iiberein und ist ansonsten in allen anderen Punkten,
in denen die Funktion definiert ist, grofer oder gleich der urspriinglichen Funk-
tion f. Dabei wird die Majorisierungs-Funktion so konstruiert, dass sie leichter
zu minimieren ist als die Funktion f. Ist nun ein Startpunkt gegeben, so wird
mithilfe des Minimums der Majorisierungs-Funktion ein weiterer Punkt gefun-
den, der dann den néchsten Schritt der Iteration darstellt. D.h. es wird wieder
die Majorisierungs-Funktion minimiert, die in diesem neuen Punkt mit der ur-
spriinglichen Funktion f iibereinstimmt. Dies wird solange durchgefiihrt, bis eine
zusétzliche Iteration keine oder nur noch eine unwesentliche Verbesserung bringt.
Zur Verdeutlichung ist die Vorgehensweise bei der Iteration in der Abbildung 3
aus [PG04| dargestellt.

In der betrachteten Rangreduzierung ist die zu minimierende Funktion f also nun
gegeben durch
@ =llp-QQ"I%

mit der Nebenbedingung, dass alle Eintriige auf der Hauptdiagonalen von QQ"
gleich Eins sind. Es wird nun von Pietersz und Groenen im Artikel [PGO04| ei-
ne Majorisierungs-Funktion hergeleitet und die Iterationen werden dabei so lan-
ge durchgefiihrt, bis entsprechende Konvergenz erreicht wurde. Hierbei wird die
Hauptkomponentenanalyse zu Beginn verwendet um eine geeignete Matrix als
Startwert zu finden. In ihrer Arbeit haben die Autoren zudem einen Matlab Code
fiir diesen Algorithmus angegeben, der so auch in der vorgenommenen Kalibrie-
rung des Libor-Markt-Modells verwendet wird. Somit erhalten wir durch dieses
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F(Xg)=00 Xo) b N\ -\ e oo e [ )

9(X4,Xg)
f(x,)=9(x,.%,)

9(Xy,X,)

f(xp)

Abbildung 3: Idee der Majorisierung: Der Algorithmus startet im Punkt z(. Die
Majorisierungs-Funktion g¢(-,z¢) wird angepasst indem der Funktionswert und
die erste Ableitung mit denen der Funktion f im Punkt z( {ibereinstimmen. Die
Funktion ¢(-, z9) wird minimiert um den néchsten Punkt x; zu erhalten. Diese
Vorgehensweise wird wiederholt um x2 zu finden usw. (Abbildung aus [PGO04])

Verfahren eine Korrelationsmatrix vom gewliinschten, vorher festgelegten Rang n.
Auf eine detailliertere Darstellung der Vorgehensweise verzichten wir an dieser
Stelle und verweisen auf [PG04].

Weitere Verfahren um den Rang einer Korrelationsmatrix zu reduzieren, basieren
ebenfalls auf der dargestellten Methode der Hauptkomponentenanalyse und wer-
den zum Beispiel in [PG04], [Reb99] und [Sel06] untersucht und verglichen.

Wir haben nun alle Voraussetzungen fiir die Kalibrierung des Libor-Markt-Modells
dargestellt und kénnen mithilfe der in den Kapiteln 3.5, 3.7 und 3.8 angegebenen
Daten die Kalibrierung an die Marktdaten durchfiihren.

Aufgrund der vorliegenden Daten erhalten wir fiir die Kalibrierung den Wert
N = 40, wir betrachten also eine maximale Laufzeit von 20 Jahren. Wir erhalten
dabei die in Abschnitt 4.8 angegebenen Ergebnisse.

Da die Kalibrierung des Libor-Markt-Modells an die vorliegenden Daten der zen-
trale Punkt und das eigentliche Ziel dieser Arbeit ist, werden wir, bevor die Er-
gebnisse in Kapitel 4.8 dargestellt werden, in einer kurzen Zusammenfassung im
folgenden Abschnitt das genaue Vorgehen fiir die Durchfiihrung der Kalibrierung
liefern.

4.7 Kalibrierungsschritte

Mithilfe der dargestellten Methode kann nun eine gleichzeitige Kalibrierung des
Libor-Markt-Modells an die Volatilitdten von Swaptions und Caplets geschehen.
Dafiir bendtigen wir zu Beginn die am Markt gegebenen Swaption Volatilitéten
(siehe Kapitel 3.8) und die Caplet Volatilititen, die wir — wie in Kapitel 3.7 be-
schrieben — aus den Cap Volatilitdten gewinnen. Zuséatzlich zu diesen Volatilitéten
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4 KALIBRIERUNG DES LIBOR-MARKT-MODELLS

benétigen wir die aktuellen Libor-Raten, die wir — wie in Abschnitt 3.5 dargestellt
— erhalten.

Liegen diese Daten vor, so kénnen wir die Kalibrierung mit den angegebenen
Approximationsformeln durchfiihren. Wir wihlen dann eine Korrelationsstruktur
und eine Form fiir die Volatilitdt und erhalten das folgende Minimierungsproblem,
welches als Grundlage unserer Kalibrierung dient.

RS0 ) (T80 p)? + (015" (i) —  mim . (430)
Pia,b,e,d; pin,poo

Wir erinnern uns daran, dass — wie in Kapitel 4.2 dargestellt — die ursrpiinglich
zu minimierende Funktion die Form

RMS(a,b, ¢, d; 1, poo) :=

1 O-I?:éw - EP7Q(avb7 ¢, d;napoo) 2 (4.31)
=P
(p,9)€S P,q

hat und wir nur aufgrund der Stabilitdtsprobleme zur Form (4.30) iibergegangen
sind. Im gesamten Kalibrierungsalgorithmus, der aus mehreren Schritten besteht,
werden wir diese beiden Minimierungsprobleme beriicksichtigen. Zudem benotigen
wir noch den schon erwdhnten Zusammenhang

o2 (T
(oEM)2 = T/ V3(T; — t;a,b, ¢, d)dt (4.32)
v JO

um die Faktoren ®;, ¢ =1,..., N zu bestimmen.
Der Algorithmus fiir die Kalibrierung eines Libor-Markt-Modells mit n Faktoren
ist nun wie folgt aufgebaut (vgl. [Sch05]):

1) Durchfithrung einer vollstdndigen Kalibrierung und Bestimmung der Para-
meter a, b, ¢,d,n, poo durch Minimierung der Gleichung (4.30).

2) Anwendung der in Kapitel 4.6 dargestellten Rangreduzierung, um so eine
Korrelationsmatrix p vom gewdhlten Rang n aus der Korrelationsmatrix p
zu erhalten.

3) Minimierung der Gleichung (4.31) zur Bestimmung der Parameter a, b, c,d
unter Verwendung der Korrelationsmatrix p. Da die stabilere Kalibrierung
schon im ersten Schritt durchgefiihrt worden ist, um p zu bestimmen, muss
das aufwéndigere Minimierungsproblem (4.30) nicht noch einmal verwendet
werden.

4) Bestimmung der Faktoren ®;, ¢ = 1,..., N iiber den Zusammenhang (4.32)

Mit dem dargestellten Algorithmus erhalten wir dann die im folgenden Abschnitt
angegebenen Ergebnisse.
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4.8 Ergebnisse der Kalibrierung

Kalibrierung an die Daten vom 18.04.2013:
Fiir ein Modell mit N—1 Faktoren (N = 40) erhalten wir fiir die Volatilitatss-
truktur die Werte:

a= 0.3261,
b =—0.6790,
c= 0.3725,
d= 2.0594.

Daraus ergibt sich fiir den zeithomogenen Teil ¢ der Volatilitdtsfunktion die Form
(T — t) = [0.3261 — 0.6790(T}, — t)]e~-372(Te=1) 1 2 0594,

Fiir jede einzelne Libor-Rate Ly erhalten wir dann die Volatilitdt durch das Pro-
dukt vom zeithomogenen Teil ¢ und der jeweiligen Konstanten ®; aus Tabelle

dq D) R dy o5 g O Dy Qg Dy
0.4921 1 0.3647 | 0.3703 | 0.4332 ] 0.4626 | 0.4038 | 0.3494 | 0.3521 | 0.3461 | 0.3097
Dy Do D3 Dy D5 D6 D7 Dig D9 DN
0.2655 1 0.2260 | 0.2071 | 0.2101 [ 0.2073 | 0.1879 1 0.1722 1 0.1634 | 0.1617 | 0.1626
®oy Do D3 Doy Do Do Do7 Dog Do D3
0.1648 [ 0.1627 | 0.158710.1473 1 0.1396 | 0.1328 | 0.1270 | 0.1224 | 0.1190 | 0.1097
®3 UED) D33 D3y D35 P36 ®37 D3 D39
0.1096 [ 0.1112]0.1144 1 0.1196 | 0.1268 | 0.1363 | 0.1483 | 0.1632 | 0.1816

Tabelle 7: Werte fiir die Faktoren ®; aus der Kalibrierung an die Marktdaten vom
18.04.2013

Die Parameter der Korrelationsstruktur lauten:
17 =0.7896 und po, = 0.1154.

Mit diesen Parametern werden die Volatilitdten der Caplets aufgrund der Wahl
der entsprechenden Faktoren ®;, ¢ =1,..., N aus Tabelle 7 exakt getroffen.

Um die Giite unserer Kalibrierung zu iiberpriifen, werden wir die Abweichungen,
die sich in den Swaption Volatilitdten ergeben, genauer betrachten. Die relativen
Fehler in der Kalibrierung an die Swaption Daten sind in Tabelle 8 angegeben.
Aufgrund dieser Ergebnisse ldsst sich die mittlere relative betragliche Abweichung
von den Swaption Volatilititen bestimmen. Diese betrigt 4.01 Prozent.

Eine andere Moglichkeit um die Abweichung der aus der Kalibrierung erhaltenen
Volatilitdten fiir die Swaptions von den Marktdaten zu bestimmen, liegt darin, die
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2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

772 12.63 937 731 109 -241 -4.00 -5.75 -5.46 -5.17
5.92 5.35 8.02 349 0.68 0.7 -035 -0.08 1.15 1.14
-3.53  -049 -2.10 -543 -0.43 -1.00 -0.23 174 086 1.10
-0.32 482 542 -1.63 -0.24 0.02 226 041 011 071
8 |-13.51 -10.20 -6.49 -4.53 -2.29 -1.56 -229 -211 -1.33 0.33
10 | -1347 -484 -410 -2.40 -0.89 -1.11 -141 -087 0.64 2.65
12 141 -28 -199 -0.79 -0.89 -189 -1.28 0.23 2.17 4.28
14 | -11.33  -9.60 -6.70 -6.65 -6.47 -5.73 -3.67 -1.00 1.43 3.70
16| 439 -397 -535 -6.74 -406 -345 -1.00 193 518 5.83
18| -4.07 -757 -994 -837 -294 -276 055 333 7.01 5.51
20 | -16.21 -16.95 -14.09 -998 -230 -1.86 1.30 338 6.82 239

DD N = s,

Tabelle 8: Relativer Fehler der Swaption Volatilitédten vom 18.04.2013 (Angaben
in Prozent). Spalten geben die Laufzeit des zugrundeliegenden Swaps an, wiahrend
Zeilen die Falligkeit der Swaption angeben (Angaben in halben Jahren).

relativ zum Nominalwert und zur Restlaufzeit der Swaption erzielte Abweichung
zu bestimmen. Wir bestimmen also anhand der Volatilitdten die sich aus Black’s
Formel ergebenden Preise der Swaptions am Markt und im Modell und dividieren
den Betrag dieser Differenz durch den Nominalwert und die Laufzeit der Swaption.
Mathematisch ausgedriickt betrachten wir somit den Betrag des Ausdrucks

VB on(0) = VB (0)

Swaption Swaption
Nom(T}, — T}) ’
wobei in unserem Fall der Nominalwert 1 betrégt, also Nom = 1. Mit V,glfapti on(0)

bezeichnen wir den Preis, der sich durch Einsetzen der Modellvolatilitat in Black’s
Formel fiir Swaptions ergibt. Dann betrachten wir den Betrag dieser Abweichung
in Basispunkten (100 Basispunkte entsprechen 1 Prozent). Die Ergebnisse sind in
der Tabelle 9 dargestellt.

In Tabelle 9 sehen wir, dass vor allem die Swaptions mit einer Laufzeit von min-
destens 4 Jahren (alle Spalten ab der mit dem Wert 8 versehenen Spalte) oder
einer Filligkeit bis zum Zeitpunkt Tjo (erste sieben Zeilen der Ergebnisse) nur ei-
ne geringe relative Abweichung bezogen auf Nominalwert und Laufzeit aufweisen.
Ahnliche Ergebnisse kénnen auch in einer zweiten Kalibrierung an Marktdaten
vom 02.08.2013 im Anhang A.3 beobachtet werden. Fiir die weitere Verwendung
der Ergebnisse bedeutet dies, dass vor allem Finanzderivate mit Laufzeiten und
Falligkeiten in den angegebenen Bereichen bewertet werden kdnnen, ohne dass
eine allzu grofse Ungenauigkeit durch falsche Modellwerte auftritt. Die genaue
Vorgehensweise, um mithilfe der hier angegebenen Werte andere Derivate zu be-
werten, ist im folgenden Kapitel dargestellt.

Bemerkung: Die Durchfiihrung der Kalibrierung und alle numerischen Berech-
nungen sind in Matlab erfolgt und es sind dabei Optimierungsmethoden verwen-
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4.9 Pricing

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0.76 140 1.17v 099 0.16 0.35 0.60 087 0.84 0.80
0.78 086 1.50 0.71 0.15 0.13 0.08 0.02 0.27 0.27
089 014 065 174 015 034 0.08 0.62 0.30 0.39
0.12 197 231 0.71 0.11 0.01 1.02 0.18 0.05 0.31

§| 6.65 521 331 234 119 080 1.16 1.07 0.66 0.16
10| 774 281 238 139 051 063 079 048 035 1.44
12 091 180 124 049 054 1.14 0.76 0.14 1.26 2.43
14| 748 617 428 420 4.06 351 222 0.60 084 2.14
16 | 3.09 272 360 446 265 220 063 1.19 3.16 3.48
18| 292 528 6.77 553 197 1.79 035 2.07 437 3.33
20 | 11.30 11.61 9.31 6.53 1.56 1.18 081 2.08 4.29 1.45

DD N s

Tabelle 9: Relativer Fehler der Swaption Preise im Bezug auf Nominalwert und
Laufzeit (Angaben in Basispunkten, Daten vom 18.04.2013). Spalten geben die
Laufzeit des zugrundeliegenden Swaps an, wihrend Zeilen die Félligkeit der Swap-
tion angeben (Angaben in halben Jahren).

det worden, die bereits in Matlab implementiert sind. Die Funktionsweisen dieser
Methoden werden im Anhang in A.1 erlautert.

4.9 Pricing

Haben wir unser Modell an die gegebenen Marktdaten kalibriert, so konnen die
berechneten Parameter fiir die Bewertung unterschiedlicher Derivate im Libor-
Markt-Modell genutzt werden. Dabei verwenden wir die im Kapitel 4.8 angege-
benen Ergebnisse, um damit Derivate zu bewerten, deren Ausiibungszeitpunkt
auf der Tenorstruktur liegt. Fiir Berechnungen bei denen zusétzliche Zeitpunkte
herangezogen werden, die nicht auf der Tenorstruktur liegen, sind entsprechen-
de Interpolationsmethoden anzuwenden. Eine Untersuchung dieser Methoden ist
zum Beispiel in [Sch11b| zu finden und geht iiber den Rahmen dieser Arbeit hin-
aus.

Die Preise von Derivaten, deren Bewertung im Libor-Markt-Modell nicht durch ei-
ne analytische Formel méglich ist, konnen mithilfe von Monte Carlo Simulationen
bestimmt werden. Natiirlich ist dies auch fiir Derivate, fiir die es eine geschlossene
Preisformel gibt, moglich. Dabei beruhen die Monte Carlo Methoden im Wesent-
lichen auf der Simulation der Libor-Raten-Pfade.

Hierfiir ist es zun#chst einmal notwendig, die unter dem Terminal Measure gege-
bene stochastische Differentialgleichung

N-1
dL;(t) = o;i(t) Li(t) [ dW () — Tt
O =m0 - 3 I
=1+1
fiir alle 1 <7 < N —1 zu diskretisieren. Im Anschluss daran konnen wir dann die
Pfade der stochastischen Prozesse in den festgelegten diskreten Zeitpunkten aus-

werten. Dazu wird eine Schrittweite At fiir die n Diskretisierungsschritte eines Te-
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4 KALIBRIERUNG DES LIBOR-MARKT-MODELLS

norintervalls gewahlt und es werden die entsprechenden Inkremente eines Wiener-
Prozesses durch die Simulation normalverteilter Zufallszahlen erzeugt. Wie in Ka-
pitel 9 in [KP92] dargestellt, erhdlt man so die Euler-Maruyama Approximation

N-1
Vi =Y+ oy (AW -
o k;—l 1+ 6"

Sron(t,) V)
kak())l)z‘,kﬁt> ) (4.33)

mit 0 < n < n—1 und einem Anfangsvektor Yy = L(0). Hierbei unterteilen wir
jedes Tenorintervall [T;, Tj+1],i = 1,..., N — 1 in n Teilstiicke. Der Index 4 mit
1 <43 < N — 1 bezeichnet den jeweiligen Eintrag der Vektoren. Die Inkremente
des Wiener-Prozesses sind gegeben durch AWS) = Wi(tn+1) — Wi(tyn).

Anhand dieser Diskretisierung wird nun die Simulation der diskreten Pfade der
Libor-Raten durchgefiihrt und die Preise entsprechender Derivate kdnnen mithil-
fe der Simulationsergebnisse approximiert werden. Dies wollen wir anhand der
Bewertung eines Caplets nun exemplarisch darstellen:

Der Wert eines Caplets in ¢ = 0 ergibt sich nach Kapitel 3.6 durch

Ci(0; K) = B(0, Ti1)6:Er, , [(Li(T3) — K) ™.

Hierbei sind der Bondpreis B(0,T;4+1) und auch die Intervalllinge §; bereits be-
kannt. Es gilt nun den Erwartungswert

Er,, [(Li(Ti) — K)T]

durch Monte Carlo Simulationen zu bestimmen. Hierzu nutzen wir die Approxi-
mation (4.33) und simulieren ny Pfade der entsprechenden Libor-Rate. Der Er-
wartungswert wird nun approximiert durch

no

1 ()
Er o [(L(T) — K) ] - - ( > max{y,” - K, 0}>.
j=1

Hierbei identifizieren wir mit dem Index (j) das Ergebnis der j-ten Simulation.
Zusatzlich ist noch zu beachten, dass wir den Erwartungswert unter dem Mak
Pr, ., betrachten, wir also die Euler-Maruyama Approximation der i-ten Libor-
Rate beztiglich des Mafes Pr, , verwenden miissen. Dies kann analog zur oben
genannten Darstellung unter dem Terminal Measure geschehen.

Fiir eine ausfiihrlichere Betrachtung der Bewertung verschiedener Derivate im
Libor-Markt-Modell durch Monte Carlo Methoden verweisen wir auf [BMO06]. Zu-
sétzlich sei bemerkt, dass — wie in Kapitel 4.6 dargestellt — die Anzahl der Faktoren
und somit der Wiener-Prozesse, die das Modell treiben, reduziert werden kann, um
so den Rechenaufwand in der Simulation der Wiener-Inkremente zu verringern.
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5 Fazit

In dieser Arbeit haben wir ein Verfahren dargestellt und angewendet, mit dem
es moglich ist, das Libor-Markt-Modell an gegebene Marktdaten zu kalibrieren.
Hierbei geschieht eine gleichzeitige Kalibrierung an Caplet und Swaption Volatili-
téten durch eine moglichst genaue Anpassung des Modells an die entsprechenden
am Markt gegebenen Daten. Wie in Kapitel 4.8 angegeben, werden hierbei die
Caplet Volatilitaten exakt getroffen. Die durchschnittliche relative Abweichung in
den Swaption Volatilitdten betrégt hingegen etwa 4 Prozent. Die Auswirkungen
dieser Abweichungen sind zudem in einen relativen Preisfehler in Bezug auf No-
minalwert und Laufzeit der Swaptions umgerechnet worden und es ist deutlich
geworden, inwieweit die Abweichungen der Kalibrierungsergebnisse auch zu leicht
abweichenden Marktwerten fiihren kénnen und welche Swaptionpreise durch das
Modell schon gut widergespiegelt werden kénnen.

Fiir die Durchfithrung der Marktkalibrierung sind zu Beginn der Arbeit die theo-
retischen Grundlagen hergeleitet worden, um dann hierauf aufbauend die ent-
sprechenden Modelleigenschaften zu wahlen. Hierbei ist zunéchst die Zinskurve
anhand der am Markt gegebenen Swap-Raten bestimmt worden. Wir haben uns
dabei fiir eine lineare Interpolation entschieden. Dieses Verfahren kann sicherlich —
wie schon erwihnt — im Rahmen einer aufwindigeren Untersuchung durch Einbe-
ziehung zusidtzlicher Swap-Raten und Verwendung anderer Interpolationsansitze
(vgl. [AP10al]) noch verbessert werden.

Im Anschluss an die Bestimmung der Zinskurve sind die Caplet Volatilitdten aus
den Cap Volatilitdten bestimmt worden. Hierbei haben wir uns an die in [Sch05]
dargestellte Vorgehensweise gehalten. Auch hier wire es durch ausgiebigere Un-
tersuchungen moglich, unterschiedliche Varianten zur Extrahierung der Caplet
Volatilitdaten wie in [Sel06] zu vergleichen.

Es sei erwdhnt, dass wir in unserem Modell eine gleichzeitige Kalibrierung an
Swaptions und Caplets durchfithren. Fiir eine Anwendung in der Praxis ist es
ratsam, je nach Eigenschaften des im Anschluss zu bewertenden Derivats, eine
angepasste Kalibrierung durchzufiihren. Das bedeutet, dass man die Kalibrie-
rung eventuell nur an Caplets, nur an Swaptions oder etwa nur an ausgewéhlte
Caplets und Swaptions mit dhnlichen Attributen vollzieht. Eine weitere Moglich-
keit bestiinde auch in einer unterschiedlichen Gewichtung der zugrundeliegenden
Marktdaten. Eine ausfiihrlichere Diskussion dieser Moglichkeiten ist zum Beispiel
in [AP10b] zu finden.

Wir haben zusatzlich zur Kalibrierung eines vollstandigen Modells noch darge-
stellt, wie wir ein Modell mit einer vorher festgelegten Anzahl an Faktoren mit-
hilfe der Rangreduzierung der Korrelationsmatrix erhalten. Dazu haben wir die
in [PG04] dargestellte Methode der Majorisierung verwendet. Auch hier kénnten
im Rahmen weiterer Untersuchungen noch zusétzliche Rangreduzierungsverfahren
untersucht und angewendet werden, so wie es zum Beispiel in [Sel06| zu finden ist.
Weiterhin kénnten wir noch zusédtzliche Derivate, wie zum Beispiel CMS Spread
Optionen verwenden, da diese dufsert sensitiv gegeniiber der Korrelation sind und
so vor allem bei der Bestimmung der Korrelationsmatrix von grofem Nutzen sein

kénnen (vgl. [Schllal).
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5 Fazir

Insgesamt 14sst sich somit festhalten, dass wir mit dieser Arbeit eine erste Méglich-
keit der Kalibrierung eines Libor-Markt-Modelles mit deterministischer Volatilitit
aufgestellt haben. Unter Verwendung gegebener Marktdaten kann so ein vollstén-
diges Libor-Markt-Modell mit Korrelations- und Volatilitétsstruktur aufgestellt
werden, welches dann als Grundlage fiir weitere Simulationen zur Bestimmung
der Preise unterschiedlicher Derivate im Modellrahmen genutzt werden kann.

Eine wesentliche Ergénzung des dargestellten Libor-Markt-Modells in einer aus-
fiihrlicheren Betrachtung konnte vor allem auf eine Erweiterung des Modells zur
Darstellung des Volatilitats-,Smiles” abzielen. Das von uns dargestellte Modell
kann nur fiir die Kalibrierung an ATM-Caplets genutzt werden. Versucht man
jedoch zusétzlich die Abhdngigkeit der Caplets von den Strike Preisen zu beriick-
sichtigen, so stoft man an die Grenzen des Modells. Um diese Restriktion in einem
gewissen Mafle oder sogar komplett zu umgehen, kénnen die in Kapitel 3.2 vorge-
stellten Ansétze verwendet werden. Insbesondere der Ansatz der stochastischen
Volatilitét in Zusammenhang mit der in [WZ06] dargestellten Schnellen Fourier-
Transformation zur Bewertung von Caplets und Swaptions kann wie zum Beispiel
in [Schlla| implementiert werden.

Eine zusitzliche Erweiterung des Modells kdnnte auch darin liegen, nicht nur De-
rivate auf der Tenorstruktur zu betrachten, sondern Interpolationsmoglichkeiten
fiir Zeitpunkte auferhalb dieser Struktur zu untersuchen, wie es in [Sch11b]| dar-
gestellt ist.
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A Anhang

A.1 Optimierungsmethode fiir die Kalibrierung

Um unser Modell moglichst gut an die gegebenen Marktdaten zu kalibrieren,
haben wir eine Minimierung unter Nebendbedingungen durchzufithren. Wir er-
halten, wie in (4.30) dargestellt, das folgende Minimierungsproblem:

WTS(w: )\ (TS0 )2 + (15" () —  mim
Pra,b,e,d; pin,poo
Um diese Minimierung durchzufiihren, verwenden wir die in Matlab schon imple-
mentierte Funktion ,fmincon®, deren Funktionsweise wir im Folgenden darstellen.
Hiermit l4sst sich das Minimum einer nichtlinearen multivariablen Funktion unter
Nebenbedingungen finden. Diese Nebenbedingungen sind in unserem Fall

a+d>0,
d>0,
c>0,
n >0,
0<n<—1Inp,
0 < po < 1.

Ausgehend von einem Startvektor (ag, bo, co, do, 70, Poo,0) Wird nun der Vektor
(a*,b*, c*,d*,n*, p,) gesucht, der das dargestellte Problem minimiert.

Um das Minimum zu finden, verwenden wir die Methode der Quadratischen Pro-
grammierung. Diese Methode wollen wir im Folgenden kurz beschreiben. Unsere
Ausfithrungen orientieren sich dabei im Wesentlichen an den Darstellungen aus
[Docul], [Obel2] und [Ger07]. Wir werden nun lediglich einen kurzen Einblick in
das Thema geben und verweisen fiir eine ausfiihrlichere Untersuchung des Vorge-
hens auf diese Quellen.

Unsere generelle Vorgehensweise wird so aussehen, dass das Problem in ein einfa-
cheres Subproblem, dessen Losung dann als Ausgangspunkt einer Iteration dient,
transformiert wird. Dies werden wir anhand eines allgemein gewdhlten Minimie-
rungsproblems nun darstellen.

Bei der Minimierung unter Nebenbedingungen besteht die Aufgabe darin, einen
Vektor z* € R" zu finden, der eine gegebene Funktion f unter Einhaltung ent-
sprechender Nebenbedingungen minimiert. Es sei dazu das Minimierungsproblem

min f(x) (A1)
mit den einzuhaltenden Nebenbedingungen

Gi(x)=0,i=1,...,me

. (A2)
Gi(x) <0, i=me+1,...,m,
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gegeben. Hierbei ist f : R” — R die zu minimierende Zielfunktion. Mithilfe der
vektorwertigen Funktion G(z) werden die Nebenbedingungen in x angegeben. Den
fiir die Minimierung zuldssigen Bereich X bilden alle € R”, die die Nebenbe-
dingungen (A.2) erfiillen.

Fiir einen zuléssigen Punkt x € X bezeichnen wir eine Nebenbedingung als aktiv,
falls

Gi(zx) =0, i€ {1,...,m},

gilt. Die Menge aller Indizes fiir die dann G;(x) = 0 gilt, bezeichnen wir als aktive
Menge.

Um nun solche Minimierungsprobleme zu lésen, verwenden wir die Karush-Kuhn-
Tucker (KKT) Bedingungen. Sie stellen eine Verallgemeinerung der klassischen
Lagrange-Methode zur Bestimmung von Extremstellen mit zusédtzlichen Ungleich-
heitsnebenbedingungen dar. Wir werden diese Bedingungen im weiteren Verlauf
ohne Beweis verwenden. Ein Beweis ist zum Beispiel in [Obel2]| zu finden.

In der konvexen Optimierung, d.h. wenn die Funktionen f(x) und G;(z),i =
1,...,m, konvex sind, sind die KKT Bedingungen notwendig und hinreichend
fiir eine globale Losung des Problems. Fiir unser Problem (A.1) ergeben sich
zusétzlich zu den angegebenen Nebenbedingungen (A.2) die KKT Bedingungen

Vi) + ) AVGi(a*) =0
=1 (A.3)
/\ZGz(x*) =0,t=me+1,...,m
Ai>0,t=me+1,...,m

fiir ein lokales Minimum x*.

Hierbei wird durch die erste Gleichung beschrieben, wie sich die Gradienten der
Zielfunktion und der aktiven Nebenbedingungen in der Losung auftheben. Dafiir
sind die Lagrange-Multiplikatoren (\;, ¢ = 1,...,m) verantwortlich. Da nur aktive
Nebenbedingungen in (A.3) beriicksichtigt werden sollen, miissen die Lagrange-
Multiplikatoren fiir nicht aktive Nebenbedingungen gleich 0 sein, dies wird implizit
durch die letzten beiden KKT Bedingungen gegeben.

Unser Ziel besteht nun somit darin, {iber die KKT Bedingungen ein Minimum
unseres Problems zu finden. Da wir meist nicht direkt einen Vektor z € R” fin-
den, der alle KKT Bedingungen einhélt, gehen wir nach der Idee vor, das gene-
relle Problem in ein einfacheres Subproblem zu iiberfiithren. Dabei verwenden wir
in unserem Algorithmus sogenannte Sequentielle-Quadratische-Programmierungs-
Methoden, die wir im weiteren als SQP-Methoden bezeichnen. Wir erhalten so
eine Folge (xf)ken,, die fiir & — oo gegen ein Minimum z* des Problems (A.1)
konvergiert. Dieses Minimum erfiillt dann entsprechend die KKT Bedingungen.

Die generelle Methode wollen wir nun auf Basis der Ausfithrungen in [Docu,
[Hop06] und [Ger07] angeben:

Haben wir nun das in (A.1) dargestellte allgemeine Minimierungsproblem ge-
geben, so besteht die Idee darin, dass wir ein Subproblem der quadratischen
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Programmierung (QP Subproblem) formulieren, welches auf der quadratischen
Approximation der Lagrange-Funktion

L(z,\) = f(z) + > \iGi(x)
=1

basiert. Hierbei bezeichnen A;,7 = 1,...,m die Lagrange-Multiplikatoren.
Wir ersetzen dann die Zielfunktion f durch ihre lokale quadratische Approxima-
tion im aktuellen Iterationsschritt xg:

1

f(@) = fog) + Vf(zr) (@ —ax) + 5(1‘ —ay) " Hy(zg) (z — p).

Hierbei bezeichnen wir den Gradienten von f im Punkt z mit V f(z), also

Viz) = (657”;910)7'”785;:))T.

Weiterhin bezeichnen wir die Hesse-Matrix von f im Punkt x mit Hy(x), d.h. die
Eintrége der Matrix sind gegeben durch

82f(x) o
H L= < < .
( f(x))m axzﬁxj’ lsijsn

Fir vektorwertige Funktionen h : R® — R™ verwenden wir das Symbol V auch
fiir die Jacobi-Matrix von h. Es gilt der Zusammenhang

Vh(z) = <Vh1(x), .. ,th@))T

Zusitzlich ersetzen wir die Funktionen fiir die Nebenbedingungen durch ihre lo-
kalen linearen Approximationen:

Gi(x) = Gi(x) + VGi(a:k)T(:c —xE), i=1,...,m.

Definieren wir nun
d:=x— x

und betrachten eine im Abschnitt A.1.1 genauer beschriebene Approximation der
Hesse-Matrix im Punkt x;,
H k= H f (l’k),

so erhalten wir das folgende QP Subproblem: Minimiere den Ausdruck
1
5dTde + V() 'd (A.4)

unter den Bedingungen

VGi(wk)Td—i— Gz(a:k) =0,1=1,...,m
VGi(zr) ' d+ Gi(zp) <0, i=me+1,...,m
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in d.

Dieses Subproblem kann nun durch einen QP Algorithmus geltst werden und die
Loésung wird dann verwendet, um einen neuen Iterationsschritt zu vollziehen. Ist
die Losung des Subproblems zugleich auch Losung des urspriinglichen Problems,
d.h. erfiillt sie die KKT Bedingungen des urspriinglichen Problems, so endet der
Algorithmus. Die Vorgehensweise beim QP Algorithmus wird im Abschnitt A.1.2
angegeben.

Fiir den néichsten Schritt definieren wir dann

Tkl = Tk + apdg.

Dabei ist a; € R die Schrittweite und czk € R" die Suchrichtung um den neuen
Iterationspunkt zp41 zu erhalten. Wir werden im Kapitel A.1.2 genauer auf diese
beiden Gréfsen eingehen. Die Approximation Hj der Hesse-Matrix H geschieht
durch eine Quasi-Newton Methode (fiir weitere Informationen zum Thema Quasi-
Newton Verfahren verweisen wir auf [Sha70]). Wie genau diese Berechnungen
aussehen, wird im Folgenden dargestellt:

A.1.1 Aktualisierung der Hesse-Matrix

In jedem Iterationsschritt wird eine positiv definite Quasi-Newton Approximation
der Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion im Punkt xp bestimmt. Es ist dann, wie
z.B. in [Docu| angegeben,

_ akqy  Hpsps, HY
Hppn=Hip+ - — —= :
qy, Sk sy, Hysk

Hierbei gilt

Sk = Tk+1 — Tk,

m m
qr = (Vf(LU]H_l) + Z )\iVGi($k+1)> — (Vf(.l‘k) + Z )\iVGi($k)>-
=1 =1

Nach [Pow78] wird empfohlen, dass die Hesse-Matrix in jedem Schritt positiv
definit ist, da sonst die Losbarkeit des QP Subproblems nicht gegeben ist. Dies
wird dadurch erreicht, dass q;—sk in jedem Iterationsschritt positiv ist und dass
die Ausgangsmatrix Hy positiv definit ist.

Ist q;—sk jedoch durch obige Definition nicht direkt positiv, dann ist g so zu mo-
difizieren, dass q,jsk > 0. Das Ziel dieser Modifzierung besteht darin, diejenigen
Eintrédge von g, die zu einer positiv definiten Aktualisierung beitragen, méglichst
wenig zu verdndern. Um dies zu erreichen, wird wiederholt der jeweils betragsma-
kig grokte Eintrag von (qx)i(sk); — wobei der Index ¢ hier den i-ten Eintrag des
jeweiligen Vektors angibt und 1 < ¢ < n gilt — der ein negatives Vorzeichen hat,
halbiert. Dies wird so lange durchgefiihrt, bis q,;rsk grofer oder gleich einer sehr
kleinen negativen Toleranzgrenze ist. Ist nach Beenden dieser Vorgehensweise der
Ausdruck q,;rsk noch immer nicht positiv, so wird ¢ weiter modifiziert, indem
ein Vektor v, der mit einem konstanten Skalar w multipliziert wird, dazu addiert
wird. Das bedeutet:

qk = qr + Wo.
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Hierbei sind die Eintrége von v gegeben durch

v = { VGi(zp+1)Gi(@kr1) — VGi(zp)Gi(zk) 5 (ar)iw <0, (gr)i(sk)i <0
0 ,sonst

Dabei wird die Konstante w sukzessive vergréfsert bis q,;rsk positiv ist. So erhalten
wir jeweils eine aktualisierte Version der approximierten Hesse-Matrix. Um die
gesamte Vorgehensweise zur Losung des Problems zu verstehen, benétigen wir
noch eine Darstellung des QP Algorithmus.

Im n#chsten Abschnitt wollen wir nun auf die Vorgehensweise bei der Losung des
QP Subproblems eingehen.

A.1.2 QP Algorithmus

In jedem Iterationsschritt ist neben der neuen Approximation der Hesse-Matrix
H auch jeweils ein QP Problem der in (A.4) gegebenen Form zu 16sen. Allgemein
dargestellt ldsst sich solch ein QP Problem in folgender Form schreiben:

Wir suchen den Vektor d € R"™, der den Ausdruck

1
q(d) = 5dTHd +c'd (A.5)

minimiert. Dabei sind im Allgemeinen Nebenbedingungen der Form

Ald:bl, izl,...,me

. (4.6)
Ad<b;, i=me+1,....m

zu erfiillen. A; bezeichnet hierbei die i-te Zeile einer m x n Matrix A.

Die in Matlab schon implementierte Funktion zur Lésung von QP Problemen
ist dabei eine an [GMSW84]| und [GMW091] angelehnte, sogenannte ,active-set*-
Methode, die fiir QP Probleme modifiziert worden ist. Dabei werden wieder die
KKT Bedingungen aufgestellt und es wird damit das Minimum des quadratischen
Problems gesucht. In Anlehnung an [Docul|, [Woll] und [Obel2] werden wir die
Vorgehensweise fiir die Losung des QP Problems kurz darstellen.

Die Losung eines QP Problems wird in zwei Phasen gefunden. In der ersten Phase
wird ein zuldssiger Punkt, d.h. ein Punkt, der alle Nebenbedingungen erfiillt,
bestimmt. Hierbei wird die Zielfunktion zunéchst einmal ignoriert. Das Ziel ist
es lediglich, einen Punkt zu bestimmen, der die Nebenbedingungen erfiillt. In der
zweiten Phase wird dann eine iterative Folge (xy ) solcher zuldssiger Punkte, die
gegen die Losung konvergiert, bestimmt. Dabei wird die Zielfunktion minimiert,
wihrend die Zuldssigkeit eingehalten wird. Hierbei wird eine aktive Menge Ay,
die ein Schétzer der aktiven Nebenbedingungen im Losungspunkt ist, gewéhlt.
In jedem Iterationsschritt k& wird nun Ay aktualisiert und anschliefend verwendet
um eine Basis fiir die Suchrichtung czk zu bilden um dann einen Schritt von zy
nach zp41 von der Form R

Tt1 = Tk + apdg

zu vollziehen.
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Dazu miissen sowohl die Schrittweite aj als auch die Suchrichtung di, bestimmt
werden. Ist die Suchrichtung dy, als Lésung eines quadratischen Problems mithilfe
der KKT Bedingungen gefunden, so wird die Schrittweite a; durch eine sogenann-
te eindimensionale Liniensuche in Richtung d, bestimmt. Wir verzichten an dieser
Stelle auf eine genaue Herleitung dieser Grofen und verweisen auf die Darstellun-
gen in [Docu|, [Woll| und [Obel2].

Im Anschluss daran wird dann der néchste Iterationsschritt durchgefiihrt und es
wird {iberpriift, ob xx41 ein Minimum des urspriinglichen Problems darstellt. Falls
dies nicht der Fall ist, wird nun wieder ein QP Problem gelost, um dann xg49 zu
bestimmen. Dieses Verfahren wird nun so lange iterativ fortgefiihrt, bis wir einen
Punkt z* erhalten, der alle KKT Bedingungen erfiillt und somit ein Minimum
darstellt.

A.1.3 Globales/Lokales Minimum

Da es bei dem im vorherigen Kapitel dargestellten Algorithmus nach [Ger07| dazu
kommen kann, dass das Verfahren lediglich fiir Startwerte, die in der Umgebung
eines lokalen Minimums liegen, konvergiert, wird zusétzlich eine Bewertungsfunk-
tion herangezogen, an Hand der dann entschieden wird, ob die neue Iterierte x4
eine Verbesserung gegeniiber xj darstellt, um so ein globales Minimum zu finden.
Eine genauere Betrachtung dieser Bewertungsfunktion ist in [Docu| und [Ger07]
zu finden. Mithilfe dieser Bewertungsfunktion kann es dennoch unter gewissen
Umsténden (siehe [Ger07]|) dazu kommen, dass ein lokales und kein globales Mi-
nimum gefunden wird. Daher haben wir in unserem Programm zusétzliche Start-
punkte fir den Algorithmus implementiert. Es wird so, ausgehend von einer zu
wihlenden Anzahl von Startpunkten (in unserem Fall 25 Startpunkte), jeweils
das dargestellte Minimierungsproblem geldst. Dabei ist darauf zu achten, dass
die jeweiligen Startwerte die angegebenen Nebenbedingungen erfiillen. So wird zu
jedem Startpunkt ein Vektor x* gefunden, der das Problem minimiert. Nachdem
dies fiir alle Startpunkte geschehen ist, werden die Funktionswerte der jeweiligen
Minima verglichen und es wird dasjenige Minimum mit dem geringsten Funkti-
onswert ausgegeben. So konnen wir, falls es nicht mdéglich ist direkt ein globales
Minimum zu finden, zumindest die jeweils erreichten lokalen Minima, vergleichen
und so ein verbessertes Ergebnis erzielen. Durch die Wahl von entsprechenden
Optionen wie der maximalen Schrittweite oder auch der maximalen Anzahl an
Iterationen, kann das Ergebnis in einigen Fillen noch verbessert werden. Da-
durch wird jedoch die Rechendauer verlangert, so dass ein Kompromiss zwischen
Rechenaufwand und Genauigkeit gefunden werden muss.

A.2 Integrationsterm

Unter Verwendung der parametrischen Volatilitatsstruktur
or(t) = B (Ty — t;a,b, ¢, d) := Bp([a + b(T) — t)]e Tk 4 d),

mit 1 < k < N — 1 ergibt sich fiir die Berechnung entsprechender Integrale tiber
diese Funktion (vgl [Goll3]):
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/1/J(Tn —t;a,b,c,d)p(Ty — t;a,b,c,d)dt

:/ ((a+b(Tn — t))e™ DD 1 d@) ((a + b(Try, — t))e“Tm =D 4 d)at
bd

:aid(ec(t—Tn) 4 ec(t—Tm)) + d*t — j(ec(t_T")(c(t - Tn) o 1)
c c
o eC(2t=Tn—Tm) 9 9
+ e et = Tn) = 1)) + —— 5 (2

+ 2abe(1 + o(Ty, + Ty — 2t)) + 02 (1 + 23 (t — T,)(t — Tin) + (T, + T — 2t))).

A.3 Daten vom 02.08.2013

Die Daten der Kalibrierung an die Marktwerte vom 02.08.2013 sind in den Tabel-
len 10, 11 und 12 angegeben.

/) Swap-Rate S()’Z‘(O)
1 0.3410
2 0.4310
3 0.5130
4 0.5936
6 0.7870
8 1.0185
10 1.2480
12 1.4480
14 1.6250
16 1.7815
18 1.9250
20 2.0530
22 2.1620
24 2.2550
30 2.4500
40 2.5570

Tabelle 10: Swap-Raten vom 02.08.2013 (in Prozent)
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i | Cap Volatilitit of!7™
2 62.65
4 61.35
6 60.70
8 57.30
10 52.55
12 48.25
14 44.80
16 41.90
18 39.35
20 37.05
24 34.40
30 31.10
40 29.30

Tabelle 11: ATM-Cap Volatilitdten vom 02.08.2013 (Angaben in Prozent)

1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

1 16698 6730 6340 5570 4955 43.70 39.70 36.30 33.75 32.00
2 15956 60.05 5540 49.40 4540 41.20 3855 3580 33.75 32.30
4 | 58.00 51.40 4590 4210 39.70 37.10 34.80 32.80 31.50 30.50
6 | 47.28 42.60 39.50 37.10 35.20 33.40 31.50 30.00 29.05 28.35
8 13943 36.65 3510 33.30 31.70 3040 29.05 28.20 27.55 27.00
10 | 36.42 33.70 32.10 30.60 28.70 28.50 27.15 26.70 26.35 26.10
12 | 32,57 30.64 29.32 28.25 27.06 26.69 2595 25.68 2545 25.38
14 | 2885 27.60 26.60 26.00 2550 25.00 24.80 24.70 24.70 24.70
16 | 27.09 26.06 25.34 24.92 24.66 24.28 24.17 24.25 2432 24.39
18 | 25.51 24.70 24.20 24.00 23.87 23.61 23.72 2386 24.00 24.13
20 | 24.07 23.40 23.20 23.10 23.10 23.10 23.30 23.50 23.70 23.90

Tabelle 12: Swaption Volatilitdten vom 02.08.2013 (Angaben in Prozent). Spalten
geben die Laufzeit des zugrundeliegenden Swaps an, wihrend Zeilen die Falligkeit

der Swaption angeben (Angaben in halben Jahren).

Hieraus ergeben sich die in Tabelle 13 und Abbildung 4 dargestellten aktuellen
Libor-Raten. Weiterhin erhalten wir die Caplet Volatilitdten aus Tabelle 14.
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Libar-Raten

Libor-Rate I_I[D) in %

Abbildung 4: Berechnete Libor-Raten-Kurve vom 02.08.2013

Libor-Rate L;(0)

i

Libor-Rate L;(0)

40
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14
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18
19

Tabelle 13: Berechnete Libor-Raten vom 02.08.2013 (in Prozent)

0.3410
0.5212
0.6778
0.8372
1.0813
1.2778
1.6117
1.8508
2.0829
2.3248
2.3989
2.6139
2.6718
2.8663
2.8961
3.0721
3.1280
3.2937
3.2950
3.4466

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39

3.3697
3.5017
3.4184
3.5336
3.2286
3.3097
3.3921
3.4757
3.5607
3.6471
2.8713
2.8988
2.9267
2.9548
2.9832
3.0120
3.0412
3.0706
3.1005
3.1307
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i | oM | i | oM || G | oM
1 ]62.65 || 14 | 33.10 || 27 | 22.75
2 | 61.00 || 15 | 31.65 || 28 | 21.99
3 | 61.08 || 16 | 30.14 || 29 | 21.45
4 1 61.13 || 17 | 28.52 || 30 | 20.04
5 | 99.57 || 18 | 26.62 || 31 | 20.13
6 | 55.68 || 19 | 26.14 || 32 | 20.57
7 | 51.02 | 20 | 26.90 || 33 | 21.39
8 | 46.62 || 21 | 27.90 || 34 | 22.64
9 | 4293 || 22 | 28.09 || 35 | 24.39
10 | 40.08 || 23 | 27.73 || 36 | 26.71
11 | 38.03 || 24 | 26.09 || 37 | 29.68
12 | 36.30 || 25 | 24.84 || 38 | 33.46
13| 34.84 || 26 | 23.71 || 39 | 38.28

Tabelle 14: ATM-Caplet Volatilitdten vom 02.08.2013 (Angaben in Prozent)

Mit diesen Daten ergeben sich die folgenden Ergebnisse fiir die Kalibrierung an
die Daten vom 02.08.2013:

Fiir ein Modell mit N—1 Faktoren (N = 40) erhalten wir fiir die Volatilitatss-
truktur die Werte:

a =—2.4313,
b =—0.3657,
c= 0.0960,
d= 4.8202.

Die Parameter der Korrelationsstruktur lauten:
n = 1.8981 und po, = 0.1498.

Die Volatilitaten der Caplets werden aufgrund der Wahl der entsprechenden Fak-
toren ®;, i =1,..., N aus Tabelle 15 exakt getroffen. Die relativen Fehler in der
Kalibrierung an die Swaption Daten sind in Tabelle 16 angegeben. In Tabelle 17
sind die relativen Abweichungen im Bezug auf Nominal und Laufzeit dargestellt.

Aufgrund dieser Ergebnisse ldsst sich die mittlere relative Abweichung von den
Swaption Volatilitdten bestimmen. Diese betrégt 3.95 Prozent.
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O op) O3 Dy D5 g O g g 3T
0.2657 1 0.2617 | 0.2648 | 0.2673 | 0.2625 | 0.2470 | 0.2275 | 0.2087 | 0.1928 | 0.1804
Dy 5D D3 Dy D5 D Dy7 D8 D9 oo
0.171410.1637 | 0.1570 | 0.1490 | 0.1422 | 0.1350 | 0.1273 | 0.1184 | 0.1158 | 0.1186
Doy Dy D3 Doy D5 Do Do7 Dog 50 D3
0.1223 10.1225 ] 0.1201 | 0.1123 | 0.1062 | 0.1007 | 0.0959 | 0.0920 | 0.0891 | 0.0826

D3y D3 D33 D3y P35 P36 D37 D3y D39
0.0823 | 0.0834 | 0.0860 | 0.0903 | 0.0965 | 0.1048 | 0.1155 | 0.1292 | 0.1466
Tabelle 15: Werte fiir die Faktoren ®; aus der Kalibrierung an die Marktdaten
vom 02.08.2013
) 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
1 10.18 14.36 1420 1096 9.10 5.16 2.79 0.29 -0.92 -1.22
2 0.00 4.95 5.32 422 502 320 340 233 229 2.05
4 -1.58 -3.28 -3.14 -1.89 -0.38 0.67 0.73 0.81 097 0.79
6|-10.16 -814 -539 -3.66 -1.8 -0.66 -0.50 -1.29 -1.60 -1.22
8 | -11.12 -8.57 -5.09 -3.58 -2.17 -0.39 -1.08 -141 -1.06 -0.15
10 -5.20 -5.79 -3.99 -245 -287 009 -244 -154 0.02 1.93
12 -7.35 -2.86 -4.18 -1.57 -253 -1.86 -2.23 -0.39 1.60 3.63
14 | -10.47 -6.44 -463 -3.99 -440 -4.04 -190 0.65 3.02 4.77
16 -6.70 -7.68 -4.27 -5.13 -390 -245 0.18 298 5.01 5.98
18| -2.09 -337 -790 -6.28 -3.43 -1.17 2.00 441 556 5.04
20 | -12.54 -15.09 -12.06 -7.89 -3.69 -047 246 3.86 3.35 0.37

Tabelle 16: Relativer Fehler der Swaption Volatilitiaten vom 02.08.2013 (Angaben
in Prozent). Spalten geben die Laufzeit des zugrundeliegenden Swaps an, wihrend
Zeilen die Falligkeit der Swaption angeben (Angaben in halben Jahren).

i 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
11112 205 244 204 1.76 0.99 0.53 0.05 017 0.22
21000 108 135 1.14 141 090 096 0.64 0.63 0.55
41055 125 126 0.77 016 028 030 0.32 0.38 0.31
6505 417 280 190 096 034 025 0.63 0.76 0.56
81668 5.12 3.06 2.13 127 0.23 0.61 0.77 0.57 0.08
10 | 3.58 3.87 263 159 1.79 006 147 091 0.01 1.10
121533 454 291 108 1.68 122 141 0.24 098 2.16
14| 765 553 327 278 3.00 266 123 042 1.89 291
16 | 514 253 3.12 3.66 2.70 1.65 0.12 194 3.18 3.72
18| 1.63 427 bH77 444 239 080 1.33 286 3.54 3.16
20 | 9.53 11.04 8.49 548 255 032 1.60 247 211 0.23

Tabelle 17: Relativer Fehler der Swaption Preise in Bezug auf Nominalwert und
Laufzeit (Angaben in Basispunkten, Daten vom 02.08.2013). Spalten geben die
Laufzeit des zugrundeliegenden Swaps an, wihrend Zeilen die Félligkeit der Swap-
tion angeben (Angaben in halben Jahren).
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