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Einleitung

Neben der Optionsbewertung und dem Risikomanagement zéhlt die Portfoliooptimie-
rung zu einem der wichtigsten Teilgebieten der modernen Finanzmathematik. Bereits
Anfang der fiinfziger Jahre wurde die Portfoliotheorie entwickelt und inzwischen sind
in dieser betréchtliche Fortschritte erreicht worden. Das Ziel jeder Portfoliooptimierung
ist dabei die Bestimmung von optimalen Anlagestrategien; diese ermoglicht also einem
Investor sein vorhandenes Kapital iiber die gesamte Handelsperiode auf die gegebenen
Finanzgiiter optimal aufzuteilen.

Es gibt unterschiedliche Ansétze der Portfoliooptimierung. Zu den wichtigsten Me-
thoden gehoren zum einen der Martingalansatz und zum anderen der Ansatz von
Hamilton-Jacobi-Bellman (kurz HJB-Ansatz), welcher auf der dynamischen Program-
mierung basiert. Eine ausfiihrliche Beschreibung des ersten Ansatzes findet man zum
Beispiel in den Biichern von Karatzas und Shreve [11] und von Karatzas [10] oder kann
auch bei Pliska in [16, S. 371-382] und bei Cox und Huang in [5, S. 33-83] nachgeschla-
gen werden. Die Martingalmethode wird zur Losung des zeitlich dynamischen Portfo-
liooptimierungsproblems der Maximierung des erwarteten Nutzens aus Endvermogen
oder/und Konsum verwendet. Einer der Vorteile dieser Methode besteht darin, dass
explizite Losungen schnell und leicht berechnet werden. Der Nachteil des Ansatzes liegt
jedoch darin, dass die Vollstandigkeit des Marktes vorausgesetzt wird. Dabei erfolgt
die Losung des Problems in zwei Schritten. Zunéchst wird das optimal zu erreichen-
de Endvermogen bestimmt als Losung eines sogenannten statischen Optimierungspro-
blems mit Nebenbedingung. Im zweiten Schritt wird ein sogenanntes Darstellungspro-
blem gel6st, indem eine optimale Portfoliostrategie konstruiert wird, die das optimale
Endvermogen repliziert. Letzteres ist aufgrund der vorausgesetzten Vollstandigkeit des
Finanzmarktes moglich. Denn die Vollstdndigkeit des Marktes ermoglicht es dem In-
vestor, jedes angestrebte Zielvermdgen mit einem gegebenen Startkapital durch das
Handeln geméf einer richtig gewéhlten zuléssigen, selbstfinanzierenden Portfoliostra-
tegie zu erreichen. Beim zweiten Ansatz wird das zeitstetige Portfolioproblem als ein
stochastisches Kontrollproblem betrachtet und mit der sogenannten Hamilton-Jacobi-
Gleichung gelést. Diese Methode kann zum Beispiel im Buch ,,Deterministic and Sto-
chastic optimal control“ von Fleming [6] nachgeschlagen werden.

Waéhrend die oben genannten Methoden bislang zur Durchfiihrung der Portfolioop-
timierung in den Finanzmérkten benutzt wurden, werden in der vorliegenden Arbeit
neben dem Anlagerisiko auch noch die Mortalitétsrisiken betrachtet. Es wird von einem
Portfolio eines Versicherungsunternehmens ausgegangen, bestehend aus den Versiche-
rungsvertragen fiir eine Gruppe von gleichaltrigen Versicherten, die mit dem Versiche-
rungsunternehmen eine reine Erlebensfallversicherung abgeschlossen haben. Zu Beginn
des Vertrages wird von jedem Versicherungsnehmer ein einmaliger Beitrag gezahlt und
das erhaltene Geld kann am Finanzmarkt angelegt werden. Dafiir steht dem Versiche-
rungsunternechmen unterschiedliche Finanzgiiter zu Verfiigung. Das Ziel dieser Arbeit



ist es, eine optimale Investmentstrategie fiir das Versicherungsunternehmen zu finden.
Das bedeutet, es soll die méglichst optimale Aufteilung des zur Verfiigung stehenden
Vermogens auf die vorliegenden Finanzgiiter unter Beriicksichtigung von Verpflichtun-
gen des Versicherungsunternehmens gegeniiber den Versicherten bestimmt werden. Wir
werden sehen, dass bei der Portfoliooptimierung in kombinierten Méarkten die Mar-
tinaglmethode und der HJB-Ansatz nur gemeinsam zum Ziel fithren konnen. Dabei
kénnen wir nicht die genaue optimale Investmentstrategie bestimmen. Jedoch wird es
uns gelingen, einen guten Kandidaten fiir die Losung des Portfolioproblems zu finden,
der als suboptimal definiert wird.

Die vorliegende Masterarbeit ist dabei wie folgt strukturiert:

Im ersten Kapitel wird zundchst kurz die Problemstellung der vorliegenden Master-
arbeit dargestellt. Weiter erfolgt die Beschreibung einer reinen Erlebensfallversicherung
fiir eine Gruppe von gleichaltrigen versicherten Personen, welche in dieser Arbeit als
Versicherungsmarkt fiir kombinierte Marktmodelle dienen wird und schliellich werden
finanzmathematische Grundlagen zum besseren Verstdndnis der Arbeit eingefiihrt.

Im zweiten Kapitel werden wir das eindimensionale Black-Scholes-Modell mit de-
terministischen Koeffizienten als vollstdndigen Finanzmarkt und das im ersten Kapi-
tel eingefiithrte Lebensversicherungsmodell betrachten. In diesem kombinierten Markt
werden wir ein allgemeines Schema fiir die Berechnung der Portfolioprobleme unter
Beriicksichtigung von Mortalitétsrisiken ausarbeiten. Die von uns erhaltenen Resultate
werden wir auf drei Nutzenfunktionen, CARA, CRRA und logarithmische, anwenden
und die gesuchte suboptimale Portfoliostrategie explizit angeben.

Im néchsten Kapitel werden wir wieder mit einem eindimensionalen vollstandigen
Finanzmarkt arbeiten, mit dem Unterschied, dass es in diesem neben einem Geldmarkt-
konto eine Nullkuponanleihe als weitere Investitionsmoglichkeit zur Verfiigung steht.
Fiir die Berechnung des Bond-Portfolioproblems unter Beriicksichtigung von Sterblich-
keitsrisiken wird dabei das Vasicek-Modell ausgesucht.

Weiter wird der Finanzmarkt aus dem dritten Kapitel um eine Aktie erweitert, es
handelt sich also um ein zweidimensionales Finanzmarktmodell, bestehend aus einem
Geldmarktkonto, einer Aktie und einem Bond. Die gewonnenen Ergebnisse aus den
vorherigen zwei Kapiteln werden auf das gemischte Aktien-Bond-Portfolioproblem im
neuen kombinierten Markt iibertragen und die Berechnung der expliziten Losung des
Optimierungsproblems erleichtern.

Im fiinften und sechsten Kapiteln werden wir uns schlieflich mit mehrdimensio-
nalen Bondmarkt- und gemischten Finanzmarktmodellen beschéftigen. In diesen wer-
den die verallgemeinerten Bond- und gemischten Aktien-Bond-Portfolioprobleme unter
Beriicksichtigung der Mortalitétsrisiken behandelt. Fiir die Modellierung des Short-
Rate-Prozesses wird dabei insbesondere das Mehrfaktor-Vasicek-Modell gewéhlt.

Im Fazit werden schliellich die gewonnenen Ergebnisse der vorliegenden Masterar-
beit zusammengefasst.

Grundlage der Arbeit ist das Paper von D. Hainaut und P. Devolder ;A martinga-
le approach applied to the management of life insurances*.



Kapitel 1

Einfiihrung

Das Ziel dieses Kapitels besteht zum einen darin, ein Lebensversicherungsportfolio
zu beschreiben, welches im weiteren Verlauf der vorliegenden Arbeit als Versicherungs-
markt in den kombinierten Modellen dienen wird und zum anderen darin, einige Grund-
begriffe aus der Finanzmathematik einzufithren und zu erlautern.

1.1 Problemstellung

Wir wollen zuerst kurz beschreiben, welche Aufgabe wir in dieser Masterarbeit zu
bewéltigen haben. Wie schon in der Einleitung erwdhnt, betrachten wir in der vor-
liegenden Arbeit kombinierte Versicherungs- und Finanzmarktmodelle. Dabei bleibt
der Versicherungsmarkt immer gleich und es handelt sich bei diesem um eine reine
Erlebensfallversicherung fiir mehrere Versicherungsnehmer des gleichen Alters. Zu Ver-
tragsbeginn bekommt das Versicherungsunternehmen von jedem Versicherten einen
einmaligen Beitrag. Das erhaltene Geld kann vom Versicherungsunternehmen am Fi-
nanzmarkt angelegt werden. Dafiir werden unterschiedliche Finanzgiiter fiir Investi-
tionen zur Verfiigung gestellt. Aus der Sicht des Versicherungsunternehmens besteht
die Aufgabe darin, das gegebene Kapital auf die vorliegenden Finanzgiiter wihrend
der ganzen Vertraglaufszeit von T' Jahren moglichst optimal aufzuteilen, sodass zum
Zeitpunkt T der erwartete Nutzen des Uberschusses, welcher aus der Differenz zwi-
schen dem erreichten Endvermdégen und dem Wert der Verpflichtungen gegeniiber den
Versicherten entsteht, maximiert wird.

1.2 Lebensversicherungsmarkt

In diesem Abschnitt werden wir ein Modell zur Beschreibung der Lebensdauer in einer
Gruppe von Individuen einfiihren. Dafiir werden wir hier eine reine Erlebensfallversiche-
rung betrachten. Reine Erlebensfallversicherung ist eine Versicherungsart, bei welcher
dem Versicherungsnehmer die Versicherungssumme K im Falle seines Uberlebens der
vereinbarten Vertragslaufzeit von T' Jahren vom Versicherungsunternehmen ausgezahlt
wird. Beim vorzeitigen Tod wird keine Auszahlung féllig. Dabei orientieren wir uns an
[13, Abschnitt 2.2], [8, Abschnitt 2] und [1, Abschnitte 4.1-4.2].

Wir betrachten eine Gruppe von n, versicherten Personen des Alters a. Das Ver-
sicherungsunternehmen wird jedem, der das Alter a + T lebend erreicht, eine feste
Summe K auszahlen. Die Restlebenszeiten der Versicherten, die wir mit 73, T5,..., T,
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bezeichnen werden, seien eine Folge von nicht negativen, unabhéngigen und identisch
verteilten Zufallsvariablen, welche auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (¥, ¥, P¥) de-
finiert sind. Die Zufallsvariable T; modelliert also die zukiinftige Restlebensdauer der
i-ten versicherten Person fiir alle i € {1,...,n,}. Es wird angenommen, dass die Ver-
teilung von T} absolut stetig ist beziiglich des Lebesgue-Mafles mit Dichte f, d.h. fiir
die Verteilungsfunktion F' von 77 gilt:

F(t) =P(T) gt):/tf(s)ds vVt >0.

Weiter ist die Hazardrate, auch Sterberate genannt, von 77 zur Zeit t, welche die relative
Momentansterblichkeit in ¢ beschreibt, definiert als:

1

Wegen

P'({t <Ty <t+h}N{T\ > t})

PU(t < T <t+h|T) >t) =

Pv(T) > t)
Pt <Ty<t+h) F(t+h)—F(t)
Pv (Tl > t) N Pv (Tl > t)

ist diese dann fiir Lebesgue-fast-alle t gegeben durch

A (O 1 1))
matt) = 5o = T T Fa) = f(s)ds (1.1)

Die Hazardrate p(a + t) gibt also die Sterberate einer a-jahrigen Person zur Zeit t an,
unter der Bedingung, dass sie bis ¢ iiberlebt hat. Folgende Beobachtung

impliziert nun, dass die t-jahrige Uberlebenswahrscheinlichkeit eines a-jahrigen gegeben
ist durch

t
o =P(T) > t) = exp (—/ wla + s)ds) mit d;ia = —p(a+1t)pa -
0
Mit anderen Worten hat jeder Versicherungsnehmer aus der Gruppe die gleiche Uber-
lebenswahrscheinlichkeit und somit ist die Wahrscheinlichkeit des Erlebens des Alters
a + T fir alle Versicherten gleich grofl rp,.

Als Niéchstes wollen wir berechnen konnen, wie hoch die erwartete Summe ist, die
das Versicherungsunternehmen am Ende der Vertragslaufzeit 7' auszuzahlen hat. Dafiir
miissen wir wissen, was die erwartete Gesamtanzahl von Versicherten ist, die das Alter
a—+T erleben. Um diese Fragen beantworten zu kénnen, betrachten wir den Zahlprozess
N = (Ni)iepo,, gegeben durch

Nie=) lney, 0<t<T,

=1



welcher die Gesamtanzahl der Todesfélle in der Gruppe zum Zeitpunkt ¢ angibt. Dabei
ist die versicherungsmathematische Filtration /" in diesem Modell die von N erzeugte
natiirliche Filtration, also

FP =0{Nsls <t}, 0<t<T.

Offensichtlich ist der Prozess N ein Markovscher Sprungprozess auf {0, ..., n,} mit der
Ubergangsmatrix

Poo(s,t) poa(s,t) ... Pon.(s,t)
0 s,t) ... ng (8,1
P(s,t) = ) pl’lé ) _ by, ( ) fir 0<s<t,
0 0 1

wobei die Ubergangswahrscheinlichkeiten wie folgt gegeben sind:

PU(N, = j|N, =4), falls P*(N,=i)>0 _ . o
pz’j<3t):{ (Ne = i), falls P 0 , 4,7 €40, . g}, 1< g

0, sonst

Wir wollen weiter dessen stochastische Intensitét berechnen. Diese beschreibt, wie viele
Versicherungsnehmer innerhalb eines unendlich kleinen Zeitintervalls sterben. Dafiir
betrachten wir zunéchst einen Versicherungsnehmer des Alters a und definieren mit
D;(t) = 1i1,<sy den Prozess, der den Todesfall des i-ten Versicherten zum Zeitpunkt ¢
angibt. Sei (D! := g{D;(s)|s < t})i~o die von (D;(t));~o erzeugte natiirliche Filtration,
dann ist

t

D)= [ Lmanta+s)ds = D) = [ (1= Dyfs)ta + )as

0

ein Martingal beziiglich D!, dabei sind alle Erwartungswerte in diesem Abschnitt
beziiglich PV. Dies folgt aus der Tatsache, dass fiir alle s > ¢

E (D)= D0~ [ Samnta-+u)aulD]] =0
t
ist. Denn einerseits gilt:

E [Di(s) — Di(t)|Dy] = E [Lir<sy — Lin<n|Di]
= E [Ljy<r,<5}|D}]
= E [Liper,<s) L7503 | D}
= L0 B [Lier,<s} | D]
= LironE [Ljar <o |15 > 1]
= Ly P (t < T; < s|T; > t)
)

— (1= Doy



und wegen
E [Lrsu| D] = E [Lirsu insn|Di]

= LirsnlE []-{Ti>u}‘n > t]
= ]].{Ti>t}Pv (TZ > ’UJ|TZ > t)

— (1= D) o
—(1- D,-(t))—ll :];((1‘)) Vu > t

ergibt sich fiir alle ¢ < u < s andererseits :

s t
E {/ Lirsuppi(a + u)du — / Lirsuypi(a + u)du!DZ]
0 0

t t

1

~ (1= DO =5 / (1 F)pula+ u)du

1—F(t) 1 — F(u)
= (1= D) =y [ Flwe
=(1- Di(t))Fis)_}f;gt),
vgl. [1, Seite 127]. Da die Terme (1 — D;(s))u(a+ s) und A;(s) := (1 — D;(s—))u(a+ s)

bis auf endlich viele Werte gleich sind, gilt die Gleichheit:

D;(t) — /0 (1 = Di(s))p(a+ s)ds = D;(t) — /0 (1 = Di(s—))p(a+ s)ds .

Somit ist
Di(t)—/o (1—Di(s—))u(a+s)d3:Di(t)—/0 N(s)ds

auch ein Martingal beziiglich der Filtration D' und wir bemerken weiter, dass der
Prozess (Ai(t))i=0 im Gegensatz zu ((1 — D;(t))u(a+1))i>0 linksseitig stetig und daher
vorhersehbar ist. Dieser definiert also den Intensitétsprozess zu D;.

Betrachtet man wieder n, Versicherungsnehmer, dann lasst sich der Zahlprozess
der Todesfille wie folgt umschreiben:

N, =Y Di(t), 0<t<T,
=1

und (Di(t) — fot )\i(s)d3> ist wegen der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen 71, . .., T),,
>0

auch ein (F})i~o-Martingal. Damit erhalten wir fiir die Intensitit des Zahlprozesses N
folgendes Resultat:

A = i%(t) = i(l = Di(t=))ula+1t) = (ng = Ne-)p(a+1), 0<t<T (1.2)



und (M;);=o, definiert durch:

t
M, = Nt—/ Aods (1.3)
0

bezeichnet man als kompensierten Prozess von N. Dieser ist unter P¥ ein Martingal
beziiglich der Filtration F°.

Nun kénnen wir die am Anfang des Abschnittes gestellten Fragen beantworten. Die
erwartete Gesamtanzahl der Versicherten, die das Alter a + T erleben, gegeben, dass
der Versicherer sich zum Zeitpunkt ¢ < T befindet, ist gegeben durch:

E [(no — Nr)|F] = E [Z ﬂ{Ti>T}|7:ZJ] =IE [Z Lirs Lz |7
=1 =1

= VronE [Lgsny | FY] = (na — NP (T; > T|T; > t)
=1

= (na - Nt>Tpa - (na - Nt)T—tpa+t .

tPa

Bei Filligkeit erfolgt also die Gesamtauszahlung im Wert von (n, — Nr)K und die
aktuarielle Bewertung zum Zeitpunkt ¢t < T ist:

E[K(na — No)|F] = K(na — No)r1pase - (1.4)

1.3 Das Finanzmarktmodell

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Einfithrung in das grundlegende Finanzmarktmodell.
Als Literaturquelle wird das erste Kapitel aus [11] verwendet.

Es sei ein filtrierter vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum (Qf, F/ P/) gegeben,
wobei (F/)i=o die von einem d-dimensionalen Wiener Prozess

wE =W @), o wFe)T, t>0
erzeugte Wiener-Filtration ist, d.h. die Quelle des Zufalls im Modell erhélt man durch
(thf)bo. Da die Vertragslaufzeit der reinen Erlebensfallversicherung aus dem zweiten
Abschnitt genau T Jahre betrégt, beschrianken wir uns auf den Handelsraum [0, 7.
In der vorliegenden Masterarbeit gehen wir von einem vollstdndigen, arbitragefrei-
en Finanzmarkt aus, bestehend aus d + 1 Assets (auch Finanzgiiter genannt), in die

man investieren kann. Bei einem Asset handelt es sich um ein Geldmarktkonto, dessen
Preisprozess wir mit (/3;); bezeichnen werden. Dieses ist risikofrei und gegeben durch

t
Bt = / T’SdS, t>0,
0
wobei (7¢):<o ein adaptierter Prozess mit der Eigenschaft
t
/ Irglds < oo, t>0 P/Afs.
0

7



ist, der die zufillige Entwicklung der Zinsrate modelliert. Die restlichen d Assets nennt
man risky Assets, in der Regel sind es Aktien und/oder Bonds. Es sind also risi-
kobehaftete Finanzgiiter, deren Preisprozesse S;, i@ = 1,...,d folgende stochastische
Differentialgleichung erfiillen:

d

J=1

wobei der Driftvektor p; = (p;(t), ..., ua(t)) " und die Volatilitdtsmatrix (o;;(t))1<i j<d
(]—"tf )i>0 progressiv-messbar sind und folgende Bedingungen erfiillen:

T T
/ | 11s|lds < oo, P/-fs. und / |os||?ds < 0o, P/-fs.
0 0

Arbitragefreiheit und Vollstindigkeit:

Existiert ein zu P/ dquivalentes Martingalma$, so gibt es keine zuldssigen Arbitra-
gemoglichkeiten und der Finanzmarkt ist also arbitragefrei. Dieser ist genau dann
vollstandig, wenn das dquivalente Martingalmafl eindeutig bestimmt ist. Um also die
Arbitragefreiheit und Vollstdndigkeit des Finanzmarktes sicherzustellen, setzten wir
die Existenz eines eindeutig bestimmten Martingalmafles voraus. Nach den Sétzen 4.2
und 6.6 in [11, Kapitel 1] ist es genau dann der Fall, wenn die Volatilitdtsmatrix oy
fiir jedes ¢t > 0 invertierbar ist und es einen previsiblen Prozess 0; = (6;(t),...,04(t))",
t > 0 gibt mit
0, = o, ' (rily — it

d T ;o1 (7
E [exp (Z/ 0;(s)dW?r’ — 5/ ||95H2ds> =1.
i=1 70 0

Hierbei ist 1, = (1,...,1)" ein d-dimensionaler Vektor von Einsen. Der Prozess (6;);>0
erfiillt weiter

und

T
/ 16,Pds < 00 P'-ts.
0
und wird als Marktpreis des Risikos bezeichnet. Das eindeutig bestimmte dquivalente

Martingalmal Q/, beziiglich dessen S} (t) = %i((f)), t > 0 lokale Martingale sind, ist ge-
geben durch

d t t
f 1 2
= exp /esdwf ——/ 0)?ds |, t>0.
» (Z AL

Nach dem Satz von Girsanov ist

de
Loi= p7

aw® = aw? —g,dat, t>0

ein d-dimensionaler Wiener Prozess beziiglich Q/ und die Preisprozesse der risikobe-
hafteten Assets werden fiir diesen durch die Dynamik:

dS;(t) = Sy(t) <r(t)dt + Zoij(t)W]Qf(t)> L t>0,i=1,....d

j=1

beschrieben.



Portfolio- und Vermoégensprozess:

Eine Portfoliostrategie ist ein beziiglich (.7-"tf )i>0 progressiv-messbarer R%-wertiger Pro-
7ess (ﬂ-t)tZO = ((7T1 (t), c. uﬂ—d(t»T)tZO mit

T T
/ |7l o(s)||?ds —|—/ |70 (s — 7s1g)|ds < oo, PI-fs.
0 0

Dabei ist m;(t), ¢ = 1,...,d als Vermogensanteil zu verstehen, der zum Zeitpunkt
t in das i-te risikobehaftete Asset investiert wird und der verbleibende Anteil vom

Gesamtvermogen 1 — > m;(t) dient fir die Investition in das Geldmarktkonto. Wenn

=1
eine Portfoliostrategie selbstfinanzierend ist, d.h. der Vermogenszuwachs ergibt sich nur
durch Gewinn aus dem Handel, dann geniigt der zugehorige Verméogensprozess (X[ )i>o
folgender Dynamik:

AX7 < dSi(t : dp
e = o Si(i)) n (1 - ;mo) Ff .

1.4 Weitere Grundlagen

In diesem Abschnitt werden wir den Begriff der Nutzenfunktion und der konvex Kon-
jugierten von dieser einfithren. Dabei werden die wichtigen Figenschaften der bei-
den Funktionen vorgestellt. Weiter werden wir das Prinzip der Lagrange-Methode
erlautern. Die in diesem Abschnitt vorgestellten Ausfithrungen werden des Weiteren
fiir die Losung der Optimierungsprobleme genutzt.

1.4.1 Nutzenfunktion

Die hier aufgefiihrten Ergebnisse sind die Resultate der konvexen Analysis und werden
zum Beispiel in [11, Kapitel 3.4] behandelt.

Definition 1.4.1. Eine strikt konkave Funktion

U:(0,00) =R
heifit Nutzenfunktion, falls sie streng monoton wachsend und stetig differenzierbar
ist mit

lim U'(x) =0 und limU'(z) =400 .

T—00 z—0

Bemerkung 1.4.2. Aufgrund der strikten Konkavitét, der stetigen Differenzierbarkeit
und den anderen Annahmen an U ist ihre Ableitung

U :(0,00) = (0,00)

stetig, bijektiv und strikt fallend. Die Inverse von U’ bezeichnen wir mit
I:(0,00) = (0,00),

das heift fiir alle z € (0, 00) gilt

IU(z))=2 und U'(I(z))==x.



Definition 1.4.3. Fiir eine Nutzenfunktion U heifit die Abbildung

U*(0) :=sup[U(z) — 0z], O €R

zeR

konvex Konjugierte von U. Oft sagt man auch, U* ist dual zu U.

Satz 1.4.4. Die konvex Konjugierte von U ist konvex, von unten halbstetig und erfiillt
folgende Eigenschaften

(1)
U(I)) -1,  0>0
U*(#) = { U(oo) := lim U(x), 6=0

T—00

00, 0 <0
(2) fiir die Ableitung der konvexen Konjugierte gilt:

(U*Y(0) = —1(h), 0<0< oo

(3) fiir alle z € R gilt:
Ux) = égﬂg{U (0) + 0}

(4) fiir festes z € (T, 00), wobei T := inf{y € R|U(y) > —oo} ist, gilt:
U(z) =U"(U'(z)) + 2U'(x)
Beweis. Siehe zum Beispiel [11, Kapitel 3.4]. O

Beispiel 1.4.5.

(1) Logaritmische Nutzenfunktion:

U(z) =1In(x), >0 mit [(x):l

z
(2) Exponentielle Nutzenfunktion:

1
Ul)=—e™, 2,a>0 mit I(z)=—In(")
« «

(3) Power-Nutzenfunktion:

27 x>0, pe(—1,00\{1} mit I(x)= z
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1.4.2 Lagrange-Methode

Unser Ziel ist es, eine Funktion unter Nebenbedingungen zu maximieren. Dazu be-
trachten wir eine strikt konkave Funktion

f:R"—=>R
und eine konvexe Funktion

g:R" = R"
mit f, g € CL.

Das Optimierungsproblem

max f(z) gegeben  g(z) =y
xeR"™

hat genau dann die Losung 2P € R™, wenn es ein A" € R¥ gibt, sodass
(x°Pt) \Pt) € R das Gleichungssystem

k

a?;i () = X2 )‘jaiig(i’f) =0, 1=1,..n
j=1

gi(z) = i, i=1,...k

erfiillt. Mit anderen Worten ist (2!, \°?') € R"** die Nullstelle der Ableitung der
Abbildung
Lz, \) = f(x) + A" (y — g(x)) -

Diese wird Lagrange-Funktion genannt und A\°?* bezeichnet man als Lagrange-
Multiplikator. Der vorgestellte Ansatz erméglicht es uns also, ein Optimierungspro-
blem mit Nebenbedingungen auf ein Problem ohne Nebenbedingungen zu reduzieren,
indem die Lagrange-Multiplikatoren fiir jede Nebenbedingung eingefiihrt werden, eine
Linearkombination mit den Multiplikatoren als Koeffizienten definiert und das Problem
schlielich als Kombination der zu optimierenden Funktion und der neu definierten Li-
nearkombination umformuliert wird.

Bemerkung 1.4.6. Fiir A" € R? 16st 27" dariiberhinaus das Optimierungsproblem

max f(z) gegeben g(z)<vy.
z€R™

Zum Optimierungsproblem in der vorliegenden Arbeit:

Mit den getroffenen Vorbereitungen lésst sich das in dem Abschnitt 1.1 dargestellte
Portfolioproblem wie folgt formulieren:
Fiir den Wert der Verpflichtungen gegeniiber den Versicherten

(na — NT)K

und den zu einer Portfoliostrategie (7)o zugehorigen Vermégensprozess (X[);>o erhélt
man am Ende der Vertragslaufzeit T' den Uberschuss:

X7 — (ng — Np)K .

Die Aufgabe ist es, eine optimale Strategie zu finden, die den erwarteten Nutzen des
Uberschusses maximiert:

stlrpIE [U(XT — (n, — Np)K)] .

11



Im Folgenden bleibt der Versicherungsmarkt unverdndert und wir betrachten un-
terschiedliche Finanzmiérkte. Wir fangen zunéchst mit den eindimensionalen arbitra-
gefreien und vollstdndigen Finanzmérkten, die dann um weitere Finanzgiiter erweitert
werden, bis wir schliefllich mit den mehrdimensionalen Marktmodellen arbeiten.
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Kapitel 2

Optimierung in einem

Black-Scholes-Modell

In diesem Kapitel werden wir den im Abschnitt 1.2 konstruierten Versicherungsmarkt
und das eindimensionale Black-Scholes-Modell mit deterministischen Koeffizienten be-
trachten. Dabei stehen als Investitionsmoglichkeiten ein Geldmarktkonto und eine Ak-
tie zur Verfiigung. Unsere Zielsetzung ist die Optimierung der Anlagepolitik zur Maxi-
mierung des erwarteten Nutzens des Uberschusses, wobei dieser aus der Differenz zwi-
schen dem Endvermdégen und der Gesamtauszahlung an die iiberlebenden Versicherten
entsteht. Wir orientieren uns hierbei hauptséchlich an dem Paper von D. Hainaut und
P. Devolder , A martingale approach applied to the management of life insurances [8].
Weitere Referenzen werden in den entsprechenden Abschnitten angegeben.

2.1 Das Black-Scholes-Modell

In diesem Abschnitt betrachten wir als finanzmathematisches Modell das eindimensio-
nale Black-Scholes-Modell mit deterministischen Koeffizienten.

Gegeben sei ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (Qf, F/,Pf), dabei ist (F/ )0
die von einem eindimensionalen Wiener Prozess (thf)tzo erzeugte Wiener-Filtration,
d.h. die Quelle des Zufalls im Modell erhélt man durch (thf)tzo. Wir betrachten einen
Finanzmarkt, bestehend nur aus zwei Finanzgiitern, die in dem Handelszeitraum [0, 7]
gehandelt werden. Dabei geht es um eine risikobehaftete Finanzanlage (Aktie) und eine
risikolose Finanzanlage (Geldmarktkonto). Der Aktienpreisprozess (S;);>¢ wird durch
eine geometrische Brownsche Bewegung modelliert

t t 1 [t
Sy = Spexp (/ usds> exp (/ USWff — —/ agds) ,
0 0 2 Jo

dieser ist also die Losung der stochastischen Differentialgleichung
dSt = St(,utdt + O'tth[Pf),

wobei die Koeffizienten p und o deterministische Drift- und Volatilitdtsfunktionen sind,
welche folgende Bedingungen:

T
/ \ps|ds < 0o PI-fs.
0
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T
/ olds < 0o PI-fs.
0

erfiillen. Weiter ist der Preisprozess des Geldmarktkontos mit einer deterministischen
Zinsratefunktion r mit der Eigenschaft

t
/ Irglds < oo Vt>0 P/fs.
0

B = Boexp (/Ot 7’st>

und erfiillt damit die Differentialgleichung

dp, = Byrdt .

gegeben durch

Der Finanzmarkt ist arbitragefrei und vollstéindig, da es zu P/ ein einziges dquivalentes
Martingalmafl Q/ gibt, welches eindeutig bestimmt ist durch

f t 1 [t
- 4 = exp 0, dWF — = [ 6%ds (2.1)
S 2 S
Ff 0 0

LT aps
mit einer deterministischen Funktion

O

_ T
0, = M Tt, 0<t<T mit / 02ds < oo .
0

Nach dem Satz von Girsanov ist
t
we = wr - / 0ds
0

ein Wiener Prozess beziiglich Q. Fiir diesen wird der Preisprozess der Aktie durch die
Dynamik
S, = Sy(ridt + o dWR)

beschrieben.

2.2 Das kombinierte Modell

Nun wollen wir ein Marktmodell konstruieren, welches sich aus einer Kombination der
Versicherungs- und Finanzmérkte ergibt. Die generellen Referenzen sind [13, Abschnitt
2.3] und [8, Abschnitt 4].

Dafiir sei (€2, F,P) der Wahrscheinlichkeitsraum des kombinierten Marktes mit

Q=0"xQf
F=F'o@F VN
P =P’ QP

wobei A die o-Algebra ist, welche von allen Teilmengen der Nullmengen aus F*®F/ er-
zeugt wird. Der globale Markt ist unvollsténdig aufgrund der ungewissen Lebensdauer

14



der Versicherungsnehmer. Somit gibt es mehrere dquivalente Martingalmafle zu P, das
kann zum Beispiel in [13] nachgelesen werden. Da Mortalitéten keinen Einfluss auf die
Entwicklung von Finanzgiitern haben, wird angenommen, dass das globale &dquivalente
Martingalmaf, das wir mit Q bezeichnen werden, gleich dem Produkt von dem finan-
ziellen dquivalenten Martingalmafl Q/ und dem versicherungsmathematischen Mafl P
ist, also:

Q=P'eqQ .
Weiter definieren wir einen Prozess
L
H(t,T) = g—;ﬁ (2.2)

den man zur Berechnung des Preises einer Nullkuponanleihe B(¢,T') iiber die Formel:
E[H(t,T)|F] = EQ [e— ftT’"”d“‘}"t} — B(t,T) (2.3)

nutzen kann.

2.3 Das Optimierungsproblem

In diesem Abschnitt setzen wir uns zum Ziel, die Anlagepolitik so zu optimieren, dass
der erwartete Nutzen des Uberschusses zum Zeitpunkt 7 maximiert wird. Dabei ist
der Uberschuss die Differenz zwischen dem Endvermégen und der Gesamtauszahlung
an die iiberlebenden Versicherungsnehmer.

Problem (Nutzen des Uberschusses)

Im Folgenden fixieren wir einen Zeitpunkt ¢ > 0, ein zu t gegebenes Startkapital x
und n Verstorbene in [0,¢]. Aus dem Standpunkt der Versicherung betrachtend betrégt
der Wert der Verpflichtungen gegeniiber den Versicherten (n, — Nr)K, vgl. Abschnitt
1.2. Eine Anlagestrategie (7, ),>¢ fiihrt zum Vermogensprozess (X7),>; und am Ende
der Vertragslaufzeit 7" hat man den Uberschuss X7 — (n, — Ny)K. Gesucht ist eine
optimale Strategie, die den erwarteten Nutzen des Uberschusses maximiert, man hat
also folgendes Problem:
sup IEM*" [U(XF — (ng — Np)K)]

T

zu l6sen.

Wir wollen nun das Optimierungsproblem genauer formulieren. Dafiir sei zunéchst
mit (m,).>: eine Portfoliostrategie bezeichnet, also ein beziiglich (F,),>; progressiv-
messbarer Prozess mit Werten in R, wobei 7, der Anteil vom Gesamtvermdogen ist,
der zur Zeit u in die Aktie investiert wird. Der Vermogensanteil fiir die Investition in
das Geldmarktkonto ist dann 1 —m,. Wegen der Annahme der Selbstfinanzierung kann
der Vermogensprozess durch die Portfoliostrategie (m,).>t, eindeutig bestimmt werden.
Um die Abhéngigkeit des Prozesses von der Strategie m zu betonen, wird dieser mit
(XT)u>t bezeichnet. Der Vermogensprozess (X7 ),>¢ erfiillt unter Beriicksichtigung der
Selbstfinanzierungsbedingung somit folgende stochastische Differentialgleichung:

dS, dp,
dX] = Wqus—i + (1 — my) X7 ﬁﬁu
= T X7 (pudu + o dWE) + (1 — 7)) XTrodu
= (Fu + Tu(ptu — 7)) Xt + w,0, XTAWE (2.4)
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Zur Beschreibung des Optimierungsproblems als stochastisches Kontrollproblem:
Fiir jeden Zeitpunkt ¢ > 0, vorhandenes Kapital 2 und n Verstorbene definiere P%*"
ein Wahrscheinlichkeitsmafl mit folgenden Eigenschaften:

1. (XT)y>: mit Anfangsbedingung X[ = z 16st beziiglich P>*" die stochastische
Differentialgleichung (2.4) fiir alle Strategien 7

2. der Zahlprozess der Todesfélle N aus dem ersten Kapitel ist beziiglich der Familie
(Pt 2020, ein Markov-Prozess mit NV, = n,

d.h. Pbon() = P(|XF =z, N, = n).

Es gibt verschiedene Methoden der Portfoliooptimierung. Wir schauen uns zuerst
den Martingalansatz an.

2.4 Das statische Optimierungsproblem

In Analogie zur Martingalmethode betrachten wir in diesem Abschnitt das statische
Optimierungsproblem. Dieses lésst sich wie folgt formulieren: Fiir beliebigen Zeitpunkt
t > 0, das zu dieser Zeit vorhandene Kapital £ und die Anzahl der zu t beobachteten
Sterbefille n ist die Wertfunktion gegeben durch:

V(t,z,n) = sup E"*"[U(Xr — (n, — Np)K)], (2.5)
XreA(x)

wobei die Maximierung iiber alle nichtnegativen Endvermogen erfolgt mit der Eigen-
schaft, dass die Erwartung des abdiskontierten Endvermogens nicht grofier als das zu
t aktuelle Kapital x ist, also:

Ai(z) = {X¢p| Xr >0, EV"" [H(t,T)X7] < x} (2.6)

und U eine wie im Unterabschnitt 1.4.1 definierte Nutzenfunktion ist. Insbesondere
bezeichnet man die Einschriankung

S [H(t T)Xy] <

als Budgetrestriktion, d.h. aus dem Kapital z kénnen wir X finanzieren. Wir be-
merken, dass wegen der Budgetrestriktion IE"*" [H (¢, T)X7| < x das Kapital X7 von
t und z abhéngt.

Die Losung des statischen Optimierungsproblems (2.5) mit Nebenbedingung (2.6)
ist das optimale Endvermogen, welches durch einen Lagrangeansatz bestimmt werden
kann. Aufgrund der Unvollstdndigkeit des kombinierten Marktes kann das angestreb-
te Zielvermogen in der Regel durch keine Portfoliostrategie perfekt repliziert werden,
da Mortalitaten nicht hedgebar sind. Ist das optimal zu erreichende Endvermogen un-
abhingig von der Anzahl der Uberlebenden, dann ist es wegen der Vollstindigkeit des
Finanzmarktes erreichbar und es kann eine optimale Portfoliostrategie konstruiert wer-
den, die dieses repliziert. Fiiir den Fall, dass das optimale Endvermogen unerreichbar ist,
ist die Martingalmethode leider nur fiir die Berechnung des angestrebten Zielvermégens
und der expliziten Darstellung der Wertfunktion V' gut und fiihrt nicht zum Ziel.
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Bemerkung 2.4.1. Die Wertfunktion V ist in z strikt konkav. Dies folgt aus der
strikten Konkavitiit der Nutzenfunktion. Seien némlich A € (0,1), X7 € A;(z;) und
X € Ay(xy). Dann ist

X7+ (1 - NXp
ein Element der Menge A;(Ax; + (1 — A)zy) und es gilt wegen der strikten Konkavitét
der Nutzenfunktion die Ungleichung:

AU (Xp — (ng — Np)K) + (1 = MU (Xr — (ng — Np)K)
<UMNX7+ (1 =NXp — (ng — Np)K) .
Wertet man weiter den bedingten Erwartungswert und sup  aus, so erhédlt man:

XpeAy(xr)
X €A (z2)

AV (t,z1,n) + (1 =NV (t,x9,n) < V(t,Ax1 + (1 — N)za,n) .

2.4.1 Lo6sung des statischen Optimierungsproblems

In diesem Abschnitt geht es um die Bestimmung des optimal zu erreichenden End-
vermdgens, das wir mit X7 " bezeichnen werden, als Losung des statischen Optimie-
rungsproblems (2.5) mit Nebenbedingung (2.6). Fiir die Berechnung von diesem wird
der im Abschnitt 1.4.2 erlduterte Lagrangeansatz benutzt. Wir orientieren uns haupt-
sdchlich an Karatzas und Shreve in [11] und Cox und Huang in [5]. Bei den Autoren
wird diese Technik fiir vollstdndige Mérkte ausfiihrlich behandelt.

Es sei \; € R* ein Lagrange-Multiplikator fiir die Budgetrestriktion. Wir konnen
unser statisches Optimierungsproblem mit Nebenbedingung mittels dessen auf ein Pro-
blem ohne Nebenbedingung reduzieren. Dafiir betrachten wir die Lagrange-Funktion,
gegeben durch

E(t, xT,n, XT> )\t)
_ ]Et,x,n [U(XT _ (na — NT)K)] + >\t (x — Et,m,n [H(t, T)XT]) .

Sei U* dual zur Nutzenfunktion U, dann ergibt sich fiir diese Funktion:

,C(t, x,mn, XTa )‘t)

= E"" [U(Xr — (na — Nr)K)| + A (¢ — E"" [H(t, T) X1])

— BY [U(Xr — (ng — Np)K) — AH (L, T) Xq] + A

= E“" [U(Xr — (na — Np)K) = NH (¢, T)(X7 — (ng — Np)K)]

— EY" (NH (t,T)(ng — Np)K] + M\

< 'S (U (OVH (1, T))] — B \H (T (na — Np)K] + A,
wobei wir im letzten Schritt die Definition der konvex Konjugierten von U benutzt
haben. Wegen A\, H (¢t,T") > 0 kénnen wir den Satz 1.4.4 Teil (1) anwenden. Somit wird

im letzten Schritt aus der Ungleichung nur dann eine Gleichheit, d.h. die Lagrange-
Funktion wird beziiglich X7 maximiert, wenn

Xr— (ng — Np)K = I(MH(E,T))

gilt. Fiir die Nullstelle der partiellen Ableitung von L(¢,z,n, X7, A;) nach \; erhalten
wir weiter:

v = B [H(t, T)X7)] . (2.7)
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Das Einsetzen des erhaltenen Ausdrucks fiir X7 in die Gleichung (2.7) liefert schlieflich
fiir den Multiplikator A;:

v =IE""[H(t,TYINH(,T))+ (ng — Nr)K)] .
Wegen der Unabhéngigkeit zwischen der Mortalitdt und dem Finanzmarkt gilt:
E"[H(t,T)(n, — Np)K] = E"" [H(t, T)] IE"™ [(n, — Np)K]

und wir kénnen die beiden oben stehenden Erwartungswerte berechnen. Fiir den ersten
Erwartungswert folgern wir:

B [(H(t,T)] = B [H(tT)) = B [H(t, T)|F] %) e et

Dabei haben wir zum einen benutzt, dass H (t,T') nicht von der Anzahl der Sterbefille
und dem Anfangskapital z abhéngt und zum anderen, dass H(t,7T) aufgrund der De-
terministik der Zinsrate r und des Marktrisikos # auch unabhéngig von F; ist. Aus dem
oben genannten Grund werden die Bedingungen N; = n und X[ = z bei den Erwar-
tungswerten von H(t,T") im weiteren Verlauf dieses Kapitels einfach weggelassen. Fiir
den zweiten Erwartungswert ergibt sich mittels der Markoveigenschaft des Prozesses
N nach (1.4):

EY" [(ng — Np)K] = K(ng — n)1_tPatt -
Der gewonnene Ausdruck fiir den Multiplikator lasst sich somit wie folgt vereinfachen:
r=E""[HET)I(MHET)) +E"""[H(,T)(n, — Nr)K]
= E[H(t, T)INHET))] + e 7 ™K (ng — n)r_pase
und es gilt:
v — e BB K (ng = n)p pars = EIH(ETIOHGT))] = X(A) -

Vorausgesetzt, dass die Funktion X" eine Inverse ) besitzt, kann der optimale Lagrange-
Multiplikator durch

T
V(@ —e I B K (ng —n)p_pare) = M

eindeutig berechnet werden, vgl. [11, Abschnitt 3.6]. Daher erhalten wir fiir das opti-
male Endvermdogen folgendes Resultat:

XP' =IO\ H(t,T)) + (o — Np)K,
wobei der optimale Lagrange-Multiplikator eindeutig bestimmt ist durch
v =T [HETION"H(t,T))] +e 5 ™K (ng —n)r_pays (2.8)

Insbesondere ldsst sich dann die Wertfunktion zu einer Funktion in Abhéngigkeit von
dem optimalen Lagrange-Multiplikator umschreiben :

V(t,z,n) =E"" [UINPHtT))] =E[UIN"H(T)))] - (2.9)

Da das optimale Endvermégen von der Anzahl der Uberlebenden zur Zeit T abhéngt,
kann es nicht durch eine Investmentstrategie perfekt repliziert werden. Daher kommt
man mit dem Martingalansatz nicht mehr weiter und es muss eine neue Methode gefun-
den werden. Wir entscheiden uns fiir den sogenannten HJB-Ansatz. Dieser basiert auf
der stochastischen Kontrolltheorie und ist eine weitere bekannte Methode zur Losung
von Portfolioproblemen.
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2.5 HJB-Ansatz

In diesem Abschnitt werden wir den HJB-Ansatz zur Losung des Portfolioproblems
betrachten. Dabei werden wir feststellen, dass die optimale Investmentstrategie fiir
bestimmte Klassen von Nutzenfunktionen nicht ermittelt werden kann. Jedoch wird
es uns moglich sein, eine verniinftige Portfoliostrategie zu bestimmen, welche dann als
suboptimal angesehen wird.

2.5.1 Allgemeine Beschreibung

Zum besseren Verstindnis beginnen wir zunéchst mit einer kurzen Einfithrung in die
Stochastische Kontrolltheorie und Portfoliooptimierung ohne Mortalitéitsrisiken. Die
generellen Referenzen sind dabei [3] und [6].

Hierfiir betrachten wir einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) mit einer von ei-
nem d-dimensionalen Wiener Prozess (W,);>o erzeugten Wiener-Filtration (F;);>o. Fiir
eine Menge U C R™ heiit ein progressiv-messbarer Prozess u = (u)sco,r) beziiglich
(Ft)tefo,r) mit Werten in U eine Kontrollstrategie und fiir jede Kontrollstrategie u
ist der n-dimensionale kontrollierte Prozess (X;):co,r) gegeben durch

AXP = blt, X u)dt + o(t, X2 u)dWi, Xy =z € R (%)

wobei
b:[0,T] xR"xU = R* und o:[0,T] x R*" x U — R™*¢

zwei messbare Funktionen sind. Eine Kontrollstrategie u heifit zul&ssig, falls die oben
stehende stochastische Differentialgleichung eindeutig losbar ist. Man unterscheidet
dabei folgende Spezialfalle:

— Open-loop-Kontrollstrategie: u;(w) = f(t) ist eine deterministische Funktion
int

— Feedback-Kontrollstrategie: u ist adaptiert beziiglich der natiirlichen Filtra-
tion des gesteuerten Prozesses, d.h. u; ist o(X¥ : s < t)-messbar

— Markovstrategie: u ist eine Feedback-Kontrollstrategie, fiir welche eine messba-
re Funktion a : [0, 7] x R™ — U existiert, sodass u; = a(t, X}*) firalle 0 <t < T
gilt
Die Menge aller zuldssigen Kontrollstrategien mit Startwert (¢, x) bezeichnen wir mit
U(t,x).
Nun konnen wir das stochastische Kontrollproblem formulieren. Das Ziel besteht
darin, fiir beliebigen Zeitpunkt ¢ > 0 mit zugehoriger Anfangsbedingung X} = =
folgende Funktion

T
J(t,z,u) = E"" [/ Up(s, X us)ds + U2(X%):|
t

tiber alle zulédssigen Kontrollstrategien u € U(¢, x) zu maximieren. Dabei sind U; und Us
zwei Nutzenfunktionen und die Schreibweise IE"” [.] ist die Abkiirzung von IE [.| X = x].
Die Wertfunktion unseres Problems ist also gegeben durch

T
W(t,x) = sup IE" {/ Ui(s, X, us)ds + UQ(X%)}
¢

u€U(t,z)
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Fiir die optimale Kontrollstrategie (uf)s>¢, sofern diese existiert, und den zugehorigen
optimalen kontrollierten Prozess (X*)y; gilt fiir die Wertfunktion insbesondere

T
W (t,z) = J(t,x,u*) = b [/ Uy (s, X2 u)ds + Up(X2)
t

Die Kontrollstrategie bei der Portfoliooptimierung entspricht der Investmentstrategie
und/oder dem Konsum. Wird zum Beispiel vom Investor kein Konsum des Vermogens
wéhrend der Handelsperiode getétigt, dann verschwindet das Integral und wir erhalten
folgende Wertfunktion:

W(t,z) = sup E""[Uy(X¥)] .

ueU(t,z)

Der Ansatz der stochastischen Kontrolltheorie zur Losung des zeitstetigen Port-
folioproblems basiert auf dem sogenannten Bellman-Prinzip. Die grundlegende Idee
der dynamischen Programmierung besteht darin, das Optimierungsproblem nicht auf
dem gesamten Zeitintervall zu l6sen, sondern es als Probleme auf Teilintervallen zu
betrachten:

»An optimal policy has the property that, whatever the initial state and
initial decision are, the remaining decisions must constitute an optimal
policy with regard to the state resulting from the first decision.*

Richard Bellman, 1957

Fiir jedes At € [0,T — t] gilt nach dem Prinzip von Bellman:

t+At
Wita) = sup B { [ s X s+ W+ zm}
t

uel(t,z)

t+At . *
— [Ete {/ Ui(s, X2, ul)ds + W(t + At, Zim)]
t

Wir beweisen das Prinzip fiir den Spezialfall, dass nur zuldssige Markovstrategien u
betrachtet werden, sodass die kontrollierten Prozesse X™ in () Ito-Diffusionen mit
Erzeuger

2

g(t, z))Tb(t, z,u) + %Spur((a—;;(t,x))a(t, T,u))

Af(t,x) == <8x

sind und somit die starke Markoveigenschaft erfiillen. Da beim optimalen Investieren
zu einem beliebigen Zeitpunkt nur das zu dieser Zeit vorhandene Vermogen wichtig
ist und es keine Rolle spielt, wie dieses erreicht wurde, kann man mit einer Markov-
strategie mindestens genauso gut abschneiden wie mit jeder anderen Kontrollstrategie.
Ein allgemeiner Beweis ist sehr kompliziert und kann zum Beispiel bei [21, Kapitel 2]
nachgeschlagen werden.

Zunichst wird die Existenz einer zulédssigen optimalen Markovstrategie vorausge-
setzt. Bei optimaler Kontrollstrategie wird zum Zeitpunkt ¢ + At der Zustand X% A,

und somit auch der Nutzen ftt+At Ui(s, X, u*)ds erreicht. Unsere Aufgabe ist es, eine
optimale Kontrollstrategie nach ¢ + At zu finden, um den erwarteten Gesamtnutzen

zu optimieren. Dabei spielt es fiir die zukiinftige optimale Kontrollstrategie aufgrund
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der starken Markoveigenschaft des kontrollierten Prozesses keine Rolle, wie der Zu-
stand X} A, erreicht wurde. Somit kann das Optimierungsproblem auf dem Zeitin-
tervall [t + At,T] als das Problem auf dem Zeitintervall [t, 7] nur mit einer neuen
Ausgangsposition (¢ + At, Xgﬂ: a;) aufgefasst werden. Aufgrund der Markoveigenschaft
zusammen mit der Turmeigenschaft des bedingten Erwartungswertes gilt ndmlich:

s 7 s

T
W(t,x) > J(t, z,u') = E U Up(s, X% ul)ds + UQ(X%')]
t

t+At T
=E" { / Ur(s, XY u;)dsl + BN { / Ur(s, X ul)ds + UQ(X;!)}
t t+At
t+At
=IE" [/ Ul(s,X;",u;)ds}
t

’ T ’ /
| Rk {EHALXZ@M {/ Up(s, X2 ul)ds + Uy (X5 )”
t+At

t+At , ’
= lEt’x |i/ U1(87 X: 7u;)d5 + ’](t + At? tquAt):|
t

Stimmt " auf ganz [t,T] mit u* tiberein, so erhalten wir in der obigen Ungleichung
Gleichheit. Mit anderen Worten handelt man auf dem Gesamtzeitintervall [t, T'] opti-
mal, indem man auf dem kleineren Zeitintervall [t,¢ + At] optimal handelt und dann
zur Zeit t + At mit dem bis zu diesem Zeitpunkt erreichten Vermogen weiterarbeitet.
Es ist damit ausreichend, die optimale Strategie auf den Teilintervallen zu kennen.
Dabei je kleiner der Zeitschritt At > 0 wird, desto weniger weit miissen wir in die
Zukunft schauen, um die optimale Investmentstrategie zu konstruieren. So erhélt man
fiir At | 0 die optimale Aufteilung des Gesamtvermogens fiir die aktuelle Zeit ¢.

Die Idee fiir die Losung des Optimierungsproblems besteht nun darin, die Lange
des Teilintervalls At gegen die Null laufen zu lassen, um auf diese Weise eine Diffe-
rentialgleichung, die sogenannte Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung (oder kurz HJB-
Gleichung), fiir die Wertfunktion W zu erstellen und mit Hilfe von dieser die optimale
Strategie zu ermitteln, vgl. [3, Abschnitt 3.3.2]. Diese hat folgende Gestalt:

ow
0 = sup{U,(t,z,u) + W(t’ )+ AW (t,x)}, t >0,z € R”

mit Randbedingung W (7', x) = Us(x) und ist ein notwendiges Kriterium fiir die Wert-
funktion des stochastischen Kontrollproblems. Fiir das hinreichende Kriterium miissen
weitere Voraussetzungen erfiillt werden. Man nutzt das sogenannte Verifikationstheo-
rem, um zu zeigen, dass eine Losung der HJB-Gleichung tatséchlich der Wertfunkti-
on W entspricht und ein Maximierer von u — U (¢, z,u) + AW (t,z) eine optimale
Kontrollstrategie definiert. Die genaue Vorgehensweise bei der Herleitung der HJB-
Gleichung und der Verifikationsansatz konnen zum Beispiel in [3, Abschnitt 3.3] nach-
geschlagen werden.

2.5.2 HJB-Ansatz im Portfoliooptimierungsproblem

Die allgemeinen Ergebnisse aus dem letzten Abschnitt sind auf unser zeitstetige Port-
folioproblem noch nicht anwendbar. Wir miissen diese durch Hinzunahme von Morta-
litdtsrisiken modifizieren.
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Wir wollen nun das zeitstetige Portfolioproblem in unserem kombinierten Markt
formulieren. Dafiir fixieren wir zunéchst einen beliebigen festen Zeitpunkt ¢ > 0, das
zu dieser Zeit vorhandene Vermogen X = = und die Anzahl der zu ¢ beobachteten
Sterbefille V; = n. Im Gegensatz zum iiblichen stochastischen Portfolioproblem be-
trachten wir hier ein Kontrollproblem, bei welchem der Endnutzen auch vom Zustand
des Sprungprozesses abhéngt. Unser Ziel ist es

EY" [U(X] = (nq — Np)K))]

beziiglich aller zuléssigen Investmentstrategien 7 zu maximieren. Der zugehorige Ver-
mogensprozess geniigt dabei der stochastischen Differentialgleichung (2.4) und die
Schreibweise IE"*" [.] bezeichnet den bedingten Erwartungswert beziiglich P gegeben,
dass X = x und N; = n sind, also

EY" ] =E[|X] =z,N,=n] .
Die Wertfunktion unseres Kontrollproblems ist damit gegeben durch

v(t,z,n) = sup E"*" [U(X] — (n, — Np)K)] . (2.10)

™

Da der Vermogensprozess (X7 ),>; fiir alle zuléssigen Markovschen Strategien und
der Z#hlprozess N Markov-Prozesse sind, kénnen wir das Prinzip von Bellman auf die
oben definierte Wertfunktion anwenden.

Mit (7).>¢ sei die optimale Portfoliostrategie (sofern sie existiert) und mit (X7 ),>
sei der zugehorige Vermogensprozess bezeichnet. Nach dem Bellman-Prinzip gilt dann

fir alle t + At € [t,T7:
v(t,z,n) = sup IE"" [v(t + At, X[ apy Nevad)]
= """ [v(t + At, X[ ap, Nesar)] -
Weiter ist der Prozess N aus dem ersten Kapitel ein Sprungprozess nur mit Spriingen

der Hohe 1, d.h. AN, = N, — N, € {0, 1}. Fiir eine messbare Funktion f gilt fiir diesen
pfadweise:

= f(0)+ D> (F(1+ Ny ) — f(N,2))AN,

0<s<t

— FO)+ /( O N = (N )N,

wobei die zweite Gleichheit sich aus der Tatsache ergibt, dass AN, = 1 im Falle eines
Sprunges zum Zeitpunkt s und sonst AN, = 0 ist, und die dritte Gleichheit nach
der Definition des Integrals folgt. Da der Prozess N mit seiner Intensitdt A und dem
kompensierten Prozess M nach (1.3) im folgenden Zusammenhang dN; = dM, + Ayds
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steht, ergibt sich fiir den Erwartungswert von f(V;):

t

E[f(N,)] = £(0) + E / (F(1+ Noo) — F(No))dN,
— [+ E / (F(L+ Noo) — F(No))(dM, + Aods)
—JO+E | [ (70N = FN)Ads

0+ / (F(Ny +1) = F(N)Audls

0

Dabei haben wir in der vorletzten Gleichheit benutzt, dass der Erwartungswert des In-
t

tegrals [(f(1+ N,s—)— f(N,-))dM; aufgrund seiner Martingaleigenschaft verschwindet

und dabsO letzte Gleichheitszeichen wird damit begriindet, dass der Wert des Lebesgue-
Integrals nicht &ndert, wenn der Integrand (durch den Austausch von N,_ gegen Nj)
an abzahlbar vielen Punkten gedndert wird.

Wie es schon erwiahnt wurde, reicht es, unser Portfolioproblem auf einen Teilin-
tervall [t,t + At] zu reduzieren und auf diesem die optimale Strategie zu bestimmen.
In dem Fall, dass die Wertfunktion v beziiglich der Zeit und des Raumes geniigend
glatt ist, konnen wir die Herleitung der HJB-Gleichung fiir unser Optimierungsproblem
erldutern. Wendet man nun die It6-Formel auf v(t4+At, X7, A, Nita¢), so bekommt man
folgendes Resultat:

U(t + At, X1f7r+At7 Nt—i—At)
t+At t+At
=o(t,x,n) + / v (s, X7, Ny )ds + / (rs + ms(pos — 75)) XTvz(s, X7, Ng)ds

t t
t+AL t+At

1
+ / WSUSngz(s,X;r,NS)deeré / T202(XT) 00 (s, XT, Ny )ds

t t
t+At

+ / (v(s, XI, 1+ Ns_) —v(s, X, Ns_))dN; .

t

Hierfiir bezeichnen wir mit v; = %, Vy = % und vy, = % die partiellen Ableitungen

der Wertfunktion beziiglich der Zeit und des Vermogens. Da das stochastische Integral
t+AL

[ 7m0 XTv,(s, X7, No)dWE' unter der zusitzlichen Forderung
t

t+At t+At
E </7TSJSX:1}$(3,X§,NS)def> =1 /W?U?(Xg)Qvi(s,Xg,Ns)ds < 00

t t
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ein Martingal ist und somit Erwartungswert 0 besitzt, folgern wir fiir den bedingten
Erwartungswert von v(t + At, X[, A, Neyar) mit dem gewonnenen Ergebnis fiir den
Sprungprozess N und der Definition seiner Intensitéit weiter:

E" [o(t 4 At, X[ ap Nivat)]
t+At

= v(t,z,n) + E"" / (v(s, XI,Ns+1) —v(s, XTI, Ng))(ng — Ng)pu(a + s)ds

t
[ t+At

e / (0r(5, X7, N2) 4 (1 + a1 — 7)) X0 (s, X7, N,)) dis

t

[ t+At

1
cEn | [ R XD (s, X N ds

t

Setzt man das erhaltene Resultat als Nachstes in die Gleichung aus dem Bellman-
Prinzip ein und subtrahiert man v(¢,x,n) auf beiden Seiten, so bekommt man eine
neue Gleichung:

t+At
0 = [t / (0(s, X7, No + 1) — v(s, X, N.))(na — No)pu(a + 5)ds

t
t+AL

+ sup W7 [ / (vt(s, XTI, Ng) + (rs + ms(ps — rs)) XT v, (s, XI, Ns)

¢
1 2 2 T\ 2 ™
+§7rsas(Xs)vm(s,XS,Ns) ds| .

Teilt man die beiden Seiten der neu gewonnenen Gleichung durch die Lange des Integra-
tionsintervalls At und bildet man schlieflich den Grenzwert fiir At | 0, so erhélt man
mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz zusammen mit dem Mittelwertsatz
der Integralrechnung folgendes Ergebnis:

0 = sup IE"™" [ vy (t, X7, Ny) + (1 + 7 (e — 7)) X[ 0o (¢, XT, Ny)

1
+ §Wfaf(Xf)2vm(t, X7, Ny)

+ EY" [(v(t, XT, N, + 1) — v(t, X7, N))(ng — N)p(a+t)]

Da aber zum Zeitpunkt ¢ sowohl der Wert von X[ als auch der von m; bekannt ist,
kann der Erwartungswertoperator in der letzten Gleichung weggelassen werden. Mit
dem von 7 abhéngigen Erzeuger

1
ATv(t,z,n) = (ry + m (e — 7¢) ) 2o (, 2,n) + éwfafoUM(t, z,n)

erhalten wir schliellich eine Differentialgleichung fiir v:

0=uw(t,z,n)+ sup A"v(t,z,n) + (v(t,z,n+ 1) —v(t,z,n))(ng —n)u(a +1t) . (2.11)
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Dies ist die HJB-Gleichung mit folgender Randbedingung:
v(T,z,n) =U(x — (n, —n)K) .

Mit Hilfe von dieser konnen wir die allgemeine Formel der optimalen Portfoliostrate-
gie in Abhéngigkeit von den partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung der
Wertfunktion v beziiglich des Vermdgens herleiten.

Satz 2.5.1 (Verifikationstheorem).

Sei o(+,+,n) € CY2([0,T) x R)N C([0, 7] x R) mit |v(¢,z,n)| < C(1+ |2?|), C >0
eine Losung der HJB-Gleichung

0=0(t,z,n) +sup A"0(t,z,n) + (0(t,z,n + 1) — 0(t,x,n))(ne, — n)u(a +t)
fiir alle (¢,z,n) € [0,T) xR x{0,...,n,} und erfiille die Funktion v die Randbedingung
o(T,z,n) =U(x — (n, —n)K) fur alle x,n. Dann gilt:
(i) v(t,z,n) > v(t,x,n) fir alle (¢,z,n) € [0,T] x R x{0,...,n,}
(i) Existiert fiir jedes (¢,z,n) ein a(t, z,n) mit

a(t,z,n) € argmax {Et(t,x, n) 4+ A"o(t,x,n)

™

+ (o(t,x,n+ 1) — o(t,z,n))(ne — n)pla + t)},

sodass ™ = (7] )iejo1), T = a(t, X7, N;) eine zuléissige Strategie definiert, wobei
X7 die Losung der gesteuerten stochastischen Differentialgleichung (2.4) unter
der Kontrollstrategie 7% auf [0,t) ist, d.h.

AXT" = (ro+ 7 (e — r)) X7 dt + mio X7 AW
Dann gilt ¥ = v und 7* ist eine optimale Strategie.

Beweis. (i) Fixiere (t,z,n). Fiir eine beliebige Strategie 7 definieren wir zunéchst die
Stoppzeit:
T i=inf{s >t : | XTI —2| >m} AT VYmeN..

Mit der Ito-Formel gilt dann:
EZ(Tmu X:m7 NTm)

Tm

=o(t,z,n) + / (04(s, X7, Ng) + A™0(s, X7, Ny)) ds

t

+ /o—swsxgax(s, X7 N AW + /(@<5,X§, 14 N, ) — (s, X7, N,))dN, .
t t

Da X7 auf dem Intervall [t,7,,] beschrinkt ist, ist auch v, als stetige Funktion auf
diesem beschrénkt und wir folgern

E </7TSJSX§17x(s,X§,NS)def> <.
t
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Das Integral f 70 XT0,(s, XT, Ng)dWFE " hat also als Martingal den Erwartungswert
t
Null. Damit ergibt sich:

" [0 (T, X7,

Tm?

N,

Bt 3, m) + B / (Bu(s, X7, N,) + A™5(s, X7, N,))ds

t

Tm

+ I /(T)(s, XTI, N+ 1) = 0(s, XT, Ny))(na — No)p(a + s)ds

t

Da v die HIJB-Gleichung erfiillt, gilt fiir alle s > t:

0 > v(s, XTI, Ns) + A™o(s, X7, Ny)
+ (0(s, XT,Ns+ 1) — 0(s, XT, Ng))(ng — Ns)pu(a + s) .
Dies impliziert:
E“*" [04(Tm, XI, No )] < 0(t 2,n) .

)| < C(1+|(XZ)?]) < C(1+ sup [(XT)?|) erhalten wir mit
s€(t,T]

Wegen |0, (7, X7, N,

m

dominierter Konvergenz weiter fiir m — oo:

lim E""" [0,(7y, X, N,,.)| = E"" [0,(T, X7, N7)] .

m—0o0
Mit v, (T, X7, Np) = U(XT — (n, — Nr)K) folgt somit die erste Behauptung:

v(t,z,n) = sup E""" [U(XT — (n, — Np)K)] < 0(t,x,n) .

™

Die Behauptung (i) stimmt sogar auch dann, wenn o die HJB-Ungleichung

0 > vy(t, z,n) +sup A"o(t, x,n) + (v(t,z,n+ 1) — 0(t,z,n))(n, — n)u(a +t)

erfiillt.
(ii) Fur die Strategie 7* herrscht in (i) iiberall Gleichheit, es gilt also

v(t,x,n) = v(t,r,n) = EH" [U(X;E* — (e — NT)K)]
und 7* definiert eine Losung des optimalen Kontrollproblems. O

Kann man das Verifikationstheorem anwenden, um unser Portfolioproblem zu lésen,
so kann man nach (ii) die optimale Strategie als Maximierer der HJB-Gleichung (2.11)
berechnen, indem man den Erzeuger A™v(t,x,n) beziiglich 7 maximiert. In dem Fall
wiire die optimale Portfoliostrategie (7} ); mit dem zugehérigen Vermogensprozess (X7 );
nach dem Verifikationstheorem gegeben durch:

*—_
Ty =

(,ut_rt) Ux(tanr*7Nt) 1 _ & 'Ux(taXtﬁ*aNt) 1
07 e(t, XTI N XTI oy v (8, X7, Ny) X7

te0,T]
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und fiir die HIB-Gleichung (2.11) gélte dann:

1 ,v.(t,z,n
0= Ut(t,x,n) + <Tt$ — 59?%) vm(t,x,n)

+ (v(t,z,n+ 1) —v(t,z,n))(ng — n)u(a +t)

mit der Randbedingung v(T',x,n) = U(z — (n, — n)K). Wenn wir die obere Differen-
tialgleichung l6sen konnten, waren wir schon fertig. Diese ist jedoch komplizierter als
die Differentialgleichung ohne Mortalitétsrisiken. Es ist allgemein nicht bekannt, wie
die Wertfunktion v aussieht. Der Versuch, die optimale Investmentstrategie fiir kon-
krete Nutzenfunktionen zu ermitteln, scheitert daher daran, dass wir den expliziten
Ausdruck fiir die Wertfunktion v und somit auch ihre partiellen Ableitungen nicht an-
geben kénnen. Wir sehen also, dass die HJB-Gleichung nicht zum Ziel fiihrt. In dieser
Arbeit verfolgen wir den oben genannten Ansatz nicht weiter und versuchen stattdessen
eine Funktion v, welche die HJB-Ungleichung

0> v(t,z,n) + sgp A"™v(t,z,n) + (v(t,z,n+ 1) —v(t,z,n))(n, —n)u(a+1t) (2.12)

erfiillt, und einen Maximierer fiir die Ungleichung zu finden. Dieser Maximierer ist
dann eine verniinftige Handelsstrategie.

2.5.3 Losen der HJB-Ungleichung

Als Losung der HJB-Ungleichung (2.12) kommt das statische Optimierungsproblem
(2.5) mit Nebenbedingung (2.6) in Frage, denn die Wertfunktion V' stimmt am Ende
mit der Nutzenfunktion U {iberein:

V(T,z,n) =U(x — (ng —n)K), z€R, ne{0,...,n.}

und es gilt fiir alle (¢, z,n):
V(t,z,n) > v(t,x,n) .

Unsere Aufgabe ist es, zu zeigen, dass V' eine Losung der HJB-Ungleichung (2.12) ist.
Dies folgt aus dem Bellman-Prinzip, dessen Giiltigkeit fiir das statische Optimierungs-
problem noch bewiesen werden muss. Dazu setzen wir voraus, dass die Wertfunktion
beziiglich der Zeit und des Raumes geniigend glatt ist und fiir eine geeignete Konstante
C > 0 die Wachstumsbedingung:

V(t,2,n)| < C(1+|27))

erfiillt. Fiir einen beliebigen festen Zeitpunkt ¢ > 0, gegebenes Vermogen x und n Ver-
storbene in der Gruppe bezeichnen wir mit B;(x) die Menge aller (F,),>:-adaptierten
stochastischen Prozesse (X, ),>¢ mit der Eigenschaft, dass fiir alle u > ¢ der abdis-
kontierte Preis von X, unter den Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt ¢ das Kapital x
nicht {ibersteigt, also:

Bi(z) = {(Xu)uze| pe(Xu) = E" [H(t,u)Xo] <z Vu>t}.
Weiter betrachten wir das folgende dynamische Optimierungsproblem

sup [E“*" [U(Xt — (ny — Np)K)] (xx)
XEBt(I‘)
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Fiir dieses folgt aus den Definitionen der Mengen A;(z) und B:(z) offensichtlich:

sup IE"*" U(X7r — (ng — Np)K)] = sup | DIEERL [U(X7 — (ng — Np)K)]
XeBy(2) XreA(x)

und das dynamische Optimierungsproblem () stimmt somit mit dem statischen Op-
timierungsproblem (2.5) mit Nebenbedingung (2.6) iiberein. Im Unterabschnitt 2.4.1
haben wir schon das angestrebte Zielvermégen

XP = T\PH(t,T)) + (ng — Np)K

bestimmt, daher kann das dynamische Problem geltst werden, indem wir den Preispro-
opt

zess (IE“** N [H(u, T)X#"] )yt des optimalen Endvermdgens X7 betrachten, den

wir mit (X%"),>; bezeichnen werden, d.h. fiir alle u > ¢ gilt:

X9 o= 1B [H (u, TYIONT H(t, T)IF] + e K (0 = No)roubasa

vgl. Unterabschnitt 2.4.1. Das statische Optimierungsproblem (2.5) mit Nebenbedin-
gung (2.6) kann somit auf Probleme auf Teilintervallen zuriickgefiithrt werden:

Lemma 2.5.2 (Bellman-Prinzip). Es sei (X%'),>; € Bi(z) die Losung des dynami-
schen Optimierungsproblems (), dann gilt fiir jedes At aus dem Intervall [0,7 — t]:

V(t,z,n) = E"" [V(t+ At, X2, Nerar)] - (2.13)

Beweis. Um die Richtigkeit der Gleichung (2.13) zu beweisen, zeigen wir zuerst, dass
das optimale Endvermogen X7 " aus dem Unterabschnitt 2.4.1 auch das optimale End-
vermogen ist, wenn wir aus ¢ + At mit dem Kapital X ftAt und Nyya; Verstorbenen
starten.

Sei t+ At € [t, T| beliebig, dann erfiillt X7 als Losung des statischen Optimierungs-

problems V (t+ At, X} }:tAt, Niyar) nach dem Lagrangeansatz in analoger Weise folgende
Gleichung;: B B
X = I\ H(E+AT)) + (ng — Np)K,

wobei der optimale Lagrange-Multiplikator A"y, wie folgt gegeben ist:

IE[H(t+ At, T (APAH(E+ AL T)) [ Frrad)
O — T Tsas
= Xt—ftAt — e Jerarrsd K(ng — Nt At)T—(t+A8) Pat(t4+A8)
= 1E [H(t + AL TN H(t, T))| Fry ad]
=E[H(t+At,T)I (MNH(t,t+ A H(t+ AL T)) | Frand -
In der vorletzten Gleichheit wurde dabei die Definition von ijfgt ausgenutzt. Man

sieht leicht, dass -
NP, = NPUH(E 4+ A

gelten muss, d.h. X7 stimmt mit X {iberein. Somit ist X" auch die Losung des
statischen Problems V (t + At, X;”y,, Nyya¢) und wir folgern mit der Turmeigenschaft
insbesondere:
E" [V (E+ At, X[V Nepar)| = EY" [IE [UTAH(E,T))) | Fread]
=E"" [UIW"HET))] =V(t,z,n) .
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Da der Prozess (X),>; € By(x) die Wertfunktion V' maximiert, gilt nach (2.13)
fiir jeden anderen Prozess (X,)u.>¢ € Bi(x) mit (X,)ust # (X%"),>¢ und somit auch
fir jeden gesteuerten Vermogensprozess (X7 ),>: mit X] = x folgende Ungleichung:

V(t,z,n) = E"" [V(t+ At, X[T%,, Nevar)]
> " [V(E+ At X, o Nevar)] (2.14)

Mit der Ito-Formel angewandt auf V (¢ + At, X[, o;, Niyae) ergibt sich fiir jede zuléssige
Anlagestrategie m und jedes At € [0, T — t] weiter:

E " [V (¢ + At, X7 aps Nevad)]
t+At
— V(t 2,n) + T / (Vi(s, X7, N,) + A7V (s, X7, N,))ds
t
t+A¢
L / (V(s, X7, No+ 1) — V(s, X, N.)) (0 — No)yu(a + s)ds | |

t

wobel wir mit V; = %—‘t/, V, = %—Z, Vi = %27‘2/ die partiellen Ableitungen der Wertfunktion
beziiglich der Zeit und des Vermogens bezeichnen und der Erzeuger A™V (s, X7, N,) wie

folgt gegeben ist:
1
ATV (8, X7, Ny) = (rs + 7t = 1)) XTVa(8, XT, Ny) + S0 (XT)*Vaw (5, XT, N,)

Setzt man das erhaltene Resultat in die Ungleichung (2.14) ein, subtrahiert man
V(t,z,n) auf beiden Seiten und betrachtet man ﬁ lAitIﬁ) , so erhélt man nach dem Satz

von der majorisierten Konvergenz zusammen mit dem Mittelwertsatz der Integralrech-
nung:

0> Vi(t,z,n) +sup A"V (t,z,n) + (V(t,z,n+ 1) = V(t,z,n))(ng —n)ul(a +1t) .

Die Wertfunktion V ist also eine Losung der HJB-Ungleichung in (2.12) mit der Rand-
bedingung V (T, z,n) = U(z — (n, —n)K) und der Maximierer der oberen Ungleichung
ist ein guter Kandidat fiir die Losung unseres Portfolioproblems. In der vorliegen-
den Arbeit nennen wir diese Strategie suboptimal und sie wird mit 77" bezeichnet.
Wegen der strikten Konkavitat der Wertfunktion V' ist V. (t,z,n) und somit auch
022V, (t, x,n) negativ. Daher ist die Nullstelle der ersten Ableitung von A™V (¢, z,n)
beziiglich 7, gegeben durch:

7T_Opt o _(/-Lt - 7ﬁt) ‘/x(taxan> 1 o & %(t,x,n) 1

— —_

b 02 Ve(t,z,n)z o Ve(t,z,n) o

ein wohldefiniertes Maximum. Die suboptimale Investmentstrategie (7%"),>; mit dem
zugehdrigen Vermogensprozess (X7TP'), >, ist dann gegeben durch:
w—Tu) Vi(u, X™P' N,) 1 Ou Vo(u, X™P' N,) 1
szt = _('u 2 ) ( u7r0 17 ) mopt - ( u7ro 13 ) Topt ? u Z t (215)
au ‘/xx(uaXu P 7Nu) Xu P Oy V;ca:(quu P 7Nu) Xu P
In analoger Weise konnen alle weiteren Portfolioprobleme unter Beriicksichtigung
von Mortalitatsrisiken gelost werden. In den néchsten vier kombinierten Modellen wer-
den wir fiir das Losen der Portfolioprobleme genauso vorgehen wie in diesem Kapitel
und eine ausfiihrliche Beschreibung der Methode zur Bestimmung der suboptimalen
Portfoliostrategie wird daher nicht mehr nétig sein.
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2.6 Anwendung auf spezielle Nutzenfunktionen

In diesem Abschnitt werden wir fiir unser Portfolioproblem unter Anwendung der in
den letzten Abschnitten gewonnenen Resultate eine explizite Losung bei logarithmi-
scher, CARA- und CRRA-Nutzenfunktionen angeben. Dabei orientieren wir uns an
dem Paper [8, Abschnitte 7-8].

CARA=konstante absolute Risikoaversion|ARA(y) = —U"(y)/U’(y)]

CRRA= konstante relative Risikoaversion|RRA(y) = —yU" (y)/U'(y)].

2.6.1 Optimierungsproblem bei CARA-Nutzen

In diesem Unterabschnitt betrachten wir eine exponentielle Nutzenfunktion aus der
Klasse der CARA-Nutzenfunktionen mit einem Risikoaversionsparameter o € (0, 00)

Uly) = —é exp(—ay) .

Die Wertfunktion V' zum Zeitpunkt ¢ ist dann gegeben durch:

1
V(t,z,n)= sup IE""|—=exp(—a(Xr— (n,— Nr)K))
XreAi(x) o

Die Umkehrabbildung der ersten Ableitung von U ist I(y) = —+ In(y) und die Wert-
funktion zur Zeit ¢ sieht somit nach (2.9) wie folgt aus:

1 1
V@xm):—a&WEUﬂtTﬂ:—aﬁmfﬁ““. (2.16)

Fiir den optimalen Lagrange-Multiplikator gilt nun mit (2.8):

1 opty __ - tTTs & —
O = gy (7 KT O = )
+Em%ﬁémm@ﬂmm@n» (2.17)

Die Gleichung (2.17) ist dabei erfiillt, da die bedingten Erwartungswerte
E[H(tT)] und E[H(T)In(H(tT))]

aufgrund der im Abschnitt 2.1 genannten Annahmen an die Funktionen r und # endlich
sind. Die einzelnen Terme werden noch berechnet.

Proposition 2.6.1. Unter Beriicksichtigung der Budgetrestriktion hat der optimale
Lagrange-Multiplikator folgende Darstellung:

)\gpt _ exp (_ae.[;gT rsds (l’ _ Ke_ ftT rsds(na _ n)T—tpa-i—t))

T 1T
- exp rsds — 3 0ds | . (2.18)
t t

Beweis. Um den expliziten Ausdruck fiir den optimalen Lagrange-Multiplikator zu be-
stimmen, miissen wir den Erwartungswert von H(t,T)In(H(t,T)) berechnen. Da die
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Zinsrate r und das Marktrisiko 6 deterministisch sind, d.h. der bedingte Erwartungs-
wert von H(t,T) beziiglich F; gleich dem Erwartungswert IE [H (¢,7)] ist, ergibt sich
durch den Maflwechsel von P zu Q:

E[H(t,T)In(H(t,T))] =IE [H(t,T)In(H(t,T))|F]
= BQ [ m(H (1, 7))| 7|

— (T rdsQ ! 1 g 2 g
—e Jirs STR _/ Tst — 5/ Qsds —|—/ QSdWS‘.Ft
t t t

— [T rdsrQ T 1" 2 g Qf
—c Wt | [ s 4 o | Qs+ [ 0.4 |
t t

t
T 1 [T
— —e’ftT“ds </ reds — —/ 9?d$) ,
¢ 2/,

wobei wir hier die Darstellung des Wiener Prozesses dW;Qf = dw?¥ ' — 0,ds beziiglich

Q/ ausgenutzt haben. Wir setzen das gewonnene Resultat und IE[H (t,T)] = e~ i rsds
in die Gleichung (2.17) ein und erhalten:

1
- ln(Agpt) _ @ftT rsds (m — Ke™ ftT rsds(na _ n)T—tPa-H)
[0

1 T 1 [T
——(/ rsds——/ Hids) .
Q t 2/

Also folgt die Behauptung. m

Das Einsetzen der Gleichung (2.18) in die Gleichung (2.16) liefert die explizite
Darstellung der Wertfunktion V' zur Zeit ¢:

1
V(t,z,n) =— o exp —aeftT rsds (m — Ke™ I Tsds(na — n)T_tpa+t>

N J/

1 (7
- exp <—§/ HEdS) .
t

Die Wertfunktion ist bei CARA-Nutzen also abhéngig von der Differenz zwischen dem
zu t vorhandenen Vermogen x und den erwarteten abdiskontierten Verbindlichkeiten
Ke I Tsds(na —n)r—_tPass- Dies kann als Eigenkapital des Versicherungsunternehmens
angesehen werden. Damit ist Folgendes gemeint: Wenn die Anzahl der zu t beobach-
teten Sterbefille n ist, dann sind zur Zeit ¢t genau n, — n Versicherten in der Grup-
pe. Die erwartete Anzahl der Personen, die weitere T" — t Jahre iiberleben, ist also
(ng —n)r_¢pare und die erwartete Gesamtauszahlung an die Uberlebenden betrigt so-
mit K (n, — n)7r—Pasre- Da die Versicherungssumme K an jeden Versicherungsnehmer,
der das Alter a + T erlebt, auf jeden Fall auszuzahlen ist, wird zu ¢ der erwartete
abdiskontierte Wert e~ Ji' mudu | (ng — n)r_iPpays zuriickgestellt. Daher steht dem Versi-
cherungsunternehmen zum Zeitpunkt ¢ fiir das Vermogen x die Differenz

TV
Eigenkapital

T
z—e T“duK(na — N)7—tPatt

als Figenkapital fiir Investitionen in die Aktie und das Geldmarktkonto zur Verfiigung.
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Nun kénnen wir die erste und zweite Ableitung der Wertfunktion nach x berechnen,
es gilt:
oV (t,x,n) O?V(t,x,n)
ox 0x?

Wir setzen die gewonnenen Ergebnisse in die Formel (2.15) ein und erhalten die sub-

- _OleftT TSdSV(t’ -/1/‘7 n) und - OZ2€2 ftT TstV(t, xa n) .

optimale Portfoliostrategie (7%"),>; mit zugehorigen Wertprozess (X7, >;:
7oPt — _le_u 1 e~ fgrsds
[ mopt :
a0, Xy

Insbesondere stellen wir fest, dass bei CARA-Nutzen der suboptimale Anteil vom
Gesamtvermogen, welcher in die Aktie investiert wird, im Gegensatz zur Wertfunktion
vollig unabhéngig von dem Eigenkapital und somit auch unabhéngig von dem Wert der
Verbindlichkeiten ist. Wenn man nur den vollstdndigen Finanzmarkt aus dem Abschnitt
2.1 betrachtet und das Lebensversicherungsmodell auffer Acht liasst, so maximiert die
gewonnene suboptimale Anlagestrategie in diesem Markt den erwarteten Nutzen des
Endvermdogens. Sie ist also die Losung des Portfolioproblems ohne Mortalitétsrisiken
und wir behaupten, dass diese auch die Losung des dynamischen Optimierungsproblems
(2.10) aus dem Unterabschnitt 2.5.2 und somit die optimale Strategie ist.

Satz 2.6.2. Fiir das zeitstetige Portfolioproblem (2.10) ist die optimale Investment-
strategie (7),>; mit zugehorigen Vermdgensprozess (X7 ),>¢ gegeben durch:
* 1 eu 1 —fT rsds

M, =———=—75€ Ju u>t
“ ao, XT ’

und stimmt daher mit der suboptimalen Portfoliostrategie (7%*), >, iiberein.
Beweis. Fiir den Beweis des Satzes 2.6.2 brauchen wir noch einige Vorbereitungen:

1. Das Endvermégen X7 lésst sich wie folgt schreiben:

T T
™ rudu — rodu v
XT = 6ft (6 fi XT)

T w
X — [rsds
e (v fogia(e )

t
T

T —fftrsds
= el rudu Xf—i—/auwque ¢ quQf

t
T T

T Jrsds
= XTele rudv 4 / oum XTer  dWS

t

T T T T

T Jrsds p Jrsds

= Xt’reft ”“d“—i—/aungeu de - /QuaumX;reu du,
t

t

wobei wir im letzten Schritt den Zusammenhang
dwWQ = aw? —6,du

: . ! !
zwischen den Wienerprozessen W' und W' ausgenutzt haben.
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2. Somit ergibt sich fiir den Uberschuss:
T T
rsds
XE — (ng — Np)K = X7l mdu 1 / aumxgef W

t
T T
Jrsds
- /GUJUWuXJeu du — (n, — Np)K .

t

Zur Abkiirzung definieren wir den Prozess (C,),>¢ durch:

T
- [ rsds
Cy = o,m, X, ev

und der Ausdruck fiir den Uberschuss wird dann verkiirzt auf:
T T

XE — (ng — Np)K = XTeli rudu / CdWE — / 0,Cydu — (ng — Np)K .

t t

Durch die getroffenen Vorbereitungen zusammen mit der Eigenschaft des Exponential-
martingals lisst sich der bedingte Erwartungswert IE*®" von dem CARA-Nutzen des
Uberschusses wie folgt ausdriicken:

Eten {_é exp(—a(XF — (n, — Np)K ))}

1
= ——[E"" [exp (—ozXZreftT ’"ud“>
(0%

T T
~exp | a(n, — Np)K — a/CudWEf +a/0uCudu ]
t t
_ ! exp (—axeftT “‘d“>
a
T T . T
| DR [ea(”ﬂNT)K exp | a / 0,,C,du — o / Cudef + 5042 / C2du ]

t t t

T T
1 1
= ——exp (—oz:veftT ”“d“> Eben [eo‘(”“_NT)K exp | / 0,Cdu + §0z2 / Crdu ]
o
t t

Fiir die Wertfunktion des dynamischen Optimierungsproblems (2.10) erhélt man beim
CARA-Nutzen also:

o(tm) = sup B | L expl—al(XF — (n, — Ne) )

™

1
= ——exp (_Oél’eftT ’“ud“>
Q
T T
1
- inf EH®" [eo‘(”“_NT)K exp oz/@uC’udu+ §a2/03du ] )

t t
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Da der Term e*™e~N1)K yon 7 unabhéngig, m, F,-adaptiert und die Exponentialfunk-
tion streng monoton wachsend sind, reicht es

T T

1
inf a/@uCudujLEaQ/Czdu
t t

zu bestimmen, d.h. wir miissen

T T
1 1 2 [ rsds rsds
504203 + ab,C, = 50520'3773()(5)26 1 + aauﬁuwque@{
beziiglich 7, minimieren. Es geht daher um die Berechnung des Minimums einer qua-

T
2 [rsds
dratischen Funktion. Wegen a?c2(X7)%e ! > ( ist die Nullstelle der ersten Ablei-

tung von %04203 + ab,C, beziiglich 7,, gegeben durch

ein eindeutiges Minimum. Daher erfiillt die optimale Portfoliostrategie wie behauptet
folgende Gleichung

160, 1
= *e_fuT“ds, u>t
ooy, XT
und die von uns gefundene suboptimale Strategie ist somit optimal. O]

2.6.2 Optimierungsproblem bei CRRA-Nutzen

In diesem Unterabschnitt betrachten wir eine Power-Nutzenfunktion aus der Klasse
der CRRA-Nutzenfunktionen mit einem Risikoaversionsparameter -y

1
Uly) = ;y” fir v €(0,1).
Fiir die Wertfunktion V' zur Zeit ¢ gilt:
1
V(ta L, Tl) = Ssup Etwﬂ |:_ (XT - (na - NT)K)’Y:| :
XTE.At(LI:) 7
Die Umkehrabbildung der ersten Ableitung dieser Nutzenfunktion ist gegeben durch
1
I(y) = y~-1. Mit (2.9) lasst sich die Wertfunktion dann wie folgt schreiben:
]. ] 0l
V(t,z,n) = —(\P)TTE [H(t,T)m} . (2.19)
8

Weiter folgt mit (2.8), dass der optimale Lagrange-Multiplikator unter Beriicksich-
tigung der Budgetrestriktion definiert ist durch:
1
()7t = (e Ke ) - (220
E [H(t,T)ﬁ]

Die Gleichung (2.20) ist erfiillt wegen IE [H (t,T)w%l} < 00, was wiederum aufgrund
der im Abschnitt 2.1 genannten Annahmen an die Funktionen r und 6 gilt.
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Proposition 2.6.3. Fiir die explizite Darstellung von (A" t)ﬁ gilt:

- Trs S
(/\?pt>% _ z— Ke Ji rsd (nq —n)T tPa+t (2.21)

exp (—Ll rsds —|— 92ds>

t

Beweis. Um die Richtigkeit von (2.21) zu zeigen, miissen wir den Erwartungswert
E [H(t, T)ﬁ]

berechnen, welcher wegen der Deterministik der Zinsrate r und des Marktrisikos # mit

dem bedingten Erwartungswert IE [H (t,T)ﬁ‘]:t} iibereinstimmt. Dafiir fithren wir

zuerst einen MafBwechsel zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl P durch:

], o ([ [ (750 o)

mit einem Wiener Prozess dVV1P> dWs — 7195ds beziiglich P, vgl. Satz von Girsanov.
Dies ist moglich, da die N0V1k0V—Bed1ngung

T 2
/ (L ) ds < 00
o \7—
fiir die deterministische Funktion 6 erfiillt ist, welche die Martingaleigenschaft von L,
liefert. Mit der Bayes-Formel folgern wir weiter:

t o — T

~

IE [H(t,T)%] =E [H(t,T)%(ft] —E |:(H(t7T)'y—1£) ——|E}

. . L
= EF {H(t,T)vl_—tVt]
Ly

5 T 11 T
_ &P A L 2
[exp (7_ | ( /t <ds + 27_ ] 95ds)> ‘}}]
T
g L1 2
= — | = <d - Gd .
eXp<7—1< /tr S+27—1 ’ S>>

Das Einsetzen der von uns erhaltenen Ergebnisse in die Gleichung (2.20) liefert die
Behauptung. ]

Daher ergibt sich fiir die explizite Darstellung der Wertfunktion mit (2.19) und
(2.21) folgendes Resultat:
g
T v 11=7v
x— Ke 5o (g, —n)p_pare | B [H(t, T)ﬁ} :

~
Eigenkapital

V(t,z,n) =

-

Auch fiir die Nutzenfunktion CRRA ist die Wertfunktion abhéngig von dem Eigenka-
pital.

Fiir die Bestimmung der suboptimalen Investmentstrategie benétigen wir nur die
ersten zwei partiellen Ableitungen der Wertfunktion nach x:

ov(t,z,n)
Ox N (:c

v—1

T I R
— Ke )t rads(n, — n)T,tpaH) E [H(t, T)v—l]
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PV(t,x,n T e y—2 71—y
% =(v-1) <~”E — Ke % (n, — n)Tftpm) I [H@,T)”_l} '

Fiir die suboptimale Portfoliostrategie folgt dann aus der Formel (2.15):

T
: 1 eu (Xffom - Ke_f“ TSdS(na - Nu)TfupaJru)
Pt = T o ,u>t.
Y — 10y u

Insbesondere héngt die suboptimale Investmentstrategie bei CRRA-Nutzen vom
Eigenkapital anstelle des Gesamtvermogens ab und diese beriicksichtigt im Gegensatz
zur suboptimalen Anlagestrategie bei CARA-Nutzenfunktion den Wert der Verbind-
lichkeiten. Gibt es in der Versicherungsgruppe keine Uberlebenden mehr, d.h. es beste-
hen auch keine Verbindlichkeiten. Dann verschwindet der letzte Bruch und wir erhalten
eine Strategie, welche die Losung des Portfolioproblems ohne Mortalitdtsrisiken ist.

2.6.3 Optimierungsproblem beim logarithmischen Nutzen

In diesem Unterabschnitt betrachten wir schliellich die logarithmische Nutzenfunktion
U(y) = In(y). Unser Ziel ist es, die suboptimale Portfoliostrategie bei diesem Nutzen
explizit zu ermitteln.

Fiir die erste Ableitung von U und deren Umkehrabbildung gilt U'(y) = I(y) = 2

)
und wir erhalten somit fiir den optimalen Lagrange-Multiplikator mit (2.8) folgendes

Resultat: 1/A\% =z — Ke~ I 48 (ng — n)7_Pars. Weiter ergibt sich die Wertfunktion
nach (2.9) zusammen mit dem oben erhaltenen Ergebnis durch

V(t,zn) =ln [ @ — Ke W ™%, — n)p_pas, | — E(H(T))],

~
Eigenkapital

wobei fiir den letzten Term gilt:

T 1 T T T 1 T
E[nH(tT))]=E [—/ rsds — —/ 0%ds +/ HSdWS] = —/ rsds — —/ 02ds .
t 2y ¢ t 2. J¢

Dabei haben wir ausgenutzt, dass ftT 0,dW, ein Martingal beziiglich P/ und die Zinsrate
r und das Marktrisiko # deterministisch sind. Auch hier ist die Wertfunktion abhéngig
vom Figenkapital.

Die ersten zwei partiellen Ableitungen nach z sind gegeben durch:

ov(t,z,n) 1
Oz o Ke I "% (g — N)1—iPatt
und
O*V (t,z,n) 1
Ox? T

5 -
<x — Ke ' rsds(ng — n)Tftpath)

Somit folgt fiir die suboptimale Portfoliostrategie aus der Formel (2.15):

Qu (X;ropt — Ke™ fg Tsds(na _ Nu)T—upa+u>

opt __
T —_— —
u mopt
oy D e

Wie auch bei CRRA-Nutzenfunktion werden beim logarithmischen Nutzen die Ver-
bindlichkeiten beriicksichtigt. Fiir den Fall, dass es in der Gruppe keine Uberlebenden
mehr gibt, verschwindet der letzte Bruch und wir erhalten die Losung des Portfolio-
problems ohne Mortalitétsrisiken.

,u>t.
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Kapitel 3

Optimierung in einem
Vasicek-Bondmarkt

In diesem Kapitel werden wir wieder eine Kombination aus einem eindimensionalen Fi-
nanzmarkt und einer Lebensversicherung betrachten. Dabei bleibt das Versicherungs-
portfolio unveréndert und wird aus dem Abschnitt 1.2 {ibernommen. Im Unterschied zu
dem vorherigen Kapitel beschéftigen wir uns hier mit einem Finanzmarkt, bestehend
aus einem Geldmarktkonto und einer Nullkuponanleihe mit Maturitiat 7% > T, wo-
bei fiir die Modellierung des Short-Rate-Prozesses (r;); das Einfaktor-Vasicek-Modell
gewihlt wird. Auch in diesem Kapitel ist es unser Ziel, das bestehende Kapital zum
Zeitpunkt ¢ auf die zwei Finanzgiiter, welche uns als Investitionsmoglichkeiten zur
Verfiigung stehen, optimal aufzuteilen, sodass der erwartete Nutzen des Uberschusses
am Ende der Handelsperiode maximiert wird. Dafiir werden zunéchst das neue Finanz-
marktmodell konstruiert und einige Ergebnisse aus dem Vasicek-Modell vorgestellt. In
den weiteren Abschnitten dieses Kapitels geht es um die Losung des Optimierungspro-
blems im neuen kombinierten Modell und die Anwendung der CARA-, CRRA- und
logarithmischen Nutzenfunktionen auf dieses Bond-Portfolioproblem. Bei der Loésung
des Problems handelt es sich dabei auch wie im zweiten Kapiel um einen suboptimalen
Portfolioprozess. Wir orientieren uns hier an [9].

3.1 Das Bondmarktmodell

Es sei (Q/, F/ Pf) ein filtrierter vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum. Dabei wird die
Filtration (F);>o von einem eindimensionalen Wiener Prozess (W}’ )¢ erzeugt. Auf
diesem betrachten wir einen arbitragefreien und vollstdndigen Finanzmarkt, welcher
aus zwei Finanzgiitern besteht: einem Geldmarktkonto und einem 7*-Bond mit 7™ > T'.
Die Dynamik des Geldmarktkontos ist gegeben durch

dBy = Byrdt,
wobei der Prozess (r;); durch das Einfaktor-Vasicek-Modell definiert ist:
dr, = bla — r,)dt + 6dW S

mit Anfangswert ro > 0 und strikt positiven Konstanten a, b und §. Weiter erfiillt die
Entwicklung des Preisprozesses des T*-Bonds die stochastische Differentialgleichung:

dB(t,T*) = B(t,T") (rtdt +olt, T*)thQf>
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und ist als Losung dieser stochastischen Differentialgleichung wie folgt gegeben:
t t s 1 t

B(t,T*) = B(0,T*) exp (/ rsds +/ o(s, T*) AW — 5/ 0(3,T*)2d3>
0 0 0

mit B(0,7%) € (0,00). Dabei ist Wth ein eindimensionaler Wiener Prozess beziiglich
eines zu P/ dquivalenten MartingalmaBies Q/, welches eindeutig bestimmt ist durch:

! t 1 t
L= oy ( / 0, dWE — - / egds)
F 0 2 Jo

T dPf
fiir einen previsiblen Prozess 6 mit

_M(tv T*) — Tt _ _M(tv T) — Ty
o(t,T*) ot,T) ~’

Der Marktpreis des Risikos € erfiillt die Bedingung
T*
/ 0%ds < oo PI-fs.
t

und es wird vorausgesetzt, dass dieser Prozess deterministisch ist. Nach dem Satz von
Girsanov gilt fiir die beiden Wiener Prozesse W, und W}’ die Gleichung

aw® = aw¥ — g,dt
und fiir die Dynamik des T*-Bonds beziiglich P/ folgern wir:
dB(t,T*) = (r, — o(t, T*)6,) B(t, T*)dt + o (t, T*)B(t, T*)dW}’ .

Nun wollen wir einige Ergebnisse aus dem Vasicek-Modell vorstellen, die wir im
weiteren Verlauf des Kapitels bendtigen werden. Dabei orientieren wir uns an [7], [18]
und [22].

Satz 3.1.1. Die Short-Rate ist im Einfaktor-Vasicek-Modell gegeben durch

t
re =roe " +a(l —e ) + / 5e’b(t’5)dWSQf (3.1)
0

und ist beziiglich Q/ normalverteilt

1— —2bt
re ~ N (Toe_bt +a(l—e™™), 622—€b> .

Beweis. Fiir die erste Behauptung zerlegt man die Differentialgleichung
dry = bla — ry)dt + 5thQf

in einen homogenen und inhomogenen Teil. Dabei wird die Losung der inhomogenen
Gleichung durch eine Variation der Konstanten bestimmt. Fiir die zweite Behauptung
berechnen wir den Erwartungswert und die Varianz von r; beziiglich Q7. Da nach Satz

4.4.9 aus [20] gilt:
t t
/ 5e_b(t_s)dWSQf ~N (O, / ((56_b(t_8))2ds) ,
0 0
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erhalten wir

t
0

t
Var® 1] = Var®’ {roe_bt +a(l — e_bt) + / 5e_b(t_s)dWBf}
0

t t
= Var?®’ [/ 5e_b(t_5)dWSQf} = / (5e_b(t_5))2ds .
0 0

Somit folgt die Behauptung. O]

Satz 3.1.2. Sei (r¢); der Short-Rate-Prozess, welcher durch das Einfaktor-Vasicek-
Modell definiert ist. Dann ist der Preis eines T-Bonds zum Zeitpunkt ¢ gegeben durch

1— —b(T—t)
B(t,T) = exp (—rt eT)

52 1 — e—b(T—1) 52 /1 — e—bT—t)\ 2
: — (= - - (T-t)) - —— .
eXp( (21)2 a) ( b ( t)) I ( b ) )

(3.2)

Weiter ist die Volatilitidt o (¢, T') eine deterministische Funktion, welche zum Zeitpunkt

t wie folgt definiert ist:
e—b(T—t) -1

b
Beweis. Um die Richtigkeit der Gleichung (3.2) zu beweisen, zeigt man als Erstes,

o(t,T) =0

dass LT reds normalverteilt ist. Denn dann gilt fiir ftT rsds als eine normalverteilte
Zufallsvariable:

T
EQ {exp (—/ rsds) |.7:tf}
t
_ o [ [* | e [ [ /
=exp | —IE 'r’sds‘]-"t +§Var 'r’sds‘}"t :
t t

Man berechnet als Néchstes fiir diese den bedingten Erwartungswert und die bedingte
Varianz beziiglich Q/ und erhilt die Behauptung. Einen ausfiihrlichen Beweis findet
man zum Beispiel in [18, Abschnitt 3.4]. O

Das kombinierte Modell wird wie im Abschnitt 2.2 konstruiert, der einzige Unter-
schied besteht darin, dass wir neben dem Geldmarktkonto eine Nullkuponanleihe mit
Maturitdt T > T statt einer Aktie als weitere Investitionsmoglichkeit zur Verfiigung
haben.

3.2 Bestimmung des suboptimalen Portfolios

In diesem Abschnitt setzen wir uns zum Ziel, den erwarteten Nutzen des Uberschusses
im neuen kombinierten Markt zu maximieren. Dabei werden wir genauso vorgehen wie
im zweiten Kapitel. Es wird das statische Optimierungsproblem mit Nebenbedingung
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im neuen Modell formuliert und die suboptimale Portfoliostrategie wird als Maximierer
der HJB-Ungleichung fiir die Wertfunktion des statischen Problems bestimmt. Im Un-
terschied zum letzten Kapitel ist der Zinssatz (r;); ein Markov-Prozess und wir haben
bei der Wertfunktion V' eine weitere Bedingung zu beachten.

Wir wollen zuerst die Anderungen bei dem dynamischen Portfolioproblem und dem
Verifikationstheorem in unserem neuen globalen Markt festhalten. Dafiir fixieren wir
einen beliebigen festen Zeitpunkt ¢t > 0, das zu dieser Zeit vorhandene Vermogen z, die
Anzahl der zu t beobachteten Sterbefille n und den zu diesem Zeitpunkt gegebenen
Zinssatz r. Ist m, der Anteil vom Gesamtvermdogen, welcher zur Zeit u in den T*-Bond
investiert wird, dann kann der Vermogensprozess (X7 ),>; unter Beriicksichtigung der
Selbstfinanzierungsbedingung durch folgende Dynamik beschrieben werden:

dB(u, T%) dB,
X = g XA ) (] g )X
WX =X g,y T

= (ry — muo(u, T*)0,) X du + w0 (u, T*) XTdWE' .

Die Wertfunktion des zeitstetigen Portfolioproblems ist somit gegeben durch:

U(t, T, n, T) = sSup 1D [U(X;r“ - (na - NT)K)] :

™

Dabei ist H(t,T) definiert wie in (2.2), IE"*™" [] ist die Kurzschreibweise fiir den be-
dingten Erwartungswert IE [.| X[ = 2, N; = n,r, = r] und mit U bezeichnen wir eine wie
im Unterabschnitt 1.4.1 vorgestellte Nutzenfunktion. Ahnlich wie im zweiten Kapitel
gilt fiir den Verifikationsansatz unter Beriicksichtigung einer weiteren Anfangsbedin-
gung r; = r insbesondere:

Satz 3.2.1 (Verifikationstheorem).
Sei v(-,-,n,-) € CY22([0,T) x R x R)N C([0, 7] x R x R) mit
o(t,z,n, )| < C(1+|2%), C>0
eine Losung der HJB-Gleichung
0=o(t,z,n,r)+sup A"o(t,x,n,r) + (v(t,z,n + 1,7r) — o(t,z,n,r))(n, — n)u(a +t)
fir alle (t,z,n,r) € [0,T) x R x {0,...,n,} x R und erfiille 7 die Randbedingung
o(T,z,n,r) =U(x — (ng —n)K)
fiir alle x, n,r. Dann gilt:
(i) o(t,z,n,r) > v(t,x,n,r) fir alle (¢,z,n,r) € [0,T] x R x{0,...,n} xR
(ii) Existiert fiir jedes (¢,x,n,r) ein a(t,z,n,r) mit
a(t,z,n,r) € argmax{vt(t, x,n,r)+ ATo(t, z,n,T)

+ (v(t,x,n+ 1,7r) —v(t,z,n,7))(ng — n)u(a + t)},
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sodass ™ = (7} )ejor], ™ = a(t, X7, Ny, 1) eine zuldssige Strategie definiert,
wobei X™ die zu 7 gehorige Losung der gesteuerten stochastischen Differenti-
algleichung:

AXT" = (r, — wo(t, T XT dt + who(t, T) X7 dW}
ist. Dann gilt v = v und 7* ist eine optimale Strategie.

Das Theorem kann &hnlich wie der Satz 2.5.1 bewiesen werden. Man stellt analog
zu den Unterabschnitten 2.5.2 und 2.5.3 fest, dass die HJB-Gleichung nicht zum Ziel
fithrt und dass wir mit Hilfe der HJB-Ungleichung eine verniinftige Strategie berechnen
konnen.

Nun kommen wir zum statischen Optimierungsproblem in unserem neuen globalen
Markt. Ausgehend von den Anfangsbedingungen X[ = z, Ny = n und r; = r erfolgt
also die Maximierung von

EX [U(Xp — (ng — Np)K)]

dhnlich wie im letzten Kapitel iiber alle moglichen Endvermdgen unter der Budget-
bedingung, dass die Erwartung des abdiskontierten Endvermogens das zur Zeit t fest
vorgegebene Kapital z nicht iibersteigen kann:

ES™ [H(t, T)Xr] <z .

Das heifit die Wertfunktion V' ist gegeben durch:

V(t,x,n,r) = sup E"“""" [U(Xy— (ny— Np)K)] (3.3)
XreAi(x)
mit
Ai(z) = {Xp| Xp >0, EV"™ [H(t,T)X7] <z} . (3.4)

Die Budgetrestriktion garantiert wieder, dass wir aus dem Kapital x das Endvermogen
X finanzieren konnen.

Um die verniinftige Portfolioaufteilung in unserem neuen Modell zu finden, be-
stimmen wir zunéchst mittels des Lagrangeansatzes die allgemeinen Ausdriicke fiir
das optimale Endvermégen und die Wertfunktion in Abhéngigkeit von dem optimalen
Lagrange-Multiplikator. Wir erhalten dhnliche Resultate wie im Unterabschnitt 2.4.1.
Der einzige Unterschied ist das Vorhandensein einer weiteren Bedingung r; = r. Das
angestrebte Zielvermogen und die Wertfunktion sind wie folgt gegeben:

X = IO H(LT)) + (00 = No)K

V(t,z,n,r)=E""" [UIN"HT)))], (3.5)

wobei der optimale Lagrange-Multiplikator eindeutig bestimmt ist durch:
z = B [H TYINTH(ET)) + (o — No)K)]

Wir bemerken, dass aufgrund der Unabhéingigkeit zwischen der Mortalitdt und dem
Finanzmarkt gilt:

Et,x,n,r [H(t, T) (na _ NT>K] — ]Et,x,n,r [H(t, T)] Et,x,n,r [(na _ NT)K] .
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Da H(t,T) nicht von der Anzahl der Sterbefille und auch nicht von dem Kapital
abhéngt, ist:
E-" [H(t, T) = B [H(t,T)],

somit werden die Bedingungen N; = n und X[ = x bei den Erwartungswerten von
H(t,T) im weiteren Verlauf des Kapitels einfach weggelassen. Insbesondere gilt mit der
Markoveigenschaft der Short-Rate nach (2.3):

EY [H(t,T)] = B(t,T),

wobei der Preis des T-Bonds B(t,T) von t und r abhéngt. Fiir den zweiten Erwar-
tungswert erhalten wir wegen der Markoveigenschaft des Prozesses N mit (1.4):

B [(ng — Np) K] = 1B [(ng — Np) K] = K (na = n)r-1Pats -

Der Ausdruck fiir den optimalen Lagrange-Multiplikator lasst sich daher wie folgt ver-
einfachen :

x— B(t,T)(na — n)K1—iPare = EY" [H(, T)I(NPH(t,T))] (3.6)
= X(\) .

Das heifit unter der Voraussetzung, dass die Funktion X eine Inverse ) besitzt, kann
der optimale Multiplikator durch

V(@ — B, T)(ng —n)Kr-ipayt) = M

eindeutig berechnet werden, vgl. [11, Abschnitt 3.6].

Nun konnen wir die suboptimale Portfoliostrategie berechnen. Es wird dabei die
gleiche Vorgehensweise wie im zweiten Kapitel gewihlt. Wir bezeichnen mit V;, V,,
Views Vi, Vi und V.. die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung der Wert-
funktion beziiglich der Zeit, des Vermogens und des Zinssatzes. Fiir den Erzeuger
A™V (u, X[, Ny, 1) gilt dann fir alle u > ¢:

1
A"V (u, Xy, Ny, Ty) = (Tu - 7"'ua(ua T*)eu)ngx + 573‘7(”’ T*)2(X;T)2Va?fr
00, 1
+ 7Tu0'<u, T*>5X5er + b(a — T — ru)‘/r + 552‘4T

und man erhélt in analoger Weise, dass V' fiir alle zuldssigen Strategien und jedes
(t,z,n,r) folgende HJB-Ungleichung

0> Vi+supA™V(t,z,n,r)+ (V(t,x,n+ 1,7) = V(t,z,n,7))(n, —n)ula+1t) (3.7)

mit der Randbedingung V(7' z,n,r) = U(xz — (n, —n) K) erfiillt. Die Portfoliostrategie,
die die HJB-Ungleichung (3.7) maximiert, ist die gesuchte suboptimale Strategie. Nach
dem Verifikationstheorem miissen wir also den Erzeuger A™V (u, X7, N,,r,) beziiglich
m, maximieren. Wegen der strikten Konkavitit der Wertfunktion V' ist die Nullstelle
der ersten Ableitung des Erzeugers beziiglich m, ein wohldefiniertes Maximum und
dieses wird angenommen fiir:

O, Vp 1 o Vi 1

ot — = — = >t. 3.8
T O'(U,T*) va:v X;Topt O'(’LL,T*) V;ca; XZZth? u = ( )

Somit ist (7%"),>; aus (3.8) die gesuchte suboptimale Anlagestrategie mit dem zu-

gehorigen Vermogensprozess (XTP'),>i.
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3.3 Anwendung auf spezielle Nutzenfunktionen

Das Ziel in diesem Abschnitt ist das Optimieren des aus einer Nullkuponanleihe mit Ma-
turitdt 7™ und einem Geldmarktkonto bestehenden Portfolios im kombinierten Markt-
modell zur Maximierung des erwarteten Nutzens des Uberschusses fiir die logarithmi-
sche, CARA- und CRRA-Nutzenfunktionen, wobei die Short-Rate durch das Vasicek-
Modell beschrieben wird.

3.3.1 CARA-Nutzenfunktion

Wir betrachten hier die Anwendung der CARA-Nutzenfunktion aus dem Unterab-
schnitt 2.6.1 auf das Portfolioproblem in dem kombinierten Lebensversicherungs- und
Vasicek-Bondmarktmodell.

Ahnlich wie im Kapitel 2 erhalten wir fiir den optimalen Lagrange-Multiplikator
mit (3.6) folgendes Resultat:
1

—é In(A\P") = BT <(x — (ng —n)Kr_4part B(t,T)) + é]Et”’ [H(t,T)In(H(t, T))])

und aus diesem ergibt sich somit:
APE = exp (—aB(t, T) ' (z— B, T)(n, — n)KT,tpaH))
cexp (=B, T)""E" [H(t, T)In(H(¢,T))]) . (3.9)

Fiir die Bestimmung des expliziten Ausdrucks fiir den optimalen Lagrange-Multiplikator
miissen wir den bedingten Erwartungswert:

IE" [H(t,T)In(H(t,T))]

berechnen. Wegen der Markoveigenschaft des Short-Rate-Prozesses gilt fiir jede be-
schrinkte, messbare Funktion f und alle 0 <t < s:

B [f(r)| 7| = B [£(r)]r] und somit B [f()| 7/ | = B[£(L0]],,
wobei (rf") s, die Losung der stochastischen Differentialgleichung
dry = bla — ry)ds + 6dW

mit der Anfangsbedingung r; = r ist. Aus diesem Grund und wegen der Deterministik
der Volatilitdt o und des Marktrisikos # reicht es fiir die Bestimmung des Erwartungs-
wertes

IEY [H(t, T)In(H(t,T))] =: g(r)

den bedingten Erwartungswert IE [H (¢, T) ln(H(t,T))‘}—t} =: g(r;) zu berechnen und
anschlielend r; gleich r zu setzen. Fiir diesen fithren wir einen Maflwechsel von Q zu
einem Wahrscheinlichkeitsmafl Py := P' ® ]P’%: durch, welches das Produkt von dem
T-Forwardmartingalmaf} IP’% und dem versicherungsmathematischen Mafl PV ist:

_ B(t,T) 1 _B(t,T)eX B tr .
“B0,T)8()  B(O,T) p( / sd)

t 1 t
— exp (/ o(s, T)dWwe' — 5/ a(s,T)2d5> :
0 0
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wobei W¥7 | gegeben durch dWET = dWQ — o(s,T)ds, nach dem Satz von Girsanov
ein eindimensionaler Wiener Prozess beziiglich Py ist. Aus der Formel von Bayes ergibt
sich:

EQ[@%Z A1) n(H (1. T))| 7]
[0% 0| 7|

[ Srds (| tT))|]—"t].

E" [In(H(t,T))|F] =

Daher ergibt sich:
IE [H(t, T) In(H(t, T)| 7] = B2 [ n(H (8, T)| F|
= B(t, T)E" [In(H(t,T))|F] . (3.10)
Es bleibt den bedingten Erwartungswert IE™" [In(H (¢,T))|F;] zu berechnen.
Proposition 3.3.1. Der Erwartungswert IEF7 [In(H(t, T))’]—"t] ist gegeben durch:

E" [In(H(¢,T))|F] = —E"" [/tTrsds|ft} +%/tT 03ds+/tT Os0(s,T)ds, (3.11)

wobei fiir den bedingten Erwartungswert von ftT rsds beziiglich Pp gilt:

T 67b(Tft) -1 52 efb(Tft) -1
o [ ] < (B (£ )

52 [ e—bT—t) _ 1\ 2
+ % (T) . (3.12)

Beweis. Fiir Wiener Prozesse beziiglich IP’CJ; und Q/ erhalten wir nach dem Satz von
Girsanov folgendes Resultat:

AWQ" = awF — 6.ds Bf ;
dW]Pf AW (s, T)d = dWsT =dWF¥ — (o(s,T) + 6,)ds
st =dW —o(s,T)ds

Mit diesem Ergebnis und wegen der Deterministik des Marktpreises des Risikos 6 und
der Volatilitdt o folgern wir:

T T 1 T
EFT In(HtT)|F] =E |— [ rds+ [ 0,dWwF — = [ 6%ds|F,
S 2 S
t t t

T T ; 1 T
== U rsds\ft] + IEPT U 0,dWE |]—“t} — 5/ 02ds
t t t
T T P/ 1 T
—IE"T { / rsds\ft] + E™ { / edeST]]-“t} -3 / 02ds
t t t

-~

f
P
=0, da ftT 0sdW, T ein Martingal ist

T T
—l—/ Hgds—i—/ 0.0(s, T)ds
t r 1 (T T
= —IEFT {/ rsds‘}"t] + 5/ 02ds —i—/ Os0(s,T)ds .
¢ ¢ ¢
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Somit ist die erste Behauptung bewiesen. Fiir die zweite Behauptung betrachten wir
den Satz 3.1.1 aus dem ersten Abschnitt dieses Kapitels. Laut diesem hat die Short-
Rate im Einfaktor-Vasicek-Modell folgende Darstellung:

t
ry =roe " +a(l —e ) + / 5e*b(t’“)dW§f
0

t t !
=roe " +a(l—e ) + / Se g (u, T)du + / e PN W, T,
0 0

!
wobei wir den Zusammenhang AW, ™ = def — o(u, T")du zwischen den Wiener Pro-
zessen beziiglich Q/ und IP’% ausgenutzt haben. Wir erhalten fiir s > ¢:

S

re = rtefb(sft) + a(l . efb(sft)) +/
t

s f
5e Mo (u, T)du + / e P g, T

t

Es gilt also mit dem Satz von Fubini:

T T T
/ ryds = / re s + / a(l — e_b(s_t))ds
t t

T S ' T S Pf
+ / / 5e "o (u, T)duds + / / Se P, T ds
t t t t
T

T
:/ rte_b(s_t)ds—l—/ a(l — e 571)ds
t t

T T T T of
+/ / 56_b(5_“)a(u,T)dsdu+/ / Se P~ dsd IV, T
t u t u

1
= (e 1) G0 1) (T 1)
) —b(T—u) Pf, to —b(T—u)
_ E(e —1)dW, ™ — t 5(6 —Do(u,T)du
t ~ -

:%(e—b(T—u)_l)Q

e b(T-t) _q <e—b(T—t) -1
= - +a

2 +(T—t)>

e—b(T—t) -1 52 e—b(T—t) -1
LTS (B ) (S )

§2 (e dT= _ 1\ s pf
Z (= ) _ Z(e7(T=v) _ 1\dq T
% ( b ) /t p Jaw,

Somit folgt die zweite Behauptung, denn es gilt wegen der Martingaleigenschaft

T 5 pf
EF [ / E(e*b@*“) - 1)quT]]-“t1 =0.
t
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Insgesamt gilt mit (3.10)-(3.12):
" [H(t, T) In(H(t,T))]

1 (T T e—b(T—t) _
— / 02ds + / Os0(s,T)ds + r———————

52 b=t _ 52 [/ ebT—t) _ 1\ 2
) (T ) - (2]

Insbesondere ist dieser Erwartungswert endlich und daher ist die Gleichung (3.9) erfillt.
Fiir die Wertfunktion erhalten wir mit (3.9) und (3.13):

= B(t,T)

1
V(t,z,n,r) = —=NPE" [H(t,T)]
o

1
= ——B(t,T)exp | —aB(t,T) " (z — (ng — n)Kr_par: B(t,T))
o

N J

TV
Eigenkapital

b=t _ 52 BTt _ 1 - 52 [ ebT—t) _1\?
) S (R - - —t R
exp | —r ; (b2 a>< 7 + ( >>+2b< 2 )
1 T T
- exp <—§/ 02ds —/ QSJ(S,T)ds) . (3.14)
t t

Wir bemerken, dass die Wertfunktion von der Differenz zwischen dem zu t aktu-
ellen Vermogen x und dem erwarteten abdiskontierten Wert der Verbindlichkeiten
(ng — n)K7_4paseB(t,T) abhdngt, dieser Betrag wird als Eigenkapital des Versiche-
rungsunternehmens gesehen. Damit ist Folgendes gemeint: Zum Zeitpunkt ¢ sind in
der Gruppe genau n, — n Versicherungsnehmer. Die erwartete Gesamtauszahlung an
die Uberlebenden betrigt somit K (ng — n)7—1Pare- Um die félligen Verbindlichkeiten
gegeniiber den Versicherten bedienen zu kénnen, muss das Versicherungsunternehmen
den erwarteten abdiskontierten Wert (n, —n)Kr_pa+:B(t, T') zuriickstellen. Daher hat
es zur Zeit t die Differenz

xr — (na - n)KTftpathB(ta T)

als Figenkapital fiir Investitionen zur Verfiigung.
Nun konnen wir die erste und zweite partiellen Ableitungen der Wertfunktion nach
x berechnen:

t
Vit z,n.r) = —aB(t,T) 'V (t,z,n,r)
ox
und o
—(g;’n’r) =o*B(t,T)*V(t,z,n,7) .
Wir leiten weiter die erste partielle Ableitung nach x partiell nach r ab und erhalten:
OV (t,z,n,7) o1,
L — o (e7P T 1) B(t, T) 2
- oy (e JeB(t.T) 2V (t,2.n,7)
1
+ ozg(e_b(T_t) —1)B(t, T) 'V (t,z,n,r)
1
= ag(e’b(T’t) — V)V (t,z,n,7)B(t,T)*(B(t,T) — azx) .
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Dabei haben wir ausgenutzt, dass fiir die partielle Ableitung von B(t,T") nach r mit
(3.2) gilt:

OB, T) 1. .
% = 5(6 b(T—t) _ 1)B<t,T) .

Weiter folgern wir daraus:

1 Ve 11, iy
= aB(t,T) und o= b(e 1) (B(t,T) — azx) .

T «

8

SchlieBlich liefert das Einsetzen der gewonnenen Ergebnisse in die Formel (3.8) die
suboptimale Portfoliostrategie, diese ist gegeben durch:

1 0, BT 1o0T) BuT)- aX TP

opt - _ =
u ao(u, T*) XIP ao(u, T*) X Topt
A

s ,u>t1.

J/

~
Korrekturterm

Dabei ist die suboptimale Strategie bei CARA-Nutzen auch wie im letzten Kapitel
vollig unabhéingig vom Eigenkapital und beriicksichtigt daher auch nicht den Wert der
Verbindlichkeiten gegeniiber den Versicherten. Wir bemerken weiter, dass der zweite
Term der oben stehenden Gleichungen als ein Korrekturterm interpretiert werden kann.
Da die Volatilitat des T-Bonds zum Zeitpunkt 7' verschwindet, geht dieser Korrektur-
term fiir u — T gegen Null.

3.3.2 CRRA-Nutzenfunktion

Wir betrachten die im Unterabschnitt 2.6.2 definierte CRRA-Nutzenfunktion. Unser
Ziel ist das explizite Losen des Bond-Portfolioproblems bei diesem Nutzen. Fiir die
Wertfunktion gilt nach (3.5):

1
Vi(t.rnr) = SO B [H0LT)).
g

wobei der optimale Multiplikator nach (3.6) gegeben ist durch:

opty 1 1
(/\tpt)”’l (x — (ng —n)Kr_4part B(t,T)) .

T (2, T)7

Um die suboptimale Portfoliostrategie zu bestimmen, benotigen wir den expliziten
Ausdruck fiir die Wertfunktion V. Damit wir die Wertfunktion explizit angeben kénnen,
miissen wir zunéchst folgenden Erwartungswert

" [H(t, T)%}

berechnen. Dabei gehen wir genauso vor wie im letzten Unterabschnitt, wir berechnen
zunédchst den Erwartungswert IE [H (t, T)ﬁ ‘.7-}} und setzen danach anstelle von r; den

Wert T ein. Hie{fﬁr fithren wir einen Mafiwechsel von P zu einem Wahrscheinlichkeits-
mafl P := P¥ @ P/ durch:

t ~ 1 t v 2
= exp / ——0.dW, — —/ <— 8) ds
Fi o 71 2Jo \v—1
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mit einem Wiener Prozess dWP dW, — 771950[3 beziiglich P, vgl. Satz von Girsanov.
Es ergibt sich aus der Bayes-Formel also:

E [H(t,T)w”qut]

’y T T 1 (T
:E[exp (— <—/ Tsds+/ edeS——/ egds)) |]-"t]
v—1 t t 2/
_ T 1 T 1 T 2
=E" |exp - TSdS——L Qfds—l——/ LHS ds |}"t
vy—1J, 2y -1 2/ v—1

1rsds) |]—}} (3.15)

Dabei haben wir im letzten Schritt benutzt, dass der Marktpreis des Risikos 6 und die
Volatilitdt ¢ deterministisch sind, vgl. Abschnitt 3.1. Denn dies hat zur Folge, dass

auch
e v 2
exp <§/t (7_19) ds ——/ _198d5)

deterministisch ist und aus dem bedingten Erwartungswert herausgezogen werden
kann.

Proposition 3.3.2. Fiir den bedingten Erwartungswert von exp (— ftT ﬁrsds) be-
ziiglich P gilt weiter:

B T
EF {exp (—/ v 17"st) |.7:t}
\ _
e b(T—t) _ 1 e 0(T-t) _ 1
:exp(vjln 2 )-exp(—ﬁyila( 2 +(T—t)))
1 v 2 52 2e=0(T—=t) _ 9 e—20(T—t) _ 1
. (L) (= _
exp (2 (7— 1> 2 (( D+ —7 2b

exp ( /t ' ﬁeua(u, T)du> | (3.16)

Beweis. Da folgende Zusammenhénge zwischen den Wiener Prozessen

dWQ' = aw¥ —6.ds o o 0,
AW = aw?’ - —vj -Ouds = AW =dWo o T ds

gelten, erfiillt die Short-Rate Entwicklung im Einfaktor-Vasicek-Modell die stochasti-
sche Differentialgleichung;:

00,

dry = bla —ry)dt + ——dt + SAWE .
v

und ist somit nach (3.1) gegeben durch:

Ly
rt:roebt—i-a(l—ebt)-i-/—@ t“du—i—/ée (=) g
o 7—1
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Nun betrachten wir fiir s > t den Zeitpunkt ¢ als Zins in s und erhalten mit dem Satz
von Fubini dhnlich wie im Beweis zur Proposition 3.3.1:

T T T
/ reds = / re D ds 4 / a(l — e D)5
¢ ¢

T s
—|—/ L@ e s "duds—i—/ / Je b= "dWPfds
t ¢ v —1

1
= —rtg(e_b(T_t) —-1)+ E(e_b(T_t) 1) +a(T—1)

s 5 1 4
- / (eI _DawB — [ —— 20, (e7 T — 1) du . (3.17)
t b t _1 b

=0y0(u,T)

Mit [20, Satz 4.4.9] ist der Summand ftT I (e bT—w) — 1)dW¥ als Summe zweier nor-
malverteilter Zufallsvariablen normalverteilt:

s B Trs 2
/ G T=w) _ 1)aw? ~ N | 0, / (5(6—“7“—“)—1)) du | . (3.18)
t t

Also ist das Integral — ft —Lor.ds beziiglich P/ normalverteilt und es gilt:
_ T v
P {exp (_/ rsds) ‘]:t]
¢ v—1
v | [ Ly Novorl "
=exp | ——E Tsds‘]-"t + = Var Tsds‘]-"t . (3.19)
v—1 t 2\v—-1 t

Fiir die Berechnung des Erwartungswertes und der Varianz von ftT rsds beziiglich P
benutzen wir die Ergebnissen (3.17) und (3.18), es folgt:

B T 1 6—b(T—t) -1
e[ ] - o1y (o)
t

P [ /t ! ﬁ@ua(u, T)du]]—}l

g

:ftT ﬁQHU(u,T)du, da deterministisch

Var® [/tT rsds}jft] — /tT <%(e—b(T—u> N 1))2du

2 2 1
_ i_z <(T i t) + g(e—b(T—t) . 1) T (,=26(T—t) 1)) 7

da ftT %(e‘b(T_“) — 1)dWF ein Martingal ist. Mit den oben erhaltenen Resultaten
eingesetzt in die Gleichung (3.19) folgt die Behauptung. O

Insgesamt gilt aufgrund der Markoveigenschaft des Short-Rate-Prozesses mit (3.15)
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—b(T—t) _ 1 (Tt _ q
.exp(vjlre - ).exp (_’lea(e : +(T—t)))
1 y 2 52 e b(T—t) _ 9  o=2(T-t) _q

' Sl 5 (T~ _
- (2 (7— 1) b2 (( 0= 2%

- exp ( /t : ﬁ@ua(u,T)du) . (3.20)

Insbesondere ist der oben stehende Erwartungswert endlich und die Gleichung fiir den
optimalen Lagrange-Multiplikator am Anfang dieses Unterabschnittes ist somit erfiillt.
Die Wertfunktion lasst sich daher wie folgt umschreiben:

vy
0l 1-
2 — (g — ) K1—pars B, T) | EY" [H(t,T)ﬁ} !

Eigenkapital

V(t,z,n,r)=

1
g

und ist auch wie bei CARA-Nutzen abhéngig vom Eigenkapital. Weiter gilt mit (3.20):

OIE" [Ha(;aT)Wzl} _ - i 1%(e—b(T—t) —)E [H(t,T)ﬁ} .

Also konnen wir V,, V., und V,, explizit berechnen. Fiir die ersten zwei partiellen
Ableitungen der Wertfunktion nach x erhalten wir:

oV (t,x,n,r B i PR
% = (¢ — (na = n)Kr_pore B(t, T)) " E" [H(t,T) }
OV (t,x,n,r o L 1y
(8332 ) = (’7 - 1) (.QT - (na - n)KT—tpa-i-tB(ta T))’y 2 IEt’ [H(t, T) 711] .
t
Fiir die partielle Ableitung von M nach r ergibt sich dann:
x
PV (t,x,n,r e T _q _ 4 71y
<8:L“87" ) = _f)/(—b) (= (ng — ) Kp_ypare B(t, T)) " B [H(t, T)vfl}

(e—b(T—t) _ 1)
b
- a1t
(= (n = ) K7 pas B(LT)) B [H(t,T)71]

- (7 - 1)(”a - n)KT—tpa+t B(t, T)

und wir folgern somit:

|78 1
—V = /y — 1 (IL‘ - (na - n)KT—tpa-l—tB(t’ T))
Vi v (e -1 !
V;p:r Y= 1 b ! ’y(na n) fothe (t’ )
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Die suboptimale Portfoliostrategie erhilt man durch Einsetzen der berechneten Ergeb-
nisse in die Formel (3.8), zur Zeit u > t gilt fiir den suboptimalen Anteil, welcher in
den T™*-Bond investiert wird:

opt __

1 O,  (XIP'— (ng — Nu)K7_ypasruB(u,T))
vy —1o(u, T X Topt

v o(u,T) 1 ;1
X7 _ = (ne — NKpowpasuBu, T) )
+7_10(U’T*)Xgopt u ’Y(n ) T p+ (U )

Korrekturterm

Die suboptimale Investmentstrategie lédsst sich also als Summe aus zwei Kompo-
nenten interpretieren. Dabei ist der erste Term proportional zum Prozentsatz des Ei-
genkapitals des Versicherungsunternehmens und beriicksichtigt somit den Wert der
Verbindlichkeiten. Beim zweiten Term handelt es sich um ein Korrekturterm, welcher
fiir u — T zur Null geht.

Mit der Optimierung des Bond-Portfolioproblems im Vasicek-Modell befassen sich
viele Mathematiker. Kraft und Korn 16sen zum Beispiel das Problem in [12] mittels
der stochastischen Kontrolltheorie und in [19] geschieht die Herleitung dieses Problems
mit Hilfe der Martingalmethode. Dabei gehen sie alle von einem arbitragefreien und
vollstédndigen Finanzmarkt aus, bestehend aus einer risikobehafteten Finanzanlage in
Form eines Bonds und einem Geldmarktkonto, also von einem Marktmodell ohne Mor-
talitétsrisiken. Fiir die optimale Portfoliostrategie erhalten die Autoren fiir die Nut-
zenfunktion U(z) = %x”:

ot _ 1 0., N v o(u,T)
“ oy =1lo(u,T*) y-1lo(u,T*)
S~—_—— —

Korrekturterm

Wir bemerken, dass wenn man den Wert der Verbindlichkeiten gleich Null setzt, so
bekommt man eine Startegie, welche mit der oben stehenden iibereinstimmt. Das heifit
im Falle, dass es keine iiberlebenden Versicherten mehr gibt, ist die erhaltene Invest-
mentstrategie die Losung des Bond-Portfolioproblems ohne Mortalitédtsrisiken.

3.3.3 Logarithmische Nutzenfunktion

In diesem Unterabschnitt wollen wir schliellich die logarithmische Nutzenfunktion auf
das Bond-Portfolioproblem unter Beriicksichtigung von Mortalitéitsrisiken anwenden.

Fiir den optimalen Lagrange-Multiplikator erhalten wir mit (3.6) &hnlich wie im
Unterabschnitt 2.6.3:

1/)\?1”5 =2 — (ng —n)Kp_pat B(t,T)
und die Wertfunktion ist somit gegeben durch

V(t,z,n,r) =In(z — (na = n)Kr_ipart B(1,T)) — EY [In(H (¢, T))] .

TV
Eigenkapital

Um den bedingten Erwartungswert von In(H (t,7)) zu bestimmen, betrachten wir fiir
s >t den Zeitpunkt ¢ als Zins in s. Der Satz 3.1.1 liefert zusammen mit dem Zusam-
menhang dWSQf = dW?¥ " — 0,ds und dem Satz von Fubini &hnlich wie in den letzten
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zwei Unterabschnitten folgendes Ergebnis:

T
1
/ reds = —rtg(e’b(T’t) -1)+ %(e*b(T’t) — 1) +a(T —1)
t

s ) f
- / 5(e*b@*“) — 1)b,du — / 5(e*b<T*“> — dwk .
t t

Mit diesem Resultat folgern wir fiir IE [ln(H (t, T))|]-"t} unter Ausnutzung der Martin-
galeigenschaft:

T 1 T T
E [In(H(¢,T))|F] =E {—/ rsds—i/ 03ds+/ edef’f\ﬁ]
t t t

_ rt%(eb(Tt) 1) = ST 1) (T 1)

T A
—/ Os0(s,T)ds — —/ 0%ds .
¢ 2. )y

SchlieBlich gilt aufgrund der Markoveigenschaft der Short-Rate insbesondere:
1
_ t)

EY In(H (¢, T))] = rg(e*“T*t) —1)— ; —a(T
T 1 T
—/ Os0(s,T)ds — —/ 02ds .
t 2 t

Nun konnen wir die partiellen Ableitungen der Wertfunktion bestimmen. Dabei

2 (efb(Tft) . 1)

x VCE
spielt der oben stehende Erwartungswert bei der Berechnung der Werte v und %
keine Rolle. Fiir die ersten zwei partiellen Ableitungen nach z gilt: m v

ovV(t,x,n,r _
LI — (5 = (0 = 0K r-para B T))
PV (t,x,n,r _
(87) = —(x — (na — ) Kr_par B, T)) 7% .
oV (t
Fiir die partielle Ableitung von w nach r ergibt sich dann:
x
PV (t,x,n,r) %(e’b(T’t) —1)(ng — n)Kr_4pars B(t, T)
OxOr B (x — (ng —n)Kr_4part B(t, T))?
und somit erhalten wir:
Va Var L -
= (o () K pun B T)), 25 = =5 (e 0= 1) (g n) K ps Bt T).

Das Einsetzen der oben erhaltenen Ergebnisse in die Formel (3.8) liefert die suboptimale
Portfoliostrategie:

opt __

6., XSOpt _ (na — Nu)KT_uch_uB(u, T)
T o (u, TY) X v

o(u,T) 1
U(U T*> WOLG B N“>KT*Upa+UB(u7 T) y U >t.
Korrel;;lrterm

Die suboptimale Anlagestrategie beriicksichtigt insbesondere auch den Wert der
Verbindlichkeiten. Wird dieser gleich Null gesetzt, also keine Uberlebenden, dann fallen
der Korrekturterm und der letzte Bruch des ersten Terms weg und die Strategie wird
somit die Losung des Bond-Portfolioproblems ohne Mortalitédtsrisiken.
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Kapitel 4

Optimierung in einem Aktien- und
Bondmarkt

In diesem Kapitel haben wir die Aufgabe, die optimale Aufteilung des zum Zeitpunkt ¢
bestehenden Kapitals auf einen Geldmarktkonto, einen 7*-Bond mit Maturitat 7% > T
und eine Aktie unter Beriicksichtigung von Mortalitdtsrisken zu bestimmen, welche
zur Maximierung des erwarteten Nutzens des Uberschusses fithrt. Dazu werden wir
uns mit einer Kombination aus dem Versicherungsmarkt aus dem ersten Kapitel und
einem zweidimensionalen Finanzmarktmodell, bestehend aus einem Geldmarktkonto
und zwei risikobehafteten Finanzanlagen (Aktie und T*-Bond) beschiftigen. Dabei
wird der Short-Rate-Prozess (r;);, auch wie im letzten Kapitel, durch das Einfaktor-
Vasicek-Modell definiert. Zur Bewéltigung der oben genannten Aufgabe wird zunéchst
die suboptimale Portfoliostrategie als Maximierer der HJB-Ungleichung fiir das Opti-
mierungsproblem (3.3) mit Nebenbedingung (3.4) im neuen erweiterten kombinierten
Modell allgemein bestimmt und spéter fiir CARA-, CRRA- und logarithmische Nut-
zenfunktionen explizit berechnet.

4.1 Das zweidimensionale Finanzmarktmodell

In diesem Abschnitt betrachten wir einen filtrierten vollstdndigen Wahrscheinlichkeits-
raum (QF, F/, Pf), wobei (F/)i=o die von einem zweidimensionalen Wiener Prozess
W = (WtB’Pf, WtS’Pf)T, t > 0 erzeugte Wiener-Filtration ist. Auf diesem modellieren
wir einen vollstdndigen Finanzmarkt, welcher aus drei Finanzgiitern besteht: einem
Geldmarktkonto, einem T*-Bond mit 7% > T und einer Aktie.

Das Geldmarktkonto ist die Losung folgender Differentialgleichung

dpy = Byrdt
wobei der Prozess (r;); durch das Einfaktor-Vasicek-Modell definiert ist:

dr, = b(a — r)dt + 5dWPY | o, 3,6 >0.
Die Dynamik des zweiten Finanzgutes ist gegeben durch
dB(u]“)::lBQ,T“)<ndt+—03(t7“)dM@&Qf>
und fiir den Aktienpreisprozess gilt die stochastische Differentialgleichung:

as, = S (rdt + oS aW Y + gfPawP )
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Dabei ist ; ; ;
B, S,
WtQ = (Wt @ 7Wt < )T

ein zweidimensionaler Wiener Prozess beziiglich eines zu P/ eindeutig bestimmten
dquivalenten MartingalmaBes Q/, gegeben durch

f t t t
L [ [opawse s [osaws? 3 [ (02" + @2)) ds],
0 0 2 0

tTdPs
fiir welchen nach dem Satz von Girsanov gilt:

Fi

dWPR = awP —gPat und  aw ' = aw S — gfar .
Der previsible Prozess 6 = (QB, 6° )T erfiillt folgende Gleichungen:
pf + B, 0P =1 (4.1)

pe + 020 + o788 =, (4.2)

und es wird angenommen, dass 6 deterministisch ist und o) # 0 fiir alle ¢ € [0, T*] gilt.
Die Preisprozesse des T*-Bonds und der Aktie werden beziiglich P/ also durch folgende
Dynamiken beschrieben:

dB(t,T*) = B(t,T") <rtdt +oB(t, T (thBva - efdt))

und 5 s (Ttdt Lo ( AWSE efdt) + 078 (thB,Pf B 9f’dt>) .

Der Versicherungsmarkt bleibt gleich wie in den vorherigen zwei Kapiteln und das
neue kombinierte Modell wird genauso wie im Abschnitt 2.2 konstruiert. Im Unter-
schied zu den ersten zwei Modellen haben wir hier drei Investitionsmoglichkeiten: einen
Geldmarktkonto, eine Aktie und einen 7™*-Bond.

4.2 Bestimmung des suboptimalen Portfolios

In diesem Abschnitt besteht unser Ziel darin, eine allgemeine Losung des statischen
Optimierungsproblems im neuen kombinierten Modell zu bestimmen und die subopti-
male Portfoliostrategie als Maximierer der zugehorigen HJB-Ungleichung zu ermitteln.
Die Aufgabe ist also die Optimierung der Anlagepolitik zu einem Zeitpunkt T° < T™,
damit der erwartete Nutzen des Uberschusses maximiert wird.

Im neuen globalen Markt stimmt das statische Optimierungsproblem mit dem aus
dem letzten Modell iiberein, mit dem Unterschied, dass wir nun insgesamt drei Fi-
nanzgiiter betrachten. Sind 72 und 77 die Anteile vom Gesamtvermdgen, welche zum
Zeitpunkt u in die Aktie und in den Bond mit der Falligkeit 7™ investiert werden, so
ist 1 — 72 — 79 der Vermogensanteil fiir die Investition in das Geldmarktkonto und
der dazugehorige Vermogensprozess (X[ ),>¢ ist unter der Berticksichtigung der Selbst-
finanzierungsbedingung die Losung der folgenden stochastischen Differentialgleichung:

ds dB(u, T*) ds
dX™ = S u B 7\ ) 1 — s B u X
= (Tu — 7 (0595 + 05395) — WfUB(u,T*)Hf) X7 du

+ oy XpdW 4 (nfos? + 7l (u, T7)) XTdw B
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Somit miissen wir das statische Optimierungsproblem nicht mehr l6sen, die im Ab-
schnitt 3.2 erhaltenen Resultate konnen einfach iibernommen werden.

Die Herleitung der allgemeinen Formel zur Bestimmung des suboptimalen Portfo-
lioprozesses 7 = (7Pt w9P)T geschieht entsprechend unseren Uberlegungen aus
dem zweiten Kapitel. Die Wertfunktion V' erfiillt in analoger Weise fiir alle zuldssigen
Strategien und jedes (¢, z,n,r) folgende HJB-Ungleichung:

0>V, +sup A"V (t,z,n,r) + (V(t,z,n+1,r) = V(t,2,n,7))(na —n)ula+1)

mit der Randbedingung V (T, z,n,r) = U(z — (n, — n)K), wobei fiir den Erzeuger
A™V (u, X, Ny, ry,) in unserem Modell fiir alle v > ¢ gilt:

A™V (u, X7, Ny, 1)

= (ry — 75 (0507 + 03P00) — 7laP (u, T%)02) XV,

+% <(7Tfaf)2 + (7T50’5B +7r503(u,T*))2) (XD Ve
B

00 1
+bla— == =)V + (m0)” + w0 (u, T7) X[ Ver + 50V,
Der Maximierer von dieser HJB-Ungleichung definiert die suboptimale Investment-
strategie. Wegen der strikten Konkavitdt der Wertfunktion V' erhélt man diese durch
Differenzieren des Erzeugers A"V (u, XT, N,,, ) nach m,. Fiir den suboptimalen Inves-
titionsanteil in die Aktie 75!, u > ¢ gilt:

Sopt __ 05 ‘/LB 1 1 _/1“5 —Tu +UQ§BQuB sz 1

Y S Vi X (05)? Viw X5
g_(ui—m sB_ Iy —Tu )Vgg 1

—_O' — e
(@5 " (05 0B(u,T*)) Vae X0

T

u

SB
o, Ve 1
=—(n; - ﬁﬁfB = oropt (4.3)
oB(t,T%) Ve Xa
und der suboptimale Anteil vom Gesamtvermogen 75t o > ¢, der in den T*-Bond
investiert wird, ist also:
Ve 1 ) Ver 1

QB JSB 95
Bopt _ u _ u U _ =
“ (UB(U, T*)  oB(u,T%) 05) Ve XaP' 0B (u, T*) Vi X7
(1, @ e ofF oS5+ osP0\ Ve 1
= (0_5)2 O'B(U,T*) O'B(U,T*) (0_5)2 ‘/;Ew X;ropt

o Vir 1

B oB(u, T*) Ve X

12 1+(053)2 i T A DA
(05)% ] oBu,T*)*  oB(u,T*) (65)* | Viw X3

5 Vi 1

7B (w, T%) Viyp X1P

B O 0 I W T L 5 A S S
= (03)2 Uy JB(U’T*)T]U ‘/m: X;ropt UB<U,T*) er XJOpt

' (4.4)

T
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mit s B B
nS - Ky — Tu T]B - My — Tu Hoy — Tu
T sy T oB T (o)
Dabei wurden fiir die Gleichheiten 1 und 2 die Gleichungen (4.2) und (4.1) benutzt.
Kraft und Korn haben fiir die Portfoliooptimierung in [12] &hnliche Ergebnisse erhalten.

und 2P =

4.3 Anwendung auf spezielle Nutzenfunktionen

In diesem Abschnitt ist es unser Ziel, das gemischte Aktien-Bond-Portfolioproblem
im Vasicek-Modell unter Beriicksichtigung von Mortalitétsrisiken bei logarithmischen,
CARA- und CRRA-Nutzen explizit zu losen. Wir werden also ein Portfolio, das aus
einem Geldmarktkonto, einer Aktie und einem 7*-Bond besteht, zu einem Zeitpunkt
T < T~ fiir die zwei Nutzenfunktionen so optimieren, dass der erwartete Nutzen des
Uberschusses maximiert wird.

4.3.1 CARA-Nutzenfunktion

Fiir die Bestimmung des suboptimalen Porfolioprozesses 7P = (7Bt 75T bei

1
CARA-Nutzen U(y) = —— exp(—ay) orientieren wir uns an dem Unterabschnitt 3.3.1.
a

Die explizite Darstellung des optimalen Lagrange-Multiplikators bleibt bis auf die
Gestalt des Erwartungswertes IE"" [H (¢, T) In(H (t, T))] identisch:

AP =exp (—aB(t,T)™" (x — B(t,T)(n, — n)K1—_Pati))
-exp (=B, T)""E" [H(t,T)In(H(t,T))]) .
Um diesen Erwartungswert zu berechnen, fithren wir analog zum Abschnitt 3.3 einen

MafBiwechsel von Q zu einem Produktwahrscheinlichkeitsmafl P von dem T-Forward-
martingalmaB PJ. und dem MaB P durch:
dPr

t 1 t
_ B B,Qf B 2
—| =exp o’ (s, T)dW, — —/ o7 (s, T ds) ,
aQ |, (/o =1 2 )y D)

wobei dWEBFT = dqWBQ — 5B(s, T)ds nach dem Satz von Girsanov ein Wiener Prozess

beziiglich Pr ist. Aus der Formel von Bayes ergibt sich analog zum dritten Kapitel:

1
B(t,T)

BT [In(H(t, T))| 7] = foe [e—ffrudu 1n(H(t,T))|J-"t]

und fiir den zu bestimmenden Erwartungswert gilt:
IE [H(t,T) In(H(t,T))|F] = E? [e— S rudu ln(H(t,T))\]-"t}
= B(t, T)E" [In(H(t,T))|F] .

Es bleibt also, nur noch den Erwartungswert IE*™ [In(H (¢, T))|F;] zu berechnen. Dafiir
betrachten wir zunéchst die Zusammenhénge zwischen den Wiener Prozessen beziiglich
der Wahrscheinlichkeitsmafie P/, und P/:

B

f f
AW = dWPF — (o%(s,T) + 00)ds und AW = AW~ 0%ds .
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Mit Hilfe von diesen erhalten wir zusammen mit der Tatsache, dass die Prozesse 6 und
0P deterministisch sind, folgendes Resultat:

E" [In(H(t,T))|F]

P g g B B,Pf g S spr 1 g B\2 S\ 2
=B | = [ rds+ [ 0PAWER 4 [ gSawER - [(95) + (65) }ds\ft
t t

t t

T T B! T S, P
= —E™ U rsds\ft] + E” U 02dW, T|]-"t} + BT U 05 AW T\]—}}
. t t . 2 1 . t2 2
[0ty w0y as s [0 ds— g [ ((08)7+ (62)7) as
t . 1 . t , ; t .
_ P [ / rsdsm] = / ((0) + (69)") ds + / 0865 (s, T)ds,
t t t

f f
wobei die Erwartungswerte IEF” [ ftT 68 aw? ’PT}}}] und IEF” { ftT 03 aw? ’PT}]‘} auf-

grund der Martingaleigenschaft wegfallen. Die Berechnung der expliziten Darstellung
von IEFT [ ftT Tsds|]:t] haben wir schon im dritten Kapitel ausfiihrlich erlautert, sie-

he Proposition 3.3.1, und diese wird einfach {ibernommen. Insbesondere folgern wir
aufgrund der Markoveigenschaft der Short-Rate:

EY [H(t,T)In(H(t,T))]
1 —b(T—t) _

T 2 2 T e -
! / ((65)° + (6)) ds + / 080 (s, T)ds +

52 e—b(T—t) _ 1 52 [e—bT-t) _q 2
() 5]

Die Wertfunktion nimmt daher analog zum Abschnitt 3.3 folgende Gestalt an:

= B(t,T)

1
V(t,z,n,r) = _EB(t’ T) exp (—aB(t, T) '+ a(n, — n)KT_tpaH)

BTt _ 1 52 b=t _ 1 - 52 [ ebT—t) _ 1\ 2
- exp —TT—(b—z—a) <T+( —t))—F%(T)
T T
- exp —1/ ((95)2—1- (05)2) ds—/ 0858 (s, T)ds | .
2. t

Man stellt schnell fest, dass sich nichts fiir die Werte —— und Var dndert, diese konnen

xrxr

aus dem Unterabschnitt 3.3.1 einfach iibernommen werden. Fiir den suboptimalen Port-

folioprozess (7%"),>; ergibt sich somit mit den Formeln (4.3) und (4.4):
7_‘,Sopt — l 77S _ O-SB 7753 B(U, T)
v a\" oBu,T*)™ Xrept
SB)? SB
gy (o )2 nE - Blu, Tt)
a (o5) oB(u, T*) X[ep

1 oBu,T) 1
a oB(u, T*) XTI

(B(u,T) — aX]) .

s

~
Korrekturterm
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Wir bemerken, dass die beiden suboptimalen Anteile bei CARA-Nutzen auch wie in
den vorherigen Kapiteln voéllig unabhingig von dem Wert der Verbindlichkeiten sind.

4.3.2 CRRA-Nutzenfunktion
Das Ziel dieses Unterabschnittes ist die Losung des Portfolioproblems bei CRRA-
Nutzen U(y) = —y”. Hierfiir orientieren wir uns an dem Unterabschnitt 3.3.2. Fir
den optimalen Lagrange-Multiplikator und die Wertfunktion gilt:

1
B | H(t, T)77 |

(AP = (& — (N — n)Kr—1pars B(t, T))

1 4 11—
Vit z.n) = = (@ = (=) Kr—pare Bt T)) B e D]

sieche Abschnitt 3.3. Der Erwartungswert IE [H (t,T)ﬁ‘}—t} wird dabei dhnlich be-

rechnet, wie im Unterabschnitt 3.3.2. Wir fithren zunéchst einen Mafiwechsel von P zu
einem WahrscheinlichkeitsmaB P durch:

'y "y
= exp ( / ——0PawPF 4 / —HdeSS’P>
F 0o v —1 o v—1

(L () = )

dWEF = qWBP _ Llefds
"y —

_ dP
L, = —
LT ap

wobei folgende Prozesse

dWSE = qWSP — Llef ds
r}/ —

nach dem Satz von Girsanov Wiener Prozesse beziiglich P sind. Aufgrund der Deter-
ministik des Prozesses 6 ergibt sich aus der Bayes-Formel:

x e 7 B ’ T s :
E [H t,T)71 } - - Ty T g5) )a
(t.T)7= | exp<2/t ((7—1S)+(7—13)> 8)
1 T Y B\?2 S\ 2
o (o3 [ 55 (00 @) o)
_ T v
CIEP {exp (—/ rsds) ‘.7-}1 ,
¢ 71

vgl. (3.15). Eine ausfiihrliche Berechnung des bedingten Erwartungswertes

_ T ~y

EF {exp (—/ rsds) |.7:t}
¢ -1

ist nicht notwendig, diese findet man im Abschnitt 3.3, siehe Proposition 3.3.2. Wir
iibernechmen nur das Resultat. Insgesamt folgern wir mit der Markoveigenschaft der
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Short-Rate:

( (o) + () 2 (o (95)2)) ds)
P (7 1 1 b(Tbt) - 1) P (_7 1 1a <6b(Tbt) — (T t>>)
(

1 v 2 52 267b(T7t) —9 672b(T7t) -1
5(7—1> b_Q((T_t)+ b - 2b
T
Y B _B
- ex ———0 07 (u, T)du | .
([ et )

Fiir die partielle Ableitung von IE"" [H (¢, T)ﬁ] nach r erhalten wir also:

OIEL" [H;:,T)vvl} _ . 1 1%(6_b(T_t) _DE [H(t,T)%] )

xT

Var
und und wir konnen diese aus dem

xrx Tx

Daher andert sich nichts fiir die Werte

Unterabschnitt 3.3.2 iibernehmen.
Die Formeln (4.3) und (4.4) liefern den suboptimalen Portfolioprozess (7%"),>;. Der
suboptimale Investitionsanteil in die Aktie ist abhéingig vom Eigenkapital des Versi-

cherungsunternehmens:

ws = L (s _ou_en) 1 (XTI — (g — Nu) K1 uPayuB(u, T))
w 1 - U O'B(U,T*) u X;ropt\ u a u T—uPa+u ) )

~
Eigenkapital

und der suboptimale Anteil vom Gesamtvermdogen, welcher in den 7T*-Bond investiert
wird, ist die Summe aus zwei Komponenten. Der erste Term ist dabei proportional
zum Prozentsatz des Eigenkapitals und der andere Term ist ein Korrekturterm:

S 2
7_{_Bopt — 1 1+ (UUB) B 053 S
1oy @) )" P T)™

! (Xwopt - (na - Nu)KTfupaJruB(q% T))

X;ropt u /,

TV
Eigenkapital

B
v o (u,T) 1 1
— X" — Z(n, — N)K7 wparuBw,T)) .
R Y R S
Korrel:tflrterm

J/

Die Losung des gemischten Aktien-Bond-Portfolioproblems in einem Marktmodell
ohne Mortalitdsrisiken findet man zum Beispiel bei Kraft und Korn in [12]. Fiir die
optimale Portfoliostrategie erhalten diese Autoren fiir die Nutzenfunktion U(y) = %yV
folgende Ergebnisse:

Sopt _ 1 77s_ UZ?B nSB
v L=y \"™ oBu,T*)"™
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und

u J/

2
Bopt __ 1 1 (O-EB) B O-EB S o i O-B<u’ T)
Ty ™ = - 2 | B A T B 5
1_7 (O'S) o (U,T) 1_70- (U7T>

Korrekturterm

Gibt es keine Uberlebenden mehr in der Gruppe von Versicherten, also keine Ver-
bindlichkeiten. So stimmen unsere Resultate mit denen von Kraft und Korn iiberein.

4.3.3 Logarithmische Nutzenfunktion

Unser Ziel ist, die Bestimmung des suboptimalen Portfolioprozesses fiir die Nutzenfunk-
tion U(y) = In(y). Die expliziten Darstellungen des optimalen Lagrange-Multiplikators
und der Wertfunktion werden aus dem vorherigen Kapitel iibernommen:
1M =2 — (ng — n)Kr_part B(t, T)
V(t,x,n) =In(zx — (ng — n)Kr_par: B, T)) — E" [In(H(t,T))],
Eigen‘k,apital

wobei fiir den bedingten Erwartungswert IE“" [In(H (¢,T))] dhnlich wie im Unterab-
schnitt 3.3.3 gilt:

EY (n(H(t,T))] = r%(eb(Tt) 1) = S 1)~ a(T 1)

_/Teng(s,T)ds—%/tT<(ef)2+(ef)2) ds

t

Die Wertfunktion hier stimmt also bis auf die Gestalt von IE“" [In(H (¢, T))] mit der
Wertfunktion aus dem Unterabschnitt 3.3.3 iiberein. Da der erwéhnte Erwartungswert
nicht vom Vermoégen z abhéngt und somit fiir die Berechnung der partiellen Ablei-

tungen nach z unwichtig ist, konnen wir die Werte —— und —— aus dem vorherigen

Kapitel itbernehmen. Durch Einsetzen dieser Werte in die Formeln (4.3) und (4.4)
ergibt sich somit der suboptimale Portfolioprozess (7%"),>;. Der suboptimale Investi-
tionsanteil in die Aktie ist auch wie bei CRRA-Nutzen abhéngig vom Eigenkapital des
Versicherungsunternehmens:

Sopt _ S O-EB SB Xgopt — (na — Nu)KT—upa—i-uB(ua T)
u U O'B(U,T*) u X;ropt
und der suboptimale Anteil vom Gesamtvermogen, der in den T*-Bond investiert wird,

ist die Summe zweier Komponenten. Der erste Term beriicksichtigt dabei den Wert der
Verbindlichkeiten und beim zweiten Term handelt sich um einen Korrekturterm:

(058)2 B UfB S X;mpt _ (na - Nu)KT—upa-‘ruB(u?T)

T

Bopt __
" =

T

X;ropt
oP(u,T) 1
o (. )Xo

(e — Nu) K7 _uparuB(u,T) .

~
Korrekturterm

Betrachtet man den Fall, dass es in der Gruppe keine iiberlebenden Versicher-
ten mehr gibt, also den Fall, dass es keine Verbindlichkeiten bestehen, dann erhal-
ten wir einen Portfolioprozess, welcher mit der Losung des gemischten Aktien-Bond-
Portfolioproblems ohne Mortalitétsrisiken iibereinstimmt.
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Kapitel 5

Optimierung in einem

Mehrfaktor-Vasicek-Bondmarkt

In diesem Kapitel setzen wir uns zum Ziel, die Portfoliooptimierung fiir das Mehrfaktor-
Vasicek-Modell unter Beriicksichtigung von Sterblichkeitsrisiken durchzufiihren. Dazu
werden wir eine Kombination aus dem im ersten Kapitel eingefithrten Versicherungs-
markt und einem vollstdndigen Finanzmarktmodell, bestehend aus einem Geldmarkt-
konto und k Nullkuponanleihen mit Maturitdten T7,...,T; > T, betrachten. Unsere
Aufgabe wird es also sein, das zur Zeit t verfiighares Vermdégen auf ein Geldmarktkonto
und £ weitere Finanzgiiter unter Beriicksichtigung von Mortalitétsrisken optimal auf-
zuteilen, sodass der maximale erwartete Nutzen des Uberschusses erreicht wird. Fiir
die Bewiltigung der oben genannten Aufgabe werden zunéchst der Short-Rate-Prozess
(r¢); durch das k-Faktor-Vasicek-Modell definiert und in diesem eine Bondpreisfor-
mel bestimmt. Weiter wird das Bond-Portfolioproblem im neuen kombinierten Modell
zuerst allgemein und spéter bei logarithmischen, CARA- und CRRA-Nutzen explizit
gelost. Es handelt sich bei der Losung des Problems dabei auch wie in den letzten
Kapiteln um eine suboptimale Portfoliostrategie.

5.1 Das Mehrfaktor-Vasicek-Modell

In diesem Abschnitt werden wir uns als Erstes mit der Modellierung der Zinsrate (r;);
im Mehrfaktor-Vasicek-Modell und als Néchstes mit der Ermittlung einer Formel fiir
Bondpreise in diesem beschéftigen. Es werden weiter einige wichtige Eigenschaften des
Prozesses (r;); untersucht, welche uns helfen werden, den Short-Rate-Prozess besser zu
verstehen. Dabei orientieren wir uns hauptséchlich an dem Buch von Shreve ,,Stochastic
Calculus for Finance II: Continuous-Time Models“ [20].

5.1.1 Modellierung der Short-Rate

Es sei ein filtrierter vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum (Qf, F/, P/) gegeben, wobei
(Ef )t>0 die von einem k-dimensionalen Wiener Prozess

f f f
W = (Wi (@),..., W (1), t>0

erzeugte Wiener-Filtration ist. Wir betrachten auf diesem einen arbitragefreien und
vollsténdigen Finanzmarkt, bestehend aus k + 1 Finanzgiitern, einem Geldmarktkonto
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und k& Bonds mit Filligkeiten T < Ti,...,T;. Die Existenz eines zu P/ eindeutig
bestimmten dquivalenten MartingalmaBes Q/ ist insbesondere gesichert. Das k-Faktor-
Vasicek-Modell ist in der allgemeinen Form ein iiberparametrisiertes Modell, welches
jedoch auf ein kanonisches k-Faktor-Modell reduziert werden kann, vgl. [20, Abschnitt
10.2]. In diesem kanonischen Modell wird die Short-Rate fiir einen k-dimensionalen
Ornstein-Uhlenbeck-Prozess

dY; = —AY,dt + dw S (5.1)
mit einer (k x k)-Matrix
A1 0
A, = o A >0Vie{l,....k}und k > 2
Akl oo ARk

oder in komponentenweiser Schreibweise

dYi(t) = —AuYi(t)dt + dW' (1)
AYs(t) = —( A1 Yi(t) + AaoYa(t))dt + dWL (¢)

AYi(t) = = (A Yi(8) + MaYa(t) - + AaxYi(0))dt + dW, (1)
wie folgt definiert
k
re=200+ Y 6:Yi(t) .
i=1

Hierbei sind dg, ..., 0, Konstanten und
W = w2 (), W @), t>0

ein k-dimensionaler Wiener Prozess beziiglich des dquivalenten MartingalmaBes Q.
Das allgemeine Mehrfaktor-Vasicek-Modell und die Herleitung der kanonischen Form
fiir den Fall £ = 2 kann bei Shreve [20, Unterabschnitt 10.2.1] nachgeschlagen werden.

5.1.2 Bondpreise im Mehrfaktor-Vasicek-Modell

Nun wollen wir uns mit der Herleitung der Bondpreisformel im Mehrfaktor-Vasicek-
Modell befassen. Dies geschieht in Anlehnung an [20, S. 411-413]. Es ist bekannt, dass
der Preis eines T-Bonds zum Zeitpunkt 0 <t < T gegeben ist durch

B(t,T) =EY [exp (- /tT rudu) \]—"tf} .

Im dritten Kapitel haben wir gesehen, dass es im Einfaktor-Vasicek-Modell sich ge-
schlossene Formeln fiir die Bondpreisprozesse angeben lassen. Unser Ziel ist es, eine
geschlossene Formel fiir die Entwicklung des Bondpreises im Mehrfaktorfall des Vasicek-
Modells zu ermitteln. Dafiir sehen wir uns die Prozesse Y7, ...,Y, genauer an. Diese
sind als Losungen ihrer stochastischen Differentialgleichungen markovsch, somit ist die
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Short-Rate r; als von Y (%), ..., Yx(t) abhingige Funktion auch ein Markov-Prozess. Es
gibt daher eine Funktion ¢(t,y1,. .., yx), sodass fiir den Preis des T-Bonds gilt:

B,T) = g(t,Yi(t),...,Y(t)) .

Da der abdiskontierte Bondpreisprozess weiter ein Qf-Martingal ist, gibt es nach dem
Martingaldarstellungssatz einen previsiblen Prozess H, sodass folgende stochastische
Differentialgleichung:

B(t,T) o,
d( o0 ) H#)dWw (¢) (5.2)

gilt. Wir wenden die Ito-Formel auf den abdiskontierten Bondpreisprozess an und be-
kommen folgendes Resultat:

(257 o220

g(t,n(t),...,ﬁ(t))dt+Ldg(t,yl(t),...,Yk(t))

50 50
:éajﬂwmm@wnjamﬁ+%ﬁ+§j%mxw
+3 Zgyzyg Y., Yj ()}

ik <%+§:5Y ) (EVA(0), - Vi) + 0
N ; 9y (; )\mYn(t)> + % ; gyiyi:| dt

1 b ¥
+ 5 ;gyidWP () . (5.3)

Dabei sind ¢¢, g,, und g,,,, die partiellen Ableitungen der Funktion g, i € {1,...,k}.
Der Vergleich der Darstellungen (5.2) und (5.3) zeigt, dass der dt-Term in (5.3) ver-

schwinden muss. Wir erhalten also folgendes Gleichungssystem, fiir alle ¢t € [0,7") und
Y1,---, Yk € R gilt:

k k i k
- <50 + Z@'%) gty yk) + g — Zgyi (Z )\m?/n) + % Zgyiyi
=1 =1 n=1 =1

L=g(T,y1,...,yk), (5.4)

wobei die Endbedingung wegen der Gleichheit B(T,T) = 1 erfiillt ist. Als Losung des
oben genannten Gleichungssystems kommt eine Funktion der Form

gt yi, . Yk) —exp( Zyz ; —A(T—t)) (5.5)

in Frage.
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Aus der Endbedingung (5.4) folgern wir zunéchst, dass

A(0) = C1(0) = --- = Gi(0) =
gelten muss. Weiter setzen wir 7 := T — t und erhalten fiir alle i € {1,..., k}
d d d(r) dCy(r)dT — dt dCy(T)
—C; _ _
7= Gan S = T w d(7)

und analog gilt auch:
d A — dA(T)

&) =
Somit erhalten wir fiir die partiellen Ableitungen der Funktion g aus (5.5) folgende

Resultate:
_ Zk 4 dA
a — Yi dr dr 9>

9y, = —Cig und g, =CCig Vi,j=1,... k.

Das Einsetzen der oben gewonnenen Ergebnisse in unser Gleichungssystem liefert die
Gleichung;:

k

dC; < e
02{91( 1+Z)\Z1C—51)+yz< 2+Z>\120—52>

k

dCl dA 1
. — 4+ A 4] — 4= ) Y1, ... R.
+ +yk<d + Ak Cr — k)+dT+2iZ1q 0}9 Y1, YUk €
Da die obige Gleichung fiir alle 41, ..., yx € R gelten muss, miissen alle zu y; gehorigen

Terme gleich Null sein und somit muss auch der letzte Term verschwinden, also:

k
dC e
1+§jAﬂc +§:)\Z2C—5g :d—k+)\kk(]k—6k—0

A 1<,
—+§;q—50=o.

Daher erhélt man ein neues lineares Gleichungssystem

dCl = (51 Z )\“C

dCQ ) 5, ZAQO




mit Anfangsbedingungen A(0) = C1(0) = --- = Cx(0) =

Aus den Gleichungen C%(0) = 0 und % = 0 — M Cr(7) ergibt sich die Losung
fiur Cy: 5
Ci(7) = A—’f (1 — exp(—AeT))
kk

Weiter konnen wir die gewonnene Darstellung benutzen, um Cj_; zu ermitteln und
diese wird dann bei der Ermittlung von Cy_o gebraucht usw. Somit kénnen Cy_; bis
(' nach und nach und zuletzt auch A {iber das Integral

A(r) :/ ——ZCQ )+ o | d

bestimmt werden. Fiir die geschlossene Bondpreisformel im k-Faktor-Vasicek-Modell
gilt daher mit C; und A:

B(t,T) = exp < Z Yi(t — A(T — t)) : (5.6)

Bemerkung 5.1.1. Die Volatilitdt o eines Bonds im Mehrfaktorfall des Vasicek-
Modells ist auch wie im Einfaktor-Vasicek-Modell deterministisch. Wir wollen eine
explizite Darstellung von o fiir einen T-Bond zur Zeit ¢t angeben. Dafiir betrachten wir
zunéchst die Dynamik des Bondpreisprozesses, gegeben durch

dB(t,T)

k
= rdt (t, T)aw® (¢
B(t,T) Tt +ZO(7 )Wz ()7

=1

und wenden die Ito-Formel auf den abdiskontierten Preisprozess des T-Bonds an:

p (B(t,T)

1 1
) - _rtWB(t,T)dt + o ~dB(t,T)

B(t) B(t)
_ 1 1 i Qf
— @(t) B(t,T)dt + %B(t, T) (rtdt + Zl oi(t, T)dW, (t))

_ Bg(t)T Z (6, T) AW (1) .

Dann vergleichen wir die oben erhaltene Darstellung mit der von (5.3) und folgern
zusammen mit (5.6):

k
Z oi(t, T)dW® (t) =
i=1

B

B(t,T)
B(t)

T —t)dw® (t) .

SchlieBlich liefert der Vergleich der dW;Qf (t)-Terme die Gleichheit

Aus dem Kapitel 3 wissen wir, dass die Short-Rate im Einfaktor-Vasicek-Modell
beziiglich des dquivalenten Martingalmafles normalverteilt ist, vgl. Satz 3.1.1. Wir wol-
len zeigen, dass der Prozess (r;); diese Eigenschaft auch im k-Faktorfall des Vasicek-
Modells fiir £ > 2 besitzt. Dafiir benotigen wir folgendes Lemma.
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Lemma 5.1.2. Es sei

A1l 0
Ay = : -
Akl - ARk
mit \; > 0 fiir alle ¢ = 1,...,k und k£ > 2. Dann lasst sich die Matrix wie folgt
schreiben A .
Av = ( f\ll )\kk)’
wobei
A1 0
JV— : und N = (Ap1, o5 Akpo1)
Mo—11 oo o M—1k—1
und es gilt
Ap_1t)" 0
= (5 )
mit

Pk,n = Pk,nflAkflt + ()\kkt)nil)\/t und Pk70 =0.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n.

TA: Fiir n = 0 gilt:

(Ait)” = (I’B‘ 1 (f) B <(A?;f)0 <Ak2t>°>’

wobei [;_; die Einheitsmatrix der Dimension k — 1 ist, d.h. die Behauptung stimmt
fiir n = 0.

IS: Wir nehmen an, die Aussage gelte fiir ein beliebiges, festes n € N, dann folgt:

il _ wp IV ((Apat)” 0 Apat 0
(At = (Mgt At ( s o) (N
B (Akilt)n—kl 0
T\ Pen Nt + (gst)" Nt (Aggt)™ !
_ ((Ak1t>n+1 0
Py (Apt)™ 1)
Insbesondere gilt fiir k£ = 2 und A\j; # Agg bzw. A\ = Aoo:
n_ (/\1175)” 0 n__ (/\Ht)n 0
<A2t) = ()\21tn AT1 =A% ()\22t)n bzw. (AQt) = k)\Ql)\?l_ltn ()\Ht)n ) (5~8>

A11—A22

dies kann analog zum Lemma 5.1.2 mittels vollstdndiger Induktion nach n bewiesen
werden, siehe zum Beispiel [20, Lemma 10.2.3].

Satz 5.1.3. Die Short-Rate (7;); ist im Mehrfaktor-Vasicek-Modell beziiglich Q” nor-
malverteilt.
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Beweis. Um die Behauptung zu beweisen, miissen wir zeigen, dass die Prozesse Y; fiir
alle i = 1, ..., k gaullverteilt sind. Dafiir folgert man als Erstes nach Lemma 5.1.2 mit
der vollstindigen Induktion, dass fiir alle £ > 2 gilt:

d
%eAkt = eMtA, (5.9)

Fiir die Induktionsannahme benutzt man dabei die Resultate aus (5.8) und fiir den
Induktionsschritt das vorherige Lemma. Mit (5.9) ergibt sich als Néchstes, dass

d(eMUY;) = eMEA Y dt + MY, = M (ALYdt + dYy) ) etrtam @
und somit auch

t
MY, =Y, + / M aw
0

gelten. Daraus folgt wegen der Invertierbarkeit der Dreiecksmatrix e+ schlielich:
! s
Y, = e MY, + / e M=) gy’ (5.10)
0

Daher sind die Prozesse Y; fiir alle + = 1,..., k gauiverteilt und die Short-Rate ist als
k

von Yi(t),...,Yx(t) abhingige Funktion r, = dg + > 6;Yi(t), t > 0 normalverteilt. [
i=1

Bemerkung 5.1.4. Da die Short-Rate im Mehrfaktor-Vasicek-Modell beziiglich Q7
normalverteilt ist, gilt fiir den Preis des T-Bonds zum Zeitpunkt t:

T
B(t,T) = EQ {exp (—/ rsds) |]:tf}
t
o [ 1 il o[ [ 1
=exp | —IE rsds‘]-"t +§Var ’I“SdS‘E )
t t

Um den Preis des Bonds zu ermitteln, miissen wir also den bedingten Erwartungswert
und die bedingte Varianz von ftT rsds beziiglich des dquivalenten Martingalmafles be-

k
rechnen. Wegen der Definition der Short-Rate 7, = dg+ > §;Y;(t) bestimmen wir zuerst

=1
T
/ §'Y.ds,
t

wobei wir mit ¢ den k-dimensionalen Vektor (dy, ..., d;)" bezeichnen. Nach (5.10) gilt:

T T T s
/ 6"V, ds = / §Te MGy, ds + / / §Te M=) g g
t t t t
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und der bedingte Erwartungswert von ftT §"Y,ds ist somit gegeben durch:

T
EQ [ / 5Tsts|E]
t

T T s
= EY {/ 6T e MY ds +/ / 5T6_A’“(S_”)dWﬁfds|Ef]
¢ t Ji

T T T
= / §Te My ds + BY [ / / 5T6Ak<5v>dsdwﬁf|ftf]
t v

t

T
[ 5T —Ap(s— tA 1}/;] —|—IEQf |:/ [_6T6Ak(sv)Ak1}deW;Qf|ftf:|

t

T
= 0" (I — e ALY, + BY [ / 5T<1k—e‘A“T‘”))A;IdWF}Ef} .
t

/

TV
=0, da Martingal

Fiir den bedingten Erwartungswert von ftT rods beziiglich Q' ergibt sich also:
s [T s [T
EQ { / rsds|}"tf] = E® { / (50—|—(5T3§)ds\]§f} = 5o(T—t)+0 " (I, —e T Ay,
t t

und fiir die bedingte Varianz gilt weiter:

T T
Var®’ {/ Tsds‘,/—';f} = Var®’ {/ 5TY;ds|Ef}
t t
T 2
- EY [( /t 5T (I, — e—Ak<T—v>)A,;1dW§f) | F/ ]

T
:/ 107 (I — e M TN A 2dw
t

Schliefflich folgern wir fiir den Preis des T-Bonds zum Zeitpunkt ¢:

B(t,T) = EY [exp <— /tT Tsds> ,]_—tf}

T
1
=exp | =0 (I — e T"NAY, — / {—§||5T(Ik — e M TTNAZ 45| ds

t

Der Vergleich der oben gewonnenen Darstellung fiir B(t,T") mit (5.6) liefert zusammen
mit der Bemerkung 5.1.1 folgendes Ergebnis:

6 (I — e I=NA = (C{(T —t),...,CL(T — 1))
= —(o1(t,T),...,0%0(t,T)) .

Die oben erhaltenen Resultate implizieren insbesondere fiir die Short-Rate:

/tTrsds — 6o(T ZU, (t, 7)Y, Z/ DAV () (511)
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5.2 Das k-dimensionale Bondmarktmodell

Wie schon am Anfang des Abschnittes 5.1 erwdhnt wurde, besteht unser arbitragefreier
und vollstdndiger Finanzmarkt aus £ 4+ 1 Finanzgiitern. Es stehen bis zu einem Zeit-
punkt 7" also ein Geldmarktkonto 3, und k Bonds, deren Preisprozesse mit B(t, ;) fir

jg=1,...,kund T3,...,T; > T bezeichnet werden, als Investitionsméglichkeiten zur
Verfiigung. Die Dynamik vom Geldmarktkonto ist gegeben durch:
dfy = Pyrdi

und fiir j = 1,...,k sind die Bondpreisprozesse B(t,T;) die Losungen der stochasti-
schen Differentialgleichungen:

dB(t,T;) b k
= 7T]) —rdt + 3 oi(t, T)AWS (8) = rdt + Y ou(t, T) (dmpf (t) Gi(t)dt>
1 i=1 P
oder in Matrixschreibweise fiir den k-dimensionalen Vektor 1 = (1,...,1)":

dB(t,T}) dB(t, )\ ' of
<m,...,m = ILthdt+2(t)th

= 1predt + 3(t) (dWE” - Qtdt> :
wobei X(t) die Volatilitatsmatrix ist, welche wie folgt definiert ist:

O'l(t, Tl) ce O'k(t, Tl)
() = : : , t>0
Ul(t, Tk) PN O'k(t, Tk)

und es sei angenommen, dass diese fiir jedes t invertierbar ist. Hierfiir ist weiter
w = w&@),... wwT, t>0
o=@, W), 2

der k-dimensionale Wiener Prozess beziiglich eines dquivalenten MartingalmaBes Q,

gegeben durch:
k t ; 1 [t
— exp Z/ 6:() AW (s)——/ 16,]2ds
Fi = Jo 2 Jo

fiir einen previsiblen Prozess 0, = (61(t), ..., 0k(t))

_dQ’
T dPf

t

Wir setzen voraus, dass der Marktpreis des Risikos 6 deterministisch ist.

Weiter ist der globale Markt als Kombination aus dem k-dimensionalen Bond-
marktmodell und dem Versicherungsmarkt aus dem ersten Kapitel aufgrund der Mor-
talitdtsrisiken unvollstdndig. Im Unterschied zu den kombinierten Modellen aus den
Kapiteln 2-4 gibt es in diesem genau k + 1 Finanzgiiter, ein Geldmarktkonto und &
Bonds, in welche investiert werden kann.
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5.3 Bestimmung des suboptimalen Portfolios

In diesem Abschnitt bleibt unsere Zielsetzung unveréndert. Die Aufgabe besteht darin,
die Anlagepolitik so zu optimieren, dass der erwartete Nutzen des Uberschusses im
neuen globalen Markt maximiert wird. Fiir die Bewéltigung der Aufgabe gehen wir
genauso vor wie im zweiten Kapitel. Zuerst wird das statische Optimierungsproblem mit
Nebenbedingung im neuen kombinierten Modell formuliert und geltst, und dann wird
die suboptimale Portfoliostrategie als Maximierer der zugehorigen HJB-Ungleichung
fiir die Wertfunktion des statischen Problems bestimmt. Im Unterschied zu den letzten
zwei Kapiteln ist die Short-Rate r; im Mehrfaktor-Vasicek-Modell eine von Markov-
Prozessen Yi(t),...,Ys(t) abhingige Funktion. Daher haben wir weitere Bedingungen
zu beachten.

Sind 7y (u), ..., m(u) die moglichen Investitionsanteile vom Gesamtvermogen in die
k Bonds zur Zeit u, dann wird der Rest in das Geldmarktkonto investiert und der
zugehorige Vermogensprozess (X7 ),>; erfiillt unter der Beriicksichtigung der Selbstfi-
nanzierungsbedingung folgende stochastische Differentialgleichung;:

dXr & dB(u,T;)  dB, k
7 :z;m(U) B(i%m)jt g (1—;7@(@0)
= mj(u)

Z U (rudu + Z oi(u, Tj)dWiQf (u)) + rydu (1 - Z M, (u))

k k
= rydu+ Y 7i(u ( >_ailu, du+ZJlUT i o >)
7=1 =1

=1

:rudu—ZWj(u)ZJi(u,Tj) du+2m Z (u, Ty) AW (u)

Unser Ziel ist es also, fiir beliebigen festen Zeitpunkt ¢ > 0 mit den zugehérigen
Anfangsbedingungen N, = n und Y;(t) = y; fir ¢ = 1,...,k und das zu dieser Zeit
gegebene Vermogen z folgendes Optimierungsproblem:

V(t,z,n,y1,...,yx) = sup EM"Vvk [U(Xp — (ng — Np)K)) (5.12)
XTGAt( )

mit der Budgetrestriktion als Nebenbedingung
Ai(z) = {Xr| Xp >0, E"*"v09 [H(t, T)X7] <} (5.13)

zu 16sen. Dabei ist IE"™¥" ¥ [ ] die Kurzschreibweise fiir den Erwartungswert beziiglich
P gegeben, dass Ny =n, XJ =z und Y;(t) = y; firi = 1,...,k sind:

| DI H | DR kaX”—xNt—nﬂ()—yh--.,Yk(t):yk} .

Weiter sind H(¢,T') definiert wie in (2.2) und U eine wie im Unterabschnitt 1.4.1
vorgestellte Nutzenfunktion.

Mittels der Lagrange-Methode konnen wir dhnlich wie im zweiten Kapitel das an-
gestrebte Zielvermogen und die Wertfunktion in Abhéngigkeit von dem optimalen
Lagrange-Multiplikator allgemein bestimmen. Es gilt:

XP = T\PH(t,T)) + (ng — Np)K
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V(t,z,n,y1,. .., y) =TI [U( (NPUH(t, T)))]

wobei der optimale Lagrange-Multiplikator eindeutig bestimmt ist durch:
x =B yov [H(ET)I (AP H(ET) + (ng — Nr)K)]

Wegen der Markoveigenschaft der Prozesse Y7, ..., Yy und aus der Unabhéngigkeit zwi-
schen der Mortalitdt und dem Finanzmarkt folgern wir weiter:

x =W [Ht, TV INPHT))] + B, T)(ng — 1) Kr—iPass, (5.14)

wobei B(t,T) von t und yy, ...,y abhéngt.

Die Bestimmung der suboptimalen Anlagestrategie erfolgt dabei dhnlich wie in
den letzten Kapiteln mit Hilfe des HJB-Ansatzes. Mittels dessen lésst sich in analo-
ger Weise herleiten, dass die Wertfunktion V fiir alle zuléssigen Strategien und jedes
(t,z,n,y1,...,y;) die eindeutige Losung der HJB-Ungleichung

0>Vi+sup A"V (t,x,n,y1,...,Yk)

+ (V(taxan + 1ay17 cee ,?sz) - V(t7xanayl7 s 7yk’))<na - n)lu(a’ + t)

mit der Randbedingung V(T,z,n,y1,...,yx) = U(x — (n, — n)K) ist. Der Maxi-
mierer dieser HJB-Ungleichung definiert nach Verifikationstheorem die suboptimale
Portfoliostrategie. Um diese Strategie zu bestimmen, miissen wir also den Erzeuger
A™V (u, X7, Ny, Yi(u), ..., Yi(u)), welcher wie folgt gegeben ist:

ATV (u, X7, Ny, Yi(u), ..., Yi(u))
- ZW] ZO’Z XoVe+ = Z [ZW] w)oi(u, Tj) | (X)) Vi

k
Vyi—i—Zﬂ'] ) 0w, T)) X[ Vay, + Z s
j=1 i=1

fiir jedes u > t beziiglich 7, maximieren.
Das Ableiten nach 7;(u) fir j =1, ..., k liefert folgendes Gleichungssystem:

k k
ZaluTl JZIWJ w)oi(u, T;) Z%(U T1)0;( VMX +ZUzUT1 VWZXL_O

i=1 i=1

e

k k
Zazung w)o;(u, 1) ;aZuTQ waX”+ZU’UT2 l“szL:O

=1 :

k k k

ZaluTk ZTI‘] Joi(u, T;) Zal(u T3)0i( VMX —i—ZazuTk »%XLZO

=1 =1

Durch das Addieren aller Gleichungen erhalten wir weiter:

k
Ve 1 Vi, 1
(ZUz’(U,T > (Zﬂ'] O’l u, T 9(u>mX—g+mX—3>] =0
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Die gewonnene Gleichung ist dabei genau dann erfiillt, wenn fiir jedes i = 1, ... , k
gilt:

k

1 1
S W) T) = B0 o — 1 w2t (31)
j=1

mwopt mopt ?
me Xu P Vm: Xu P

oder in Matrixschreibweise

0 Vo 1 Vey 1
TP (1) = QI@W — sz, u >t (5.16)
mit
7P = (7P (u), ..., 7P (W) und Vg = Vigys s Vi) -

Dies ist die suboptimale Portfoliostrategie mit dem zugehorigen Vermogensprozess
(X;mpt)uzt'

5.4 Anwendung auf spezielle Nutzenfunktionen

In diesem Abschnitt geht es um die explizite Losung des verallgemeinerten Bond-
Portfolioproblems im Mehrfaktor-Vasicek-Modell unter Beriicksichtigung von Morta-
litédtsrisiken bei logarithmischen, CARA- und CRRA-Nutzen. Unsere Aufgabe wird es
also sein, ein aus einem Geldmarktkonto und k£ Bonds bestehendes Portfolio fiir die
drei Nutzenfunktionen zum Zeitpunkt 7" so zu optimieren, dass der erwartete Nutzen
des Uberschusses maximiert wird.

5.4.1 CARA-Nutzenfunktion

Wir betrachten hier die Anwendung der CARA-Nutzenfunktion aus dem Unterab-
schnitt 2.6.1 auf das Portfolioproblem in unserem neuen globalen Markt. Bei der Be-
stimmung der expliziten Darstellungen des optimalen Lagrange-Multiplikators und der
Wertfunktion orientieren wir uns an dem Unterabschnitt 3.3.1. Da viele Schritte analog
durchgefiihrt werden konnen, werden einige Rechnungen ausgelassen.

Ahnlich wie im Abschnitt 3.3 erhalten wir fiir den optimalen Lagrange-Multiplikator
bei CARA-Nutzen mit (5.14) folgenden Ausdruck:

APE = exp (—aB(t, ) (x—B(t,T)(ng — n)KT_tpa+t))
cexp (=B(t,T) "E"% [H(t,T)In(H(t,T))]) -
Um die Wertfunktion explizit angeben zu kénnen, fithren wir zunéchst dhnlich wie im

Abschnitt 3.3 einen MaBwechsel von Q zu einem Wahrscheinlichkeitsma P = PY @ P/,
durch:

dPr

k t t
T —ew (Z [ ot nav® -3 [ Ha<s,T>u2ds),

wobei PJ, das T-Forwardmartingalmaf ist und dW;7(s) = dW2(s) — o;(s, T)ds fiir
¢t =1,...,k nach dem Satz von Girsanov eindimensionale Wiener Prozesse beziiglich
P sind. Es folgt mittels der Formel von Bayes analog zum Unterabschnitt 3.3.1:

Fi

B [H(t, T)n(H(t, T)|F] = B [ & m(H (¢, 7)) | 7]
= B(t,T)E™ [In(H(t,T))|F] .
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Dabei geschicht die Bestimmung des Erwartungswertes IEFT [ln(H (t,T))‘]—"t} analog
zur Proposition 3.3.1. Da 6 und o deterministisch sind, folgern wir:

E™ [In(H(t,T))|F] =-E" [ /t ' rsds\ft]

k T 1 /T
+Z/t Qi(s)ai(s,T)ds—l—§/t 16, 1%ds .

=1

Nach (5.11) und wegen der Gleichheit

Z/msTdW Z/%ST ds+2/alsTdW (5)°*

ergibt sich weiter fiir den bedingten Erwartungswert von ftT rsds beziiglich Pr:

T
[EPr {/ Tsds‘ﬂ} = 6o(T Zath Z/ U,ST
t

Somit gilt aufgrund der Markoveigenschaft der Prozesse Y7, ... Y} insbesondere:

IE-vev [H (¢, T) In(H (t,T))]

Z/ Ustds—i—l/ 10, ]|2ds — 8o(T — )
T
+ZyiUi(t,T)+Z/ oi(s, T)*ds
i=1 i=1 7t

Mit den gewonnenen Resultaten erhélt man weiter fiir die Wertfunktion:

B(t,T)

V(ta T, Y15 - - - 7yk)
1
= —EB(t, T)exp [—aB(t,T) " (x — B(t,T)(na — 1) K1_iPatt)]

i k

k T
e (T =) = D uen (1) =3 | s, 1
i=1 Y1
1
- exp —Z/ O’ZSTdS——/ 10]|*ds

Nun koénnen wir die partiellen Ableitungen der Wertfunktion beziiglich x und y; und

daher auch die Werte ——, —% berechnen, mit

Tx rx

0B(t,T)
Oy

(5.7)

= (T -t)Bt,T) Y 6i(t, T)B(t,T), i=1,....k (5.17)

ergibt sich dhnlich wie im dritten Kapitel :

1 , 1
V. _EB(t’T) und % = aai(t,T) (B(t,T)—azx), i=1,....k. (5.18)
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Es folgt fiir den suboptimalen Portfolioprozess (7%"),>¢ mit (5.16) und (5.18):

71_opt — _l 1

U Qa X ;mpt

(0u B(w,T) +o(u,T)" (B(u,T) — aX;™)) B(u) ™,

wobei

o(u,T) = (o1 (u,T),...,00(u,T))"
ist. Die suboptimale Anlagestrategie lasst auch wie im Modell mit einem Geldmarkt-
konto und nur einem einzigen Bond als Investitionsmdéglichkeiten den Wert der Verbind-
lichkeiten vollig unberiicksichtigt. Wir bemerken insbesondere, dass die oben erhaltene
Losung eine Verallgemeinerung des Resultates aus dem Unterabschnitt 3.3.1 ist.

5.4.2 CRRA-Nutzenfunktion

In diesem Unterabschnitt handelt es sich um die Bestimmung der suboptimalen Portfo-
liostrategie bei CRRA-Nutzen. Dabei orientieren wir uns an dem Unterabschnitt 3.3.2.
Der optimale Lagrange-Multiplikator ist nach (5.14) gegeben durch:

1
Bt [ H (2, T) 7

(APHTT = ]@—um—mKﬁ%HBwT»

Um den Erwartungswert IE [H (t, T )ﬁ {.7-}] explizit anzugeben, fithren wir dhnlich wie

im Abschnitt 3.3 einen MaBwechsel von P zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl P durch:

dIP’ e <Z/O _—i S)dWF (s /H_e I ds)

mit einem k-dimensionalen Wiener Prozess de = dW?F — %Hsds beziiglich P, vgl.
den Satz von Girsanov. Die Deterministik des Prozesses 6 ausnutzend erhalten wir
mittels der Bayes-Formel analog zum Kapitel 3:

1 1 [Ty 2
e e A e g R
_ T
CIEP [exp (—/ —1rsds) |ft] .
t 7

Die Berechnung des noch zu bestimmenden bedingten Erwartungswertes erfolgt wie im
letzten Abschnitt. Nach Bemerkung 5.1.4 und wegen

Z/astdWQf Z/ "’ST Z/o,,sTdWPf()

gilt:

oG {exp (— /tT - - 1r5ds) |]—"t} = exp (Z oi(t, T)Y;(t) — 6o(T ))]

exp Z/ — 1)2 T)0,(s)ds

e[l )&/TM

=1
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Insbesondere folgt aufgrund der Markoveigenschaft der Prozesse Y1, ..., Y;:

y 1 17
e L e L e et
t

- exp 7_1<ZyzaltT)—5o( —t>>]
exp Z/ — 1)2 sT)Q()d]

- exp 1 T Qi/TU'(S T)%ds
2 ’7/—1 . . 1 )

=1

Dabher ist die partielle Ableitung von IE"¥' Yk [H (t, T)ﬁ} nach y; fir allei =1,... k
gegeben durch

O (1, T) 77 |

fd /y . t7y1 7777 Yk %1
o 7_102(15,T)]E [H(t,T)w } . (5.19)

Weiter erhalten wir fiir die Wertfunktion mit den gewonnenen Resultaten dhnlich wie
im Unterabschnitt 3.3 folgende Darstellung;:

1 4 11—
V(t7 xz, n) - _ (:E - (na - n)KT—tpa-f—tB(t, T‘))’y ]Et’yl ””” Yk [H(t, T)ﬁ] ! ,

r‘Y
und fiir die partiellen Ableitungen ergibt sich dann mit (5.17) und (5.19):
v, 1
E = po— (x — (ng —n)Kr_part B(t, T))
und
Vi 1 .
Vi = - i 10’i(t>T> (1’ - ;(na - n>KTtpa+tB(t>T>> yi=1 k.

Also kénnen wir nun den suboptimalen Portfolioprozess (7%"),>; explizit angeben, fir

diesen gilt nach (5.16) zusammen mit den oben erhaltenen Ergebnissen:

1 1
ngt = Y — 1 |:9$ XTFOpt (XZZOpt — (na - Nu)KTfupaJruB(ua T)):| 2<u>71

+

1 1
po— [U(u, T)TW (X;”’pt - ;(na — N K7 upasruB(u, T))] Y(u)~t .
Auch wie im Unterabschnitt 3.3.2 ldsst sich die suboptimale Investmentstrategie hier
als Summe von zwei Komponenten interpretieren. Der erste Term ist proportional zum
Prozentsatz des Eigenkapitals und der zweite Term ist ein Korrekturterm, welcher
fiir u — T gegen Null lauft. Dies ist eine Verallgemeinerung der Resultate aus dem
Unterabschnitt 3.3.2.

In [19, Abschnitt 6.1] wird das verallgemeinerte Bond-Portfolioproblem im Mehr-
faktor-Vasicek-Modell ohne Mortalitétsrisiken mittels der Martingalmethode gel6st.
Fiir dieselbe Nutzenfunktion erhélt der Autor ein dhnliches Resultat:

1
Pt = o (04 +vo(u,T)") S(u)~" .
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5.4.3 Logarithmische Nutzenfunktion

Nun wollen wir das verallgemeinerte Bond-Portfolioproblem unter Beriicksichtigung
von Mortalitétsrisiken fiir die logarithmische Nutzenfunktion explizit 16sen. Wir orien-
tieren uns dabei an dem Unterabschnitt 3.3.3.
Fiir den optimalen Lagrange-Multiplikator erhalten wir dhnlich wie im Abschnitt
3.3:
I/NM=x—(ng—n)Kr_ypart B(t,T)

und fiir die Wertfunktion gilt somit nach Abschnitt 5.3:
V(t7 T, Y1y - 7yk) - ln(m - (na - n)KT—tPa—HB(tu T)) - ]Et7y1 ..... o [h’l(H(t, T))] )

wobei nach Bemerkung 5.1.4 und wegen

/t Zaz s, T)dW;(s / Zlai(s,T)Qi(s)ds—l—/tTiai(s,T)dWi(s)Pf

der noch zu bestimmende Erwartungswert IE“Y" % [In(H (¢, T))] wie folgt gegeben ist:

T (In( H (¢, T))]

— by /TsderZ/H )dWi(s —/Hlds]

T
T 1
T4 Y (s T) -3 / 5, T)6,(s)ds — / 16.]1%ds
i=1 i=1 7t f

Insbesondere ergibt sich weiter:

= —(z — (na — n)K7r_1pat: B(t,T))
und mit (5.17) fir allei =1,...,k

Vs
Vyl = —Ui(t> T)(?”La — N)KTftpathB(t? T> :

Das Einsetzen der oben erhaltenen Resultate in die Formel (5.16) liefert den subopti-
malen Portfolioprozess (w2"),>¢:

7T0Pt |:9T Xﬂ‘Opt (n@ — Nu) KT—upa—I—uB(ua T)
uw X;ropt
(na - Nu)KT—upa—i—uB(ua T)
X;ropt

] Y(u)~?
} Y(u)~t .

+ [o(u,T)T

Das erhaltene Ergebnis verallgemeinert die Resultate aus dem Unterabschnitt 3.3.3.
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Kapitel 6

Optimierung in einem
mehrdimensionalen Aktien- und
Bondmarkt

In diesem Kapitel haben wir nun das Ziel, in einem kombinierten Markt, bestehend aus
einem gemischten (k 4+ m)-dimensionalen Finanzmarktmodell und dem im Abschnitt
1.2 konstruierten Versicherungsmarkt, eine Portfoliooptimierung zur Maximierung des
erwarteten Nutzens des Uberschusses durchzufiithren. Wir werden hier die suboptimale
Portfoliostrategie als Maximierer der zugehorigen HJB-Ungleichung fiir das Optimie-
rungsproblem (5.12) mit Nebenbedingung (5.13) im neuen globalen Markt zunéchst
allgemein bestimmen und dann bei logarithmischen, CARA- und CRRA-Nutzen expli-
zit angeben.

6.1 Das (k+m)-dimensionale Finanzmarktmodell

In diesem Abschnitt betrachten wir wieder einen filtrierten vollstandigen Wahrschein-
lichkeitsraum (27, F/,P/) und modellieren auf diesem einen arbitragefreien und voll-
standigen Finanzmarkt mit k£ + m + 1 Finanzgiitern. Als mdégliche Investitionsanlagen
stehen zur Verfiigung ein Geldmarktkonto, £ Bonds und m Aktien. Die Existenz eines
eindeutig bestimmten dquivalenten MartingalmaBes Q/ ist insbesondere gesichert. Bei
der Konstruktion des Finanzmarktmodells gehen wir wie folgt vor: als Erstes werden
die Voraussetzungen fiir einen vollstindigen Finanzmarkt mit einem Geldmarktkon-
to und k Bonds mit Falligkeiten T7,...,7T}, aus dem Abschnitt 5.2 iibernommen und
als Néchstes wird dieses Modell um weitere m Finanzgiiter, also um m Aktien, de-

ren Preisprozesse wir mit S, ....S,, bezeichnen werden, erweitert. Nun wollen wir die
Finanzgiiter ndher beschreiben. Das Geldmarktkonto ist gegeben durch:
dfBy = Byrydt

und die Bond- beziehungsweise Aktienpreisprozesse werden durch die Dynamiken

dB(t,T))

k
= Bt T. B,Qf
B T) rdt+ Y ol (t, Ty)dW,5Y (1)

n=1

k
= rdt + 3 oP(t,T)) (deW (t) — 9f(t)dt)

n=1
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und

dSi(t 5.Qf s 5.Qf
S( —rtdt—l—ZJ AW () + ol ()dWSY (1)

n=1

— rydt + Z o5 (dWB P1(f) — 9P (t)dt)

+ Zcrm ( AWSP (£) — eg(t)dt)
fir j=1,...,kund ¢ = 1,...,m beschrieben. Dabei sind

.
WE = (WP @), B @), 5 ), W )

und

£ f f f f T
W = (WP (o), WP (0, W (), WS 1))

zwei (k +m)-dimensionale Wiener Prozesse beziiglich P/ und eines zu P/ dquivalenten
MartingalmafBes Q/, welches eindeutig bestimmt ist durch

_exp Z/eB )JAWEF (5) +Z/95 AW S (s) /He |2ds

dQ/

g 1=

dP7’ | -

Hierfiir ist weiter 6, = (87(¢),...,00(¢),07(¢),. .. Qi(t))T ein previsibler Prozess mit
den Eigenschaften

k
PO+ ol T (), j=1,.. .k (6.1)
und
k
=)+ oilf Zamn i=1,...,m. (6.2)
n=1

Dieser wird als deterministisch vorausgesetzt und damit die Gleichungen (6.1) und
(6.2) eindeutig losbar sind, wird weiter angenommen, dass die Volatilitdtsmatrizen

OlB(t,Tl) c. O'kB(t,Tl)
SR =1 S
B, Ty ... oB(t,T})

Zs<t> - (ij(t>)0§i,j§m und ZSB(t) - (UiSjB(t))MKm 0<j<k

SOV S >

fir alle t > 0 invertierbar sind.

Das kombinierte Modell entsteht dhnlich wie in den letzten Kapiteln als Kombi-
nation aus dem oben konstruierten Finanzmarktmodell und dem Versicherungsmarkt
aus dem Abschnitt 1.2. In diesem konnen wir insbesondere das verallgemeinerte ge-
mischte Aktien-Bond-Portfolioproblem unter Beriicksichtigung von Mortalitétsrisiken
behandeln.
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6.2 Bestimmung des suboptimalen Portfolios

Im Abschnitt 6.2 geht es um eine Portfoliooptimierung fiir ein Geldmarktkonto, £ Bonds
und m Aktien zur Maximierung des erwarteten Nutzens des Uberschusses. Unsere Auf-
gabe wird es also hier sein, das statische Optimierungsproblem mit Nebenbedingung im
neuen kombinierten Modell zu formulieren, dieses zu l6sen und schliellich die subopti-
male Portfoliostrategie als Maximierer der zugehorigen HJB-Ungleichung zu ermitteln.

In unserem neuen globalen Markt lasst sich das statische Optimierungsproblem
wie das Optimierungsproblem (5.12) mit Nebenbedingung (5.13) aus dem vorherigen
Kapitel formulieren, mit dem Unterschied, dass (X7 ),>: als Vermogensprozess zu den
moglichen Investitionsanteilen vom Gesamtvermégen in die k£ Bonds:

mp (), .., mp(u), u>t
m Aktien:
Wf(u), ,ﬂi(u), u>t
und in das Geldmarktkonto:
k m
L= wl(u) =Y m(w), u>t
Jj=1 i=1
folgende stochastische Differentialgleichung;:
k m .
dXy dB (u, T S;(u) dﬁu
=2 () Z 1—Zw )= > i)
“ j=1 =1 i=1
= 30 mB0) 3 o T8 )+ 3 mB ) S o, TN 1
7j=1 n=1 j=1 n—=1
m k k
_ZWE(U)ZU;;IB(U du—i—ZTr ZO-Z dWBIPf( )
i=1 n=1 — n—=1
= w W)Y o (u)du +> 7 ()Y o W) dWSE ()
i=1 n=1 i=1 n=1

erfiillt. Somit miissen wir dieses nicht mehr l6sen, die allgemeinen Resultate fiir den
optimalen Lagrange-Multiplikator und die Wertfunktion kénnen einfach aus dem Ab-
schnitt 5.3 iibernommen werden.

Um die suboptimale Anlagestrategie zu bestimmen, gehen wir genauso vor wie im

zweiten Kapitel. Mit Hilfe von [to-Formel erhalten wir analog zu den letzten Kapiteln
folgende HJB-Ungleichung:

0> V;f + SupAﬂV(trxvnvyla s 7yk)
+ (V(t,z,n+ 1Ly1,. . uk) = V{2,091, 9k)) (R — n)p(a + t),

die von der Wertfunktion V fiir jedes (¢,x,n,y1, ..., y) und alle zuldssigen Strategien
erfiillt ist. Der Maximierer der HJB-Ungleichung definiert nach Verifikationstheorem die
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suboptimale Portfoliostrategie. Dabei ist der Erzeuger A™V (u, X7, Ny, Y1 (u), ..., Yi(u))
gegeben durch:

A™V (u, X7, Ny, Yi(u), ..., Yi(u))

k k
=, XV =Y 7P ()Y ol (u, 1508 (w)X]V,

m k m
S [z S0P + 30| Xev,
=1 n=1 n=1
L m 2
IS S et ) + wa(u)oi%)] P
n=1 [j=1 i—1
1 m [ m 2 k
+3 Z Zﬁf(u)alsn(u) (X7 Vie + Z?T Za w, T;) X Vi,
=1 Li= j 1

k
n=1

m k
+Y w W)Y oS ()X Vay, Z

=1

Das Ableiten von A™V (u, X7, N, Y1(u), ... ,Yk(u)) nach 7P (u) fir j = 1,..., k liefert
folgendes Gleichungssystem mit k Gleichungen:

0= Za (0T | SR o0, T) + 30 o )
j=1 i=1
Ve 1 V, 1
0B 4 TFUn
KA CR T X;;]
k k m
0=> ol(wT)| Y ml(wo(uTy)+ Y (u)os] (u)
n=1 j=1 i=1

V, 1V, 1
—QB(U,)———FV—yF]

u u

0= Za (u, T})

Vie XT Vaw X

u u

— OB () 1]

Durch das Addieren aller Gleichungen erhalten wir als Ergebnis:

> oulu,T) Z Bu)ol (u, Ty)

n=1 [=1 j=1

- Vo 1 Vg 1
S SB B T TYn
+ Zﬂ-i (woin (u) — 0, (u>@X_g EX_Z[]
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Die neu gewonnene Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn gilt:

> 1 ey 1
Z?TJB(U) (uT)—Hf(u)%ﬁ—ZWf(u)aiB(u)—“/;Zﬁ, n=1,...,k.

u i=1 u

" (6.3)
Ahnlich verhilt sich das Ableiten nach 77 (u) fiir i = 1,...,m. Es folgt:

m m m Ve 1
=33 ) |3 i - 02

n=1 [=1 u
k k k m
+2.) oW [Zﬂf(waf(uﬂ}) + Y (w)os (u)
n=1 [=1 Jj=1 i=1
Ve 1 Ve, 1
_pB TYn
6, (u )VMX +_Vm _X5] . (6.4)

Das Einsetzen von (6.3) in die Gleichung (6.4) liefert eine neue Gleichung:

m m m Vx 1
3 lzw (o) () — 03

n=1 =1

Diese wird gelost durch

Ve 1
s

=1,....m.
EW 0()3:33)(7r n e

Daher ist der suboptimale Anteil vom Gesamtvermdgen (75%!),>;, welcher in die Ak-
tien investiert wird, gegeben durch

Sopt 0
u - Yu - mopt
Vacac Xu”

— ()™ (6.5)

mit
m = (), ) nd 6 = (0P (), 05 )

und fiir den suboptimalen Anteil vom Gesamtvermogen (mw3opt)

investiert wird, erhalten wir

1 1 1
rBovt — (93 Ve 1o Vw1 sl zS(u)—leB(u)) SP(u)l (6.6)

u>t, der in die Bonds

u Vi Xﬂ'opt Viw X;ropt “Via XJOpt
mit
7_(_fopt _ <7TlBopt(U), ﬂ_kBOpt(u)> , 05 = (QIB(U,), ceey ekB(u))

und
Va:y = (‘/wyu SR VCEZ’Jk) .

6.3 Anwendung auf spezielle Nutzenfunktionen

Nun werden wir in diesem Abschnitt die explizite Losung des verallgemeinerten ge-
mischten Aktien-Bond-Portfolioproblems unter Beriicksichtigung von Mortalitatsrisiken
fiir die logarithmische, CARA- und CRRA-Nutzenfunktionen bestimmen. Dabei orien-
tieren wir uns an den Abschnitten 4.3 und 5.4.
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6.3.1 CARA-Nutzenfunktion

1
Wir betrachten zunéchst die CARA-Nutzenfunktion U(y) = —— exp(—ay) und wollen
a

fiir diese den suboptimalen Portfolioprozess explizit angeben.

Analog zu den Unterabschnitten 4.3.1 und 5.4.1 berechnen wir zunéchst den be-
dingten Erwartungswert von In(H(t,T)) beziiglich des Produktwahrscheinlichkeits-
mafles Pr = P’ ® P} von dem versicherungsmathematischen MaB P’ und dem T-
ForwardmartingalmaBes PJ.:

E™ [In(H(t,T))|F] = —E" {/tTrst\}}} + Zz;/tT 0F(s)oP (s, T)ds

—l—liz/T 93(8)2d8+12m:/T¢95(8)2d8
21:1 t i 21:1 t i .

Eine ausfiihrliche Berechnung des bedingten Erwartungswertes von ftT rsds beziiglich
Pr findet man dabei im Unterabschnitt 5.4.1. Mit den Markoveigenschaften der Pro-
zesse Y7, ..., Y, zusammen mit dem oben stehenden Resultat folgern wir weiter fiir die
Wertfunktion:

V<t7x7n7y17 s 7yk?)

— _ég(@ T)exp [—aB(t,T) " (x — (ng — n) Kr_part B(t, T))]

k k T
cexp |0o(T —t) = Y _yiol(t,T) = / oB(s,T)%ds
i=1 i=1 7t

k T
- exp —Z/ 08 (s)oB (s, T)ds
i=1 /1

I (7 B(\2 Lo~ (7 s
- exp —52 07 (s) ds—§Z ;7 (s)“ds| ,
i=1 71t i=1 7t

Wir stellen schnell fest, dass die Werte “//_“T? “//;Cyi

iibereinstimmen. Diese werden einfach ibernommen. Das Einsetzen von (5.18) in die
Formel (6.5) liefert den suboptimalen Vermogensanteil, investiert in m Aktien,

mit den aus dem Unterabschnitt 5.4.1

und fiir den suboptimalen Anteil vom Gesamtvermogen, welcher in k£ Bonds investiert
wird, erhdlt man mit (5.18) eingesetzt in die Formel (6.6):

] 11 . _
Bort — _ e [(6F — 652%(w) "5 (u)) B(u, T)] B8 (u)™!
1 1
— EWUB(u, T) (B(u, T)— ozX;mpt) YEw) ™ u>t,
wobei o(u,T) = (of(u,T),...,08(u,T)) ist. Das Resultat verallgemeinert insbeson-

dere die Ergebnisse aus dem Unterabschnitt 4.3.1.
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6.3.2 CRRA-Nutzenfunktion

Hier haben wir das Ziel, den suboptimalen Portfolioprozess fiir die CRRA-Nutzen-
funktion U(y) = %y” explizit zu bestimmen.

Ahnlich wie in den Unterabschnitten 4.3.2 und 5.4.2 erhalten wir fiir die optimale
Wertfunktion:

1 L 71—
V(t,z,n,y1,. k) = = (8 = (na — n) Kp_ipays B(t, T))T IEWE [H(z,T)rl] o
v

Dabei geschieht die Berechnung des Erwartungswertes IE"Y1Yk [H (t, T )ﬁ] analog
zum Abschnitt 5.4. Wir stellen insbesondere fest, dass dessen partielle Ableitung nach

y; filr jedes i = 1,...,k und somit auch die Werte —~, —%
V(l' VI(IJ

Sie konnen einfach aus dem Unterabschnitt 5.4.2 iiberncfmmen werden. Das Einsetzen
dieser in die Formeln (6.5) und (6.6) liefert als Losung fiir den suboptimalen Porfolio-

prozess (7%%),>; eine Verallgemeinerung der Resultate aus dem Unterabschnitt 4.3.2:

unverandert bleiben.

7T.S'opt _ 1 1

b Y= 1 X;ropt [XTFOPt - (na - Nu>KTfupa+uB<u7 T)} 9525<U>71

u

1 X7™P — (ng — N)Kr_uParuB(u, T
ﬂ_fopt = — . [95 . HEZS(u)_lESB(u)} u (n eroptT DPa+ (U )ZB(U>—1
X;ropt - l(”ﬂ - Nu>KTfupa+uB(ua T)
+ — 1UB(u,T) 1 o YEw) .

Die Losung des verallgemeinerten gemischten Bond-Portfolioproblems im Mehr-
faktor-Vasicek-Modell ohne Mortalititsrisiken kann in [19, Abschnitt 6.2] nachgeschla-
gen werden. Fiir dieselbe Nutzenfunktion erhélt der Autor mittels der Martingalme-
thode ein &hnliches Resultat:

R = 5T )
v—1

u

1
—Bopt _ : (67 + o (u, T) — 6555 (u) ' 557 ()] P (u) " .
-

6.3.3 Logarithmische Nutzenfunktion

Schliefflich besteht unsere Aufgabe darin, das gemische Bond-Portfolioproblem unter
Beriicksichtigung von Mortalitétsrisiken fiir die logarithmische Nutzenfunktion explizit
zu l6sen.

Dafiir berechnet man zunéchst analog zum Unterabschnitt 5.4.3 den expliziten Aus-
druck fiir die Wertfunktion. Dieser bleibt bis auf die Gestalt des Erwartungswertes
IEMY% [In(H (¢, T))] unveréndert:

V(t7 T, Yty - - 7yk) = ln(x - (n(l - n)KT—tpa—‘rtB(t? T)) - ]Et7y17~~~,yk [ln(H(tJ T))] .

Da der oben erwidhnte Erwartungswert von x unabhéngig und daher fiir die partielle

Ableitung nach x unwichtig ist, stimmen die Werte ——, —%

Viw Vg
terabschnitt 5.4.3 tiberein. Durch das Einsetzen dieser Werte in die Formeln (6.5) und

mit den aus dem Un-
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(6.6) erhalten wir fiir den suboptimalen Portfolioprozess (w2"),>:

SXJOpt - (na - Nu)KT—upa+uB(u7 T)

u X gopt

mSort = — |y 55 (u) !

XmoPt — (ng — Ny ) Kr—uparuB(u, T)
X;ropt

YEw) .

rBo = — [02 — 0555 (u) 128 ) 25 )

(ng — Nu)Kr—uparuB(u,T)

+ 0B (u,T) o

Das erhaltene Ergebnis verallgemeinert die Resultate aus dem Unterabschnitt 4.3.3.
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Fazit

In der vorliegenden Arbeit hatten wir als Hauptziel die Optimierung der Portfolio-
probleme in kombinierten Finanz- und Versicherungsmirkten. Dazu haben wir eine
reine Erlebensfallversicherung fiir eine Gruppe der gleichaltrigen Versicherten mit ei-
ner Vertragslaufzeit von 7" Jahren und unterschiedliche Finanzmérkte betrachtet. In
dieser Masterarbeit ging es in erster Linie um die Bestimmung einer optimalen Auf-
teilung des gegebenen Kapitals auf die vorliegenden Finanzgiiter zur Maximierung des
erwarteten Nutzens des Gesamtiiberschusses zu einem festen Endzeitpunkt 7. Unsere
Aufgabe war es also die Portfoliooptimierung unter Beriicksichtigung von zwei verschie-
denen Risiken, dem Anlage- und dem Sterblichkeitsrisiko. Dabei wurden dem Versiche-
rungsunternechmen immer unterschiedliche Finanzgiiter fiir Investitionen zur Verfiigung
gestellt. Zu Beginn gab es nur zwei Assets, ein Geldmarktkonto als risikolose und ei-
ne Aktie bzw. ein Bond als risikobehaftete Finanzanlagen, in welche man investieren
konnte. Dann wurden die Markte um weitere Finanzgiiter erweitert und somit mehrdi-
mensionale Bond- und gemischte Finanzmarktmodelle untersucht. Man hatte zunéchst
Bond- und gemischte Aktien-Bond-Portfolioprobleme im Einfaktor-Vasicek-Modell und
spater verallgemeinerte Optimierungsprobleme im Mehrfaktor-Vasicek-Modell unter
Berticksichtigung von Mortalitétsrisiken zu 16sen.

Dabei gingen wir bei der Berechnung der Portfolioprobleme wie folgt vor. Wir be-
stimmten zunéchst die allgemeine Darstellung des optimalen Endvermégens als Losung
des statischen Optimierungsproblems mittels des Martingalansatzes und stellten fest,
dass dieses von der Anzahl der Uberlebenden zum Zeitpunkt 7' abhingt und somit
nicht perfekt repliziert werden kann. Fiir die Ermittlung der optimalen Portfoliostrate-
gie konnte daher die Martingalmethode nicht mehr benutzt werden und es wurde weiter
mit dem HJB-Ansatz gearbeitet. Die HJB-Gleichung fiihrte zwar auch nicht zum Ziel,
da wir den expliziten Ausdruck fiir die Wertfunktion des dynamischen Portfoliopro-
blems nicht angeben konnten, dennoch bot uns der HJB-Ansatz die Moglichkeit an,
eine verniinftige Strategie mit Hilfe der zugehorigen HJB-Ungleichung zu finden. Dafiir
musste gezeigt werden, dass das statische Optimierungsproblem diese HJB-Ungleichung
erfiillt und wir konnten den Maximierer von dieser in Abhéngigkeit von partiellen Ab-
leitungen der Wertfunktion des statischen Problems ermitteln. Die erhaltene Portfolio-
strategie nannten wir dann suboptimal. Schliellich wurde die Anwendung der mittels
der beiden Methoden gewonnenen Ergebnisse anhand dreier Beispiele verdeutlicht. Es
wurden konkret die exponentielle, die logarithmische und die Power-Nutzenfunktionen
betrachtet.

Bei CARA-Nutzen bekamen wir in jedem kombinierten Markt die suboptimale Port-
foliostrategie, vollig unabhéngig von den Verbindlichkeiten gegeniiber den Versicherten.
Fiir die logarithmische und die CRRA-Nutzenfunktionen erhielten wir im Gegensatz
zum exponentiellen Nutzen die suboptimalen Investmentstrategien in Abhéngigkeit
vom Eigenkapital des Versicherungsunternehmens, also der Differenz zwischen dem
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vorhandenen Vermogen und den erwarteten abdiskontierten Verbindlichkeiten. Man
hat gesehen, dass wenn die Mortalitdtsrisiken nicht mehr vorhanden sind, d.h. es gibt
keine Uberlebenden mehr in der Gruppe. Dann stimmen die suboptimalen Anlage-
strategien fiir diese Nutzenfunktionen mit den Losungen der Portfolioprobleme ohne
Mortalitatsrisiken iiberein, welche zum Beispiel bei Kraft und Korn in [12] und in [19]
zu finden sind.

Da bei logarithmischen und CRRA-Nutzen im Gegensatz zur Nutzenfunktion CA-
RA der Wert der Verbindlichkeiten gegeniiber den Versicherten beriicksichtigt wird,
sind diese Nutzenfunktionen insbesondere die bessere Wahl bei der Lésung der Portfo-
lioprobleme in kombinierten Finanz- und Versicherungsmaéarkten.
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