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Kapitel 1
Einleitung

Seit einigen Jahren ist zu beobachten, dass der Marktzins innerhalb des Euroraums
ein sehr niedriges Niveau besitzt. Hervorgerufen wird dies unter anderem durch
die Niedrigzinspolitik der Européischen Zentralbank und dem daraus resultierenden
sinkenden Leitzins. Konsequenz ist, dass die Inflationsrate zumeist hoher ist als der
Nominalzins, der an Investoren fiir sichere Geldanlagen wie beispielsweise ein Spar-
buch oder Tagesgeldkonto ausgezahlt wird. Dadurch besteht die Gefahr, dass der
Realwert eines Vermogens auf Dauer nicht zunimmt und somit kein Inflationsaus-
gleich stattfinden kann. Um diesem Umstand dennoch entgegen zu wirken, verfolgen
viele Investoren am Finanzmarkt das Ziel eine hohere Rendite zu erhalten. Folglich
gewinnt die Geldanlage an Kapitalmérkten, beispielsweise dem Aktienmarkt zuneh-
mend an Relevanz.

In der heutigen Zeit besteht fiir private Investoren jedoch die Moglichkeit, auf ei-
ne Vielzahl von Anlagemoglichkeiten auf dem Finanzmarkt zuriickzugreifen. Dabei
mochte jeder rational denkende Investor gerade diejenige Anlagestrategie wihlen, die
ihm eine moglichst hohe Rendite bei moglichst geringem Risiko verspricht. Jedoch
verursacht eine hohere Rendite in der Regel auch ein steigendes Risiko fiir den Anle-
ger. Hieraus resultiert die Frage, wie der Investor sein Vermogen auf die vorhandenen
Anlagemoglichkeiten verteilen soll, um das bestmogliche Ergebnis zu erzielen. Ge-
nauer heifit dies, aus der Investition in die vorhandenen Assets den grofitmoglichen
erwarteten Nutzen fiir den Investor zu ziehen, wihrend das Finanzrisiko so gering
wie moglich gehalten wird. Um die Beantwortung dieser Frage bemiiht sich die mo-

derne Portfoliotheorie.



KAPITEL 1. EINLEITUNG

Den Grundstein der Portfoliooptimierung legte der Wirtschaftswissenschaftler Harry
Markowitz 1952 mit seiner bedeutenden Arbeit ,, Portfolio Selection®, in der ein
diskretes Ein-Faktor-Modell betrachtet wird. Eine weitere grundlegende Arbeit
im zeitstetigen Fall lieferte Robert C. Merton, der 1969 Mertons Portfolioproblem
formulierte und mithilfe der Theorie der stochastischen Steuerung eine Losung
zur optimalen Vermdogensverteilung herleitete. Der Investor hat in diesem Modell
die Moglichkeit, sein Vermogen in eine Unternehmensaktie und in eine risikofreie
Anlage zu investieren, womit schliellich ein Optimierungsproblem aufgestellt wird.
Ausgehend von diesen Arbeiten wurden bis heute viele Verallgemeinerungen,
Fortfithrungen und neue Methoden zur Optimierung in der Portfoliotheorie entwi-
ckelt. In dieser Arbeit soll sich hauptséchlich mit der Optimierung verschiedener
Portfolioprobleme mithilfe des Begriffs der Elastizitat befasst werden. Die Elastizitét
ist im finanzwissenschaftlichen Kontext ein MaB, das die relative Anderung eines
abhiingigen Finanzgutes auf eine relative Anderung einer unabhingigen Variable,
die das Finanzgut beeinflusst, beschreibt. Mit Blick auf ein Beispielportfolio, in
dem weitere Anlagemoglichkeiten als ausschliellich in ein risikobehaftetes Asset
vorhanden sind, kann ein Verfahren zur Losung der Optimierung hergeleitet
werden, welches als Elastizititenmethode bezeichnet wird. Der Vorteil besteht darin,
dass dann das Optimum eines vielseitigeren Portfolios mittels dieser Methode
bestimmt werden kann. Die Umsetzung erfolgt in einem Zwei-Schritte-Verfahren,
bei dem das untersuchte Portfolioproblem zu einem einfacheren Modell reduziert
und dadurch das Optimum des urspriinglichen Modells ermittelt werden kann.
Hierzu erweist sich besonders die Anwendung der Methode in einem Modell zur
Unternehmensbewertung/Firm Value Model als &uflerst niitzlich, um eine optimale
Investitionsstrategie in Unternehmensaktien und -anleihen zu ermitteln.

Die beschriebene Elastizitdtenmethode wird in dem Buch ,, Optimal Portfolios
with Stochastic Interest Rate and Defaultable Assets“ (siche [Kral3]) von Holger
Kraft als ,elasticity approach to portolio optimization“ entwickelt und in dem
Artikel ,, Optimal Portfolios with Defaultable Securities von Ralf Korn und Holger
Kraft (sieche [KKO03]) in ,Merton’s firm value model“ und weiteren Modellen zur
Unternehmensbewertung unter Beriicksichtigung von Ausfallrisiken fortgefiihrt.

Aus diesem Grund orientiert sich diese Arbeit insbesondere an diesen beiden Quellen.

Im nachfolgenden Kapitel 2 wird zunédchst die Modellierung des Finanzmarktes

vorgenommen sowie die allgemeine Portfoliooptimierung vorgestellt. Anschliefend



wird das Optimierungsproblem explizit gelost. In Kapitel 3 wird das Hauptaugen-
merk auf Elastizitdten und den Ansatz der Elastizititenmethode zur Optimierung
im eindimensionalen Modell gelegt. Es folgt eine Anwendung der Methode anhand
Optionsgeschéften und Portfolios mit ausfallrisikobehafteten Anlagemoglichkeiten
im Rahmen des Merton-Modells. Eine Verallgemeinerung der Elastizitdtenmethode
und dessen Anwendung im mehrdimensionalen Fall wird in Kapitel 4 beschrieben.
Danach soll in Kapitel 5 eine Verallgemeinerung des Modells durch die Annahme
einer stochastischen Zinsrate vorgenommen und betrachtet werden. Nachdem das
Modell im Rahmen eines Vasicek-Modells definiert und die Portfoliooptimierung
in Short-Rate-Modellen auf dieser Grundlage erldutert wurde, kann letztlich die
Elastizitdtenmethode anhand des Vasicek-Modells entwickelt werden. Insbesondere
soll diese dann in einem weiteren Modell zur Unternehmensbewertung Anwen-
dung finden. Genauer wird dies ein Briys-de Varenne-Modell sein. Im letzten Teil
dieser Arbeit erfolgt eine abschlieSfende Zusammenfassung der Resultate und ein

Ausblick auf zukiinftige, mogliche Forschungsinhalte bzgl. der Elastizitdtenmethode.

Ziel dieser Arbeit ist anfangs die ausfiihrliche Erklarung und Erlduterung der Elasti-
zitdtenmethode im Rahmen des ein- und mehrdimensionalen Black-Scholes-Modells
mit zeitlich variablen Koeffizienten. In der bisher zu diesem Thema erschienenen
Literatur wird der Ansatz ausschliellich im eindimensionalen Fall behandelt.
Insgesamt soll die Methode allgemeiner formuliert und die Anwendbarkeit auf
verschiedene Portfolios gezeigt. Dazu sollen vor allem Portfolioprobleme mit
ausfallrisikobehafteten Assets im Vordergrund stehen.

Des Weiteren sollen die Resultate der Arbeit zeigen, dass die Anwendung der
Elastizitdtenmethode zur Portfoliooptimierung innerhalb eines Short-Rate-Modells
moglich ist. Im Ansatz geschieht dies bereits in [KKO03], S. 20 ff. anhand eines
konkret spezifizierten Modells zur Unternehmensbewertung, soll aber in dieser
Arbeit allgemeiner sowie unter der Voraussetzung einer anderen Nutzenfunktion

betrachtet werden.

Da ein Versténdnis der Grundlagen in den Gebieten Wahrscheinlichkeitstheorie, sto-
chastische Analysis und stetige Finanzmathematik in dieser Arbeit vorausgesetzt
wird, wird dem Leser empfohlen, ein gewisses Grundlagenwissen in diesen The-
menbereichen mitzubringen. Im Ubrigen wird auf die zahlreiche Literatur zu den

jeweiligen Themen und den Anhang dieser Arbeit verwiesen.






Kapitel 2

Grundlagen der

Portfoliooptimierung

Allgemein formuliert beschéftigt sich die moderne Portfoliotheorie damit, die
Verteilung von Investitionen am Finanzmarkt zu untersuchen (siehe dazu [Mak52]).
Genauer wird untersucht, wie ein vorhandenes Vermdgen in verschiedene Anla-
gemoglichkeiten investiert werden soll, damit ein optimales Portfolio erzielt wird.
Ein optimales Portfolio heifit in diesem Kontext, dass eine Strategie gesucht wird,
welche die erwartete Rendite des Portfolios maximiert, wihrend das Risiko des
Investors so gering wie moglich gehalten wird. Unter diesem Aspekt sollen im
Folgenden die Anteile des Vermogens, die in die vorhandenen Anlageméglichkeiten
investiert werden, bestimmt werden.

Auf das finanzmathematische Modell iibertragen bedeutet das, dass der Erwar-
tungswert des Nutzens eines Endvermdgens optimiert werden soll, der durch die
Anlagestrategie erzielt wird. In den Artikeln [Mer69] und [Mer73] wurde erstmalig
dieses Optimierungsproblem als Grundlage der Portfoliooptimierung im zeitstetigen
Fall modelliert und daraufhin gelost. Aus diesem Grund bieten sich diese Quellen

sowie [Kor(01] als Einfithrung in die Portfoliooptimierung an.

Im nachfolgenden Kapitel ist es nun das Ziel, die Modellierung eines stetigen Fi-
nanzmarktes anhand eines Black-Scholes-Modells mit deterministischen und zeitlich
variablen Koeffizienten einzufiihren sowie die grundlegende Theorie der Portfolioop-
timierung zu erlautern. Sowohl in Mertons grundlegender Arbeit als auch in [KK03]

wird ein ,firm value model* betrachtet, welches wir im Folgenden als ein Modell zur
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Unternehmensbewertung! bezeichnen. Hier soll zuerst die Betrachtung eines iiblichen
Black-Scholes-Modells im Vordergrund stehen, bevor dann im weiteren Verlauf auf
das Merton-Modell zur Unternehmensbewertung und dessen Verallgemeinerungen
eingegangen wird.

Die Annahmen und Voraussetzungen, welche in diesem Kapitel getroffen werden,
gelten bis auf Weiteres auch fiir die Folgenden. Zusétzlich ist anzumerken, dass der
Konsum des Investors, der in der Literatur teils beriicksichtigt wird im Wesentlichen
(ausgenommen Abschnitt 2.3) bewusst vernachléssigt wird, da das entscheidende
Ziel dieser Arbeit die Herleitung und Anwendung der Elastizitdtenmethode in der

Portfoliooptimierung ist und der Konsum dazu eine nebenséchliche Rolle spielt.

2.1 Das mehrdimensionale Finanzmarktmodell

Ein bekanntes, mathematisches Modell in der Finanzmathematik zur Bewertung
von Finanzgiitern ist das von Fischer Black und Myron Samuel Scholes 1973 entwi-
ckelte zeitstetige Black-Scholes-Modell. Charakteristisch in diesem ist eine konstante
Drift sowie konstante Volatilitdt. Die Annahme von konstanten Koeffizienten wollen
wir jedoch nicht {ibernehmen und blicken auf ein Modell mit deterministischen,
jedoch zeitlich variablen Koeffizienten. Als Verweis bieten sich zahlreiche Quellen
an, beispielsweise [Shr04], Kapitel 3 und 4 oder [Ste01], Kapitel 8, 9 und 10.

Fiir die Modellierung des Finanzmarktes betrachten wir nun einen vollstédndigen
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) mit einer zugehorigen Filtration (F;)s>0, welche
die gewdhnlichen Eigenschaften/usual conditions erfiillt, vgl. dazu [Ste01], S. 51. Ge-
nauer sei (F;)¢>o fiir einen festen Handelszeitraum [to, 7], 0 <ty < T eine Wiener-

Filtration, welche von einem m-dimensionalen Wiener-Prozess

(W) ey = (WA Won D)) iy

erzeugt wird. Zur genauen Definition verweisen wir auf [Shr04], S. 97 f. Im Folgenden
setzen wir ohne Einschrankung ¢y = 0, wodurch der Handelszeitraum dem Intervall
[0, T] entspricht.

Auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum werden nun die Preisprozesse der auf dem

'In der Literatur sind unterschiedliche Bezeichnungen zu finden, beispielsweise Unternehmens- oder
Firmenwertmodell.
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Finanzmarkt gehandelten Basisfinanzgiiter/Assets (Aktien, Bonds, Optionen etc.)
modelliert. Dies geschieht mithilfe des stetigen Semimartingalmodells.? Aus diesem
Grund wird angenommen, dass die Preisprozesse strikt positive Semimartingale sind.
Der Preisprozess des risikofreien Bonds ist dagegen als eine Art Vergleichsgréfie bzw.
Numéraire anzusehen. Die Herleitung der Modells fithren wir an dieser Stelle nicht
aus und verweisen z. B. auf [Sim13], S. 2 f.

Es wird nun angenommen, dass d risikobehaftete Assets auf dem Finanzmarkt
gehandelt werden. Wir bezeichnen mit dem stochastischen Prozess® S;(t,w) :=
Si(t), (t,w) € [0,T] x  den Preis des i-ten Assets fir alle 1 < i < d. Aus der
Annahme des Semimartingalmodells folgend unterliegt der i-te Preisprozess der sto-
chastischen Differentialgleichung (Abk. SDE)

Jj=1

mit Anfangswert S;(0) := s; fiir alle 1 <4 < d und den Funktionen der determinis-

tischen Koeflizienten

M= (Mla s 7:ud)T : [O,T] — Rd?
011 ... O1m
o= : co [0, 7] = RE™,

Oq1 --- Odm

wobei p die R%-wertige Driftfunktion und o die (d x m)-Volatilititsmatrix ist. Wei-
ter sei o(t)o T (t) positiv semidefinit fiir alle ¢ € [0, T].

Wie oben bereits erwéhnt existiert zusétzlich ein weiterer Prozess (M (t)):cjor) €i-
nes risikofreien Bonds. Dieser repréasentiert das risikofreie Geldmarktkonto und ist
abhéngig vom Marktzins. Im Folgenden wird der risikofreie Bond als Geldmarkt-

konto bezeichnet. Der Preis unterliegt dabei der Differentialgleichung
dM(t) = r(t)M(t)dt, M(0) =1, (2.2)

wobei 7 : [0, 7] — R eine deterministische, zeitlich variable Zinsrate bezeichnet. Im

2In dieser Arbeit werden ausschlieBlich stetige Semimartingale betrachtet, vgl. dazu Definition
A.1.1 Semimartingal im Anhang.

3 Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden wir im weiteren Verlauf das Argument w der stochas-
tischen Prozessen immer auslassen.
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spateren Verlauf der Arbeit wird diese Annahme verworfen und es wird von einer
stochastischen Zinsrate ausgegangen.

Weiter seien die Funktionen r(t), pu(t), o(t) progressiv messbar bzgl. F; mit

¢
/ wi(s)ds < oo P-fis., (2.3)
0
t
/o J?j(s)ds < oo P-fs. (2.4)

firalle1<i<d, 1<j<mundte€]|0,T].

Unter diesen Voraussetzungen existiert nun nach [@ks00], S. 66 f. eine eindeutige
Losung? der SDE (2.1). Die Losung kann leicht mithilfe der Ito-Formel (vgl. Satz
A.1.6 im Anhang) hergeleitet werden, sodass diese gegeben ist durch den stochasti-
schen Prozess (S;(t))tcpo,r) mit der Gestalt

t 1 m m t
Si(t) = siexp ( /0 (,ui(s) -5 ;ag<s))ds + ; /0 a,.j(s)dwj(s)> (2.5)
fir alle 1 <13 <d.

Weiter handelt es sich bei Gleichung (2.2) um eine gewohnliche Differentialgleichung.

Daher ist leicht zu zeigen, dass fiir die Losung gerade

t
M (t) = exp (/ r(s)ds)
0
fur alle ¢ € [0, 7] gilt.

Als néchstes benotigen wir noch weitere Voraussetzungen an den Finanzmarkt, da-
mit eine risikoneutrale Bewertung der gehandelten Finanzgiiter ermdglicht wird. Wir
fordern deshalb im Folgenden die Existenz eines dquivalenten Martingalmafles (vgl.
Definition A.1.2 im Anhang) und die daraus folgende Arbitragefreiheit des Finanz-
marktes. Zusétzlich nehmen wir die Vollstandigkeit des Finanzmarktes an, wodurch
jeder bedingte Claim absicherbar/hedgebar ist, der eine endliche diskontierte Aus-
zahlung zum Ende der Laufzeit aufweist. Die genaue Definition eines bedingten
Claims wird in Kapitel 2 geliefert.

Aufgrund der geforderten Vollstédndigkeit muss weiter die Volatilitatsmatrix o ()

fir alle t € [0,T] invertierbar sein bzw. vollen Rang haben. Dies ist nur unter der

4Setze fu(t, S(t)) == S(t)u(t) und (¢, S(t)) := S(t)o(t). Dann ist leicht zu iiberpriifen, dass die
Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind.
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Voraussetzung gewahrleistet, wenn die Anzahl der Assets gleich der Dimension des
Wiener-Prozesses W ist. Folglich nehmen wir also an, dass d = m gilt. Dies wollen

wir im folgenden fundamentalen Satz zusammenfassen.

Satz 2.1.1 (Arbitragefreiheit und Vollstdndigkeit des Finanzmarktes). Betrachtet
wird ein vollstindiges, arbitragefreies Finanzmarktmodell. Dann ist das dquivalente

Martingalmaf$ eindeutig definiert durch

dpP*
dP

L(t) =

mit  dem  bzgl. JF;  progressiv  messbaren  Prozess (B(t))te[OT]

((6:(¢), . .. ,Gd(t))T)te[O 7y bestimmt durch das d-dimensionale Gleichungssystem?

pt)—rt)1+o(t)0(t) =0, (2.7)
wobei 1:= (1,...,1)T der d-dimensionale Einsvektor sei.
Weiter ist dann W* = (W7,...,W3)T nach dem Satz von Girsanov ein Wiener-

Prozess bzgl. P* (siehe z.B. [KS00], S. 191 f.) mit der Darstellung

W2 () = Wy(t) — /0 0;(s)ds. (2.8)

fir alle1 < j<d, te€0,T].

Beweis. Die Aussage des Satzes entspricht dem ersten und zweiten Fundamentalsatz
der Preistheorie und dem Satz von Girsanov. Wir verweisen auf [Shr04], S. 209 ff. W

Fiir den diskontierten Preisprozess S* := 2 gilt demnach mit (2.8)

dS;(t) = S:(t) <(,,Li(t) ))dt + Z o () dW,(t ) Z o3 (£)dW (¢

7=1

(2.9)

fir alle 1 <7 <d.
Im folgenden Abschnitt fahren wir nun mit einigen erforderlichen Definitionen zur

Portfoliotheorie fort.

5 Aufgrund der Vollstéindigkeit des Finanzmarktmodells besitzt das Gleichungssystem eine eindeu-
tige Losung.
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2.2 Einfiihrung in die Portfoliotheorie

Wie beschrieben ist das Ziel jedes rational denkenden Investors, den erwarteten
Nutzen seines Endvermogens zu maximieren. Da der Investor jedoch eine bestimmte
Risikoaversion aufweist, wird er hierzu immer die Mdoglichkeit mit dem geringsten
Risiko bei gleichem erwarteten Nutzen wihlen. Um diese Nutzenmaximierung zu
erreichen, stehen dem Investor die Anlagemoglichkeit in d risikobehaftete Assets
sowie in das risikofreie Geldmarktkonto zur Verfiigung.

Es wird nun jedoch die Frage aufgeworfen, wie der Investor das Vermogen innerhalb
des Handelszeitraums konkret auf die gegebenen Anlageméglichkeiten verteilen soll.
Im Endeffekt soll also, falls existent, eine optimale Investmentstrategie gefunden
werden, welche zum Ende des Handelszeitraums das Portfolio unter den angespro-
chenen Aspekten optimiert. Die Antwort auf diese Frage wird im folgenden Verlauf
genauer erldutert und im néchsten Abschnitt schliellich eine explizite Losung

geliefert.

Zunachst werden noch eine Reihe an grundlegenden Definitionen benétigt, damit
eine Gleichung des Investors in dem betrachteten Modell aufgestellt werden kann,
die das Vermdégen des Investors wihrend des Handelszeitraums widerspiegelt. Hierzu
definieren wir eine Art Investitionsstrategie, die beschreibt, wie viel Vermoégen zu
welcher Zeit in welche Anlage investiert werden muss. Darauf aufbauend kénnen wir

dann schliellich die Vermdogensgleichung aufstellen.

Definition 2.2.1 (Handelsstrategie). Eine Handelsstrategie ist ein R¥-wertiger

stochastischer Prozess

(®(t))t€[0,T] = ((SOM(t)’ SOSI (t)ﬂ A 7903d (t))T)tE[O,T]’
welcher progressiv messbar bzgl. (F;)icpm st und die Bedingungen
T
/ loar(s)|ds < oo P-fus., (2.10)
0
T
Z/ (¢s,(5)Si(s))%ds < 00 P-fs. ¥V 1<i<d (2.11)
i=1 Y0
erfillt.

Der Prozess g, gibt also die Anzahl der vom Investor gehaltenen risikobehafteten

10
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i-ten Assets zum Zeitpunkt ¢ an. Dies konnen beispielsweise Aktien, Bonds oder
Optionsderivate sein. Weiter beschreibt ;; die Menge des risikofrei angelegten Ka-
pitals (auf dem Geldmarktkonto). Das Anfangsvermogen der Handelsstrategie wird

dann mit dem Wert

definiert und beschreibt das Vermdgen des Investors zu Beginn des Handelszeit-
raums. Hier ist zu bemerken, dass der Investor wahrend des Handelszeitraums die
Freiheit hat, seine Strategie beliebig oft zu d&ndern und dadurch sein investiertes
Vermogen in die Anlagemoglichkeiten ohne Einschrankungen zu jeder Zeit umver-
teilen kann.

Beziiglich dieser Handelsstrategie lautet nun die Vermogensgleichung des Investors

folgendermaflen.

Definition 2.2.2 (Vermogensgleichung). Sei ® eine (d+ 1)-dimensionale Handelss-
trategie. Die Vermdgensgleichung oder der Vermdgensprozess X des Investors bzgl.

des Anfangsvermdogens xq ist dann definiert durch den Prozess

X(t) = ou(t)M(t) + > @s,(t)Sit) baw. fiir d =1

=1

fir alle t € [0,T].

Wir bemerken hier, dass wir fiir den eindimensionalen Fall S := S; sowie s := s;
gesetzt haben.®

Ferner bendétigen wir im Folgenden eine Handelsstrategie, die in gewisser Weise kos-
tenneutral ist. Das bedeutet, dass zu jedem Zeitpunkt ¢ das momentane Vermogen
gleich dem Anfangsvermogen plus der Gewinne/Verluste betrdgt. Wir geben dazu

folgende Definition.

Definition 2.2.3 (Selbstfinanzierende Handelsstrategie). Eine Handelsstrategie

5Der eindimensionale Fall wird hier teilweise zusitzlich aufgefiihrt, da im Folgenden zuerst dieser
betrachtet wird.

11



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN DER PORTFOLIOOPTIMIERUNG

heif§t selbstfinanzierend, falls die zugehorige Vermdgensgleichung die Gleichung

X(t) = X(0) —i—/o om(s)dM(s) + Z/ ©s,(8)dS;(s) bzw. fird=1  (2.12)

-1 /0
X0 = X0+ [ oul)i ) + [ ests)as(s
fiir alle t € [0,T] erfillt.
Dies impliziert also, dass zu jeder Zeit t € [0, 7] die Gleichung
~Momentanes Vermdgen“ = ,Anfangskapital “ + ,Gewinne/Verluste
erfiillt sein muss.

Bemerkung 2.2.4. Da mithilfe der Differentialgleichungen (2.1) und (2.2)

/OT P (s)dM(s) = /DT or(8)M(s)r(s)ds und

;/OT ©s,(s)dSi(5) = i (/OT s, (5)Si(s)pi(s)ds

=1

+ /OT ©s,(5)Si(s) é Uij(s)de(s))

gilt, die Bedingungen (2.10) und (2.11) erfiillt sind und die Koeffizienten p, o und
r obige Eigenschaften besitzen, existieren offensichtlich die Integrale in Definition
2.2.3.

Wir werden nun im Folgenden immer von einer selbstfinanzierenden Handelsstrate-
gie ausgehen. Aus diesem Grund bietet sich an, die Vermégensgleichung (2.12) als

Differential darzustellen. Es folgt fiir die Vermégensgleichung

dX (1) = @ (t)dM(t) + Z s, (t)dSi(t)

= @u(t)r(t)M(t)dt

> (soSi OS5 0503 a@-j<t>dwj<t>) (2.13)

12



2.2. EINFUHRUNG IN DIE PORTFOLIOTHEORIE

mit Anfangskapital (Anfangswertbedingung) X (0) = .

Zuletzt fithren wir noch die Definition des Portfolioprozesses ein. Damit werden die
investierten Anteile in die vorhandenen Anlageméglichkeiten als prozentualer Anteil
des Vermogens beschrieben. Dies kann leicht mithilfe der Handelsstrategie formuliert

werden.

Definition 2.2.5 (Portfolioprozess). Sei ® eine selbstfinanzierende Handelsstrategie
mit zugehorigem Vermdgensprozess X, der P-f.s. grofier null fir alle t € [0,T] ist.

Dann bezeichnet der R*-wertige Prozess

(7)) gy = (50,75, (0))

_ ps(t) - Si(1)

1 <1<
X V 1<i<d

mit g, (t)
einen Portfolioprozess zur selbstfinanzierenden Handelsstrategie ®.
Der Ausdruck 7g, entspricht damit dem prozentualen Anteil des Vermogens X zu

einem beliebigen Zeitpunkt, der in das i-te Asset investiert wird. Der Anteil des

Vermogens, der in den risikofreien Bond investiert wird, ist folglich gegeben durch

ma(t) =1 — ;ng(t) - WT.

Aus diesem Grund wird 7, in der Definition nicht mit aufgefiihrt.
Blicken wir nun wieder auf die Vermogensgleichung (2.13), so erhalten wir mithilfe
der Definition (2.2.5) die SDE

dX(t) = X () (O)r(D)dt + 3 X (), (¢) (Mt)dt +3 oy (t)de(t)>

- X(1) ((r(t) + Y s 00a() = r(0) Jat + 33 s (o) <t>)

=) ( () 4 (07 (tt) = () ) -+ (o 1aW 1))
= X(t) <(r(t) - w(t)TA(t)) dt + ﬂ(t)Ta(t)dW(t)> (2.14)

mit Anfangsbedingung X (0) = ¢ > 0. Der R%wertige Prozess der Uberrendite sei

13



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN DER PORTFOLIOOPTIMIERUNG

definiert durch

(A(t))te[m = ((Ai(t),. .., )\d(t))T)te[O,T]
mit \; ;== —r V 1 <i<d.

Fiir den Fall d = m = 1 lautet die Vermogensgleichung dementsprechend
dX(t) = X(t) ((r(t) + s () A(t)dt + Ws(t)a'(t)dW(t)). (2.15)

Die betrachtete SDE wird auch als kontrollierte stochastische Differentialgleichung
bezeichnet, da offensichtlich der Portfolioprozess m als eine Art Kontrollvariable
fungiert. Dies wird oft in der Literatur durch den Ausdruck X(¢) = X®7(t) ver-
deutlicht werden, da die Vermdgensgleichung sowohl vom Startkapital als auch vom

gewihlten Portfolioprozess unter diesem Aspekt kontrolliert werden kann.

Bemerkung 2.2.6. Anhand der Gleichung (2.14) sehen wir, warum in Definition
2.2.1 gerade

Z/ vs, ( )2ds < oo P-fs.

gefordert wird. Dies ist dquivalent zu

Z/ ds<oo P-f.s.,

woraus die Existenz einer eindeutigen Losung der Gleichungen (2.14) bzw. (2.15)

analog zur Losung der S; folgt.

Die Losung lautet dementsprechend

X(0) = oesp ([ (+16) 4 m(IN = ()T s

+ [ woTotaw ) (216)
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bzw. im eindimensionalen Fall

L

x(0) = o [ (5)+ msA(s) — SrE(5)o(5)ds
4 /0 t Wg(s)o(s)dW(s)). (2.17)

Schlieflich wollen wir die diskontierte Vermdogensgleichung X* := % mithilfe der
diskontierten Preisprozesse (2.9) sowie der Selbstfinanzierung der Handelsstrategie
berechnen, da wir in Kapitel 5 die diskontiert Vermdégensgleichung betrachten wer-

den. Mit partieller Integration stochastischer Prozesse folgt dann
ax () —d (DY Zxg (L) 4Ly
Co\M@E)) M(t)) — M(t)
1 1 a
=-X rdt + —— | e (t)dM(t) + Y s, (t)dS;(t)
Mt M) < 2

d
= —X"rdt + (X* Zgﬁs *< )) rdt

=1

+ Z s, ()55 ( (rdt +) oy (t)de(t))

Jj=1

= Z s, ()55 (t)o (1)dW (t)

= X*(t) Z s, ()i (AW (1) (2.18)

Wir fahren fort mit der Formulierung und Losung des Portfolioproblems auf Grund-

lage der eingefiihrten Definitionen.

2.3 Stochastischer Steuerungsansatz in der Port-

foliooptimierung

Betrachten wir die Vermogensgleichung (2.16) bzw. (2.18) genauer, so wird diese
offensichtlich nur von dem Portfolioprozess 7 kontrolliert. Es muss jedoch zugleich
der sogenannte Konsumprozess als weitere kontrollierbare Grofle betrachtet werden.

Der Konsum des Investor liefert dem Investor im Laufe des Handelszeitraums einen
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Nutzen, bringt jedoch auch Kosten mit sich, sodass der Konsumprozess negativ in
die Vermogensgleichung miteinbezogen werden muss. Aus diesem Grund wird der
Konsum fiir das folgende Optimierungsproblem beriicksichtigt.

Unter diesem Aspekt stellt sich nun die Frage, wie die optimale Allokation des
Vermogens in die Investition in die verschiedenen Anlagemdoglichkeiten und in den
Konsum wéahrend des gesamten Handelszeitraums bestimmt ist, um das Ziel der

Maximierung des erwarteten Nutzens zu erreichen.

Damit die Formulierung des Optimierungsproblems nun im mathematisch korrekt
moglich ist, werden wir zuerst den Begriff des Konsumprozesses einfithren und diesen

danach in die Vermogensgleichung miteinbeziehen.

Definition 2.3.1 (Konsumprozess). Ein Konsumprozess (c(t))icjor) ist ein nicht-

negativer Prozess, welcher progressiv-messbar bzgl. (Fi)cor) ist und fiir den

T
/ c(t)dt < oo P-f.s.
0

qgilt.

Da der Konsum aufgrund der Kosten wie oben beschrieben negativ in die
Vermogensgleichung einfliefit, hat die Vermogensgleichung unter Beriicksichtigung

des Konsumprozesses die Gestalt

dX(t) = X(t) <(T(t) + ﬂ'(t)T}\(t)> dt + ﬂ(t)Ta(t)dW(t)> — c(t)dt

Insgesamt wird nun nach dem Tupel (7, c¢) gesucht, welches den groBtmoglichen
Nutzen fiir den Investor zum Ende des Handelszeitraums liefert. Um unter die-
sen Bedingungen den Nutzen eines Investors zu beschreiben, wird als néchstes eine
Nutzenfunktion definiert, die das Verhalten eines Individuums bzgl. des Nutzens

realitdtsnah modelliert.

Definition 2.3.2 (Nutzenfunktion). Eine stetig differenzierbare, strikt konkave und

monoton wachsende Funktion U : (0,00) — R, welche die Bedingungen

U'(0) :=limU'(z) = 400 und U'(co) := lim U'(x) =0

2\ 0 T—00

erfillt, heifst Nutzenfunktion.
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2.3. STOCHASTISCHER STEUERUNGSANSATZ IN DER
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Einige geldufige Nutzenfunktionen sind beispielsweise

(i) U(z) = %:ﬂ, 0 < < 1 (Power-Nutzen)

(ii) U(z) = In(x) (logarithmischer Nutzen)
(iii) U(x) = ¢/x mit « € N

Wir werden im weiteren Verlauf zumeist die Power-Nutzenfunktion genauer in Be-
tracht ziehen.

Als néchstes soll nun die Menge der Portfolioprozesse festgelegt werden, die fiir den
Investor zuléssig sind. Dazu fithren wir folgende Definition eines zuldssigen Portfo-

lioprozesses ein.

Definition 2.3.3 (Zuldssiger Portfolioprozess). FEin Portfolioprozess m heifst
zuldssig, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

(i) m(t) ist progressiv messbar bzgl. F; fiir alle t € [0,T].

(11) Fir alle Anfangsbedingungen xy € (0,00) besitzt der Vermdgensprozess X eine

pfadweise eindeutige Losung (X (t))ieo,r)-
(iii) X(t) >0 V te[0,T].

Die Bedingung (i) ist nach Bemerkung 2.2.6 offensichtlich wieder erfiillt. Sollte der
Fall eintreten, dass der Investor im Laufe des Handelszeitraums kein Vermoégen be-
sitzen sollte bzw. eine endliche Stoppzeit 7 := inf{t € [0, T]|X () = 0} mit X(7) =0
existiert, so wiirde direkt 7g,(t) = 0 fiir alle t € [7,T], 1 < i < d folgen. Das heifit
also, dass die Investitionen aufgrund von fehlendem Kapital zu diesem Zeitpunkt
beendet sind.

Als néchstes definieren wir nun die Menge der Tupel (7, ¢), unter der das Optimie-
rungsproblem gelost werden soll. Sei dazu A(tg, z9) eine Menge abhingig von dem
Anfangszeitpunkt g € [0,7] und dem Startkapital xy = X (t9) mit

Alto, xo) 1= {(77,0)\ 7 zuldssig und E(U(X(T)7) < oo}. (2.19)
Neben der Zulassigkeit des Portfolioprozesses wird also zusétzlich gefordert, dass der

Negativteil des Erwartungswertes endlich ist. Diese Bedingung ist ausreichend fiir die

Existenz des Erwartungswertes (vgl. dazu [Als07], S. 71). Insbesondere wird dadurch
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nicht verhindert, dass ein unendlicher positiver Nutzen des Endvermoégens erreicht
werden kann. Diese Moglichkeit soll erhalten bleiben, da trivialerweise jeder ratio-
nal denkende Investor nach diesem Ziel strebt. Weiter erinnern wir an dieser Stelle
daran, dass der Anfangszeitpunkt und das Startkapital in der Vermdogensgleichung
als Argumente enthalten sind.

Das zeitstetige Optimierungsproblem kann schliefilich mithilfe der eingefiihrten De-

finitionen formuliert werden. Es lautet

max [E (/T Ui(e(s))ds + Ug(X(T))) : (2.20)
(m,¢)EA(to,x0) o
wobei Uy, Us beliebige Nutzenfunktionen darstellen. U; ist dabei ausschliefllich
von dem gewihlten Konsumprozess und Us von dem resultierenden Endvermogen
abhéngig.

Das Optimierungsproblem 2.20 soll nun explizit unter der Bedingung (m,c) €
Al(to, o) gelost werden. Zur Losung wenden wir dafiir den Ansatz der stochastischen
Steuerung an. Dies ist eine verbreitete Methode zur Losung eines solchen Optimie-
rungsproblems. Es existiert dazu unter anderem ein weiteres Verfahren zur Port-
foliooptimierung, welches als Martingalmethode bezeichnet wird und zum gleichen
Ergebnis fiir den gesuchten Portfolioprozess fithrt. Zur weiteren Erlduterung verwei-
sen wir beispielsweise auf [Kor01], Kapitel 5. Im Folgenden werden wir aus Griinden
der Ubersichtlichkeit und der Analogie zum mehrdimensionalen Ansatz den Fall
d = m = 1 betrachten. Fiir die Kontrollvariable gilt daher m = m = 7g.

Nachdem das Optimierungsproblem nun formuliert wurde, soll im ersten Schritt
das Optimalitatsprinzip von Bellman auf (2.20) angewendet werden. Knapp zusam-
mengefasst kann dann mithilfe der Ito-Formel eine partielle Differentialgleichung
hergeleitet werden, womit das Portfolioproblem explizit gelost werden kann.

Wir beginnen damit das Maximum des erwarteten Nutzens unter der Menge (2.19)
als eine Funktion in Abhéngigkeit des Anfangszeitpunktes und des Startkapitals zu
definieren. Dazu setzen wir das Maximum des Erwartungswertes gleich einer Funkti-
on in Abhéngigkeit von der Startzeit ¢y € [0, 7] und dem zugehorigen Anfangskapital
xo = X (o). Es sei also

V(to,z0) ==  max )E (/ Ui(s, X (s),c(s))ds + U2(X(T))> (2.21)

(m,e)EA(to,zo to

mit (to, zo) € [0, 7] x R und der Endbedingung V (T, X(T")) = U(X(T)).
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Mithilfe des Optimalitdatsprinzips von Bellman kann nun Gleichung (2.21) umge-

formt werden zu

Vlto, 7)) = max E ( / (s, X (s). e(s))ds + V(e,X(e>>> (2.22)
(m,c) EA(to,w0) to

fir ein ty € [0,T], 6 € [t,T] mit der gleichbleibenden Endbedingung V (7, X (7)) =
U(X(T)).

Die Folgerung von (2.21) nach (2.22) ist in dieser Situation durchaus plausibel, da
zu jedem Zeitpunkt innerhalb des Handelszeitraums das Tupel (7, ¢) schon optimal
sein muss. Andererseits konnte es der Fall sein, dass ein Tupel existiert, das einen
héheren Nutzen bis hierhin verspricht.

Im néchsten Schritt werden wir nun die mehrdimensionale It6-Formel (vgl. [Dks00],
S. 48) auf V' (6, X(0)) anwenden. Die Voraussetzungen an V' sind dafiir erfiillt. Im
Folgenden kiirzen wir die partiellen Ableitungen mit 0;V, 0,V, 0.,V ab. Die Ito-

Formel liefert

(m,e)EA(t,x)

N / 0.V (5. X(5) / 0,V (s, X (s))d <X,X>s)

= max (V —|— Ul(c(s)) + 0,V (s, X(s))

(m,e)EA(t,x)

Vitz) = max (/ Us(e(s))ds + V(£ ) + /at (s, X (s))ds

+ 0,V (s,X(s))(X(s )(7’+7T>\) —c) + 8MV(S X(s))X?(s)r%0”)ds
—l—/t axV(S,X(S))’H'O'dW(S)).

Aufgrund der Ito-Isometrie ist der Erwartungswert des dW-Terms gleich null und
verschwindet. Weiter ziehen wir auf beiden Seiten V/(¢,z) ab, teilen durch 44 und

nehmen den rechtsseitigen Limes 6 \ t.
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Dann folgt mithilfe des Differentialquotienten

: 1 0
0= (ﬂ,cr)I»lEi}({t,x) E ( }91{2 0 —+t ] (UI(C(S)) + atv<87 X(s))

+ 0,V (s, X(5)) (X (s)(r + 7A) — ¢)ds + %@wV(s, X(S))X(S)27T20'2)d8)

<= 0= max )E(Ul(c(t))+8tV(t,X(t))

(mc)EA(t,x
+ 0,V (t, X()(X(t)(r+7A) —¢) + %&mV(t, X(t))XQ(t)chrQ)

(2.23)

Da wir uns in dieser Arbeit auf die Maximierung des Nutzens, der aus dem erwar-
teten Endvermogen resultiert, konzentrieren mochten, setzen wir im Folgenden den
Konsum wihrend des gesamten Handelszeitraums konstant gleich null. Das heifit
also, es gilt ¢ =0 bzw. U; = 0.

Da der verbliebene Ausdruck innerhalb des Erwartungswerts keiner stochastischen
GroBe mehr unterliegt, muss der Erwartungswert in (2.23) nicht weiter beriicksichtigt
werden. Insbesondere kann nun die Optimierung iiber alle Anfangswerte der Kon-
trollvariablen durchgefithrt werden. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurden da-
bei die Argumente der Koeffizienten ausgelassen.

Insgesamt ergibt sich dann die zeitstetige Version einer sogenannten Hamilton-Jacobi-
Bellmann Optimalitatsgleichnug (HJB-Gleichung) bzgl. des Optimierungsproblems
(2.20) mit der Gestalt

1
0= 0,V(t,x) + max ((’911/(75, z)r(r+7mA\) + §8mV(t, x)x27r202) : (2.24)

Um nun den optimalen Portfolioprozess n* herzuleiten, muss als erstes 7 in
Abhéngigkeit von den noch unbekannten Funktionen 0;V, 0,V und 0.,V ermittelt
werden und danach die partielle Differentialgleichung mit der Randbedingung
V(T,X(T)) = U(X(T)) gelost werden. Dies liefert insgesamt die optimale Kon-
trollvariable 7*.

Die HJB-Gleichung wurde hier nur heuristisch hergeleitet. Aus diesem Grund
wird ein Theorem benoétigt, dass die Losung der Optimierung verifiziert und einen
Beweis fiir die Anwendbarkeit des Ansatzes auf das formulierte Optimierungspro-

blem liefert. Da der Satz eher theoretisch und fiir unsere weiteren Untersuchungen
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nicht von besonders groflem Nutzen ist, fithren wir den Satz im Anhang aus und
verweisen zum Beweis und fiir ausfithrlichere Erklarungen auf die Literatur (siehe

beispielsweise [KKO03], S. 223 ff.).

Im Folgenden soll nun die Vorgehensweise zur Losung des betrachteten Portfolio-
problems mithilfe des Verifikationstheorems zusammengefasst werden.” Als erstes
wird dazu das Maximum der HJB-Gleichung (A.4) abhéngig von der unbekannten
Funktion V (¢, z) (siche Satz A.2) ermittelt. Danach kann mithilfe des bestimmten
m* die partielle Differentialgleichung

—_

OV (t,x) + ji(t, x,u*)0,V (t,x) + =52(t, x,u*)Dp, V (t,7) = 0

[\

mit der Randbedingung (A.5) gelost werden. Im letzten Schritt soll dann schliefSlich
tiberpriift werden, ob die bendtigten Voraussetzungen (A.1) bis (A.3) und |V (¢, x)| <
K(1+ |z|*)) erfiillt sind.

Diese Vorgehensweise soll nun auf das hier gegebene Portfolioproblem anwendet
werden. Demnach bestimmen wir nach dem oben beschriebenen Verfahren zuerst
die Losung des Maximums. Dazu leiten wir Gleichung (2.24) nach = ab und l6sen

weiter nach der Kontrollvariable auf. Es folgt

0=0,Va\+ 0., Vatno?
0V A
i OV x0o? ( )
Aufgrund der Monotonie des Erwartungswerts und der strengen Konkavitit der

Nutzenfunktion, nehmen wir wie iiblich
0.V <0

an (vgl. [Kor01], S. 241). Dies liefert die hinreichende Bedingung fiir ein Maximum
an der Stelle 7*. Einsetzen von (2.25) in Gleichung (2.23) fiir ¢ < T liefert nun

"Wir setzen an dieser Stelle L = U;, ¥ = U, und u = (7, c), damit der Satz auf die vorliegende
Optimierung passend zugeschnitten ist.
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abschliefend
A,V A 1 ) LV N\,
(0. V)2A?  1(0,V)*\? B
— oV + 0,Var 0. Vo 3 0. Vo? 0
212
= OV + 0,Var — %% =0. (2.26)

Geméif der geforderten Randbedingung muss zudem
V(T X(T)) = U(X(T))

gelten.
Nachdem wir nun den Ansatz der stochastischen Steuerung erldutert haben, soll
im folgenden Abschnitt das Optimierungsproblem unter der Voraussetzung einer

bestimmten Nutzenfunktion gelost werden.

2.4 Losung der Portfoliooptimierung unter der

Power-Nutzenfunktion

Wir betrachten nun explizit die Power-Nutzenfunktion
1

Ulx)=—-27, 0<y<1
Y

und fithren die Optimierung damit fort. Der Faktor v ist hier ein beliebiger Para-
meter zwischen null und eins, der die Risikoaversion des Investor beschreibt.

Im Folgenden soll nun die partielle Differentialgleichung gelost werden. Eine geeigne-
te Methode zu Losung ist hier der Separationsansatz bzw. die Methode der Trennung
der Variablen (vgl. dazu [Eva08], S. 167 ff.). Folglich nehmen wir also an, es existiert
eine positive, reellwertige und stetig-differenzierbare Funktion f mit f(7") = 1, mit
der V' darstellbar ist als Produkt der Form

Vit ) = f(t)- %gﬂ. (2.27)

Dieser Ansatz liegt nahe, da V(T, X (T)) = U(X(T)) = %X(T)V gilt und die End-
bedingung erfiillt ist.
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POWER-NUTZENFUNKTION

Substituieren wir jetzt V, 0,V, 0,V und 0.,V in Gleichung (2.26) mit dem Ausdruck
(2.27), erhalten wir fir t < T

R Y 1 f2(t)a*0! -~
f (t);$ ‘l'f( )$ tar — - (t)(”y — 1)1,7 202 =0
1) LA e
= T T PO G- e
f/(> 1,yx(2’y 2—y+2— 7))\2 B
= -2 -ne
PN f'(t) YA

1— 2.2
T 20—y 22

sowie fiir den Fall t =T
f(T)2x" =27 <= f(T)=1.

Weiter 16sen wir die Differentialgleichung (2.28) mithilfe der Exponentialfunktion.

Hier miissen wir beachten, dass die Koeffizienten eine zeitabhidngige Komponente
besitzen. Es folgt

0 YA%(t)
_a In (f(t)> 2(1 _ ’)/)0'2(t) r<t>7

e (@) = /t 2(17—A7(>?2(s) +r(s)y ds
_ [T (uls) = r(9)*y
= /t 202(3)(1 — 1) +7r(s)y ds

= f(t) =exp (—/t 2(17—)\7()?2(3) +7r(s)y ds)

Insgesamt folgt dann fiir den Losungsansatz (2.27)
V(t,z) = exp <—/t 2(1%()80)2@ +r(s)y ds) . %:ﬂ. (2.29)
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SchlieBlich erhalten wir durch Einsetzen von (2.29) in den Ausdruck (2.25) die op-

timale Losung fiir . Diese lautet

T 2 B
mpcj;ﬂg%%§+ﬂﬂv%)ﬂlxo

ﬂ-*(t) T T A2
P (_ S 2(117—)(053(5) +r(s)y d5> (v — 1)o7 2202(t)
Ay e C 1 A@)
= (’7— 1)0'2(t) 1 _70_2@).

Es muss zuletzt noch iiberpriift werden, dass die Voraussetzungen fiir den Satz A.2.1

erfiillt sind. Wir setzen dazu

X () (r(t) + ms(t)A(t)) — c(t),
X (H)ms(t)o(t).

fi(t, z, u(t))
a(t,x,u(t))

mit u = (7, c).

Da die Koeffizienten die Bedingungen (2.3) bzw. (2.4) erfiillen, sind die Vorausset-
zungen (A.1) - (A.3) an i und & erfiillt. Weiter konnen wir a und b ausreichend grof3
withlen, sodass die Menge der 7 in dem Intervall [a, b] enthalten ist. Da weiter V' die
Gestalt von (2.27) besitzt, ist diese Funktion aufgrund der Positivitdt von f und der
strengen Konkavitéit der Nutzenfunktion ebenfalls streng konkav. Weiter gilt fiir die

Exponentialfunktion in (2.29)

wp(—[Tﬂéﬁiﬂ——+mg7@><1(

1—7)o(s)
fiir eine Konstante K > 0. Dazu ist %:ﬂ < 1+ 2" fiir alle v € (0,1), k € N, sodass
die Bedingung

V(t,2)| < K(1+]zl")

fir alle (¢, x) erfullt ist. Insgesamt sind daher alle Voraussetzungen an Satz A.2.1
erfiillt. Folglich stellt 7* eine optimale Losung des Portfolioproblems unter der Vor-
aussetzung der Power-Nutzenfunktion dar.

Schliellich erhalten wir, dass die Losung des stochastischen Optimierungsproblems
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2.4. LOSUNG DER PORTFOLIOOPTIMIERUNG UNTER DER
POWER-NUTZENFUNKTION

bzgl. der Power-Nutzenfunktion U(x) = %w” gegeben ist durch den Portfolioprozess

_ 1 p®) ()
L—y  o%(t)

T4 (t) Y tel0,T] (2.30)

ist. Dies soll im folgenden Satz festgehalten werden.

Satz 2.4.1 (Losung des Portfolioproblems). Fir den eindimensionalen Fall ergeben

sich sich fiir das Optimierungsproblem unter den obigen Annahmen die Losungen:

(i) Fir die Power-Nutzenfunktion U(x) = % -x7, 0 <y <1 lautet die optimale
Strategie w§(t) fir (2.20)

ey L) ()
sOET e

(ii) Fiir die Log-Nutzenfunktion U(z) = Inx ist die optimale Strategie® w%(t) fiir
(2.20) gegeben durch
' p(t) —r(t)
t)=—F7=—
o?(t)
Beweis. :
(i) Siehe obige Herleitung.

(ii) Wenn wir den Ansatz

V(t,z) = f(t) - In(z)

wéhlen und dann analog vorgehen, so liefert dies das Ergebnis fiir den logarithmi-

schen Nutzen. [ |

Hervorzuheben ist hier, dass 7% in beiden Féllen nur von der Zeitkomponente
abhéngig ist. Dies bedeutet, dass die optimale Strategie zu einem beliebigen Zeit-
punkt ¢ € [0, 7] so bestimmt ist, dass ein konstanter Anteil des Vermogens in das
risikobehaftete Asset investiert werden soll. Ferner betragt der Anteil in das risiko-

freie Geldmarktkonto fiir den Power-Nutzen

L) —r(t)

WM(t):l—WS(t):l—l_fy' o2(1)

8Siehe zur Herleitung fiir den logarithmischen Nutzen z. B. [Mer69] oder nutze die Martingalme-
thode.
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN DER PORTFOLIOOPTIMIERUNG

Der Quotient (2.30) wird als Merton Ratio bezeichnet. Der Zéhler ist hierbei die
Differenz zwischen der Drift des risikobehafteten Assets und der Rendite des
Geldmarktkontos. Bei positiver Differenz wird dies auch als Uberrendite oder
Alphafaktor bezeichnet.® Betrachten wir das Ergebnis unter der Annahme, dass
Leerverkdufe nicht zugelassen sind. Der Investor wird aus diesem Grund sein
gesamtes Vermogen ausschliefllich in das risikolose Geldmarktkonto investieren,
falls u — r < 0 gilt. Der Grund hierfiir ist offensichtlich, da der Investor andernfalls
mehr Risiko bei gleichbleibender oder sogar geringerer Rendite aufnimmt. Falls die
Differenz p — r dagegen positiv ist, sollte der Anleger genau den Anteil (2.30) in das
risikobehaftete Asset investieren, um seinen Nutzen geméf} der Portfoliooptimierung
zZUu maximieren.

Der Wert wird offensichtlich nicht nur durch den Zahler bestimmt, sondern auch

2 eine Abnahme von

vom Nenner beeinflusst. Hier sehen wir, dass ein Anstieg von o
mg herbeifiihrt und umgekehrt. Diese Eigenschaft ist in dieser Situation plausibel,
da eine erhohte Volatilitdt aufgrund der Risikoaversion des Investors eine hohere
Abneigung gegen eine Investition in das risikobehaftete Asset hervorruft, da grofiere
Preisschwankungen anzunehmen sind. Der im Nenner stehende (1 — 7)-Wert ist
ebenfalls sinnvoll, da dieser den Einfluss der Volatilitdt auf die Ratio beschreibt.
Ein niedriger Parameter weist diesbeziiglich dem Investor eine hohe Risikoaversion
zu, wodurch insgesamt die Merton Ratio sinkt bzw. der investierte Anteil des
Vermogens in das risikobehaftete Asset geringer wird. Je hoher die Risikoaversion
des Investors ist, desto niedriger ist das investierte Vermdogen in risikobehaftete

Assets.

Der Ansatz der stochastischen Kontrolle kann analog auch im mehrdimensionalen
Modell durchgefiihrt werden. Wir folgern unmittelbar aus Satz 2.4.1 das Ergebnis

der Portfoliooptimierung fiir den mehrdimensionalen Fall d > 1.

9Die Uberrendite ist ein Ma8 fiir die Rendite einer Anlage gegeniiber einem Vergleichswert, welcher
in dieser Situation der Zinssatz r ist.
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2.4. LOSUNG DER PORTFOLIOOPTIMIERUNG UNTER DER
POWER-NUTZENFUNKTION

Korollar 2.4.2 (Losung der Optimierung im mehrdimensionalen Modell). Betrachte
den Fall m > d > 1. Falls die Matriz oo’ vollen Rang hat, so ergibt sich fiir das

Optimierungsproblem bzgl. der Power-Nutzenfunktion die Lésung

() = (a3, (1), . 75, (1) T = ﬁ (oo™ (ult) - (1)

S (00T (1) (s (1) — (1)

5 X (005 () (1) — (1))

wobei ((oo™);;') 1<i,j<

; Qie Eintrage der inversen Matriz von (0oT) bezeichnet.
Beweis. Analoge Vorgehensweise wie im eindimensionalen Fall. Hierbei muss beach-
tet werden, dass m > d gilt und die Matrix oo’ vollen Rang besitzt, damit die

Eindeutigkeit der Losung gewéhrleistet ist. [

Der optimale Anteil in den risikofreien Bond im mehrdimensionalen Fall ist demnach

1 d d

my(t) =1- 17— DD (o) O)(t) = r(t).

7= =
Die stochastische Optimierung des Portfolioproblems ist nun abgeschlossen. Als
Fortfithrung kann der Fall der Portfoliooptimierung in einem Modell mit stochasti-
scher Zinsrate betrachtet werden (siehe dazu z. B. [Kor01], S. 21 ff.). Auch ist eine

Anwendung auf Modelle mit stochastischer Volatilitéit, beispielsweise das Heston-

Modell méglich. Dies soll in dieser Arbeit jedoch nicht weiter thematisiert werden.
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Kapitel 3

Elastizitaten in der

Portfoliooptimierung

Im Folgenden wollen wir nun das Hauptaugenmerk auf die Anwendung von Elas-
tizitdten in der Portfoliooptimierung legen. Hierbei ist es das Ziel mithilfe der Elas-
tizitédt ein Portfolio zu vereinfachen und damit den optimalen Portfolioprozess un-
ter den zuvor gemachten Voraussetzungen zu bestimmen, obwohl weitere Investiti-
onsmoglichkeiten hinzugekommen sind. Wir beginnen zuerst mit der Definition und
Erlauterung der Elastizitdat im wirtschaftlichen und finanzmathematischen Kontext.
Allgemein formuliert ist eine Elastizitdt unter wirtschaftlicher Betrachtungswei-
se die Beeinflussung einer Grofle durch Verdnderung einer anderen. Diese Grofien
miissen dafiir offensichtlich eine bestimmte Abhéngigkeit aufweisen. Der Begriff
der Elastizitdt wird auf verschiedenartige Inhalte angewandt. Ein anschauliches
Beispiel aus der Mikrookonomie ist dafiir die Preiselastizitat der Nachfrage, wel-
che die Verdnderung der Nachfrage eines bestimmten Gutes aufgrund der Preis-
verdnderungen eines anderen Gutes beschreibt. In diesem Fall wird nun die Elasti-
zitat bzgl. der vorhandenen Finanzgiiter betrachtet.

Wir werden im Folgenden das zuvor eingefiihrte Finanzmarktmodell mit den gleichen
Voraussetzungen annehmen. Dazu beginnen wir nun als erstes mit der mathemati-
schen Definition der Elastizitdt und formulieren diese dann bzgl. der Preisprozesse

der vorliegenden Assets.
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KAPITEL 3. ELASTIZITATEN IN DER PORTFOLIOOPTIMIERUNG

3.1 Die Elastizitatsfunktion

Genauer ist die Elastizitéit eine Maf, das den Einfluss auf die relative Anderung einer
Grofe auf die relative Anderung einer anderen beschreibt. Hierbei ist es wichtig, dass
die eine Grofle abhingig von der anderen, unabhéingigen Grofle ist. Als erstes soll

der Begriff dazu mathematisch korrekt definiert werden.

Definition 3.1.1 (Elastizitét). Sei y : (0,00) — (0,00) eine stetig differenzierbare
Funktion. Die FElastizititsfunktion e, : (0,00) — R wvon y bzgl. einer Variable x €
(0,00) ist dann gegeben durch

dy(x)
y(@) d T

oy(x) = A = oyl s =y s (31)

T

Ferner beschreiben FElastizititen von Anlagemdglichkeiten am Finanzmarkt den Wert
der relativen Anderung des Finanzqutes zur relativen Anderung eines anderen Fi-

nanzgutes.

Dieser Quotient liefert also gerade das Verhiltnis von der relativen Anderung von
y bzgl. der relativen Anderung von z unter dem Aspekt, dass y von z abhiingig ist.
Wir wollen dazu den Ausdruck (3.1) mithilfe des Differentialquotienten zur besseren

Anschauung umformen zu

() = lim yle+h) —ylw) = . ylet+h) —y@)z
y(r) h—0 z+h—x y(r) ho0 y(x) h
1— y(z+h)
y(z)

Anhand des letzten Quotienten ist nun zu erkennen, dass mit der Funktion (3.1)
der Einfluss der relativen Anderung beschrieben wird. Beispielsweise kann nun der
Wert eines beliebigen Derivats C' (z.B. einer européischen Call-Option) als Funktion
in Abhéngigkeit von einem Asset S betrachtet werden, sodass y = C' und x = S
gesetzt wird.

Dementsprechend lautet unter der Voraussetzung der Differenzierbarkeit der

Preisprozesse die Elastizitit! von C bzgl. S

d S

Tm Folgenden werden wir ec s := £¢(9) setzen.
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3.2. HERLEITUNG EINES REPLIZIERENDEN PORTFOLIOS

Wie oben beschrieben findet der Begriff der Elastizitdt jedoch hauptséchlich in der
Mikrookonomie Verwendung. Aus diesem Grund verweisen wir auf [Fra04], 36 ff.
zu genaueren Erlduterung. Zur Herleitung der Elastizitdtenmethode in Modellen
mit stochastischer Zinsrate (wie z.B. in Short-Rate-Modellen) wird der Begriff der
Duration benotigt und deshalb im spéiteren Verlauf definiert. Dies ist eine dhnliche
Kennzahl und héngt mit der Elastizitdt zusammen. Zur genaueren Erlduterung

verweisen wir auf Abschnitt 5.3.

Im Folgenden soll nun gezeigt werden, dass die Kontrollvariable des Portfolioprozes-
ses durch die Elastizitét ersetzt werden kann, wihrend die anderen Groflien in der
Vermogensgleichung unveréndert bleiben. Mithilfe dieses Resultats kann dann die
optimale Elastizitéit bzgl. des Portfolioproblems bestimmt werden, aus der dann der
optimale Portfolioprozess abgeleitet werden kann. Dies liefert uns dann schlielich
wieder den angestrebten maximalen Nutzen des Endververmogens anhand der je-
weiligen Nutzenfunktion.

Bevor der Zusammenhang zwischen dem Portfolioprozess und der Elastizitat gezeigt
wird, bendtigen wir noch einige Vorbereitungen zur risikoneutralen Bewertung der

Finanzgiiter.

3.2 Herleitung eines replizierenden Portfolios

Es wird nun angenommen, es existiert eine weitere Anlagemoglichkeit auf dem Fi-
nanzmarkt in Form eines sogenannten Claims. Unter bestimmten Bedingungen soll
dazu eine partielle Differentialgleichung hergeleitet werden, welche als Losung den
risikoneutralen Preis dieses Derivats besitzt. Der Ansatz ist hierbei, eine Short-
Position (Verkaufsposition) mit den gegeben Anlagemoglichkeiten abzusichern. An-
ders formuliert wird ein replizierendes Portfolio zu dem relevanten Claim erstellt.
Wir beginnen mit der formalen Definition eines Claims und werden dann die Her-

leitung fiir den eindimensionalen Fall zeigen.

Definition 3.2.1 (Ein bedingter Claim). Ein bedingter Claim C' mit Laufzeit T' ist

ein progressiv messbarer, stochastischer Prozess bzgl. (Fy)eo,r) mit der Gestalt
C:[0,7] x Q= R,

der den Wert zum Zeitpunkt t angibt, bestimmte Auszahlungen innerhalb der Rest-
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KAPITEL 3. ELASTIZITATEN IN DER PORTFOLIOOPTIMIERUNG

laufzeit (T —t) auszuschiitten.

In dieser Situation betrachten wir genauer einen bedingten Claim mit einer festen
Auszahlung zum Ende des Handelszeitraums. Dazu betrachten wir eine Fr-messbare

Zufallsvariable
CT = C(T) 1 Q —>R,

welcher die Auszahlung zur Zeit 7" beschreibt. Aufgrund der Vollstandigkeit (siehe
Definition A.1.4) des Modells ist jeder Claim mit der Eigenschaft E*|C*(T)| < oo
bzgl. des dquivalenten Martingalmafles P* hedgebar bzw. es existiert eine Hedge-
Strategie zu dem betrachteten Claim.? Der Beweis hierfiir ist in [Shr04] S. 232 ff. zu
finden.

Da nach einer risikoneutralen Bewertung gestrebt wird, soll der Claim einen Preis
bzgl. des dquivalenten Martingalmafles zugeordnet werden. Dieser ist dann gegeben
durch die erwartete, diskontierte Auszahlung zum Ende der Laufzeit. Der faire Preis

des Claims zur Zeit t € [0, 7] ist dann gegeben durch
E*(CrlF) - (3-2)

Damit der Preis des Claims auf dem Finanzmarkt risikoneutral bewertet werden
kann, leiten wir eine Handelsstrategie bzgl. der bekannten Anlagemdoglichkeiten her,
welche die diskontierte Auszahlung des Claims zu jeder Zeit t € [0,T] repliziert
und aufgrund der Vollstdndigkeit diese in dem Modell existiert. Es muss fiir die

Vermogensgleichung dementsprechend
X*(T) = C: (3.3)

gelten.
Da C7 Fp-messbar und der diskontierte Vermdégensprozess ein P*-Martingal ist, folgt

weiter
E* (C7[F) = E* (X™(T)|F) = X*(2).

Die Handelsstrategie liefert also ein replizierendes Portfolio, wenn der

2Der Ausdruck C* bezeichne die diskontierte Auszahlung des Claims mit dem Faktor des Geld-
marktkontos M. Es gilt also C* = %
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3.2. HERLEITUNG EINES REPLIZIERENDEN PORTFOLIOS

Vermogensprozess wihrend des gesamten Handelszeitraums gleich der erwarteten
Auszahlung (3.2) ist. Weil die Preisprozesse der vorliegenden Assets ausschlieflich
Diffusionsprozesse sind, kann nun die Markov-Eigenschaft® von S genutzt werden,

sodass mit (3.3) der Wert des Claims gegeben ist durch

- (g w-s(em ()
_E <c exp (- /tT M(s)ds) ‘sw) . C(1, S()).

Der faire Preis des Claims ist also durch die stetig-differenzierbare Funktion
C:[0,T]xR—-R

darstellbar. Insbesondere ist C' ein Ito-Prozess und es gilt C' € CH2([0,T] x R).
Die Vermégensgleichung des replizierenden Portfolios bzgl. der Short-Position in
einen Claim zu gegebenem Anfangskapital muss also im gesamten Handelszeitraum
mit dem Wert des Claims iibereinstimmen.
Wir erhalten nun als niichstes mithilfe der Ito-Formel* die Dynamik

0 0 1 9

dC(t,S(t)) = 5:C(t S(E)dt + 52C(t SO)AS (1) + 57555C(E S(1)d(S. S),
18

- (%C’(t, S(t) + %C(t, S()SMu(t) + 5555 C (¢, S(t))SQ(t)UQ(t)) dt

0
+ 55Ot SM)S ()W (2). (3.4)

Wie gerade beschrieben, muss dann also die Gleichung
dX(t) =dC(t,S(t) <= 0=dX(t)—dC(t,S(t))

mit Anfangsbedingung X (0) = C(0,.5(0)) erfiillt sein.

3Siehe zur Definition eines Markov-Prozesses und deren Eigenschaft z.B. [Jks00], S. 111.
4Vgl. Lemma von It6 im Anhang, Satz (A.1.6).
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KAPITEL 3. ELASTIZITATEN IN DER PORTFOLIOOPTIMIERUNG

Setzen wir nun (3.4) fiir dC' ein und kiirzen die partiellen Ableitungen mit der bereits
bekannten Schreibweise ab, so erhalten wir mit der Eigenschaft der Selbstfinanzie-

rung

0=dx —dC = pydM + pgdS — dC
= puMrdt + psS(udt + ocdW) — (@C + 0sCSu — %855(75202) dt
+ 0sCSodW
= ((C’ — sS4+ psSu — 0,C + 0sCSp — %85505202> dt

+ S(QOS — 830)0dW

Es muss nun das It6-Integral verschwinden, damit der Preis des Claims unter risi-
kofreien Bedingungen ermittelt wird. Aus diesem Grund muss fiir den Anteil des

investierten Vermogens in das risikobehaftete Asset
ps(t) =0sC(t) Vv t€[0,T] (3.5)

gelten, wodurch der Diffusionsterm gleich null ist. Insgesamt bedeutet dies, dass nun
der verbliebene dt-Term ausschlielich von deterministischen Parametern abhéngt
und deshalb nicht von einer stochastischen Grofle beeinflusst wird.

Mit (3.5) erhalten wir weiter

0=(C—0sCS)r+ dsCSpu — 0,C + 0sCSp — %85505202
1
<~ 0=rC — 6tC — T@SCS — 56550820'2
bzw. ausformuliert
0=r(t)C(t,S(t)) — iC’(t S(t)) — r(t)iC(t S(t)))
N ’ dt ' dS ’
1 d?

~ 5750t 5(1)S* (D) (1). (3.6)

Dies ist offensichtlich eine partielle Differentialgleichung (Abk. PDE) mit Anfangs-
bedingung X (0) = C(0,.5(0)). Zusétzlich gilt fir ¢ = T die vorausgesetzte End-
bedingung X(T') = C(T,S(T')) = Cp. Eine Losung dieser PDE liefert dann einen
fairen Preis des vorliegenden Claims C(¢, S(t)). Die Gleichung (3.6) ist die bekannte
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Black-Scholes-Differentialgleichung mit deterministischen, zeitlich variablen Koeffi-
zienten. Insgesamt wurde nun mit pg = 0sC' eine Handelsstrategie hergeleitet, die

einen Hedge fiir die Short-Position in einem Claim liefert.

Bemerkung 3.2.2. Wie schnell gezeigt ist, resultiert aus ¢ = Cs unmittelbar die

Gestalt von ). Dies lésst sich leicht bestimmen durch

0 = onr(t)M(t) + %C(t, S(£)S(t) — C(t, S())
C(t,S(t) — LCO(t,5())S(t)

fir alle t € [0, T]. Nach den obigen Ergebnissen liegt also mit der bestimmten Han-
delsstrategie (((p M P S)T) te0.7] ein replizierendes Portfolio fiir den gegebenen Claim

VOr.

Die Wahl von ¢g = 0sC' ist als sogenannter Delta/A-Hedge bekannt. Im gesamten
Handelszeitraum ist zur Absicherung der Short-Position die Anzahl der gehaltenen
Assets gleich der partiellen Ableitung des Claims nach dem Asset. Der Begriff A
stammt von den sogenannten Greeks-Kennzahlen. Dies sind Mafizahlen, welche die
Sensitivitét der partiellen Ableitungen eines Claims, insbesondere Optionen bzgl. des
Basiswerts beschreiben. Zur nidheren Ausfithrung verweisen wir auf [HK05], Kapitel

18 und blicken nun im folgenden Abschnitt auf das eigentliche Ziel der Arbeit.

3.3 Die Elastizititenmethode im Black-Scholes-
Modell

Betrachten wir nun die Annahme, es besteht fiir den Anleger die Mdoglichkeit neben
dem Geldmarktkonto M und einem risikobehafteten Asset S in einen bedingten
Claim C' mit Basiswert S zu investieren. Wie im vorigen Abschnitt gezeigt gilt dann
C := C(t,S(t)). Wir orientieren uns im Folgenden nun hauptséchlich an den Quellen
[Kral3], S. 71 ff und [KKO03], da dort die Elastizitétenmethode erstmalig formuliert
wird.

Anfangs betrachten wir nun die Vermégensgleichung aus Abschnitt 2.2, die gegeben

ist durch die Dynamik

dX (1) = X (t) ((r(t) ) (t))dt + Wg(t)a(t)dW(t)> .
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KAPITEL 3. ELASTIZITATEN IN DER PORTFOLIOOPTIMIERUNG

Allgemein beschrieben ist nun das Ziel, die Vermogensgleichung an eine Handelsstra-
tegie mit weiteren Anlagemoglichkeiten anzupassen, sodass danach der Portfoliopro-
zess als Kontrollvariable des Portfolioproblems durch die Elastizitét ersetzt werden,
wihrenddessen die anderen Gréflen in der Gleichung nicht beeinflusst und veréndert
werden. Genauer soll dies unter der Voraussetzung geschehen, dass mindestens eine
weitere Anlagemoglichkeit in Form eines bedingten Claims hinzukommt.

Um dies zu erreichen, werden wir als erstes eine vereinfachte Dynamik von C' her-
leiten und danach die Elastizitét entsprechend einzufiigen. Betrachten wir also dazu

wieder den Preisprozess des Claims C' und wenden darauf die [t6-Formel an. Es folgt

dC(t,S(t)) = (@C + 0sCS(t)u(t) + %85505(15)20(75)2) dt + 0sCS(t)o(t)dW (t)
(3.7)

Aufgrund der Resultate aus dem vorigen Abschnitt 16st der Claim die Differenti-
algleichung (3.6) unter dem Aspekt der risikoneutralen Bewertung. Losen wir die
Gleichung nach 9;C' auf und setzen dies danach in die Dynamik (3.7) ein, so ergibt

sich
(6, 5(0) = (rOC( S(0) = r(OSOPCE,5(0) — 30501t SO)SBP()

+ 0sC (¢, S(t))S(t)u(t) + %aSSC(t, S(t))S(t)QJQ(t)> dt

+ 0sC(t,S(t))S(t)o(t)dW (t)

= <r(t)C(t, S(t)) + 0sC(t, S(t))S(t))\(t))dt

+ 05C(t,S(t))S(t)o(t)dW (t) = ().
Mithilfe der Black-Scholes-Differentialgleichung konnte nun der Ausdruck, der durch
den quadratischen Variationsterm d(S,S) erzeugt wird, gekiirzt werden.

Wir fithren nun als néchstes die Elastizitit des Claims C bzgl. des risikobehafteten
Assets S geméfl Definition 3.1.1 ein. Es gilt dann

L dC/CSt)  d S(t) _ 9sC(t.5(1)) - S(1)
TS

="ugsw ~as" I Cs@) T s
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3.3. DIE ELASTIZITATENMETHODE IM BLACK-SCHOLES-MODELL

Durch das Einsetzen des Produkts e¢(t) - C' in (x) erhalten wir schlielich

dC(t, S(t)) = C(t, S(t)) ((T(t) Fea(A())dt + 5C(t)a(t)dW(t)) . (3.8)

Insgesamt ist nun in der Dynamik neben den bekannten Koeffizienten und der Zinsra-
te die Elastizitét hinzugekommen. Mithilfe dieser Gleichung kann nun die kontrollier-
te Vermogensgleichung so veréndert werden, dass die Elastizitéit den Portfolioprozess
als Kontrollvariable ersetzt. Im Hinblick auf die Optimierung des Portfolioproblems
kann dann die optimale Elastizitéit ermittelt werden, welche den erwarteten Nutzen
des Endvermdégens maximiert.

Wir fahren also mit der Vermdégensgleichung zu den folgenden Anlagemdoglichkeiten
fort. Betrachten wir dazu das Portfolioproblem aus Abschnitt (2.3) unter der An-
nahme einer bestimmten dreidimensionalen Handelsstrategie. Der Investor hat dazu
die Moglichkeit, sein Vermogen in zwei risikobehaftete Anlagen zu investieren sowie
in das risikofreie Geldmarktkonto. Genauer existieren die Anlagemoglichkeiten in
das Geldmarktkonto M, in das Asset S sowie in einen Claim C' mit dem Asset als
Basiswert und Laufzeit T'. Die Handelsstrategie hat daher die Gestalt

(qD(t))te[O,T} = ((@M(t% ps(t): pc (t))T)te[O,T]

Eine Situation konnte nun sein, dass der Claim eine européische Call- oder Put-
Option darstellt, was im folgenden Abschnitt genauer betrachtet wird.

Aufgrund der Handelsstrategie ist der Vermogensprozess fiir alle ¢ € [0, 7] demnach
gegeben durch die Gleichung

X(t) := oa(t)M(t) + @s(t)S(t) + 0o (t)C(1).
Aufgrund der Selbstfinanzierung folgt dann wie gehabt
dX(t) = o (t)dM(t) + @s(t)dS(t) + pc(t)dC(t) (3.9)
mit Anfangswert zo = X(0).
Wir modellieren die Vermégensgleichung (3.9) laut Definition 2.2.5 im weiteren Ver-

lauf iiber den zugehorigen Portfolioprozess

™ = (7T5,7T0)T.
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Es folgt dann fiir die Gleichung (3.9) mithilfe von (3.8) und der Dynamik des Assets
AX(6) = or()AM () + 5(0)dS (1) + pe(t)dC(r)
= eulOM (Ot + os(050) (0 + OV (0))
+ oot S(1) ((r(t) +eo(t)\)dt + ec(t)a(t)dW(t))
— (1= 75(t) — 7o () X () (£)dt + ms(£) X (1) (u(t)dt 4 a(t)dW(t)>
+meX(0)((1(0)+ 2ol + 2c(Oo (1))
= X(0)({r(0) + (st + me(Dzc(ODA D)o

J/

+(mslt) + wC(t)eo(t))a(t)dW(O) (3.10)

(ty=

Aufgrund der Gestalt der letzten Gleichung, definieren wir einen zusammenfassen-
den Begriff der Elastizitaten in Gleichung (3.10), den wir als Portfolio-Elastizitat

bezeichnen und in folgender Definition festlegen.

Definition 3.3.1 (Portfolio-Elastizitiat). Sei die Handelsstrategie gegeben durch

((oar(). @5(6), e ()T i1y

Dann ist die Portfolio-Elastizitdit definiert durch
€<t) L= 7TM€M(t) + Ws(t)es(t) -+ Wc(t)8c(t).
Nach Definition der Elastizitéit bzgl. S gilt offensichtlich

s = =1.

S5l

Ferner wird der Marktzins r von dem risikobehafteten Asset sowie dem Claim nicht

beeinflusst, sodass dementsprechend

EMIO
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gilt. Es folgt insgesamt
€ =Tg + TcEC.- (311)

Die genaue Gestalt der Portfolio-Elastizitéit ist offensichtlich davon abhéngig, wie
viele Anlagemoglichkeiten vorhanden sind. Angenommen es sind mehr als ein Claim
zur Investition vorhanden, so miisste der Ausdruck mit den jeweiligen Elastizitdten

der hinzugekommenen Claims erweitert werden.

Offensichtlich kénnen wir nun die Portfolio-Elastizitéit in die Vermoégensgleichung

(3.10) einfiigen, sodass
dX(t) = X&) ((r(t) + (O)A(®))dt + (t)o(t)dW (t)). (3.12)

folgt. Dadurch wird die Vermogensgleichung zu einer kontrollierten stochastischen
Differentialgleichung mit der Portfolio-Elastizitédt € als Kontrollvariable veréndert.
Vergleichen wir diese mit der anfangs formulierten Vermogensgleichung (2.15) aus
Abschnitt 2.2, so unterscheiden sich die beiden Gleichungen ausschlieBlich durch ihre
Kontrollvariable € gegeniiber mg. Der Unterschied ist jedoch, dass in der betrachteten
Situation eine Handelsstrategie vorliegt, welche eine zusétzliche Anlagemdoglichkeit
enthélt. Genauer existiert in Gleichung (3.10) durch m¢ neben der Investition in das
Asset die zusétzliche Moglichkeit, das Vermogen in einen Claim zu investieren. Dar-
aus resultierend kénnen wir nun theoretisch die Portfolio-Elastizitéit in Gleichung
(3.12) durch den Portfolioprozess aus Gleichung (2.15) ersetzen und damit die Port-
foliooptimierung durchfiihren.

Insgesamt unterscheiden sich die Vermogensgleichungen also nur in der Kontrollva-
riablen 7 und ¢, obwohl die Investitionsmdoglichkeiten nicht gleich geblieben sind.
Mithilfe dieser Erkenntnis kénnen wir das Portfolioproblem in gewisser Art reduzie-
ren und damit die Optimierung im vorliegendem Modell vereinfachen.

Wir fassen das Ergebnis im folgenden Satz ausfiihrlich zusammen und halten uns

dabei an das gerade erzielte Resultat.
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Satz 3.3.2 (Reduzierung des Portfolioproblems). Gegeben sei ein vollstindiges, ar-
bitragefreies Finanzmarktmodell mit einem risikobehafteten Asset S mit der Dyna-

mik
dS(t) = S(t)(u(t)dt + o(t)dW (t)), S(0) = so,

einem bedingten Claim C' mit Basiswert S und Laufzeit T und einem Geldmarktkonto
M mat

dM(t) = r(t)M(t)dt, M(0) = 1.

Weiter wird angenommen, dass der Investor zu jeder Zeit t € [0,T] in alle vorhan-
denen Anlagemdglichkeiten investieren kann.

Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Die Kontrollvariable in der Vermdigensgleichung bzgl. der selbstfinanzierenden

Handelsstrategie

((ar (), 05(t), 00 (t) ) ey

kann ausschlieflich auf die Portfolio-FElastizitit gemdfs Definition 3.3.1 re-

duziert werden. Ferner gilt dann fir die optimale Steuerung der Portfolio-

FElastizitdt
1 A(t)
(t) = ——- vV te|0,T 3.13
()= ¥ el T (313)
unter der Nutzenfunktion U(x) = “ly a7,

(ii) Die optimale Portfolio-FElastizitit kann ohne weitere Kenntnisse iiber die An-
zahl der Anlagemdglichkeiten durch den optimalen Portfolioprozess bzgl. der

Handelsstrategie

((ar(®), 05 ) e o (3.14)

bestimmt werden.

Beweis. :

(i) Da die Gleichungen (2.15) und (3.12) sich ausschliefllich ihrer Kontrollvaria-
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ble unterscheiden, konnte dementsprechend das Portfolio reduziert werden (siehe
vorangegangene Herleitung) und mithilfe des Satzes (2.4.1) die optimale Portfolio-

Elastizitédt bestimmt werden. Es folgt demnach

(11) Aufgrund der Reduzierung der Vermogensgleichung mithilfe der Elastizitét, kann
das Portfolioproblem bzgl. der Handelsstrategie (3.14) betrachtet werden. In dessen
Vermogensgleichung ist ausschliefllich mg bzgl. der Portfoliooptimierung relevant,
sodass die investierten Anteile in die iibrigen Anlagemdoglichkeiten unabhéngig von

der Anzahl nicht beriicksichtigt werden miissen. |
Bemerkung 3.3.3. :

e Nach Satz 3.3.2 hat der Investor nun die Moglichkeit, unter jeglichen Kom-
binationen der Investmentstrategien in die vorhandenen Anlagemdglichkeiten
zu wahlen. Dabei muss ausschlielich Gleichung (3.13) erfiillt sein, damit ein

optimales Portfolio vorliegt, das den erwarteten Nutzen maximiert.

e Die optimale Portfolio-Elastizitdt héngt offensichtlich nicht von einem be-
stimmten risikobehafteten Asset ab, sodass wir das Ergebnis auf ein Finanz-
marktmodell mit weiteren Anlagemoglichkeiten anwenden kénnen, zum Bei-
spiel mit d Unternehmensaktien und n bedingten Claims (d,n € N beliebig).
Wir verweisen dazu auf Kapitel 4, wo die Elastizitdtenmethode fiir den mehr-

dimensionalen Fall untersucht wird.

Anhand des Satzes kann deshalb insgesamt auch von einer Reduzierung des Port-
folioproblems gesprochen werden, weil ein derartiges Portfolioproblem zuerst in ein
vereinfachtes Modell reduziert und anschliefend gelost wird. Die Vorgehensweise
ldsst sich knapp in zwei Schritten beschreiben. Hierzu wird als erstes die optimale
Portfolio-Elastizitéit mithilfe der Gleichung (3.13) berechnet. Dies erfolgt unabhéngig
von der Anzahl der Anlageméglichkeiten durch einfaches Einsetzen der Koeffizien-
ten. Danach wird dann der Portfolioprozess genau so gewéhlt, dass die Gleichung
(3.11) erfiillt ist und diese mit der zuvor bestimmten, optimalen Portfolio-Elastizitét
iibereinstimmt. Insgesamt wird dies dann als vereinfachtes oder reduziertes Modell
bezeichnet.

Die Herleitung der Elastizitdtenmethode und das Verfahren zur Reduzierung des
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Portfolioproblems wurde nun ausfiihrlich erldutert, sodass wir das Resultat nun an-
hand einiger Beispiele angewendet werden kann. Als erstes werden wir dazu ein

Portfolio mit européischen Optionen betrachten.

3.4 Anwendung auf ein Portfolioproblem mit Op-

tionsgeschiften

Betrachten wir nun folgende Situation. Der Claim C' sei nun eine Option mit Ba-
siswert S. Genauer sei dies eine européische Call-Option mit Laufzeit 7" > 0 und
Ausiibungspreis F'. Dementsprechend ist die Auszahlung zum Zeitpunkt 7" gegeben
durch

C(T) =max {S(T) — F,0} =: (S(T) — F)*.

Auf Grundlage der Arbitragefreiheit und Vollstédndigkeit des Finanzmarkts kann nun
der Preis einer européischen Option bestimmt werden (siehe dazu Anhang, (A.1.7)).

Demnach gilt fiir den Preis der Call-Option

O(t, S(t)) = S(t) - pcr(t)) — F - exp ( . /O o+ s)ds) pea(t)  (3.15)

bzw. fiir eine européische Put-Option

P(t,S(1)) = F - oxp ( [ s s>ds) B—ealt)) — (1) - B—er(t))
mit

(%)+f r(t+ s) +102(t+s)d

\/ 02 t+s)d ’
ca(t) == ci(t) — \//OTt o%(t + s)ds

wobei ¢(-) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.

c(t) ==

Insgesamt kann nun gezeigt werden, wie der Portfolioprozess m gewéhlt werden
muss, um den Nutzen bzgl. der Power-Nutzenfunktion U(z) = % 27 0<y <1
zu maximieren. P bezeichnet im Folgenden den Preis der Put-Option bzw. 7mp den

investierten Anteil in diese Anlage.

42



3.4. ANWENDUNG AUF EIN PORTFOLIOPROBLEM MIT
OPTIONSGESCHAFTEN

Satz 3.4.1 (Optimaler Portfolioprozess fiir europaische Optionen). Wir betrachten

das Portfolioproblem im beschriebenen Modell. Es gelten dann folgende Aussagen

tiber den Portfolioprozess .

(i) Falls der Investor die Mdaglichkeit hat sein Vermdgen in das Geldmarktkonto

(ii)

M und eine europdische Call/Put-Option C' bzw. P mit Basiswert S, Laufzeit
T und Austiibungspreis F' zu investieren, dann ist der optimale Portfolioprozess

gegeben durch

) M _cs®)
=M= 20 da®) 5@ "
SPT O N & (.10)
POTE=) 0) d—a®) S0

mit c1(t) wie oben definiert.

Fualls der Investor zusdtzlich die Moglichkeit hat, sein Vermdgen in das risi-
kobehaftete Asset S zu investieren, ist der optimale Portfolioprozess gegeben
durch alle Kombinationen von (rs,7c)’, welche die Formel

e*(t) (es(t) + mo(t)ec(t) ) vV te|0,T] (3.16)

=7ms(t)es me(t)ec\l) = 77—/ ) .
(1=7)-02(t)

erfillen (analog mit Put-Option). Das heifst, die Portfolio-Elastizitit muss
gleich der Kombination des Portfolioprozesses mit den jeweiligen FElastizititen

sen.

Beweis. :
(i) Nach Satz (3.3) ist die optimale Portfolio-Elastizitéit gegeben durch

A(t)

0= T e

Aufgrund der eingeschréankten Investitionsmoglichkeiten ist 7g = 0 und € = meec.
Demnach gilt fiir alle ¢ € [0, T

W c.sm)
)= T 20 B Sn) 5@ A (3.17)
LA P(t, S(1))

) = T 020 5P S0) - 500 (3.18)
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Ferner betrachten wir eine européische Call/Put-Option, sodass der Preis des Claims
gegeben ist durch (3.15). Betrachten wir dann den A-Hedge, so gilt fiir die Ablei-
tungen der Call/Put-Option

asC(t, S(t)) = p(ci(t)) baw.
IsP(t,5(1)) = ¢(—ci(t)).

Einsetzen in (3.17) bzw. (3.18) liefert die Behauptung.
(ii) Analog zu (i) gilt wieder £*(t) = - Aus diesem Grund muss das Glei-

(1—)-o2()
chungssystem
A(t)

(1=7)-0%(1)
fir alle ¢ € [0, T erfiillt sein. Offensichtlich ist die Lésung nicht eindeutig bestimmt,

= Ws(t)eES(t) + Wc(t)é“c(t)

da zwei Variablen auftauchen. [ |

Setzen wir m = mg, so erhalten wir trivialerweise das gleiche Ergebnis des Satzes

(2.4.1)

1 A(t)
)= —— S
Tg ( ) 1 — v o2 ( t)

Zuletzt soll nun gezeigt werden, dass das investierte Vermogen in S fiir alle t € [0, T
grofler als die Investition in die Call-Option ist, da dies eine interessante Aussage fiir

die Anwendung im folgenden Abschnitt liefert. Wir betrachten dazu die Ungleichung

O (B ) CwSm) .
R IR e e DR Y )R
— T ()X () ST (D)X (D). (3.19)

Der Quotient ist hier kleiner eins, da

wqm»aﬂ>aqw»aw—Fem(—A_Vﬁ+@w)wum»

(.

=C(t,5(t)), da Pr‘,eis der Call-Option
gilt, ¢ eine Verteilungsfunktion darstellt und S ein strikt positives Semimartingal
ist.
Insgesamt bedeutet dies, dass der Investor aufgrund seiner Risikoaversion mehr An-

teile seines Vermogens in das Asset anstatt in die Call-Option investiert. Der Grund
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hierfiir ist, dass der Claim ein bestimmtes Risiko aufweist, keine Auszahlung zum
Zeitpunkt T' zu liefern. Offensichtlich ist das der Fall fiir S(7') < F. Diese Tatsache
hat eine interessante Aussagekraft bzgl. des Elastizitdtenansatzes in einem Modell

zur Unternehmensbewertung, der im folgenden Abschnitt betrachtet wird.

3.5 Elastizititenansatz zur Unternehmensbewer-

tung

Abschlieflend soll nun ein Modell zur Unternehmensbewertung betrachtet werden,
in dem die Elastizititenmethode eine hervorragende Anwendung zur Optimierung
eines Portfolioproblems findet. Als erstes werden wir dazu in diesem Abschnitt
die mathematische Modellierung des Unternehmenswerts mithilfe von Optionen

erklaren.

Das Merton-Modell zur Unternehmensbewertung (,Merton’s Firm Value Model“)
war einer der ersten und immer noch gelaufigen Ansétze eines Modells zur mathe-
matischen Bewertung eines Unternehmenswerts (siche dazu [Mer69] bzw. [Mer73]).
Hierbei wird der gesamte Unternehmenswert als zugrunde liegende dynamische
Grofle angesehen und davon ausgehend mithilfe der Accounting Equation der Wert
der Unternehmensaktien und -anleihen modelliert. Die Accounting Equation ist ei-
ne bekannte Gleichung aus der Wirtschaftswissenschaft und beschreibt vereinfacht
den Unternehmenswert als Summe des vorhandenen Eigen- und aufgenommenen

Fremdkapitals. Allgemein formuliert lautet die Gleichung
,Assets = Liabilites + Shareholder Equity “. (3.20)

Hinsichtlich dieses Modells bedeutet dies, dass der Unternehmenswert als Summe
aus den Preisen der Unternehmensaktien und -anleihen dargestellt werden kann.

Betrachten wir dazu den Unternehmenswert V', welcher der bekannten Dynamik
AV (t) = V() (u(t) + o(t)dW (1)), V(0) = vy > 0

unterliegt. Zusétzlich existiert das freie Geldmarktkonto M geméif (2.2).
Seien nun die Preisprozesse der emittierten Unternehmensaktien und -anleihen mit S

und B bezeichnet. Nach Mertons Modell zur Unternehmensbewertung gilt aufgrund
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der Gleichung (3.20) gerade
V=S+B. (3.21)

Ferner wird angenommen, dass die Anleihe einem Ausfallrisiko unterliegt. Ein Aus-
fall bedeutet in dieser Situation, das Unternehmen kann in bestimmten Situationen
die Anleihe zur Falligkeit nicht vollstdndig an die Glaubiger zuriickzahlen. Dieser
Fall tritt ein, wenn zum Ende der Laufzeit V(T') — F' < 0 gilt, wobei F' die Schulden
des Unternehmens an die Anleihebesitzer darstellt. Sollte dieser Fall eintreten, wird
den Glaubigern der Differenz der Schulden und des Unternehmenswert zum Zeit-
punkt T, also F' — V(T') gezahlt. Gilt dagegen V(T') — F' > 0, findet kein Ausfall
statt und die positive Differenz gibt den Wert der Unternehmensaktie an.

Insgesamt folgt also, dass der Wert der Unternehmensanleihen zum Zeitpunkt 7'

gegeben ist durch
B(T) =min{V(T),F} =F — (F = V(T))".
und demnach der Wert der Unternehmensaktien
S(T) = (V(T) — F)*. (3.22)

Es fillt nun auf, dass die Werte mit den Auszahlungen zum Ende der Laufzeit ei-
ner européischen Call- bzw. Put-Option iibereinstimmen. Insbesondere kann hier
nun festegehalten werden, dass der gesamte Unternehmenswert aufgrund der Glei-
chung (3.21) mittels européischer Optionen reprisentiert werden kann. Dies ist eine
niitzliche Eigenschaft, da zumeist der Unternehmenswert kein direkt gehandeltes

Finanzinstrument auf dem Markt bildet.

Bemerkung 3.5.1. Bei dieser Darstellung féllt nun auf, dass die Unternehmens-
aktie und -anleihe als bedingte Claims auf dem Unternehmenswert V' modelliert
werden. Aus diesem Grund ist der Unterschied zum vorigen Modell, dass die be-
trachteten Finanzgiiter nicht einem risikobehafteten Asset geméf (2.1) entsprechen.
Aufgrund der Ubersichtlichkeit werden deshalb hier die Unternehmensaktie und -
anleihe mit Tilde gekennzeichnet uns als S = S(t,V(¢)) und B = B(t,V(t)) fiir
t € [0,T] gesetzt.

Im Hinblick auf die Elastizitatenmethode kann nun das Merton-Modell zur Un-

ternehmensbewertung mit Satz 3.4.1 reduziert und der optimale Portfolioprozess
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geliefert werden. Die Portfolio-Elastizitdt lautet bzgl. der betrachteten Situation
demnach (1) = m5(t)eg (t) + m5(t)ez ().

Sei die Situation nun gegeben, dass der Investor die Moglichkeit hat sein Vermdgen
in die Unternehmensaktie und das Geldmarktkonto zu investieren. Folglich gilt fiir

den optimalen Anteil

ORI (A40)
L= (1) o) V)

Falls dagegen die Moglichkeit existiert in die Anleihe und das Geldmarktkonto zu

Tg(t) =

investieren, gilt

X BWLV()
1= () o(—a() VD)

T5(t) =
und wir haben schliellich als Resultat die optimalen Anteile in einem Modell zur

Unternehmensbewertung.

Blicken wir nun nochmals auf die hergeleitete Ungleichung 3.19, so gilt nun
Ty, > mg bzw. mj, > w5, In diesem Fall ist die Aussage, dass der Investor mehr
Vermogen in das gesamte Unternehmen als in die Unternehmensaktie bzw. -anleihe
investiert, durchaus plausibel. Angenommen dies wére nicht der Fall, dann kénnte
die Situation auftreten, dass der Wert der gehaltenen Unternehmensaktien echt
grofler als der Wert der gehaltenen Anteile am gesamten Unternehmen ist. Diese
Tatsache ist jedoch ein Widerspruch zur der Annahme der Accounting Equation,
da sonst der Wert der Unternehmensanleihen negativ wére.

Das Merton-Modell zur Unternehmensbewertung ist eng verkniipft mit vorange-
gangen Modell. Existiert ndmlich keine Unternehmensanleihe auf dem Finanzmarkt
(also B = 0), so gilt mit (3.21) gerade V(t) = S(t) fiir alle t € [0, 7], sodass S
wieder der bekannten Dynamik (2.1) unterliegt.

Zuletzt soll das gleiche Portfolio nochmals unter der Beriicksichtigung einer Re-
striktion an die Handelsstrategie betrachtet werden. Das heifit, es wird die Menge
der zuléssigen Portfolioprozesse durch weitere Bedingungen eingeschrinkt. Dadurch
wird die Losung des Portfolioproblems fiir bestimmte Situationen verdndert, was

sich auf das Ergebnis der optimalen Portfolio-Elastizitéit auswirkt.
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Dazu nehmen wir nun an, dass dem Investor weder die Aufnahme von Fremdmitteln

noch Leerverkaufe gestattet sind. Daher gilt fiir den Portfolioprozess

Eine weitere Restriktion soll zusétzlich die Anzahl der gehaltenen Aktien und An-

leihen beschréinken und zwar auf maximal eine. Die Handelsstrategie ist dann durch
s lps®) <1V 0<t<T.

beschrénkt. Insgesamt gilt also fiir den Portfolioprozess durch die Restriktion

OSWS(t)S%

und 0 < m(t) < % (3.23)

Formen wir nun die Portfolio-Elastizitat um zu

o VO V(D
s(t)p(ci(t)) () + () o( l(t))B(t)’

so muss aufgrund von (3.23) die Portfolio-Elastizitidt ¢ aus dem Intervall

™
=
Il
N
o)
—~
=
Q)
n
<
—~
=
_l’_
N
[ss]
=
™
oo
<
=
~
Il
N

S(t) V(t)  B() V(1)
0, méb(cl(t))% + mﬂ—cl(t»%

0.5010 (oleatt) + o-aa) )| = 0. 317 (3.24)

stammen. Die Losung des Portfolioproblems unter der Restriktion (3.24) lautet dann
geméf [Stol4], Abschnitt 4.2.3

V(t)

1 A®)
y B FYUQ(t), falls < m
e*(t) = .
X0 sonst.

fir alle ¢ € [0, T]. Der optimale Portfolioprozess ldsst sich dann analog zu Satz 3.4.1
unter Beachtung der Restriktion bestimmen. Falls die Anlagemoglichkeit ausschlief3-
lich in die Aktie bzw. die Anleihe verfiigbar ist, andert sich das Intervall (3.24) dann
lediglich zu [0, ¥ 9y S] bzw. [0, ¥y B].

Insgesamt lasst sich also feststellen, dass die Elastizitdtenmethode eine niitzliche An-

wendung in einem Modell zur Unternehmensbewertung findet. Dies kann nun, bei-
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spielsweise auf einem Black-Cox-Modell fortgefithrt werden unter Beriicksichtigung
der Moglichkeit eines Zahlungsausfalls wiahrend der gesamten Laufzeit. In Kapitel
5 wird dazu eine Verallgemeinerung des Merton-Modells unter einer stochastischen
Zinsrate betrachtet. Zuvor werden wir jedoch die Elastizitdtenmethode im mehrdi-

mensionalen Fall formulieren.
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Kapitel 4

Elastizitaten im

mehrdimensionalen Fall

In diesem Kapitel soll nun der mehrdimensionale Fall betrachtet und insbesondere
die mehrdimensionale Elastizitdtenmethode formuliert werden. Die Rechnungen und
Herleitungen sind dabei mit dem eindimensionalen Fall vergleichbar.

Dazu betrachten wir zuerst d > 1 risikobehaftete Assets mit zugehorigen Preispro-
zess (Si(t))ieo,r- Die Dynamiken der Preisprozesse lauten dann analog zu Kapitel
2.1, (2.1) den SDEs

dS(t) = Si(t) (s (t)dt + iaij(t)dﬂfj(t)), Si(0):=s; ¥ 1<i<d,

Jj=1

wobei hier deterministische, zeitlich variable Koeffizienten betrachtet werden.

Der zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsraum und der m-dimensionale Wiener-
Prozess seien analog zum vorigen Kapitel definiert. Aufgrund der Voraussetzung ei-
nes vollstandigen Marktes wird d = m gesetzt. Zusétzlich herrscht auf dem betrach-
teten Finanzmarkt Arbitragefreiheit, sodass ein dquivalentes Martingalmaf existiert
und demnach die Vollstéandigkeit des Marktes gegeben ist.

Betrachten wir nun die Situation, dass der Investor die Mdoglichkeit hat sein
Vermogen in d Aktien sowie in n > d bedingte Claims zu investieren. Im Rah-
men dieser Situation kann nun weitestgehend analog zum eindimensionalen Fall die
mehrdimensionale Elastizitdtenmethode eingefiihrt werden.

Ein beachtlicher Unterschied wird in dieser Herleitung sein, dass auf dem Finanz-

markt mehr Claims als Aktien als Anlagemdglichkeit zur Verfiigung stehen kénnen.
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KAPITEL 4. ELASTIZITATEN IM MEHRDIMENSIONALEN FALL

In Bemerkung 3.3.3 wurde diese Situation schon fiir den eindimensionalen Fall be-
schrieben.

Der Aufbau ist hierbei analog zum vorangegangen Kapitel. Wir halten uns jedoch ein
wenig kiirzer in der Einfiihrung der teilweise bekannten Theorie und in den analog
durchgefiihrten Rechenschritten. Wir beginnen deshalb mit einer kurzen Einfithrung
der kontrollierten Vermdégensgleichung im mehrdimensionalen Fall, erstellen danach
ein replizierendes Portfolio und beginnen dann mit der Definition der Elastizitéten
sowie der darauf zugrundeliegenden Elastizitdtenmethode. Danach findet schlielich

die Methode anhand zweier Beispiele Anwendung.

4.1 Einfiihrende Grundlagen im mehrdimensio-
nalen Modell

Wir betrachten also den Fall, dass d gehandelte, risikobehaftete Assets auf dem

Finanzmarkt vorhanden sind. Daraus folgt fiir die d-dimensionale Handelsstrategie

((@M@)? P, (t)v cee PS8y (t))T)te[O,T]

bzw. fiir den Portfolioprozess

(ﬂ(t))te[O,T] - ((71'51. (), » TSy (t))T>t€[07T}'

Weiter gelten die gleichen Voraussetzungen an die Handelsstrategie wie zuvor vor-
ausgesetzt, wodurch eine eindeutige Losung der folgenden Vermogensgleichung exis-
tiert. Wie schon gezeigt ist die Dynamik der Vermégensgleichung fiir alle ¢ € [0, T]
gegeben durch

dX(t) = X(t) ( (r(t) + (@) TA®))dt + r(t)Ta(t)dW(t)), X(0) = a.

Betrachten wir nun als néchstes n bedingte Claims. Wir setzen hier zuerst n =
d, damit wir noch keine uniibersichtliche Indexmenge betrachten miissen. Der i-te

bedingte Claim zum Basiswert 5; ist gegeben durch
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Hiermit lassen sich nun die jeweiligen Elastizitdten bzgl. der Assets definieren. Die

i-te Elastizitat bzgl. S; ist dann gegeben durch

oy . 4G/ Cilt, S(1)) _ =Cilt, Si(t)) - Sit)

fir alle t € [0,7], 1 <i<mn.
Wir bemerken hier, dass geméf Definition 3.1.1 offensichtlich

501’757‘:0 A 1§Z7£j§n
gilt, sodass wir die jeweiligen Elastizitdten aufler Acht lassen kénnen.

Schliellich soll ein replizierendes Portfolio bzgl. des i-ten Claims C; hergeleitet wer-
den. Aufgrund der Analogie zum eindimensionalen Fall dies nicht so ausfiihrlich

thematisiert wie im Vorigen.

Bemerkung 4.1.1. Wir werden hier ohne Einschrankung den Fall n = d annehmen.
Jedoch ist hier zu bemerken, dass die Strategie fiir eine beliebige Anzahl n € N
ebenfalls ein risikofreies Portfolio erstellt. Einzige Bedingung ist dabei nur, dass
die zugehorigen Basiswerte ausschlieBlich aus den vorhandenen Assets Si,..., Sy
gewihlt sind. Andererseits liegt die Vollstandigkeit des Finanzmarkts nicht mehr

weiter vor, sodass nicht alle betrachteten Claims hedgebar sind.

Demnach sei also n = d. Es folgt nun fiir die Dynamik des i-ten Claims C; mithilfe

der Ito-Formel
1
dC; = 0,C;dt + 85101(152 + §8SZSZCZd<SZ, Sz>t

d d
1
= atcidt + 85201 (Mzdt + E O'idej) + 58515101512 E O'Jz-jdt

J=1 J=1

d d
1
= (atcz + 851025’1/% + 565151812 Z 0'22j> dt + 85181 Z Jidej' (41)
j=1 j=1
Um an dieser Stelle eine selbstfinanzierende Handelsstrategie herzuleiten, welche
jeweils einen Claim absichert, betrachten wir wieder die Vermogensgleichung fiir

wo, = —1 fiir alle 1 <4 < d. Der Unterschied zum eindimensionalen Fall ist nun

der, dass der Investor die Moglichkeit hat in d Assets zu investieren. Es folgt daher
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KAPITEL 4. ELASTIZITATEN IM MEHRDIMENSIONALEN FALL

fiir die Vermégensgleichung

d d
0=pudM + > p5dS; = dC;

i=1 i=1

d d
= QOMTMdt + Z (,DSZSZ (Mzdt + Z O'ZJdVV]>
i=1 j=1

d d d
1
=1

j=1 7j=1

d d
1
= <<PM7”M + E (905,-Sz‘ﬂi — 0,C; — 05,CiSp; — §aS¢SiOiS7;2 E 0%)) dt

=1

d d
+ (Z SZ (@Si — 85101) Z Jij) dW] (42)
i=1 j=1

Jj=1

und Anfangskapital X (0) = Y0, C..

Damit die Diffusionsterme nun verschwinden, muss offensichtlich
QOSZ.:agZ.CZ' i 1§Z§d

gelten. Da fiir den Anteil des Geldmarktkontos

d d
oM =3 Ci= 3 g,
=1 =1

gilt, folgt fiir den dt-Term der Gleichung (4.2) dann

d

=1
1 d
—§3Sisici5i2 Za%) dt
=1

d d
1
— 0= Z (rCi — 0,C; —r0s,CS; — 5831.51.01-5,? E afj), (4.3)
i=1 =
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4.1. EINFUHRENDE GRUNDLAGEN IM MEHRDIMENSIONALEN MODELL

Insgesamt erhalten wir demnach fiir C; die partielle Differentialgleichung

d
1
0,C; = rC; — rdg,C;S; — 5651,52.01-53 Yol v1<i<d (4.4)

j=1

Das Ergebnis soll in folgendem Satz festgehalten werden. Es liefert gerade die Black-

Scholes-Differentialgleichung im mehrdimensionalen Fall fiir alle C;, 1 <17 < d.

Satz 4.1.2 (Replizierende Handelsstrategie im mehrdimensionalen Fall). Angenom-
men es existieren n Claims Cy(t,S1),...,Cn(t,Sy,), die aus der Menge CV2([0,T] x
R) sind. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Eine replizierende Handelsstrategie ® = (opr, 05,5 - - -, @s,)" ist gegeben durch

ps.(t) = 05Ot Si(t) V 1<i<n,

S Gilt, Si(t) — 95,08, Si(1)) Si(t)
M)

oum(t)

und die Funktion C; ist eine Ldosung der partiellen Differentialgleichung

d
1

j=1

(ii) Der Wertprozess C; unterliegt der SDE
dCy(t, S(t)) = (r(t)Ci(t, Si(t)) + 0s,C(t, S;(1))S; (t)Ni(t) ) dt

d
+05,C(t, Si(1)Si(t) > a3 (1) AW (2).

fir alle 1 <1 <d.

Beweis. :
(i) Ergibt sich aus den obigen Ergebnissen speziell mithilfe der Tto-Formel.
(i) Betrachten wir die Dynamik (4.1) und setzen dort Gleichung (4.5) ein, so erhal-
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KAPITEL 4. ELASTIZITATEN IM MEHRDIMENSIONALEN FALL

ten wir direkt die SDE
1 d d
dC; = (atci + 05, CiSipi + 5asisicisf > afj> dt + 05,C; Y 0y;dW;
j=1 j=1
1 d
= (TCl — 7’8510152 - 58525101512 ZO’EJ + &gZC’ZSZu,) dt
j=1

d
1
+ 58515101522 Z O'idej

j=1

d
= (TCZ + 8510252)\@) dt + 8SZCzSz Z O'idej vV 1<:<d.
=1

Bemerkung 4.1.3. :

e Offensichtlich unterscheidet sich Gleichung (3.6) ausschliellich von dem eindi-
mensionalen Fall, dass die Summe der Volatilitdten der risikobehafteten Assets

hinzukommt.

e Falls wie oben beschrieben n < d Claims vorhanden sind, so werden die g,

die nicht fiir den Hedge bendttigt werden, gleich null gesetzt.

e Der Satz 4.1.2 kann ebenfalls fiir die Situation formuliert werden, dass einzig
ein Claim der Form C := C(t, S1(t), ..., S4(t)) betrachtet wird. Dann hat das
replizierende Portfolio trotzdem die Gestalt ¢g, = 0s,C fiir alle 1 < i < d. Ein
anschauliches Beispiel wird hierzu in Abschnitt 4.3 bzgl. einer Index-Option

mit zwei risikobehafteten Basiswerten geliefert.

Im Folgenden soll nun der Elastizitdtenansatz fiir den mehrdimensionalen Fall be-

trachtet werden.

4.2 Die mehrdimensionale Elastizititenmethode

Wir wollen nun unter den vorigen Bedingungen die mehrdimensionale Elasti-
zitdtenmethode formulieren und dadurch Satz 3.3.2 auf den mehrdimensionalen Fall
d > 1 ausweiten. Anders als in Kapitel 3 entwerfen wir jedoch erst den Satz und wer-
den danach den vollstdndigen Beweis liefern. Wie im eindimensionalen Fall kann da-

mit das Portfolio zuerst reduziert und anschliefend die optimale Portfolio-Elastizitét

o6



4.2. DIE MEHRDIMENSIONALE ELASTIZITATENMETHODE

bestimmt werden. Wir bemerken hier, dass nun auch der Fall n > d miteinbezogen
wird. Damit sich nun im Folgenden die Anzahl der verschiedenen Claims mit dem
jeweiligen Basiswert darstellen lésst, fiihren wir eine Indexmenge ein. Wir definieren
dazu die Indizes ny,ng,...,ng € Nmit 1 =:ny < ny < - < ny zur Kennzeichnung,
welcher Basiswert vorliegt. Schliellich kann die Elastizitdtenmethode formuliert wer-

den.

Satz 4.2.1 (Die mehrdimensionale Elastizitdtenmethode). Gegeben sei ein
vollstiandiges, arbritragefreies Finanzmarktmodell wie im vorigen Abschnitt. Dazu

seien die Anlagemdglichkeiten in d risikobehaftete Assets mit der Dynamik

d
dSi(t) = S;(t)(ui(t)dt + Y ai;(£)dW;(t)), Si(0) := s,

j=1

sowie in das Geldmarktkonto M gegeben. Zusdtzlich hat der Investor die Méglichkeit,

sein Vermdgen in n bedingte Claims der Form
Cl(t7 Sl)? R Cng—l(ta Sl)7 Cng(tv 52)7 s 7Cnd—1(t7 Sd—1)7 Cnd(tv Sd)7 R Cn(t7 Sd)

mit Laufzeit T zu tnvestieren.
Das Portfolioproblem bzgl. der (d+n+ 1)-dimensionalen, selbstfinanzierenden Han-

delsstrategie

((@M(t)’ ¥s1 (t)7 <o P8y (t)7 Yy (t)> < PCn (t)) T)te[()j]’ (46)

kann dann so reduziert werden, dass die jeweilige Vermdgensgleichung durch die
Portfolio-FElastizitit' € kontrolliert wird und unabhingig von der genaven Anzahl der

Anlagemdéglichkeiten ist. Ferner ist die optimale Portfolio-FElastizitit dann gegeben
durch

fiir alle t € [0,T.

1Siehe Definition 3.3.1.
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KAPITEL 4. ELASTIZITATEN IM MEHRDIMENSIONALEN FALL

Beweis. Blicken wir als erstes auf die Dynamik des k-ten Claims mit Basiswert .S;.
Es gilt also k € {n;,n; +1,...,n,,1 — 1} Nach Satz 4.1.2 gilt dann fiir alle &

d
dCy = (rC’k + 351.Ck5'¢/\i) dt + 0s,C}.S; Z o dW;.
=1

Durch Einsetzen der Elastizitat erhalten wir

d
de = <7“Ck + Ck5Ck,S¢)\i) dt + Ckng,Si Z O-ijdVVj

j=1

= asig:'si als Elastizitiat des k-ten Claims bzgl. S;.

Weiter betrachten wir die Vermogensgleichung X bzgl. der Handelsstrategie (4.6).
Es gilt

mit €cy.,S,

d n
dX = pydM + Z ps,dS; + Z ¢, dCr

=1 k=1

d d
= QOMTMdt + Z QOSZ-SZ' <,uzdt + Z Uidej>
i=1 j=1

d mnit1—1 d
+ Z Z Doy, ((rC’k + OkECk,Si)\i) dt + OkECk,Si Z O'ZjdVV]> .

i=1 k=n, J=1
Einsetzen des Portfolioprozesses

_ T
™= (71'31,...,7'['5(1,71'01,...,71'0”)

2Fiir ¢ = d setze dann Ng+1 :=n+ 1.
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4.2. DIE MEHRDIMENSIONALE ELASTIZITATENMETHODE

liefert nun

d n d d
dX = X <(1 — 75— chk)r +) s, <Mdt +) aijdwj>
i=1 k=1 i=1 j=1

d mnip1—1 d
+ Z Z e ((’I"Ck + Ck’gC’k,Si)\i> dt +Ck50k,52. Z Uidej)>
i=1 k=n; j=1

nit1—1
<T+Z(7TS + Z TCLEC,,S ))\dt

Ez

nit1—1
+Z (71'5 + Z TCLECH,S )ZUUCZW)

k=n,;

Die Portfolio-Elastizitét ist hier also mit eg, 5, = 1 fiir alle 7 gegeben durch

no—1
€1 TSy + Ekzl T‘-Ckgck,sl

Ed TSy + D fny TCLECH,Su
Insgesamt folgt dann fiir die Vermogensgleichung

dX =X (7‘ + Zsz)\ + ZZ&ZJUdW)

i=1 j=1

=X (7’ + e Ndt + sTadW> : (4.8)

Vergleichen wir nun (4.8) mit der Vermégensgleichung bzgl. des Portfolioprozesses
(msy, ..., ms,)" (vgl. Abschnitt 2.2, (2.14)),

dX(t) = X(t) ((r(t) - W(t)TA(t)> dt + r(t)Ta(t)dW(t)) ,

so unterscheiden sich die beiden Gleichungen analog zum eindimensionalen Fall nur
durch e statt 7r. Daraus folgt mit gleicher Argumentation wie aus Satz 3.3, dass
das Portfolio reduziert werden kann und ausschlieflich iiber die Portfolio-Elastizitét
kontrolliert wird.

Unter der Voraussetzung, dass die Laufzeiten der betrachteten Claims
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KAPITEL 4. ELASTIZITATEN IM MEHRDIMENSIONALEN FALL

iibereinstimmen, konnen wir das Ergebnis der mehrdimensionalen Portfolioopti-
mierung zur Hilfe nehmen, sodass Korollar 2.4.2 die Behauptung fiir die optimale

Portfolio-Elastizitat beweist. Diese lautet dann
e'(t) = ——- (O'O'T)_l)\(t).

und die Aussage des Satzes ist gezeigt. |

Bemerkung 4.2.2. :

e Fiir die i-te optimale Portfolio-Elastizitét kann trivialerweise €; = mg, gelten.
Offensichtlich ist dies der Fall, wenn keine weiteren Anlagemoglichkeiten in
einen Claim existieren. Der optimale Anteil des investierten Vermégens in das
i-te risikobehaftete Asset ist dann fiir alle 1 < i < d gegeben durch

e In Satz 4.2.1 wird ganz bewusst vorausgesetzt, dass alle Claims die gleiche
Laufzeit T" haben. Sollte es der Fall, dass ein Claim eine Laufzeit 0 < Ty <
T aufweist, so dndert sich in dem Intervall [Ty, T] die optimale Portfolio-

Elastizitdat aufgrund der wegfallenden Anlagemoglichkeit.

Es kann nun die Aussage in Bemerkung 3.3.3 bzgl. der beliebigen Anzahl der
risikobehafteten Claims bestétigt werden. Dazu setzen wir einfach d = m = 1 und
n > d. Fiir den Fall n = 2 wurde dies in dem Modell zur Unternehmensbewertung
in Abschnitt 3.5 schon genutzt.

Die hergeleitet Methode reduziert also wieder das Portfolioproblem mithilfe der Elas-
tizitdten und liefert den optimalen Portfolioprozess fiir die betrachtete Handelsstra-
tegie. Das Vorgehen zur Vereinfachung des Modells ist analog zum eindimensionalen
Fall durchzufiithren. Dies wurde bereits in Abschnitt 3.3 erldutert.

Wir wollen die Ergebnisse nun anhand eines gegebenen Portfolios anwenden, um

damit den Nutzen des formulierten Elastizitdtenansatzes zu zeigen.
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4.3 Anwendung auf verschiedene Portfolios

Abschlielend betrachten wir nun zwei Beispielportfolios, in denen die Elasti-
zitdtenmethode zur Optimierung bzgl. verschiedener Optionsgeschifte angewendet
werden soll.

Als erstes wollen wir dazu ein Portfolio untersuchen, das genauer européische Optio-
nen enthélt. Betrachten wir dazu die Situation, der Investor hat die Moglichkeit in
n europiische Call-Optionen mit Laufzeit T und Ausiibungspreis F' zu investieren.?
Das heifit, es gilt mg, = 0 fiir alle 1 < ¢ < d und mithilfe der Elastizitdtenmethode,

Satz 4.2.1 folgt fiir den optimalen Portfolioprozess

na—1 4 0Os,CkS1 1

d _
k=1 TC,— cp 1~ > i1 (Uairj) '\
05, CrS d —
Zzznd Ty Slc: 1 ﬁ Zj:l (‘7‘7;{]‘) A

Offensichtlich ist der optimale Portfolioprozess fiir den Fall n > d nicht eindeutig
bestimmt. Falls jedoch d Call-Optionen der Form Cj(t, S;(t)) fur alle 1 < ¢ < d

vorliegen, so erhalten wir die eindeutige Losung

d
e, (1) = L S (eol) T ON() - y Cilt, Si

j=1

_ b S (eol) T O () -

(t))
Ci(t, Si(t)) - Si(t)
Ci(t, Si(t))
P(ciy () - Si(t)

In (30 4 [Tt 4 5) + L3002 (t + 5)ds
— )
\/f() tZ] 1 zg(t+s)d8

geméf der Black-Scholes-Formel im mehrdimensionalen Fall definiert ist.

*

Der optimale Portfolioprozess 7* ist dann eindeutig gegeben durch (4.9) fiir alle
1 < < d. Dies kann beispielsweise in einem mehrdimensionalen Modell zur Unter-

nehmensbewertung Anwendung finden.

3Wir nutzen wieder die gleiche Nummerierung wie im vorigen Abschnitt.
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Zum Schluss soll nun eine Anwendung der Elastizitdtenmethode auf ein Portfo-
lio betrachtet werden, das eine spezielle Option mit mindestens zwei Basiswerten
beinhaltet. Der Unterschied zum vorangegangen Beispiel ist nun, dass aufgrund des
Auftretens der Elastizitdten bzgl. weiterer Assets der Elastizitdtenansatz ein Glei-
chungssystem liefert. Dies soll in folgender Situation mithilfe einer Index-Option
veranschaulicht werden.

Wir betrachten dazu eine Option mit mehr als einem Basiswert (hier genau zwei).
Dies kann beispielsweise eine Index- oder Minimum /Maximum-Option? sein. Genau-
er soll dann ein Portfolio bzgl. einer Handelsstrategie optimiert werden, wo der In-
vestor genau vier bestimmte Anlagemdoglichkeiten zur Verfiigung hat. Dies sind zum
einen zwei Unternehmensaktien 57, S, und das Geldmarktkonto M. Zusétzlich gibt
es die Moglichkeit in eine européische Option C' mit den Basiswerten S; und Sy und
Laufzeit T', sodass der Wert der Option durch die Funktion C' := C(t, S1(t), S2(t))

beschrieben werden kann. Dementsprechend folgt fiir die vorliegende Handelsstrate-

gie
T
¢ = (¢M7¢S17¢S27¢C) :

Da in der betrachteten Situation der Claim zwei Aktien als Basiswert besitzt, hat
dies Einfluss auf die relevanten Elastizitdten der Option.

Betrachten wir dazu zuerst die Vermogensgleichung, so gilt

dX = QOMdM + gpgldSl + QOSQdSQ + QOCdC
2
= (1 — 9051 — (,052 — SOC> TMdt + Z QOSiSZ' (,U,Zdt + aﬂdwl + UiQdWQ)

=1

1
+ @c (&C + 851051u1 + 852052u2 + 56515105%((7%1 + 0%2)

1
+ 5852520522(0'31 + 0'32) + 8515205152(011021 + 0'120'22>> dt

4Siehe zur ausfiihrlichen Beschreibung exotischer Optionen z. B. [HKO05], S. 345 ff.
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Nach analogem Vorgehen wie im Beweis von Satz 4.2.1 erhalten wir letztlich
dX =X ((r + (s, + Teeo,s )M + (Ts, + Tego,s,) X2 dt

2 2
+ (ms, +mogc,s) D oy dW; + (Ts, + Teecs,) Y U2dej> :

J=1 J=1

Das heifit, die Portfolio-Elastizitét ist gegeben durch

g = (61,52)T = (71'51 + 7T060751,7T52 —+ 7Tc€c752)-r.

Mithilfe der mehrdimensionalen Elastizitdtenmethode kann nun der optimale Port-

folioprozess bestimmt, indem das Gleichungssystem

ei(t) = ms, () + me(ecs, () = 7—— (00" )1 (HM(t) + (00712 () Ae(t)) (4.10)

e3(t) = ms,(t) + me(es, (t) = 7—— (00" )a (OM(t) + (007 )% () Ao(t)) (4.11)

gelost wird.

Die Losung des betrachteten Gleichungssystems ist in diesem Fall jedoch nicht ein-
deutig bestimmt, sodass keine eindeutige Losung existiert. Auf dem Finanzmarkt ist
es jedoch bei Index-Optionen geldufig, dass ein Asset mittels eines borsennotierten
Indexwerts, beispielsweise der DAX oder Dow Jones beschrieben wird. Es sei also
S5 ein Indexwert. Das heifit also, es liegt kein direkt handelbares Finanzgut vor und
folglich ist mg, wéhrend des Handelszeitraums gleich null.

Dadurch kann nun das vereinfachte Gleichungssystem (4.10), (4.11) nach dem op-

timalen Portfolioprozess aufgelost werden. Wir erhalten schliefflich die optimalen

Anteile ((73, (t),wg(t))T)tE[O’T} in Form von
olt) = 1= (oo R OM) + 00NE ON0) - 5 50 g
5,0 = 1= ((EoMROM0) + (0aB 0:(0)

= (00N (OM(t) + (007 )5 (H)Aa(1)) -Ssz,sl(t))-

fir alle ¢ € [0, T]. Es ist hier zu bemerken, dass das Ergebnis die Elastizitéat von Sy

bzgl. Sy enthilt, was eine Besonderheit zu den vorigen Portfolios darstellt. Formen
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L . dg. CS
wir diese Elastizitat wieder zu dem Ausdruck® ai,l—cs;
2

die Index-Option mit der Auszahlung zum Ende der Laufzeit

um und betrachten speziell

crsmsm- (35 -3F)

so ergibt sich fiir den optimalen Anteil, der in die Unternehmensaktie S; investiert

wird, das Ergebnis

s, (8) = L < (0o A1) + (007) 1 (D)Mo (1))

l—7
~ ((eeT)-] oo~ o(di ()51 (1)
(o™ On(0) + (o™ 0ra(0) - S,

fir alle t € [0, T, wobei dy, dy in Satz A.1.8 (siche Anhang) definiert sind. Insgesamt

wurde also eine Losung des betrachteten Portfolioproblems geliefert.

Abschlielend konnte also gezeigt werden, dass die Elastizitdtenmethode auf den
mehrdimensionalen Fall {ibertragbar ist. Insbesondere konnte hier verdeutlicht wer-
den, dass die Anzahl der bedingten Claims fiir die optimale Portfolio-Elastizitét
nicht ausschlaggebend ist. Des Weiteren kann unter gewissen Voraussetzungen der
Ansatz bei speziellen Claims mit mehr als einem Basiswert zur Optimierung genutzt
werden. Um die Anwendung der Elastizitdtenmethode nun auf weitere Finanzmarkt-

modelle zu erweitern, wird im Folgenden ein Short-Rate-Modell betrachtet.

SUnter der Annahme der Differenzierbarkeit der einzelnen Assets kénnen die partiellen Ableitungen
in der Weise umgeschrieben werden.
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Kapitel 5

Ubertragung auf
Short-Rate-Modelle

Im Folgenden wird nun ein mathematisches Finanzmarktmodell betrachtet, in dem
der Momentanzins/die Short-Rate einer SDE unterliegt und sich im Gegensatz zu
einem Black-Scholes-Modell mit einer deterministischen Zinsrate unterscheidet. Auf
dieser Grundlage der Modellierung soll dann die Elastizitdtenmethode im Rahmen
eines Vasicek-Modells formuliert werden. Als Hilfsmittel wird dazu neben der Elas-
tizitdt die Einfilhrung einer weiteren Sensitivitdtskennzahl in Form der Duration
bendtigt. Analog zum vorangegangen Fall soll die Methode eine Reduzierung eines

Portfolios herbeifithren, um schliefflich den optimalen Portfolioprozess zu ermitteln.

Damit ein grundlegendes Versténdnis des Vasicek-Modells vorliegt, soll nun als ers-
tes eine knappe Einfithrung in die Theorie der Short-Rate-Modelle (speziell anhand
des Vasicek-Modells) erfolgen. Darauf aufbauend soll dann die Portfoliooptimie-
rung innerhalb eines Ein-Faktor-Vasicek-Modells thematisiert werden, damit ein ex-
plizites Ergebnis der Optimierung im reduzierten Modell zur Verfiigung steht. Zu
den Grundlagen des Vasicek-Modells werden wir uns hauptséchlich an den Quellen
[Sim13], S. 19 ff. und [Aco06], S. 7 ff. sowie der begriindenden Arbeit von Oldrich
Vasicek [Vas77] orientieren. Fiir detailliertere Erlduterungen und Ausfithrungen der
Sétze und zugehorigen Beweise wird grofitenteils auf die genannten Quellen verwie-

sen.
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5.1 Einfiihrung des Ein-Faktor-Vasicek-Modells

Als Grundlage der Modellierung betrachten wir einen vollstandigen Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, 7, P) bzgl. einer Wiener-Filtration (F;)scpo,r+ fiir ein 7% > 0 mit den
gleichen Voraussetzungen wie aus Abschnitt 2.1. Auf diesem Raum wird nun ein
Finanzgut in Form eines T1-Bonds, 0 < T} < T™ modelliert, dessen Preisprozess
B(t,T1) der SDE

mit Endbedingung B(77, 7)) = 1 unterliegt, wobei die Koeffizienten progressiv mess-
bare Prozesse bzgl. (F)iejo,r+ sind.! Weiter fordern wir die Arbitragefreiheit auf dem
Finanzmarkt, sodass ein dquivalentes Martingalmafl P* existiert, welches analog zum
Black-Scholes-Modell hergeleitet und definiert werden kann (siehe zur Definition
Satz 2.1.1, (2.6)).

Es kann nun innerhalb des betrachteten Modells unter der Voraussetzung der Arbi-
tragefreiheit gezeigt werden, dass die zukiinftige Wertentwicklung von einer/einem
Nullkuponanleihe/Zero Coupon Bond mit bestimmter Laufzeit mittels der Short-Rate

modelliert werden kann. Dazu wird zuerst angenommen, die Dynamik der Short-
Rate bzgl. P* ist gegeben durch die SDE

dr(t) = a(t,r(t))dt + B(t,r(t)dW*(t), r(0) = (5.1)

fir alle t € [0,T%], wobei W* ein Wiener-Prozess bzgl. P* bezeichnet und die Koef-

fizienten messbare Funktionen

a: [0, 7" ] xR —=R
B:]0,T*] x R — (0, 00)

seien, welche ausreichende Integrabilitdtsbedingungen erfiillen, sodass eine eindeu-
tige Losung von (5.1) existiert. Offensichtlich ist » dann ein Markov-Prozess.

Aufgrund der geforderten Arbitragefreiheit kann nun gezeigt werden, dass der Preis

!Die Preisprozesse erfiillen wieder die {iblichen Eigenschaften, siche dazu [Sim13], S. 19.

66



5.1. EINFUHRUNG DES EIN-FAKTOR-VASICEK-MODELLS

eines T}-Bonds unter dem risikoneutralen Maf§ explizit berechnet werden kann durch

B4, T}) = E* <eXp (— /t " r(s)ds)

Dabei wird die Martingaleigenschaft des diskontierten Bondpreisprozess bzgl. P*

]—"t> v tel0,T). (5.2)

genutzt. Weiter wird angenommen, dass der Preisprozess B darstellbar ist als Funk-
tion abhéingig von (,7(¢)) und aus der Menge C2([0,7*] x R) stammt. Mithilfe
der Ito-Formel kann dann gezeigt werden, dass die Dynamik des T}-Bonds bzgl. des

aquivalenten Martingalmafles P* gegeben ist durch
dB(t,T) = B(t,Ty)(r(t)dt + o(t,r(t), T1)dW™(t), (5.3)

sowie fiir die Volatilitat

o(t,r(0), 1) = 22T 54 oy

B(t,Ty)
gilt.
Die Besonderheit ist also in einem Short-Rate-Modell, dass die Gestalt der Bond-
Volatilitdt mithilfe der Short-Rate angegeben werden kann. Falls dazu ein affines
Modell vorliegt, kann der Bondpreis und damit ebenfalls die Volatilitat explizit
berechnet werden. Aus diesem Grund werden wir im Folgenden ein Ein-Faktor-
Vasicek-Modell betrachten.
In der grundlegenden Arbeit [Vas77] wird angenommen, dass die Dynamik der Short-
Rate durch einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess beschrieben wird. Genauer unterliegt
die Short-Rate der SDE mit der Form

dr(t) = b(a —r(t))dt + 5dW*(t), r(0) = r, (5.4)

wobei a,b und d konstante Koeffizienten sind sowie W* wieder ein Wiener-Prozess
bzgl. des risikoneutralen Mafl P* beschreibt. Aus diesem Grund kann ohne grofien
Aufwand die SDE (5.4) explizit gelost werden. Weiter kann damit eine Losung des T73-
Bondpreisprozesses und dessen Volatilitéit geliefert werden. Dies soll in den folgenden

Sétzen festgehalten werden.
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Satz 5.1.1 (Der Bondpreisprozess im Ein-Faktor-Vasicek-Modell). Der Preis eines
Ti-Bonds auf einem arbitragefreien Finanzmarkt ist fir alle Ty € (0,T*] gegeben
durch

B(t,Ty) = exp ( — r(t)g(Ty —t) — h(T1 — 1))

mait

g(t) == 1_e+p(_bt>, (5.5)

Satz 5.1.2 (Volatilitét eines Bonds im Vasicek-Modell). Die Volatilitit eines Bonds
ist fur alle Falligkeiten Ty € (0,T*] deterministisch und zum Zeitpunkt t € [0,T}]
gegeben durch

0,B(t, Th)

B(t,Ty) 0=—g(Th—t)0= %(exp(—b(Tl — 1) —1).

O'(t, Tl) =
Beweis. Das Resultat der beiden Sitze beruht auf der Gestalt von r und der Ei-
genschaft, dass die Short-Rate im Ein-Faktor-Vasicek-Modell normalverteilt ist. Wir
verweisen z.B. auf [Sim13], S. 27 ff. |

Schlieflich wurden alle benotigten Definitionen und theoretischen Grundlagen des
(Vasicek-)Short-Rate-Modells geliefert, sodass nun im folgenden Abschnitt die Port-

foliooptimierung innerhalb dieses Modells betrachtet wird.

5.2 Portfoliooptimierung im Vasicek-Modell

In diesem Abschnitt ist es nun das Ziel, die Portfoliooptimierung innerhalb eines
Ein-Faktor-Vasicek-Modells zu erldutern und die Ergebnisse knapp zusammenzufas-
sen. Hierzu werden ausschliellich die Begriffe und Hilfsmittel aus Abschnitt 2.2
verwendet, sodass keine weitere Einfithrung innerhalb der Portfoliotheorie notwen-
dig ist. Abweichend von den Kapitel 3 und 4 werden wir in diesem Modell die SDEs
der gehandelten Assets ausschliefllich unter dem risikoneutralen Mafl P* betrachten.
Als erstes modellieren wir das Bond Portfolioproblem. In dieser Situation hat der In-

vestor die Moglichkeit, sein Vermogen in das bekannte Geldmarktkonto sowie in eine
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Nullkuponanleihe mit Laufzeit 77 € (0, 7] in Form von dem zuletzt eingefiihrten 773-
Bond zu investieren. Wir setzen hier ohne Einschriankung 77 = T™ fiir den folgenden
Teil. Auf dieser Grundlage kann nun das Portfolioproblem innerhalb des Handels-
zeitraums [0, 7] mit 0 < T < T} aufgestellt werden. Die zugehorige Handelsstrategie
hat dann die Gestalt

((I)<t))te[o’ﬂ - ((QOM@)? ¥B (t))T)te[o’T] (5'6)

Weiter lautet die kontrollierte SDE der Vermogensgleichung dementsprechend (unter

der Annahme der Selbstfinanzierung) fiir den Handelszeitraum [0, 7]
dX(t) = X(t) (r(t)dt + mp(t)o(t, Th)dW*(t)), X(0) = x.

Analog zu der Optimierung im Merton-Modell soll nun der erwartete Nutzen
des Endvermogens maximiert werden. Dazu betrachten wir wieder eine Power-
Nutzenfunktion geméfl Definition 2.3.2.

Zur Losung des betrachteten Optimierungsproblems eignen sich unter anderem zwei
spezielle Ansétze. Zum einen ist dies der bekannte Ansatz mithilfe der stochastischen
Steuerung und der daraus folgenden Losung der HJB-Gleichung (vgl. Abschnitt 2.2).
Unter der Voraussetzung einer Power-Nutzenfunktion wird dies innerhalb eines Bond
Portfolioproblems in [Kral3], S. 24 ff. durchgefiihrt. Auf der anderen Seite kann das
Portfolioproblem unter Voraussetzung der Vollstandigkeit mit der Martingalmetho-
de gelost werden. Wir verweisen zur genauen Berechnung auf [Sim13], Kapitel 4
unter der Voraussetzung einer Power- und logarithmischen Nutzenfunktion. Beide

Verfahren fithren zum gleichen Ergebnis. Dies halten wir im folgenden Satz fest.

Satz 5.2.1 (Losung des Bond Portfolioproblems im Vasicek-Modell). Unter der
Annahme der Power-Nutzenfunktion U(x) = %y 27, 0 < v < 1 st der optimale
Portfolioprozess bzgl. der Handelsstrategie

CI)(t) = ((PM(t)a ¥B (t))T) te[0,T]
im Fin-Faktor- Vasicek-Modell fiir 0 <t <T < T} gegeben durch

L um-r) v o(tT)

p(t) = 11—~ ‘ o2(t) 1 — ' o(t,Ty)

Beweis. Siehe [Kral3], S. 34 ff., Satz 2.1. oder [Sim13], S. 34. |
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Bemerkung 5.2.2. Offensichtlich unterscheidet sich der optimale Portfolioprozess
verglichen mit der Losung von Mertons Portfolioproblem nur darin, dass im Vasicek-
Modell ein sogenannter Korrekturterm zu der bekannten Merton Ratio hinzugekom-

men ist.

Damit die Martingalmethode fiir die Power-Nutzenfunktion angewendet werden

kann, miissen die Bedingungen

E* (%) < 0, (5.7)

E* ((%)) < 00 (5.8)

erfiillt sein, wobei L der Dichtequotientenprozess bzgl. des dquivalenten Martin-
galmafles bezeichnet. Es ist leicht zu zeigen, dass die erste Bedingung mit einem
endlichen Anfangspreises eines Bonds gleichbedeutend ist. Die zweite Voraussetzung

folgt, wenn 6 gemifl Satz 2.6, Gleichung (2.7) deterministisch ist.

Schliellich blicken wir auf ein erweitertes Portfolioproblem, in dem die Handelsstra-
tegie durch eine zusétzliche Anlagemoglichkeit in ein risikobehaftetes Asset aufge-
stockt wird. In dieser Situation betrachten wir genauer eine Aktie. Damit nun die
Dynamik des Assets unter Beibehaltung der Vollstindigkeit des Modells gegeben
werden kann, wird ein zweidimensionaler Wiener-Prozess bendtigt. Wir definieren

dazu

(W(t))te[O,T*] = ((Wl(t)’Wz(t))T)te[O,T*}

Weiter unterliegen die Preisprozesse des Ti-Bonds (B(t,71))cory) und der
(Unternehmens-)Aktie (S(t))¢cpo,r) den Dynamiken

dB(t) = B(t)(r(t)dt + v (t, T1)dW; (1)), B(T1,T1) = 1 (5.9)
dS(t) = S(@)(r(t)dt + a1 (t)dWT (t) + 022 (t)dW5 (1)), S(0) = so, (5.10)

wobei W* := (W}, W5)T nach Satz 2.1.1 ein zweidimensionaler Wiener-Prozess bzgl.
des dquivalenten Martingalmafl P* ist.

Die Driftfunktion wird mit g := (1, po)" bezeichnet und die Volatilitdtsmatrix hat
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offensichtlich die Gestalt

a(t):<"“<t’T1) 0 ) v te0,T].

0'21(75) 0929 (t)

Insbesondere ist die Volatilitdt oy des T7-Bonds deterministisch und kann nach Satz
5.1.2 genau bestimmt werden. Folglich gilt dann fiir alle ¢ € [0, T*] durch einfaches

Rechnen

W*(t) = W(t) +/0 6(s)ds mit O(t) := (61(t),62(t))" = (M_ ic’;_#_> :

022 022 011

Es soll nun die Losung des Portfolioproblems bzgl. der Handelsstrategie

¢ = (‘PM, ¥B; SOS)T (5-11)

innerhalb des Handelszeitraums 0 < 7" < T} gegeben werden. Im Folgenden wird

dies als Stock Bond Portfolioproblem bezeichnet.

Satz 5.2.3 (Losung des Stock Bond Portfolioproblem im Vasicek-Modell). Es ergibt
sich fir das Optimierungsproblem bzgl. der Handelsstrategie (5.11) unter der Power-
Nutzenfunktion U(z) = % -x7, 0 <~ <1 als Lisung

e 1 0:1(t) on(t,T)
m5(t) 1—7 (011(25,T1) _Wall(t’T1)> ’
i} 1 92(t>
T5(t) 17 om(t)

fiir alle t € [0,T), wobei (0y,02)7 gemdf Satz 2.1.1 definiert ist.

Beweis. Wir verweisen an dieser Stelle auf [Kral3], S. 34 und [Sim13], S. 37. |

Die aufgefiithrten Ergebnisse innerhalb dieses Abschnitts kénnen nun im Folgenden
fiir die Anwendung der Elastizitdtenmethode genutzt werden. Bevor dies geschieht,
benotigen wir neben der Elastizitéit eine weitere Sensitivitdtskennzahl aus der Fi-

nanzwissenschaft.
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5.3 Die Bond Duration

Im Hinblick auf (Zins-)Derivate und Bonds ist die Duration ein Sensitivitétsmaf,
welches die prozentuale Verdnderung des Bondpreises durch eine Verdnderung der
Zinsrate beschreibt. Da die betrachteten Bonds im Vorigen offensichtlich von der
Short-Rate abhéngig sind, ist es sinnvoll diese Kennzahl in einem Short-Rate-Modell
in Betracht zu ziehen. Insbesondere wird die Duration bei der Herleitung der Elas-
tizitdtenmethode bendétigt, da diese dann einen vergleichbaren Zweck wie die Elasti-

zitat erfiillt. Wir beginnen zuerst mit der mathematischen Definition der Duration.

Definition 5.3.1 (Die modifizierte Duration). Sei C' eine reellwertige, von der Zins-
rate v abhdngige Funktion C': R — R und nach r differenzierbar ist. Dann ist die

modifizierte Duration von C' bzgl. r im stetigen Finanzmarktmodell gegeben durch
den Ausdruck

1 oC JIn(C(r))
C(r) W(r) - ar

Dciz—

Die Duration ist also der negative Quotient aus der partiellen Ableitung nach des
Zinsprozesses durch die Zinsrate selbst. Die Begriindung der Wahl dieser Kennzahl
kann anschaulicher im diskreten Fall gezeigt werden. Wir verweisen dazu auf [HK05],
S. 89 ff.

Zuvor wurde der Preisprozess eines Tj-Bonds betrachtet, welcher offensichtlich
von r abhéngig ist. Dazu wurde weiter vorausgesetzt, dass B eine Funktion aus
C12([0, T1] x R) darstellt?, sodass die Bond Duration in der betrachteten Situation
existiert und explizit gegeben ist durch Dp := —BT?B fir alle t € [0, T7.

Wie schon bemerkt besteht ein Zusammenhang zwischen der Elastizitdt und Durati-
on bzgl. einer Anleihe und der Duration eines beliebigen Zinsderivats. Wir betrachten

dazu einen Claim C, der von der Zinsrate abhéngig ist. Demnach gilt C' := C(t, 7).

Die Duration ist dann gegeben durch Dy = —860, sodass mit der Definition der
Elastizitét

. _98CB _ erB 9,0 B —Dc  Dc

“PTC T C ~ C&B -Dz Dg
gilt.

Die Duration kann nun in der Portfoliooptimierung im Rahmen von Short-Rate-

2Siehe dazu Gleichungen (5.2) und (5.3).
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Modellen verwendet werden, um dieses Sensitivitdtsmafl mit entsprechenden
Vorbereitungen in die Vermogensgleichung einzusetzen. Dadurch kann schliefSlich
das Portfolioproblem reduziert werden und das gleiche Ziel erreicht werden, wie
es in Kapitel 3 mithilfe der Elastizitat im Merton-Modell erzielt wurde. Die
Voraussetzung ist dafiir das Vorliegen von Finanzgiitern, die von der Short-Rate
abhéngig sind. Dies ist in einem (Stock) Bond Portfolio ganz offensichtlich der Fall.
Zur ausfiihrlicheren Erlduterung des Durations-Begriffs verweisen wir auf zahlreiche
Literatur, beispielsweise [NSBO05].

Die Einfithrung der theoretischen Grundlagen zum Verstdndnis des Short-Rate-
Modells und die darauf betrachtete Portfoliooptimierung sowie die Vorbereitung
zur Herleitung der Elastizitdtenmethode ist nun abgeschlossen, sodass im folgen-
den Abschnitt der Elastizitdtenansatz innerhalb eines Stock Bond Portfolios néher

betrachtet werden kann.

5.4 Die Elastizititenmethode im Vasicek-Modell

Wir wollen nun das Hauptaugenmerk auf die Herleitung der Elastizitdtenmethode
innerhalb des Vasicek-Modells legen. Hierbei motivieren wir uns an dem Artikel
[KKO03], S. 20 ff., in dem ein Portfolioproblem betrachtet wird, das im Rahmen eines

1“3 mit stochastischer Short-Rate-Dynamik auf-

, Generalized Briys-de Varenne Mode
gestellt und dann mittels der Elastizitdt und Duration unter bestimmten Nebenbe-
dingungen reduziert und geltst wird. Das Ziel ist hier nun, die Elastizitdtenmethode
innerhalb eines Vasicek-Modells allgemein zu formulieren. Der Unterschied ist also
zu [KK03] zum einen, dass wir eine Power- anstatt logarithmische Nutzenfunkti-
on betrachten. Zum anderen werden wir nicht den Lagrange-Ansatz zur Optimie-
rung wahlen, sondern die zuvor eingefithrten Ergebnisse der Portfoliooptimierung
in Short-Rate-Modellen und die bekannte Vorgehensweise des Elastizitdtenansatzes
nutzen. Insgesamt soll die Elastizitdtenmethode im Vasicek-Modell bewiesen werden

und danach anhand einiger Portfolios Anwendung finden.

3Das Briys-de Varenne-Modell ist ein Modell zur Unternehmensbewertung auf Grundlage eines
Vasicek-Modells. Wir werden in Abschnitt 5.5 dieses Modell genauer erldutern.
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Als erstes betrachten wir dazu ein Portfolioproblem mit einem 77-Bond B und einem
risikobehafteten Asset S, fiir welche die SDEs wie im Stock Bond Portfolioproblem
vorliegen (vgl. (5.9) bzw. (5.10)). Zusétzlich sei mindestens ein bedingter Claim ge-
geben, der sowohl von S als auch der Short-Rate r beeinflusst wird, sodass der Wert
des Claims gegeben ist durch C := C(t,S(t),r(t)). Insbesondere kann C' dann als
It6-Prozess dargestellt werden. Dies kann unter Ausnutzung der Markov-Eigenschaft
von S und r analog zu Abschnitt 3.2 gezeigt werden. Fiir einen Claim mit der Short-
Rate als Basiswert wurde die Methode mithilfe des Begriff der Duration in [Kral3]
beschrieben. Hier wird jedoch ein Claim betrachtet, der zusétzlich noch ein Asset als
Basiswert besitzt. Aufgrund dessen miissen weitere Ableitungen bei der Herleitung
der Dynamik von C' beriicksichtigt werden.

Blicken wir nun auf eben diese Dynamik. Fiir C folgt dann mit der It6-Formel?

dC = 0,Cdt + 0sCdS + 0,Cdr + %855(%1(5, S) + %awc*d@», r) + 0s.Cd(S,r)
= 0,Cdt + 0sCS(rdt + o91dW{ + 099dW5) 4+ 0,C(a(b — r)dt + 6dW7)
+ 1855032(051 + ng)dt + %87«7«052(# + 0g,C Soq1ddt

(&C + 0sCSr+ 0,Ca(b—r)
41
2

(9ssCS*(03, + 0%) + 0,08 + 205,05 0210 ))
A(l)=
+ (85050'21 + 37»05)6“/[/1* + agCSUQQdW; = (*)

Damit wir den Claim nun risikoneutral bewerten kénnen, muss zuerst ein replizieren-
des Portfolio nach der iiblichen Vorgehensweise hergeleitet werden. Ein Unterschied
wird hier sein, dass wir die Prozesse mit den Wiener-Prozessen bzgl. des dquivalenten
Martingalmafles betrachten. Wir orientieren uns dazu an [Mer73] und [Duf01], S. 148
ff.

Da die Short-Rate kein direkt gehandeltes Finanzgut ist, betrachten wir deshalb die
Handelsstrategie ((pa(t), 05(t), 905(t>>T)te[0,T}’ wobei B ein T-Bond sei. Mithilfe
dieser Handelsstrategie wird nun das replizierende Portfolio erstellt.

Setzen wir dazu als erstes die Vermogensgleichung mit der Dynamik des Claims

4Wie iiblich werden die partiellen Ableitungen abgekiirzt und die Argumente ausgelassen.
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gleich, so erhalten wir

= ou(t)dM(t) + op(t)dB(t) + ¢s(t)dS(t) = dC(t, S(t), r(t))
Setzen wir nun die hergeleitete SDE (x) ein, dann folgt
oy Mrdt + e B(rdt + o11dW7) 4+ @sS(rdt + 091dW{ + 099odW5)
= (&C + 0sCSr+ 0,Ca(b—1) + %A)
+ (0sCSoa1 + 0,CO)dWT + 0sC SoaedWy.
= 0= ((C’ — @B — psS)r + ¢pBr + ¢gSr
— 0,C — 0sCSr — 0,Ca(b—r) — %A) dt
+ (ppBoi1 + Soa1(ps — 0sC) — 0,CO)dWT + Soaa(ps — 0sC)dWS.

Damit nun der stochastische Teil des Terms verschwindet, muss das Gleichungssys-

tem

QOSS - 8508 =0 (5.12)
QDBBO'H — 8TC(5 = 0. (513)

fir pg, pp gelost werden. Die Gleichung (5.12) liefert wieder den bekannten A-Hedge
ps = 0sC. Weiter betrachten wir Gleichung (5.13) und setzen die Volatilitét des
T-Bonds dort ein. Es folgt dann mit Satz 5.1.2

ep(t)B(t,T)o11(t,T) = 0,C(t)d

— op(t)BI(t, T)%é = 0,C(t)s
— pp(t) = —a?éc(;(’t%) (5.14)

und wir erhalten das replizierende Portfolio in Form von (5.12) und (5.14). Nachdem
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der dW* verschwindet, folgt schlielich die partielle Differentialgleichung
1
0=rC—0,C—09sCSr —0,Ca(b—r) — §A (5.15)

mit Anfangsbedingung C'(0, S(0),r(0)) = X(0) =: 2o und A wie bekannt. Diese
partielle Differentialgleichung liefert nun den Ansatz zur risikoneutralen Bewertung
des Claims.

Um nun die Dynamik des Claims entsprechend umzuformen, setzen wir (5.15) fir
0;C' ein und erhalten schliefSlich

1 1
dC = (rC’ —0sCSr —0,Ca(b—r) — §A + 0sCSr+ 0,.Ca(b—1) + QA) dt

+ ((95’050'21 + &»C(Dde -+ GSCSO-QQdW;
= rCdt + (0sC S0 + 0,C8)dW; + 0sCSosdWs. (5.16)

Da wir eine geeignete Dynamik des Claims C' bestimmt haben, kann damit nun
die Elastizitdtenmethode innerhalb des Vasicek-Modells hergeleitet werden. Wie
bekannt bendtigen wir dazu wieder die Portfolio-Elastizitdat. Da neben der Elas-
tizitat jedoch auch die Duration eine wesentliche Rolle spielt, wird folglich auch die

Portfolio-Duration analog definiert.

Satz 5.4.1 (Elastizitdtenmethode im Vasicek-Modell). Gegeben sei ein arbitrage-
freies Ein-Faktor-Vasicek-Modell mit der Short-Rate-Dynamik (5.1). Dazu sind die
Anlagemdéglichkeiten in einen Ti-Bond, Ty > T und in ein risikobehaftetes Asset mit
den SDFEs

dB(t,T1) = B(t, T1) ((r(t)dt + o1 (t, Ty)dWy (t)), B(T1,T;) =1
dS(t) = S(t)((rdt + o (t)dW; () + 022 (t)dW5 (1)), S(0) = so,

sowie in das risikofreie Geldmarktkonto M gegeben. Zusdtzlich existiert zur Investi-
tion ein bedingter Claim auf dem Asset und der Short-Rate mit Laufzeit T

Dann wird die Vermdgensgleichung bzgl. der gegebenen Handelsstrategie gesteu-
ert durch die Portfolio-Elastizitit € := mg + mcec,s und der Portfolio-Duration
D := wgDp + wcDc. Ferner kann dann die optimale Portfolio-FElastizitit €*
bzw. -Duration D* fiir den gesamten Handelszeitraum t € [0,T] bzgl. der Power-

Nutzenfunktion bestimmt werden tiber das reduzierte Portfolioproblem bzgl. der Han-
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delsstrategie (o, B, s)'. Insbesondere gilt demnach

. 1 0a(t)

e (t) = 1=y omlt)’

% . 1 91(15) Ull(t,Tl)
D(t)__l—v( o0 )

fir alle t € [0,T].

Beweis. Wir blicken als erstes auf die Vermogensgleichung bzgl. der vorliegenden

Handelsstrategie (¢ar, ¢, ©s, pc)’ - Es gilt mit (5.16)

dX = oy dM + ppdB + psdS + pcdC
= ouMrdt + ppB(rdt + o11dW; + ©5S(rdt + 091dW; + 092dW5))
+ oo (rCdt + (0sCSoay + 0,C) AW + 0sC SoaedWVy))

= ((X — B — 9sS — cC)r + ppBr + pgSr + cchr> dt

+ (ppBo + ¢sSom + pc0sCSoa + pcd,C8)dW;
+ (55023 + pc0sC ST AWy = (%)

Setzen wir nun den Portfolioprozess (7p, g, 7¢) " und die Elastizitit sowie Duration

ein, erhalten wir

(*) = X(Tdt + (7TB 011 +Ts021 + TeEC,5021 — WoDcé)de

=%Es
B
+ (w5092 + ToEC,502) WS
=X (Tdt - (WBDB + Wch) 5dW1* + (7T5 + WCEC,S) (021dW1* + O_QQdWQ*))
=X (Tdt — D(SdWl* + E(O'QldWl* + UQQdW;)) .
Fiir die diskontierte Vermogensgleichung ergibt sich schliefllich die kontrollierte SDE
M M?

X 1 1
dX* =d (—) = X(—5Mrdt) + X

= X* < — DSdWT + e(oa1dWT + 022dW2*)) (5.17)
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bzgl. der Kontrollvariable D und ¢ mit Anfangskapital X (0) = .

Vergleichen wir nun (5.17) mit der diskontierten Vermégensgleichung bzgl. der Han-
delsstrategie (¢ar, B, ¢s)', die innerhalb der Optimierung mithilfe der Martingal-
methode genutzt wird (vgl. [Sim13], S. 38f.), mit der Gestalt

dX*(t) = X*(1) (ﬂB(t)crn(t, Ty)dWy (t) + ms () (021 ()dWT (t) + ozz(t)dWJ(t))) ,

so unterscheiden die Gleichungen sich einzig durch —D¢ anstatt mgoi; bzw. € ge-
geniiber 7g.

Analog zur Martingalmethode liefert nun ein Koeffizientenvergleich bzgl. der dWW*-
Terme aus (5.17) und der Vermdogensgleichung in [Sim13], S. 38 f. das Gleichungs-

system

1

1

e(t)oai(t) — D(t)d = (:(el(t) +011(t,T)) + on(t, T)> .

€(t)0'22(t) 92(75),

Es soll hier bemerkt werden, dass in dem Ausdruck D¢ die Volatilitét oy (¢, 71) des
T1-Bonds enthalten ist und dadurch die Volatilitdt o;; auf der linken und rechten
Seite der Gleichung unterschieden werden miissen.

Losen wir weiter nach € und D auf, folgt

1 6y(¢)
) = — 2 5.18
()= 1= S o) (5.18)
1 91(75) Ull(t,T)
D(t) = — — 5.19
0= (22 - ED), (5.19)
fir alle t € [0, 7. Damit ist die Behauptung gezeigt. [
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Bemerkung 5.4.2. :

e Die Voraussetzungen zum Ansatz der Martingalmethode (vgl. (5.7) und (5.8))
sind erfiillt, da sich weder das dquivalenten Martingalmafl P* noch das T-

Forward-Martingalmaf® P? geéndert hat.

e Mithilfe der Elastizitdtenmethode konnte nun das Portfolioproblem reduziert
werden, wie wir es schon im Merton-Modell gezeigt haben. Dies ist un-
abhéngig von der Anzahl der bedingten Claims, sodass beliebig viele Anla-
gemoglichkeiten in weitere Claims hinzugenommen werden diirfen. Es muss
bei der Bestimmung des optimalen Portfolioprozesses jedoch beachtet werden,
welche und wie viele Moglichkeiten dem Investor zur Anlage vorliegen. Einige

Situation sollen hierzu im nachsten Satz erlautert werden.

Es hatte auch direkt das Ergebnis aus Satz 5.2.3 genutzt werden koénnen. Der

optimale Portfolioprozess kann dann mittels des Elastizitdtenansatzes auf —D¢ und

¢ iibertragen werden. Es muss allerdings dann beachtet werden, dass die optimale
_ﬂ%(t)o’ll(t,Tl

Portfolio-Duration gegeben ist durch D(t) = T)' Daraus folgt jedoch
direkt das gerade erhaltene Ergebnis (5.19).

Mithilfe der Elastizitdtenmethode kénnen wir nun den optimalen Portfolioprozess
bestimmen. Wie in Bemerkung 5.4.2, (ii) erlautert, muss die genaue Anzahl der An-
lagemoglichkeiten beriicksichtigt werden, da sonst der Fall auftreten kann, dass der
Portfolioprozess nicht eindeutig bestimmt ist. Im Hinblick auf die Anwendung in
einem Modell zur Unternehmensbewertung wollen wir die relevanten Fille zusam-

menfassen.

Satz 5.4.3 (Optimaler Portfolioprozess im Vasicek-Modell). Betrachten wir das
gleiche Modell wie in Satz 5.4.1, wobei mindestens zwei Claims Cy, Cy mit Basiswert

S und r ezistieren. Dann lassen sich folgende Fille unterscheiden:

(i) Der Investor hat die Mdoglichkeit ausschliefllich in zwei Claims zu investieren.
Falls dann die Matrix

5Siehe dazu Definition A.1.9 im Anhang.
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fir alle t € [0,T] vollen Rang besitzt, gilt fiir den optimalen Portfolioprozess

e ODa) - s (OD 1)
") = DDl — cons(DDar () (5-20)
L es D) — (D (1)
7TCQ(t)_@cl,s(?f)Dcz() €0y,5(t)Dey (1) (5:21)

wdihrend des gesamten Handelszeitraums.
Gilt dagegen Det(X) = 0 fiir ein beliebiges t € [0,T], dann existiert ein c(t) €
R mat

e, () De, (1) 4 me, (1) Dy (t) = e(t) (me, (P, s(t) + e, (e, s(t)),  (5.22)

sodass der optimale Portfolioprozess fir den gesamten Handelszeitraum nicht

ewndeutig bestimmt werden kann.

(ii) Es stehen n Claims (n > 2) zur Investition zur Verfigung. Dann liefern al-
le Kombinationen (w¢,,...,7n¢c,), die der optimalen Portfolio-Elastizitit und
-Duration geniigen, ein optimales Portfolio. Das heif$t, der gewdhlte Portfolio-

prozess (mcy, ..., mc,) muss das Gleichungssystem

[O)
*
—~
~
S~—
|

=Tc (t)&?chs(t) —+ 4 T, (t)&?cmg(t),
D*(t) = m¢, (t) Do, (t) + - -+ + 7, (1) Do, (t)

fir alle t € [0,T] losen.

(iii) Falls der Investor einzig die Mdglichkeit hat in genau einen Claim zu inves-
tieren, dann kann der optimale Portfolioprozess mc mit diesem Ansatz nicht

explizit bestimmt werden.

Beweis. :
(i) Als erstes betrachten wir das Gleichungssystem, das durch die Gestalt der

Portfolio-Elastizitéit und -Duration aufgestellt wird. Dies lautet

™
*
—~
~+~
~—
I

T, (t)ecy s(t) + 7o, (e, s(t),
D*(t) = mc, (t) Doy 5(t) + 7oy (t) Doy s (1)
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bzw. mithilfe der Matrix X als

*(t t
£(®) = 3(t) - Tal)) t e o, 7).
D~ <t> TC, (t)
Nach Voraussetzungen besitzt die Matrix vollen Rang, sodass die inverse Matrix von

3 existiert und fiir den optimalen Portfolioprozess

* * DC —¢¢ 5 *
(71—01 (t)> — ! (5 (t)> _ (501,SDC’25202,SD01 Ecl,sDCQ—QECQ,sDcl) (5 (t)>
* * —Lc £Cq,S *
ﬂ-C?( ) D <t) Ecl,sch—alcg,sDcl €cl,sch—IECQ,sDcl D (t)

gilt. Dieses System liefert die Losungen (5.20) und (5.21).

Falls 3 nicht vollen Rang besitzt, so sind die Zeilenvektoren linear abhéngig, sodass

~

wir die Gleichung (5.22) erhalten. Demnach ist ein unterbestimmtes Gleichungssys-
tem gegeben, sodass nicht direkt eine eindeutige Losung gegeben werden kann.

(ii) Offensichtlich ist auch hier das Gleichungssystem unterbestimmt, sodass mehr
als eine Losung existieren.

(177) In dieser Situation ist keine Vollsténdigkeit des Modells gegeben, da wir ein
iiberbestimmtes Gleichungssystem von 7o erhalten. Aus diesem Grund kann keine

Losung gegeben werden. [
Bemerkung 5.4.4. :

e Es wurden im vorigen Satz nicht alle Kombinationen der Anlageméglichkeiten
aufgezdhlt, da die nicht aufgefiihrten Félle analog herzuleiten sind. Sind auf
dem Finanzmarkt beispielsweise die Anlagemdoglichkeiten einzig in den 73-
Bond und in das risikobehaftete Asset gegeben, dann ergibt sich offensichtlich

das gleiche Ergebnis fiir 75 und 7g, siehe Resultat aus Satz 5.2.3.

e Hat der Investor einzig die Moglichkeit in den 7T}-Bond zu investieren, dann ist
das Resultat der Elastizititenmethode in diesem Fall nicht mehr giiltig. Dies
resultiert aus der Tatsache, dass in der speziellen Situation ein Bond Port-
folioproblem betrachtet und somit das Ergebnis aus Satz 5.2.1 herangezogen
werden muss. Insgesamt folgt als Resultat ein anderer optimaler Portfoliopro-

VASSR

Damit haben wir den optimalen Portfolioprozess mithilfe der Elastizitdtenmethode

innerhalb eines Vasicek-Modells geliefert. Die Vorgehensweise zur expliziten Losung
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kann analog zu der Elastizitdtenmethode aus Abschnitt 3.3 {ibernommen werden.
Die Methode kann nun an einer Reihe von Beispielen angewendet werden. Dazu
blicken wir als erstes auf ein Portfolio, das als Anlagemdoglichkeiten européische
Optionsgeschéfte enthélt. Hilfreich ist dabei die Preisformel von Call- und Put-
Optionen in Short-Rate-Modellen, die im Rahmen des Vasicek-Modells explizit
angegeben werden kann.%

Des Weiteren kann der Elastizitdtenansatz in einem Modell zur Unternehmensbe-
wertung (vgl. Abschnitt 3.5) im Rahmen eines Vasicek-Modells genutzt werden.
Unter diesen Voraussetzungen kommt beispielsweise ein vereinfachtes Briys-de
Varenne-Modell in Frage, wie es vergleichbar in dem Artikel [Kral3], S. 20 ff.
betrachtet wird. Hier erweist sich die Methode als duflerst niitzlich, da ein optimaler
Portfolioprozess unter der Voraussetzung einer Power-Nutzenfunktion geliefert

werden kann.

Abschlieflend soll in diesem Abschnitt eine Handelsstrategie mit einer européischen
Call-Option betrachtet werden, um damit den Unterschied zwischen der Portfolio-
optimierung und dem Hedging innerhalb eines Short-Rate-Modells hervorzuheben.
Dazu habe der Investor nun die Absicht, eine Call-Option auf einer Aktie mit Lauf-
zeit T und Ausiibungspreis I zu verkaufen.” Danach soll das vorhandene Vermogen
optimal in eine Aktie und einen 77-Bond, T} > 0 investiert werden. Da nun die Opti-
on in einem Short-Rate-Modell betrachtet wird, ist diese zusétzlich von r abhéngig,
sodass fiir den Wertprozess der Call-Option zur Zeit t gerade C := C(t, S(t),7(t))
gilt.

Es gilt also fiir die Handelsstrategie des Investors

((I)(t))te[O,T] = ((QOM (t)7 (105'(25)7 ¥B (t)7 Yc (t))T)te[O’T]a

mit oo = —1. Demnach ist die Portfolio-Elastizitdt und -Duration mit 7o = —%

gegeben durch

6Siehe beispielsweise [Aco06], S. 27 zur Berechnung der Optionspreise im Vasicek-Modell.
"Der Investor nimmt hier also eine Short-Position in der Call-Option ein.
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Die Elastizitatenmethode (vgl. Satz 5.4.1) liefert dann

L6
1 —’}/022(75)7

poorl (B D)

Losen wir weiter nach den einzelnen Anteilen auf, erhalten wir

() = 1 6a(t) N C(t,S(t),r(t) 0sC(t)S(t)
BN p—ry X({t) Ot S@).r(t)
1 6y(t) | 9sC)S(1)
1— 7 om(t) X(t)
oo (1 (6 ontT)\  CESE),r(t)  0.C() B, T)
m(t) = (ﬁ (_ S ) " X(1) C(t,S(t)w(t))) " 9.B(t,Th)

1 /6(t) out,T)\ BT BT 8.C(t)
:1—7< 5T s )'aTB(t,Tl) X(t) 0.B(tT)
! ( 0t all(t,T)> B(t,T)  9,C()

1—~ X(t) 0.B(t,Ty)

ou(t,T) 7011(75, 1)
Formen wir dieses Ergebnis schliellich nach ¢g und ¢ um, liefert dies das Resultat

1 6(t) X(1)

P5(t) = 0sC(0) + T 2 S (5.23)
R Xel(y 1 0, on(t,T)\  X(t)
SOB(t) - &,B(t,Tl) + 1-— Y (0‘11(t,T) B Vall(t,Tl)) . B(t,Tl) (524)

fir alle ¢ € [0, T7.

Blicken wir zuriick auf Abschnitt 5.4, so kann hier der wesentliche Unterschied
zwischen der Portfoliooptimierung und des Hedgings von Optionsgeschéften in der
Theorie offenbart wird. Falls der Investor ausschliellich die Absicht verfolgt eine
Call-Option abzusichern, dann ist der Hedge mit der Anzahl von 0sC Aktien und

g:ggg T1-Bonds gegeben. Im Sinne der Portfoliooptimierung und der Maximierung

des erwarteten Nutzens macht dies jedoch nur Sinn, wenn der Investor extrem
risikoavers ist, was gleichbedeutend mit v = —oo ist. Folglich wére in diesem Fall in
(5.23) bzw. (5.24) der Term der Portfoliooptimierung gleich null. Falls der Investor

dagegen eine nicht so extreme Risikoaversion aufweist, erhohen sich die Anteile in
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die Aktie und den Bond, sodass mehr Vermdégen in die risikobehafteten Anlagen
investiert wird.

Insgesamt wurde also eine explizite Losung des optimalen Portfolioprozesses unter
den betrachteten Voraussetzungen geliefert. Dies wurde schon in [Kral3], S. 76
f. im Rahmen des Merton-Modells analysiert, wo in gleicher Weise das Hedging
von Optionsgeschéften mit den Resultaten der Portfoliooptimierung verglichen
wird. Analog zum Merton-Modell ist ebenfalls hier zu erkennen, dass ausschlie3-

lich in Hohe des A-Hedges in die Aktie investiert wird, falls der Fall v = —oc eintritt.

Anhand dieses Beispiels konnte nun gezeigt werden, dass der Elastizitéitenansatz
ebenso in Short-Rate-Modellen eine gute Anwendung in Portfolioproblemen mit Op-
tionsderivaten findet. Es liegt deshalb nahe, im folgenden Abschnitt ein Modell zur
Unternehmensbewertung betrachten, da wissend aus dem Merton-Modell der Un-

ternehmenswert in diesen iiber Optionen modelliert wird.

5.5 Anwendung der Elastizititenmethode im

Briys-de Varenne-Modell

Blicken wir als erstes auf das Merton-Modell aus Abschnitt 3.5. Mit dem Ziel einer
moglichst realistischen Bewertung eines Unternehmenswerts weist dieses Modell zwei
wesentliche Schwichen auf. Ein Nachteil ist der, dass ein Zahlungsausfall der Un-
ternehmensanleihe nur zum Ende der Laufzeit eintreten kann. Es ist jedoch durch-
aus der Realitdt entsprechend, dass ein Ausfall wiahrend der Laufzeit stattfinden
wird. Dies wurde zum ersten Mal 1976 im Black-Cox-Modell mithilfe einer konstan-
ten oder deterministischen Ausfallschranke eingefiihrt. Ein weitere Schwéche des
Merton-Modells bringt die Annahme der deterministischen Zinsrate mit sich, weil
damit Zinsdnderungsrisiken, die mithilfe einer stochastischen Zinsrate modelliert
werden, nicht beriicksichtigt werden (vgl. [NSBO05], S. 356 ff.). Aus diesem Grund
wurde 1997 von Eric Briys und Francois de Varenne ein verallgemeinertes Modell
zur Unternehmensbewertung® formuliert, das den Defiziten des Merton-Modells ent-

gegenwirken soll.

8Siehe dazu den Artikel [BV97].
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Im Folgenden betrachten wir also das sogenannte Briys-de Varenne-Modell. In diesem
Modell wird unter anderem neu beriicksichtigt, dass ein moglicher Zahlungsausfall
an die Glaubiger wihrend des gesamten Handelszeitraums auftreten kann. Dies ge-
schieht mithilfe einer stochastischen Ausfallschranke.’ Falls der Unternehmenswert
unter einen bestimmten Wert fallt, ist dies gleichbedeutend mit einem Zahlungsaus-
fall an die Anleihebesitzer. Ein wichtiger Unterschied, beispielsweise zum Longstaff-
Schwarz Modell (1995) ist hier, dass die Zahlung an die Glaubiger im Falle des
Ausfalls nicht grofler ist als der Unternehmenswert selbst, was im Allgemeinen auch
realitdtsndher erscheint. Dies wird im Folgenden durch die Definition der Ausfall-
schranke und der Struktur der Anleihen gewéhrleistet.

Blicken wir nun auf die genaue Modellierung. Das Modell wird in dieser Arbeit im
Rahmen eines Ein-Faktor-Vasicek-Modells formuliert, wodurch wir vom urspriinglich
angenommenen, erweiterten Vasicek-Modell abweichen und folglich das Briys-de
Varenne-Modell geringfiigig vereinfachen. Da es jedoch das Ziel ist, die Anwend-
barkeit der Elastizitdtenmethode zu verdeutlichen, besitzt die Einschriankung kei-
ne groe Relevanz. Es sei also die Short-Rate wie bekannt durch einen Ornstein-

Uhlenbeck-Prozess gegeben. Genauer gilt
dr(t) = bla —r(t))dt + §dW*(t), r(0) = ro.

Der Preis eines risikofreien T7-Bonds mit der Dynamik (5.3) sowie dessen Volatilitét
ist dann nach Satz 5.1.1 und 5.1.2 bestimmt. Eine Annahme im Briys-de Varenne-
Modell ist nun, dass der Unternehmenswert V' unter dem risikoneutralen Mafl P*

der SDE'
AV () = V(8) (r(t)dt + om (AW + 0aa(t)dVE), V(0) = v (5.25)

unterliegt, wobei die Koeffizienten die iiblichen Eigenschaften besitzen.

Weiter soll nun die Ausfallschranke definiert werden. Dazu sei die Schranke als Funk-

9Es eignet sich an dieser Stelle auch der Begriff Insolvenzschranke, da ein Zahlungsausfall gleich-
bedeutend mit der Insolvenz des Unternehmens ist.

10Tn der Literatur wird hiufig fiir die Entwicklung des Unternehmenswertes die Dynamik
dV =V (rdt+o(pdW1++/1 — p?dW3) genannt, wobei p die Korrelation zwischen der Short-Rate
und dem Unternehmenswert ist. Wir betrachten ohne Einschrinkung jedoch (5.25).
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tion eines T-Bonds definiert durch

k-F-B(tT), fallst<T,
L(t) = (5.26)
F, fallst =T.

fiir ein 0 < k < 1. Falls der Unternehmenswert den Wert der Schranke beriihrt bzw.
unterschreitet, lasst sich der Zeitpunkt des Ausfalls durch die Stoppzeit

r=inf{t € [0,T]: V(t) = L(t)} (5.27)

beschreiben. Offensichtlich wird die Entwicklung der Ausfallschranke durch die
Short-Rate wesentlich beeinflusst, da in (5.26) ein 7-Bond enthalten ist.

Als néchstes wird nun wieder die Annahme getroffen, dass mithilfe der Accounting
Equation der gesamte Unternehmenswert in Eigenkapital (Wert der Unternehmens-
aktien) und Fremdkapital (Wert der Unternehmensanleihen) aufgeteilt werden kann.
Die Unternehmensaktien und -anleihen werden dann aufgrund ihrer Zahlungsstruk-
tur zum Ende der Laufzeit als bedingte Claims, die als Basiswert V' und r besitzen,
modelliert.

Blicken wir zuerst auf den Wert der Unternehmensanleihe. Unter den beschriebenen

Voraussetzungen gilt nun fiir die Auszahlung eines ausfallrisikobehafteten T-Bond

(B(t,V(t),r(t)))tcio,r) im Briys-de Varenne-Modell

B(T, V(T), T(T)) = F]I{T>T} + V(T)]I{T:T} + kF]l{T<T}.

Falls also ein Zahlungsausfall vor Ende der Laufzeit stattfindet, erhalten die Anlei-
heglédubiger gerade die Auszahlung in Hohe von V(1) = kF' - B(7,T). Kommt es
andererseits zum Ausfall genau zum Ende Laufzeit (also 7 = T'), dann wird der
Betrag I’ ausgezahlt. Findet schliellich kein Ausfall statt, dann liegt die Situation
analog zum Merton-Modell vor. Aufgrund der Annahmen ist dann der Unterneh-

mensaktienpreis S(t, V(t),7(t))icpo,r zur Zeit T' gegeben durch
S(T,V(T),r(T)) = (V(T) = F)" - Liro1y.

An dieser Stelle kann nun ein Portfolioproblem mit den Anlageméglichkeiten in
zwei Claims aufgestellt werden, das mithilfe des Elastizitdtenansatzes optimiert wer-

den kann. Genauer betrachten wir nun die Situation, ein Investor hat die Absicht
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sein innerhalb des Handelszeitraums [0,7"] in Unternehmensaktien und -anleihen
zu investieren. Wie gewohnlich steht weiterhin das risikofreie Geldmarktkonto zur

Verfiigung. Fiir die Handelsstrategie folgt dementsprechend

= (our, 05, 05)" -

Weil das Modell im Rahmen eines Ein-Faktor-Vasicek-Modells betrachtet wird,
konnen wir die Elastizitdtenmethode nach Satz 5.4.3, (i) anwenden. Es folgt dann

fiir den optimalen Portfolioprozess (7%, 7%) " fiir den Handelszeitraum [0, 7 AT unter

S7
der Voraussetzung der Power-Nutzenfunktion

e (t)Dp(t) — ey (H)D*(1)

ax (t) =
5 egv(t)Dg(t) —epy(t)Ds()
(7 011 )
1 0;(2)1?3( ) — €8, v(t) < - E;tT)>
I egv(t)Dp(t) — g5 (1) Ds(t)
02(t) 8-B(t) _ dvBH)V(t) <91(t) _ Ull(t,T)>
B o22(0) B(t) B(t) R
T 1—n avSV(1) 0,B(t) _ dvBOV(®) 8,5(t)
St B Bty 8@
L gy, 2OBO BV (50 )
C1-1 v StV (1), B(t) — Oy B(t)V (£)0,5(t) '
und
. egv(t)D*(t) —e*(t)Ds(t)
my(t) =

L=y e5y()Da(t) =5y (1) Ds(?)

Ay StV (¢) 01(t 011 tT Gg(t ) 0,5(t)
1 S(t) o22(t) " S(t)
I avS(OV(H) 8-B(t) _ dvBMV (1) oy s<>
S(t) B(t) B S(t)
0 o T 0 o
o ovSY (B0 ) B 5
= B(t) - (5.29)

1—~ OvS(H)V (1)0,B(t) — dyBt)V (£)9,S(t)
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Bemerkung 5.5.1. Aufgrund der stochastisch beeinflussten Ausfallschranke ist hier
die Verdnderung des Handelszeitraums zu beachten. Falls also ein Zahlungsausfall
innerhalb des Handelszeitraums [0, 7' stattfindet, so ist der Portfolioprozess (5.28)
bzw. (5.29) optimal fiir das Intervall [0, 7]. Wahrend der verbliebenen Laufzeit (7, 7]
ist dagegen sowohl 75 als auch 75 gleich null und folglich wird das gesamte Vermogen
in das Geldmarktkonto investiert, woraus my(t) = 1 fiir t € (7, T] folgt. Offensicht-
lich liegt der Grund darin, dass die Investitionsmoglichkeit in die von dem Unter-
nehmen emittierten Finanzgiiter aufgrund der Insolvenz nicht mehr als Anlage zur
Verfiigung stehen. Infolgedessen beschreiben (5.28) und (5.29) den optimalen Port-
folioprozess lediglich fiir das Zeitintervall [0, 7 A T7].

Ein wesentlicher Unterschied wird hier jedoch zu Mertons Modell sichtbar, da nun
nicht mehr {iber einen festen Handelszeitraum, sondern iiber das Intervall [0, 7 A T
optimiert wird. Aufgrund der Stoppzeit (5.27) liegt also kein fester Handelszeitraum
vor, wodurch die angenommenen Voraussetzungen der Portfoliooptimierung, bei-
spielsweise die Optimierung mithilfe der Martingalmethode veréndern. Es ist jedoch
aus finanzokonomischer Sicht durchaus plausibel, dass der optimale Portfoliopro-
zess durch die Stoppzeit 7 nicht weiter beeinflusst wird und somit ebenso fiir den
Zeitraum [0, 7 A T gilt. Aus diesem Grund ist die Elastizitdtenmethode ebenfalls in
einem Modell zur Unternehmensbewertung, in dem Ausfallrisiken iiber den gesamten

Handelszeitraum betrachtet werden, anwendbar.

Insgesamt haben wir also eine Losung des Portfolioprozesses fiir den Handels-
zeitraum [0, T'] unter der Voraussetzung einer Power-Nutzenfunktion erhalten. Als
néchstes konnen nun alle relevanten Grofien in dem Ausdruck (5.28) bzw. (5.29) ex-
plizit berechnet werden. Zum einen ist das im Rahmen des Vasicek-Modells moglich
aufgrund der Berechnung des risikofreien Bondpreises und der deterministischen
Volatilitéit (siehe Satz 5.1.1 und 5.1.2). Zum anderen kénnen dann S sowie B und
dessen partiellen Ableitungen mit der Bewertung von Call- und Put-Optionen in-
nerhalb eines Short-Rate-Modells bestimmt werden. Fiir eine explizite Preisformel
der Assets im Briys-de Varenne-Modell verweisen wir beispielsweise auf [BR02], S.
104 ff.

Im néchsten Kapitel sollen nun die Ergebnisse der Arbeit zusammengefasst und auf

einen moglichen, fortfithrenden Ausblick hingewiesen werden.
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Kapitel 6

Fazit und Ausblick

Zusammenfassend haben wir in dieser Arbeit die Einfiihrung und Herleitung der
Elastizitdtenmethode in der Portfoliooptimierung auf der Grundlage verschiedener
finanzmathematischer Modelle erarbeitet. Dazu haben wir zunédchst die Methode
innerhalb des Black-Scholes-Modells sowohl fiir den eindimensionalen als auch
an spéaterer Stelle fiir den mehrdimensionalen Fall vorgestellt, um im Anschluss
anhand des Merton-Modells zur Unternehmensbewertung die Reduzierung und
danach folgende Losung von Portfolioproblemen mithilfe des eingefithrten Begriffs
der Elastizitdt aufzuzeigen. Es resultierte daraus die Moglichkeit der expliziten
Bestimmung der optimalen Vermogensanteile, die in die risikobehaftete Unterneh-
mensaktie und/oder -anleihe investiert werden sollen. Zudem hat sich anhand dieser
Anwendung herausgestellt, dass sich der Elastizitdtenansatz als hervorragende
Methode zur Optimierung von Portfolios mit ausfallrisikobehafteten Assets erweist.
Um dieses Losungsverfahren in der Portfoliooptimierung unter anderem an weiteren,
verallgemeinerten Modellen zur Unternehmensbewertung anzuwenden, haben wir
den Ansatz der Elastizititenmethode auf Short-Rate-Modelle, speziell auf das
Vasicek-Modell erweitert, da die jiingsten Modelle zur Unternehmensbewertung
zumeist eine stochastische Short-Rate aufweisen. Insbesondere konnten wir damit
eine so in der Literatur bisher noch nicht gegebene, allgemeine Formulierung
der Elastizitdtenmethode in einem Short-Rate-Modell fiir den Fall einer Power-
Nutzenfunktion herleiten. Dabei konnten wir deutlich machen, dass die Resultate
der Portfoliooptimierung im Vasicek-Modell im Rahmen eines Stock Bond Portfolios
hinzugezogen werden miissen, da das Portfolioproblem innerhalb eines Short-Rate-
Modells auf zwei Kontrollvariablen in Form der bekannten Elastizitdt sowie der

Duration reduziert wird. Abschliefend haben wir dann den Elastizitdtenansatz in
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der Portfoliooptimierung anhand eines geringfiigig vereinfachten Briys-de Varenne-
Modell genutzt, um damit ein explizites Ergebnis eines Portfolioproblems im einem
Modell zur Unternehmensbewertung unter Beriicksichtigung von Zahlungsausfall-
und Zinsénderungsrisiken zu liefern, wodurch die gute Anwendbarkeit der Elasti-

zitdtenmethode in der Portfoliooptimierung nochmals verdeutlicht werden konnte.

Ausgehend von dieser Grundlage wire eine mogliche Erweiterung der Arbeit die
numerische Berechnung der optimalen Portfolio-Elastizitdt und -Duration in einem
Beispielportfolio, um damit den optimalen Portfolioprozess ermitteln zu koénnen.
Dies bietet sich an, da in der Regel eine geschlossene Losung der Optimierungen ge-
liefert werden konnte und die Elastizitdat sowie die Duration Sensitivitdtskennzahlen
darstellen, die sehr gut mithilfe einer numerischen Kalkulation berechnet wer-
den konnen. Im Hinblick auf die Optimierung von Portfolioproblemen bzgl. aus-
fallrisikobehafteten Finanzgiitern wére eine ankniipfende Fortfithrung, die Elasti-
zitdtenmethode auf weiteren Modellen zur Unternehmensbewertung anzuwenden.
An dieser Stelle bieten sich neben dem Longstaff-Schwartz-Modell auch Sprung-
Diffusions-Modelle an, in denen Kreditausfallrisiken mithilfe eines Poisson-Prozesses
modelliert werden. Ein anderer Aspekt wére die Suche nach weiteren Kennzahlen,
die eine dhnliche Reduzierung des Portfolioproblems herbeifithren und somit einen
neuen Ansatz zur Portfoliooptimierung darstellen wiirden. Hier kimen beispielsweise

die Sharpe-Ratio oder Risikopriamie als zu untersuchende Groflen in Frage.
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Kapitel A
Appendix

In diesem Kapitel sollen wichtige Grundlagen, Definitionen und Sétze der sto-
chastischen Analysis und stetigen Finanzmathematik, welche innerhalb der Arbeit
benotigt werden, knapp zusammengefasst werden. Zur detaillierteren Ausfithrung
wird jedoch auf zahlreich vorhandene Literatur zum relevanten Themenbereich ver-
wiesen.

Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (§2, F,P) mit der Wiener-Filtration
(Ft)iejo,7], der in Abschnitt 2.1 eingefiihrt wurde.

A.1 Grundlagen der stetigen Finanzmathematik
Wir beginnen mit den einigen Definition bzgl. der Modellierung des Finanzmarktes.

Definition A.1.1 (Semimartingal). Fin adaptierter stochastischer Prozess (Xi)i>o
heifit Semimartingal bzgl. einer Filtration (F;)i>o0, wenn der Prozess folgende Figen-
schaften erfiillt.

(i) Die Pfade von (Xi)i>o sind cadlag.

(i1) Es existiert eine Zerlequng X (t) = X(0) + M(t) + A(t) fir alle t € [0,T7],
wobei X (0) Fo-messbar, M ein lokales Martingal und A ein Prozess mit lokaler
finiter Variation bezeichnet. Ferner gilt M(0) = A(0) = 0.

Definition A.1.2 (Aquivalentes Maringalma8). Ein Wahrscheinlichkeitsmafs P*

heifst dquivalentes Martingalmaf, wenn gilt:

(i) P* ~ P auf dem (Q2, F).
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(i) Der diskontierte Preisprozess

st ein lokales P*-Martingal.

Definition A.1.3 (Arbitragefreier Markt). Ein Finanzmarktmodell heif$t arbitra-

gefrei, falls ein nach Definition A.1.2 dquivalentes Martingalmafl existiert.

Definition A.1.4 (Vollstindigkeit des Marktes). FEin Finanzmarktmodell heifst
vollstindig, falls die folgenden Aussagen gelten.
(i) Es existiert ein eindeutiges dquivalentes Martingalmaf P* zu P, sodass der dis-

50)

kontierte Preisprozess ( M(t))t>0

ein P*-Martingal auf dem betrachteten Han-

delszeitraum ist.

(i1) Jeder bedingte Claim C mit endlicher erwarteter Auszahlung, E*|C*| < oo
st hedgebar durch eine zuldssige Handelsstrategie. Anders formuliert existiert

dann zu jedem Claim C' ein replizierendes Portfolio.

Da in dieser Arbeit angenommen wird, dass der Finanzmarkt vollstdndig und

arbitragefrei ist, existiert ein dquivalentes Martingalmaf}, das eindeutig definiert ist.

Einer der meist genutzten Theoreme in der stetigen Finanzmathematik ist das Lem-
ma von [to. Wir fithren die Formel fiir [to-Prozesse ein, da alle Preisprozesse in

dieser Arbeit gerade diese Art von Prozessen darstellen.

Definition A.1.5 (It6-Prozess). Sei W ein eindimensionaler Wiener-Prozess. Ein
eindimensionaler It6-Prozess ist ein stochastische Prozess (X (t))i>o, der fir alle t

darstellbar ist als

X(t) = X(0) +/0 g(sds—l—/o h(s)dW (s).

wobet X (0) Fo-messbar, (g(t))i>0 und (h(t))i>o0 progressiv messbare Prozesse bzgl.
(Ft)eo0 sind mit

/t lg(s)|ds < oo, /t h%(s)ds < oo P-f.s.
0 0

fiir alle t.
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Mit der letzten Eigenschaft ist die Existenz der Integrale gewéhrleistet.

Theorem A.1.6 (Eindimensionale Ito-Formel). Sei W ein eindimensionaler

Wiener-Prozess und X ein eindimensionaler Ito-Prozess mit
t t
X(t) = X(0) +/ g(s)ds +/ h(s)dW(s) ¥ t>0.
0 0

Weiter sei f :]0,00) x R = R eine zweimal stetig-differenzierbare Funktion. Dann
qilt fiir alle t > 0

£t X(1) = £(0,X(0)) + / 0, f (s, X (s))ds + / 0, f (5, X (5))dX (s)

45 [ b (5. X (DX, X),

— £(0,X(0)) + / (asﬂs,X(s)) 0 f (5, X (5))g(s)
 50us (5. XM s+ [ 02105, X(DHSW ().

Alle Integrale sind aufgrund der Voraussetzungen endlich. Der Ausdruck (-,-) be-

zetchnet hier die quadratische Variation.

Beweis. Wir verweisen auf zahlreiche Literatur, beispielsweise [0ks00], S. 46 ff. oder
[Shr04], S. 147 ft. |

Fiir einen d-dimensionalen Ito-Prozess und eine m-dimensionalen Wiener-Prozess
kann die mehrdimensionale Ito-Formel formuliert werden. Wir verweisen an dieser
Stelle auf [@ks00], S. 48 ff.

Der néchste Satz liefert den arbitragefreien Preis von européischen Call- und Put-

Optionen.

Korollar A.1.7 (Arbitragefreier Optionspreis im Black-Scholes-Modell). Sei C
und P der Wert einer europdischen Call- und Put-Option mit Laufzeit T und
Ausiibungspreis F'. In einem vollstindigen, arbitragefreien Black-Scholes-Modell ist

der arbitragefreie Preis einer Call-Option gegeben durch

pa(t) = (1) - dler(t)) — F - exp ( -/ r(s)ds) blea(t)
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bzw. einer Put-Option

Ppu(t) = F - exp (— /tTT(S)dS) “o(=ca(t) = S(t) - o(=r (1))

mat
S 1.2
0 In (29) 4 [T r(t+5) + Lo?(t + s)ds
(&1 = ,
Jo ot +s)
T—t

Co / 2(t + s)

Beweis. Siehe beispielsweise [Shr04], Abschnitt 4.5.4. [

Weiter wird nun der Preis einer Option mit zwei risikobehafteten Assets als Basiswert

gegeben.

Satz A.1.8 (Preis einer Index-Option). In einem zweidimensionalen Black-Scholes-

Modell wird eine Option mit Laufzeit T und Auszahlung

omsinim - (345 340)

betrachtet. Dann ist der diskontierte, arbitragefreie Preis zum Zeitpunkt t € [0,T]
gegeben durch

Peau(t) = S1(t) - @(di(t)) — Sa(t)p(da(t))

() = "on(t+ s) — o1 (t +8))? + (021 (t + 5) — T2a(t + 5)) ds’

\/fOT t(an(t +8) — 091 (t+ 5))% + (021(t + ) — 9ot + 5))%ds

do(t) :=dy(t) — \//O ) (o11(t +5) — 021 (t + 5))? + (021 (t + 5) — 022(t + 5))%ds

fir alle t € [0,T7].

Beweis. Wir verweisen fiir den Fall der konstanten Koeffizienten auf [Kor01], S. 164
f. [
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A.2. VERIFIKATIONSTHEOREM FUR HJB-GLEICHUNGEN

Schliefflich folgt noch die Definition des Forward-Martingalmafles, welches einen T-

Bond als Numéraire nutzt und in Short-Rate-Modellen eine besondere Rolle spielt.

Definition A.1.9 (Das T-Forward-MartingalmaBl). Das T'-Forward-Martingalmaf
ist definiert tiber die Radon-Nikodym-Dichte bzgl. P durch

B(t.T)
dPr| _Bom _  BtT)
0P |, ~ M0~ B, M)

A.2 Verifikationstheorem fiir HJB-Gleichungen

Das in Abschnitt 2.3 benotigte Verifikationstheorem soll hier formuliert werden. Es

gelten die gleichen Voraussetzungen.

Theorem A.2.1 (Verifikation der Losungen der HJB-Gleichung). Betrachtet wird

eine kontrollierte stochastische Differentialgleichung der Form
dX(t) = p(t, z,u)dt + & (t, z,u)dW ().
Weiter gelten fiir die Koeffizienten fi und ¢ die Bedingungen
i, ou), 6(.,.,u) € CH[0,T] xR) V u€U:=[a,b] xR, a<b. (A1)
Zusdtzlich gelten fiir ein konstantes C' > 0 die Abschdtzungen

0| +10:0) < C, 05| + |0:0] < C, (A.2)
|ty z, m ()] + ot z, 7 (1)) < C- (L+ || + |ul). (A.3)

Schlieflich sei G € CY2([0, T)xR) und stetig auf [0, T] xR mit |G (t,2)| < K(1+]z[¥)
fiir eine Konstante K > 0, k € N. Dies sei eine Losung der HJB-Gleichung

max  L(t,u) + 0,G(t,x) + p(t, z,u)0,G(t, )

u€la,b] xRt
+ %52(t,x,u)8mG(t,x) =0, (t,z) €[0,T) x R, (A.4)
G(t,x) =V(t,z), (t,z) e {T} xR (A.5)

Dann gelten die Aussagen
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(i) G(t,z) > J(t,z,u) = E (ftT L(s, X (s),c(s))ds + W(T,X(T))) fiir alle
(t,x) € [0,T) x R und zuldssigen u.

(i1) Falls fir alle (t,z) € [0,T) x R ein zuldssiges u existiert mit
'(s) € argmax L(s, X (), )+ 0,G(s. X(5)) + 0,Gs, X ()5, X(5), 0

0,65, X(9)5(5, X(),0)

fir alle s € [t,T], wobei X(s) eine kontrollierte Vermdigensgleichung bzgl. u*

1st. Dann gilt

G(t,x) =V(t,x) = J(t,x,u").

Beweis. Wir verweisen auf eine allgemeinere Formulierung des Satzes. Siehe dazu
beispielsweise [Kor01], S. 229 ff. |
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