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1. Einleitung

Die Veroffentlichung des Black-Scholes-Modells (BSM) in dem Paper ,, The Pricing of
Options and Corporate Liabilities” |2] war ein Meilenstein zur Bewertung von Deriva-
ten. Die verwendete Methodik nutzt als zentrale Idee die Vollstandigkeit des Marktes,
welche impliziert, dass jede Option durch geschickte Anlage in das Underlying repli-
ziert (,delta hedging®) und jegliches Risiko der Option aus dem Portfolio des Investors
eliminiert werden kann. Insbesondere ist der Preis der Option nach dem Replikati-
onsprinzip eindeutig festgelegt, und jeder Investor wird dem Claim mit diesem Preis
bewerten. Wird die Vollstindigkeitsannahme aufgehoben, welches zum Beispiel durch
die Integration eines nicht-handelbares Gutes oder einer stochastischen Volatilitidt ge-
schehen kann, so existieren Claims mit nicht komplett eliminierbaren Risiko. Da allein
aus der No-Arbitrage-Annahme nur triviale Schlussfolgerungen beziiglich des Preises ei-
nes nicht-replizierbaren Claims gezogen werden kénnen, wie Hubalek & Schachermayer
in [23] zeigen, miissen zur Analyse der Bewertungsmafstabe eines Investors fiir solche
Claims die traditionellen Paradigma der risikoneutralen Bewertung und Replikation
durch neue Argumentationen ersetzt werden. Vor allem muss die zentrale Frage, wie
der Investor mit den verbliebenen Risiko des Claims umgeht, beantwortet werden. Aus
diesem Grund bietet sich die Konstruktion eines neuen Konzept an, welches die Risiko-
neigung des Investors in das Modell involviert. Geschehen kann die Einbindung dieses
Charakteristikums durch den Einsatz von Nutzenfunktionen, welche sowohl die grund-
sitzliche Ausrichtung der Risikoaversion als auch deren Stirke modellieren. Zu den
ersten, die das neue Konzept namens nutzen-neutralen Bewertung (,utility indifference
pricing®) einfithrten, gehoren Hodges & Neuberger [22]. Das Ziel dieser dynamischen
Erweiterung des statischen Sicherheitsiquivalenz-Prinzips (,certainty equivalence®) ist
die Berechnung des Preises fiir einen Claim, welcher den Investor bei der Konstruktion
eines Portfolios zur Optimierung seines Endnutzens indifferent zwischen der Wahl mit
oder ohne Claim macht. Dieser Preis wird nutzen-neutraler Preis genannt, und deren
Berechnung in stetigen Markten unter Beriicksichtigung unterschiedlicher Nutzenfunk-
tionen ist die zentrale Problemstellung der vorliegenden Masterarbeit. Als Hauptquelle

dient das zweite Kapitel des Buches , Indifference Pricing - Theory and Applications®
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von Rene Carmona. Dieses von Henderson & Hobson verfasste Kapitel ,, Utility Indif-
ference Pricing - An Overview® [15] stellt eine komprimierte Zusammenfassung der
wichtigsten Resultate der nutzen-neutralen Preistheorie in stetigen Markten dar. Wir
werden uns ausfiihrlich mit diesen Resultaten auseinandersetzen, insbesondere werden
die Herleitungen im Detail aufgefiihrt. Hilfreich fiir das Verstindnis dieser Masterarbeit
kann die diskrete Preistheorie sein, da viele ihrer Ideen auf den stetigen Fall angewen-
det werden. Wir verweisen auf die Paper von Musiela & Zariphopoulou [31,32], wobei
der Artikel ,The Single Period Binomial Model“ zeitgleich das erste Kapitel des obigen

Buches ist.

Der Aufbau dieser Arbeit ist wie folgt:

Wir beginnen im zweiten Kapitel mit einer Einfiihrung in die nutzen-neutrale Bewer-
tung, welche neben der Definition auch die Eigenschaften der nutzen-neutralen Preise
beinhaltet. Das dritte Kapitel brauchen wir zur Festlegung des Modellrahmens. Die
Markte und Nutzenfunktionen, deren Betrachtung wir uns widmen wollen, werden
vorgestellt und abschlieflend das Vorgehen zum Ldosen der zentralen Problemstellung
formuliert. Hierbei wurden zwei unterschiedliche Ansétze hergeleitet, der Grundlegen-
de und der Duale. Ersterer basiert auf der stochastischen Kontrolltheorie und bedient
sich des Bellman-Prinzips. Die zugehorigen theoretischen Grundlagen sowie die Anwen-
dung auf die relevanten Mérkte sind im wvierten Kapitel vorzufinden. Letzterer befasst
sich mit optimalen Martingalmafen und der fundamentalen Darstellungsgleichung. Im
fiinften Kapitel haben wir fiir diesen Ansatz den Theorie- und Anwendungspart aufge-
fiihrt. Zudem geben wir dort eine kurzen Einblick in einen weiteren Ansatz, ndmlich die
Idee von Tehranchi. Das sechste Kapitel fasst die Resultate der nutzen-neutralen Preise
fiir allgemeine Claims zusammen, wendet diese auf spezielle Claims an, und fiihrt in
die Theorie der marginalen Preise ein. Letztlich bildet das Fazit kombiniert mit einem
Ausblick den Abschluss dieser Masterarbeit.



2. Einfuhrung in die

nutzen-neutrale Bewertung

Gegeben sei ein Investor mit Anfangskapital x > 0, welcher im Zeitraum [0,7] an
einem Basisfinanzgiitermarkt (bestehend aus Aktien und einem Geldmarktkonto) in-
teragieren mochte und keinen Konsum in diesem Zeitraum vornimmt. Als zusétzliche
Anlagemdglichkeit werde ihm das Angebot unterbreitet, im heutigen Zeitpunkt k Stiick
eines europdischen Claims mit Maturity 7" zu kaufen. Der Gesamtpreis py., (k) dieser
Offerte sei verhandelbar. In diesem Szenario kann der Investor zwei mogliche Strategien

in Erwéigung ziehen:

(Buy Claim) Kaufe die k£ Claims zum Preis von p,q-(k) und investiere das restliche

Vermogen & — pyq,(k) in die Basisfinanzgiiter.

(No Claim) Lehne das Claim-Angebot ab und investiere das komplette Vermégen x

in die Basisfinanzgiiter.

Grundsatzlich besteht in beiden Situationen das Problem, eine Strategie zu finden, die
im Endzeitpunkt T das fiir den Investor bestmdgliche Ergebnis liefert. Dieses Optimie-
rungsproblem entspricht der Berechnung des erwartete Nutzens seines Endvermdgens

unter Wahl der optimalen Strategie, definiert durch

V(z,k) = sup E[U(Xr+ kCr)].
Xr€eA(z)

Hierbei modelliert U die Préferenzen des Investors und A(z) stellt die Menge aller End-
vermdgen X7 dar, welche mit einer selbst-finanzierenden Handelstrategie und Startka-
pital in Hohe von z am Basisfinanzgiitermarkt generiert werden konnen. Wir unterstel-
len dem Investor rationales Handeln, insbesondere préferiert er hdheres Endvermogen
und U ist monoton wachsend. Im Bezug auf die beiden Wahlméglichkeiten ergibt sich
im Falle der Strategie (Buy Claim) der maximale erwartete Nutzen V(z — pya,(k), k)
und bei der Strategie (No Claim) entspricht dieser dem Wert V' (z,0). Das Verhéltnis
dieser beiden Werte entscheidet iiber die Wahl des Investors, dabei gilt
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(i) V(z — ppar(k), k) < V(x,0) :  Der Investor wihlt die Strategie (No Claim).
(i) V(x — par(k), k) > V(2,0) :  Der Investor wihlt die Strategie (Buy Claim).

(iii) V(z — pyar(k), k) = V(x,0) : Der Investor ist indifferent zwischen den beiden

Strategien.

Der kritische Punkt fiir die Entscheidungsfindung ist der Preis des Claimangebots,
bei welchem der Investor indifferent zwischen den beiden Alternativen ist. Dies fiihrt
uns zu den nutzen-neutralen Preisen, welche das bereits durch den Namen suggerierte
Charakteristikum besitzen, dass bei einem Claimangebot zu diesem Preis der optimale

erwartete Nutzen des Endvermogens in beiden Strategien iibereinstimmt.

2.1. Nutzen-neutrale Preise

Definition 2.1
Der nutzen-neutrale Kaufpreis (yutility indifference buy price®) ist gegeben durch die
FPunktion

P’ R=R
k> p(k),

wobei p°(k) durch die Erfiillung der Gleichung
V(z —p°(k), k) = V(z,0)

festgelegt wird. Analog wird der nutzen-neutrale Verkaufspreis (,utility indifference sell

price®)

pP: R—R
k— p°(k),

definiert. Der Wert p°(k) entspricht dabei dem Preis, welcher die Gleichung
Vi +p*(k), —k) = V(&,0)

erfillt.

Mit dieser Definition kénnen die drei obigen Fille, welche fiir die Entscheidung des
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Investors relevant sind, iiberfithrt werden in eine Abhéngigkeit von der Hohe des nutzen-

neutralen Kaufpreises p®(k):
(i) p°(k) < puar(k) : Der Investor withlt die Strategie (No Claim).
(ii) p°(k) > pyar(k) : Der Investor wihlt die Strategie (Buy Claim).
(iii) p°(k) = puar(k) : Der Investor ist indifferent zwischen den beiden Strategien.

Insbesondere liefert die Kenntnis des nutzen-neutralen Kaufpreises p®(k) fiir k& Claims
dem Investor den maximalen Preis, welchen er in den Preisverhandlungen akzeptie-
ren wiirde, und aus diesem Grund sind die Preisfunktionen p® und p® von besonderer
Relevanz. Die nutzen-neutralen Bepreisung kann dabei in drei Arbeitsschritte unter-
teilt werden und wir méchten dieses Vorgehen anhand eines simplen diskreten Modells

veranschaulichen.

2.2. Beispiel: Nutzen-neutrale Bewertung im

Trinomialmodell

Beispiel 2.2

Gegeben sei ein einperiodisches Trinomialmodell bestehend aus einer Aktie S und einem
risikolosen Geldmarktkonto B. Der aktuelle Kurs der Aktie betrigt Sy = 100 und die
moglichen Endkurse Sy € {90,110,130} treten jeweils mit Wahrscheinlichkeit % ein.
Das Geldmarktkonto notiert im heutigen Zeitpunkt bei By = 100 und der zukiinftige
Kurs liegt bei By = 110. Die Nutzenfunktion U sei gegeben durch

mat vy > 0.

Wir wollen fiir einen Investors mit Anfangskapital x die nutzen-neutralen Preise fiir
den europdischen Call mit Strike K = 110 berechnen. Die ausfiihrlichen Berechnungen

vorgestellten Schritte kénnen im Anhang (A.1) nachvollzogen werden.

1. Schritt
Begonnen wird mit der Kalkulation von V'(z,0), wir berechnen also den maximal er-

warteten Endnutzen, der bei Kauf keiner einzigen Call-Option erreicht werden kann.
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Fiir die Anlagemdoglichkeiten des Investors stehen in diesem Model nur das risky asset

und das Geldmarktkonto zur Verfiigung, daher gilt

V(z,0) = sup E[U(X7)]
XreA(x)

1
= sup E|——exp(—v-(aBr+ pSr))
aBo+BSo=x v

Dieser Ausdruck wird maximiert fiir § = 0 und wir erhalten
1
V(z,0) = ——exp(—1.1yz).
g

2. Schritt
Im zweiten Schritt gehen wir vom Kauf von k£ € R Call-Optionen zum Gesamtpreis
p’(k) aus. Die Kalkulation von V(x — p°(k), k) liefert

V(e —p'(k),k)=  sup E[U(Xt + kCr)]
XreA(z—p®(k))
1
= sup E|——exp (—7 (aByp + St + k(S — 110)+)) ,
aBo+BSo=z—p® (k) Y

folglich ergibt sich in diesem Fall
1
V(e —p°(k), k) = 3 exp (—1.1y - (z — pb(k))) [2exp (—10vk) + 1].

3. Schritt
Der nutzen-neutralen Kaufpreis p®(k) fiir k& Call-Optionen mit Strike K = 110 berech-
net sich aus der Gleichung V' (z,0) = V(z — p®(k), k) und lautet

| 3
(k) = 1 .
pk) =13 2 exp (—107k) + 1

Bemerkung 2.3

1

Sei zum Beispiel v = 15,

dann betrdgt der nutzen-neutralen Kaufpreis fir einen Call

bzw. fir zwei Calls

10 3
b1y = —1 ~ 4.
p)=qy 2exp (—1) + 1 o7,
1 3
b2y = —1 ~ 7.81.
P =l rr) 878

Auffillig ist, dass der Preis fir zwei Call-Optionen nicht dem doppelten Preis von einer
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entspricht. Insbesondere gilt die strike Ungleichung

p"(2)

b
< pb(1
5 p’(1),

welche sich in der Risikoaversion des Investors begriindet. Er will fir das zusdtzlich
eingegangene Risiko, welches der Kauf eines weiteren Calls beinhaltet, in Form einer
Reduktion des Stiickpreises entschidigt werden. Insbesondere ist die Funktion p® in

diesem Beispiel strikt konkav.

Auf die explizite Kalkulation der nutzen-neutralen Verkaufspreise mittels der Berech-

nung von V(z + p*(k), —k) wird verzichtet, da iiber die Gleichung
pP(k) = —p*(—k) fiir alle k € R

die nutzen-neutralen Verkaufspreise direkt aus den nutzen-neutralen Kaufpreisen ab-
geleitet werden kénnen. Die Giiltigkeit dieser Gleichung und weitere interessante Ei-
genschaften der nutzen-neutralen Preise wollen wir im néchsten Abschnitt beweisen.
Unter anderen wird die durch die obige Bemerkung suggerierte Vermutung, dass die

Funktion p® fiir jeden europiischen Claim strikt konkav ist, betrachtet.

2.3. Eigenschaften der nutzen-neutralen Preise

Im Folgenden sei C' ein beliebiger européischer Claim mit Endauszahlung Cr und
V(2,k) = subx,ea0) E[U(Xr + kCr)] bezeichne den erwarteten Nutzen des Endver-
mogens bei optimaler Strategiewahl unter der Voraussetzung, dass k Claims gekauft
wurden. Vorerst stellen wir als einzige Voraussetzung an die Funktion U, dass die-
se monoton wachsend ist, der Investor also héheres Endkapital bevorzugt. Sei dieser
mit einem Startkapital in Héhe von x ausgestattet, dann erfiillt der nutzen-neutrale

Kaufpreis p® die Gleichung
V(r —p°(k), k) = V(z,0) fiir alle k € R.
Andererseits gilt fiir den nutzen-neutralen Verkaufspreis p*

V(z+p*(k), —k) = V(x,0) fiir alle k € R,
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insbesondere sind die nutzen-neutralen Preise eindeutig. Wir beginnen mit dem bereits

erwihnten Bezug zwischen dem Kauf- und Verkaufspreis.

Theorem 2.4
Der nutzen-neutralen Kaufpreis p° und der nutzen-neutralen Verkaufspreis p® besitzen

die Beziehung
—p’(k) = p*(—k) fiir alle k € R. (2.1)

Beweis. Fiir jedes k € R gilt

n.V.

und die Eindeutigkeit der nutzen-neutralen Preise liefert p*(—k) = —p°(k). O

Aufgrund des Theorems 2.4 betrachten wir im Weiteren nur die nutzen-neutralen Kauf-
preise. Analoge Resultate fiir die Verkaufspreise kénnen unter Benutzung der Gleichung
(2.1) hergeleitet werden. Das néchste Theorem zeigt, dass der nutzen-neutralen Kauf-

preis fiir einen replizierbaren Claims dem Preis des Hedges entspricht.

Theorem 2.5
Sei C ein replizierbarer, europdischer Claim und bezeichne p®® den eindeutigen arbi-
tragefreien Preis des Hedges. Bei Kenntnis von p»° kann der nutzen-neutrale Kaufpreis

p® direkt angegeben werden. Genauver gilt
pP(k) = k- p™® fiir alle k € R,
insbesondere ist p* eine lineare Funktion.

Beweis. Wir nutzen die Tatsache, dass wir X € A(z) umschreiben kénnen in
XT:XT—Z'RT+Z'RT:I)A(:T+Z'RT,

wobei Ry den Zeitwert zum Zeitpunkt 7" von einer im Zeitpunkt 0 investierten Einheit
bezeichnet und somit X7 € A(0) folgt. Dementsprechend kann bei einem zum Anfangs-

arb

kapital p?® replizierbaren Claim die Auszahlung in Cp = Cr+ p®? - Ry umgeschrieben
werden. Wir bemerken, dass aufgrund der Hedgebarkeit des Claims das Endkapital Cr

durch eine Handelsstrategie mit Startkapital 0 erreicht werden kann, also Cy € A(0)
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gilt. Insgesamt impliziert dies fiir Xr € A(x — p°(k))

Xp + kCp = Xp 4 (x — p°(k)) - Ry + kCr + kp™® - Ry
= (z —p"(k) + kp™®) - Ry + kCr + Xr.
€A(0)

Folglich ist die Auszahlung X1 + kCr € A(z — p®(k) + kp®®) und

V(x — pb(kz)7 k):= sup E[U(Xr + kCr)]
XreA(z—pb(k))

- sup E[U(Xr + kC7)]
X1+kCreA(x—pb(k)+kporb)

= sup E[U(Yr)]

YreA(z—pb(k)+kp®r?)

= V(z —p"(k) + kp™,0).

Neben dieser Gleichung erfiillt der nutzen-neutrale Kaufpreis laut Definition auch
V(z,0) = V(x — p(k), k). Die Kombination der beiden Gleichungen ergibt insgesamt

V(2,0) =V(zx —p"(k), k) = V(z —p"(k) + kp™,0),
welches = z — p°(k) + kp™?®, also p°(k) = kp®™® liefert. H

Bei dem Kauf eines replizierbaren Claims geht der Investor kein Risiko ein, da er mit
Hilfe des Hedges die Risikoposition des Claims aus seinem Portfolio eliminieren kann.
Insbesondere muss der Investor keine Reduktion des Stiickpreises beim Kauf von gro-
fseren Mengen fordern, da er durch das Handeln am Basisgiitermarkt sein préferiertes
Risikoprofil unabhéngig von der Anzahl an Claims erreichen kann. Indirekt liefert die
Aussage auch, dass fiir replizierbare Claims die Theorie der nutzen-neutralen Beprei-
sung konsistent ist mit dem No-Arbitrage Gedanken. Im néchsten Schritt zeigen wir

diese Konsistenz auch fiir beliebige Claims.

Theorem 2.6
Seien Cy und Cy europdische Claims mit Maturity T und Cy(T) < Cy(T). Bezeichne p?

den nutzen-neutralen Kaufpreis fiir den Claim C;, dann gilt die Ungleichung p5 < pb.
Gilt P(CL(T) < Cy(T)) > 0, so ist diese strikt.

Beweis. Die Nutzenfunktion des Investors ist monoton wachsend und dies liefert fiir
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k € R beliebig

Va(z, k) : = sup E[U(Xp+EkCy(T))] > sup E[U(Xp+kCi(T))] =: Vi(z, k)

XreA(z) XreA(z)

Mit der Setzung z = x — p5(k) ergibt die Ungleichung
Va(a — pb(k), k) > Vi(z — p(k), k) "= Vi(z,0) = Va(z,0) "= Va(z — p(k), k),

welches z—pb (k) > x—ph(k) impliziert. Fiir P(C,(T) < Cy(T)) > 0 kann die Rechnung

analog mit einer echten Ungleichung gefiihrt werden. [

Korollar 2.7

Fiir jeden europdischen Claim C' gilt

P (k) < (k) < ply,p ()

wobei p’;up(k),p’;ub(k) die nutzen-neutralen Kaufpreise der Super- bzw. Sub-Replikation

fir k Einheiten des Claims bezeichnen.
Beweis. Folgt direkt aus Theorem 2.6. O]

Fiir nicht-replizierbare Claims ergibt sich folglich

Pl(k) < p"(k) < pl,(k),

also kommt auch in diesem Fall der nutzen-neutrale Preis aus der Menge der arbitra-
gefreien Preise. In néchsten Teil des Abschnitts wollen wir uns mit der Kriimmung der
Funktion p® beschiiftigen. Fiir einen replizierbaren Claim wurde bereits mit Theorem
2.5 gezeigt, dass die Funktion p° linear ist. Hierfiir bendtigen wir einzig die Monotonie
der Nutzenfunktion. Andererseits haben wir in unserem Beispiel 2.2 fiir den euro-
piischen Call eine konkave Funktion p® erhalten. Zum einen impliziert dies, dass der
europaische Call nicht-hedgebar ist, zum anderen stellt sich die Frage, welchen Einfluss
die Nutzenfunktion auf den Kriimmungsverlauf der Funktion p® hat. Die im Beispiel
verwendete Nutzenfunktion U(z) = —%exp(—'yz) ist strikt konkav, daher liegt die
Vermutung

,U konkav = p’ konkav*

nahe. Diese werden wir nun beweisen, und bemerken, dass analoge Beziehungen fiir

konvexe Nutzenfunktionen gefolgert werden konnen. Ab jetzt besitze die Nutzenfunk-
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tion U neben der strikten Monotonie auch die Eigenschaft der Konkavitét.

Theorem 2.8

Seien Cy und Cy europiische Claims mit Maturity T und sei X € [0, 1]. Bezeichne p? den
nutzen-neutralen Kaufpreis fiir den Claim C; und p den nutzen-neutralen Kaufpreis
fir den kombinierten Claim Cy := AC + (1 — X\)Cy. Dann gilt

ph > Aph + (1 — A)pb. (2.2)

Beweis. Fiir i = 1,2, A und k € R bezeichne X7.(k) das optimale Endvermégen des
Handels am Basisfinanzgiitermarkt in dem Sinne, dass

Vilx — pb(k), k) = . eAs(uE) ) E [U(X7 + kCy(T))] = E [U(X} (k) + kCy(T))]

gilt. Dann folgt
A XEE) + (1= N) - X2(k) € A= Az — Mh(k) — (1= \)ph(k))

sowie mit der Konkavitit von U (verwendet in (x)) und der Definition von X% (k)

(verwendet in (o))

Vil = At (k) — (1= N)ps(k), k)
= sup E[U(Xp+Ek\-Ci(T)+ (1 =) - Co(T)))]

XreA
> E[UN Xp(k)+ (1 =X X3(k) + k(X -Ci(T) + (1= X) - Co(T))) ]
= E[U (A (X3(k) +kCi(T)) + (1= X) - (X7(k) + kCo(T)))]

> E[N-U(Xp(k) +kCU(T)) + (1= X) - U (X7(k) + kCo(T))]
= M-E[U (XL(E) +kCy(T))] + (1= \) - E [U (X2(k) + kCo(T))]

SN Vile = ph(k), k) (1= A) - Vo — ph(k), k).
=W (x 0) :V;r(:v,())

Mit der Gleichheit Vi (z,0) = Va(z,0) = Vi(x,0) ergibt (2.3)
Va(z — Al (k) — (1 = Npb(k), k) > Va(z,0) "2 Va(z — g (k), k)

und schlussendlich erhalten wir z — A\pb(k) — (1 — N)pS(k) > o — pi(k), welches die
Behauptung liefert. O
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Korollar 2.9
Sei C' ein nicht-replizierbarer, europdischer Claim. Dann ist p° eine in k strikt konkave
Funktion. Genauer gilt fir ki, ks € R mit ky # ko und X € (0, 1)

P’ (Ak1 + (1= Nka) > Ap" (k1) + (1 — A)p°(ke).

Beweis. Der Beweis basiert im Wesentlichen auf Theorem 2.8. Mit der Setzung von
C1 =k -Cund Cy = ky - C folgt C := ACy 4+ (1 — X\)Cy = (Aky + (1 — M) k2)C und die
Ungleichung

PR = A+ (1= A)ph
aus (2.2) wird fiir k =1 zu

PPNy 4 (1 — Nka) > AP (k1) + (1 — M)p°(k2).

Die Striktheit ergibt sich aus der Annahme eines nicht-replizierbaren Claims, denn
diese impliziert X1(1) + C,(T) # X2(1) + Cy(T'), da ansonsten

X7(1) = X7(1) = C(T) = C\(T) = (k2 — k1)C

gelten wiirde und C' hedgebar wire. Somit liefert in den Umformungen (2.3) die strikte

Konkavitiat der Nutzenfunktion U bei (%) eine strikte Ungleichung. O

Kombinieren wir das vorige Korollar mit dem Theorem 2.5, so folgt, dass in beiden
Aussagen auch die Riickrichtung gilt. Einerseits haben wir also fiir konkave Nutzen-
funktionen gezeigt, dass der nutzen-neutrale Kaufpreis fiir replizierbare Claims linear
und fiir nicht-replizierbare Claims strikt konkav ist. Andererseits kann aus dem Form
des nutzen-neutralen Kaufpreises aber auch eine Aussage iiber die Hedgebarkeit des
Claims abgeleitet werden. Eine zuséatzliche Erkenntnis ist, dass im Falle eines nicht-
replizierbaren Claims der Investor fiir den Kauf von zwei Stiick nicht gewillt ist den
doppelten Preis zu zahlen. Dieses Phinomen begriindet sich in der Risikoaversion des
Investors, welche durch die Nutzenfunktion modelliert wird. Eine konkave Nutzenfunk-
tion steht fiir einen risikoscheuen Investor und der Kauf eines zweiten Claims bedeutet
fiir ihn ein zusédtzlich eingegangenes Risiko, fiir welches er im Form einer Reduktion
des Stiickpreises entschidigt werden mochte. Abschliefend beschéftigen wir uns mit
der Frage, was der Investor vom Angebot eines Claimsbiindels hélt, in welchem sowohl

replizierbare als auch nicht-replizierbare Claims zu finden sind.
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Theorem 2.10
Seien Cy und Cy europdische Claims mit Maturity T, wobei Cy replizierbar sei. Sei C'
das Angebot, welches aus einer Kombination der Claims Cy und Cy besteht. Bezeich-

ne p? den nutzen-neutralen Kaufpreis fir den Claim C; und p° den nutzen-neutralen
Kaufpreis fiir den Claim C = Cy + Cy. Dann gilt

p'(k) = pi(k) +py(k)  fir alle k € R,

das heifst, der Preis fiir die Kombination entspricht genau der Summe der beiden ein-

zelnen Preise.

arb

Beweis. Wir wissen bereits, dass p§(k) = k - pi® gilt, da der Claim C| replizierbar ist.
Insbesondere kann die Auszahlung kC)(7T) durch Handel am Basisgiiterfinanzmarkt

mit Startkapital p}(k) generiert werden und damit folgt

V(.CE,O) = VC(x _pb(k)vk)

= sup EU(Xr + kC(T))]
XreA(z—p®(k))

— sup E[U(XT + kCy (T) + kCQ(T))]
XrEA(z—pb(k))

— sup E[U(Yr + kCy(T))]
YreA(z—p®(k)+p} (k)

= Ve, (v = p"(k) + pr(k), k).
Andererseits gilt aber nach Definition auch
V(x,0) = Vo, (x — p3(k), k)
und die Eindeutigkeit des nutzen-neutralen Kaufpreises liefert p°(k) = pb(k)+p5(k). O

Natiirlich kann die Aussage auch fiir Kombinationen C, die eine beliebige Anzahl &,
von Claims C} und ke von Claims Cy enthalten, gezeigt werden. Aber fiir die Aussa-
ge ist das Vorhandensein eines hedgebaren Claims unerldsslich. Die Begriindung aus
Investorensicht liegt an der Tatsache, dass er indifferent ist zwischen dem Kauf von
C und dem Kauf von C5 verbunden mit der Anlage in den Hedge von C;. Fiir zwei
nicht-hedgebare Claims gilt dies aber gerade nicht, denn die Kombination C' wiirde ein
hoheres Risiko fiir den Investor bedeuten. Dafiir mochte er entschadigt werden, das
heift, in diesem Fall gilt

p’(k) < pY(k) + py(k).



3. Modellrahmen

Nach der Einfiihrung in die nutzen-neutrale Bepreisung kommen wir zum Hauptteil
dieser Masterarbeit. Unsere Ziel ist die exakte Berechnung von nutzen-neutralen Prei-
sen in stetigen Modellen, wobei wir einige Einschrinkungen vornehmen. Zum einen
wurde im Abschnitt iiber die Eigenschaften der nutzen-neutralen Preise die Giiltigkeit

der Gleichung

fiir jeden Claim und jedes k € R nachgewiesen (siehe Theorem 2.4). Somit kénnen
die Verkaufspreise bei Kenntnis der Kaufpreise leicht berechnet werden und aus die-
sem Grund begniigen wir uns mit der Analyse von Letzterem. Zum anderen ist in
vollstdndigen Markten der arbitragefreie Preis eines Claims eindeutig festgelegt und
mit Kenntnis des dquivalenten Martingalmafes bzw. des Hedges einfach zu berechnen.
Insbesondere muss der nutzen-neutrale Kaufpreis diesem eindeutigen arbitragefreien
Preis entsprechen (siehe Theorem 2.5). Deshalb verzichten wir auf die Betrachtung von

vollstdndigen Markten. Im Speziellen studieren wir in dieser Masterarbeit
1. HARA-Nutzenfunktionen
e Exponentielle Nutzenfunktion
e Potenznutzenfunktion
2. Stetige unvollstindige Markte
e Mirkte mit nicht handelbarem Gut (non-traded assets problem, NTAM)

e Mirkte mit stochastischer Volatilitdt (stochastic volatility model, SVM).

3.1. Nutzenfunktionen

In der Literatur existieren verschiedene Varianten fir die Definition einer Nutzenfunk-

tion. Fiir unsere Zwecke verzichten auf die Forderung, dass eine Nutzenfunktion nur auf
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der positiven reellen Achse definiert sein soll und die Ableitung die Inada-Bedingungen
erfiillt.

Definition 3.1 (Nutzenfunktion)
Eine Funktion U : D — R mit D C R wird als Nutzenfunktion bezeichnet, wenn sie

monoton wachsend, strikt konkav sowie zweimal stetig differenzierbar ist.

Eine Nutzenfunktion besitzt folglich einen abnehmenden Grenznutzen, dies bedeutet,
je hoher das jetzige Level des Investors ist, desto geringerer ist sein Nutzenzuwachs,
welcher durch eine zusétzliche Einheit, zum Beispiel 1€ mehr, entsteht (erstes Gos-
sensches Gesetz). Bei diesem Kurvenverlauf wird von einem risikoaversen (risk-averse)
Investor gesprochen. Die Berechtigung dieser Definitionswahl liegt in der Tatsache,
dass von einem rationalen Investor ausgegangen wird und bei linearen (risk-neutral)
oder sogar konvexen (risk-seeking) Nutzenfunktionen irrationales Verhalten auftreten
kann. Ein bekanntes Beispiel ist das Sankt-Petersburg-Paradoxon mit der Identitat als

lineare Nutzenfunktion.

3.1.1. Arrow-Pratt-Malle

Die Kriimmung der Nutzenfunktion spiegelt den Grad der Risikoaversion des Investors
wider und zur Untersuchung dieses Grades empfiehlt sich die Einfithrung der Arrow-
Pratt-Mafe.

Definition 3.2 (Arrow-Pratt-Mafe)
Sei U: D — R eine Nutzenfunktion. Das Arrow-Pratt-Maf der absoluten Risikoaver-

ston ist definiert durch

_U"(Z)
U'(2)

ARA(z) :==

und das Arrow-Pratt-Maf$ der relativen Risikoaversion durch

. U//(Z)
U'(z)

RRA(z) :=z- ARA(z) = —=2

Die Arrow-Pratt-Male besitzen zwei niitzliche Eigenschaften, die wir kurz erldutern

wollen.

(1) Bei monoton wachsenden Nutzenfunktionen ist die erste Ableitung stets positiv,

deswegen bestimmt das Vorzeichen der zweiten Ableitung das Vorzeichen der abso-
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luten Risikoaversion. Insbesondere erhalten wir ein geeignetes Kriterium, anhand
dessen eine Aussage iiber die Risikoneigung des Investors getétigt werden kann.
Die Beziige sind in der Tabelle 3.1 dargestellt.

Kriimmung der | Risikoneigun
U'(z) ARA(2) Nutzenfunition des Inves.g‘rcorsg
U"(z) <0 || ARA(z)>0 konkav risikoavers
U"(z2) =0 || ARA(z)=0 linear risikoneutral
U"(z) >0 || ARA(z)<0 konvex risikofreudig

Tabelle 3.1.: Eigenschaften der absoluten Risikoaversion

Im Falle unseres risikoaversen Investors ist die absolute Risikoaversion positiv und

je groker dieser Wert ist, desto risikoaverser ist er.

(2) Von besonderer Niitzlichkeit erweisen sich die Arrow-Pratt-Mafe zur Analyse der
Verdnderung des Anlageverhaltens eines Investors bei Variation des Startkapitals.
Gegeben sei ein Investor mit Nutzenfunktion U und Startvermdgen x, welcher
in einem Basisfinanzgiitermarkt, bestehend aus einer Aktie und einem risikolosen
Geldmarktkonto, agieren kann. Die Arrow-Pratt-Mafse geben in diesem Modell an,
wie sich die Investitionsentscheidung verdndert, wenn das Startvermogen x des

Investors erhoht wird, veranschaulicht in der Tabelle 3.2.

the amount of | the percentage of
money invested wealth invested
in the risky asset | in the risky asset
increasing ARA  (IARA) decreases
constant ARA  (CARA) is constant
decreasing ARA (DARA) increases
increasing RRA  (IRRA) decreases
constant RRA  (CRRA) is constant
decreasing RRA (DRRA) increases

Tabelle 3.2.: Verdnderung der Anlageentscheidung [Quelle: Branger [3]]

Fiir die Verdnderung der Anlageentscheidung bei variierendem Startkapitel x sind
also nicht die Grofse oder die Vorzeichen der Arrow-Pratt-Mafke relevant, sondern
ihr Verlauf in Abhéngigkeit von x. Diese Eigenschaft des Anlageverhaltens kann
genutzt werden, um in den Optimierungsproblemen die Dimension der Variablen
zu reduzieren. Zum Beispiel ist fiir die Optimierung des Endvermdgens bei einer
CARA- oder CRRA-Nutzenfunktion der Kursverlauf der risikobehafteten Aktie

irrelevant, denn die Kenntnis des heutigen Aktienkurses bestimmt den absoluten
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Anteil (bei CARA) bzw. den relativen Anteil (bei CRRA) des Aktienvermogens
am gesamten Portfolio fiir jeden Zeitpunkt ¢t € [0, T7.

3.1.2. HARA-Nutzenfunktionen

Wir werden ausschliefslich Nutzenfunktionen mit hyperbolischer absoluter Risikoaver-
sion (HARA) betrachten. Eine Nutzenfunktion U : D — R zéhlt zur Klasse der

HARA-Funktionen, wenn die absolute Risikoaversion von der Form

ARA: I —- R
1

—
- A+ Bz

mit B € R>p und A € R ist. In dieser Masterarbeit studieren wir zwei bekannte Nut-
zenfunktionen, wobei die erste bereits im einfiihrenden Beispiel Verwendung gefunden
hat.

Beispiel 3.3 (Exponentielle Nutzenfunktion)

Die exponentielle Nutzenfunktion ist gegeben durch

U: R—-R

1
2 +— ——exp (—72)
g

mit v > 0. Fir die Arrow-Pratt-Mafle ergibt sich
ARA(z) = v und RRA(z) = z - 7.

Beispiel 3.4 (Potenznutzenfunktion)

Die Potenznutzenfunktion ist gegeben durch

U: (0,00) > R
L1-R
TR

mit R > 0, R # 1. Fiir die Arrow-Pratt-Mafe ergibt sich
R
ARA(z) = — und RRA(z) = R.
z

Bemerkung 3.5
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Die exponentielle Nutzenfunktion ist ein Beispiel fiir eine CARA-Funktion, wohingegen
der Potenznutzen eine CRRA-Funktion darstellt. Ein weiterer wesentlicher Unterschied
st der Definitionsbereich, wdhrend zum einen bei der exponentiellen Funktion die kom-
plette reelle Achse zur Verfiigung steht, ist zum anderen die Potenznutzenfunktion nur
fiir positive reelle Zahlen definiert. Im Hinblick auf die Anwendbarkeit beider Funktio-
nen bedeutet dies, dass wir die Theorie hauptsichlich fiir positives Startkapital x > 0
herleiten werden. Auferdem werden wir Restriktionen an die Claims stellen, gehen

darauf aber spdter genauer ein.

3.2. Stetige unvollstandige Markte

In dieser Arbeit werden mit dem non-traded assets model (NTAM) und dem stochastic
volatility model (SVM) zwei Modelle betrachtet, deren gemeinsames Fundament durch

das folgende Grundmodell beschrieben werden kann.

Modell 3.6 (Basismodell)
Der Basisgiiterfinanzmarkt sei gegeben durch einen filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F, (Ft)o<t<r, P), ein Geldmarktkonto mit stochastischer Zinsrate r und zwei Pro-

zessen P und Y mit stochastischen Differentialgleichungen (kurz SDE)

dPt = Pt [Mtdt + UtdBt]
Wy — Ty (31)

Ot

= P, [rdt + 0,(dB; + Mdt)]  mit N, =
sowie

d}/;g = btdt + atth. (32)

Hierbei seien r,p,0,b und a progressiv messbare Prozesse, welche alle Integrabilitits-
bedingungen erfillen, die die Erxistenz einer eindeutigen Losung fir (3.1) und (3.2)
garantieren. Zudem seien B und W Brownsche Bewegungen mit Korrelationsprozess
p, welche die Filtration (Fi)o<i<r erzeugen. Es ist komfortabel mit dem Satz von Lévy
die Brownsche Bewegung W umzuschreiben in dW; = pyd B;+ pi-d B+ mit unabhingigen
Brownschen Bewegungen B und Bt sowie pt = \/1—7/)% Die SDFE fiir Y ldisst sich

dann umformulieren zu

dY; = bydy + a;(pdB; + pFdB;).
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Eine zentrale Rolle zur Bewertung von Optionen und Aktien kommt den dquivalenten
Martingalmalsen zu. Die Menge dieser Mafe im obigen Modell sei mit Q bezeichnet.
Im Hinblick auf die beiden Modelle NTAM sowie SVM!, in denen Y jeweils keine
handelbare Aktie darstellt, geniigt es, wenn der Prozess P die Martingaleigenschaft
erfiillt. Jedes Maf QX € Q wird charakterisiert durch den Dichtequotientenprozess

-
ap Fi 0<t<T

mit

0 0 t
t 1 t t 1 t
= exp <—/ A\dB, — —/ )\idu—/ XudBy — —/ Xidu)
0 2 0 0 2 0

und einem previsiblen Prozess x, der E[Z] = 1 garantiert. Insbesondere ist jedes Mar-
tingalmafs durch den Prozess x eindeutig definiert, und wir nutzen die Schreibweise QX
um diese Abhéngigkeit zu simulieren. Die Wahl des Prozesses x ist insofern beliebig,
dass nur die Restriktionen fOT X2du < oo und E[Z}] = 1 erfiillt sein miissen. Ins-
besondere existieren fiir alle Félle, in denen der Korrelationsprozess p nicht konstant
gleich 1 (bzw. —1) ist, unendliche viele 4quivalente Martingalmafe und das Modell ist
unvollstindig. Fiir x = 0 erhalten wir das minimale Martingalmaf von Foéllmer und
Schweizer? [7,8], und um dessen Zulissigkeit zu garantieren, fordern wir E[Z%] = 1. Ei-
ne dquivalente Darstellung der Menge Q kann mittels den Dichten der Zustandspreise
(,state-price densities) vorgenommen werden. Zu jedem #quivalenten Martingalmaf

QX definieren wir die zugehorige Dichte mittels

t
= exp (—/ rudu) - ZY
Fi 0

wobei N das gewahlte Numéraire, in unserem Modell das Geldmarktkonto, bezeichnet.

G =
LN, dP

Insbesondere gilt fiir den arbitragefreien Preis eines européischen Claims C' bei Wahl

des Martingalmakes QX zur Bewertung

p(C) = E [exp (— /0 ' rudu> -CT} =E [exp (— /D ' Tudu) - 25 OT] = E[(3Cr).

Unter Verwendung der Dichten der Zustandspreise konnen die arbitragefreien Preise des

!Die Berechnung von Q im SVM kann zum Beispiel in [0, Proposition 6.1] nachvollzogen werden.
2Eine kurze Einfiihrung in diese Thematik befindet sich im Anhang (A.2).
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Claims folglich als Erwartungswert unter dem subjektiven Maf P kalkuliert werden, und
demzufolge stellen die Dichten der Zustandspreise das stetige Analogon zu den Arrow-
Debreu-Preisen bei diskreten Wahrscheinlichkeitsmafen dar. Nachdem die Einfiihrung
aller relevanten Faktoren des Basismodells vollendet ist, kommen wir zur Vorstellung

der zwei wesentlichen unvollstindigen Mérkte.

3.2.1. Non-traded assets model

Die Besonderheit dieses Modells liegt in der Tatsache, dass es dem Investor entweder
nicht gestattet oder unmoglich ist, ein bestimmtes Underlying zu handeln. Wir neh-
men an, dass dieses Underlying durch den Prozess Y reprisentiert wird, und dessen
Wert beobachtbar ist. Ein Investor, der eine europiische Option mit Underlying Y
angeboten bekommt, kann diese nicht durch Investitionen in das Underlying hedgen.
Insbesondere stellt sich dass Problem, wie mit dem Risiko dieser Option am besten zu
verfahren ist. Eine geeigneter Ansatz konnte sein, Ausschau nach einer mit Y stark
korrelierten handelbaren Aktie P zu halten, um anhand deren Entwicklung das Risiko
der Option abschitzen und managen zu kénnen. Ein erstes Beispiel sind Preise von
verschiedenen Rohdlmarken. Hierbei konnte P den Preisprozess des global fiihrenden
Benchmark , Brent Crude“ modellieren und Y den eines ,Atlantic basin crude oils“.
Als zweites Beispiel wére ein Claims in Form einer Basket-Option denkbar, denn in
diesem Fall konnen (aufgrund von Transaktionskosten) unmdglich alle Komponenten
des Underlyings gehandelt werden. Der Prozess P konnte hierbei einen Index sym-
bolisieren, dessen Wertentwicklung mit der des Underlyings Y stark korreliert. Eine
dritte Moglichkeit sind Optionen auf Belegschaftsaktien, die den Arbeitnehmern als
zusitzliche Vergiitung gewihrt werden. Diese Optionen sind européischer Art, sofern
sie mit einer Sperrfrist, innerhalb derer eine Verduferung untersagt ist, versehen sind.
Auferdem wird den Arbeitnehmern aufgrund von Insider Informationen der Handel
der Unternehmensaktie, welche fiir die Konstruktion eines Hedges bendtigt wird, ver-
boten. Aufgrund dieser Tatsache besitzt die Unternehmensaktie fiir den Arbeitnehmer

den Status eines nicht handelbaren Gutes.

Modell 3.7 (Non-traded assets model)

Betrachten wir das Basismodell (3.6), so erhalten wir das NTAM durch Wahl von
a; = n Yy und by = (ry + 0:&) Yy, wobei & die Sharpe-Ratio des nicht handelbaren Gutes
Y sei. Fir die SDFEs ergibt sich

d.Pt = Pt [Mtdt + O'tdBt] = Pt [Ttdt + O't(dBt + )\tdt)] s
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dY, = Yy [(re + m&)dt + mdWy] = Yy [(re + me&)dt + mi(ped By + p-dBi)]

wobei die progressiv messbaren Prozesse r,o und \ keine Abhdngigkeit von Y besitzen.

Demnach sind im NTAM P und Y Diffusionsprozesse. In den Anwendungen wird der
Spezialfall mit konstanten Parametern von besonderer Relevanz sein, denn dieses Mo-
dell ist eines der wenigen, wo explizite Kalkulationen der nutzen-neutralen Preisen

moglich sind.

Modell 3.8 (Non-traded asset model, konstante Parameter)
Sind im obigen Markt die Prozesse r,o,\,n,& und p konstant mit p € [—1,1], so ergibt

sich das stochastische System

dPt = Pt [Mdt+UdBt] = Pt [Tdt+0(dBt+)\dt)],
dY; = Y, [(r + né)dt +ndWy) = Y, [(r + né)dt + n(pd B, + p*dB}")]

und deren Lésungen sind gegeben durch die Exponentialmartingale
L,
P, = PFyexp | (r+ oAt +oB, — 50 t
sowre

|
Y, = Yyexp ((T +n&)t +n(pBi + p*B}) — 577275) :

3.2.2. Stochastic volatility model

Bei diesem Modell nehmen wir an, dass P den Kursverlauf einer Aktie reprisentiert,
deren Volatilitdt vom Prozess Y abhangt. Der Prozess Y modelliert demzufolge die
exogene Unsicherheit. In diesem Markt ist die Bepreisung von Claims C' = C(P) in-

teressant, aber auch Claims der Art C'= C(Y') kénnen betrachtet werden.

Modell 3.9 (Stochastic volatility model)
Die Prozesse o, ji,a und b im Basismodell (3.6) seien gegeben durch die Abhingigkeit
o =cVp), e = (Yy),ar = a(Ys) sowie by = b(Y;). Zudem sei die Zinsrate v determi-

nistisch, infolgedessen erhalten wir das SVM

dP, = B [p(Yy)dt + o(Y)dB] = Py [rdt + o(Y)(dB, + A(Yy)dt)]
dY, = b(Y)dt + a(Y)dW, = b(Y;)dt + a(Y:)(pd B, + pi-dBi-).
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Bekannte Beispiele fiir Modelle dieser Art sind das SVM von Heston [17] und das
Stein-Stein-Modell [34], wobei wir in beiden Fillen von der Betrachtung diskontierter

Prozesse ausgehen. Dies entspricht einer Setzung von r = 0.

Beispiel 3.10 (Heston Modell)
Das SVM

AP, = P, [u(Yi)dt + \/YidB| = P/Yi A(Yo)dt + dB]
dY, = k(m — Y,)dt 4+ 61/Y,dW, = k(m — Y,)dt + 6+/Y,(pdB, + p-dB}")

mit k,m,d > 0 und p € [—1,1] heifit Heston Modell. In diesem Modell ist die stochas-
tische Volatilitit gegeben durch /Y, wobei Y ein Coz-Ingersoll-Ross-Prozess (CIR-
Prozess) ist. Dieser CIR-Prozess ist strikt positiv, wenn die Ungleichung 2km > §2
erfillt ist. Der Parameter k wird als Rickkehrrate zum Mittelwert (,rate of mean-
reversion®) bezeichnet, m ist der Langzeitmittelwert (,long-run average®) und & die
Volatilitat der Volatilitit (ol of vol“).

Beispiel 3.11 (Version des Heston Modells)
Wird im Heston Modell (Y;) = p- Y, mit p € R gewdhlt, so ergibt sich

AP, = P, [pYidt + VYidB] = P/Y; [u/Vidt + dB]
dY, = k(m — Y,)dt + 0+/Y:dW, = k(m — Y,)dt + 6+/Y,(pdB, + p-dB}').

Setzen wir m =m — =, so liefert die Ito-Formel, dass /Y die SDE

Ak’

K 1 0
d\Y;= = m—= — VY, | dt + =d

‘2 (m\/ﬁ t) i
erfillt.

Beispiel 3.12 (Stein-Stein Modell)
Das SVM

dY, = k(m — Y;)dt + 6dW, = k(m — Y;)dt + §(pdB; + p~dBi-)

mit k,m,6 >0 und p € [—1,1] heifit Stein-Stein Modell. In diesem Modell ist die sto-
chastische Volatilitit gegeben durch den Prozess 'Y, welcher einen Ornstein-Uhlenbeck-

Prozess darstellt.
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3.3. Problemstellung

In den vorigen Abschnitten wurden die Nutzenfunktionen und die unvollstindigen
Mairkte vorgestellt, welche in dieser Masterarbeit betrachtet werden. Im Bezug auf
das Auszahlungsprofil des angebotenen Claims haben wir bisher keine Restriktionen
eingefiihrt. Nun soll aber gewahrleistet sein, dass die Kalkulation der nutzen-neutralen
Preisen endliche Ergebnisse liefert. Dies garantieren die Forderungen von Henderson

in [12, Assumption 2.1.].

Annahme 3.13
Sei Cr die Endauszahlung des angebotenen Claims C' und k deren Anzahl. Alle in dieser
Arbeit betrachteten Paare (C, k) konnen einer der beiden folgenden Gruppen zugeordnet

werden:
(i) Ist a < Cp < b fir a,b € R,a <b, dann kann k € R beliebig gewdihlt werden.
(11) Ist a < Cr fir a € R und Cr nach oben unbeschrinkt, dann muss k positiv sein.

Mit dieser Annahme ist sichergestellt, dass die optimalen Endvermégen V(x,0) und
V(x — p°(k), k) und somit die nutzen-neutralen Kaufpreise endlich sind. Des Weiteren
konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit a = 0 setzen. Die Begriindung liefert
das Theorem 2.10, welches besagt, dass der nutzen-neutrale Kaufpreis eines Claims, der
eine Linearkombination eines hedgebaren Claims und eines beliebigen Claims ist, durch
die Linearkombination der Preise der beiden Claims gegeben ist. Deshalb kénnen wir
fiir einen Claim mit Cp > a die nutzen-neutralen Preise fiir C' := C' — a berechnen und
erhalten dariiber die fiir C. Ein Beispiel fiir einen Claim, der die obigen Annahmen nicht
erfiillt, ist die short Position in einem Call mit Underlying Y (C' = (Yr—K)*, k = —1).
Aufgrund des Aktienpreisrisikos, dessen der Halter der short Position uneingeschriankt
ausgesetzt ist, gilt P(X7 — (Y7 — K)* < 0) > 0 fiir jede Strategie X7 € A(z — p®(—1)).
Bei der Potenznutzenfunktion, welche wir nur fiir die positive reelle Achse definiert

haben, impliziert die kanonische Fortsetzung

1-R

z z>0
U(z) = 1-R -
—o0 z2<0
auf ganz R direkt
V(e —p'(-1),-1) = sup  E[U(X; — (Yr — K)T)] = —oo0.

XpeA(z—pb(-1))
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Dieses Problem tritt aber fiir viele Nutzenfunktionen auf, inshesondere ist auch fiir den
Fall einer exponentiellen Nutzenfunktion der nutzen-neutrale Kaufpreis des short Calls

nicht endlich, wie wir spater sehen werden.

Neben der Endlichkeit der nutzen-neutralen Kaufpreise hat die obige Annahme einen
weiteren Vorteil, denn bei positivem Startkapital x > 0 kann von einem fast sicher po-
sitiven Endvermogen ausgegangen werden. Insbesondere ist die Potenznutzenfunktion,
welche wir nur fiir die positive reelle Achse definiert haben, nutzbar. Die Zusammen-

fiihrung aller Modellteile und Restriktionen liefert die zentrale Problemstellung dieser
Arbeit.

Problemstellung

Ein Investor mit Anfangsvermdgen x > 0 maochte in einem stetigen unvollstindigen
Markt (NTAM oder SVM) mit Zeithorizont [0, T] interagieren. Seine Priferenzen (sei-
ne Risikoaversion) werden durch eine HARA-Nutzenfunktion modelliert. Zudem wird
dem Investor das Angebot gemacht, im heutigen Zeitpunkt k Stick eines europdischen
Claims C mit Maturity T zu kaufen. Fiir die Endauszahlung gilt Cp > 0 P-fast sicher.

Hierbei kinnen fiir die Abhdngigkeit des Claims dret verschiedene Fille auftreten:

1. C=cC(P),
2. C=C(),
3. C=C(PY).

Wir interessieren uns fir die nutzen-neutralen Kaufpreise des Claims C, das heifit, fir
jedes k € R ist die Lisung p°(k) der Gleichung

V(l‘,O) = V(:C _pb(k>>k)

gesucht. Die Berechnung erfolgt in drei Schritten.

1. Schritt (Mertons Portfolioproblem)

Gegeben ein Anfangskapital z > 0 und eine Nutzenfunktion U besteht fiir einen Inves-
tor das Problem, eine zuléssige Portfoliostrategie zu finden, die den erwarteten Nutzen
seines FKindvermogens nach einer Zeit T' maximiert. Das Optimierungsproblem, welches

zu losen ist, stellt sich dar als

V(z,0) = sup E[U(X7)].

XT€eA(x)

Der Name dieses Problem geht zuriick auf Robert C. Merton. Im Jahre 1969 hat er
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die nutzenbasierte Optimierung mit Konsum in dem Paper , Lifetime portfolio selection
under uncertainty: the continuous-time case® [26| formuliert und gelst. Eine weitere
Analyse veroffentliche er zwei Jahre spater mit ,,Optimum consumption and portfolio

rules in a continuous-time model“ |27].

2. Schritt (Portfolioptimierung mit Claim)
Gegeben ein Anfangskapital z > 0 und eine Nutzenfunktion U besteht fiir einen Inves-
tor beim Kauf von k Stiick des Claims C' zum Gesamtpreis von p°(k) das Problem, eine
zuldssige Portfoliostrategie zu finden, die den erwarteten Nutzen seines Endvermdégens
nach einer Zeit 7" maximiert. Das Optimierungsproblem, welches zu 16sen ist, stellt sich
dar als

V(z—p°(k),k)=  sup  E[UXp+kCr)].

XreA(z—pb(k))

3. Schritt (Berechnung des nutzen-neutralen Kaufpreises)

Durch Auflésen der Gleichung
V(2,0) = V(z = p(k), k)

nach p’(k) erhalten wir schlieflich den nutzen-neutralen Kaufpreis.



4. Der grundlegende Ansatz

Im ersten Abschnitt, dem Theoriepart dieses Kapitels, behandeln wir in Anlehnung an
das Skript ,,Optimierungsprobleme in der Finanzmathematik® von Soren Christensen |1]
die stochastische Kontrolltheorie und das Bellman-Prinzip. Mit den Resultaten leiten
wir im zweiten Abschnitt die optimalen Endwerte in Mertons Portfolioproblem und
der Portfoliooptimierung mit Claim fiir das NTAM sowie das SVM her.

Idee des Ansatzes

Dieser Ansatz nutzt die Mittel der stochastischen Kontrolltheorie und bendtigt das
Vorliegen eines Markovischen Setting. Bezeichne X = (X,),.,., die Vermogensent-
wicklung einer Anlagestrategie am Basisfinanzgiitermarkt. Ang_erzommen, die Losungen
der SDEs von Y, P und X wiren Diffusionsprozesse, dann beséfen diese die Marko-
veigenschaft. Dieses Charakteristikum kann mittels der dynamischen Programmierung
gewinnbringend eingesetzt werden, indem das Optimierungsproblem in das Losen einer
Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung (kurz HJB-Gleichung) iiberfiihrt wird. Abschlie-
fend liefert dann die Berechnung der Losung die Werte fiir V (z,0) und V (z —p°(k), k).

4.1. Stochastische Kontrolltheorie und das

Bellman-Prinzip

4.1.1. Setting

Sei (2, F, (Fi)i=0, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Filtration (F,);o,
die die usual conditions erfiille. Sei (W,),5o = (W},... ,W{),5, eine d-dimensionale

Brownsche Bewegung und sei 4 C RP die sogenannte Kontrollmenge.

Definition 4.1 (Kontrollstrategie)
Eine adaptierte Abbildung
m: [0,00) x Q= U
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heifit Kontrollstrategie.

Zu einer Kontrollstrategie m wird das stochastische System

d
dS{™ = by(t, 57 m)dt + Y o1 (t, ST, m)dW Sy = s,
j=1
d .
dS{™ = by(t, S7,m)dt + Y o (t, ST m)dW) SiT = sy,
j=1

mit

b: [0,00) x R" xU — R"
o: [0,00) x R" x U — R™.

Definition 4.2
Mit der Notation Sf = (S5™,...,S["™) sowie s = (s1,...,5,) € R" ergibt sich die
Dynamik

dSy = b(t, ST, m)dt + o(t, S, m)dW, Sy =s (4.1)

Die Differentialgleichung (4.1) bezeichnen wir als das stochastische System der Kon-

trollstrategie w [unter (b, 0)]. Ezistiert fir diese eine Losung, so wird w zuldssig genannt.

Definition 4.3 (Markov-Strategien)
Fine zuldssige Kontrollstrategie m mit stochastischem System (4.1) wird als Markov-

Strategie bezeichnet, falls eine messbare Abbildung o : [0,00) X R™ — U mit
Ty = Oé(t, St)

fiir alle t > 0 existiert.

Unter einer Markov-Strategie vereinfacht sich die Dynamik des stochastischen Systems

zu

dSF = b(t, ST)dt + o(t, ST)AW, ST =,

wobei die Abbildungen b und o iiber die entsprechende Abbildung o abgeédndert werden
kénnen. Der entscheidende Vorteil ist, dass die Losung ein Diffusionsprozess ist und
daher die Markoveigenschaft besitzt. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels gehen wir

immer von Markov-Strategien aus.
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4.1.2. Zielfunktion und Wertfunktion

Im Sinne der allgemeinen Theorie verwenden wir Nutzenfunktionen U : R™ — R und
T bezeichne den Zeithorizont. Wir definieren fiir ¢ € [0, 7] die Zielfunktion

J(t, 57, m) == EU(ST)|Fi] = Ea.sp)[U(ST)],

wobei in der letzten Gleichheit die Markoveigenschaft des Diffusionsprozesses verwendet

wurde. Dementsprechend gilt
J(t,s,m) = EU(ST)[ST = s,

wobei s = (s1,...,5,) den Wert des stochastischen Systems von 7 im Zeitpunkt ¢

beschreibt. Insbesondere erhalten wir die Randbedingung
J(T,s,m) =E[U(ST)|ST = s] = U(s).

Wir nehmen ferner an, dass eine optimale zulissige Markov-Strategie 7* existiert, das
heiftt, die Zielfunktion erfiillt

J(t,s,m) > J(t,s,m) fir alle t, s, 7.

Im Allgemeinen muss die Existenz einer solchen Strategie 7* nicht gegeben sein, aber
wir nutzen diese Annahme nur, um eine Idee fiir einen Kandidaten zu bekommen.
Unter dieser Voraussetzung fiihrt die Optimierung iiber alle Markov-Strategien zur
Wertfunktion

v(t,s) :=sup J(t,s,m) = J(t,s, 7).

™

4.1.3. Bellman-Prinzip

Die Idee der dynamischen Programmierung kommt treffend in dem folgenden Zitat zur

Geltung:

wAn optimal policy has the property that whatever the initial state and initial
decision are, the remaining decisions must constitute an optimal policy with
regard to the state resulting from the first decision.“

Bellman, 1957.
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Die Kernidee ist, dass eine Optimierung iiber den gesamten Zeitraum auch immer
eine Optimierung iiber Teilintervalle des Zeitraums darstellt. Insbesondere kann die
Optimierung auf Probleme auf den Teilintervallen zuriickgefiihrt werden. Die mathe-

matische Formulierung dieser Aussage ist das Bellman-Prinzip.

Theorem 4.4 (Bellman-Prinzip)
Fir 0 <r <t <T und alle Markov-Strategien gilt

o ST) = sup By ol 7)), (4.2
weA ()
wobei A,.(1") die Menge aller Markov-Strategien darstellt, die bis zum Zeitpunkt r mit

! dbereinstimmen.

Beweis. Zuerst mochten wir erldutern was die Gleichung (4.2) besagt:

Wir haben im Zeitraum [0, r| die Strategie 7’ verfolgt und wollen im restlichen Zeitraum
[r, T] optimal handeln (linke Seite). Dann geniigt es auf den Teilintervall [r, t] optimal
zu handeln und sich den optimalen Wert in ¢ auszahlen zu lassen (rechte Seite). Insbe-
sondere liefert das Theorem eine Identitét fiir die Wertfunktion, die das Problem auf

Teilintervalle reduziert.

Fiir einen vollstandigen Beweis unter einigen Zusatzannahmen sei auf Nizar Touzi |30,
Kapitel 2| verwiesen. Wir begriinden hier nur, dass die Gleichung (4.2) bei Existenz
einer optimalen Markov-Strategie 7* erfiillt ist. Die Idee ist, zuerst nur die Ungleichung
zu zeigen und dann mit Hilfe von 7* einen konkreten Maximierer anzugeben. Fiir die

Zielfunktion ergibt sich unter Anwendung der Turmeigenschaft

J(’I", S;r’ 7T) =K [U(S;“)LFT]
E[E[U(ST)IF]|F]
E

[
[J (&, 57, m)|F] -

Laut Definition gilt
v(r,s) > J(r,s,m) fiir alle r, s, ,

und dies liefert fiir eine Strategie 7 € A,(7'), die auf [t, 7] mit der optimalen Markov-

Strategie m* iibereinstimmt

v(r, S;r/) > J(r, Sy, m) =E[J(t,S],7) | Fr] = Eqg.sm) [v(t, S7)] -
—_————

=o(t,57)
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Insbesondere folgt

v <r, S;rl) > sup Eqgm [v(t,S7)]. (4.3)
weA (")
Die Existenz der optimalen Markov-Strategie 7* impliziert nun, dass das Supremum
bei der Strategie m € A, (7') mit

' firt € 0,r]
7 firte (r,T)

angenommen wird, und daraus resultiert Gleichheit in (4.3). O

Bemerkung 4.5

Die Aussage des Bellman-Prinzips lautet, dass fiir jede Markov-Strategie der Wertpro-
zess v(r, ST )repr) ein Supermartingal bildet und genau dann ein Martingal ist, wenn
m = 7w* gilt. Also je linger der Investor eine Markov-Strategie ™ # m* wverfolgt, de-
sto mehr verliert er vom optimalen Wert. Bei Verwendung von m* wird dieser Verlust

gerade verhindert.

4.1.4. Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung

Mit Hilfe des Bellman-Prinzips kann eine HJB-Gleichung fiir den Wertprozess herge-
leitet werden. Die Idee ist, die Linge der Teilintervalle gegen 0 gehen zu lassen, also

die Tto-Formel anzuwenden.

Satz 4.6 (It6-Formel)
Sei S = (S1,...,S™) ein R™-wertiges Semimartingal. Fiir eine Funktion f € C*(R™)
gilt

15 =15+ 3 [ grssaisi v 3 [ gia s s,
i=1 Y0 ! o

und (f(St))eso ist selbst ein Semimartingal. Hierbei bezeichnet [-,-] die Kovariation.

Nehmen wir an, dass v € C1? (R, R") ist, wobei diese Schreibweise bedeutet, dass die
Funktion einmal nach der ersten Variable und zweimal nach allen anderen Variablen

differenzierbar ist, so kénnen wir die It6-Formel auf (v(r + u, Sy14)),~, anwenden und
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erhalten fiir eine zulissige Markovstrategie 7 folgende Identitit?

(t St) - U Ty S / _U T+ u, ST+U> d(?" + u) + Z / aax U(T + u, Sr-i-u) dsz“—i-u
i=1 ‘

T3 Z / axﬁxy r T ST+U) d [Sj’ Sq r+u

7.]_

t
v(r, Sy) /—vuS du—i—; /8iiv(u75u) ds’
i qi
*3 Z/axza% 5. d[s7.5),

7]_

Mit der Dynamik

d
dSZ = bz<t, St, 7Tt>dt + Z O-i,k(ta St, Wt)thk Sé = XT;
k=1
fir i = 1,... ,n kénnen wir die Kovariation [S?, S'] zu

1=1 k=17

d d
[Sj,SiL — Z/aj’l(u,Su,wu) dw! Z/aiﬁk(u, Sy, ) dWE
0
t
Uj,k(ua Sua 7Tu) : Ui,k(ua Sua 7Tu) du

Uj,k(uy S’u,a 7Tu) : O-i,k‘(uw Sua 7Tu) du

berechnen, welches die Dynamik

d
d [517 SJ:|t = Z O‘ik(t, Sta 7Tt) . O'ij;(t, Su 7Tt) dt = D17]<t7 Sta 7Tt) dt.

k=1
N

J/

—
=D; ;(t,S¢,mt)

3Es sei bemerkt, dass es korrekterweise immer S™ heifen miisste, um auf den Einfluss der
Markov—Strategie 7 hinzuweisen. Wir verwenden aber die Kurzform 5, sofern die Abhéngigkeit
klar ist.
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fiir den Kovariationsprozess zur Konsequenz hat. Dies liefert

t
o(t, Sy) = v(r, ) /—vuS ds+2/£v(u,5u)d6‘;
=1 !

+z Z / o a% S,) d[S?, 57,

’L]—

v(r, S,) /—vuS

+ Z:: /bi(u,Su,m) a—xiv(u, S,)du + ; /O'i,k(U; Sy, ) 8_1:1-1}(“’ S,) dW*

2

0
+ = Z /DZJ Uy Sy o) (%jiaxjv(u, Sy) du

1]1

r

= o(r, Sﬁ—i—/%v(u, Su)du

T
t

0? - 0
§ D, > b, <
+/< iUy Suy ) ——=— e v(u, Sy) + bi(u, Sy, ) a(%iv(u, Su)> du

- 1,7=1 1=1
:A(7:gu77ru)
n d
0
% /m 0 Sus ) ol 8,) AV

zlle

Der Term A(u,S,,m,) entspricht dem (infinitesimalen) Generator £ des Diffusions-
Prozesses S angewendet auf den Wertprozess, das heifst A(u, Sy, m,) = L (v(u, Sy))-

Wenn nun das lokale Martingal

M:—ZZ/UMUSU,WU 88 (uS)de

zlklr

ein echtes Martingal bildet, gilt E[M, ;|F,] = M,, = 0 fiir » < ¢. Dadurch erhalten wir
mittels Umstellen und Bedingen auf F, die Gleichung

t

o(r,S,) = E / (—a%v(u, S.) — Alu, S, m)) du + v(t, $)) ‘ i3

T
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t
=E(.s,) / (—(%v(u, S.) — A(u, Sy, m)) du+v(t,S) |,

r

wobei im letzten Schritt die Markov-Eigenschaft benutzt wurde. Kombinieren wir das
Bellman-Prinzip mit der aus der Ito-Formel resultierenden Gleichung, so kénnen wir

fiir » < ¢ und jede Markov-Strategie 7’

0< < sup B, gy [0(2, Sf)]) —Eq sy |:U(t7SZrl)]
meA (")

=o(r,S™) — B gy [v(t’ Sf/)}

8 / ! / ,R./ 7.l_/
= E(T,S;r’) / (‘%U(U, Sy ) — A(u, Sy aﬂ-u)> du+v(t, S )| — E(T,S;r’) [U(ta Sy )]

r

t
9 w’ '
- E(T,Sl‘/) / (_%U(u’ Sy ) - A(uv Su ,7Tu)> du

T

herleiten. Bemerkenswert ist, dass sich der Term v (¢, ST') eliminiert und deswegen eine
Optimierung auf dem Teilintervall [r, t] durchgefiihrt werden kann. Als Funktion von ¢
ist der Erwartungswert also grofser gleich 0 und fiir ¢ = r startend in 0. Lésst sich der

Erwartungswert nun in ¢ = r nach t differenzieren, so erhalten wir
a Sﬂ_/ A Sﬂ_/ / <
av(ta 7))+ At S0, m) <O0.

Diese Ungleichung gilt fiir alle Markov-Strategien und wir wissen, dass ein 7’ existiert
(unser 7*), wofiir Gleichheit gilt. Wir haben also eine partielle Differentialgleichung
(partial differential equation, kurz PDE) hergeleitet, deren Losung den Wertprozess

liefert.

Satz 4.7 (HJB-Gleichung)
Der Wertprozess v(t, s) zu einer Nutzenfunktion U : R™ — R erfillt

sup %U(ta 8) + A(t7 877&) =0 und U(T’ S) - U(S)

Dies ist die Hamilton-Jacobi- Bellman-Gleichung.

Bemerkung 4.8
Alle vorigen Uberlegungen waren heuristischer Natur und wir wollen nicht unbemerkt

lassen, dass fiir eine Losung der HJIB-Gleichung nachzuweisen ist, dass sie tatsdchlich
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dem optimalen Wertprozess entspricht. Diese Priifung kann durch einen Verifikations-
satz, wie in [/, Satz 3.3.], geschehen. Sind aber die sehr restriktiven Annahmen, wie
v e CY2(R,R™) fiir die Anwendung der Ito-Formel, nicht erfillt, muss die Theorie der
Viskositdtslosungen zu Rate gezogen werden. Fir eine kurze Einfihrung sei auf [/, 3.6
Erweiterter Lisungsbegriff: Viskositdtslosungen/ sowie [30, 6. DPE in the viscosity sen-
sef verwiesen. Zudem befindet sich in [37, Appendiz] eine Aufzihlung weiterer Quellen.
Wir werden in dieser Arbeit davon ausgehen, dass die Lisung der HIB-Gleichung den
optimalen Wertprozess darstellt und die nétigen technischen Uberlegungen nicht aus-

fiihren, zumal sie hdufig in den zitierten Papern zu finden sind.

4.2. Anwendung

4.2.1. Ubersetzung der Theorie auf die Modelle

Allgemein stellt sich in dem ersten beiden Schritten der Problemstellung (3.3) die
Aufgabe, zu einem gegebenen Startkapital eine optimale selbst-finanzierende Hand-
lungsstrategie zu finden. Nun symbolisiert im ersten Modell Y ein nicht handelbares
Gut und im zweiten die Volatilitdt von P, daher sei bemerkt, dass in beiden Mérkten
nur die Aktie P gehandelt wird. Dies bedeutet, dass das Portfolio des Investors (neben
dem Halten von k Claims) allein aus Aktien P und dem Geldmarktkonto besteht. Jede
Handlungsstrategie kann durch ihren induzierten Vermogensprozess (X )o<i<r reprii-
sentiert werden. Hierbei bezeichnet 6; die Anzahl von Aktien P, welche bei Verfolgung
der Strategie zum Zeitpunkt ¢ gehalten werden, und X = z sei das Startvermdgen der

Strategie. Aufgrund der Selbstfinanzierungsannahme gilt die SDE

dX? = 0,dP, 4+ r (X! — 0,P,)dt
= 0, P, [rydt + o (dBy + Mdt)] + ro(X? — 0,P,)dt
= 10, Pdt + 0,0, P,dB; + 0,0, P,\dt + r X dt — r,0,Pdt
= 00, P,dB, + (6,0, P\ +r X[ dt

und mit dem relativen Anteil 7¢ := %L

= ergibt sich

dX! = o, X} 7ldB, + (o X[m0\ + 1 X0D)dt X! ==z
= XtGO'tﬂ'tgdBt -+ Xf(O’ﬂTf)\t + Tt)dt (44)
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Wir verwenden die Konvention, von der Handelsstrategie 7% mit Startkapital z zu
sprechen, wenn der Vermdgensprozess durch (X?)o<;<r gegeben ist*. In unserem Ba-

sismodell entsteht fiir eine (Kontroll-)Strategie 7w das stochastische System

dStl = dXt: Xto-tﬂ-tdBt + Xt(o-tﬂ-t)\t + Tt)dt XO =2z,
dStQ = dPt = ]Dt [Ttdt + Ut(dBt + )\tdt)] PO =P,
dS; = dY; = byd; + a;(p:dB; + p;-dB;") Yo =y.

Annahme 4.9
Jede Handelsstrategie m mit obigen stochastischen System ist eine Markov-Strategie im
Sinne der Definition 4.3.

Unter dieser Annahme konnen wir die stochastische Kontrolltheorie auf das System
S = (X, P,Y) anwenden. Sei T' der Zeithorizont und Uy : R™ — R eine Nutzenfunktion,

so wird analog zum Theoriepart fiir ¢t € [0, 7] die Zielfunktion

J(t, Sy, ) = E[Up(St)|Fi
=K

‘](tazapvyvﬂ-) [UO(ST)|Xt227Pt :p,Y; :y}v

und die Wertfunktion

v(t, z,p,y) =supJ(t, z,p,y, ).

d
definiert. Fiir D; ;(t, Sy, m) = oik(t, S, m) - 0jk(t, S, m) ergibt sich mit m X, = 6, P,
k=1
DX,X(ta Zapay77rt) = Ut2p29t2 DX7Y(t7 Z,p,y,m) = opaprtip
DY7Y(tvzapayv7Tt) = CL? DX,P(tv z,p,y,ﬁt) = Utzetp2
Dpp(t,z,p,y,m) = oip Dpy(t,z,p,y,m) = opaipy

und dies kann genutzt werden, um die HJB-Gleichung anzugeben.

Proposition 4.10
Die HJB-Gleichung fiir das Basismodell ist gegeben durch

0
0= sup &U(tu Z, D, Z/) + A(taz7p7y7ﬂ-t)

4Aus Griinden der Lesbarkeit schreiben wir im Weiteren nur X anstelle von X?, sofern die Abhin-

gigkeit klar ist. Insbesondere verwenden wir auch 7 anstelle von 77,
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mat

1 1
Alt,z,p,y,m) = 501521729752“% + 50152192%1? + 5“?”3/3/

+ Utzetp2vzp + O-tatptetpvzy + Otpatptvpy

+ (o Mbip + 12)v, + (1ep + oL Aip) vy + biy
Hierbei steht der Index t fiir einen adaptierten Prozess, wihrend die anderen Indizes
die Ableitung nach der jeweiligen Stelle symbolisieren.

Die zentrale Idee der Anwendbarkeit der HJB-Gleichung zum Losen unserer Problem-

stellung liefert die nichste Beobachtung.

Beobachtung 4.11
Gegeben seien das Anfangskapital x und die Nutzenfunktion U : I — R eines Investors.

Auflerdem bezeichne C den angebotenen europdischen Claim. Dann gilt

V(z,0):= sup E[U(X7)]

XreA(x)
= sup E[Ui(S7)|Xo=2,F=p,Yo =]
XreA(z)
und
V(e —p(k), k) : = sup E[U(Xr + kCr)]

XreA(z—pb(k))
= sup E[U(Sr)|Xo =z —p’(k), P =p, Yo =1y.
XreA(z—pb(k))

Hierbei charakterisieren Uy, Us : R?® — R die an U angepassten Nutzenfunktionen.’

Man erhilt die optimalen Endwerte also durch

1. V(x,0) =v(0,z,p,y) mit v(t,z,p,y) ldst die HIB-Gleichung

0
—’U(t,Z,p, y) + A<t7 Z7p7y77rt) und U<T7 2, Dy y) = U<Z>

0 =sup BT

°In der Theorie wurden Funktionen der Form Uy : R"™ — R verwendet, daher die Einfiihrung
von Uy, Us. Deren genaue Form (in Abhingigkeit von U) ist fiir unsere Belange irrelevant, daher
schreiben wir ab jetzt einfach U.
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2. V(x —pP(k), k) = v(0,2 — p°(k), p,y) mit v(t,z,p,y) lést die HIB-Gleichung

0
0=sup o(t,z.p,y) + Alt, 2, p.y,m) und o(T, 2, p,y) = Uz + ke),

wobei ¢ den Wert des Claims in T darstellt.

Die vorige Beobachtung erlautert, wie in den Optimierungsproblemen die Werte fiir
V(x,0) und V(z — p°(k), k) berechnet werden kénnen, ndmlich durch das Losen einer
HJB-Gleichung. Fiir diese nicht-lineare PDE ist aber keine geschlossene Losungsform
vorhanden. Um trotzdem explizite Kalkulationen durchfiihren zu kénnen, verwenden

wir einen Produktansatz, dies bedeutet, dass Funktionen u und ¢ mit

v(t,z,p,y) = u(t, 2) g(t, z,p,9)

gesucht werden. Die Funktion u wird derart gewéhlt, dass u(T, z) = U(z) gilt, die Rand-
bedingung des Wertprozesses also (7, z, p,y) = 1 fiir alle z, p, y fordert. Die Hauptauf-
gabe besteht nun darin, durch geschickte Wahl von u und Einsetzen der Produktform
in die HJB-Gleichung eine explizit l6sbare PDE fiir ¢ (oder, falls dies nicht moglich ist,
fiir eine Transformation G von ¢) herzuleiten. Die Chance auf den Erhalt einer l6sbaren
PDE erhoht sich natiirlich, wenn die Funktion g (bzw. G) von wenigen Variablen ab-
hiangt. Und genau an diesem Punkt wird die CARA- bzw. CRRA-Eigenschaft unserer
Nutzenfunktionen zum Tragen kommen, welche vor allem fiir Mertons Portfolioproblem

explizite Kalkulationen in beiden Modellen moéglich macht.

4.2.2. Non-traded assets model

Federfiihrende Autoren bei der Analyse des NTAM mittels des grundlegenden Ansatzes
sind Henderson & Hobson mit mehreren Papern [12-11, 19]. Des Weiteren analysierten
Musiela & Zariphopoulou die Optimierungsprobleme unter exponentiellen Préferen-
zen |30], wobei letztere eine wichtige Hopf-Cole-Transformation namens ,distortion”
einfiithrte [37]. Wir betrachten das NTAM mit konstanten Parametern und erhalten

das stochastische System

dXt = Xt [O”]TtdBt + (Uﬂ't)\ -+ T)dt] X() =2z,
dPt: Pt [Tdt+0(d8t+)\dt)] PO =P,
dY, = Y, [(r+n&)dt +n(pdB, + p*dB;)] Yo =y.
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Dementsprechend wird die HJB-Gleichung des Wertprozesses zu

0
0= sup _U(t727p7 y) + A<t7zap7y77rte)

oot
mit
0 1 2 202 1 2 2 1 2 2
Alt,z,p,y,m) = 30D 0;v.. + 50 P Upp + ST Y Uy

+ 0%0,0°V2p + TNYPOLPULy + TPNYPUL
+ (oN0p + 12)v, + (rp + oAp)v, + (1 + n&)yv,.

1. Schritt (Mertons Portfolioproblem)
Gesucht ist die optimale Strategie m, welche den Wert

V(z,0) = sup E[U(X7)]

XreA(x)

liefert. Der zugehorige Wertprozess
v(t,2,p,y) = sup J(t, 2, p,y, m) = sup E[U(Xr)| X, = 2, P = p, Vi = y]
ist unabhingig von P und Y in dem Sinne, dass
ot 2, p,y) = sup E[U(X7)|X; = 2]

gilt. Dies begriindet sich in der Tatsache, dass zum einen die nicht handelbare Ak-
tie Y fiir den Investor nur von Relevanz ist, wenn sie die Auszahlung des Claims C'
beeinflusst und er auch Claims in seinem Portfolio hélt. Zum anderen besitzt die ex-
ponentielle Nutzenfunktion eine konstante absolute und die Potenznutzenfunktion eine
konstante relative Risikoaversion, somit liefert die zweite Eigenschaft der Arrow-Pratt-
Mafe (siehe 3.1.1), dass der Kursverlauf von P aus dem Problem eliminiert werden

kann. Insbesondere folgt v, = v, = 0 und dies vereinfacht die HJB-Gleichung zu

0
0= sup &U(ta Z, D, y) + A(tv DY, 7Tt)

0 1
= sup EU@’ z,p,Y) + 502p20tzvzz + (o X0ip + 12)v, (4.5)

Bemerkung 4.12
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Die Optimierung tiber alle Handlungsstrategien ist dquivalent zur Lésung der Gleichung
(4.5). Wir definieren den absoluten Anteil des Vermdgens, welcher in die Aktie P in-
vestiert wird, durch 0P := 0-p. Nach (4.5) ergibt sich fur das Merton-Problem, dass eine
Optimierung iber diesen Anteil stattfindet. Insbesondere ist (wie bereits bemerkt) der
Kursverlauf der Aktie P nur indirekt relevant und der Wertprozess v(t, z,p,y) neben

dem Zeitparameter einzig vom Verlauf des Vermdgensprozesses (X{)o<i<r abhingig.

Die Bestimmung des Optimums in Abhéngigkeit von 67 ergibt

AU,
0= ?v,., + o\, & O =— Y , (4.6)
OV
welches fiir v(t, z, p,y) = v(t, z) die PDE
0 0 (t,2) + L\ (4.7)
= —v(t, 2 rz — = oy .
ot 2 V,,

mit Endbedingung v(7T', z) = U(z) impliziert. Mit diesem Wissen konnen wir fiir beide
Nutzenfunktionen das Merton-Problem explizit 16sen, wobei vor allem die Erkenntnis

der Abhéngigkeit des Wertprozesses von nur zwei Variablen hilfreich ist.

a) Exponentielle Nutzenfunktion
Als Ansatz fiir die exponentielle Nutzenfunktion U(z) = —%e‘w mit v > 0 empfiehlt
sich (sieche Henderson & Hobson [11])

r(T—t)

olt,2) = u(t, 2) g(t) = —% g(t)

mit einer Funktion ¢ : [0,7] — R, ¢(T") = 1. Fiir die partiellen Ableitungen gilt

ov 1 HT—t) (T—t)

— = ——e 7% t) — rze"THemr2e t

%= g0 o)

ov T
_ r(T-1) —7ze7(T t)

— =e e t

o g(t)

0%*v ) T
_ r(T—t) — zer(T—1)

5, = ¢ eV g(t).

Somit impliziert die PDE (4.7)

2,2
AvZ

0 1
0= —wo(t - = .
v(,z)+(r2 5 Uzz)v

ot

_ le—yze”(T_t)g/(t) o Tzer(T—t)e—ﬂ/ze

oy

r(T—t)

g(t)
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(L1 ey
2 _762T(T—t)€—7ze7'(T*t>g(t)

1 _ r(T—t) / ]. )\2
= — e g + S5
Y 2y

1 aw [, 1.,
T —nze .
L (g0 - )

) er(Tft)ef'yzeT(T_t)g@)

—~yze(T—1)
! g(t)

das heifst, g erfiillt die lineare PDE
/ Lo :
g(t) = 5A°g(t) mit o(T)=1.
Deren Losung ist g(t) = e~ 2T~ und die Wertfunktion v(¢, z) lautet

U(t, Z) —— le*'YZeT(T—t) (t) _ _lef,yzer(T—t)eié)\Q(Tit)

g Y

Y

welches schlussendlich den optimalen Wert liefert.

Beispiel 4.13
Bei Mertons Portfolioproblem im NTAM besitzt der optimale erwartete Endnutzen un-

ter exponentiellen Priferenzen den Wert

1 rT 2
V(z,0) = v(0,z) = ——e 7 e 2VT

Y
b) Potenznutzenfunktion
Fiir die Nutzenfunktion U(x) = % mit R > 0, R # 1, wéihlen wir einen Separations-
ansatz, das heift, wir schreiben den Wertprozess als Produkt v(t,z) = u(z) ¢(t). Die
Randbedingung

' L1-R

T) =v(T =U =
u(2) 9(T) = (T, 2) £ U() = -

impliziert direkt u(z) = Z:; und ¢(7") = 1. Die Funktion u entspricht also der Potenz-

nutzenfunktion und fiir die partiellen Ableitungen des Wertprozesses ergibt sich

0%

9z

ov AR ov

5 = q'(t) 1R 5 = =g(t) (-R) 2771,

g(t) =7,

Dementsprechend transformiert sich die PDE (4.7) zu

0= gt (7"2 - h?M) g(t)2~"
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1-R 1-R

R
_ 12_ - <g’(t) + <(1 — R)r + %V)g(t))

N J/
-

1
+ g(t)rzl_R + 5)\29(75) :

|
=

‘=ay

und daher erfiillt g die lineare PDE

g(t) = —ar g(t) mit g(T)=1.
Durch Einsetzen der Losung g(t) = e (T ergibt sich

1—R)\2

R
U(t7 Z) - U(Z) g(t) = —e(l_R)T(T_t)@ 2R (T_t)'

Beispiel 4.14
Bei Mertons Portfolioproblem im NTAM besitzt der optimale erwartete Endnutzen bei

Potenznutzen den Wert

1-R

V(w,0) = v(0,2) = T—pel =T ET,

Bemerkung 4.15
Mit Kenntnis der Losung der Wertprozesse kann auch der Wertanteil des Vermadgens

im risky asset P explizit angegeben werden, denn nach (4.6) gilt

ep: _ )\UZ — i e_T(T_t)
Yoov, oy
o — AU, _ Az

ov,, OR

(Exponentialnutzen),

(Potenznutzen).

Bei der exponentiellen Nutzenfunktion wird im Zeitpunkt t in die Aktie P der Wert
eines Forward-Kontrakts mit Underlying U%/ investiert, im Bezug auf Forwards ist die-
ser Wert also konstant. Insbesondere ist 07 beim Exponentialnutzen unabhdngig von
aktuellen Wert X; = z des Vermdgens. Dieses spiegelt gerade die CARA-Figenschaft
des exponentiellen Nutzens wider. Andererseits ist fir den Potenznutzen der relative
Anteil m, = f(—tpt = ﬁ% des in die Aktie P investierten Vermdogens konstant, welches
an der CRRA-FEigenschaft des Potenznutzens liegt (siehe Tabelle 3.2: Verinderung der

Anlageentscheidung).
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2. Schritt (Portfoliooptimierung mit Claim)

Wir analysieren hier den Fall eines Claims C, dessen Auszahlung Cr = C(Y7r) allein
von der nicht handelbaren Aktie Y abhéngt. Der Investor entscheidet sich fiir den Kauf

von k € R Claims zum Preis von p°(k) und sucht die Strategie 7, welche den Wert

V(z—p'(k),k)=  sup  E[U(Xr+kC(Y7))]
XreA(w—pb(k))

liefert. In diesem Szenario ist der zugehorige Wertprozess
v(t, z,p,y) =sup J(t,z,p,y,m) =sup E[U(Xy+ kC(Y))| X, =2, P, =p,Y, =1]

unabhéngig von P, aber nicht von Y. Somit folgt v, = 0 und infolgedessen vereinfacht
sich die HJB-Gleichung zu

0
0= sup (@U(t z, P, y) + A<t7 DY, 7Tt))
0 1 1
= sup (_U<t7 Z,D, y) + §U2p26t20zz + —Uzy%yy

x \ O 2

+ onyptipvy, + (oNOp + r2)v, + (1 + nf)yvy>
Bemerkung 4.16

Analog zu der Bemerkung 4.12 im Merton-Problem kann auch bei der Optimierung mit

Claim

9 1 1
0 = sup (—v(t, 2,0,9) + 207 (07) vz + =0’y oy,

gr \ Ot 2 2
(4.8)
+ onypbi v, + (0N + rz)v, + (r+ nf)yvy>
mit 6P := 0 - p betrachtet werden. Das Maximum wird bei
z )\ z
or = _NYPVzy AV (4.9)

OV,

angenormimen.
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a) Exponentielle Nutzenfunktion

Wir wahlen den Ansatz

1 r(T—t)

o(t, z,p,y) = u(T —t,2) g(T —t,1og(y)) = —;e‘”‘“ g(T —t,1og(y))

mit Endbedingung

1
o(T, 2,p,y) = U(z + kC(y)) = — = 1EHHCW),
Y
welcher bei Henderson & Hobson in [13, 11] sowie Musiela & Zariphopoulou in [30)]

verwendet wird. Durch Berechnung der partiellen Ableitungen von v(t,x,p,y) und
Einsetzen in die HIB-Gleichung erhalten wir fiir ¢ = g(x1, 25) die PDE
L(np - guy + X~ g)°

1
0= — Y9z, + 5772 (_garz + ng,wz) - 5 q + (T + 775) * Gz (410)

mit der Randbedingung ¢(0,y) = e 7*¢(¢")| Diese resultiert direkt aus der Randbe-
dingung des Wertprozesses. Fiir die exakte Herleitung sei auf den Anhang verwiesen
(A.3.1.1).

Bemerkung 4.17
Fir den Fall C = 0 ist die Wertfunktion v(t, z,y,p) nicht abhingig von Y. Dies impli-
ziert, dass auch g unabhdngig von Y ist, also g,, = 0 gilt. Wir erhalten die bekannte

PDE ,
0=—gp — =N’
Gy 5 9,

deren Lisung g(T —t) = e 2X T st und V(z,0) = —%e*weTTe_%’\QT impliziert.

Um fiir die allgemeine PDE in (4.10) eine Losung zu berechnen, greifen wir auf einen
Trick von Zariphopoulou [37] zuriick. Das Ziel dieser unter den Namen , distortion
eingefithrten Transformation ist, die urspriingliche PDE fiir ¢ in eine Warmeleitungs-
gleichung zu iiberfiihren. Hierzu wird die Transformation G : [0,7] x R — R gegeben
durch

2 b
g(x1,x9) = *1 G (ml,xg + (0 — %)m)

mit a, b, € R betrachtet. Mit Hilfe der geschickten Wahl von

1
a:—§A2, b= d=r+n(—p\)
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fithrt (4.10) zu der Warmeleitungsgleichung

1
le (Ula UQ) = 5772Gv2,v2 (77177)2) (411)

mit Randbedingung G(0,y) = e (1= fiir alle y € R. Fiir die ausfiihrlichen
Rechnungen verweisen wir erneut auf den Anhang (A.3.1.2). Deren Losung kann nach

der Feynman-Kac-Formel fiir Diffusionsprozesse dargestellt werden durch
)
G(v1,v9) = EQ [G <0,v2 i ntm)] — gQ© {exp <_7k<1 _ p2)0(6v2+anQl )>}

mit einer Brownschen Bewegung we beziiglich dem minimalen Martingalmaf Q(®

von Follmer und Schweizer. Fiir die Funktion g : [0,00) x R — R folgt

b
g(T = t,log(y)) = U T—ORQ? [ ,—yk(1-p*)C(Y7) Y, = y} .

Schlussendlich erhalten wir fiir den Wertprozess

1 r(T—t)

u(t, Xy, P, Ys) = ——e 7 T g(T — t,log (V7))
Y

_ _le—vxtef'”*ﬂ—év(T—t) (E@@ [e—vk(l—pZ)C(YT) Y, = D =7 ‘
g

Beispiel 4.18
Die Lisung fiir unser Optimierungsproblem im NTAM beim Kauf von k Claims und

exponentieller Nutzenfunktion lautet

V(z —p(k), k) = v(0, Xog =z — p"(k), Py = p, Yo = ¢)
_ L epwper-per (B0 [errarioon]) )=
2

(4.12)

Bemerkung 4.19

Fiir den short Call (k= —1, C(Yy) = (Y, — K)") ist das obige Optimum nicht end-
lich und folglich kann sowohl bei der Potenznutzenfunktion (wie wir bereits auf Seite 23
erliutert haben) als auch bei exponentieller Nutzenfunktion keine nutzen-neutrale Be-
wertung dieses Claims vollfihrt werden. Dieses Problem verschwindet aber zum Beispiel
bei der Betrachtung der Non-HARA-Nutzenfunktion

U(z):1<1+/ﬂz—\/1+ﬁ2z2> k> 0.

K
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b) Potenznutzenfunktion

In den bisherigen Rechnungen konnte die Losung der HJB-Gleichung mittels eines
clever gewilhlten Ansatzes hergeleitet werden. Im Optimierungsproblem mit Claim und
Potenznutzen empfiehlt sich fiir S = (X, P,Y") die Wahl des Ansatzes

v(t, Xy, P, Y;) = sup E s,y [U(Xr + EC(Yr)]

1 _
— supEqs,) [— (X7 + kC(Yy))! R}

r 1—-R
WE thfR ﬁ +kC(YT) 1-R (413)
—AUPRes) 1T TR\ X, X,

leR

mit Endbedingung

o(T', z,p,y) = Uz + kC(y)) (2 +kC(y))' "

" 1-R

Leider ergibt sich in diesem Szenario aus der HJB-Gleichung (4.8) fiir den Wertprozess
v(t, z,p,y) die nicht-lineare PDE

1 1—-R
0="— s, + (" + 1) YGus + =N°Y* Gy + 72 (gm + ( >g)

2 z
2
1 (np <@gm3 - ygm,m) +A <gm2 + @g» (4.14)
2 (gxg,xg _'_ @g:}?g - @g)

mit Randbedingung

kC(y) )17R.

9(0,z,y) = (1 + .

Die Funktion g = g(z1, s, x3) erfiillt demzufolge eine nicht-lineare PDE in drei Varia-
blen und eine explizite Losung mittels einer geeigneten Transformation ist nicht direkt
ersichtlich. Eine numerische Berechnung ist denkbar, aber wir werden uns mit einer
theoretischen Approximation der Funktion g beschéftigen. Die Grundlage der weite-
ren Ausfithrungen bildet der Artikel ,,Real options with constant relative risk aversion®
von Henderson & Hobson [13]. Die Idee der beiden Autoren ist die Herleitung einer
Abschitzung fiir den Wert v(t, 2, p, y) mit Fehlertoleranz o(k?). Hierzu wird in einem
ersten Schritt durch die Wahl von C(Y) = Y eine Reduzierung der PDE von ¢ um
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eine Dimension erlangt, denn im Optimierungsproblem mit diesem Claim kann fiir den

Wertprozess v(t, z,p, y) der Ansatz
v(t, Xy, P, Y;) =supEy s, [U(Xp + EC(Y7)]

1 _
=supEq g, {— (X1 + /CYT)l R}

1-R
e [ (22 i)
_ f(i_; 9(T =, %)
- f(i_; g(r.Ut)

gewihlt werden. Die Einschrinkung auf den Claim C(Y) =Y ist eine sehr restriktive
Annahme, da nur Wertprozesse fiir Claims, welche ein Vielfaches der nicht handelba-
ren Aktie darstellen, hergeleitet werden kdnnen. Fiir die Betrachtung von allgemeinen
européischen Claims verweisen wir auf Henderson [12]. Da das Vorgehen in den beiden
Artikeln aber bis auf technische Details iibereinstimmt, wird hier der Fall C(Y) =Y
analysiert und analog zu den Papern r = 0 gesetzt. Wir bemerken, dass in unserem
NTAM dieser Claim einer geometrischen Brownschen Bewegung entspricht, welche kei-
ne obere Schranke besitzt. Entsprechend den Forderungen von Henderson [12] muss k
positiv sein. Im zweiten Schritt wird eine Approximation fiir die Funktion g hergeleitet,
in der Hoffnung, dariiber eine gute Approximation fiir den Wertprozess zu erhalten. Im
Hinblick auf die Randbedingung ¢(0,u) = (1 + ku)'~® bietet sich die Betrachtung von
h mit g(7,u) = h(7,u)!~F an. Die PDE aus (4.14) transformiert sich unter dem neuen

Ansatz zu

1
0=—h, +n&uh, + —772u2 <huu — R

h_?) 1E(h by, hu)?
2

h 2 D(h, hy, haw)
mit

2

h
E(h, hy, hu) = (np (—Ruhu — U hyy + Ru2ﬁ> + A (—uh, + h))

2

h
D(h, hy, huw) = (u2 (huu — R#) + 2Ruh,, — Rh) .

Die zugehorigen Umformungen befinden sich im Anhang (A.3.2.2). Wir interessieren
uns fiir die Optimierungsprobleme mit geringem Anteil in dem Claim im Vergleich

zum aktuellen Vermogen, das heifst, der Wert %ﬁft) = ’% = kU, soll klein sein, und
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betrachten Losungen der Form
h(t,u) = A(T) + kuB(T) + K*u*C(1) + ...

Proposition 4.20
Die Funktionen A, B und C' der obigen Entwicklung sind

A(r) = N7

B(r) = A(r)en&oVr

_ _% R <772(1 — p)2> A(r)emiemr [ _ 1]

Q
—~
2

|

r
mit I =n? — 277p/\}12 + (%)2.
Beweis. Wir verweisen auf |13, Proposition 1]. O

Die Idee von Henderson & Hobson ist die Approximation von h(7, u) durch die Funktion

h(t,u) = A(T) + kuB(7) + k*u?C(1), welche den Wertprozess

R Y\i-r
v(t = h(T —t, =)~
v(7z7p7y> 1_R ( 72)
S1-R y Y2 1-R
= AT —t) +k=B(T —t) + K*=C(T — t)
1-R z 22 (4.15)
SR '
= ez N(T-D)
1-R
2,2 2 2 1-R
(14 weneon _ KV p (A= PP oemprir—n orr—n _ g
z 2 22 r

liefert.
Der dritte und schwierigste Part ist zu beweisen, dass 9(t, z, p, y) tatséchlich eine gute

Approximation von v(t, z, p, y) darstellt.

Satz 4.21
Firk >0 gilt
u(t, z,p,y) = 0(t, 2, p, y) + o(k?).

Beweis. Die Ungleichung v(t,z,p,y) > 0(t, 2,p,y) + o(k?) wird durch die Wahl eines
cleveren, aber suboptimalen Vermogensprozesses (X;)o<i<r gezeigt. Die Abschitzung
fiir die obere Schranke von v(t, z, p,y) nutzt die Ideen des dualen Ansatzes. Fiir den

vollstédndigen Beweis sei auf [13, Theorem 3| verwiesen. O
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Abschliefend erhalten wir mit den vorigen Satz eine Approximation fiir V (x — p°(k), k)
im Falle r =0 und C(Y) =Y.

Beispiel 4.22
Im Falle der Potenznutzenfunktion kann die Lésung fir unser Optimierungsproblem im

NTAM beim Kauf von k Claims approximativ berechnet werden. Es gilt
V(e —p"(k), k) = v(0,2 — p"(k), p,y) = 9(0, 2 — p"(k), p,y) + o(k?)

mit o(t,x — p°(k),p,y) gegeben durch (4.15)

Wie bereits erwidhnt wurde die Erweiterung auf allgemeine europdische Claims von

Henderson |12, Theorem 4.1.] analysiert. Sein Resultat fiir die Approximation ist

1-R
1-R _ /{32 . rT YQ CY 2
B(t, 2, y,p) = ——e = NI <1+kCt Ri? (1 - p?) E”"/ LGN du)
t

1—R ? B E (XS* 2
1-R
AR am s G, K o [TY2(CY)
= (T=1) {1 k;—t——R?l—?E@”/ u ) g
1_ Re 2R + . o7 n ( P ) ) XS’* U

mit den optimalen Vermdgensprozess X°* des Merton-Problems sowie C; = E9<0> [C(Yr)]
und CY = %E?m [C(Y7)]. Hierbei bezeichnet Q* das minimale Martingalmaf von

Follmer & Schweizer und das Maf P ist gegeben durch

dP 1-R 1/(1-R)\*,

— = ——ABr — = AT .
P < R T ( R )

Im Falle von C(Y) =Y stimmen die beiden Approximationen natiirlich iiberein. Damit

haben wir fiir die exponentielle und die Potenznutzenfunktion den erwarteten Nutzen
des Endvermogens bei optimaler Handlungsstrategie in den Féllen (No Claim) und

(Buy Claim) ermittelt. Wir fassen die Resultate der Beispiele hier einmal zusammen.

Resultat 4.23
Im Falle von konstanten Parametern im NTAM und einem Claim der Form C = C(Y)

ergeben sich fiir die Optimierungsprobleme

(1) bei der exponentiellen Nutzenfunktion U(z) = —%6*72

V(z,0) = — le_werTe_%)‘QT
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1
V(l‘ — pb<k)7 k/‘) — le_’y(m—pb(k))e”'T_%)ﬁT (EQ<O> |:€_“/k(1—p2)C(YT):|> 1*p2
Y

(2) und bei der Potenznutzenfunktion U(z) = le:g

T

“1-R

V(z,0) (L= R)rT gt NT

bzw. mit C(Y)=Y undr =0

V(e —p°(k), k) = 0(0,2 — p°(k), p, y) + o(k*)

mit O(t,x — p°(k),p,y) gegeben durch (4.15).

4.2.3. Stochastic volatility model

Die Anwendung des grundlegenden Ansatzes auf stochastische Volatilitdtsmodelle wur-
de unter anderem von Zariphopoulou [37], Grasselli & Hurd [11] sowie Monoyios [29]
untersucht. Erstere betrachtet das Merton-Problem fiir die Potenznutzenfunktion und
nutzt die bisher gezeigte Methodik des grundlegendes Ansatzes, ebenso wie Grasselli
& Hurd bei ihrer Analyse mit exponentiellen Préferenzen. In dem Paper von Monoyios
hingegen werden auch Ideen des dualen Ansatzes, welchen wir im néchsten Kapitel

betrachten, verwendet. Im SVM ergibt sich das stochastische System

dXt = Xt [O’(}/t)ﬂ'tdBt + (O‘(Yt)'ﬂ'tA(Yt) + Tt)dt] XO =z,
AP, = P, [u(Yy)dt + o(Y,)dB) Pr=p.
dY, = b(Y)dt + a(Y;)dW, Yo =y.

1. Schritt (Mertons Portfolioproblem)

Im NTAM haben wir bereits begriindet, dass aufgrund der CARA- bzw. CRRA-
Eigenschaft der Nutzenfunktionen im Merton-Problem der aktuelle Kurs von P keine
Relevanz besitzt und daher v, = 0 gilt. Im Unterschied zum vorigen Beispiel konnen
wir aber im SVM den Prozess Y nicht ignorieren. Die HJB-Gleichung aus Propositi-

on 4.10 vereinfacht sich aus diesem Grunde unter Verwendung der bekannten Setzung
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0P =0 -pzu
0
0= sup av(t Z, D, y) + A(ta DY, ﬂ-t)
mit,
1 2 D\ 2 1 2 D
A(t7 ZDyY, 7Tt) = 50- <y> (et) Vzz + 50 (y)vyy + U(y)a’(y)ptgt UZZ/

2
+ ()M} + 1e2) v, + b(y)vy.

Annahme 4.24

Entsprechend der Quelle [29] gehen wir im weiteren Verlauf davon aus, dass die Zins-
rate v = 0 und die Korrelation p € (—1,1) konstant ist. Die erste Annahme entspricht
einer Betrachtung von diskontierten Prozessen, welche im Fall von deterministischen
Zinsraten (wie in [11,77]) keinen Verlust der Generalitit zur Folge hat. Allerdings kon-
nen die Resultate nur unter bestimmiem Voraussetzungen auf stochastische Zinsraten
tbertragen werden [57, Remark 2.1]. Die zweite Annahme ist sehr restriktiv, aber bringt

uns in die komfortable Situation, explizite Kalkulationen durchfihren zu kénnen.

Fiir den optimalen absoluten Wert investiert in die Aktie P erhalten wir

Ay)vz + pa(y)vy

o —
! o(y)v..

und damit transformiert sich die HJB-Gleichung zu

o 1 1 (A(y)vs + pa(y)vs,)?
0 =giolt2,p.9) + () + by, — 5 LA ()

Im Gegensatz zum NTAM, wo wir eine separate Betrachtung der beiden Nutzenfunk-
tionen vorgenommen haben, wollen wir die Resultate des Merton-Problems im SVM
zusammenfassen. Hierbei handelt sich um eine modifizierte Version der , Distortion
Power Solution von Monoyios |29, Proposition 1], wobei die Existenz einer Konstante
C derart, dass die Funktionen A und b

b(y)l < Clyl und [V (y)] < C

(4.17)
sowie [A(y)| < Cly| uwnd [N(y)|<C

fiir alle y € R erfiillen, vorausgesetzt sei. Analoge Resultate sind fiir den Fall der
exponentiellen Nutzenfunktion in [33, Propositon 2.4.] sowie fiir den Potenznutzen

in [37, Theorem 3.2] zu finden. Hierbei sei bemerkt, dass letztere stirkere Restriktionen
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an die Prozesse stellt [37, Bedingungen (3.20)-(3.22)|, welche weder auf das Stein-
Stein-Modell noch auf das Heston-Modell zutreffen. Im Gegensatz hierzu kénnen wir
die weiteren Ausfithrungen auf Varianten dieser Modelle anwenden, denn einerseits
erfiilllt das Stein-Stein-Modell mit A(Y;) = p - Y, pu # 0, die Bedingungen in (4.17).
Andererseits zeigten Benth & Karlsen [1] sowie Kraft [25] die Giiltigkeit des folgenden
Satzes auch fiir die Version des Heston-Modells in Beispiel 3.11, obwohl dort die Sharpe-
Ratio A(Y;) = - Y, u # 0 (4.17) nicht erfiillt. Hierbei beschiiftigen sich Erstere
mit der Optimierung unter exponentiellen Priferenzen, wihrend Letzterer die notige

Erweiterung fiir den Potenznutzen vollfiihrt.

Satz 4.25 (Distortion Power Solution)

Sei der Parameter q definiert als

1 fir U(z) = —%Ye*'yz,
4= . AR
1-% fiir U(z) = 2=,

dann ist der Wertprozess v(t, z,p,y) gegeben durch

o(t, z,p,y) = U(2) (G(t,y)""

mit A := 1 — qp?®. Der Prozess G(t,y) hat die stochastische Darstellung

G(t,y) = E*" [exp (—%A /t ' )\2(Yu)du)

Yt—y},

wobei das Mafi PM die Dichte

dpM

P E(=ap(A-W))yp (4.18)

beziiglich P besitzt. Insbesondere folgt fir den Wert V(x,0) demnach

V(z,0) = U (z) E®" [exp <_gA /OT A2(Yu)du)] UA.

Beweis. Mit dem Ansatz v(t,z,p,y) = U(z) (G(t,y))"* kann aus der HIB-Gleichung
(4.16) eine lineare PDE fiir die Funktion G : [0,7] x R — R, hergeleitet werden.
Hierbei ergibt sich

gAAQ(y)G(t, y) = Gi(t,y) + (b(y) — qpa(y)A(y)) Gy(t, y) + %ag(y)ny(t, y)  (4.19)
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mit der Randbedingung G(7T,y) = 1 fiir alle y € R. Die Herleitung in Abhéngigkeit
von der Nutzenfunktion befindet sich im Anhang (A.3.3 und A.3.4). Gelten die Re-
striktionen (4.17), so konnten Benth und Karlsen |1, Theorem 4.3.] fiir den Fall der
exponentiellen Nutzenfunktion beweisen, dass eine eindeutige Losung fiir die Funktion

f :[0,7] x R — R mit

f(ty) = —%logG(t,y)

existiert. Fiir die Potenznutzenfunktion, das heift ¢ =1 — %, kann der Beweis analog
gefiihrt werden. Die resultierende Losung fiir G ist nach der Feynman-Kac-Formel

gegeben durch die Darstellung

_ T R
G(t,y) =E° {exp (—gA/ A( u)du> Y, = y] :
t
wobei der Prozess Y die SDE
a¥; = (b(¥2) = apa(T)A(Y) ) dt + a(V;) iy, (4.20)

mit einer P—Brownschen Bewegung W erfiillt. Tn Anlehnung an Monoyios |29, Kapitel
2| definieren wir das Mak PM durch

dpPM

P E(=qgp(N-W))p,

welches der Autor als ,minimal distortion measure” bezeichnet. Die Anwendung von
Girsanov liefert, dass WM := W, + qp fot A(Y,)du eine Brownsche Bewegung bzgl. P

ist, und die SDE von Y transformiert sich zu

dY, = b(Yy)dt + a(Y,)dW,
= b(Yy)dt + a(Y;) (AWM — qpA(Y;)dt)
= (b(Y,) — apa(Y)A(Ys)) dt + a(Y;)dW;.

Der Prozess Y erfiillt also eine SDE der Form (4.20) bzgl. PM und dies impliziert

G(t,y) = E®" [exp (—%A /t ' )\2(Yu)du>

Yt:y}. O
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2. Schritt (Portfoliooptimierung mit Claim)

Bei der Portfoliooptimierung mit Claim kann im Falle einer exponentiellen Nutzenfunk-

tion auf das Vorgehen im Merton-Problem zuriickgegriffen werden |29, Proposition 5.

Satz 4.26
Der Wertprozess v(t, z,p,y) fir den Kauf von k europdischen Claims mit Auszahlung
Cr = C(Yr) ist gegeben durch

v(t, 2,p,y) = U(2) (G(t,y))*

mit A :=1— p?, wobei der Prozess G(t,y) die stochastische Darstellung

G(t,y) =E" [exp (—%A /t ' A2(Y,)du — yAkC(YT))

Yt=y]

besitzt. Das Maf PM ist definiert durch die Dichte

dP]M
P

E(=p(A-W))p.

Beweis. Folgt mit den selben Argumenten wie im Beweis von Satz 4.25, wobei sich die

verdnderte Form von G aus der neuen Endbedingung ergibt. O]

Auch fiir das SVM fassen wir die Ergebnisse der Beispiele zusammen.

Resultat 4.27
Im SVM ergibt sich fiir die Optimierungsprobleme

V(zk) = U(z) B {exp (—%A /0 (V) 7Ak0)} "

mit A =1 — qp* und dem Mafs PM definiert durch die Dichte in (4.18). Hierbei gilt

1 fir U(z) = —te 7,
_ v
7= 1 . »21-R
-5 fiir U(Z):lva
sowie
0 fiir Mertons Portfoliooptimierung,

C(Yr) fir die Optimierung mit Claim bei U(z) = —%6_72.



5. Der duale Ansatz

Erinnerung
Fiir die Anwendbarkeit des grundlegenden Ansatzes wird das Vorliegen eines markovi-

schen Settings bendtigt.

Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt, konnen wir bisher keine nutzen-neutralen Preise
berechnen, dementsprechend wird fiir deren Berechnung ein neuer Ansatz, der soge-
nannte duale Ansatz, benotigt. Der Aufbau dieses Kapitels folgt dem Vorigen, das heifst,
wir beginnen im ersten Teil, dem Theorieteil, mit der dualen Uberfithrung der Opti-
mierungsprobleme, welche in der fundamentalen Darstellungsgleichung (,.fundamental
representation equation® [20, Remark 1.2/, kurz FRE) miinden wird. Im zweiten Ab-
schnitt folgt die Anwendung der Methode auf die bekannten Modelle.

Idee des Ansatzes

Beim dualen Ansatz wird das Problem der Optimierung iiber Handelsstrategien

V(z,k)= sup E[U(Xr+ kCr)]
XreA(z)

mit Hilfe eines Lagrange-Ansatzes {iberfiihrt in eine Minimierung iiber die Dichten der

Zustandspreise (,state-price densities“). Deren Menge ist charakterisiert durch

_ o (L@
oo (5] .. 0=

wobei N das Numeraire und Q die Menge der dquivalenten Martingalmafe darstellt.

Die Grundidee ist, dass eine zuféllige Auszahlung X7 genau dann in A(2) liegt, wenn
E[¢rX7| < z fiir alle ¢ € © gilt. Dementsprechend erfiillt jeder Prozess X € A(z) fiir
alle ¢ € © und alle nicht-negativen Lagrange-Multiplikatoren v

E {U (XT + kCT)] <E [U (XT + kCT) — VvV (CTXT — Z)]
=FE [U (XT + k’CT) - VCT (XT + ]{ZCT) +v (Z + /{ZCTCT)] (51)
< E[U (v¢r)] + vz + vkE [¢rCr]
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wobei U(y) = (—U)*(—y) die Legendre-Transformation von —U an der Stelle —y be-
zeichnet. Eine kurze Einfiihrung zu dieser Transformation ist im Anhang (A.4) vorzu-

finden. Mit dieser Abschitzung erhalten wir fiir den Wertprozess die obere Schranke

V(z,k) < inf inf {E[fj (v(r)] + vz + vkE [gTCT}} . (5.2)

v>0 (€O

Andererseits schligt die Anwendung des Lagrange-Ansatzes als Kandidaten fiir den
optimalen Vermdogensprozess denjenigen Prozess (X}),.,. vor, fiir welchen (* € ©
und v* € Ry existieren derart, dass U' (X} + kCr) = _u*_C} gilt. Da der Investor das
komplette Startkapital ausnutzen wird, erfiillen diese optimalen Prozesse auferdem
E[(+X}] = 2. Insgesamt erhalten wir unter der Voraussetzung der Existenz solcher
optimalen Prozesse in (5.1) und folglich in (5.2) Gleichheit.

5.1. g-optimale Malie und die fundamentale

Darstellungsgleichung

Konzept 5.1
Das duale Problem zur Berechnung von V (z, k) ist gegeben durch die Optimierungsauf-
gabe

lllrzl(fj ég(g {]E[U (vir)] + vz + vkE [CTCT]} : (5.3)

Wir miissen also eine simultane Minimierung tiber die Dichten der Zustandspreise und
die nicht-negativen Lagrange-Multiplikatoren durchfiihren. Die Grundidee zur Lisung
dieses Problems besteht darin, die Erxistenz eines optimalen Vermdgensprozesses X*
anzunehmen, das heift, es gilt X% + kCp = I(*C), wobei I = (U')™" die inverse
Funktion von U’ bezeichnet. Aus dieser Gleichung konnen wir in unserem Basismodell
(3.6) in Abhangigkeit von der Nutzenfunktion die FRE herleiten. Mit deren Hilfe kann
in (5.3) die Minimierung separat, das heifit, zuerst uber die Dichten der Zustandspreise
und dann tber die Lagrange-Multiplikatoren, durchgefiihrt werden. Hierbei ergibt sich,
dass die Dichte C* zu einem q-optimalen Maf (,,q-optimal pricing measure®) gehort,
wobet q von der Nutzenfunktion abhdngt. Fiir weitere Informationen sowie eine genaue
Definition der g-optimalen Mafe sei auf Henderson et al. [10, Kapitel 3] verwiesen.
Schlussendlich erhalten wir fir den Wertprozess V (z,k) eine Darstellung in Abhdngig-
keit einer Variablen, die durch die FRE eindeutig festgelegt ist.
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5.1.1. Mertons Portfolioproblem

Im Fall des Merton-Problems lautet das duale Optimierungsproblem

inf inf {E[0 b 4
inf inf A E[U (1/¢r)] + v (5.4)
Wir werden diesen Term in Sinne des oben beschriebenen Vorgehens berechnen, méch-

ten aber bemerken, dass in speziellen Féllen ein schnellerer Weg méglich ist.

Bemerkung 5.2

Betrachten wir das NTAM, so kann beim Merton-Problem die Prisenz des Kurses'Y
wgnoriert, und das Modell auf den Fall eines vollstindigen Marktes reduziert werden.
In diesem Szenario ist das dquivalente Martingalmaf eindeutig bestimmt, welches hier
dem minimalen Martingalmajf von Follmer € Schweizer entspricht. Damit vereinfacht
sich die Minimierung in (5.4) zu einer Minimierung tiber eine reell-wertige Menge.
Im Gegensatz zum Aufstellen und Liosen einer HJB-Gleichung ist der duale Ansatz

demzufolge in einigen Modellen eine starke Vereinfachung.

Unser Ansatz besteht beim Merton-Problem aus der Gleichung
Xp = 1(v"¢r) (5.5)

mit X} € A(z), ¢* € © und v* € Ry. Fiir unser weiteres Vorgehen bendtigen wir
zunéchst die Darstellung der Dichten der Zustandspreise, welche kurz in Erinnerung

gerufen wird.

Erinnerung

Im Basismodell (3.6) sind die Dichten der Zustandspreise gegeben durch

1 dQx ¢

mit QX € Q, das heifit, der Prozess ZX besitzt die Darstellung

t 1 t ¢ 1 t
th = exp (—/ )\udBu — —/ )\idu — / XudBi_ - _/ Xidu)
0 2 0 0 2 0

und erfillt

E[Z)] = 1.
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Wir identifizieren die optimale Dichte (* mit ihrem zugehdrigen Prozess y*. Kennen wir
aukerdem die stochastische Darstellung des optimalen Vermdgensprozesses, so kénnen
wir die Gleichung (5.5) umformulieren. Fiir die beiden Nutzenfunktionen bietet sich
aufgrund der Form von I eine unterschiedliche Darstellung des Prozesses X* an und
zudem wird eine deterministische Zinsrate benotigt. Wir beginnen mit dem exponen-

tiellen Nutzen.

a) Exponentielle Nutzenfunktion

Der optimale Vermogensprozess X* erfiillt die SDE
dX; = Xjo,mfdB, + X[ (o,m A\, +1,)dt, X = .

In diesem Fall bietet sich nicht die Verwendung der Exponentialmartingaldarstellung

an, sondern wir interpretieren X* als Hull-White-Prozess und schreiben

u-Tuu

t u
X = elorsds (x +/ e~ Jo s X* o 1% (dB, + )\udu))
0
¢
= gelomsds 4 / elu™ 4 X g 1% (dB, + Aydu)
0

wobei die letzte Gleichheit dank der Determiniertheit der Zinsrate gilt.

Satz 5.3 (Fundamentale Darstellungsgleichung bei Exponentialnutzen)
Beim exponentiellen Nutzen ergibt sich aus der Gleichung X7 =1 (v*(), X7 € A(z),
die FRE

I 1
5/ )\idu:a#—MT—i—MTL—i—ﬂML]T (5.6)
0
mit [.] als Symbol fir die quadratische Variation und
T T
MT - / ¢Z (dBu + /\udu)7 gb: = /\t - ’VXZ(ﬂ-Z(O-teft TSdS:
0
T T -
My = / X:dBy, a= / rudu — Inv* — yaelo 74
0 0
Beweis. Die Inverse der Ableitung von U ist I(y) = —%ln(y), somit kann aus der

Voraussetzung X7 = I(v*(F) = —= (In(v*) + In(¢})) die Gleichung

1
5

u-uu

T
—”yxefOT rads _ ”y/ eli Teds X r g 1t (dB, + A, du)
0
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T T 1 T T 1 T )
= In(v*) — / 7, du — / AdB, =5 / N du — / XudBj—§ / (x2)* du
0 0 0 0 0

T T 1 T 1
= In(v*) — / r,du — / \,dB, — §/ Ndu — Mz — 5[MﬂT
0 0 0

mit Mz = fOT X:dBt hergeleitet werden. Durch Umordnung der Terme ergibt sich

1t r T
—/ Asdu —/ rudu + In(v*) + yaelo T
2 Jo 0
1 T T
= .MTL + i[ML]T + / ()\u — ’yefu ”dSX;auWZ> (dB, + A\, du)
0 « L
=%
1 T
= Mz + 5[MﬂT + / ¢r (dB, + A\ du) .
0

Aus der Setzung o = fOT rodu — Inv* — yreld ™9 sowie My = fOT ¢ (dB,, + A, du)
resultiert schlussendlich die FRE
1

T

1

5/ Aidu:a+M%+§[Ml]T+MT' u
0

Es sei bemerkt, dass die FRE keine Identitét fiir stochastische Prozesse ist, sondern
eine Gleichung von Fr—messbaren Zufallsvariablen mit den drei relevanten Variablen
¢*, x* und « liefert. Durch sie ist die optimale Losung eindeutig festgelegt, das heifit,
bei deren Kenntnis kénnen wir die Minimierer v* und ¢* in (5.4) angeben. Hieriiber
kennen wir dann den optimalen Prozess X* und die Berechnung des optimalen Wertes

V(x,0) ist leicht moglich. Wir werden nun zeigen, dass dieses Optimum

V(z,0) = sup E[U(Xr)] =inf inf {]E [(7 (V§T)] + I/x}

Xr€eA(x) v20 (€0

eine direkte Abhingigkeit vom Wert « besitzt und folglich bei dessen Kenntnis sofort

angegeben werden kann. Bei der exponentiellen Nutzenfunktion lautet die Legendre-
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Transformierte U(y) = % [y In(y) — y] und dies impliziert fiir v € R>p und (X € ©
o] ] X X X
E |0 ()] = SE bk n () — v
1 ,
=BG (In () +In(¢7) = 1]

. T
g {e Jo rudu zx <1n(1/) —/ rydu +1n (Z7) — 1)}
0

g

(5.7)

T
_ Ke_ fOdeu |:1D(V) — / rydu —14+E [Z% In (Z%)]} .

Y 0

Bemerkung 5.4

Der Term H(Q,P) :=E [ZTQD In (Z—g)} heif$t relative Entropie von ) beziiglich P. Dessen
Minimierung fikrt zu dem q-optimalen Mafi Q9 mit ¢ = 1, bekannt als ,minimal

entropy martingal measure“ (MEMM). Zwar gilt laut Definition
HQW P) = inf H(Q,P
Q7. P) Jnf, (Q.P),

wober M die Menge der beziiglich P absolut-stetigen Martingalmafle bezeichnet, aber
Frittelli [10, Theorem 2.2] hat bewiesen, dass bei Fzistenz eines dquivalenten Martingal-
mafles mit endlicher Entropie das MEMM auch dquivalent zu P ist. Aufgrund unserer
Annahmen besitzt das minimale Martingalmafl von Follmer & Schweizer eine endliche
Entropie und dies impliziert, dass wir zur Kalkulation von

inf inf {E[T }

inf inf (EU (vGr)] +ve
wn der Menge der dquivalenten Martingalmafe das MEMM finden miissen. Aber fiir

unsere Belange wird die genaue Form von QW) nicht relevant sein, sondern der Wert

setner relativen Entropie. Das entscheidende Resultat lautet

HQW P)=F {d@(l) In (dQ(I)H =a (5.8)

dpP dp

mit Q) = QX" vergleiche Hobson [20, Theorem 1.1].

Um diese Aussage zu zeigen, beginnen wir mit der Transformation der Dichte

—|_ =zX=¢&(- | \B,— BX) .
JdIP |]-'T T g( /0 u U /OXu u)T

Da (B, B*) eine zweidimensionale Brownsche Bewegung beziiglich P ist, liefert Girsa-
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nov, dass (B?*, B+?") mit
X ¢ X ¢
B =B, + / A du, B = B + / Xudu (5.9)
0 0

eine zweidimensionale Brownsche Bewegung beziiglich QX darstellt. Einsetzen in die
Dichte ergibt

r 1T r 1t
ZX = exp (— / B + 2 / A2 du — / XudB + 5 / xidU)
0 0 0 0

fiir alle 0 <t < T und unter Anwendung der FRE (5.6) kann

T 1 T T 1 T
In(Z)) = — / A, dB9 + 5 / M du — / X dBr¢" + 3 / adu
0 0 0 0
T 1 T 1 T
= —/ A\ dBY* + o+ My + Mi + 5[MﬂT - / XodBr?" + 5/ Adu
0 0 0
T N T 1 T
—at [ @A aB + [ - aB g [
0 0 0

hergeleitet werden. Vorausgesetzt, das lokale Martingal (fot( = Ay dB§X> ist
0<t<T
ein echtes Martingal beziiglich X, ergibt die Erwartungswertbildung

T Lt
Bzbm(Z0] =+ B9 | [ (- asi® + ] [ -t
0 0

Ein hinreichendes Kriterium fiir die Erfiilllung dieser Annahme ist die Endlichkeit
des Erwartungswertes der quadratischen Variation fiir den Zeitpunkt 7', das heifst
EQ* [fOT (¢f —\,)° du} < 00, vergleiche |20, Proposition 3.5]. Mit dem folgenden Lem-
ma erhalten wir schlussendlich H (QW,P) = égcg]E [ZrIn (Zr)).

Lemma 5.5
Es gilt fiir jedes (X € ©

T 1 (7
EY" U (X0 = x) dB; Y + 5/ (s = Xu)” dU] > 0.
0 0
Beweis. Wir verweisen auf das Paper von Hobson [20, Lemma 3.4]. ]

Die relative Entropie wird nach dem vorigen Lemma minimal fiir die Wahl y = x*,
welches keine Uberraschung darstellt, schlieflich sind aufgrund des Ansatzes x* und v*

die optimale Wahlen in unserem Minimierungsproblem. Die wichtigere Folgerung des
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Lemmas ist die Giiltigkeit von (5.8), das heift, es gilt

dQW dQW dQx” dQX*
=% ()| == [ ()] -

und dies impliziert

V(z,0) = inf inf {E[ﬁ (vCr)] + I/IL’}

v>0 (€6

T
= inf inf {ze_ Jo rudu {ln(l/) —/ rydu —1+E[Zr ln(ZT)]} + yx}
0

v>0 ¢eo |y
T
= inf {ZefoT”d“ [ln(u) - / rydu — 1+ a] + ux} :
v=0 L7 0

Dieser Term wird minimiert durch die Wahl von v = exp <f0T rydu — o — awefoT ’”“d“> ,
welches dem v* aus (5.5) entspricht. Insgesamt besitzt der optimale erwartete Endnut-

zen den Wert
1 T, 4
V(z,0) = ——exp (—a — zyedo T “) (5.10)
f)/

mit « eindeutig festgelegt durch (5.6). Dies bedeutet, dass bei Kenntnis von a das Opti-
mum mittels (5.10) direkt angegeben werden. Folglich besteht die verbliebene Aufgabe
darin, eine Losung der FRE zu bestimmen. Dies entspricht der Suche nach Prozessen
¢* und x* und einem Wert «, sodass

1L, 1, 1
—/ Aydu = o+ My + My +§[M |7

2 Jo (5.11)

T T 1 [T
=a +/ ¢% (dB, + A, du) +/ XodBy + 5/ (x)? du
0 0 0
erfiillt ist und zusitzlich «, fOT AN du, fOT (¢2)? du sowie fOT (x*)? du endlich sind.

b) Potenznutzenfunktion
Als néchstes kommen wir zur zweiten Nutzenfunktion, bei der sich ebenfalls die Nut-
zung der SDE

dX; = X}omidB, + X[ (o,m A, + r,)dt, Xo=2
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anbietet, aber jetzt in Form der Exponentialmartingaldarstellung

t t 1
X, =xexp {/ m,0, (dB, + A, du) + / (ru = (m%)? 03) du} :
0 0

Satz 5.6 (Fundamentale Darstellungsgleichung bei Potenznutzen)
Beim Potenznutzen ergibt sich aus der Gleichung X5 = I (v*(}) die FRE

1 1 1 1
3 (1 — }_%)/o Azdu_a+MT+ﬁ[M]T+MTL+§[M¢]T (5.12)
mat
g 1
M7 = / QSZ (dBu + (]‘ - }_%) )‘udu) ) ¢: = /\t - Rﬂ-:gh
0
T T
M = / XLdBy, a=(1- R)/ rodu — In(v*) — Rln(x).
0 0

Beweis. Die Funktion I(y) = (U')"" (y) = y~ /% empfiehlt die Anwendung des Loga-
rithmus. Die Gleichung In (X7) = In(I(v*(})) = —% In(v*¢}) transformiert sich durch

Einsetzen der Darstellungen von X* und (* zu

T T 1
In(z) + / m,0, (dB, + A\, du) + / (ru b (7%)? ai) du
0 0

——lln(l/*)—l-l/Tr du—l——/ NdB, + = : T)?du—l—l/TX*dBL
R ), 2R [, TR Xt
I A
+ﬁ (X3)" du

1 I 1 1 1
= ——=In(v") + = = B, 2 Mz + —=[M*
Rn(y)—l—R/O?“du—i- /)\d +2R Ad u+ ZMr +2R[ I

wobei im zweiten Schritt M7 = fOT XLdBE gesetzt wird. Mit ¢f := \, — Rmfo, folgt

T)\ % T 1(\ — *\2
ln(a:)—i—/o ”R% (dBu+)\udu)+/O (ru—é%)du

1., . 1T 1 1 1
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1

Nun kiirzt sich der Term fOT AudB, und durch Multiplizieren mit R sowie Sortieren

ergibt sich

r I 1
—In(v*) — In(z)R + / r,du + 3 / A2du+ Mg + E[ML]T
0 0

! ! ! L% = 20,63 + (93)°)

_ * 2 * _ U u'tu u

= /0 ¢rdB, + /0 ()\u /\uqbu) du + /0 (Rru 5 iz du
T

_ . 1 ! AL+ (¢3)
— —/0 o (dBu+ (1—5) )\udu) +/0 (/\i—l—RTu—T du.

Mit der Setzung My := fOT ¢ (dB, + (1 — %)A,du) erhalten wir

T 1 [ 1
—In(v*) — In(z)R —|—/0 r,du + 5/0 N2du + My + i[ML]T

1 T 1
- M, — —[M 1 — — 2

und schlussendlich liefert o := (1 — R) fOT r,du —In(v*) —In(z) R die behauptete FRE

1 1 r 1 1
5(1—5)/0 Aidu=a+MT+ﬁ[M]T+M7%+§[ML]T. O

Fiir den gewinnbringenden Einsatz der FRE beginnen wir analog zum Vorgehen bei
exponentiellen Priferenzen mit der Umformung des Optimierungsproblem. Aufgrund

der Legendre-Transformierten U (y) = %yl_% der Potenznutzenfunktion erhalten wir

V(z,0) = lllrzlg ég(g {IJCE +E [17 (VCT)}}

= nf é?é{”“E [1 i%R <VCT)1_’1*H (5.13)
)

R 1 r _
= ll/rzlg Clgg {I/I + - Ryl_% exp (— (1 — E) /0 rudu> E [(ZT)l
dQ\ 1~ %
Die Umformung (5.13) liefert, dass der Term E [(d—%) R] fir die Minimierung iber

Bemerkung 5.7
© wvon Relevanz ist. Bemerkenswert ist, dass der Wert R dariber entscheidet, ob dieser

==

Term mazimal (R > 1) oder minimal (R < 1) werden soll. Schlussendlich wird sich
aber ergeben, dass unabhdingig von R die Wahl x = x* optimal ist. Dies begriindet sich

wn der Tatsache, dass wir indirekt in der Menge der dquivalenten Martingalmafe das
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q-optimale Bewertungsmaf Q9 mit g = 1—% suchen. In diesem Fall wird das Ergebnis

{[(5)) -

sein, vergleiche Hobson [20, Theorem 1.1].

Bemerkung 5.8

Die Bestimmung des optimalen Endwertes V(x,0) bei gegebener Nutzenfunktion steht
in direktem Bezug zur Bestimmung eines q-optimalen Mafles Q9 , wobei der Parameter
q bereits in der Anwendung des grundlegenden Ansatzes auftaucht, vergleiche Resultat
4.27. Fiir unsere Belange steht die Gestalt des optimalen Mafles nicht im Vordergrund,
daher sei an dieser Stelle auf Quellen verwiesen, die sich einer expliziten Angabe wid-
men. Eine allgemeine Analyse von Q9 befindet sich in [29, Theorem 1] und die Angabe
des MEMM (im Heston Modell) kann in [20, Kapitel 5] oder [1, Proposition 5.2] nach-

geschlagen werden.

Um das behauptete Resultat (5.14) einzusehen, beginnen wir analog zum Fall der expo-
nentiellen Nutzenfunktion mit der Betrachtung der Dichte ZX. Mit den dort definierten
Brownschen Bewegungen B?* und B1?" sowie der FRE (5.12) gilt

T 1 /7 T 1 [T
ZX =exp | — / A\, dBY + ~ / N du — / X dBro + = / du
0 2 Jo 0 2 Jo
T o T 1 1 /7 ,
= = A\ dB * | dB 1——=]Ad — ¥) d
o s [ )] o
+/T *dBi+1/T(*)2d YAy /T dBiQXJrl/T %z)
Xu @y, 9 Xu UT o5 N Xu @y, o Xu U
0 2 Jo 2R Jo 0 2 Jo
T Qx T * QX 1 4 * 1 * 1 2
=exp | — AdB7 4+ a+ ordBy + — Ou | =00 — A, | + A, | du
0 0 R Jy 2 2
g * 1Qx g * 1 r *\2 r 1Qx 1 g 2
+ XadB, % — o Xudu + = (x2)" du — X AdB; " + = | xadu
0 0 2 Jo 0 2 Jo
g * QX 1 g * 1 * 1 2
=exp | a+ (¢r — \,)dB? + = i\ =on — A, | + =2 | du
0 R J, 2 2
T 1 (7
# [ e xdm g [,
0 2 Jo
Setzen wir die Definition ¢} = A\, — Rm) o, ein, so ergibt sich

T R T T
zy=exp (o= [ mioan? + 5 [ totaus [ - s
0 0 0
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T )
+3 (X0 — Xu) du ).
0

und Potenzieren sowie Erwartungswertbildung liefert insgesamt

£ ( / w:audBff") ¢ ( Ao dBiQ*) ] .
0 T 0 T

Angenommen, die beiden lokalen Exponentialmartingale (€ ( [; 7o, dBS") t) o<ier 1nd

(€ (fs (xu = X3) dBi?"),) y<perp Sind echte Martingale beziiglich QX, ein hinreichen-

des Kriterium hierfiir ist die Erfiillung der Novikov-Bedingung, dann entspricht deren

B[(2§) %] = e/m O

Erwartungswert dem Wert 1. Es folgt mit der Unabhéngigkeit der Brownschen Bewe-

¢ ( Jotw=x dBiQX)j]

Nun kénnen wir uns der Fallunterscheidung (R < 1, R > 1) widmen. Betrachtet wird
die Funktion h : Rsg — Rsg mit h(y) = y/F. Fiir R < 1 ist h konvex und die
Jensensche Ungleichung impliziert fiir jedes (X € ©

gungen

E[(2§)' %] = e /" B

B[(20)' ] = m e ([ - dBjQ")T]

==

> e WRE € (/ (Xy — X5) dBjQX> } = ¢ /R,
L T

0

Insbesondere wird der Term [E [(Z%)l_%] im Fall R < 1 durch die Wahl von y = x*

minimal. Analog erhalten wir im Fall einer konkaven Funktion h, das heiffit R > 1,
(2] < o

fiir alle (X € © und das Maximum wird bei x = x* erreicht. Somit ist gezeigt, dass
sich im Optimierungsproblem unabhéngig vom Wert R die Wahl der Zustandsdichte
¢X" ergibt und die Gleichung (5.14) mit QU~%) = QX" gilt. Dies impliziert

Vo) = inf int {vr+ by (< (122 [T (20 ]
w20 cee - R 7)) T r

—f R 1_% 1 1 T d —Oé/R
_llzrzlo y:p+1_Ry exp | — ) ; r.au | e .
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Die verbliebene Minimierung iiber die Menge R ergibt fiir den Wert des Lagrange-

Ry(1-R) fOT rydu—a

Operators v = o~ und liefert

1-R
V(z,0) = {E_Re(l—R) JT rydtimc

mit « eindeutig festgelegt durch die FRE (5.12).

5.1.2. Portfoliooptimierung mit Claim

Kommen wir zur Berechnung des Wertes V (z — p°(k), k) fiir einen beliebigen européi-

schen Claim C'. In diesem Fall lautet das duale Optimierungsproblem

inf inf {E[0 —p E }

inf inf \E[U (v¢r)] +v (¢ = p"(k)) +vAE[CrCr] ¢
wobei die Existenz eines optimalen Vermogensprozesses X* mit X7 + kCp = 1(v*(})
angenommen wird. Analog zum Vorgehen in Mertons Portfolioproblem wollen wir eine
FRE herleiten, leider ist dieses im Falle der Potenznutzenfunktion nicht ohne Weiteres
moglich. Dies liegt daran, dass wir dort In (X7) verwendet haben, welches nun zu
In (X7 4+ kCr) wird, und eine sinnvolle Transformation dieses Ausdrucks fiir allgemeine

Claims bereitet Schwierigkeiten. Fiir die exponentielle Nutzenfunktion hingegen kann

das Vorgehen repliziert werden. In Analogie zu Satz 5.3 gilt

Satz 5.9 (Fundamentale Darstellungsgleichung bei Exponentialnutzen)
Beim exponentiellen Nutzen ergibt sich aus der Gleichung X7 + kCr = I (v*¢) mit
X% € A(x — pP(k)) die Darstellung

1" 1
3 / Ndu +vkCp = o+ My + M + 5[ML]T (5.15)
0
mat
T T
M, = / o (dBu + )\udu), Of =\ — ’YX:W:O’teff rsds
0
T T .
My = / XidBy, a= / rdu — Inv* — yzelo 78
0 0

Beweis. Die Umformungen konnen analog zum Beweis von Satz 5.3 vorgenommen wer-
den. O
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Ebenfalls konnen die selben Argumente wie im Merton-Problem fiir den Beweis von
inf {E [ZrIn (Zr)] + vkE [ZrCr) } = E[Z} n(Z))] +vkE[ZX Cpl = o (5.16)
genutzt werden. Unter Verwendung von (5.7) und (5.16) folgt

V(z —p(k), k) = inf inf {IE[(? (v¢r)] + VEKE [(rCr] + v (z — p°(K)) }

v>0 (€6
. v 7fT rodu g b
:ig) 56 0 ln(y)—/o rodu— 1+ o + v (z —p°(k))
Abschliefend liefert die Optimierung iiber den Lagrange-Parameter
1 T
V(r—p"(k), k) = ——exp (—a — (z = p"(k)) ~yelo T“d“> (5.17)
Y

mit « eindeutig festgelegt durch (5.15).

5.2. Anwendung
Fiir die Anwendung nutzen wir, dass in Mertons Portfolioproblem die FREs (Sétze 5.3
und 5.6) zusammengefasst werden konnen, siehe auch [20, Theorem 1.1].

Beobachtung 5.10

Bei deterministischer Zinsrate ist die FRE im Merton-Problem gegeben durch

q r 2 I—gq IR
5 )\udu:a+MT+T[M]T+MT +§[M |7 (5.18)
0
mit
1 fir U(z) = —%e‘“’z,
q - 1 . 21-R
-5 fuir U(z)zl_R7
und
T T
My = / ¢x (dB, + g\, du) , Mz = / XLdBy.
0 0

Ezistieren Prozesse ¢*,x* sowie eine Konstante « derart, dass die Gleichung (5.18)



Der duale Ansatz 638

mit endlichen Werten erfillt ist, so kann das Optimum explizit durch

—% exp (—:cfyefoT rude _ a) fir U(z) = —%e‘”’z,

1-R 1-R

V(z,0) =
I —exp ((1 - R) foT rydu — a> fiir U(z) = =g,

(5.19)

angegeben werden.

5.2.1. Non-traded assets model

Wir wollen uns zuerst mit dem NTAM im Falle konstanter Parameter befassen und

beginnen mit der Kalkulation des optimalen Wertes im Merton-Problem.

Beispiel 5.11
Im NTAM mit konstanten Parametern besitzt die FRE (5.18) eine einfache Lisung,
namlich die Wahl ¢* =0, x* =0 und o = %)\ZT. Der optimale erwartete Endnutzen

st in diesem Fall fiir die exponentielle Nutzenfunktion

1 ' 1 e
V(z,0) = ——e ¢ 0 = _Zgmme gy (5.20)
¢! o

und fiir die Potenznutzenfunktion

x A 1 1)y2
Vi(r.0) = & A-RyT—a _ L (1-RyrT—4(1-%)A*T 591
welches den berechneten Werten im grundlegenden Ansatz entspricht. Auflerdem erhal-
ten wir auch beim dualen Ansatz eine Aussage iber die Anlagestrategie des Investors,

denn aus ¢* = 0 folgt fiir den absoluten Anteil im risky asset P

b e | AT i U = L
the = AT = AXS f U ) LR
Ro ur (Z - 1—-R>

vergleiche Bemerkung 4.15.

Bemerkung 5.12

Das vorige Beispiel ist ein Spezialfall einer grofferen Menge von Modellen, fir die der
Wert V (x,0) mit Hilfe des dualen Ansatzes einfach angeben werden kann. Generell gilt
fiir alle Basismodelle (Modell 3.6), in denen der Prozess A deterministisch ist, dass die
FRE (5.18) eine triviale Losung besitzt, nimlich ¢* =0, x* =0 und o = 3q fOT AN du.

Insbesondere stimmt dann das g-optimale Maf8 Q@ = QX" mit dem minimalen Mar-
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tingalmafl von Féllmer & Schweizer tiberein, und ist gegeben durch die Dichte

dQ@ < /T 1 [T )
=exp | — A dB, — —/ Audu ) .

Kommen wir nun zum Optimierungsproblem beim Kauf von k Claims. Nach (5.15)

und (5.17) gilt bei exponentieller Nutzenfunktion

V(e —p'(k).k) = —% exp (=7 (z = p’(k)) €' — @)

mit « eindeutig festgelegt durch

1 1
AT +9kCp = a + My + Mg + 5[ML]T.

Wir betrachten neben dem bekannten Fall C' = C(Y') auch das Beispiel eines beliebi-
gen hedgebaren Claims. Zwar kennen wir fiir replizierbare Claims bereits die nutzen-
neutralen Preise nach Theorem 2.5, aber wir mochten die Gelegenheit nutzen, um zu

zeigen, dass der duale Ansatz auch diesen eindeutigen arbitragefreien Preis liefert.

Beispiel 5.13

Der Claim C sei hedgebar mit eindeutigen arbitragefreien Preis p®®. Dann gilt

V(e —p°(k), k) = —% exp (—7 (z = p°(k) + kp™?) e — %AzT) : (5.22)

Dies ergibt sich aus der Gestalt des Vermogensprozesses X™ der Hedgestrategie, welche
gegeben ist durch die SDE

t

P
dX] = 6,dP, +r(X] — 0,P,)dt = X[ (rdt + <% — Tdt)> X7 =p™".

Aus dieser Darstellung folgt fiir die Auszahlung des Claims

T dP T

Cr = p¥e™ + / Tu ( Pu — rdu) = p¥rberT 4 / 0 (dBy + Adu)
0 u 0

und die Wahl von x* =0, ¢f = kyom; sowie a = ykeTpa® + %)\ZT 16st die FRE. Das

Einsetzen des Wertes « in (5.19) miindet schlieflich in (5.22). Vergleichen wir dieses

Ergebnis mit (5.20), so ist V(x,0) = V(z — p°(k), k) genau dann erfiillt, wenn p°(k) =

k,parb

Preis.

gilt, wir erhalten als nutzen-neutralen Kaufpreis den eindeutigen arbitragefreien
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Beispiel 5.14
Die Auszahlung des Claims C' werde nur von der nicht handelbaren Aktie Y beeinflusst.

Dann kann die aus dem grundlegenden Ansatz bekannte Formel

1
V(o = pP(0),K) = — S 0T (520 [ obipioon]) P
Y

herleitet werden.

Die Losung fiir den Wert V(x — p®(k), k) soll das minimale Martingalmaf Q) bein-
halten. Um zu dieser Abhéngigkeit zu gelangen, verwenden wir in der FRE (5.15) die

Brownschen Bewegungen
BY =B, +x, B =B und w2 =,B2" 4 ptBY,
Dadurch erhalten wir

1 T T 1 T
AT+ 4kC (V) = o + / onBYY + / B2 + 5 / (x3)* du
0 0 0

und mit dem Ansatz ¢f = pip,, x; = pti, fiir einen previsiblen Prozess 1 ergibt sich

1 r o 1 r
GNT +7kC(Yr) = o+ / b, dW 2" + 5 (177 / W2du. (5.23)
0 0

Diese Gleichung besitzt eine Gestalt, welche auch in der Anwendung fiir das SVM auf-
tauchen wird, und das Vorgehen in |20, Kapitel 4] kann genutzt werden. Wir erwarten

eine Losung der Form ¢, = ¢(¢,Y;) und verwenden im Weiteren die Notation
dY; = Y, [(r + n€)dt + ndW,] = b (Y;) dt + a (¥;) Wi,

Fiir eine Funktion f = f(t,y) € CY* mit f(T,y) = 0 fiir alle y lautet die aus der

It6-Formel hervorgehende Darstellung

(0, Y0) :/O £,(u,Y,) (b(Yu)du+a(Yu)qu)+%/0 Foy(w, Yo)a?(Y,,)du (5.24)

+ /OT ft(u, Yu)du

Die Idee ist durch geschickte Wahl von ¢(¢,Y;) = f,(t,Y;)a(Y;) einen Bezug zu (5.23)

herzustellen, um dann mit Hilfe der Funktion f den Wert o berechnen zu kénnen. Wir
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erhalten

/ W(u,Y,)dw " —p)\/ U(u,Y,)d
—£(0,Yp) —/ (fy(u,Yu)b(Y )du + fyy(u Y,)a*(Yy,)du + ft(u,Yu)du>
0
und durch die Kombination mit (5.23) liefert

1
o= SXT = £(0,%)

- /o [%kC(YT) —apa(Y,) fy(u, Vo) — @C‘Q(Yu)ﬂf(% Yo) + b(Yu) fy (u, Vo)
5V fu, Yo+ fil, Vo) | do

Folglich ist das Integral unabhéngig von Y (gegeben den Wert Yy) und wir kénnen den
Integrand als Funktion H : [0,7] — R interpretieren, welche oBdA konstant 0 gesetzt
wird. Wir suchen daher eine Losung der PDE

(1-p%
2

’yk

1
T GQ(y)f5+§a2(y)fyy—|—ft =0

(Y7) + (b(y) — qpra(y)) fy —

mit Endwert f(T,y) = 0 fiir alle y. Durch die Transformation

f(tay) = 1HG(t,y)

b
(1—p?)

ergibt sich fiir G die PDE

ka‘ (1—p%) C(Yr)G(t,y) = Gi(t,y) + (b(y) — apAaly)) Gy(t, y) + %aQ(y)ny(t, y)

und die Anwendung der Feynman-Kac-Formel liefert schliefslich

G(t,y) = EQ” {exp (_ (1— ) %k /t ) C(YT)du)

th:y}

Aufgrund der Setzung von H = 0 muss a = %)\QT + f(Yo,0) gelten, das heifst

a= EAZT ! In £ [e—(l—pQ)fka(YT)}
2 (L—=p?)



Der duale Ansatz 72

Schlussendlich folgt aus (5.17)

5.2.2. Stochastic volatility model

Bei der Betrachtung des SVM sei analog zum grundlegenden Ansatz r = 0 und die
Korrelation p € (—1,1) konstant. Wir beginnen mit dem Szenario der Ablehnung des
Claims-Angebots.

Beispiel 5.15

Beim Merton-Problem betrdgt der optimale erwartete Endnutzen

mit A = 1 — qp?, q abhingig von der Nutzenfunktion sowie PM definiert durch

o —eca(h- W), (5.25)

Die FRE besitzt die Form

q (T 9 l—q Il
3 A (Yu)du:a+MT+—2 [(M]r + Mz +§[M JF
0

T T A

—a [Cotuvaan s [ (a0 XA+ 59 1)) du
T T

:a—i—/ ¢(u,yu)dwj4+/ %1/;2 (u,Y,) du
0 0

mit der bekannten Transformation ¢f = pyy, X7 = pty; und der Brownschen Be-
wegung WM = W, + gp [ A(Y,)du. Die Form der obigen Gleichung erinnert an die
Gestalt von (5.23) aus der Portfoliooptimierung mit Claim im NTAM. Daher repro-
duzieren wir das dortige Vorgehen, machen also von dem Beweis in [20, Kapitel 4]
bzw. |29, Proposition 3| Gebrauch. Ausgangspunkt ist die Ito-Darstellung (5.24) fiir
eine Funktion f = f(t,y) € C? mit f(T,y) = 0 fiir alle y. Erneut liefert der Ansatz
Y (YY) = f, (t,Y:)a(Y:), dass diese Ito-Darstellung genau dann die Form der FRE
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besitzt, wenn der Wert oo — f(0,Yy) dem Integral

T
/0 |:%>‘2(Yu) - qpa(Y;J/\(Yu)fy - %a2(yu)fy2 + b(Y;L)fy + %GQ(Yu)fyy + ft du

entspricht. Folglich ist das Integral unabhéngig von Y (gegeben den Wert Yj) und wir

konnen erneut den Integrand konstant 0 setzen. Deshalb ist eine Losung der PDE

DX (w) + (o) ~ apap)A W) fy — S W) + 300y + Fi =0

mit Endwert f(7,y) = 0 fiir alle y gesucht, welches aber gerade (2.10) und (2.11)
in [1] entspricht. Dementsprechend erhalten wir analog zum Satz 4.25 im grundlegenden
Ansatz, dass mit den Forderungen von Benth & Karlsen, siehe (4.17), f eindeutig losbar

ist. Mit der Transformation

G (t,y) = exp (—Af(t,y))

folgt dann ebenfalls

G(t,y) = EP” [exp (—%A /t ' )\Q(Yu)du)

Yt=y]

mit dem WMak PM gegeben durch (5.25). Die Setzung von H = 0 impliziert diesmal,

dass a = f(0,Y}) fiir die Aquivalenz der beiden obigen Gleichungen gelten muss, also

folgt
a= —llnEpM exp [ —IA /T N (Y,)du
A A u

und in beiden Modellen liefert (5.19) die Form

V(z,0) = U(z) EP" [exp (—%A /OT /\Q(Yu)du” 1/A.

Beispiel 5.16
Bei der Optimierung mit einem Claim C = C(Y) betragt der optimale erwartete End-

nutzen unter exponentiellen Priferenzen

Ve U [exp (‘% /OT NA(Y, ) du — vacm)ﬂ h
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mit A =1 — p? sowie PM definiert durch

dPM

d—Pzg(—p()\'W))T~

Die Herleitung kann analog zum Vorgehen im vorigen Beispiel 5.14 vorgenommen wer-
den. Der einzige Unterschied besteht darin, dass noch der Term kyC(Yr) auftaucht.
Wir erhalten fiir f = f(t,y) € CY?, dass der Wert o — f(0,Y;) dem Integral

)y 2w va)

/o P?kcm) SN V) + (V) — pA(Ya)a(¥)) fy(u Ya) ~

50O Yor ) + £, o)

entsprechen muss. Die bekannte Verfahrensweise liefert

T
a=f(0,y) = —% InG(0,y) = —%IHEPM {exp <—%/0 N (Y,)du — WkAO(YT)ﬂ

und mit (5.17)

V(e —p°(k), k) = —% exp (—y (z — p’(k)) — @)

= Uz — p"(k)) E [exp (—% /0 ' M(Y,)du — ykAC(YT))] o .

5.3. Der Ansatz von Tehranchi

Im diesem Abschnitt mdéchten wir eine knappe Vorstellung des Ansatzes von Tehran-
chi [35] liefern, welcher aus der Kenntnis der Resultate fiir die Optimierungsprobleme

entsprungen ist.

Idee des Ansatzes

Sowohl bei Mertons Portfolioproblem wie auch bei der Optimierung mit Claim taucht

(Eﬁ [wA] ) v

mit einer (konstanten) Zufallsvariable ¥, die nur von der Brownschen Bewegung W

in den Ergebnissen der Term

abhéngt, und A = 1 — gp* auf. Hierbei ist die Korrelation p € (—1,1) konstant und
das Maf variiert in Abhéngigkeit vom Modell, vergleiche Resultate 4.23 und 4.27.

Diese Gestalt der Losung brachte Tehranchi auf die Idee, einen neuen Ansatz unter
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Verwendung einer Holder-Ungleichung zu konzipieren. Seien B bzw. W die Brownschen
Bewegungen bzgl. P, welche sich aus dem Satz von Girsanov als Transformation von
B bzw. W ergeben. Dann definiert der Autor fiir einen progressiv messbaren Prozess
¢ mit fOT d2du < +oo fast sicher und € € R

2 1 t t o
9 = exp <€p / G2du + / gzﬁudBu) _
2 0 0

(e

Fiir 77(‘1“) = limy_7n ) und A + 1/e = 1 zeigt er unter Verwendung der Holder-

Ungleichung, dass fiir alle Prozesse ¢ entweder

ol E)” e ()

1/A
gilt. In den Optimierungsproblemen ist dann genau der Prozess ¢ relevant, welcher
Gleichheit liefert. Auch dessen Darstellung gibt Tehranchi explizit an, und zwar lautet

sie

1 ) Lt
(1—¢)p EP[UAF]

O =
mit ¢ derart, dass
_ T o
vt =EF [Uh] + / CudW,
0

gilt [35, Theorem 2.1]. Mit diesen technischen Vorbereitungen ist die Herleitung des
Optimums eine simple Rechnung, welche er sowohl fiir die in dieser Arbeit betrachteten

Nutzenfunktionen als auch fiir die Logarithmische vollfiihrt [35, Propositionen 3.3-3.5].

Bemerkung 5.17

Im Unterschied zu dem bisherigen Vorgehen betrachtet Tehranchi Nutzenfunktionen der
Form

U(Xr,Yr) = uy(Xr) - up(kC(Yr))

mit uy monoton wachsend und konkav. Die Ubersetzung auf das Merton Problem erfolgt
mit uy = U, up = 1 und k = 0, ber der Optimierung mit Claim st dies aber nur im Fal-
le der exponentiellen Nutzenfunktion problemlos méglich (uy = —%Ug =U). Trotzdem
st sein Ansatz eine FErweiterung, da zum einen keine Markovsche Struktur vorliegen
muss und zum anderen nicht nur europdische Claims sondern zum Beispiel auch kon-

tinuierliche stochastische Finkommensstrome bewertet werden kionnen [75, Remarks 8
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and 6].

Wir mochten beispielhaft anhand des NTAM mit konstanten Parametern und exponen-

tieller Nutzenfunktion die Berechnung des Optimum vorfiihren, das heifit, wir setzen
~ 1
U(XT, YT) = ul(XT) . UQ(]{?C(YT)) = ——B_WXTG_VICC(YT).
8
Die bekannte Darstellung
t
X; = Xpe™ + / "o X 1 (dB, 4+ Adu)
0

des Vermogensprozesses X impliziert

E[U (X7, Y1) = E [—1

6—7<XT+kc(YT)>}
gl

1 , r
= —;e‘”XOe E [exp (/0 —ve" T X 1 (dB, + \du) — fka(YT))]

Unter Verwendung des minimalen Martingalmafes Q‘” gegeben durch

dQ©
dP

1 1
= exp (—)\BT — EAQT) = exp (—/\Bg(0> + 5/\2T)
ergibt sich
T
E {exp (/ —ye"TYe X 1" (dB, + Adu) — fka(YT))]
0
g 1
= EQ” [exp (/ (A= ver(T_“)aX;WZ) dBQ<O)> exp (—5)\2T - ka’(YT)>}
0

T
— Q" {exp (/ gbudB@<0>) \I/} ,
0

wobei die Setzung ¥ = exp (—3A*T — vkC(Y7)) und ¢, = A — ve" T Do X} genutzt

wird. Fiir € = 1/p? erhalten wir

t
' = exp </ ¢ud§u) und A =1-p%
0

Die Holder-Ungleichung von Tehranchi [35, Theorem 2.1(2)] liefert

]EQ<0) [\Iln@s,g)} > <EQ<0> [\I/A})l/A
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und folglich gilt

1 rt ]- Tt
E [U (XT,YT)] = __ef’yXoe ]EQ<0) [\I]n(qj,g)} < __e*WXoe EQ(O) [\I/A} 1/A

g g

mit Gleichheit fiir den optimalen Prozess ¢. Dies impliziert schlussendlich fiir das Op-

timum beim Kauf von & Claims

1

Vi —ph(k), k) = L eprpeT-per <E@<°> [e—vk(l—pQ)O(YT)D =7
8

Bemerkung 5.18

Die obigen Kalkulationen kionnen analog fiir das SVM unter deterministischen Zinsen

vollfiihrt werden. Um schlussendlich auf das uns bekannte Resultat

Viz— pb(k), k) = _le—v(r—p”(k)) (EPM [e_%(l_”Q) I /\Q(Yu)due—vk(l—/)?)C(YT)] ) 1-p2
7

fir r =0 zu kommen, muss noch eine Majftransformation vorgenommen werden, siehe

Beweis von [75, Proposition 3.3].



6. Resultate fiur die

nutzen-neutralen Preise

Kommen wir nun zum letzten Schritt unserer Berechnung des nutzen-neutralen Kauf-
preises, welcher nach der Vorarbeit in den bisherigen Kapiteln keine grofsen Aufwand

benotigt. Schlieflich geniigt die Auflésung der Gleichung
V(z,0) = V(z —p°(k), k)

nach p°(k). Vorher geben wir aber eine kurze Einfiihrung in die Theorie der marginalen
Preise, um interessante Ubereinstimmungen zwischen den Ergebnissen bei unterschied-

lichen Nutzenfunktionen erlautern zu konnen.

6.1. Marginale Preise

Mit der Analyse dieser Thematik haben sich unter anderem Davis [5|, Karatzas &
Kou [21] sowie Hobson [21] beschéftigt, wobei letzterer auch die Berechnung im NTAM
vornimmt. Definitionsgeméaf bezeichnet der marginale Preis den nutzen-neutralen Preis
fiir eine infinitesimale Menge eines Claims. Mit anderen Worten, es handelt sich beim
marginalen Preis um den Preis, bei welchem das Umlagern einer minimalen Geldmenge
in den Claim keinen Einfluss auf den optimalen erwarteten Endnutzen hat. Wir be-
trachten nur die Theorie fiir den Kaufpreis und beginnen mit der originalen Definition

von Davis [5, Definition 1].

Definition 6.1 (marginaler Kaufpreis)

Der marginale Kaufpreis eines Claims entspricht dem Preis p, welcher

0 0
5 (=25)

erfillt, vorausgesetzt die Funktion V' besitzt ausreichend Glattheit. Hierbei steht 6 = 0+

=0
5=0+
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fiir den Limes 0 | 0. Wir verwenden die alternative, an unsere Notation angepasste
Definition

b
o p(k)
=1
p ]gg L
welches fiir differenzierbare Preisfunktionen p = p’(k)|k:0Jr entspricht.

Bemerkung 6.2
Nach dem Forderungen von Henderson (siehe Annahme 3.13) betrachten wir nur nicht-
negative Claims. Bezeichnen v** und C%* die optimalen dualen Variablen im Merton-

Problem, so gilt fir einen solchen Claim und k > 0 nach Ungleichung (5.2)

V(r — kE [(77Cr] k) < inf 225 {E[ﬁ (Wer)] + v (z — kE [(*Cr]) + vkE [CTCT]}

< BT (4] + 5% (2 — KB [GCi]) + RE ]
B0 (o) + 8

=V(z,0)

= V(z —p(k), k)

Dies impliziert direkt p°(k) < kE [ g’*C’T] und der marginale Kaufpreis ist nach oben
beschrinkt und existiert. Dies muss fir den marginalen Verkaufspreis, definiert durch
llgglp ,ik) nicht zwingend zutreffen. Fir beschrinkte Claims existiert dieser aber auch
und entspricht dem marginalen Kaufpreis.

Unser Ziel ist die Herleitung einer expliziten Darstellung fiir den marginalen Kaufpreis,
wobei wir als Ansatz die Gleichung V' (x,0) = V (x — p?(k), k) verwenden. Angenommen
die Funktion V(z, k) sei in k differenzierbar, dann folgt

0 0
0=—V(x,0) =—V(x—p (k;),k)
Ok k=0+ Ok k=0+
0 0
:(—&W B (k) + 5V (= ’f>)‘ (6.1)
2=a—pb (k)
0
= gVCh| L, gV en)|
z=x—pP(k) z=x—p®(k)

Bezeichne Xi’* den optimalen Vermdgensprozess bei Kauf von £ € R Claims, so exis-

tiert eine Darstellung der Form U’(X2* +kCyp) = v**(* mit einem Lagrange-Operator
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vF* sowie einer Zustandsdichte ¢¥*. Unter Verwendung dieser Darstellung kann

0 0 0
&V(z, k) oy = v und %V(z, k) ot
z=x—p° (k) z=z—pP(k)

= I/O’*E [ %*CT}

hergeleitet werden, siehe |24, Theorem 7.3 & 7.4|. Einsetzen in (6.1) liefert, dass der
marginale Kaufpreis
]/?\: E [ 3«7*07“}

betragt, die nicht-lineare Preisfunktion reduziert sich also in eine Lineare, wenn die
Anzahl der Claims gegen Null tendiert. Einerseits bedeutet dieses Resultat, dass bei
Kenntnis der optimalen Zustandsdichte des Merton-Problems der Preis explizit ange-
geben werden kann. Andererseits haben wir im dualen Ansatz gesehen, dass ¢** zu
einem g-optimalen Mafs gehort, das heifst, es gibt einen direkten Bezug zwischen den
marginalen nutzen-neutralen Preisen und den minimalen Martingalmafsen. Wir kom-
men nun zur Berechnung der (marginalen) nutzen-neutralen Preise und dem Aufbau
der vorigen Kapitel Folge leistend, beginnen wir mit dem NTAM im Falle konstanter

Parameter.

6.1.1. Non-traded assets model

In diesem Modell befinden wir uns der komfortablen Situation unabhingig von der
Nutzenfunktion alle Optimalwerte (approximativ) berechnen zu kénnen, wobei wir un-
ter Potenznutzen einige Einschrankungen vorgenommen haben. Insgesamt konnten wir

fiir einen Claim der Form C' = C(Y') zeigen, dass bei exponentiellen Préferenzen

V(z,0) = — le’”eﬂe’%’\zT
gl
1
V(e —p(k), k) = — 1 @prmpem—ixer (E@@ [e—vk(l—ﬁ)(f(YT)D =7
gl

sowie bei einer Potenznutzenfunktion mit C(Y) =Y und r =0

1-R

V(z,0) = 1:6_ Re%W
Vi(z —pP(k), k) = 9(0,z — p*(k),p,y) + o(k?)

mit o(t, x — p°(k), p,y) gegeben durch (4.15) gilt.

Beispiel 6.3 (Exponentielle Nutzenfunktion)
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Der exakte nutzen-neutralen Kaufpreis eines Claims C' = C(Y') lautet

—rT
b € QO | —yk(1—p*)C(Yr)
p’(k) = ————InE [e ] . (6.2)
7(1=p?)

Approzimativ kann dieser durch die Maclaurinsche Reihe dargestellt werden als

Pk)=e" (kE@ C(Yr)] - %3 (1= ) (B [C(vr)?] — 2" [C(YTW)) + o(k?)

2

=" (kEQ<O> [C(Yr)] - %7 (1=+") ver [C(YT)]) +olk)

Unter Potenznutzen konnte, wie bereits erwihnt, Henderson in [12, Theorem 4.1] die
Optimierung auf beliebige Claims verallgemeinern. Verwenden wir sein Ergebnis, so

ergibt sich

Beispiel 6.4 (Potenznutzenfunktion)
Sei r =0, dann gilt fir den nutzen-neutralen Kaufpreis eines Claims C' = C(Y)

R IO (R o e P ()

mit CY = %E9<0> [C(Yr)], vergleiche [12, Theorem 4.2].

Analyse der nutzen-neutralen Kaufpreise

Lasst uns die Preisfunktionen genauer betrachten. In beiden Fillen ist p® eine konkave
Funktion, welches nach dem Abschnitt iiber die Eigenschaften der nutzen-neutralen
Preise aber keine neue Erkenntnis ist, schlieflich sind die Nutzenfunktionen strikt
konkav. Erwdhnenswerter scheint das Merkmal, dass beim exponentiellen Nutzen das
Startvermogen des Investors fiir den Preis irrelevant ist. Aber auch die Begriindung die-
ses Phinomens haben wir bereits geliefert, denn die CARA-FEigenschaft besagt, dass
der absolute Investitionswert in das risky asset von einer Verdnderung des Startver-
mogens unberiihrt bleibt. Im Gegensatz hierzu besitzt die Potenznutzenfunktion die
DARA-Eigenschaft. Aus diesem Grund impliziert eine Erhéhung des Startvermdgens
eine Erhéhung des absoluten Wertes in den risikoreichen Positionen, folglich ist der
Investor bereit einen hoheren Preis fiir den Kauf des Claims zu zahlen. In der obigen

Preisformel kann diese Eigenschaft durch

T YQ(CY)Z

0 k2 0
b(k) = KRS [C(Yy)] — —Rn? (1 — 2]E@”[
P’ (k) C(OVr)) = 5 n? (1—p%) X0

du] + o(k?)
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verdeutlicht werden. In dieser Darstellung ist das Integral unabhéngig vom Startkapital
und p°(k) folglich monoton wachsend in x. AbschlieRend sei noch auf die Abhingig-
keit des nutzen-neutralen Preises vom Parameter der Risikoaversion hingewiesen. Je
groker das Arrow-Pratt-Mak der absoluten Risikoaversion ist, desto risikoaverser ist
der Investor. Da die Erhohung des Parameters v bzw. R eine Erhohung der absoluten
Risikoaversion bedingt, miisste der nutzen-neutrale Kaufpreis folglich in diesen Parame-
tern fallen. Fiir die exponentielle Nutzenfunktion besitzt diese Aussage auch universelle
Giiltigkeit, aber beim Potenznutzen zeigen Henderson & Hobson in [13, 6. Discussion],
dass fiir R | 0 ab einer bestimmten Schwelle die gegenteilige Reaktion eintreten kann.
Einen Anhaltspunkt fiir dieses unerwartete Phinomen liefern die beiden Autoren auch,
namlich die verschiedenen Definitionsmengen der beiden Nutzenfunktionen. Wahrend
die exponentielle Nutzenfunktion auch negatives Vermogen erlaubt, ist die Potenznut-
zenfunktion nur fiir Positives definiert. Daher existiert kein triftiger Grund bei einer
gegen Null tendierenden Risikoaversion und einem nahe bei Null liegendem Vermogen

identisches Verhalten zu erwarten, siche auch [12, 6. Conclusion].

Marginaler Preis

Der marginale Kaufpreis ist unabhingig von der Nutzenfunktion gegeben durch
~_ mQO r _pT o (0)
p=E [e C’(YT)} =E | 'C(Yr)| . (6.4)

Fiir die Potenznutzenfunktion ergibt sich die Giiltigkeit direkt aus (6.3), wohingegen
fiir die exponentielle Nutzenfunktion bei Wahl der exakten Losung die Anwendung
der Regel von de L’Hopital das Ergebnis liefert. Die interessante Beobachtung ist,
dass der marginale Kaufpreis unabhéngig von der gewéhlten Nutzenfunktion und dem
Parameter der Risikoaversion ist. Insbesondere ergibt sich das Ergebnis (6.4) fiir jede

wachsende, strikt konkave Nutzenfunktion |18, Theorem 1].

Explizite Kalkulationen
Im NTAM mit konstanten Koeffizienten ist der Prozess Y eine geometrische Brownsche

Bewegung mit

1
Y, = yexp ((7’ + &)t + W, — 577225)

(0) 1
= yexp ((T +0é —npA)t + W2 — §n2t)

und die Berechnung der Erwartungswerte unter dem Mafk Q(? ist trivial. Die Resultate
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lauten

EQ [YT] _ y6(7+77(§*P)\))T

EQ [qu] — y262(r+n(£—p>\))T+n2T

EQ [Yqﬂ _ y4e4(r+n(£—p>\))T+6n2T
und damit konnen approximative Preise fiir verschiedene Claims berechnet werden,
wobei als Quelle fiir die meisten der folgenden Beispiele das Paper von Henderson [12]
dient. Hierbei setzen wir die Zinsrate r = 0, um beide Nutzenfunktionen zeitgleich
betrachten zu konnen. Auferdem mochten wir die Annahme 3.13 in Erinnerung ru-
fen, welche die Giiltigkeit der Resultate in den kommenden Beispielen nur fiir £ > 0

zusichert.

Beispiel 6.5
Entspricht der Claim der nicht handelbaren Aktie, das heifst C(Y) =Y, so folgt
b Qo k? 2\ yQ© 9
(k) = REZT [Vr] = 5y (1= p°) V2 [Yr] + o(4)
2

— fyel € PNT _ %7 (1= p?) y2e2n(E VT [enQT _ 1} +o(k?)

fur die exponentielle Nutzenfunktion sowie

k,2 T YQ Y2
pb(k> — ]CEQ<O> [YT] i 7R772 (1 _ p2) EQ<0> |:/ u)((co}i) du} + O(/{Z2)
0 U

£2 02 201 _ 2
_ k,yen(g—pA)T . E%R (77 ( . P )) o21(E=pNT [eFT o 1} 4 0(/{;2)
mit I = n?— 277p)\1%2 + (%)2 fir den Potenznutzen, vergleiche [15, Theorem 3]. Dement-

sprechend betrdgt der marginale Kaufpreis
D= EQ” [Yr] = yen(&p/\)T'

Beispiel 6.6
Fiir den quadratischen Claim C(Y) = Y? lauten die Ergebnisse fiir die nulzen-neutralen

Kaufpreise bei exponentieller bzw. Potenznutzenfunktion

2
(k) = kEQ” [V2] - %7 (1= p?) V& V2] + o(k?)

k2
_ k,y26277(§—p>\)T+772T _ 57 (1 _ p2) y4€4n(§—p)\)T+2n2T (64772T _ 1> i 0(k2)
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bzw.

0 2 o T Y4 Y2
(k) = kEX” [v2] - %an (1—p?) E2Y U —“)(gi) du} + o(K?)
0 U

4 2 1 — 2
— fyP2EPNTHPT _ 2/623% (M) (" — 1] + o(k?)

mit T' = 3n? + 69 (£ — pA\) + ( )2. Der Wert fiir den marginalen Kaufpreis betrdigt

p=EeY (V2] = Y22 EPNTHI’T

Diese Beispielaufzihlung wollen wir mit den bekanntesten européischen Optionen ab-
schliefsen, wobei allein der Call betrachtet wird. Eine genaue Analyse des Puts hat Mo-
noyios in [28] durchgefiihrt. Dort sind fiir exponentielle Préferenzen zusétzlich zur theo-
retischen Approximation auch numerische Berechnungen der nutzen-neutralen Preise

vorzufinden.

Beispiel 6.7
Sei K > 0 und der Claim gegeben durch C(Yr) = (Yr — K)*. Dann kann unter expo-
nentiellen Priferenzen der nutzen-neutrale Kaufpreis approximativ bestimmt werden,

und zwar gilt
P(k) = kB2 [(vp — K)1 B (1= )V [(vg — K1 k2
p()— [(T— ){YT>K}]_57< —p) [(T— ){YT>K}]+O( )
mat
B2 [(¥r = K) L] = 0 #0(d,) — KO(d)
B (¥ — K)*Lypo)] = 5265 €T T0(d, 4 qyT) + K20 (d.)
_ 2Kye"(5’p’\)T<I> (dy)

und ® bezeichnet die Verteilungsfunktion einer standardnormalverteilten Zufallsvaria-

ble sowie

v ~ N T L 2T L —p\N) T — 2T
d+:K+n(€ PN T + 51 wnd g = ET1E—pNT =T

T T

Fiir den Potenznutzen hingegen ist der zweite Term in

2 T2 Y\2
P(k) = KBS [(vp — K)*] — R (1 ) B2 U Yu;(((g,—i) d“] +o(k?)
0

u



Resultate fiir die nutzen-neutralen Preise 85

aufwendiger zu berechnen. Fir ein Simulationsbeispiel sei daher auf [12, Example 4.1
continued| verwiesen. Abschlieflend kommen wir zum marginalen Kaufpreis der Call-

Option, welcher
]/)\: EQ@) [(YT . K)]-{YT>K}} — yeﬁ(ﬁ—pz\)T(I)(d_’_) . K(I)(d_)

lautet.

6.1.2. Stochastic volatility model

In diesem Modell kobnnen wir nur unter exponentiellen Préferenzen beide Optimierungs-
probleme I6sen, insbesondere ist im Fall der Potenznutzenfunktion keine Berechnung
des nutzen-neutralen Kaufpreises moglich. Fiir » = 0 und eine konstante Korrelation
p € (—1,1) lauten die Optima des Claim C' = C(Y)

1 " A ([T A
V(z,0) = ——¢* EF {exp (_5/ Az(Yu)du)}
0

v

Vi) = e B e (- [0k ke ) -

mit A = 1 — p? und dem Maf P definiert durch die Dichte

dPM
dP E(=pA-W))p.

Aus der Gleichung V (x,0) = V(x — p°(k), k) berechnen wir den nutzen-neutrale Kauf-
preis. Analoge Resultate befinden sich in [29, Theorem 6] sowie [L1, Corollary 4.3],
wobei jeweils der nutzen-neutrale Verkaufspreis fiir & = 1, das heiRt p*(1) = —p®(—1),

angegeben wurde.

Beispiel 6.8 (Exponentielle Nutzenfunktion)

Der exakte nutzen-neutrale Kaufpreis eines Claims C = C(Y) lautet

pb(k;) = —L In EPM [exp <_% fOT )\Q(Yu)du B ,yAkO(YT)>}
A P [exp (3 i A2(Va)du) |

Explizite Kalkulationen
Zwar haben wir eine theoretische Formel fiir den nutzen-neutralen Kaufpreis herleiten

konnen, doch die Berechnung des vorkommenden Bruches gestaltet sich schwierig. Eine
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signifikante Vereinfachung wiirde ein deterministischer Prozess A herbeifiihren, welcher
im Heston Modell (Beispiel 3.10) durch die Wahl u(Y;) = p - /Y; mit u € R erreicht
wird, wohingegen das Stein-Stein-Modell (Beispiel 3.12) dazu die Setzung u(Y;) = p-Y;

mit p € R benotigt. In diesem Fall lautet der nutzen-neutrale Kaufpreis

Pk = —% tn (E* fexp (—ARC(¥7))])
Eine Chance auf die explizite Berechenbarkeit dieses Ausdrucks besteht, aber es sei be-
merkt, dass Y in diesen Beispielen einen CIR-Prozess bzw. einen Ornstein-Uhlenbeck-
Prozess, welches keine einfachen Kalkulationen bedeutet. Fiir die allgemeineren Mo-
delle mit von Y abhingigen Prozessen A stellt sich das Problem noch schwieriger da.
Vor allem der durch die Optimierung mit Claim entstandene Zahler in der Preisfor-
mel bereitet Schwierigkeiten und wir kénnen deshalb keine Beispiele mit Losungen fiir
p°(k) bzw. V(x — p®(k), k) angeben. Im Gegensatz dazu konnen in vereinzelten Model-
len explizite Kalkulationen des Optimums im Merton-Problem durchgefiihrt werden.
Schauen wir auf das Vorgehen im dualen Ansatz (siche Seite 72), so konnen wir die

Darstellung
1
V(@,0) = = exp (=72) exp (—Af(t,y)"™

erkennen. Hierbei 16st f die PDE

SV W)+ () — palyAW) fy — 5@ W) + 30 W) oy + i =0

mit Endwert f(7T,y) = 0 fiir alle y. Die Losung dieser PDE fiir das abgewandelte
Heston Modell (Beispiel 3.11) haben sowohl Hobson [20, Chapter 5] als auch Benth &
Karlsen |1, Lemma 5.1| angegeben. Zudem fiihrten Letztere die Kalkulationen fiir das
Stein-Stein-Modell mit p(Y;) = p - Y;? durch [I, Lemma 4.7|. Zwar lohnte in diesem
Abschnitt die Betrachtung der Potenznutzenfunktion nicht, da bisher die Angabe einer
Formel fiir V(z — p°(k), k) fehlt, in der Aufzéihlung expliziter Werte fiir V (x,0) wollen
wir sie aber nicht unterschlagen. Den optimalen Nutzen des Endvermogens fiir das
abgewandelte Heston Modell liefert Kraft in [25, Proposition 5.2].



7. Fazit und Ausblick
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A. Anhang

A.1l. Nutzen-neutrale Bewertung im Trinomialmodell

- Kalkulationen

A.1.1. Berechnung von V(z,0)

Wir berechnen den maximalen erwarteten Nutzen bei optimalem Handlungsverhalten

des Investors ohne Kauf des Calls. Gesucht ist

1
V(z,0)= sup E[U(Xr)]= sup E|——exp(—y-(110a+ BSr))
XTEA(:E) aBo+BSo=x 7

Die Kenntnis der Anfangskurse By = Sy = 100 liefert
OZB() + 530 = 100(0[ + 5) =T,
welches mit By = 110

110 + BS7 = 1.1z + B(Sy — 110)

impliziert. Folglich vereinfacht sich das Supremum zu

1
V(z,0) = . i%g B E {—; exp (= - (110« + 5ST))]

= S%p E [—%exp (—v-(L1lx 4+ B (ST — 110)))]

= S%p {—% exp (—1.1vx) - [exp(20v8) + 1 + eXp(—QOvB)]} .

Die Maximalstelle von V(z,0) entspricht damit der Minimalstelle von

f(B) == exp(20783) + 1 + exp(—2074),
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daher geniigt die Analyse von f. Fiir die erste Ableitung gilt

ajé(;) = 207 exp(2078) — 207y exp(—207)3)

also ist der Kandidat fiir die Minimalstelle 5 = 0. Die Uberpriifung der zweiten Ablei-

tung liefert, dass dort tatséchlich ein Minimum vorliegt und wir erhalten

V(z,0) = s%p —% exp (—1.1yz) - [exp(2078) + 1 + exp(—20v0)]

1
= ——exp(—1.1vx).
~

A.1.2. Berechnung von V(z — p’(k), k)
Im zweiten Schritt steht die Kalkulation

1
V(e —p°(k), k) = sup E |—=exp (=7 (aBr + BSr + k(Sr — 110)7)) | .
aBo+BSo=z—pb(k) v

fiir £ € R an. In diesem Fall gilt
aBy + Sy = 100(a + 8) = z — p°(k),
welches mit By = 110

aBr + BSr 4+ k(S — 110)* = 1.1(x — p°(k)) + B(Sr — 110) + k(Sp — 110)"
liefert. Das Optimierungsproblem lautet folglich

V(J] - pb(k)v k)
1

= sup E {—— exp (—v - (aBr + 8Sr + k(Sr — 110)+))}
aBo+BSo=z—pb(k) Y

= S%pE [—% exp (—v - (L.1(z — p"(k)) + B(St — 110) + k(S — 110)+))}

= {—% oxp (=7 - 1.1(z —v°(k))) - [exp(2078) + 1 + exp(—2075 — 20%)]] :
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Wir ermitteln in diesem Fall mﬁin f(B) mit

F(B) = exp(2078) + 1 + exp(—2078 — 207k).
Die erste Ableitung lautet

und dies liefert als Kandidaten g = —g. Fiir die zweite Ableitung gilt

PrB) _ en 2.2 _ _
0 20%v% - exp(2075) 4+ 204 - exp(—20v5 — 20vk) > 0
also ist bei § = —g eine Minimalstelle und der Wert des optimalen erwarteten End-

nutzens betrigt

V<$_pb<k)7 k)

= sup —Si exp (—1.1v - (z — v(k))) [exp(20783) + 1 + exp(—2073 — 207k)]:|
B Y

= — % exp (—1.17 - (z — v"(k))) exp(—QO’yg) +1+ eXp(—ZOfyg)]

= - % exp (—1.17 - (z — v*(k))) [2exp (—10vk) + 1] .
A.1.3. Berechnung von p’(k)

Um den nutzen-neutralen Kaufpreis p°(k) fiir & Call-Optionen mit Strike K = 110 zu
berechnen, kann die Gleichung V' (x,0) = V(x — p°(k), k) genutzt werden. Wir erhalten

1 11
- exp(—1.1yx) = — 73 exp (—1.17 - (z — p°(k))) [2exp (—107k) + 1]
3
& exp(Lln’(k) = 2exp (—10vk) + 1
1 3
P(k) = 1
< pk) =177 n(?exp(—lO’yk)+1)

Insbesondere ist die resultierende Funktion p® fiir den Call konkay.
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A.2. Martingalmale minimalen Abstands

Ein bekannter Ansatz zur Bewertung von zufilligen Auszahlungsprofilen in arbitrage-
freien Markten ist die Fixierung eines dquivalenten Martingalmaifses. In unvollstéindigen
Markten existieren aber unendlich viele Martingalmafe, und somit stellt sich Frage,
welches die geeignete Wahl ist. Wir wollen eine Idee aufzeigen, ndmlich das minimale

Martingalmaf nach Follmer & Schweizer |7, &].

Setting

Gegeben sei ein Semimartingalmodell, modelliert durch den filtrierten Wahrscheinlich-
keitsraum (2, F, (Fi)o<t<r, P) und einen stetigen stochastischen Prozess S = (S¢)o<i<r,
welcher den Preisverlauf einer Aktie darstellen soll. Die Filtration sei rechts-stetig und
das Geldmarktkonto habe die Form

dB; = Byrdt.
Der diskontierte Prozess S* besitzt eine Doob-Meyer Zerlequng der Form
S =S+ M+ A
mit einem beziiglich P lokalen Martingal M und einen Prozess A mit beschrdankter

Variation.

Wir nehmen an, dass der Aktienpreisprozess S reellwertig ist, wobei die Theorie fiir
den mehrdimensionalen Fall analog durchgefiihrt werden kann. Sei Q die Menge der

dquivalenten Martingalmafse, das heifst ) € Q genau dann, wenn
(i) @ ~ P auf F und

(ii) der diskontierte Prozess S* ist ein Martingal unter Q.

Definition A.1 (Follmer & Schweizer)
Ein Martingalmaf Q9 € Q heift minimal, wenn

(1) QO =P auf Fy gilt und

(2) jedes quadrat-integrierbare P-Martingal, welches unter P orthogonal zu M ist, auch
unter Q) die Martingaleigenschaft besitzt.

Le M*(P) und (L,M)=0 = L ist ein Martingal unter Q'
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Da jedes Martingalmaf () durch den Dichtequotientenprozess (ZtQ = %[ E) ein-
0<t<T
deutig festgelegt wird und der Prozess A eine Darstellung der Form

t
At = / Oy, d(S)u
0

fiir einen vorhersehbaren Prozess a = (ay)o<¢<r besitzt, kann das minimale Martingal-

mal mittels seiner Dichte beziiglich P explizit angegeben werden.

Satz A.2
Es gilt

1. Das minimale Martingalmafs ist eindeutiq.

2. Das minimale Martingalmaf$ existiert genau dann, wenn

t 1 t
Zt:exp(—/au dMu—§/ai d(S)u> 0<t<T)
0 0

ein quadrat-integrierbares Martingal unter P ist. In diesem Full ist das minimale

Martingalmafl definiert durch
dQ©
dP

T-.

3. Das minimale Martingalmaf erhdlt die Orthogonalitdt, das heifit, fir jeden Prozess
L € M2(P) mit (L, M) = 0 unter P gilt (L, S) = 0 unter Q\*.

Beweis. Wir verweisen auf Follmer & Schweizer |7, Theorem 3.5]. O

A.2.1. Berechnung des minimalen MartingalmaRes

Wir wollen nun fiir unsere Zwecke das minimale Martingalmafl nach Foéllmer & Schwei-
zer berechnen. In unserem Basismodell modelliert nur der Prozess P eine (handelbare)

Aktie, daher geben wir hier das modifizierte Modell (3.6) noch einmal an.

Erinnerung (modifizierte Basismodell)
Der Basisgiiterfinanzmarkt sei gegeben durch einen filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum
(QF, (Fi)o<i<r, P), wobei die Brownschen Bewegungen B und W mit Korrelations-

prozess p die Filtration (Fi)o<i<r erzeugen. Neben einem Geldmarktkonto mit stochas-
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tischer Zinsrate r existiert ein Prozess P mit SDE

e — Tt
0y

df)t = R [,utdt + O'tdBt + Oth] = Rg [T’tdt + O't<dBt + )\tdt)] mit )\t =

Hierbei seien i und o progressiv messbare Prozesse, welche alle Integrabilitatsbedin-
gungen, die die Existenz einer eindeutigen Lisung fir P garantieren, erfillen (und von

einem weiteren Prozess Y abhdngigen konnen).

Sind die Brownschen Bewegungen nicht perfekt korreliert, dann besitzt der Markt
zwei Quellen des Zufalls und nur eine Aktie, folglich ist er unvollstindig. Fiir den

diskontierten Preisprozess P* gilt
dPt* = R;k [(,ut — Tt)dt + O'tdBt] = Pt* [O’t(dBt + )\tdt)] s

das heifit, P* besitzt die stochastische Darstellung

¢ ¢
Pl =Py + / Pro,dB, +/ Pty — ry)du .
0 0

J/ &

Vv Vv
=M; =A;

Fiir den Prozess A; ergibt sich also

2

t t P* 2 t )\u
A = / Py, — 1y) du = / P (phy — 1) == Tu du = / d(P*),
0 0 0

*2 52 *
P o2 Pro,
——

=Q

Der Satz A.2 liefert nun, dass das potenzielle minimale Martingalmafe gegeben ist
durch die Dichte

Resultat A.3

Das minimale Martingalmap Q) von Féllmer und Schweizer ist charakterisiert durch



Anhang 97

die Wahl von x =0, das heifit
dQ\” r RN
= — B, — = du | .
P exp ( /0 A\, dB, 5 /0 Ay u)

A.3. Herleitung der PDEs im grundlegenden Ansatz

A.3.1. NTAM: Exponentieller Nutzen
A.3.1.1. Herleitung der PDE fiir ¢

Gegeben sei der Ansatz

1 r(T—1)

U(tv Z, D, y) = _;e_’yze g(T - t? ln(y))

mit Endbedingung

1 1
(T, z,p,y) = U(z + kC(y)) = —;6‘”(”“@” =~ (T ~T.In(y)).

Mit der Notation g,, = ¢, (21, 22) 1= aig(xl, x9) fiir i = 1,2 ergeben sich die partiellen

T

Ableitungen

_,yzer(T—t)

9 o |
av(t,z,p, y) = —ze (=0 (_T) ’ U(tu Z, D, y) - ;6 (_1) * Gy

—’7Z€r<T7t)

1
= rze" T u(t, 2, p,y) + e Gy

Uz(t7 2y y) - _767.(T_t) ' U(ta Z, P y)
vz (t, 2,0, y) = 77T u(t, 2, py)

1 r(T—t) 1
v (t7z7p7y) = ——e 7 c— Gz
Y g y 7
1 _ Zer(T—t) 1 ]_
Uyy(f},z,p’ y) = —;6 7 ' _E * Gz + ?g:m,:m)
1 er—n 1
= _§6 7 ’ E ' (_g:cz + gx27a?2)
_ 1 —yzer(T=1) 1 r(T—t)
Uz,y(taz7p7 y) = ——¢€ ' ; “Gay - (_76 )
rr—ty 1
(Tt s o (T=1)
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Dies liefert fiir 6 nach (4.9)

_ NYPUzy + Av,
OUy,

o =

—~zer(T—1) r(T—
. hype 20 ,1% “YGap " € =0 A(_V)er(Tit) u(t,z,p,y)
- O.,YQGQT(T—t) . U(t, Z, P, y) 0"7262T(T_t) : U(t; <D, y)
1P - Ga A

oy -g- er(T'—1) O—fyer(Tft)

—r(T—t) .
_e _ (np Jrs | A)
a7y g

Fir die HIB-Gleichung (4.8) bedeutet dies, dass

9 1 1
0 =sup 5Vt 2P y) + 502(95’)2% + §n2y2vyy

+ onypbv., + (0N + rz)v, + (r 4+ né)yv,

1 (T—
= Fyrzer(Tit) : U(ta Z, D, y) + ;ei’yze o Gy
1 6—27’(T—t) np - gs 2 P (T—
t30 ( . +A> e (2, y)
1 1 err—n 1
— 5772y2 . ;6 v . E : (—9x2 + 9x2,x2)
—’!’(T—t) . (14— 1
. gnype ) (770 Gzo + )\) LeTEe (T t)_g:c2 . er(T—t)
oy g Y
—r(T—t) .
_ U/\e (1P G + A +rz veT(T_t) -u(t, z,p, )
o7y g
1 Ler(T—1) 1
—(r+néy—e” " Gy
y Yy

. . g _ r(T—t) . . .
erfiillt sein muss. Durch Dividieren von —%e yze kann diese Gleichung umgeschrie-

ben werden in

D= 1 (np- g ? 1
0= yrze =) 9 — Gz, T+ 5 (TQ + /\) g+ 5772 <_ga:2 +gm27$2)

—np<%+k)gm—k(%+k) g =12y T g 4 (1 1) - gy

2 2 g
—NPA Guy — ANP + Guy — AP g+ (1 +08) -+ Gay
1n?p* - g2,
2

1 (n?p? - g2 A2 1 np*- g2
= —0x t 2 (TQ +20pA - Gy + ? + =0 (—Guy + Grpzs) — ———

1
= —0u T _772 (=G + gacmm) -

1
2 —77,0)\'99[;2—§>\2'9+(T+775)'9m
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10?2, + 1pA - guy - g+ A+ ¢2
= 2 . + (r+n8) - gay

1
= —0u T _772 (—Gas + g:cz,arz) -

2 2 g
1 L(np-guy + A+ 9)°
= —gm1+§n2(—gm2+gm2,m)—§ Qg + (r+n8) - gu,

Folgerung
Die Funktion g erfiillt die PDE
L(np - gay + X~ g)°

1
0=—gs + 5772 (=9es + Guzes) = 5 J + (r+18) - ga,

mit Randbedingung ¢(0, 25) = e~ 7FC(¢™),

A.3.1.2. Herleitung der PDE fiir G

Definiere fiir o, 0,0 € R die Funktion G : [0,7] x R — R durch

1 b

wobei g die Funktion mit der PDE (4.10) ist (siche auch Folgerung in A.3.1.1). Un-
ter Verwendung der Kurznotation G,, = G, (v1,v2) := 5=-G(v1,v2) ergeben sich die

partiellen Ableitungen von g zu

1
gz, = @™ G (v1,v2)" + be™ G vy, v9)" " - (le + (6 — §W2)Gv2>
Guy = be®rG(vy, ’Ug)b_l - G,
Gy wy = 01 [(b — 1)G(vy, Ug)b_2 . G?]Z + G(vy, Ug)b_lez,w}

Eingesetzt in (4.10) kann eine PDE fiir G hergeleitet, und zwar folgt

1 L(np - Guy + X g)?
0:_9x1+§772(_gl’z +gﬂc2,x2)_§( 29 ) +(r+77£)gx2

1
= — ae™ G (vy,v2)? — be™™ G (vy,vy)P " - (Gm + (0 — 5772)Gv2>

1 _
— —?be®™ Gy, 1)t - G,

2
1

+ §n2be‘”1 [(b — 1)G(vy, vg)b_2 . Gi + G(vy, ’Ug)b_l . vaz]
1 1

~3 (npbe® G (v1,v2)" ™" - Gy + A G (01, Ug)b)Q

+ (1 + nE)be" G vy, v2)" ™" - G,

e?1(G (v, vg)b
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= — e G(vy,v2)" — be® G (vy,v2)" " - Gy,

1 1

—b(6 — 5772)60‘“6’(1)1,@2)1”1 -Gy — énzbe““G(vl,vg)b’1 -Gy,
1 1

* 5772[)(6 - 1)ea$1G(Ula U2>b_2 ’ G32 + 5772[)60@1 ) G(Uh UQ)b_l ’ sz,vz
1

— 5772/)21)260‘“6’(7)1, 02)" 7 G2 — npbAe® G (1, 1) - Gy,
1

— 5)\26(”%?(@1, vg)b + (r + n&)be®™* G (vy, Ug)b_l - G,

= — be*" G(vy, Ug)b_l -Gy,

(o
enr

1
S+ — s —ndp+r+ 775) be Gi(v1,v2)" ™ - Gy

1
—o — —)\2) e G (vy, v)°

2
1
+ (b -1- pr) 5772176”3“6?(@1,@2)1’_2 -G,

+ —nPbe®r . G(vy, Ug)b_l - Glyy v,
1 1
N (_le + §W2szvv2> - be™ - Gy, vg) ™ = <a * 5/\2) e“1 G (v, vp)"
— (8 +n(Ap — &) — ) be® G v1,12)" " - Gy,

1
+ (b(l - PQ) - 1) §n2beaI1G(U17U2)b_2 : Gvg

Nun kommt der Trick von Zariphopoulou [37], denn durch die geschickte Wahl von

1
Oé:—§)\2, b= 9 6:T+77<§_p>‘)

verschwinden die letzten drei Summanden der PDE und wir erhalten die Warmelei-

tungsgleichung

1
0= Gy + 57 (A1)

mit Randbedingung

=

1 N
G(0,v2) = e*’g <0, v — (5 - 5772) O) — e MR(1-p%)0(e2)

Folgerung
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Die Funktion G : [0,7] x R — R erfiillt die PDE

1
le = 5772 sz U2

mit Randbedingung G(0, v5) = e~ ™*(1-)C("2) Deren Losung kann nach der Feynman-

Kac-Formel dargestellt werden durch

G(vi,vy) = EF [G (0,1)2 - ?Ul)} = EP [exp (—’yk(l —p*)C (e”ﬁ?“l))}
mit einem Prozess Y und einem Maf P derart, dass Y die SDE
Ay, = ndWw, Yo =0
beziiglich einer P-Brownschen Bewegung W erfiillt. Wird eine Brownsche Bewegung

W2 beziiglich des minimalen Martingalmakes Q© von Féllmer und Schweizer ge-
wéhlt, so ergibt Y, = 77I/VtQ<O> fiir die Funktion g : [0,00) x R - R

1 b
g(x1,29) = G <I1, To + ((5 - 5772) x1>

1 b
_ eam]EQ(O) |:G (07x2 + (5 . 5772) T+ UWS<O>):|
b
S {exp (_Wf(l - p)C (e$2+<6—én2>m+nwgfm)ﬂ |

Insbesondere folgt

b
o (1) = O [oxp (<ai(1 = )C (vie BT )

(A.2)

mit

Ly po §=r+n(€—p))

o= —— = =T - .

2 ) 1 _ p2’ 77 p
Nun ist (B;@<°> , Bﬁ‘@@) mit

Q(O) t LQ<O> 1

B2 = B, + / Audu, B = B;
0

eine zweidimensionale Brownsche Bewegung beziiglich des minimalen Martingalmafes
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Q. Daher folgt fiir die SDE von Y

dY, = Y, [(r +n&)dt + n(pdB; + p~dB;)]
=Y, [(T’ + € — npA)dt +n(pd B + ptdB} Q@)}

_ }Q[édt+nth@<o> .

mit der Brownschen Bewegung W2 = dei@@ + ptdB} 0 Somit besitzt Yr die
Darstellung

(0) (0)
v _Ye(éfén%(mm(wg we )
T — Lt

und wir konnen (A.2) darstellen als

b
g(T —t,In(y)) = AT Q) [e—vk(l_pQ)C(YT) Y, = y} ‘

A.3.2. NTAM: Potenznutzen
A.3.2.1. Herleitung der PDE fiir g (allgemeiner Claim)
Fir S = (X, P,Y) sei der Ansatz

v(t, Xy, PY;) = Slip E,s,) [U(X7 + kC(Y7)]

1 _
= Sup E(t’sf/) [fR (XT —|— kC(YT))l R:|

1
XR o x C(yp)\' "
= stjrpE(t,St) 1-R t_ R (y:: + k ;,tT)>
leR

mit Endbedingung

(T, z,p,y) = Uz + kC(y)) = — (= + kC(y))' "

1-R
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gewéhlt. Mit der Notation g,, = gu, (71, T2, T3) :

sich die partiellen Ableitungen

0 2R
av(t,z,p,y) = _mgma vz(t,Z,p, y)
Zl—R
vy(t,z,p,y) = mgxsa 'Uzz(tﬂ Z, D, y)
LR
Uyy(t,z,p7 y) = TRQ$3,£37 Uz,y(t7zapa y)

Dies liefert fiir 67 nach (4.9)

_NYPUzy + Av,

- Z_Rgm +

%9(%, xo,x3) fiir i = 1,2, 3 ergeben

ZI—R R
—r%TF

Zl—R

T glma T 2z g,, — Rz~ g,

9,

Zl*R

ﬁgﬂtz,%'

0 =
! oV,
B . z \ z n z 49 — R\ '1
= nyp \ gas 1— Rgm,ﬂ:s 1 Rgzg g 1_ Rgzg,zz Gz > g o
1—-R)y 1-R 1
= - (T/p (!gm + ygm,m) + A (gm + ( >g)) -
z a
mit
2(1-R)  R(1-R)
=0 \|Guopo T ———Gz5 — TQ .

Fiir die HIB-Gleichung (4.8) bedeutet dies, dass

9 1 1
sup —v(t,z,p,y) + =07 (00)*v.. + =0y vy,

0 =
o Ot 2 2
+ onypdiv., + (0N + r2)v, + (1 + né)yv,
1 2(1—- R R(1—-R
= 0 = Sup —¢gz; + 50—2(9?)2 (gxz,xg + ( >gx2 - ( 2 )g>
op

(1-R)

z

(1-R)

1
+ 57723/2913,13 + onypty; (

+ (oA} +12) (gx2 +

1
= — guy + (r + 1) YGuy + =Y Gy s + 72 (gm +

(1-R)

2

1
+ sup 67 (—U@fa + onyp (
or 2

2

1
=~ go, + (7 + 1) YGzs + _7729299037003 +rz <gx2 +

Gy + gm,m) + oA (ggc2 +

Gas + gzz,xs)

g) + (r 4+ 1) YGus

(1—R)g)

(1-R)

=)

(1—R)g>
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1 1-R 1-R
+ sup 09%’(59?@ +np <%ng + ygm,zg> + A <gx2 ( . >g) )

[\ J/

~
=—0Ya bei optimaler Strategiewahl

erfiillt sein muss. Durch Einsetzen der optimalen Strategie vereinfacht sich diese Glei-

chung zu

1 (1-R) 1
0=—Go, + (1 +18) Ygas + §n2y2gz3,zs + 72 <gm + g) - 50(95)%

Folgerung
Die Funktion g erfiillt die PDE

1 (1-R)
0="— s, + (" +08) YGus + =Y gz + 72 (gm + 9)

2
2
1 (np <( B G+ YGny 13> +A <gm “;R)g)) (A.3)
2 (gmg,l’z + 20~ R)gx’z - @g>

mit Randbedingung

1-R 1-R 1 _ kC _
g(oaz:y) = 21—_Rv<Tazap7 y) = 1-R m(z + kc(y))l B= (1 + ﬂ)l i,

z

A.3.2.2. Herleitung der PDE fiir g (Claim C(Y) =Y)

Im dem Fall C(Y) = Y vereinfacht sich das Optimierungsproblem derart, dass fiir
S =(X,PY) der Ansatz

v(t, Xy, P, Y;) = supEy s, [U(Xp + EC(Y7)]

1 1-R
—supE - (Xp+ kY
sup Ee,s,) L_R( T+ kYr) }
E X}R Xr kY; \z
= S _—
WEes TR\ X, T XY,
Xk

mit T=T—-1t, U= Yt und Endbedingung

1-R

" 1-R

o(T, z,p,y) = U(z + kC(y)) = (2 + ky)' R (14 ku)'F

1-R
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gewdhlt werden kann. Wir konnten das Vorgehen wie bei der Herleitung der PDE fiir
den allgemeinen Claim (siche A.3.2.1) wihlen, aber sinnvoller ist deren Verwendung.
Bezeichne g die Losung der PDE (A.3), dann gilt fiir die partiellen Ableitungen

o 1 oy
Yz = Gr Gz = thu o = thu

B +U3 S| 1 U,
gz‘Q,wQ - Xthu thguu gw3,z3 - thguu gxz,x:g - Xthu thguu

Folgerung
Aus der PDE (A.3) ergibt sich fiir g bei einer Zinsrate r =0

2

1
0=—gr +nlug, + _772u29uu -

2 2 <2z%gu + Z_iguu - 2(1;2R)ugu - R(IZ;R) g)
2
g T g+ Erulg, — TG wgun) + A (—ugu + (1 = R) g))
T uTy uu 2 (u?gyy + 2Rug, — R(1 - R) g)

mit Randbedingung ¢(0,u) = (1 + ku)'~%. Daher empfichlt sich die Betrachtung der
Funktion i mit g(7,u) = h(7,u)' "% und die partiellen Ableitungen

QT:(l_R)h_Rv gu:(l_R)h_R’ Juuw = (1 — R) (h_R_RhR+1)
liefern
1 h? 1E(h hy, h )2
O:—hT hu 2,2 huu_R_u = y Hows Toun
sl G ( h) 2 D(h, T, Fre)
mit

2
E(hy hoyy hyy) = (np (—Ruhu T Ru2%) + A (—uh, + h)) ,

2

h
D(h, hy, b)) = <u2 (huu - Rf) + 2Ruh, — Rh) .

A.3.3. SVM: Exponentieller Nutzen
Wir wollen mit dem Ansatz

(t,2,p,y) =U(2) (Gty) ", A=1-qp* =1—p?
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von Satz 4.25 eine PDE fiir die Funktion G herleiten. Deren Randbedingung folgt direkt

aus

u(T,2,p,y) = U2) (G(T,y)"™ = U(2).

Wir verzichten im Folgenden auf den Index y (bzw. t) bei den Prozessen und nutzen ihn
stattdessen als Symbol fiir die Ableitung nach seiner Stelle. Zudem kiirzen wir G(t,y)
mit G ab. Die HJB-Gleichung fiir den Wertprozess.

1 1 (v, + pavs,)”
O—vt+2avyy+bvy—§ o Y

transformiert sich zu

1_ a? 1 _ 1_ b 1_
0= U(2)~G,GA " + U o (K - 1) G2G + G, Gh 1) +U(:)3 GG
1 2
. (U'( IAGH + U’(z)%GyGK_1>
2 U"(2)Gr
2 _
= U(z)Gili (Gt + % (#Gi&” + ny> + bGy>
( (2))? pa . 1. p*a® ., 1
3 T NGE 426, 6h o + D aiah

1

)
1 2 /1—A
:U@Gﬁ(@ 5 (e e +i6,)

LU ))2G% NAG + 2X\paG, +ﬁG2G
T2 U(z) A A

Im Falle der exponentiellen Nutzenfunktion gilt

(U'(2))" U'z) _
Uiz) ~ ARAGz) Y

und dies fihrt zu

2

1—A 2
0=G,+— <_G§G—1 + ny) +bGy — )\—AG — \paG, — po PL gt

2 A 2A

a? A2

=G+ Gy (b—Xap) + =Gy, — —AG + GQG ( —A—p2)
2 2 2 N

=0

a? A2

= Gt + Gy (b — Aap) + gny — ?AG

a? A2
=G+ Gy (b—grap) + ?ny — ?QAG
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Der letzte Schritt ist nur vollfithrt worden, um die PDE fiir G fiir beiden Nutzenfunk-

tionen auf eine einheitliche Form zu bringen.

Folgerung
Die Funktion G :[0,7] x R — R, erfiillt die PDE

2

1
5)\2qAG =G+ Gy (b—qlap) + %ny

mit G(T,y) = 1 fiir alle y.

A.3.4. SVM: Potenznutzen

Analog zu der exponentiellen Nutzenfunktion wollen wir mit dem Ansatz

1-R
U<t> Z, P, y) - U<Z) (G(tu y>>1/A7 A=1- qp2 =1+ TPQ

von Satz 4.25 eine PDE fiir die Funktion G herleiten. Erneut sei auf den Index y (bzw.
t) bei den Prozessen verzichtet und dieser stattdessen als Symbol fiir die Ableitung
nach seiner Stelle genutzt, sowie G(t,y) mit G abgekiirzt. Die HIB-Gleichung fiir den
Wertprozess.

1 (\v. + pav.,,)’

1
O:Ut+§azvyy+bvy—§ "

transformiert sich analog zum exponentiellen Nutzen zu

2/1-A
0=U(2) <Gt + % (TGjG‘1 + ny) + bGy)
1 (U,<Z))2 2 p*a® o
-5 710) AN AG + 2MpaGy + A G,G
Nun gilt
U'e) . Uk _ 1 g_
0z~ ARAG) ~ RS UG
und dies fiihrt zu
a? [1—A B 1 pa? _
0=Gy+ 5 (TGzG b+ ny> +bG,, — iq)\2AG — qgA\paG, — ﬁquG !

a? 1 a? _
=G+ G, (b—qlap) + 5 Gy — 5qvAG + ﬁcje (1 - A+ pP)
=0
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2

= Gi+ Gy (b= ghap) + 5

1
5 Gy — Z0NAG

2

Folgerung
Auch beim Potenznutzen erfiillt die Funktion G : [0,7] x R — R, die PDE

2

1
5)\2qAG =G+ Gy (b—qlap) + %ny

mit G(T,y) = 1 fiir alle y.

A.4. Die Legendre-Transformierte

Fiir den dualen Ansatz wird die Legendre-Transformierte benotigt. Aus diesem Grund
wird eine kurze Einfithrung gegeben, die sich an der konvexen Analysis aus der Vorle-

sung von Dereich [0] orientiert.

Definition A.4
Sei fir D C R die Funktion A : D — R gegeben. Deren Legendre-Transformierte
A* :D* — R st definiert als

A*(y) = sup [zy — A(2)]

2€D
mit Domdne D* = {y : sup,¢p [2y — A(z)] < oo}.

Satz A.5
Sei fiir D C R die Funktion A : D — R strikt konvex und differenzierbar. Dann ist die
Legendre-Transformierte A* : D* — R gegeben durch

mit I = (N)~".

Sowohl die exponentielle als auch die Potenznutzenfunktion sind strikt konkav, folglich
ist —U strikt konvex. Daher konnen wir mit Hilfe des obigen Satzes die Legendre-

Transformierte (—U)" berechnen. Aufgrund der Monotonie der Nutzenfunktion gilt

X 00 fiir y > 0,
(=U)"(y) =sup lyz — (=U)(2)] = .
z€D SUp,cp [U(Z) + yZ] fiir y < 0,
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das heift D* C (—o0,0]. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit fiihren wir die Notation
U(y) := (=U)*(—y) ein und erhalten

(i) fiir die exponentielle Nutzenfunktion
1
Uly) = —yl(=y) + U(I(-y)) = v In(y) —

(ii) sowie im Falle der Potenznutzenfunktion

1 Y %(I_R) R

Uly) = —yI(—y) + U(I(—y)) = yy = — T Ryl—%.
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