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Einleitung

Innerhalb dieser Arbeit sollen verschiedene Ansétze zur Bewertung von Exchange-
Optionen in unterschiedlichen Modellsituationen vorgestellt werden. Eine Option ist
ein Vertrag, der dem Kaufer das Recht gibt, ein gewisses Finanzgut zu einem zu-
kiinftigen Zeitpunkt oder in einem zuktnftigen Zeitraum zu kaufen oder zu verkaufen.
Exchange-Optionen geben ihrem Kaufer das Recht ein Finanzgut gegen ein anderes ein-
zutauschen. Dabei sind beide Basiswerte und die Laufzeit der Option beim Abschluss
fest bestimmt. Typischerweise werden Exchange-Optionen als europaische Optionen
gehandelt, d. h., sie konnen nur zu einem vorher festgelegten Zeitpunkt 7' ausgeiibt
werden. Amerikanische Exchange-Optionen, welche innerhalb der gesamten Laufzeit
eingelost werden konnen, sind aber ebenfalls handelbar. Bei den betroffenen Underly-
ings kann es sich etwa um Aktien, Wahrungen oder Indizes handeln. Sei beispielsweise
eine Currency-Option gegeben, die den Inhaber berechtigt Euro gegen US-Dollar zu
tauschen. So entspréiche diese Option, fiir einen in einer Drittwidhrung rechnenden Inve-
stor, einer Exchange-Option auf die beiden genannten Wahrungen. Exchange-Optionen
konnen somit unter anderem dazu dienen, sich gegen Wechselkursschwankungen abzusi-
chern. Des Weiteren ist aber auch eine Absicherung gegen Korrelationseffekte zwischen
Aktien durch Exchange-Optionen denkbar. In dieser Arbeit wird der Einfachheit halber
ausschlieBlich von Aktien als Underlyings die Rede sein.

William Margrabe stellte 1978 in [10] als erster einen Ansatz zur Bewertung von
européischen Exchange-Optionen vor. Aus diesem Grund wird die Exchange-Option
in der Literatur auch héaufig als Margrabe-Option bezeichnet. Margrabe modelliert
in seinem Ansatz die Preisprozesse der beiden Finanzgiiter durch zwei geometrische
Brownsche Bewegungen. In diesem Modell ldsst sich dann eine geschlossene Preisformel
fiir die Option herleiten.

Eine Option wird bewertet, indem man versucht den zufalligen Preisverlauf der
Underlyings innerhalb eines Finanzmarktmodells nachzubilden, um anschliefend einen
fairen Preis zu berechnen. Solche Modelle weisen jedoch immer Schwichen gegeniiber
der Realitdt auf, oder der Rechenaufwand zur Bestimmung von Optionspreisen ist
zu hoch. In der Finanzwelt kommen daher nach Abwagung der Modellschwéchen je
nach Situation unterschiedliche Marktmodelle zum Einsatz. Innerhalb dieser Arbeit
sollen verschiedene Bewertungsansétze fiir Exchange-Optionen in einem allgemeinen
Wiener-Prozess getriebenen Semimartingalmodell und in Spezialfillen dieses Modells
vorgestellt werden. Es soll herausgestellt werden, welchen Einfluss unterschiedliche An-
nahmen, an das Finanzmarktmodell, auf die Bewertungssituation haben kénnen. Da-
bei wird neben der européaischen Exchange-Option auch eine amerikanische Exchange-
Option mit unendlicher Laufzeit im Black-Scholes-Modell betrachtet. Die Gliederung



der Arbeit soll im Folgenden kurz erlautert werden.

Im ersten Kapitel liegt der Fokus auf der Bewertung der européischen Exchange-
Option. Zu Beginn wird dazu das zweidimensionale Wiener-Prozess getriebene Se-
mimartingalmodell eingefiihrt, welches in der gesamten Arbeit als Bewertungsrahmen
dienen soll. Dabei handelt es sich um ein Finanzmarktmodell mit einem Geldmarkt-
konto und zwei korrelierenden Aktien. Dieses Modell lasst sich variieren, indem bei-
spielsweise einschrénkende Annahmen an die Volatilitat der Aktien gemacht werden.
Hier soll genauer beleuchtet werden, unter welchen Voraussetzungen eine geschlossene
Bewertungsformel fiir die européische Option garantiert ist.

Das zweite Kapitel beschéftigt sich mit der Bewertung einer amerikanischen Exchange-
Option mit unendlicher Laufzeit. Um diese Option bewerten zu koénnen wird ein kur-
zer Finblick in die Theorie des optimalen Stoppens stochastischer Prozesse gegeben.
Dabei soll die Methode von Beibel/Lerche aus [1] vorgestellt werden, welche in ge-
eigneten Situationen zum Losen stochastischer Maximierungsprobleme genutzt werden
kann. Weiterhin wird hier nach einem Weg gesucht, diese Technik auf die Perpetual-
American-Exchange-Option im zweidimensionalen Black-Scholes-Modell anzuwenden.
Hier stellt sich heraus, dass der Preis der Option stark von den Dividendenzahlungen
der Aktien abhéngig ist und daher je nach Situation unterschiedliche Vorgehensweisen
zur Preisberechnung notwendig sind. Ziel ist es, in geeigneten Dividendensituationen
die Methode von Beibel/Lerche auf die Option anzuwenden.

Im dritten Kapitel soll eine Symmetrie der Preise européaischer Exchange-Optionspreise
hergeleitet werden. Im eindimensionalen Black-Scholes-Modell existiert eine Symmetrie
zwischen den Preisen von Put- und Call-Optionen. Diese Symmetrie wird Put-Call-
Symmetrie von Carr genannt und soll auf das zweidimensionale Black-Scholes-Modell
iibertragen werden. Anschlieflend soll untersucht werden, unter welchen Voraussetzun-
gen diese Symmetrie auch in allgemeineren Finanzmarktmodellen gilt. Dabei wird die
européische Exchange-Option unter anderem auch in einem vollstdndigen Finanzmarkt-
modell mit stochastischer Zinsrate betrachtet. AnschlieBend soll noch eine mogliche

Anwendung dieser Symmetrie gezeigt werden.



1 Die europiische Exchange-Option

Eine Exchange-Option ist eine Option, deren Auszahlung von zwei unterschiedlichen,
moglicherweise korrelierenden, Aktien abhédngt. Mit einer solchen Option erwirbt der
Kéufer das Recht, eine Aktie gegen eine bestimmte andere Aktie einzutauschen. Dabei
sind beide Aktien bei Abschluss der Option eindeutig festgelegt. Bei der européischen
Exchange-Option hat man dieses Austauschrecht nur zu einem, bei Abschluss der Opti-
on vereinbartem, festen Zeitpunkt 7" Das Ziel in diesem ersten Abschnitt besteht darin,
einen Preis fiir dieses Austauschrecht festlegen zu kénnen. Dazu wird zunéachst ein Fi-
nanzmarkt zur Bewertung der Exchange-Option modelliert um im Anschluss einen
arbitragefreien Preis der Option zu berechnen. Im ersten Teil dieses Abschnittes soll
ein allgemeines, zweidimensionales Wiener-Prozess getriebenes Semimartingalmodell
eingefiithrt werden. Dieses Modell bildet dann die Bewertungsgrundlage in der weiteren
Arbeit. In dieser allgemeinen Situation wird dann zunéchst ein erster Bewertungsansatz
fiir die Option vorgestellt. Weiter soll untersucht werden, unter welchen einschranken-
den Annahmen an die Modellparameter sogar geschlossene Preisformeln fiir die euro-
paische Exchange-Option existieren. Dabei wird sich herausstellen, dass beispielsweise
die Annahme deterministischer Volatilitdten fiir die Existenz einer geschlossenen Preis-
formel ausreicht. Das Resultat der Bewertung wird sich in den weiteren Kapiteln als
niitzlich erweisen. Im Anschluss daran soll noch an einem Beispiel demonstriert werden,
dass auch in speziellen Modellen mit stochastischer Volatilitat Preisformeln existieren
konnen. Der Aufbau des im Folgenden beschriebenen Modells orientiert sich an den

Ausfithrungen in [11].

1.1 Das zweidimensionale Wiener-Prozess getriebene Semi-

martingalmodell

Im Folgenden wird ein Finanzmarktmodell zur Bewertung der europaischen Exchange-
Option vorgestellt. Dieses Modell soll die Preisprozesse von zwei risikobehafteten, kor-
relierenden Aktien und einem Geldmarktkonto beschreiben. Das Geldmarktkonto wird
dabei als risikolos vorausgesetzt und dient als Numéraire. Das Handeln in dem Fi-
nanzmarkt soll fiir den endlichen Handelszeitraum [0, 7] beschrieben werden. Genauer
stellt die Maturitat der Option T" < oo den Zeithorizont des Modells dar. Dem Fi-
nanzmarktmodell liege ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, (F;)o<i<r, P) zu-
grunde. Der Zufall in dem Modell soll durch einen zweidimensionalen Wiener-Prozess
B = (By(t), Ba(t))o<t<r beschriecben werden. Die Filtration soll den Informations-
verlauf innerhalb des Modells widerspiegeln und daher wird (F:)o<t<r als die von B

erzeugte Filtration vorausgesetzt. Der Verlauf der Zinskurve in dem Modell soll durch
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einen previsiblen Prozess r beschrieben werden mit [i|r(s)| ds < oo fiir alle 0 <t < T.
Der Preisprozess [ des Geldmarktkontos sei dann bestimmt durch die Differentialglei-

chung
dis(t) = p(t)r(t)dt mit Anfangswert 5(0) = 1.
Die Losung dieser Gleichung ist

B(t) = exp (/Otr(s) ds) fiur alle 0 <t <T.

Die Preisprozesse der beiden Aktien werden mit S; und Sy bezeichnet und seien be-

stimmt durch die stochastische Differentialgleichung

mit Anfangswert S;(0) := s;. Dabei sei (Xi(t))o<t<r = (Ni1(t), M2(t))o<e<r ein RZ-
wertiger previsibler Prozess mit [j|A\?(s)| ds < oo und (u;(t))o<i<r ein R-wertiger pre-
visibler Prozess mit [;|u(s)| ds < oo fiir alle 0 < ¢ < T und i = 1,2. Der Preisprozess
der i-ten Aktie ist dann explizit gegeben als Losung dieser stochastischen Differential-

gleichung und hat die Form

si(t) = Si0)exp ([ \ls) dB(s) — [ ds) exp ( | i(s) ds)

fir alle 0 < ¢t < T. Dabei lésst sich der Prozess p; als Renditerate zum jeweiligen
Zeitpunkt interpretieren. Weiter wird durch die Prozesse \;; die Volatilitat der Ak-
tienpreise und in gewisser Weise auch die Korrelation der Aktienpreise mit Hilfe der
beiden unabhéngigen Wiener-Prozesse By und By beschrieben. Im Folgenden soll der
Zusammenhang der Prozesse \;; und der Volatilitat der einzelnen Aktien noch genauer

herausgestellt werden. Die Prozesse \;; und \;» werden im Folgenden als Matrix

A(t) = Aull) A} g ooy o
/\21 (t) /\22(75) o

zusammengefasst und es wird |;(¢)]? > 0 fiir alle 0 < ¢ < T vorausgesetzt. Die Matrix
A wird dann als Volatilitdtsmatrix bezeichnet. Dadurch wurde nun das Semimartin-
galmodell in einer allgemeinen Form mit unabhéngigen Wiener-Prozessen beschrieben.
Das Problem besteht nun darin, dass das Modell in dieser allgemeinen Form nicht
unbedingt vollstandig ist. Die europaische Exchange-Option soll jedoch in einem voll-

standigen Marktmodell betrachtet werden. Dadurch wird dann auch ein eindeutiger
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arbitragefreier Preis der Option garantiert. Aus diesem Grund werden im Folgenden
nur Volatilititsmatrizen von einer ganz bestimmten Form zugelassen. Ziel ist es, das
Finanzmarktmodell so umzuschreiben, dass der Zufall durch zwei korrelierende Wiener-
Prozesse Wy und W5 beschrieben wird. Dadurch erhélt man dann eine zweite mogliche
Darstellung des Modells. Durch

LA
Wi(t) = [ =2 (5) dB; (t +/ fiir i = 1,2

0 [Ai(s)] RY

lasst sich zu jeder der beiden Aktien ein Wiener-Prozess definieren. Fiir den Preispro-

zess der i-ten Aktie gilt dann
ASi(t) = SO (DL + Na()|AW;(t))  fiar i = 1,2.
Wi und W sind in diesem Fall abhangige Wiener-Prozesse. Dabei gilt fiir ihre Kova-

riation

t )\11 (S))\Q]_ (8) + )\12(8))\22(8)

NP

(Wi o) = |

Hier bezeichnet ((-, -);)o<t<7 den quadratischen Kovariationsprozess von zwei Semimar-
tingalen. Innerhalb dieser Arbeit soll nun angenommen werden, dass die Volatilitéts-

matrix gegeben ist durch

— 01 (t) 0
o (p@)@(t) = p2<t>02<t>) W

mit o;(t) > 0 fiir alle 0 < ¢ < T und ¢ = 1,2. Dabei seien (01(t))o<t<r, (02(t))o<t<r
und (p(t))o<t<r previsible, R-wertige Prozesse. Im Folgenden soll kurz gezeigt werden,
dass sich durch diese Annahmen dann die gewiinschte Darstellungsmoglichkeit des
Modells ergibt. Zusatzlich wird dadurch die Vollstdndigkeit des Modells garantiert,
da die Matrix A offensichtlich invertierbar ist. Der Prozess o;(t) lasst sich als lokale

Volatilitat der i-ten Aktie zum Zeitpunkt ¢ interpretieren. Es gilt

Wilt) = Bi(t) wnd Wy(t) := [ (s) dBy(s) + / 1= p2(s) dBa(s)

und fiir die Kovariation ergibt sich

Wi Wy = (BiC). [ ols) dBi(o)+ [\/1=0205) dBats)) = [ p(s) ds
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Der Prozess (p(t))o<t<r bildet somit ein Mafl fur die Stdrke der Abhéngigkeit der
Wiener-Prozesse zur Zeit t. Fiir die Preisprozesse der Aktien ergibt sich nach diesen

Festlegungen

Si(t) = S5(0) exp </Otai(5) AW (s) — ;/Ota?(s) ds) exp (/Otui(s) ds) fitr i — 1,2

Somit lasst sich jeder Aktienpreisprozess in Abhédngigkeit von nur einem einzigen
Wiener-Prozess beschreiben. Da die Anzahl der treibenden Wiener-Prozesse mit der
Anzahl der Aktien tiibereinstimmt, und die Volatilitdtsmatrix invertierbar ist, ist das
definierte Finanzmarktmodell nach den Fundamentalsatzen der Preistheorie vollstan-
dig. Dadurch existiert ein eindeutiges, zu P dquivalentes Martingalmafl P* auf (Q, Fr).
Das heift, die diskontierten Preisprozesse (5;(t)/5(t))o<t<r sind Martingale beziiglich

P*. Der Maflwechsel zu P* kann nach dem Satz von Girsanov durch

dP~

t t
—— |7 =exp (/ Y(s) dB(s) — / |19(s)|2ds> fir alle 0 <t < T
dIED 0 0

erfolgen. Dabei ist (V(t))o<i<r = (V1(¢),92(t))o<i<r ein previsibler, R%:-wertiger Pro-
zess. Beziiglich P* sind dann die Prozesse B} (t) := B;(t) — [¢9;(s) ds Wiener-Prozesse.
Es sei angemerkt, dass sich bei dieser Definition nichts an der Korrelation zwischen
den beiden Wiener-Prozessen éndert und Bj und Bj somit weiterhin unabhangig
voneinander bleiben. Mittels der in (1) definierten Volatilitatsmatrix A lasst sich der
Prozess (0(t))o<t<r im zweidimensionalen Modell genauer angeben. Schreibt man die
beiden Aktienpreisprozesse zusammen als S(t) = (S1(t), S2(t)) und definiert p(t) =
(u1(t), na(t)), so ergibt sich mit Hilfe der stochastischen Differentialgleichung aus der

Definition der Preisprozesse
dS(t) = S(t)(u(t)dt + A(t)dB(t)) = S(t)(u(t)dt + X(t)dB*(t) + \(t)d(t)dt).

Da der diskontierte Preisprozess der Aktien ein Martingal beziiglich P* ist, muss die
Renditerate pu(t) + A(t)9(t) der Aktien zu jedem Zeitpunkt ¢ mit der Zinsratenfunktion

r(t) tibereinstimmen. Daraus ergibt sich konkret die Gleichung

p(t) N o1(t) 0 i)y _ ()
p12(t) p(t)oa(t) /1= p*(t)oa(t)) \Da(t) r(t))’
welche fiir 0 < ¢t < T erfullt sein muss. Wie bereits bemerkt, ist die Matrix A durch

die Forderung o;(t) > 0 fir alle ¢ invertierbar. Dadurch besitzt die Gleichung eine

eindeutige Losung. Als eindeutiger Prozess fiir den Mafiwechsel mit Girsanov zum
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aquivalenten Martingalmaf ergibt sich dann 9(t) = (91(t), 92(t)) mit

) —r®) () = r(t) — p(t)oa(t)th (1)
h(t) = -5 d Wa(t) - g

fir alle 0 < t < T. Nach diesem MafBwechsel lassen sich zwei korrelierende Wiener-
Prozesse beziiglich P* definieren. Analog zur Situation mit relativem Wahrscheinlich-
keitsmaf} erhalt man diese P*-Wiener-Prozesse durch die Definition W} (t) := Bi(t) =
B (t) — J31(s) ds = Wi(t) — [y91(s) ds und durch

Wi(t) = /t £) dB (s) —i—/ot\/l—pQ(s) dB:(s)
_/ ) dBy(s /tp(s)ﬁl(s) ds+/0t,/1—p2(s) ng(s)—/Ot\/l—pz(s)ﬁg(s) ds
= Wa(t)— [ ol wl( )+ 1= 7 (5)0a(s) ds

— Walt / palt) —r(t) o
02

Die Umformungen nach den jeweiligen Definitionen sollen noch einmal veranschauli-
chen, wie man W} und W3 auch direkt aus den Prozessen W; und W, erhélt. Mit Hilfe
dieser beiden Prozesse konnen dann die Preisprozesse der beiden Aktien im Finanz-

marktmodell explizit angegeben werden durch

t t t
Si(t) = S;(0) exp (/ oi(s) AW} (s) — / ol (s) ds> exp (/ r(s) ds)
0 0 0
oder auch als stochastische Differentialgleichung
dS;(t) = S;(t)(r(t)dt + o;(t)dW;(t)), mit Anfangswert 5;(0),

fir 0 <t < T und 7 = 1,2. Dadurch hat man auch beziglich des dquivalenten Martin-
galmafles eine Darstellung der Prozesse, in der jeweils nur ein einziger Wiener-Prozess
auftaucht, wobei man gleichzeitig mit der Funktion p ein Maf fiir die Korrelation der
beiden Aktien erhélt. In diesem allgemeinen Semimartingalmodell soll im Folgenden

die europaische Exchange-Option bewertet werden.

1.2 Die europaische Exchange-Option im Semimartingalmodell

In diesem Abschnitt soll ein moglicher Bewertungsansatz fiir die européische Exchange-
Option vorgestellt werden. Dazu wird das in Abschnitt 1.1 vorgestellte zweidimensio-

nale Wiener-Prozess getriebene Semimartingalmodell herangezogen. Das Vorgehen bei
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der Bewertung der Option entspricht dabei dem Vorgehen von Margrabe in [10] und
wird hier nur auf dieses allgemeinere Modell ausgeweitet. Die Maturitdt der Option
wird als identisch mit dem Zeithorizont T" < oo des Modells vorausgesetzt. Der Inha-
ber der Option erwirbt das Recht, zum Zeitpunkt 7" eine Aktie S5 gegen eine Aktie Sp
einzutauschen, falls die Differenz der Aktienpreise positiv ist. Im Falle einer negativen
Differenz wiirde der Inhaber der Option diese einfach verfallen lassen. Daher kann die
Auszahlungsfunktion f der européischen Exchange-Option, in Abhingigkeit der beiden

Aktienpreise zum Zeitpunkt 7', angegeben werden durch
F(SUT), 8a(T)) = (SU(T) — Sa(T)) ™

Dabei bezeichnet (-)* := max{0,-} hier und in den nachfolgenden Ausfithrungen den
Positivteil einer Funktion. Der Wert der européischen Exchange-Option zum Zeitpunkt
t < T wird im Folgenden mit V_(t,S1(t), S2(t),T) bezeichnet. Ist speziell der Preis
zum Zeitpunkt ¢ = 0 gemeint, so wird das erste Argument fallen gelassen und der
Optionswert wird als V. (s1, s2,T) geschrieben. Der arbitragefreie Preis ldsst sich dann

nach den Grundsatzen der Preistheorie berechnen durch

(S1(T) — S(T))"

‘/6(517827T) = ]E* /B(T) ’

(2)

wobei E*[-] den Erwartungswert beziiglich des d4quivalenten Martingalmafes bezeichnet.
Um den Ausdruck in (2) genauer zu bestimmen, sollen zunéchst zwei neue Wahrschein-
lichkeitsmafle P} und P definiert werden. Diese beiden Mafle sollen aquivalent zu P*
sein und iber einen Dichtequotientenprozess beschrieben werden. Da der diskontierte
Aktienpreisprozess (S;(t)/B(t))o<t<r fiir i = 1,2 ein positives Martingal beziiglich P*

ist, besitzt der Prozess

(Li(t))ose<r = (s%(ft)) ) 0<t<T

die Eigenschaft E*[L,] = 1 fur alle 0 < ¢ < T. Mit Hilfe des Satzes von Girsanov lassen

sich dann iiber den Dichtequotientenprozess zwei Mafle auf Fr konstruieren durch

dP; t ; Lt
|7 = Li(t) = exp (/ oi(s) AW} (s) — f/ o;(s) ds) ,
dP* 0 2 Jo

fir 0 <t < T und i = 1,2. Fiir das Wiener-Prozess getriebene Semimartingalmodell
SQ(t) Sl(t)

S1 (t))ogth 32(t))0gth e
P5-Martingal ist. Der Mafiwechsel zu P} entspricht damit einem Wechsel des Numéraires

soll vorausgesetzt werden, dass ( ein Pj-Martingal bzw. dass (

zur i-ten Aktie. Das MaBl [P} entspricht nach dem Numérairewechsel dem dquivalenten
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Martingalmaf und soll im Folgenden als Aktienmartingalmafl zu Aktie i bezeichnet
werden. Nach dem Mafiwechsel zu Pj lasst sich nach dem Satz von Girsanov ein Pj-
Wiener-Prozess W5, definieren durch Wy (t) := W (t) — [jo1(s) ds. Aufgrund der
Korrelation von W7 und W3 bleibt W5 vom Mafiwechsel zu P} nicht unbertihrt und ist

somit kein Pj-Wiener-Prozess. Durch die Definition

Wit) = W3(s) — [ pls)on(s) ds
= o) aBiGs) + [ 1= 206 aB3(s) = [ ols)en(s) ds
= [ots) AWy (s) + [ 1= 02(6) dBs(s)

erhalt man jedoch einen weiteren Pj-Wiener-Prozess. Die Umformungen nach der De-
finition veranschaulichen noch einmal, dass W3, tatsachlich ein Wiener-Prozess ist,
und dass die Funktion p weiterhin die Korrelation der Prozesse W7, und W3, durch
(Wi, W) = Jip(s) ds beschreibt. Dabei ist zu beachten, dass B} unabhingig von
W, ist und daher ebenfalls einen Pj-Wiener-Prozess beschreibt. Entsprechend dazu
lassen sich beziiglich P} die beiden Wiener-Prozesse Wi, (t) := Wi(t) — [ip(s)oa(s) ds
und Wi, (t) := Wi (t) — [oo(s) ds definieren. Auch hier gilt (W, Wiy = [5p(s) ds.
Unter Verwendung der Mafle P}, [P und der neu definierten Wiener-Prozesse lésst sich
der Preis der europaischen Exchange-Option genauer bestimmen. Bezeichnet man mit
E? den Erwartungswert beziiglich P} fir « = 1,2, so erhalt man fiir den Optionswert

das folgende Ergebnis.

Satz 1.2.1. Gegeben sei das zweidimensionale Wiener-Prozess getriebene Semimartin-
galmodell aus Abschnitt 1.1. Dann gilt fiir den Preis der europdischen Fxchange-Option

in diesem Modell

Vi(s1, 80, T) = s1P% (g:gi > 1) — 55 (i:g; > 1) . (3)

Beweis: Durch den Ubergang zum jeweiligen Aktienmartingalmaf lisst sich die Be-
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hauptung des Satzes relativ schnell zeigen. Es folgt direkt

+
‘/6(517327 [ )) 1
. | ST
[ Lis,(r)>85(T )}1 —E lﬂ(T)]l{sl(T»Sz(T)}}
= 51E] |15, (7)>5.(T) } — 525 []1{31(T)>52(T)}}
() Si(T)
o1 »(T) ) 2 <S2( T) g )

]

Die in der Preisformel auftretenden Wahrscheinlichkeiten entsprechen der Wahr-
scheinlichkeit unter dem jeweiligen Aktienmartingalmaf, dass die Option ausgeiibt
wird. So ist der Preis das Produkt des Startpreises der ersten Aktie und der Ausiibungs-
wahrscheinlichkeit unter P} vermindert um das Produkt vom Startpreis der zweiten Ak-
tie und der Ausiibungswahrscheinlichkeit unter P5. Die Schwierigkeit bei der konkreten
Bewertung der Option besteht darin, die Wahrscheinlichkeiten in (3) zu bestimmen.
S1() beztiglich der Mafle P} bzw. P5 von

52(t)>0§t§T
Bedeutung. Im allgemeinen Semimartingalmodell ist diese Verteilung jedoch nicht oh-

Dazu ist das Verhalten des Prozesses (

ne Weiteres zu bestimmen. In den weiteren Abschnitten dieses Kapitels soll erlautert
werden, unter welchen zuséatzlichen Bedingungen an das Semimartingalmodell eine ge-
nauere Berechnung des Preises erfolgen kann. An dieser Stelle kann angemerkt werden,
dass sich die Zinsratenfunktion r aus dem Quotienten der Aktienpreise kiirzen lasst.
Dadurch ist der Preis der européischen Exchange-Option vollig unabhéngig von der
Zinsrate. Es wird sich spater herausstellen, dass aus diesem Grund die Existenz einer

geschlossenen Preisformel eng mit der Form der Volatilitdtsfunktionen verkniipft ist.

1.3 Die europiische Exchange-Option im zweidimensionalen
Black-Scholes-Modell

In diesem Kapitel soll die Bewertung der européischen Exchange-Option im zweidimen-
sionalen Black-Scholes Modell durchgefithrt werden. Das Black-Scholes Modell stellt
einen Spezialfall des in Abschnitt 1.1 vorgestellten Modells dar. Genauer handelt es
sich bei dem Black-Scholes-Modell um ein Wiener-Prozess getriebenes Semimartin-
galmodell, bei dem samtliche Koeffizientenfunktionen als konstant vorausgesetzt sind.
Zudem sollen innerhalb dieses Modells Dividendenzahlungen der Aktien berticksich-
tigt werden. Die Modellierung der Dividendenzahlungen orientiert sich dabei an [5,
Abschnitt 2] und [15, Abschnitt 1]. Es wird angenommen, dass die Dividenden als
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stetiger Geldfluss proportional zum Aktienpreis gezahlt werden. Bei der aus diesen
Modellannahmen resultierenden Bewertungsformel handelt es sich um die Formel von
Margrabe, welche er als erster in [10] beschrieben hat. Fur das néchste Kapitel ist
das Black-Scholes Modell von zentraler Bedeutung, da dort die Perpetual-American-
Exchange-Option in diesem Finanzmarktmodell bewertet werden soll. Das Modell hat
den Vorteil, dass sich viele Rechnungen durch die konstanten Koeffizienten stark ver-
einfachen. Somit ist das Modell in der Praxis leicht zu handhaben. Durch die in dem
Modell getroffenen Annahmen lassen sich allerdings viele in der Realitdt auftretenden
Phénomene in diesem Modell nicht darstellen. So kann beispielsweise der sogenann-
te Volatilitdts-Smile nicht modelliert werden, da das Modell eine konstante Volatilitat
annimmt. Trotz dieser Schwachen ist es ein in der Finanzwelt haufig verwendetes Mo-
dell. Das Black-Scholes-Modell lasst sich auf die gleiche Weise wie das allgemeine Se-
mimartingalmodell herleiten. Aufgrund der konstanten Koeffizienten entfallen jedoch
samtliche Integrale. Gegeben sei also wieder ein zeitstetiger Finanzmarkt mit endli-
chem Zeithorizont T < oo und drei Moglichkeiten zur Geldanlage. Dem Finanzmarkt
liege dabei wieder der Wahrscheinlichkeitsraum (£, (F;)o<t<7, F, P) zugrunde, und der
Zufall wird durch die beiden korrelierenden Wiener-Prozesse W; und W5 getrieben. Die
Filtration (F;)o<t<r soll dabei die von den Wiener-Prozessen erzeugte Filtration sein.

Die risikolose, konstante Zinsrate r > 0 des Geldmarktkontos fiihrt zur Dynamik

dB(t) = B(t)rdt.

Definiert man erneut 3(0) = 1, so kann die obige Differentialgleichung als Anfangs-

wertproblem gelost werden. Dadurch lasst sich der Bond schreiben als
B(t)=e" fir0 <t <T.

Die Preisprozesse der zwei risikobehafteten Aktien S; und S werden bei konstanten

Koeffizienten beschrieben durch die stochastische Differentialgleichung
dS;(t) = S;(t)(pdt — 6;,dt + o;,dW;(t))  mit Anfangswerten S;(0) = s; > 0

fur i = 1,2. Dabei ist y; € R die konstante Drift und o; € R™ die konstante lokale
Volatilitat der i-ten Aktie. Durch §; € R ist der konstante Anteil gegeben, welcher
proportional zum Aktienpreis als Dividende gezahlt wird. Der Aktienpreis verringert
sich dadurch stets um die gezahlte Dividende. Auf diese Weise wird eine Arbitrage
ausgeschlossen. Insbesondere werden dabei auch negative Dividenden zugelassen. Ei-

ne negative Dividende entspriche dabei einem Kapitalfluss in die Aktie. Genau um
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diesen Kapitalfluss wiirde sich dann der Preis der Aktie stetig erhohen. Besonders bei
der spateren Bewertung der amerikanischen Exchange-Option im zweidimensionalen
Black-Scholes-Modell erhalt man, durch das Zulassen negativer Dividenden, interessan-
te Ergebnisse. Weiter wird angenommen, dass W} und W5 um den Faktor p € (—1,1)

korreliert sind. Das Anfangswertproblem der Aktienpreisprozesse wird gelost durch
o2
Si(t) = s;eWi—0m Wi it 0 <t < T firi = 1,2

Genauer gesagt entsprechen die Aktienpreisprozesse somit einer geometrischen Brown-
schen Bewegung. Das risikoneutrale Maf} soll wieder mit P* bezeichnet werden. Die
P*-Wiener-Prozesse W] und Wy lassen sich durch W (t) = W;(t) — ¥;t fur i = 1,2

—%‘%_T. An dieser Stelle ist zu beachten, dass beim Mafiwechsel

7

zu P* die Dividendenzahlungen der Aktien zu beriicksichtigen sind. Zur risikoneutralen

definieren mit ¥; :=

Bewertung sollte der Wert eines Portfolios mit reinvestierten Dividenden herangezogen
werden. Die Aktienpreisprozesse beziiglich P* ergeben sich somit tiber die stochastische

Differentialgleichung
dS;(t) = S;(t)((r — 6;)dt + o;dW;(t)) mit Anfangswert S;(0) = s;
als

o2
Si(t) = siet =S FIEOWI ),

Hier lasst sich erkennen, dass die Preisprozesse der Aktien bei Dividendenzahlungen
keine P*-Martingale sind, sondern noch eine Drift von —d; besitzen. Betrachtet man
allerdings ein Portfolio, bestehend aus der Aktie und deren reinvestierter Dividenden,
so ist dessen Wertentwicklung wie gewtinscht ein Martingal beztiglich des risikoneutra-
len Mafles P*. Unter diesen Modellbedingungnen lésst sich der Preis der européischen

Exchange-Option explizit angeben.

Satz 1.3.1. (Die europdische Exchange-Option im Black-Scholes Modell)
Der Preis der europdischen Exchange-Option in einem Black-Scholes-Modell mit Divi-

dendenzahlungen bei Startpreisen sy, so und Laufzeit T ist gegeben durch
Vo(sy, 80, T) = 51677 ®(d (51, 59, T)) — 52 2T ®(d_ (51, 59, T)).

Dabei bezeichnet ® die Verteilungsfunktion einer standardnormalverteilten Zufallsgrifie

12



1.3 Die européische Exchange-Option im zweidimensionalen
Black-Scholes-Modell

und d4 ist definiert durch

In (22) — 61t + 05t + 5t
Vort

Beweis: Im Riickblick auf Satz 1.2.1 besteht die wesentliche Aufgabe der Beweisfiih-
Sl(t)

Sz(t))ogth
zu bestimmen. In den Rechnungen sind in diesem Modell aber zusétzlich noch die

o2 2 2
mit 0° 1= o] — 2poi09 + 05.

di(sy,89,t) ==

rung darin, die Verteilung von ( unter dem jeweiligen Aktienmartingalmafl

Dividendenzahlungen zu beriicksichtigen. Es gilt

E*le™"(S1(T) — So(T)) "]
=E*[e " (S1(T) — So(T)) Lis, (1)>55 (1}
= E e S1(T) sy (m)2s50(m)y] — B [e™"So(T) s, (1)zs0(1)) - (4)

Um den Term (4) weiter zu bestimmen, seien erneut die beiden Aktienmartingalmafle

P} und IP5 gegeben durch

dP*

o2 .
R = e oW fijr = 1,2und 0 < ¢t < T.

Weiter erhélt man wieder nach Girsanov die P;-Wiener-Prozesse Wi (t) := W/ (t) — ot
und W(t) == W} (t) — poit fiir i = 1,2. Auch hier lisst sich ein Mafiwechsel zu P}
wieder als Wechsel des Numéraires zu (S;(t))o<i<r interpretieren. Bezeichne mit Ef|-]

den jeweiligen Erwartungswert beziiglich der neuen Mafle, dann ergibt sich fir (4)

E*[e™Si(T) 15,2850 — E* (e So(T) s, (1)250(1))]
= s1e " E[Lis, (m)zs0 (1)) — 262 ES[L s, (12501}
= 816_51TPT(51(T> Z SQ(T)) — 826_62T]P);(Sl (T) Z SQ(T)) (5)

Die beiden Wahrscheinlichkeiten beztiglich der Aktienmartingalmafle in (5) lassen sich
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dann getrennt voneinander bestimmen. Fiir die erste Wahrscheinlichkeit gilt

P1(S1(T) > 55(T))

2 2
= Pi(s erTféle%TJral W (T) rT—6T— 2T+ Wy (T))

> So€

2 2
:Pﬁ@%&)_&T+®T+?T¥pm@T+?T>UM@UU—mWﬁ@0

S2

T e (6)

:®(m@D—&T+&T+fT

__P(m@ﬂ—&T+%T+fT>aﬂ@ﬂ?—mwﬁ@j
- 1

o7 ) = (I)(d+<51,52,T)).

Fir die letzte Umformung wurde hier angewandt, dass W7, und W3, Wiener-Prozesse
unter P} sind. Definiert man also 02 := 67 — 2po09 + 05, so besitzt die linke Seite der
Ungleichung in (6) dieselbe Verteilung wie eine standardnormalverteilte Zufallsgrofe.

Durch analoge Umformungen erhélt man fiir die zweite Wahrscheinlichkeit in (5)

PY(SI(T) > S(T)
e (hl (3) 6T+ 86T = 5T oaWW3,(1) - alvva(T))
- 2

02T 02T
In () — 6,7 + 6,1 —
:@( () - T+ 6T -5

2T ) = @(d_(Sl,SQ7T)).

Hier wurde entsprechend zu (6) angewandt, dass W}, und W, Wiener-Prozesse unter
P sind. Durch Einsetzen dieser Ergebnisse erhélt man aus (5) den Preis der Exchange-
Option. H

Nachdem die Option nun in einem Modell mit konstanten Koeffizienten bewertet
wurde, soll noch die européische Exchange-Option in einem Wiener-Prozess getriebe-
nen Semimartingalmodell mit deterministischen, zeitabhangigen Koeffizientenfunktio-
nen betrachtet werden. Es wird angenommen, dass die Prozesse o1, o9, r und p rein
vom Zeitparameter ¢ abhéngig sind. Hier kann die Berechnung der Wahrscheinlich-
keiten in der Preisformel aus (3) dhnlich wie im Black-Scholes-Modell mit konstanten
Koeffizienten stattfinden. Es ergibt sich ebenfalls eine geschlossene Preisformel. In die-

ser Situation wird angenommen, dass keine der Aktien Dividenden zahlt.

Satz 1.3.2. (Wert der europdischen Exchange-Option bei deterministischen Koeffizi-
enten ohne Dividendenzahlungen)

Gegeben sei das in Abschnitt 1.1 eingefiihrte zweidimensionale Wiener-Prozess getriebe-
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ne Semimartingalmodell. Dariber hinaus wird angenommen, dass die lokale Volatilitat
deri-ten Aktie durch eine deterministische, zeitabhdngige Funktion o; : [0,T] — (0, 00)
mit [jo2(s) ds < oo fiir alle 0 < t < T und i = 1,2 gegeben sei. Die Funktion
p: [0, T] = (—=1,1) sei ebenfalls als deterministisch vorausgesetzt. Dann gilt fir den
Wert einer europdischen Exchange-Option mit Laufzeit T bei Aktienstartpreisen s; und

52
Ve(s1,82,T) = 51P (dy (51,52, T)) — 2P (d_ (81, 82, 7)),
wobei dy. definiert ist durch

S92 2

ST o2(s)ds

In(2) + 1 T52(s) ds
di<81,52,T) = ( ) fO ( )

mit o (t) == \Jo3(t) — 201 (t)oa(t)p(t) + a3 (L).

Beweis: Nach (3) gilt fiir den Preis der Option

v =i (G 1) o (5 1)

Fir die Dynamik von () _,_, liefert die Ito-Formel
i~ mmIS ) S350 ~ S+ 2 gyl
— 28 (r()dt + o1 (£)AWF(2)) — g:gg (r(t)dt + ou(t) AW (1))
- g:ggal(t)ag(t)p(t)dt + g:g;ag(t)dt
— SOV — A1) - ol + o). ()

Weiter lasst sich die Dynamik nun unter Zuhilfenahme der Wiener-Prozesse W} um-

schreiben. Dabei seien die Prozesse W;;jwieder definiert wie in Abschnitt 1.2. Unter P}
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S1 (t) )
Sa(t) Jo<t<T

gilt dann fir die Dynamik von (

Si(t)  Si(t) I )
dSQ(t) B Sg(t)< () AW (t) 4 o7 (8)dt — o(t)dW5 (t) — o2(t)o1 (¢)p(t)dt

— 01(t)oa(t)p(t)dt + o3 (t)dt)
Si(t)

B Sg(t)< L) AW (1) — oo () AW, (8) + o7 (t)dt — 201 (t)oa(t) p(t)dt + o5 (t)dt).
(8)
Auf gleiche Weise ergibt sich beziiglich P; die Dynamik
dg:gg g;g;( L) AWE() 4 o1 (8) oo () p(t)dt — oo (8) AW, (t) — o2(t)dt
— o1(t)oa(t)p(t)dt + o5 (t)dt)
St : *
SQ(t)( L) AW (t) — oo ()W, (2)). (©)

Zusammen mit den Anfangswertbedingungen S;(0) = s; fir ¢ = 1,2 sind die Differen-

tialgleichungen eindeutig lésbar und man erhélt den Prozess <§;E3>O<t<T in expliziter
Form als o
Sy(t s T T 1 /T

0 _ 5o [ o awi ) = [ oa(t) aWa @) = 5 [ o3 t) + ai(aa(t) - o3(0)
Sa(t) 9 0 0 2 Jo

mit Wiener-Prozessen beztiglich P} bzw.

g;gg:ﬁexp</0Tm<t>dwa<t>— /OT 2(0) AW (0) + 5 [ o3t +ol<t>o—2<t>—o—2<>dt)

52

beziiglich Pj. Definiert man weiter o (¢ \/ o2(t) — o1(t)o2(t)p(t) + o3(t), so gilt

[ ooy awico) - | T02<t> a0 = [ Ta(t) ATV (1) (10)

0
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fiir einen Wiener-Prozess W; beziiglich Pf. Mit dieser Definition folgt dann

P! (g:g; > 1) — P z:e:cp (/OTa(t) AW (t) — ;/OTUQ(t) dt) > 1)

—P| - /0 Yoy dt )y e < - L Tﬁ(t))

Sy 2.Jo
N Y CIOR OISt ¥ a?<t>) o
[Ton(t) dt o) at

= (I)(d+(81, S9, T))

Dabei ist zu beachten, dass die linke Seite der Ungleichung in (11) standardnormalver-
teilt ist, da [j 02(t) dt genau die quadratische Variation von — [ o(t) dW(t) ist. Die
quadratische Variation lasst sich aufgrund der deterministischen Struktur von oy, o9
und p konkret berechnen, wodurch die Wahrscheinlichkeit explizit als Funktionswert
der Verteilungsfunktion einer Standardnormalverteilung angegeben werden kann. Vol-

lig analog dazu folgt auch

Si(t)
P; >1|=d(d_ T)).
2 (SQ(t) ( <517527 ))
Damit ergibt sich dann die explizite Preisformel der européischen Exchange-Option fiir

den Fall deterministischer, zeitabhéngiger Koeffizientenfunktionen. O]

Im Beweis des Satzes erkennt man gleichzeitig ein auftretendes Problem, sobald
die Koeffizientenfunktionen nicht mehr von deterministischer Natur sind. Die rechte
Seite der Ungleichung in (11) ist im Fall stochastischer Volatilitdt im Vorfeld nicht
zu bestimmen. Daher kann der Preis der Option allgemein nicht mehr einfach durch
Auswertungen der Normalverteilungsfunktion berechnet werden. In Abschnitt 1.5 wird
beispielhaft ein Finanzmarktmodell gezeigt, in dem eine explizite Angabe der Preis-
formel moglich ist, obwohl die Volatilitat nicht von rein deterministischer Natur ist.
Zuvor soll im nédchsten Abschnitt jedoch noch ein méglicher Bewertungsansatz im Dif-

fusionsmodell gezeigt werden.

1.4 Bewertung im Diffusionsmodell

In diesem Abschnitt soll die européische Exchange-Option in einem dividendenfreien
Diffusionsmodell betrachtet werden. Das Diffusionsmodell stellt einen Spezialfall des
Wiener-Prozess getriebenen Semimartingalmodells dar. Der Aufbau des Modells orien-

tiert sich an [11]. Dazu wird angenommen, dass die Koeffizientenfunktionen nur lokal
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von der Zeit und den aktuellen Aktienpreisen abhédngig sind. Konkret wird also vor-
ausgesetzt, dass die Volatilitatsfunktionen o; : [0,7") x (0,00) x (0,00) — R messbar
sind mit [jo2(u, S (u), Sa(u)) du < oo fiir i = 1,2 und fiir alle 0 < ¢ < T P*-fast sicher.
Entsprechend soll die Zinsratenfunktion 7 : [0,7") x (0, 00) x (0, 00) — R messbar sein
mit [y (u, S1(u), Sa(u)) du < oo fiir i = 1,2 und fiir alle 0 < ¢t < T P*-fast sicher.
Insbesondere bildet somit auch das Black-Scholes-Modell mit konstanten oder deter-
ministischen Dividenden einen Spezialfall des Diffusionsmodells. Es wird angenommen,
dass die Dynamiken der Preisprozesse beziiglich des dquivalenten Martingalmafles P*

vorliegen. Das Geldmarktkonto erfillt die Differentialgleichung
ds(t) = B(t)r(t, Si(t), S2(t))dt mit Anfangswert S(0) =1 fir 0 <t <T.

Analog zum allgemeinen Modell erfiillt der Preisprozess der i-ten Aktie die stochasti-

sche Differentialgleichung
dSZ (t) = Sz<t> (T’(t, Sl (t), SQ(t))dt + O'Z(t7 Sl (t), SQ (t))dVVZ* (t)), mit Anfangswert SZ(O),

fiir 0 <t < 7T und ¢ = 1,2. Im Folgenden soll ein Bewertungsansatz iiber eine partielle
Differentialgleichung fiir die europaische Exchange-Option hergeleitet werden. Dieser

Ansatz orientiert sich an den Ausfithrungen in [11]. Fiir den Preis der Option gilt

E*[(51<T) - SQ(T))+ exp <— ATT(U, Sl(u), SQ(U)) du) |]:t] = ‘/e(t, Sl(t), Sg(t>, T)

So kann der Preisprozess der Option als Funktion in Abhéngigkeit der Zeit und der
beiden Aktienpreise aufgefasst werden. Fiir eine iibersichtlichere Darstellung werden
im Folgenden die verkiirzten Schreibweisen V. (t) := V.(t,S1(t), S2(t),T), oi(t) =
oi(t, S1(t), S2(t)) und r(t) := r(t, S1(t), S2(t)) verwendet. An dieser Stelle soll zusétz-
lich angenommen werden, dass die [to-Formel auf den Preisprozess anwendbar ist. Dazu
miissen neben E*[3(T)~1(S1(T) — S9(T))*] < oo auch gewisse Glattheitsbedingungen

an V(t) erfiillt sein, auf die hier jedoch nicht genauer eingegangen werden soll. Die
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Ito-Formel liefert dann

1 1
AVe(t) = Q(t)dt + 0;Ve(t)dSi(t) + OaVe(t)dSa(t) + 58%1/;(t)d<51>t + 5822‘/;(t)d(52>t
1
+2- 5anve(t)ol(Sl, Sa)
= OV.(t)dt + S1(t)r(t)On Ve (t)dt 4+ S1(t)o1 ()01 Ve (t)dWT (t) + So(t)r(t)0: Ve (t)dt
1 1
+ So(t) oo (t)0a Vo (t) AW () + ESf(t)af(t)ﬁfve(t)dt + 5S§(zf)<7§(1t)a§1/e(t)c1t
+ p(t)S1(8)Sa(t) o1 (1) o (£) O, Ve (t)dt
1
= [OVe(t) + S1(O)r (R Ve(t) + Sa(8)r()0Ve(t) + 5 SH (D)ot (Ve (1)
1
+ 555 (1)03(O)Ve(t) + p(t)S1(6) Sa(8)or ()oa(£) D1, Ve (1))t
+ S1(t)o1 ()0 Vo (£)dWT (t) + Sa(t)oa(t) Ve (t)dWs (). (12)
Dabei bezeichnet 0; die Ableitung nach der Zeit bzw. 0; die Ableitung nach dem Preis
der i-ten Aktie. Da die Option ein ebenfalls handelbares Finanzgut auf dem Finanz-
markt sein soll, muss der diskontierte Preisprozess ebenfalls ein P*-Martingal sein.
Andernfalls wiirde die Arbitragefreiheit verletzt. Mit anderen Worten muss der Drift-
term in den eckigen Klammer aus (12) mit r(¢)V,(¢) iibereinstimmen. Zum Ende der
Optionslaufzeit sollte der Wertprozess auflerdem identisch mit der Optionsauszahlung

sein. Der Preis der européischen Exchange-Option ergibt sich dann als Losung des

zweidimensionalen Cauchy-Problems

r()Ve(t) = OVe(t) + S1(t)r()01Ve(t) + Sa(t)r(t)d:Ve(t) + ;Sf(t)af(t)af‘/e(t)
+ ;522 ()3 ()0 Ve(t) + p(t)Si(t)Sa(t)a1(t)oa(t) 07y Velt)
Vo(T) = (Sy(T) — So(T))*  fiiralle 0 <t <T. (13)
Die Dynamik von V,(t) aus (12) lisst sich also in verkiirzter Form schreiben als
AV, (t) = r(t)Va(t)dt + Sy ()o1 ()01 V() AW (£) + Sa(t)oa(t)Du Vi (t)dW (1)

Da der diskontierte Preisprozess (8(t)'V.(t))o<t<r ein Martingal unter P* ist, ergibt

sich hieraus

Ve(t)
p(t)

d = S (1)1 (H)Ve(t)dWY (1) + S5 (t)o(1) 02 Ve (1) AWy (1)

— OV.(£)dS; (1) + BV ()dS (). (14)

19



1.5 Bewertung in einem zweidimensionalen CEV-Modell

Hier bezeichnet S} (t) := ”Zi((tt)) den diskontierten Preisprozess der i-ten Aktie. Aus (14)

erhalt man dann eine Moglichkeit die Exchange-Option zu hedgen. Der sogenannte

A-Hedge (H(t))o<i<r = (Hi(t), H2(t))o<t<r ist dann ein zweidimensionaler Prozess
mit H;(t) = O;V.(t) fir 0 < ¢t < T und 1 = 1,2. Uber diesen PDE-Ansatz erhilt
man sowohl eine Moglichkeit die europaische Exchange-Option zu bewerten als auch
eine Hedgingstrategie. Das Problem bei diesem Bewertungsansatz besteht jedoch darin,
dass die Losungen von zweidimensionalen Problemen wie in (13) haufig numerisch nur
sehr aufwendig zu bestimmen sind. Geschlossene Losungen kénnen hier im Allgemeinen

nicht immer angegeben werden.

1.5 Bewertung in einem zweidimensionalen CEV-Modell

Wie bereits erwéihnt soll in diesem Abschnitt ein Modell vorgestellt werden, in dem die
Form der Volatilitdt nicht nur von der Zeit abhéngig ist. In den vorherigen Abschnitten
konnte bereits beobachtet werden, dass die Existenz einer geschlossen Preisformel fiir
die européische Exchange-Option von der Form der Volatilitat abhédngig ist. Ziel ist die
Herleitung einer expliziten Preisformel fiir die européische Exchange-Option in einer
Art zweidimensionalem CEV-Modell. Die Abkiirzung CEV steht dabei fiir Constant
Elasticity of Variance. Im Folgenden soll der Aufbau des Modells genauer erlautert wer-
den. Dem Modell soll grundsatzlich die Struktur des zweidimensionalen Wiener-Prozess
getriebenen Modells aus Abschnitt 1.1 zugrunde liegen. Innerhalb dieses Abschnittes
wird jedoch angenommen, dass die lokalen Volatilitaten von einer sehr speziellen Form
sind, welche im Folgenden erlautert werden soll. Die folgende Beschreibung des Mo-
dells orientiert sich an Abschnitt 4.1 aus [6]. Weitere Details zu den Eigenschaften
von CEV-Prozessen lassen sich auch in [7] nachlesen. Im eigentlichen eindimensionalen
CEV-Modell wird angenommen, dass die lokale Volatilitit o der Aktie von der Zeit
und dem Preis der Aktie abhéngig ist. Genauer gesagt, liegt ein sogenannter Separa-
tionsansatz zugrunde und die lokale Volatilitat ist von der Form o(S;,t) = @(t) - S5,
wobei @ : [0,7] — R eine beschrénkte, messbare Funktion ist und o > —1 als kon-
stant vorausgesetzt wird. Das eindimensionalen CEV-Modell stellt einen Spezialfall des
eindimensionalen Wiener-Prozess getriebenen Semimartingalmodells dar. Dadurch ist
hier die Dynamik der Aktienpreise beziiglich des relativen Wahrscheinlichkeitsmafes P
gegeben durch

dSt = St/.L(t)dt + EtS?Jrlth.

In Kapitel 4 von [6] ist zu sehen, dass dieses Modell die Eigenschaft hat, dass in

ihm explizite Preisformeln fiir Put- und Calloptionen angegeben werden koénnen. In
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1.5 Bewertung in einem zweidimensionalen CEV-Modell

diesem Abschnitt soll diese Eigenschaft genutzt werden, um in einem zweidimensionalen
Finanzmarktmodell mit &hnlicher Volatilitdtsstruktur eine explizite Preisformel der
europaischen-Exchange-Option anzugeben. Dazu wird ein Modell betrachtet, in dem
die Volatilitit beider Aktien vom Quotienten aus den Aktienpreisen abhéngt. Die Form
der lokalen Volatilitatsfunktionen wird im Folgenden dabei als

oi(S1(t), Sa(t), 1) := Ti(t) - @Eg) fiir i = 1,2

vorausgesetzt. Dabei sollen die Prozesse @; auch in diesem Modell deterministische,
zeitabhingige Funktionen sein und kénnen somit als deterministischer Anteil der Vo-
latilitdt bezeichnet werden. Die Konstante « soll in diesem Modell im Intervall (—1, 1)
liegen. Der Fall o = 0 soll jedoch ausgeschlossen werden, da das Modell unter dieser
Voraussetzung genau dem Modell mit deterministischen, zeitabhéngigen Koeffizienten
entspricht, welches bereits in Satz 1.3.2 behandelt wurde. Insbesondere liegt also ein
spezieller Fall des Diffusionsmodells vor. Unter obigen Voraussetzungen erfiillen dann

die beiden Aktienpreise beziiglich P* die stochastische Differentialgleichung

dS;i(t) = S;(t)r(t)dt + S;(t) (g:g)aai(t)dﬂ/i*(t) mit Anfangswert S;(0) = s;.

Die Bewertung der Option kann mit dem gleichen Ansatz wie in (3) erfolgen, sodass
Sl(t)

52(7?))0935
bestimmt werden soll. Auf gleiche Weise wie in (9) erhdlt man

0 _ S50 ) (SO i) - oty (29 aw
dS2(t)_Sg(t)( 1(?) <S2(t)> dWTy(t) — o2(t) <52(t)> AW, (1)) (15)

im Folgenden die Verteilung von ( . beziiglich der Mafle P; und P} genauer

beztiglich P5. Definiert man nun

o1 dWih(t) — 72d W5y (1)

5(t) = \Jo2(t) — 1 ()72 (t)p(t) + T3(t) und AW (t) := 50

, (16)

so kann (15) geschrieben werden als

Syt (SN
dS2(t):a(t) ( Sz(t)> dw (t). (17)

Bei W handelt es sich aufgrund seiner Definition um einen Pj-Wiener-Prozess. Das
Sl(t)
SQ(t)>0§t§
Aktienpreisprozesses im eindimensionalen CEV-Modell ohne Drift, d. h. u(t) = 0. Wei-
S1(t)
52(t)>0§t§T

Verhalten des Prozesses ( . beziiglich [P entspricht also dem Verhalten eines

ter muss zur Bewertung der Option ebenfalls die Verteiliung von ( beziiglich
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1.5 Bewertung in einem zweidimensionalen CEV-Modell

P} bestimmt werden. Da die Aktienpreisprozesse als nichtnegativ vorausgesetzt sind,

gilt
Sy (t) ) (Sl (t) ) (SQ(t) >
Py >1)=1-P] <1l)=1-P] >1],
1 (Sz(t) F\S(t) T PASi(t) T
sodass aquivalenterweise auch die Berechnung der Verteilung von ( i )0<t<T unter P}
zu einem Ergebnis fithrt. Analog zu den Umformungen in (7) und (8) erhélt man

dsz(t) _ Soft)

Si(t)  Si(t

. Sz(t
~S1(h)

— a1 (t)aa(t)p(t)dt + o (t)dt)
)

So(t «
= Sl(t)( 2(1)dW5, () — oq (£)dWT(2)).

(o2(t)dW5 () — o1 () AW (t) — o1(t)oa(t)p(t)dt + oi(t)dt)

)
) (oa(t) AW () + 00 (ou(®)p()dt — on(B)AWE (1) — o2(1)dt

Definiert man &(t) wie in (16) und setzt

1 _ o2(H)dW5 () —
dW (t) 0

a1 (t)dWr,

<

so ist W ein Pj-Wiener-Prozess. Daraus ergibt sich

So(t) (ST =
d S0 - (1) ( S (t)> AW (t).

Somit lésst sich das Problem der Preisfindung in diesem speziellen Modell darauf zu-
riickfithren, die Verteilung eines Aktienpreisprozesses in einem CEV-Modell ohne Drift

zu bestimmen. Nun ist auch ersichtlich, warum —1 < o < 1 gefordert wurde. Dadurch

(t)>
S2(t) ) o<t<T

wird garantiert, dass in keiner der beiden Differentialgleichungen fiir (

(52(15))
Si1(t) Jo<t<T
Wahrscheinlichkeitsdichte des Preisprozesses im CEV-Modell soll im Folgenden genau-

ein negativer Exponent auftritt. Die Vorgehensweise zur Bestimmung der

er beleuchtet werden. Die Herleitung der Wahrscheinlichkeitsdichte orientiert sich dabei

an Kapitel 4 von [6]. Sei also ein eindimensionaler Prozess (S;)o<i<7 mit der Dynamik
dS, := o, S aw;,

gegeben. Dabei beschreibt o, > 0 wie oben den deterministischen Teil der Volatilitat.
Der Prozess W ist ein Wiener-Prozess unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl P. Der Pa-

rameter § # 0 soll dabei zwischen —1 und 1 liegen. Um die Verteilung des Prozesses
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1.5 Bewertung in einem zweidimensionalen CEV-Modell

genauer bestimmen zu kénnen, soll zunéchst eine Zeittransformation stattfinden. Dazu
wird die Funktion v : [0,7] — R definiert als

t
v(t) = / o*(u) du fiiralle0 <t <T.
0

Da o(t) > 0 fiir alle ¢ gilt, ist v stetig und streng monoton steigend mit v(0) = 0. Mit
anderen Worten ist die Funktion v bijektiv. Das heift, es existiert eine Umkehrfunktion
v™1, sodass fir jedes t € [0, 7] ein s € [0,v(T)] mit ¢t = v~!(s) existiert. Mit Hilfe von
v lésst sich nun eine Zeittransformation durchfithren, sodass s € [0,v(7)] der neue

Zeitparameter ist. Unter dem Zeitwechsel kann durch
v (s)

Wi(s) = / o(w) AW (u)
0

ein neuer Wiener-Prozess definiert werden. Setzt man dann weiter Y(s) = S(v=1(s)),

so erfiillt Y die stochastische Differentialgleichung

dY (s) = dS(v™!(s)) = o(v™!(s))S(v™!(s) AW (v (s))
(v™"(5)) 7AW (s)

S
=Y (s)"PAdW (s).

Durch die geschickte Zeittransformation verschwindet also der deterministische Anteil
der Volatilitat. Bei Prozessen dieser Form ist es nun moglich die Verteilungsdichte ge-
nauer zu bestimmen. Die Dichteberechnung von (Y;)o<:<r soll unter Verwendung des
folgenden Satzes stattfinden. Die Strategie besteht dann darin, die Zeittransformation
anschlieflend riickgéngig zu machen. Das resultierende Ergebnis kann dann zur Bewer-
tung der Exchange-Option verwendet werden. Der folgende Satz entspricht dem Satz
4.4 aus [6]. Auch das Vorgehen in seinem Beweis und bei der anschlieBenden Options-

bewertung orientiert sich an dieser Quelle.

Satz 1.5.1. (Wahrscheinlichkeitsdichte im CEV-Modell)

Erfiille (Si)o<i<t die stochastische Differentialgleichung dS(t) = & (t)S(t)TPdW (t) mit
S(0) := s als Anfangswert und € (—1,0) U (0,1). Dann ist fir beliebiges t € [0,T]
die Wahrscheinlichkeitsdichte gz(-;s,t) des Prozesses S(t) unter P gegeben durch

7201 15\ a0 s z 57
gs(w;s,t) = |BJv(t) (m) =P <_262v(t)> T (W)
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1.5 Bewertung in einem zweidimensionalen CEV-Modell

= (w/2)rn J/“> . 1
L(z) = T(z)= [ ue du und v = —.
()= 2, Aoty =y v e duundy =g

n=0

Beweis: Auf den Prozess (Y;)o<s<o(r) soll eine Funktion h angewandt werden, sodass
man mit (h(Y;))o<s<u(r) €inen Prozess mit bekannter Dichte erhalt. Durch Riicktrans-
formation erhélt man dann schlielich auch die Dichte von (Yj)o<s<y(r). Die Funktion
h wird dazu definiert durch

x =28

g

Setzt man dann X (s) := h(Y(s)) fir 0 < s < o(T), so ergibt sich mit der It6-Formel

h:[0,00) = [0,00); =+

26 + 1

Y(S)_2(ﬂ+l)d<y>s
20+ 1

dX(s) = —;Y(s)—Qﬂ—ldY(s) +

_ —Zws)?ﬁlws)”ﬁdﬁf@) +

L (Y(9)P\E LR
2((—6)2> AW (s) + =5 —d

=2,/ X (s)dW (s) + 25; 1ds.

Y(S)f2(ﬂ+l)y(s>2ﬁ+2d5

Durch die Definition n := % erhélt man zusammengefasst fiir (X(s))o<s<o(r) die

Dynamik

dX (s) = 2y/ X (s)dW (s) + nds. (18)

Bei einem gegeben Anfangswert X (0) := z’ ist die stochastische Differentialgleichung
(18) eindeutig l6sbar. Als Losung ergibt sich ein sogenannter quadrierter Bessel-Prozess
mit Dimension n und Index v = 3 — 1 = %
Prozessen sind bekannt und sollen im Umfang dieser Arbeit nicht einzeln hergeleitet

Die Dichten von quadrierten Bessel-

werden. Details zur Literatur von Bessel-Prozessen kénnen in Kapitel 6 in [7] nach-
gelesen werden. Auch die im Folgenden verwendeten Wahrscheinlichkeitsdichten sind

aus dieser Quelle entnommen. Bei der Herleitung der konkreten Wahrscheinlichkeits-

!
29

Prozesses negativ ist. Sowohl bei positiver als auch bei negativer Dimension kann die

dichte von (X (s))o<s<u(r) ist zu bemerken, dass fir 3 € (—3,0) die Dimension des
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1.5 Bewertung in einem zweidimensionalen CEV-Modell

Wahrscheinlichkeitsdichte fiir X (0) = 2’ und 0 < s < v(T") angegeben werden durch

(w147, 5) 1 (2'\? . x+a I V!
; =— = xp | — y :
BT T 25 \ x P 2s vl s

Nach diesem Ergebnis konnen dann die Transformation durch A und die Zeittransforma-

tion durch v wieder riickgangig gemacht werden. Dabei sei erwahnt, dass die Funktion
fiur 6 € (—1,0) streng monoton steigend und fir 8 € (0, 1) streng monoton fallend ist
fir z > 0. Die Funktion h ist zudem stetig und somit insbesondere bijektiv in z > 0 bei
festem . Fir ein festes § und S(0) = s ldsst sich dann die Wahrscheinlichkeitsdichte

von (S¢)o<i<r herleiten durch

dP(S(t) <)  dP(Y (u(t)) < z)

95(@;5,1) = dz - dz
dP(X (v(t)) < h dh
— AL =) _ D) ;) vie)
2—28-1 ;g\ % x84 528 rBs B
= o () o (‘ ) )“’ (B%(t) ) |
Damit folgt die Behauptung des Satzes. O

Mit Hilfe der Dichte dieses Aktienpreisprozesses kann nun auch der Wert einer

européischen Exchange-Option im Beispielmodell berechnet werden.

Satz 1.5.2. (Bewertung der europdischen Exchange-Option im zweidimensionalen CEV-
Modell)

Sei ein zweidimensionales Wiener-Prozess getriebenes Semimartingalmodell gegeben.
Dabei seien die lokalen Volatilitaten von der Form

und fiir deterministische, zeitabhdingige Funktionen &y und Go. Dann ist der Preis einer
europdischen Exchange-Option mit Laufzeit T' bei Startpreisen S1(0) = s; und S3(0) =

s9 gegeben durch

Ve(Sl,Sz,T)
_ (1= (i 2 +24a(2)) — 92 (Ja(2) =2 am)  fira € (-1,0),
1 (1= (i +20a(2))) =5 (fa(2) 15 ) fiir o € (0, 1).

Hier bezeichnet x*(-;n,\) die Verteilungsfunktion einer nichtzentralen Chi-Quadrat-

Verteilung mit Grad n > 0 und Nichtzentralitdtsparameter X > 0 und die Funktion f
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1.5 Bewertung in einem zweidimensionalen CEV-Modell

gegeben durch

$72a

fo :[0,00) = [0,00); m.

(19)

Beweis: Nach (3) und Satz 1.5.1 lasst sich der Preis der Option ausdriicken als

o [ S2(T) . (S1(T)
Ve(s1, 82, T) = s1P} (Sl(T) < 1) — 59 (SQ(T) > 1)

1 00
= 31/ o <$; 82,T> do — 32/ Jar (ZB; SI,T) dax. (20)
0 S1 1 S9

Um (20) genauer bestimmen zu konnen, sollen zunéchst Integrale der Form

/ Jo <x;ji,T> de  furidi#j e {1,2}
1 .

J

betrachtet werden. Dabei wird zusétzlich eine Fallunterscheidung fiir o € (0,1) und
a € (—1,0) gemacht. Die Berechnung des Integrals geschieht in beiden Féallen mit Hilfe
der Substitution f,(z) = z mit f, aus (19).

1. Fall: a € (0,1)

In diesem Fall gilt

/looga<a:;::;,T> da
() ) )
- (f(/)> " (_”;/)) L (Vatdsifs)) dz @)

Dabei ist zu beachten, dass die Ableitung der Funktion f gegeben ist durch

_2‘,[‘720171

f(z) = (@) und fo(00) := lim fo(z) =0 fir a € (0,1).

Sei nun 1 die Dichte einer nichtzentralen Chi-Quadrat-Verteilung x?(n, \), wobei n > 0

der Freiheitsgrad und A > 0 der Nichtzentralitatsparameter ist. Dann ist ¢ allgemein
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1.5 Bewertung in einem zweidimensionalen CEV-Modell

gegeben durch

Y(zin, A) = ; <§>n426>{p <_:c—;—)\> Ins (\/ﬁ)

Der Integrand in (21) entspricht also genau der Dichtefunktion einer nichtzentralen Chi-
Quadrat-Verteilung mit n = é—i— 2 > 0 Freiheitsgraden und Nichtzentralitdtsparameter

A = fusi/s;) > 0. Bezeichnet man nun mit x*(-;n,\) die Verteilungsfunktion der
nichtzentralen Chi-Quadrat-Verteilung, so folgt aus (21) direkt

Pafegn) ol asfz)

2. Fall: a € (—1,0)

Mit analogen Umformungen zu (21) und identischer Substitution folgt
/ Ja <x % ) dx
1 s;’
o gl S/SJ x 2 ( 52/31> 2 —a —a
- /1 _av(T)< 202u( I (a7 (si/5;)7") d

) )

Dabei ist zu bemerken, dass f,(c0) := Jim fo(z) = oo fiir @ € (—1,0). Daraus ergibt

sich dann mit der Substitution 2’ :=
0 S; © S; 1
/ ga<:r;;,T> dx:/ w<fa<>;—+2 z) dz
1 s; Fa(1) s, o
_ / %) (fa <S> 49, 22') a7,
fal(1)/2 s;)]’ a

Hierauf kann dann die Gleichheit

/oo2¢(;v; n,2)) dz = x* (z;n — 2, 2a)

angewandt werden, welche aus Abschnitt 3 von [13] stammt. Insgesamt ergibt sich dann

Pl (o).

Somit wurden die Integrale aus (20) fiir die Falle a € (—1,0) und « € (0, 1) berechnet.
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1.5 Bewertung in einem zweidimensionalen CEV-Modell

Setzt man die Ergebnisse nun in (20) ein, so folgt die Behauptung des Satzes. Dabei

ist zu beachten, dass

fuol1) = a%l(T) und f_, <j) ~ f(j) .

]

Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass auch tber den deterministischen Ansatz
hinaus, geschlossene Formeln fiir den Preis der européischen Exchange-Option existie-
ren konnen. Wie dieses Beispiel demonstriert, sind solche Formeln aber nicht immer

einfach zu finden.
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2 Die amerikanische Exchange-Option

Im ersten Kapitel wurde untersucht, welchen Einfluss verschiedene Modellparameter
auf die Bewertung der européischen Exchange-Option haben. Dabei war das Ausiiben
der Option nur zu einem vorher festgelegten Zeitpunkt 7" moglich. In diesem Kapitel
soll jetzt der Fokus auf der amerikanischen Exchange-Option liegen. Genauer soll die
Perpetual-American-Exchange-Option betrachtet werden. Dabei handelt es sich um
eine Exchange-Option, welche zu jedem beliebigen Zeitpunkt ausgeiibt werden kann
und keine Maturitit besitzt. Ziel dieses Kapitels wird es sein, eine vollstandige Be-
wertung dieser Option im zweidimensionalen Black-Scholes-Modell aus Abschnitt 1.3
durchzufithren. Die Bewertung der amerikanischen Exchange-Option im allgemeinen
Wiener-Prozess getriebenen Semimartingalmodell ist deutlich komplizierter und soll im
Umfang dieser Arbeit nicht durchgefiihrt werden. Das Hauptproblem bei der Bewer-
tung amerikanischer Optionen besteht darin, eine optimale Strategie zur Ausiibung der
Option zu finden. Nach einer kurzen Einfiihrung in die Theorie des optimalen Stoppens,
soll in Abschnitt 2.1 die Methode von Beibel/Lerche vorgestellt werden, welche sich
unter bestimmten Voraussetzungen zum Losen solcher stochastischer Optimierungs-
probleme eignet. Im Anschluss daran soll dann geklért werden, inwiefern diese Technik
zur Bewertung der Perpetual-American-Exchange-Option eingesetzt werden kann. Da-
bei wird sich herausstellen, dass die Form der Dividendenzahlungen der beiden Aktien
einen gravierenden Einfluss auf die Anwendbarkeit der Beibel/Lerche/Methode hat.
Auch die optimale Stoppstrategie ist stark von den Dividendenzahlungen abhéngig.
Abschlielend soll eine komplette Bewertung der Option fiir alle moglichen Kombina-
tionen von Dividendenzahlungen im Black-Scholes-Modell stattfinden.

Zunéichst soll ein allgemeiner Ansatz aus der Theorie zum Losen stochastischer
Optimierungsprobleme fiir die Exchange-Option vorgestellt werden. Die dazu genutzte
Theorie ist in Kapitel 2 von [3] und in Kapitel 3, 4 und 6 von [8] nachzulesen. Sei
h die Auszahlungfunktion einer amerikanischen Option mit unendlicher Laufzeit und
bezeichne V' den Wertprozess der Option. Die Auszahlungsfunktion sei genauer gegeben
als h = h(S1(t), S2(t)) in Abhangigkeit der beiden Aktienpreise zum Zeitpunkt ¢ > 0.

Dann lésst sich der arbitragefreie Preisprozess der Option angeben als

V(Si(t),S2(t)) = sup E*[e”""h(S1(7), S2(7)) L {r<o0}]-

TET:

Dabei bezeichnet 7T; die Menge aller F;-Stoppzeiten, d. h., das Supremum wird tiber
alle Stoppzeiten mit 7 > t gebildet. Genauer gesagt ist dabei ein stochastisches Maxi-

mierungsproblem zu lésen. Das Problem der Preisfindung besteht daher in der Suche
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nach einer optimalen Stoppzeit 7% € T, sodass
V(Si(t), S2(t)) = E* [efrf*h(sl(T*), 52(7'*))]1{T*<oo}]7

falls eine solche Stoppzeit iiberhaupt existiert. Eine optimale Stoppstrategie kann dann
so interpretiert werden, dass der gesamte Zustandsraum FE := (R?, B) der beiden Ak-
tienpreise in einen Fortsetzungsbereich C' und einen Stoppbereich S unterteilt wird.
Sobald die Option den Stoppbereich erreicht, wird sie ausgeiibt. Nach der Theorie des
optimalen Stoppens besitzt der Fortsetzungsbereich C' der Option allgemein die Form
C = {(s1,82) € E : V(s1,82) > h(s1,s2)}. Der Stoppbereich ist dann genau das
Komplement von C' und definiert durch S := {(s1,s2) € E : V(s1, $2) = h(s1,s2)}. Die
Ersteintrittszeit in den Stoppbereich ist dann eine optimale Stoppzeit. Eine Moglichkeit
zur Losung dieses Bewertungsproblems ist der Ansatz iiber ein freies Randwertproblem.
Zu bemerken ist, dass der Preis aufgrund der fehlenden Maturitdt der Option nicht von
der Zeit ¢t abhangt, sondern nur von den Aktienpreisen S;(t) und Ss(t). Also kann der
Preisprozess als Funktion V' in den beiden Variablen Si(t) und Sy(t) aufgefasst werden.
Weiter wird angenommen, dass die It6-Formel auf V(S;(t), S2(t)) angewandt werden

kann. Diese liefert dann

+SORV(S1(0), Sy(1))A(S1)e + Z0BV (S1(0), Sal0)d(S2)e
+ 5208V (S1(0), Sy(0)A(S), S,

= S () — )V (S1(E), Sa(t))dE + Sy (1) DV (Su (1), Sal)) AW (8)
+ So(t)(r — d2)0aV (S1(t), Sa(t ))dt + So(t) o205V (S1(t), So(t))dW5 (t)
+ SOV (S:(0), Sa0)dt + JSHO)G3EV (S1(0), Salt)
+ pSi(t)S2(t) 010208,V (S1(t), St ))
= [S1(t)(r — 01)01V (S1(2), S2(t)) +52( )(1r = 02)0:V (S1(t), S2(t))
+ ;Sf(t)gfaf (51(2), S2(t)) + 52( )35V (S1(t), Sa(t))

+ pS1()S(t)o10205,V (S1(t), Sa(t)))dt
+ S1(t)o10V (Si(t), Sa(t))dWT (1)
+ So(H)osDaV (S (1), o)AV (1), (22)

Aus der Theorie des optimalen Stoppens ist bekannt, dass der diskontierte Preisprozess
(e7"V(S1(t), Sa(t)))o<t ein P*-Supermartingal ist. Genauer gesagt, ist (e 77"V (S1(t), Sa(t)) )o<t

30
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ein Martingal auf dem Fortsetzungsgebiet C' und ein Supermartingal auf S. Dies lasst
sich konkret als Bedingung an die Drift in den eckigen Klammern aus (22) formulieren.
AuBerdem sollte der Wert der Funktion stets grofler als die aktuelle Auszahlung der
Funktion sein. Da das Aussehen von Stopp- und Fortsetzungsgebiet im Vorfeld nicht
bekannt ist, ergibt sich in Gleichungen ausgedriickt damit der PDE-Ansatz als freies

Randwertproblem

1 1
0 Z 81(7’ — (51)81‘/ + 82(7’ — (52)82‘/ + 58%0%8?‘/ + 5830%6%‘/
+ ,0815201020%2‘/ — TV,
1 1
0= (81(7" — (51)81‘/ + 52(7" — (52)82‘/ + 58%0’%812‘/ + 5830’563‘/
+ ,0315201028%2‘/ — TV)(V — h),
0< V—-h

fiir t > 0. Dieses Randwertproblem koénnte nun als Ansatz fiir eine numerische Losungs-
methode genutzt werden. Allerdings sind im Allgemeinen Probleme dieser Art selbst
numerisch schwer zu bestimmen und besitzen nicht unbedingt eine Losung in geschlos-
sener Form. In diesem Abschnitt soll nun eine weitere spezielle Methode zum Losen
solcher stochastischer Maximierungsprobleme vorgestellt werden. Die Grundidee die-
ser Methode soll dabei zunéchst erlautert werden. Weiter soll eine Veranschaulichung
am Beispiel eines Perpetual-American-Puts stattfinden. Im Anschluss soll die Methode
dann auf das vorliegende Problem der Bewertung der Perpetual-American-Exchange-
Option angewandt werden. Die Methode selbst geht zurtick auf Beibel /Lerche (1997)

und die folgende Erlduterung ihrer Grundidee orientiert sich an Abschnitt 1 aus [1].

2.1 Die Methode von Beibel/Lerche

Gegeben sei ein nichtnegativer, stochastischer Prozess Z = (Z;)o<t<oo. Ziel soll es sein,
fiir diesen vorliegenden Prozess, den Ausdruck sup E[Z;1 ;] tiber alle Stoppzeiten
7 zu maximieren. Dabei ist 7 eine Stoppzeit beziTlgliCh der von Z erzeugten Filtration
F, wobei im Falle 7 = oo folgen soll, dass Z, = 0. Fur die Methode von Beibel/Lerche
sucht man nach einer Darstellung des Prozesses Z in der Form Z; = ¢g(Y;)M,. In dieser
Darstellung soll Y = (Y})o<i<oo €in weiterer beziiglich F adaptierter stochastischer
Prozess sein. Weiter ist g eine Funktion mit einem eindeutigen Maximum in einem
Punkt y* und M = (M;)o<t<co ist ein positives Martingal mit M, = 1. Sind diese
Bedingungen erfiillt, so gilt fiir alle ¢ > 0 aufgrund der Eindeutigkeit des Maximums von
g, dass Z; < g(y*)M,. Die zentrale Idee hinter der Methode von Beibel /Lerche besteht

darin, den Prozess bei Erreichen des Maximums der Funktion g zu stoppen. Dabei muss
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garantiert werden, dass dieses Maximum tatsachlich erreicht wird. Zu diesem Zweck
findet ein Maflwechsel zu einem zu P absolut stetigen Mafi Q statt, unter dem die
Stoppzeit 7 := inf{t > 0: Y; = y*} fast sicher endlich ist. Die Methode soll detailliert

in folgendem Satz festgehalten werden.

Satz 2.1.1. (Die Technik von Beibel/Lerche) Gegeben sei ein nichtnegativer stocha-
stischer Prozess Z = (Zi)o<t<oo mit Zy = g(Yy) My fiir alle t > 0. Dabei sei (Yi)o<t
ein adaptierter stochastischer Prozess, (M;)o<: ein positives Martingal mit My = 1
und g eine Funktion mit einem eindeutigen Maximum in einem Punkt y*. Weiter sei
die Stoppzeit T definiert durch ™" := inf{t > 0 :Y, = y*}. Fir 0 <t < oo sei das
Mafs Q definiert durch 2|7 = M,. Gilt nun Q(t* < oo) = 1, so ist T* eine opti-
male Stoppzeit fiir das stochastische Mazimierungsproblem sup E[Z:1(;<o0}] und es gilt

SlTlp E[ZT]I{T<OO}] = g(y*>

Beweis: Da die Funktion g ein eindeutiges Maximum in y* besitzt, gilt nach Voraus-
setzung Z; < g(y*)M, fir alle ¢ > 0. Daraus ergibt sich fir jede Stoppzeit 7 die
Abschétzung E[Z 1<y < 9(y")E[M: 170} < g(y*). Die letzte Ungleichheit ldsst
sich dabei mit Hilfe von Fatou’s Lemma und dem Optional Sampling Theorem her-
leiten. Damit ergibt sich E[M; 1 ;o] < Jim E[M, ] = 1 und man bekommt durch
g(y*) eine Abschédtzung nach oben. Da die Stoppzeit 7* unter dem Mafl Q fast sicher

erreicht wird, erhélt man

E[Z 1o coo] = Elg(Yr ) Mr T frecot] = 9(y)Eg[Lr+<oo}] = 9(y7).

Unter den Voraussetzungen maximiert 7% somit den Ausdruck sup E[Z,1,.] und es
T

gilt
sup E[Z- 17 <o0t] = 9(¥").

]

Diese Methode von Beibel/Lerche funktioniert besonders gut bei Maximierungs-
problemen mit exponentieller Diskontierung wie etwa dem Problem der Optionspreis-
findung im vorliegenden Fall der Exchange-Option. Die eigentliche Schwierigkeit die-
ser Technik besteht darin, eine geeignete Darstellung des Prozesses in der Form Z; =
g(Y;) M, iberhaupt zu finden. Eine solche Zerlegung in eine geeignete Funktion g, einen
Prozess Y und ein passendes Martingal ist in den meisten Féllen nicht unbedingt offen-
sichtlich. Weiter ist iberhaupt die Existenz einer geeigneten Zerlegung fiir diese Technik
nicht direkt ersichtlich. Wie sich zeigen wird, ist auch bei der Exchange-Option zunéchst

nicht klar, wie die geeignete Darstellung zur Anwendung der Methode aussehen sollte.
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Eine weitere Schwierigkeit besteht darin, dass man durch 7* := inf{t > 0: Y; = y*} zu-
nachst nur eine Art Schwelle zwischen Stoppgebiet und Fortsetzungsgebiet der Option
erhélt. Dadurch muss im Anschluss an die Zerlegung immer noch genauer begriindet

werden, wie Stoppgebiet und Fortsetzungsgebiet konkret aussehen.

Beispiel: Perpetual-American-Put-Option

Zum besseren Versténdnis soll die Anwendung der Methode von Beibel/Lerche zu-
nachst am Beispiel der Perpetual-American-Put-Option demonstriert werden, bevor
sie zur Bewertung der Exchange-Option herangezogen wird. Die folgenden Ausfithrun-
gen orientieren sich am Beispiel 2.1 aus [1]. Dazu sei ein eindimensionales dividenden-
freies Black-Scholes-Modell gegeben. Der Einfachheit halber seien die Bezeichnungen
in diesem Modell bis auf das Wegfallen der Indizes vollkommen identisch mit dem
im vorherigen Kapitel eingefithrten zweidimensionalen Modell. Die Auszahlungsfunk-
tion einer Put-Option auf die Aktie S mit Strike K > 0 ist dann gegeben durch
g(S(t)) = (K — S(t))*. Die Aufgabe bei der Put-Option besteht also konkret darin,

eine Stoppzeit 7* zu finden, die den Ausdruck
E' e (K — (=) Lo coo)

iiber alle Stoppzeiten maximiert. Wie bereits erwahnt, funktioniert die Methode bei
solchen Problemen mit exponentieller Diskontierung besonders gut. Zu Beginn soll der

—rE=51)" gerlegt werden. Die Idee ist dabei, eine konstante 6 € R so

Prozess Z;, .= e
—0

zu wiahlen, dass M, := e~ (@) ein P*-Martingal ist, wobei s > 0 den Startwert der

Aktie bezeichnet. Dann ist M, ein Martingal mit Startwert My = 1 und der Prozess Z

kann zerlegt werden durch

Zy= o (S“)) K (“”) (K — S(8))" = Mg(S(1))

S S

0
mit g(y) = (3) (K —y)™. Falls 8 > 0 gilt, hat die Funktion ¢ ein eindeutiges Maximum

s
_ 6K

= g31- Die Bewertung der Option soll in folgendem Satz zusammengefasst

im Punkt y*

werden:

Satz 2.1.2. In einem dividendenfreien Black-Scholes-Modell mit konstanter Zinsrate

r > 0 ist der Wert V' einer Perpetual-American-Put-Option mit Strike K > 0 und
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Aktienstartpreis s gegeben durch

0
0 - *
V(s,K) = G (9+1) K1H0s™0 falls s >y,
K—s falls s < y*

mit 0 = 2% und y* = QQTKl. AufSerdem ist 7 := inf{t > 0[S(t) < y*} eine optimale

Stoppzeit in dieser Situation.

Beweis: Der Prozess Z; soll, wie oben beschrieben, zerlegt werden. Dabei ist das 6 so
zu bestimmen, dass M, := e~ "t (@)_0 ein P*-Martingal wird. Dies gilt sowohl bei der
offensichtlichen Losung 6, = —1 als auch bei der weiteren Losung 6, = % Im Weiteren
wird nur noch die Losung 6 = % betrachtet, da die Funktion ¢ nur fiir dieses der beiden

moglichen 6 iiberhaupt ein Maximum besitzt. Definiert man das Mafl Q durch

dQ

7"2 T
Wb—} =M, = e_%t“_%)w(t) fir =0<1t< o0,

so ist nach Girsanov der Prozess W2(t) := W () 4 2t ein Wiener-Prozess beziiglich Q.

02 Q 3
FIHWE®) schreiben. Wegen

Somit ldsst sich der Aktienpreisprozess als S(t) = se(~"~
r > 0 ist S eine geometrische Brownsche Bewegung mit negativer Drift beziiglich Q.
Aufgrund der Definition von 7* folgt daraus dann direkt Q(7* < o0) = 1. Insgesamt

ergibt sich fiir den Wert der Option bei einem Startwert s > y* dann
V(s, K) = supE*[e”"" (K — S(7)) " L7<o0)]

o (30) (D) s 1

S S

= sup E*

= sup E* {MTQ(S(TD]I{T@O}]

= Eq[g(S(T" )17 <o0)]

1 0\’
=9(8(T) = g7 (9 " 1) K050,

Dabei bezeichnet Eg|-] den Erwartungswert unter Q. Fur Startwerte s > y* ist dann
Warten bis zum Erreichen der Schwelle y* die optimale Ausiibungsstrategie. Es bleibt
noch zu begriinden, dass bei Startwerten mit s < y* sofortiges Stoppen zu der maxima-
len erwarteten Auszahlung fithrt. Dazu ist zu zeigen, dass sich durch lingeres Warten
im Mittel keine hohere Auszahlung erreichen lasst. Genauer ist zu priifen, ob die Wert-
funktion r-superharmonisch ist, d. h., dass Ah < rh. Auf diese Eigenschaft soll erst im
nachsten Abschnitt im Zusammenhang mit der Exchange-Option genauer eingegangen

werden. Im Fall der Put-Option kann die r-Superharmonitat dann auf &hnliche Weise

34



2.2 Anwendung auf die Perpetual-American-Exchange-Option

wie bei der Exchange-Option gezeigt werden. O]

2.2 Anwendung auf die Perpetual-American-Exchange-Option

Im Folgenden soll noch geklart werden, inwiefern sich die Methode von Beibel/Lerche
zur Bewertung der Perpetual-American-Exchange-Option eignet. Da der Wert der Op-

tion durch

V(s1,82) = sug E* e (S (T) — SQ(T))+]1{T<OO}}
TE

gegeben ist, besteht das Ziel darin, den Prozess Z; := (e (S1(t) — S2(t)) ™ )i>0 geschickt
zu zerlegen. Dabei liegt im Folgenden der Fokus darauf, ein geeignetes Martingal M
fiir die in der Grundidee beschriebene Zerlegung zu finden. Dazu wird zunéchst an-
genommen, dass dieses Martingal von der Form M, := e " f(S;(t),S5(t)) fiur eine
C?-Funktion f ist. Zur genaueren Bestimmung von f wird der Erzeuger des Prozesses
(S1(t), S2(t))i>0 herangezogen. Eine ausfiihrliche Erlauterung des Erzeugers von Mar-
kovprozessen ist in Kapitel 1 von [3] zu finden. Der Erzeuger A eines Prozesses ist
ein Differentialoperator und wird dadurch definiert, dass fiir jede C?-Funktion f der

Prozess

(f(51(t), So(t)) — /OtAf(Sl(u),Sg(u)) du)

0<t
ein lokales Martingal beschreibt. Fur den Prozess (S(t), Sa(t))o<t lasst sich A genauer
bestimmen. Fiir eine beliebige C?-Funktion f liefert hier die It6-Formel
df = O,fdSy(t) + 0o fdSs(t) + ;affdwl)t + ;@ffd@g)t +2. ;@fod(Sl, So);
= O fS1(t)((r — 61)dt + o1 dWi (1)) + 0o f Sa(t) ((r — 02)dt 4+ oodW5 (1))
+ ;af fS3(t)o2dt + ;a; fS3(t)oadt + 0%, f pSi(t)Sa(t)oioadt
= [0~ 8001 f + Sut)(r — 62)0f + LS ()01 + S SH (D308
+ pS1(t)Sa(t) 10205, f]dt + S1(t) 10y fFAWT () + So(t) o200 fAW (2).

In der Rechnung wurden fiir eine iibersichtlichere Darstellung die Argumente von f

nicht aufgefiihrt. Der Erzeuger ist dann gegeben durch

1 1
Af(Il, 1'2) = 1’1(’[" — (51)81f + J,‘Q(T — 52)82f + 5.1’%0’18%]( + 537%0’2822f + pZL’l,IgUlO'Qafgf,
(23)
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denn so wird durch (f(S1(t), S2(t)) — JoAf(Si(u), Sa(u)) du)o<; ein lokales Martingal
definiert. Weiter ist nun (e™"* f(S1(t), S2(t)))o<: ein lokales Martingal genau dann, wenn
f eine r-harmonische Funktion ist, d. h., wenn Af = rf gilt. Genauer wird also eine

Funktion f gesucht, welche die Differentialgleichung

1 1
x1(r — 01)01f + z2(r — 82)0af + 5@018%]’ + §x5028§f + px1x201028122f =rf

erfilllt. Eine geeignete Losung dieser Differentialgleichung soll im Folgenden mit ei-
nem speziellen Separationsansatz gefunden werden. Dabei wird angenommen, dass die
Funktion f von der Form f(z1,x5) = x5 ist. Es sollen also o und § so bestimmt

werden, dass Af = rf erfillt ist. Durch Einsetzen dieser Form von f ergibt sich

_ 1
Af = xy(r — 6)axd ™ 2l + zo(r — 65)Balal ' + ia%x%(a — Vo 22
2.2

1 _ _
+ 502372(5 —1)Basay ™ + poyosrizsafat el

= (r=d)af + (r = 8)8] + sot(a — af + 3035 — VBS + poroaapy

= [(r—o0)a+(r—238)8+ ;Uf(a —Da+ ;05(5 — )5+ poyogaf5] - . (24)

Der Term in den eckigen Klammern in (24) soll dabei mit der Zinsrate r iibereinstim-

men. Zusammengefasst erhélt man fur jede Losung (a, 8) der Gleichung

laf(a —Da+ 1ag(ﬂ —1)B+ porosaf =7 (25)

(7“-51)06"‘(7“-52)ﬁ+§ 5

eine r-harmonische Funktion. Wahlt man ein beliebiges «, so wird die Gleichung (25)
zu einer quadratischen Gleichung in . Zu jedem « existieren demnach durch diese
quadratische Gleichung zwei moglicherweise komplexe 5, und fs, sodass e‘”:v?xgi ein
lokales Martingal ist fiir ¢ = 1,2. Dadurch erhdlt man dann eine Menge moglicher
Martingale fiir eine Zerlegung. Diese Menge soll im Folgenden aber noch weiter ein-
geschrankt werden. Der Grund dafiir ist, dass nicht jede Losung der Gleichung ein
zur Zerlegung geeignetes Martingal liefert. Dies hangt damit zusammen, dass bei fes-
ter Wahl des Maringals M, bei der Zerlegung 7, = ¢(Y;)M; gelten muss. Dadurch
werden also die Funktion g und der Prozess (Y:)o<: ebenfalls genauer festgelegt. Das
Problem besteht nun darin, dass die daraus resultierende Funktion g nicht unbedingt
fir jede Losung der Gleichung (25) ein Maximum besitzen muss. Bei Betrachtung der
Auszahlungsfunktion h(Si(t), Sa2(t)) := e " (S1(t) — S2(t))* der Option fillt auf, dass
diese positiv linear homogen in beiden Variablen ist, also homogen vom Grad 1 ist, d.
h., es gilt Ah(S1(t), S2(t)) = h(AS1(t), ASa(t)) fiir alle A > 0. Da nach der Zerlegung
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h(S1(t), Sa(t)) = g(Ye)e ™ f(S1(t), Sa(t)) gilt, sollte fir f zusitzlich gefordert werden,
dass f linear homogen in beiden Variablen ist. Andernfalls hétte die Funktion g eben-
falls einen homogenen Anteil und damit kein eindeutiges Maximum. Es wird sich zeigen,
dass diese Forderung an f ausreicht, um ein fiir die Zerlegung geeignetes Martingal M,
zu erhalten. Sei also im Folgenden die Funktion f zusatzlich als linear homogen in
beiden Variablen vorausgesetzt. Nach Eulers Satz iiber homogene Funktionen erfillt f

dann die Differentialgleichung

f((lfl,.Z‘Q) = J:lﬁlf(xl, Ig) + .Z‘Qagf(xl, 1]2) fur alle (]31,.7}2) S Rz.

Setzt man an dieser Stelle wieder den urspriinglichen Ansatz f(zq,22) = xff‘xg ein, so

ergibt sich daraus

flzy,x0) = xloza:?flacg + xgﬁx?ngl

= af(x1,x9) + Bf (w1, 12).

Daraus folgt dann die Bedingung 5 = 1 — a, d. h., f sollte von der Form f(x1,xs) =
r¢ay ™! sein, wobei (@, 1 —a) nach wie vor Losung der Gleichung (25) sein sollte, damit
e "S2(t) S ein Martingal ist. Unter der Bedingung 3 = 1 — « vereinfacht sich (25)

zu

1
50204(1 —a)+ad; + (1 —a)dy =0, (26)

wobei o wieder gegeben ist durch o := \/ 0% — 2poi09 + 02. Die Losungen der quadra-
tischen Gleichung (26) sollen im Folgenden und auch im néchsten Kapitel mit 6, und

0_ bezeichnet werden. Sie sind gegeben durch

(1 8 —4 8 -8  1\* 24,
9+-—(2— p )ﬂ( p _2> o (27)

o (1 _0-d) 52_51_;2+@_
2 o2 o2 2 o2

Insbesondere sei hierbei erwédhnt, dass die Losungen unabhéngig von der Zinsrate r

und

sind, und die Werte von 6, und #_ nur von den Dividendenzahlungen und den Vola-
tilitdten der Aktien abhidngen. Mit Hilfe von #. sind dann zwei Martingale der Form
(e7m1SY (£)95 ™ (t))o<: gegeben. Damit das Martingal M auch die fiir die Beibel /Lerche-
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Zerlegung notwendige Bedingung M (0) = 1 erfiillt, sollten die Aktienpreisprozesse noch
durch ihren Startwert zum Zeitpunkt ¢ = 0 normiert werden. Dadurch erhélt man dann
zwei mogliche Kandidaten fiir die Bewertung der Option durch die Methode von Bei-

bel /Lerche. Diese lassen sich angeben durch

M= <Sl(t)>9i <Sz(t)>1—9i'

S1 S2

Es sei bereits angemerkt, dass sich nicht in jeder Situation die Bewertungstechnik
von Beibel/Lerche fiir die Perpetual-American-Exchange-Option anwenden lasst, da
beispielsweise die Losungen 6, und #_ komplex sein konnen, und fiir die daraus re-
sultierende Funktion ¢ in diesem Fall kein Maximum definiert ist. Somit erhélt man
schon jetzt den Eindruck, dass die Werte von 6, und 6_ eine grofie Rolle in der Bewer-
tung der Option spielen. Der Einfluss von 61 auf den Wert der Option und die daraus

resultierende Bewertungstrategie soll im néchsten Kapitel genau untersucht werden.

2.3 Die Bewertung der Perpetual-American-Exchange-Option

In diesem Kapitel soll nun die Perpetual-American-Exchange-Option bewertet werden.
Bei dieser Option handelt es sich wie bereits erwahnt um eine Exchange-Option mit
unendlicher Laufzeit, welche zu jedem beliebigen Zeitpunkt eingelost werden kann.
Bei der Bewertung wird sich herausstellen, dass unterschiedliche Dividendenzahlungen
einen groflen Einfluss auf den Wert der Option und auch auf das strategische Vorgehen
bei der Bewertung haben. Daher werden in diesem Kapitel unterschiedliche Methoden
zur Bewertung der Perpetual-American-Exchange-Option vorgestellt und durchgefiihrt.
Im gesamten Kapitel soll diese Option im zweidimensionalen Black-Scholes-Modell be-
trachtet werden, d. h., simtliche Parameter des Modells werden als konstant voraus-
gesetzt. Zunachst soll eine Bewertung der Perpetual-American-Exchange-Option fiir
den speziellen Fall stattfinden, in dem die erste Aktie keine Dividenden zahlt. Dividen-
denzahlungen der zweiten Aktie werden dabei bereits in einem beschrénkten Bereich
zugelassen. Dabei ist auch die Bewertung der Option in einem dividendenfreien Modell
eingeschlossen. Im Anschluss daran werden strikt positive Dividenden angenommen.
Dies ist der in der Literatur am haufigsten behandelte Fall. Hierfiir soll eine Mdoglich-
keit gefunden werden, die Bewertungstechnik von Beibel/Lerche aus dem vorherigen
Abschnitt auf diese spezielle Option anzuwenden. Es wurde bereits ein erster Ansatz fir
diese Anwendung in 2.2 diskutiert. Nachdem die Bewertung fiir positive Dividenden ab-
geschlossen ist, sollen weitere Falle moglicher Kombinationen aus Dividendenzahlungen
betrachtet werden. Dabei wird die gesamte Menge an moglichen Dividendenzahlungen

betrachtet und in strategisch sinnvolle Félle unterteilt. Ausschlaggebend fiir eine Ein-
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teilung in unterschiedliche Félle werden dabei die Werte von 6, und 6_ aus Abschnitt
2.2 sein. Fiir diese erfolgt dann nacheinander eine Bewertung der Option. Falls moglich
wird die Bewertung auch hier mit der Methode von Beibel/Lerche durchgefiihrt. Die
Einteilung moglicher Falle von Dividendenzahlungen und die Durchfiihrung der Bewer-
tung in einigen Féllen stiitzt sich dabei auf die Ausfithrungen in [15]. An verschiedenen
Stellen dieses Kapitels wird zusétzlich versucht durch Abbildungen die Situation zu
veranschaulichen. Samtliche Abbildungen und Tabellen orientieren sich dabei eben-
falls an den Abbildungen aus [15]. Sie sind jedoch selbststandig in verdnderter Form

angefertigt.

2.3.1 Der erweiterte dividendenfreie Fall

Hier soll eine Bewertung der Option stattfinden, fiir den Fall, dass keine der beiden Ak-
tien eine Dividende zahlt. Genauer gesagt, wird bereits mehr als nur dieser Fall betrach-
tet. Analog zum Fall (A1) in Abschnitt 3 aus [15] seien die Dividenden 9, fir i = 1,2
im Folgenden eingeschrankt durch §; = 0 und 95 > —%2, wobei 02 := 0} — poioy + 03
Die erste Aktie zahlt also tatsidchlich keine Dividende, und fiir die zweite Aktie wird
der dividendenfreie Fall berticksichtigt. Der genaue Grund fiir diese Einteilung wird
jedoch erst in Abschnitt 2.3.3 ersichtlich. Dass fiir d, bereits andere Werte als 0 zuge-
lassen werden, dndert weder etwas am Wert der Option noch an der optimalen Aus-
iibungsstrategie, wie sich im Folgenden zeigen wird. Fithrt man sich die Bewertungs-
situation konkret vor Augen, so ist der diskontierte Preisprozess der ersten Aktie hier
ein Martingal beziiglich des risikoneutralen Mafles P*, wodurch diese iiber die Zeit in
Erwartung keinen Wertverlust hat. Bei einer positiven Dividende der zweiten Aktie
ist deren Preisprozess hingegen ein Supermartingal, welches durch langes Warten im
Mittel beliebig nah gegen Null lauft. Damit wéare intuitiv der Anfangspreis der ersten
Aktie ein fairer Preis der Option, damit keine Arbitrage entsteht. Der folgende Satz
soll nun zeigen, dass diese Annahme tatsichlich richtig ist und sogar noch gilt, falls die

Dividendenzahlungen der zweiten Aktie in einem begrenzten negativen Bereich liegen.

Satz 2.3.1. [15, Theorem 2. (a)] Gilt 6, = 0 und &, > —%

27
Perpetual-American- Exchange-Option gegeben durch V (s, s2) = s1. Genauer gesagt

so st der Wert der
existiert eine Folge von Stoppzeiten (7),en mit nh_)IIolo 7" = oo fast sicher (f.s.) und

V(s1,52) = lim E e (S1(7™) = So(r™) 1 o coey] = 51.

n—o0

Beweis: Zunéchst soll gezeigt werden, dass V (s1, s2) < s1. Dies folgt direkt aus d; =0
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durch

V(s1,82) = f‘elfI;E*['frT(Sl(T) — Sy(7))"]

< supE*[e7"7 S (7)]
TeT
0'2 *
= sy supE* [e_TlTJ“’lwl (T)]
TET

< s1. (28)

Da der diskontierte Preisprozess der Aktie ein P*-Martingal ist, folgt die letzte Ab-
schiatzung in (28) aus dem Optional-Sampling-Theorem und Fatou’s Lemma, denn fir

jede Stoppzeit 7 gilt

2 2
E* [67%T+U1W1* (T)] < lim E* [e—%(T/\t)+0'1W1* (‘r/\t)] —1.
T t—oo

Nun definiere eine Folge (7)), cy endlicher Stoppzeiten durch 7™ = n. Zeigt man

Jim B (S1() = Sa(m))] = 51, (29)
so folgt bereits die Aussage des Satzes. Mit anderen Worten wird hier der Wert der
européischen Exchange-Option bei wachsendem Abstand bis zur Falligkeit betrachtet.
Der Wert der Perpetual-American-Exchange-Option sollte dabei grofier sein als der
Wert jeder europdischen Option. Mit der Stoppstrategie 7" = n entspricht die per-
petual Option genau einer européischen Option mit Maturitdt n. Es soll nun gezeigt
werden, dass man durch immer langeres Warten im Erwartungswert beliebig nah an
den Startwert der ersten Aktie herankommt. Somit wiirde jeder Preis fiir die Option
unter s; die Arbitragefreiheit verletzen. Also folgt V'(s1, s2) = s1, wenn (29) gezeigt ist.

Fiir den Preis der européischen Option gilt

In (51) + (5, + Tn In () + (5, — T)n
Ve(sl,SQ,n):sl@( (82) (% 2) )—526_62"(19( <82) G 2) ) (30)

o3n o3n

Der Minuend und der Subtrahend aus (30) sollen nun getrennt voneinander genauer

betrachtet werden. Betrachte also den Limes

lim s;® <ln (%) ot Z)n) : (31)

n— 00 02n

Da 5 > —%2 konvergiert in (31) der Ausdruck in der Verteilungsfunktion gegen oo fiir
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n — oo und somit folgt

lim ]E*[efrngl(n)]l{gl(n)>52(n)}] = S;. (32)

n—oo

Damit die Behauptung folgt, muss also noch gezeigt werden, dass der Subtrahend in

(30) gegen 0 konvergiert fiir n — oo. Schreibe dazu kurz

In (%) + (02 — F)n _

o2n

und betrachte die Konvergenz des Terms lim 592" ®(2(n)) genauer mit Hilfe einer
Fallunterscheidung.

1. Fall: 6, > 0.

Fiir 6, > 0 und n — oo konvergiert e=%2" — 0 und die Verteilungsfunktion ist durch 0
und 1 beschrénkt. Also gilt insgesamt lim 506702 (z(n)) = 0.

2. Fall: 6, = 0.

Ist § = 0, so gilt fir n — oo, dass z(n) — —oo, und somit gilt auch in diesem Fall
lim CI)(z(nz) = 0.

3.Fall: —% <4, <0.

Dies ist der eigentlich interessante Fall, da hier ebenfalls ®(z(n)) — 0 fiir n — oo gilt,
die Exponentialfunktion aber gegen oo konvergiert. Die Strategie besteht im Folgenden
darin, die Dichtefunktion der Normalverteiung durch eine integrierbare Majorante nach

oben abzuschéatzen. Es gilt

. —dam
lim se ®(2(n))

. _ 1,2
= lim sqe %" e 2% dx

1 /Z(n)
n—00 \/ Qﬂ— — 00

< lim spe% —ze 1 dy (33)

. 1 /Z(n)

- n—oo A /Qﬂ— — 00

1 1 2

= lim $qe %" ——e2(*()
n—00 2 A /271'

N2 ; 2 2
1 ln(%) 1“(%)(527%) —$on— Lo 52—ﬁ n
e 202n 202 .e 202 2 .

(34)

= lim s

n—o00 2 N/ 27

Entscheidend fir die Konvergenz ist der letzte Exponent in (34). Bei genauerer Be-
2

trachtung gilt —don — # ((52 - %2) n < 0 fir alle d5. Fasst man die linke Seite dieser

Ungleichung als Funktion in do auf, so ist dies eine nach unten gedffnete Parabel mit

nur einer Nullstelle bei §, = —0%/2. Somit ist die Ungleichung fiir —%2 < 0y < 0 strikt

und es folgt die Konvergenz gegen 0 fiir n — oo auch in diesem Fall. Daraus folgt dann
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S1
Sy: fest
V(s1,82) = s1 el
Fortsetzungsgebiet \ . ”i
f”,’ (Sl - 82)+
59 il %
(0,0) (0,0)

Abbildung 1: Das Stoppgebiet und die Wertfunktion im dividendenfreien Fall

auch, dass V'(s1, $2) = s1. O

In Abbildung 1 wird noch einmal die Wertfunktion der Option im erweiterten di-
videndenfreien Fall skizziert. Dabei wurde zu Beginn ein bestimmtes sy fest gewahlt.
Durch diese Wahl lasst sich dann der Wert der Option als Funktion des Verhéltnisses
2L der Aktienpreise zweidimensional darstellen. Der rechte Teil der Abbildung veran-
schaulicht, dass der Wert der Funktion stets hoher als die aktuelle Auszahlung ist.
Dementsprechend ist eine Austibung zu jedem Zeitpunkt ungiinstig, wodurch das Fort-
setzungsgebiet die gesamte (s1, $2)-Ebene einnimmt. Das Stoppgebiet ist in diesem Fall
leer. Warum in diesem Fall die Bewertung nicht mit der Methode von Beibel/ Lerche

durchgefithrt werden konnte, wird sich im Weiteren noch zeigen.

2.3.2 Positive Dividenden

Im Folgenden soll nun die Perpetual-American-Exchange-Option bewertet werden, falls
beide Aktien strikt positive Dividenden zahlen. Hierzu soll die im vorherigen Kapitel
vorgestellte Methode von Beibel/Lerche auf das Bewertungsproblem angewandt wer-
den. Dabei soll sowohl ein arbitragefreier Preis als auch eine optimale Stoppstrategie
fiir die Option angegeben werden. Sei in diesem Abschnitt also §; > 0 fiir ¢ = 1,2

vorausgesetzt. Das Ziel besteht hier darin, den Ausdruck
E*[e77(S1(r) — Sa(7))"] (35)

iiber alle Stoppzeiten 7 zu maximieren. Durch die Annahme der positiven Dividenden-
zahlungen sind hier die diskontierten Preisprozesse beider Aktien P*-Supermartingale,
wodurch bei langem Warten bis zur Austibung der Option die erwartete Hohe der Aus-
zahlung gegen Null lauft. Die Auszahlung der Option ist bei geeigneter Stoppstrategie

offensichtlich mit positiver Wahrscheinlichkeit grofier als Null und kann insbesondere
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nicht negativ werden. Intuitiv existiert somit eine gewisse Schwelle, bei deren Erreichen
das Einlésen der Option optimal ist. Aus der Sicht von Beibel /Lerche ist hier eine ge-
eignete Darstellung des stochastischen Prozesses Z; := e 7"*(S1(t) — S2(t))* zu finden,
sodass Z; = g(Y;) M, fir 0 <t < oo, wobei ¢ eine Funktion mit eindeutigen Maximum
ist, Y ein stochastischer Prozess und M ein Martingal beziiglich P* mit M (0) = 1. Wie
bereits im vorherigen Kapitel erwahnt, ist im Falle der Perpetual-American-Exchange-
Option eine solche Zerlegung nicht so einfach auf den ersten Blick zu sehen. Die Haupt-
schwierigkeit besteht darin, ein geeignetes Martingal zu finden. In 2.2 wurden jedoch
bereits die beiden Kandidaten M, und M_ fiir eine mogliche Aufteilung des Prozesses
Z erarbeitet. Die Idee fiir die Bewertung mit diesem Ansatz stammt aus Abschnitt 2
von [5]. In diesem Paper wird die Perpetual-American-Exchange-Option bei positiven
Dividendenzahlungen bereits mit Hilfe desselben Martingals bewertet. Jedoch unter-
scheidet sich der dort benutzte Bewertungsansatz von der Methode von Beibel/Lerche,
auf der hier der Fokus liegen soll. Nutzt man also das Martingal M, fiir die Methode,
so ergibt sich

Zy= e "(Si(t) = Sa(t)"

g SO\ (S:0)7 (s N\ (s )T
= e "H(Si(t) — Sa(t) " <51> <32> <51(t)> <52(t)>

0, 5 1-0,
_ M+(t)(51(t>_52(t)>+(Sfét)) (52(75)> '

Dadurch erhélt man als Restterm eine Funktion g in Abhéngigkeit der Aktienpreispro-

zesse S1 und Ss als

s5i0.5:0) = 5.0 - 500 (50) (s2)

Definiert man dann den Prozess Y durch Y; := (g;g;) , so folgt

so-sor (555) ()
(561) =0 (30) ()
(S = ()" ()™

= s ()

2
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Somit kann die Funktion g(S;(t), S2(t)) auch einfach umgeschrieben werden zu g(Y3),
da ihr Funktionswert offensichtlich auch in Abhéangigkeit vom Quotienten der beiden
Aktienpreise dargestellt werden kann. Die Funktion g(y) = (y — 1)ty %+ s, (%>9+ be-
sitzt im Falle positiver Dividenden auch tatséchlich ein eindeutiges Maximum, worauf
aber im Beweis des nachsten Satzes noch genauer eingegangen werden soll. Damit wére
eine Moglichkeit gefunden, den Prozess Z; als Z; = ¢g(Y;) M ™ (t) zu zerlegen. Dass sich
diese Zerlegung auch fiir eine Bewertung mit der Methode von Beibel/Lerche eignet,

soll durch den nachfolgenden Satz festgehalten werden.

Satz 2.3.2. Gilt 61,65 > 0, so ist der Wert der Perpetual-American-Ezchange-Option
gegeben durch

)
vol (s1)7 g fur 2L < y*
* s 9 S y
V(51’32) — Yo+ ( 2) 2 ) 82 ’ (36)
51 — S2, fir 2> y*

dabei ist 0 wie in (27) und y* ist definiert durch y* := 9?—1' Weiter ist durch

S (#)
Syt

7" = inf{t > 0: > y*} (37)

~—

eine optimale Stoppzeit fiir die Option gegeben.

Beweis: Es soll der Ausdruck E*[Z,] mit Z, = e7""(S;(t) — S2(t))" tiber alle Stoppzei-
ten maximiert werden. Zunéchst sei wie in Abschnitt 4 von [5] bemerkt, dass E*[Z,]| =
E*[Z:1{;<oc}] flir alle Stoppzeiten 7 gilt, da §; > 0 vorausgesetzt ist, und somit der
diskontierte Preisprozess der ersten Aktie eine negative Drift hat. Das heifit, es gilt fiir
t — oo, dass e "5y (t) — 0 fast sicher. Also gilt auch Z; — 0 fast sicher fiir ¢ — oo. Der
Prozess Z; lasst sich, wie oben beschrieben, darstellen als Z; = ¢g(Y;)M™(t), mit dem
Martingal M, = e~ (Sg—?))(# (fj((g)lih, der Funktion g(y) = so (Z—;)a+ y O y—17"

gégg Als néchstes soll die Funktion g genauer betrachtet wer-

den. Zur Anwendung der Methode von Beibel /Lerche wird gefordert, dass diese ein

und dem Prozess Y; =

eindeutiges Maximum besitzt. Zunéchst ist zu beachten, dass ¢g(y) = 0 fir y < 1. Wei-
ter ist g(y) auf dem Bereich y > 1 stetig und differenzierbar und besitzt ein eindeutiges

Maximum bei y* = eftr Als groBere Losung der Gleichung

5029(1 )+ 05,4 (1—0)5, =0

ist 8, grofer als 1. Um dies einzusehen, kann man die linke Seite der Gleichung als
nach unten gedffnete quadratische Funktion in # auffassen. Diese hat dann die beiden

offensichtlichen Funktionswerte ; fiir # = 1 und 0, fiir § = 0. Da 4y, o > 0 vorausge-
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setzt ist, muss eine Nullstelle der Funktion grofler als 1 sein und eine kleiner als 0. Mit
dieser Uberlegung folgt dann 6, > 1 und somit gilt auch y* > 1. Damit besitzt ¢ ein
eindeutiges Maximum bei y*. Definiere das Mafl Q durch

dQ

W’Ff:Mt+ fur()ﬁtﬁoo

und die Stoppzeit 7% durch 7* := inf{¢ > 0:Y; > y*}. Im Folgenden soll kurz die Be-
weisidee genauer erlautert werden. Die Strategie besteht darin, zunachst zu zeigen, dass
fir Startpunkte (s, s2) mit o < y* die Stoppzeit 7 unter Q fast sicher endlich ist, d.
h. Q(7* < c0) = 1. Dann wird der Ausdruck E*[Z;] nach Satz 2.1.2 durch die Stoppzeit
7* fiir alle Punkte (s1, s2) mit 31 € (—oo,y") maximiert. Diese Startpunkte lassen sich
dadurch bereits dem Fortsetzungsbereich der Option zuordnen. Im Anschluss daran
soll noch gezeigt werden, dass das Stoppgebiet von der Form {(s1,s2) : 2 € [y, 00)}
ist. Hierzu wird mit Hilfe des Erzeugers von (S;(t), Sa(t))i>0 gezeigt, dass die Auszah-
lungsfunktion in diesem Bereich ein Supermartingal ist. Genauer gesagt, wird gezeigt,
dass die Auszahlungsfunktion r-super-harmonisch ist und daher sofortiges Stoppen in
Erwartung den hochsten Auszahlungsbetrag sichert. Damit wére insgesamt gezeigt,
dass 7" eine optimale Stoppzeit ist und die Behauptung des Satzes folgt. Neben der
Superharmonitét bleibt also nur noch Q(7* < o0) =1 fiir £ < y* zu zeigen. Definiere
dazu die beiden Prozesse W2 und W2 durch

WR(t) = Wi(t) — 0,01t — (1 — 0, )ogpt und
W(t) = Wi (t) — poipt — (1 — 04 )ost.

Durch diese Definition sind die Prozesse W und W,¥ nach dem MaBwechsel mit
M;H = et 0mmtt (=0 )pat O Wi (+(1=-0+)02 WS (1) WWiener-Prozesse beziiglich Q und sie

korrelieren um den Faktor p. Es gilt

Q(* < ) =Q (inf {t > 0|§:Eg > gji 1} < OO)

B S1(t) 0, ..
_1—Q<Sz(t)<9+_1furallet20>. (38)

Um Q(7* < o0) = 1 zu zeigen, kann also dquivalent gezeigt werden, dass die letzte

Wahrscheinlich in (38) gleich 0 ist. Insbesondere folgt dies direkt, wenn gezeigt wer-

S1(t)
Sa(t)

den kann, dass ( )0<t als Prozess unter Q eine positive Drift aufweist. Dazu kann
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In (g;((?)> genauer betrachtet werden. Es gilt

2 2

Sa(t) 59 2 2
— I (2) — Syt + Ot — th + th + o WE(t) — oW 2(t)
— o1(=0,01 — (1 — 0.)09p)t + o(—0.01p — (1 — 0, )om)t
= In (Z) + o W2(t) — osWR(t) + (0402 — 022 — 0y + 0y)t
= In (2) + o WR(t) — o, Wik(t) + 02$ (520_261 - ;)2 + 20622.

T WR(t)—oaW(t

Definiert man nun den Wiener-Prozess W durch W (t) := ), so lasst sich

(g;gg)oq auch als geometrische Brownsche Bewegung schreiben. Es gilt

(e

Sl<t> . S1 ~ 0'2 0'2 2 (52 —51 1 2 2(52
52(t)_52€Xp oW (t) — 2t+ 5 To o +02 t

Nach der Voraussetzung ist der Ausdruck unter der Wurzel hier nicht negativ und

(gégg)oq besitzt damit eine positive Drift. Damit wird die Stoppzeit 7* beziiglich Q
mit Wahrscheinlichkeit 1 erreicht, falls unterhalb von y* gestartet wird. Es liegen also
alle Startpunkte mit j—; < y* im Fortsetzungsbereich der Option. Nun bleibt noch zu
zeigen, dass der oben definierte Preisprozess der Option ein Supermartingal auf dem
Stoppgebiet ist. In diesem Bereich stimmt der Preisprozess mit der Auszahlungsfunk-
tion h(sy,s2) = (s1 — s2)T tberein. Es soll Ah < rh gezeigt werden fir alle Punkte

o > y*, denn dann gilt fir jede Stoppzeit 7
E[e" "I R(Sy (T A TF), Sa(T A T))]
TAT*
= h(s1,s2) +E [/0 Ah(Sy(t), So(t)) — rh(S1(t), Sa(t)) dt
< h(Sl,Sg).

Mit anderen Worten, ist durch keine Stoppstrategie in Erwartung eine Verbesserung
der Ausgangssituation moglich und sofortiges Stoppen ist optimal. Da y* > 1, kann die
Auszahlungsfunktion auf dem Fortsetzungsbereich auch einfach geschrieben werden als

h(s1,s9) = 1 — S2, und es folgt

Ah = 81(’/’ — 51) — 82(’/’ — 52) =rh + 8252 — 8151.
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Fir die Supermartingaleigenschaft kann also einfach auch ssdy — 107 < 0 fur i—; > y*

gezeigt werden. Nach Definition von 6, gilt
L,
0 = 50’ 0+(1 — 9+) + 94_(51 + (1 — 04_)(52,

woraus sich direkt (6, — 1)d2 — 6,37 < 0 folgern lésst. Multipliziert man beide Seiten

der Ungleichung mit 95117 so ergibt sich daraus ssds — soy*91 < 0. Wegen % > y* folgt

daraus sedy — $101 < 0. Somit gilt Ah < rh auf [y*, 00) und die Stoppzeit 7* := inf{t >

0: gé—gg > y*} optimal. ]

Bemerkung. Mit Hilfe des Erzeugers A von (S1(t), S2(t))o<: aus (23) ldsst sich nun
auch die Martingaleigenschaft des Preisprozesses V (sy, s2) im Fortsetzungsbereich nach-
rechnen. Dazu ist zu zeigen, dass V in diesem Bereich eine r-harmonische Funktion
ist, also AV =rV. Fur 2 <y* gilt

1 1
AV = 81(7’ — 51)81‘/ + 82(7’ — 52)82‘/ + 50’1818%‘/ + 50’282822‘/ + p010'281$2(9%2v

= si(r— ) (y" — D(y") 0,7 sy
+so(r — 8) (¥ — D) (y*) s (1 —04)s, "

1 9 1_
+ 50%5%(9* — 1) (y*) "0, (64 — 1)5f+ 25y

1 * *\ — —0—
"‘5‘7353@ —1)(3/) 9+5(f+(1—9+)(—9+)520+ '

+ poroasisa(y” — D)(y) 08T (1= 04)s5"
B (r— )V + (1= 0,)(r —5)V — ;o—fem 0,V — ;ogem _0)V
+ po1o9f, (1 —0,)V
= rV. (39)

Die letzte Gleichheit folgt, da 0, Nullstelle der Gleichung (26) ist.

Die Abbildung 2 soll das Ergebnis des letzten Satzes noch einmal veranschaulichen.
Der linke Teil der Grafik zeigt dabei die Gerade o =y", welche Stopp- und Fortset-
zungsbereich voneinander trennt. Die Gerade selber gehort dabei zum Stoppgebiet. Fiir
Startpunkte mit o <y bildet diese Gerade also die Grenze zum optimalen Stoppen.
Im rechten Teil der Abbildung wird erneut fiir ein festes sy der Wert der Option in
Abhéngigkeit von o skizziert. Die Grenze zwischen Stopp- und Fortsetzungsbereich ist
hier ebenfalls durch y* markiert und gut zu erkennen. Auflerdem soll an dieser Stelle
noch einmal genauer auf das Martingal M~ eingegangen werden, welches sich in 2.2

ebenfalls als moglicher Kandidat fiir eine Zerlegung herausgestellt hatte. Auch mit Hilfe
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51

Stoppbereich

N

S *
S1 =Y S2

Fortsetzungsbereich

S92 5o
(0,0) (0,0) y*

Abbildung 2: Das Stoppgebiet und die Wertfunktion im Fall positiver Dividenden

dieses Martingals ist eine Darstellung des Prozesses Z durch Z; = g_(Y;)M; moglich.

Dabei ist Y, := (g;gg)og wie in der ersten Darstellung und g_ beschreibt analog dazu

die Funktion g_(y) =y %~ (y—1)" (2—;)07 s9. Da f_ < 0, also insbesondere auch kleiner
als 1 ist, hat die Funktion ¢g_ jedoch kein eindeutiges Maximum und liefert daher kei-
ne neuen Ergebnisse in diesem Fall. Vergleicht man den Fall positiver Dividenden mit
dem in 2.3.1 behandelten Fall, so lasst sich bereits erkennen, dass Abweichungen in den
Dividendenzahlungen einen grofien Einfluss auf den Optionspreis haben kénnen. Die
beiden bisher behandelten Falle decken bereits einen Teil der moglichen Situationen von
Dividendenzahlungen ab. Im folgenden Abschnitt soll eine fiir die Optionsbewertung

sinnvolle Einteilung der gesamten (01, d2)-Ebene stattfinden.

2.3.3 Ausweitung der Dividenden auf weitere Fille

Bisher wurde auf zwei Félle von Dividendenzahlungen eingegangen. Neben rein po-
sitiven Dividendenzahlungen wurde bereits ein erweiterter Fall der dividendenfreien
Situation betrachtet. Ziel wird es sein, die Option fiir jede mogliche Dividendenkom-
bination (d1,d2) € R? zu bewerten. Dafiir soll im Folgenden die (&1, d2)-Fliche in sechs
Fille geteilt werden. Die Einteilung stammt dabei aus Abschnitt 3 von [15], wobei der
dort auftretende erste Fall hier in die beiden Félle (A0) und (A1) unterteilt wurde.
Der Grund fiir diese zusétzliche Unterteilung wird an spéaterer Stelle ersichtlich. Bei
der Zerlegung des Prozesses Z mit der Methode von Beibel/Lerche als Z; = g(Y;)M;"
bzw. Z; = g_(Y;) M, fallt auf, dass es von den Werten von 6, und 6_ abhéngt, ob
die entsprechende Funktion g bzw. g_ ein eindeutiges Maximum besitzt oder nicht.
Genauer gesagt, ist dabei entscheidend, ob das jeweilige 6 grofler oder kleiner ist als
1. Dadurch erhélt man eine Aufteilung in sechs verschiedene Félle beziiglich der Werte

von 6. Die folgende Unterteilung wird sich dabei als sinnvoll herausstellen:
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(A0) 0, =1 und 6_ =1,
(A1) 0L =1und 6_ < 1,
(A2) 0, >1und 0_ <1,
(A3) 6. > 1und 6_ > 1,
(A4) 6, und 0_ sind komplex,
(A5) 0, < 1lund 6_ < 1.

Untersucht man diese sechs Falle genauer, so stellt sich heraus, dass sie bereits alle
Moglichkeiten von Dividendenzahlungen, die betrachtet werden sollen, abdecken. Ge-
nauer lassen sich die sechs zu betrachtenden Falle dquivalent als disjunkte Mengen
darstellen, welche die gesamte (01, d2)-Flache abdecken. Dies ist durch Einsetzen der

urspriinglichen Definitionen von 6. als

(1 &4 0y — 0y 1\° 20,
ei'_<2_ pe )%( pe ‘2> T

und durch Umformung der oben gestellten Bedingung zu sehen. Man erhalt dadurch

die Einteilung

(A0) & DO = {5, =0,0, = ~%},

(A1) & D1={6, =0, & > -5},

(A2) & D2 = {8 >0} — DO — D1,

(A3) & D3 = {0y < =%, 0, — %5 + V=20,0" < 5, < 0},

(A4)<:)D4:{52<0, 52—%2—\/W<61<52—%2+\/T202},

(A5) < D5 = {5, <0, 6> 6, — % +v=20102} =R* = DOU D1UD2U D3U D4.

Somit wird nun auch ersichtlich, warum der dividendenfreie Fall bereits in der erwei-
terten Version behandelt wurde. Die Bewertung von (A1) ist damit abgeschlossen. An
dieser Stelle siecht man nun auch, weshalb die Bewertung fiir diesen Fall nicht mit der
Methode von Beibel/Lerche durchgefithrt wurde. Da 6, = 1 gilt, besitzt die resul-
tierende Funktion g(y) = (y — 1)y !s; kein eindeutiges Maximum. Gleiches gilt fiir
g (y) =y -(y—-1* (%)9_ S9, da #_ < 1. Dadurch ist der erarbeitete Ansatz ungeeig-

net. Die bereits behandelten Falle der positiven Dividendenzahlungen liegen allesamt

in (A2). Als nachstes soll gezeigt werden, dass sich die Ergebnisse aus dem Fall der
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positiven Dividendenzahlungen auch auf den gesamten Bereich (A2) ausweiten lassen.
Intuitiv sollte auch fir die hinzukommenden Falle mit §, > 0 eine Schwelle des Ver-
héaltnisses der Aktienpreise zueinander existieren, bei der die Ausiibung der Option zu
einer optimalen erwarteten Auszahlung fiihrt. Dies hangt damit zusammen, dass der
Preisprozess der ersten Aktie ein P*-Supermartingal und der Preisprozess der zweiten
Aktie ein P*-Submartingal ist. Der Wert der Option wird also bei laufender Zeit von
beiden Aktien im Erwartungswert gesenkt. Es soll im Folgenden aber noch konkret
nachgerechnet werden, dass fiir #, > 1 und 6_ < 1 der Wert der Exchange-Option
gegeben ist durch

0
y*—1 (ﬂ) t fir 5L *
0 2 ur <y
V(s1,82) = e e > 7
S1 — 89 fir &2 > y*
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Beweis von Satz 2.3.2 auch in diesem allgemeineren Fall giiltig sind. Es wird wieder

die Stoppzeit 7" = {t > 0’3;8

mit y* = 9f+ Dazu soll kurz begriindet werden, warum die wesentlichen Schritte im

> y*} betrachtet. Mit derselben Zerlegung wie zuvor,

erhalt man dann

E*[ZT*]I{T*<OO}] = E*[Q(Y;*)M;]I{T%oo}] = EQ[9<YT*)1{T*<00}]-

Da 6, > 1 vorausgesetzt ist, hat die Funktion g ein eindeutiges Maximum in y*.
Zum Abschluss muss dann nur noch gezeigt werden, dass dieses Maximum auch mit
Sicherheit erreicht wird, d. h., dass Q(7* < oo) = 1 gilt. Mit analogen Uberlegungen

wie im Fall positiver Dividenden, erhédlt man hier ebenfalls

Q(T* < )
- Q" = )
Sl(t) 04. .
=1- fir allet > 0
Q(Sg(t> <9+—1 tr alle ¢ >
~ In (—520+ ) — 0275\/ f2=0 1 ’ + 22
=1-Q([W() < (81(9+ 1)) a< z 2) 7 fir alle t > 0

o2 2 o2 o

- 5 1\? 28, (g
-1-Q W(t)+otJ<62 1—) +52<(1(9+1)>fﬁrallet20 (40)
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2.3 Die Bewertung der Perpetual-American-Exchange-Option

01

D2

\ /Dl

L ¢
(—2,0) (0,0)

02

Abbildung 3: Darstellung der Bereiche DO, D1 und D2 auf der (61, d3)-Ebene

Dabei ist W wieder definiert als W (t) = L(oy W2(t)—o,W(t)) und somit ein Standard-
Wiener-Prozess beztiglich Q. Die letzte Wahrscheinlichkeit in (40) verschwindet, da
gefordert wird, dass ein Wiener-Prozess mit positiver Drift, eine positive, gegen Null
strebende Schwelle nicht iiberschreitet. Diese Schwelle wird jedoch mit Wahrscheinlich-
keit 1 erreicht. Das heift, es folt Q(7* < oo) = 1. Stoppbereich und Fortsetzungsbereich
lassen sich ebenfalls vollig analog zum Fall mit positiven Dividenden zuordnen. Daher
gilt Satz 2.3.2 ebenfalls fiir den gesamten Bereich (A2). Grafisch lassen sich Stopp-
und Fortsetzungsbereich und die Wertfunktion der Option ebenfalls wie in Abbildung
2 darstellen. In den folgenden Abschnitten sollen noch die verbleibenden vier Félle
(A0), (A3), (A4) und (A5) behandelt werden. Die Abbildung 3 veranschaulicht die La-
ge der drei Bereiche D0, D1 und D2 in der (d;,d2)-Ebene. Dabei ist der Bereich D2

grau eingefarbt.

2.3.4 Fall (A0)

Hier soll die Exchange-Option fiir den Fall (A0) bewertet werden. Dieser Fall besteht
nur aus einem einzigen Punkt (0, —%2) der (81, 62)-Ebene. Zunéchst soll kurz erldutert
werden, warum dieser Fall gesondert behandelt wird. Der Grund dafiir ist, dass die
Bewertung fir (A0) nicht analog zu einer der beiden Strategien erfolgen kann, mit
denen die Bereiche (A1) bzw. (A2) bewertet wurden. Anders ausgedriickt, l4sst er sich
keinem der beiden anderen Félle zuordnen, in denen die Dividende der ersten Aktie

nicht-negativ ist. In dem Beweis von Satz 2.3.1 sieht man fiir den Fall §; = 0, dass

lim E*[e”""(S1(n) — S2(n))*]

n—oo
In (%) + (5, + Tn In (%) 4+ (6, — T)n
= lim [5P (82) G2t %) — spe 2P <82) G2~ %) .
n—oo 0'271 O-Qn
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2.3 Die Bewertung der Perpetual-American-Exchange-Option

o2

— %, 80 lasst sich dies weiter abschétzen durch

Gilt nun zudem 9 =

n—o00 n—00 0271

= lim s;® (ln (2)) = i.
n—00 o2n 2

Dadurch wird deutlich, dass beliebig langes Warten ein anderes Ergebnis liefert als im
Fall (A1). Dieser Ansatz scheitert also fiir (A0). Auch die Methode von Beibel/Lerche,
die fiir (A2) angewandt wurde, bringt in diesem Fall keine Losung. Fiir (A0) gilt 6. = 1,
d. h.,

lim E*[e™™(S1(n) — Sg(n))ﬂ < lim s;® (ln (%) + (62 + 02)”)

(My)is0 = (M{)y>0 = (e_ﬁsl(t)>

S1

ist das einzige Martingal, dass man aus dem Ansatz in (A2) erhilt. Setzt man analog

wieder Y; = g;g;, so ergibt sich als mogliche Zerlegung e~ (51 (t) — S2(¢))™ = Myg(Y})

mit g(y) = s1(1 —y~1)*. Die Funktion g besitzt jedoch nicht das geforderte eindeutige

Maximum, weshalb die Methode hier ebenfalls scheitert. Uber einen neuen Ansatz soll
gezeigt werden, dass der Preis der Option im Dividendenfall (A0) mit dem Anfangspreis
der ersten Aktie iibereinstimmt, d. h., man erhélt trotz eines anderen Ansatzes dasselbe
Ergebnis wie im Fall (A1). Die Aussage des folgenden Satzes ist ahnlich zur Aussage des
Satzes 2.3.1. Fiir den Beweis wird jedoch eine andere Folge von Stoppzeiten benotigt.

Die Idee fiir diese spezielle Folge von Stoppzeiten stammt dabei wieder aus [15].

Satz 2.3.3. Gilt 61 = 0 und 65 = —"—;, so ist der Wert der Perpetual-American-

FExchange-Option gegeben durch
V(Sl, SQ) = S1.

Weiter existiert eine Folge von Stoppzeiten (70M)peny mit 11 < 7 < 13 < ... und

lim 7(" = oo fast sicher, sodass
n—oo

Vi(s1,82) = lim Efe™ " (S1(7™) = So (™) L irim cogy] = 51

Das folgende Lemma soll im Beweis des Satzes helfen. Teil (i) des Lemmas und sein
Beweis stammen dabei aus Kapitel 11 von [9]. Der zweite Teil bildet einen Spezialfall

von Lemma 1 aus [15].

Lemma 2.3.4. Sei W = (W,);>0 eine Standard-Brownsche-Bewegung beziglich des
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2.3 Die Bewertung der Perpetual-American-Exchange-Option

Mafes Q mit Wy = 0. Weiter seien p € R und b > 0. Die Stoppzeit 1 sei definiert
durch 7i' = inf{t > 0 : W, — ut > b}, d. h., 7} ist der erste Zeitpunkt, in dem
der Wiener-Prozess mit Drift Wy — i die Schranke b tiberschreitet. Dann gelten die

folgenden beiden Aussagen:

(i)

@Tb_

0 27rs3 2s

(ii) Fiir den Punkt y*>—2\ = 0 ist der Wert der Laplace-Transformierten der Stoppzeit

exp (Jb—“)) ds.

' gegeben durch

Egle 1 con)] = €.
Beweis: (i) : Sei 7, := inf{t > 0 : W; > b} definiert als die Ersterreichenszeit der
Schranke b > 0 fiir eine Brownsche Bewegung ohne Drift. Dann ist die Dichtefunktion

von 7, bekannt als

ht) = — xp( bQ)

273 2t

Mit Hilfe des Satzes von Girsanov lasst sich ein neues Mafl Q¥ definieren durch

g~ :
@\ —exp(—ﬂt—i—th) =: 7, furt>0.

dQ 2

Der Prozess W, := W, — ut ist ein Standard-Wiener-Prozess beziiglich Q*. Bezeichne
mit E,[-] den Erwartungswert beziiglich Q. Durch den Ubergang zu Q* folgt dann

Qi <t) =Q"(m < t)
= Eol[L{r,<n 2]
= Eq[Eq[1{r,<ty Zt| Fenn ]
= Eo[1{r,<nEo[Zi| Firs)], da {m <t} € Firg,
= Eg[1{,<t} Zirr,], nach Optional-Sampling-Theorem
= Eq[lir,<)Z5,]
= Eg[L{r<pe" ™ 27|
= te”b’és b e’g ds

(& 2s S.

O\“O\
S
T
=
&
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2.3 Die Bewertung der Perpetual-American-Exchange-Option

(i) Sei u* — 2\ = 0. Nach () hat 74 die Wahrscheinlichkeitsdichte

At = 2 exp (—“"“‘“) |

273 2t
Daher gilt
p o0 b (b — ,ut)2
AT, _ At _ L
Bole VM| = || s e ( T
© b b2 2
= e~ 3 e 22N gy
/0 V2mt3
= et / fo(t) dt
0
= e‘ub
mit der Wahrscheinlichkeitsdichte f;,(t) wie im Beweis von (7). O

Beweis (von Satz 2.3.3): Auch hier ist wieder der Ausdruck

V(s1,52) = supE e (S1(7) — S2(7)) "1 {7<o0}] zu berechen. Mit dem gleichen Argu-
ment wie im %eweis von Satz 2.3.1 folgt auch hier wieder V (s1, $2) < s1, da §; = 0. Es
bleibt also zu zeigen, dass der Wert der Option nicht echt kleiner ist als s;. Dazu wird

eine Folge von Stoppzeiten (7,,)nen definiert durch

. CS(t)
Tn .—1nf{t20. 5(0) Zn}.

Im Folgenden soll ein n > 2! festgehalten werden. Ziel ist es fir dieses n den Ausdruck
E*[e="™ (S1(7n) —S2(70)) T 17, <o0}] genauer zu bestimmen. Sei an dieser Stelle mit Hilfe

von Girsanov das Mafl P; erneut definiert durch

* o2
Eligibt = 2HEWED  fir ¢ > 0.
Fir den Quotienten der Aktienpreise gilt

2
21

Si) et reewio
- 2
2 o
So(t) 50Tt 5 =B )ttoaW5 (1)
_ 716(—71+72—%)t+01W{‘(t)—02W2 ()
52
_ 51—t Wiy (1) —o2 Wiy (1)
52
_ ﬂe—ﬁt—”—;tw—ﬁ/(t)
52
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2.3 Die Bewertung der Perpetual-American-Exchange-Option

Dabei ist der Prozess (W (t)):>o definiert durch

W(t) = 2Will) = 22 W5 (0)

o

W ist in diesem Fall ein Standard-Wiener-Prozess beziiglich P4, da o*t genau die Va-

rianz von o1 Wi (t) — 09Way(t) ist. Dadurch lasst sich der Quotient 28 als eindimen-

sionale geometrische Brownsche Bewegung mit negativer Drift beziiglich des MaBes P

schreiben. Da der geometrische Wiener-Prozess stetige Pfade hat und n > j—;, lasst sich

auch die Stoppzeit 7,, umschreiben zu

o2, o2 - ~ 1
m=int{e 20 e w0 b i fe> 00 ot + oW () = - (22) ],

S9 o S1

An dieser Stelle ist anzumerken, dass, wegen der negativen Drift, P5(7, < oo) < 1 gilt.

Fiir den erwarteten Ertrag bei Anwenden der Stoppstrategie 7, gilt

Sl (Tn)
Sg(Tn)

— 1) 1 <o0}]

E*[e™"™(S1(7n) — S2(70)) T Lim<o0r] = E¥[e™™So(7)( — D) 7, <00)]

" ]l{Tn<OO}]

= S1 — E (41)

Im vorletzten Schritt wurde hier Lemma 2.3.3 (ii) mit g = —o, A = "—22 und b = X In(22%)

zur Berechnung der Laplace-Transformierten angewandt. Mit (41) folgt dann fiir den
Preis der Exchange-Option im Fall (A0)

V(siyse) > lim E*[e™(S)(ra) = Sa(7) Mg <ocy]

. S1
= lim s; — —
n—oo n

= S1.

2.3.5 Fall (A43)

Sei in diesem Abschnitt 8, > 1 und _ > 1 vorausgesetzt oder dquivalent dy < —%2

und 6y — %2 + v/ —20902% < §; < 0. Intuitiv ist es, speziell in diesem Fall, schwer zuvor

eine Vorstellung des arbitragefreien Preises fiir die Option zu entwickeln. Einerseits
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o1

Abbildung 4: Darstellung von D3 in der (41, d2)-Ebene

ist der diskontierte Preisprozess der ersten Aktie durch die negativen Dividenden ein
Submartingal und treibt somit den Preis durch langes Warten in beliebige Hohen.
Andererseits ist der diskontierte Preisprozess der zweiten Aktie ebenfalls ein Submar-
tingal, welches die Auszahlung der Option im Laufe der Zeit verringert. Fiir den Fall A3
wird sich jedoch zeigen, dass die Dividendenzahlungen der zweiten Aktie weit genug
im negativen Bereich liegen, um fiir einen endlichen arbitragefreien Preis zu sorgen.
Mit anderen Worten senkt der steigende Preis der zweiten Aktie die Auszahlung der
Option schneller als die erste Aktie die Auszahlung anhebt. Daraus ergibt sich ein sehr
interessantes Resultat fiir die Form der Stopp- und Fortsezungsbereiche. Abbildung 4
soll noch einmal den Bereich D3 in der (41, 0s)-Ebene veranschaulichen. Dabei ist zu
beachten, dass die do-Achse nicht zum Bereich D3 gehort. Der eingezeichnete Teil der
Funktion 69 — %2 +/—28,02 = §; bildet aber den unteren Rand des Bereiches.

Das Resultat der Optionsbewertung in diesem Fall ist ebenfalls in Abschnitt 3 von
[15] zu sehen. Im Gegensatz zu dieser Quelle, soll hier jedoch die Bewertung mit Hilfe
der Methode von Beibel /Lerche stattfinden. Dazu seien die Martingale M ™ und M~

erneut definiert durch (M;®);50 := (e e+ X110 (1=0£)X2()) o und Y} := 238 Als nach-

0
stes definiere die beiden Funktionen g, und g_ durch g+(y) ==y % (y —1)* (g—;) . Ss.

Auch hier erhdlt man durch diese Definitionen wieder eine Darstellung des Prozesses

Z als Z; = g, (Y;)M;t. Da 0, > 1, besitzt die Funktion g, ein eindeutiges Maximum in

Yy = 03*_1. Neben dieser ersten Darstellung erhalt man in diesem Fall aber noch eine
weitere Zerlegung als Z; = g_(Y;) M, . Die Funktion g_ besitzt ebenfalls ein eindeutiges
Maximum, da #_ > 1. Dieses befindet sich in einem Punkt y_ := 9‘_9—:1. Somit erhalt
man eine weitere mogliche Form der Zerlegung durch Z; = g_(Y;) M, mit der Methode
von Beibel /Lerche. Durch diese zweite potenzielle Zerlegung ergibt sich spéter noch ei-
ne weitere kritische Schwelle, bei der es optimal ist, diese Option auszuiiben. Dadurch
erhélt dann auch der Stoppbereich eine besondere Form. Konkreter soll die Bewertung

der Option fiir den Fall A3 durch folgenden Satz belegt werden:
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2.3 Die Bewertung der Perpetual-American-Exchange-Option

Satz 2.3.5. Sei 0,,0_ > 1 und seien y, und y_ gegeben durch yi = 0?—1' Dann ist
der Wert der Perpetual-Amerikan-Ezchange-Option gegeben durch
yy—1 (871)9+ Fiir 5L <
yf” 52 52, JUN G < Y+
V(s1,82) = { 81 — 59, fiir y, <3 <vy_, (42)

S2 —

y_—1 (s\9- " 51
SO0 s So,  fury- < 2.

S92 52

S1 (t)
Sa(t)

Auferdem ist die Stoppzeit T := inf{t > 0|
strategie der Option.

€ ly.,y_]} eine optimale Austibungs-

Da nach Definition 1 < §_ < 0., gilt andererseits 1 < y, < y_. Der Stoppbereich
der Option hat hier also die Form eines Kegels mit der Spitze im Ursprung. Falls

y+ = y_, so besteht der Stoppbereich hier sogar nur aus einer einzelnen Geraden.

Beweis: Bezeichne mit QT bzw. Q~die beiden Mafle, welche sich durch

dQ*

— | = MFE
dP* |-7:t t

auf F; definieren lassen. Weiter sei Ei[] der Erwartungswert unter Q* . Die Beweis-
strategie ist nun ahnlich zu der im Beweis von Satz 2.3.2. Zuerst soll gezeigt werden,
dass fiir jeden Startpunkt (si,s2) mit $ < y; QF (7" < oo0) = 1 gilt, und dass fiir
jeden Startpunkt (si,sz2) mit 22 > y_ analog Q™ (7" < oo) = 1 erfiillt ist. Mit anderen
Worten ist dann fiir jeden Punkt auflerhalb des Stoppbereichs die Methode von Bei-
bel/Lerche anwendbar. Die Menge {(s1,s2) : 3£ € (—00,y4) U (y—,00)} gehort damit
zum Fortsetzungsbereich der Option. Im Anschluss daran kann analog zum Fall (A2)
gezeigt werden, dass die oben definierte Wertfunktion wie gewiinscht ein Martingal auf
dem Fortsetzungsbereich ist. Mit Hilfe des Erzeugers soll dann wiederum bewiesen wer-
den, dass das tibrige Intervall [y, y_] genau dem Stoppbereich der Option entspricht.
Damit folgt dann auch die Behauptung des Satzes. Die Eigenschaft QT (7* < o0) =1
lasst sich hier durch dieselben Umformungen wie in (40) zeigen. Dadurch erhélt man

wieder

QT (7" < o0)

6 -6 1\* 28, (gt
2 1 >+j<(51“’+”)mranetzo
o g

(43)
Dabei ist W+ definiert durch W*(¢) := L (o Wi (t) — oo W5 () mit Wi (t) := Wi (t) —
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2.3 Die Bewertung der Perpetual-American-Exchange-Option

0,01t — (1 — 0 )oapt und Wi (t) := Wi(t) — O o1pt — (1 — 6, )ost. Damit ist TW+(t)
ein Standard-Wiener-Prozess beztiglich Q. Die letzte Wahrscheinlichkeit in (43) ver-
schwindet, da auf der linken Seite der Ungleichung ein Wiener-Prozess mit Drift steht,
der eine gegen Null strebende Grenze nicht iiberschreiten soll. Da nach Voraussetzung
0. reell ist, wird garantiert, dass die Drift des Prozesses ebenfalls reell und damit
insbesondere nichtnegativ ist. Deshalb wird die Grenze mit Wahrscheinlichkeit 1 tiber-
schritten. Vollig analog dazu kann auch Q™ (7* < 0o) = 1 gezeigt werden. Dazu sei der
Startpunkt der Option in diesem Fall in einem Punkt mit j—; > y_. Ersetzt man in allen

Definitionen den Index + einfach durch ein —, so ergibt sich bei gleicher Vorgehensweise

Q (7" < 00)
- 5 —0; 1\? 26, In(g2
=1-Q W (t) -0’ 21— +2>(Sl(01))f1"1rallet20
o2 2 o2 o

(44)

Hier ist anzumerken, dass aufgrund der Startvoraussetzung der Ausdruck im Logarith-
mus in (44) kleiner als eins ist und sich so die Grenze von unten gegen Null bewegt. Da
der Wiener-Prozess auf der linken Seite der Ungleichung eine nicht positive Drift hat,
wird diese Grenze mit Wahrscheinlichkeit 1 iberschritten und es folgt Q~ (7" < 00) = 1.
Insgesamt wird also garantiert, dass beziiglich der jeweiligen Wahrscheinlichkeitsma-
Be der Wert y, bzw. y_ vom Prozess (Y;)o<; mit Wahrscheinlichkeit 1 in endlicher
Zeit erreicht wird. Dadurch ldsst sich also die Methode von Beibel/Lerche anwenden.
Dass der oben definierte Preisprozess auflerhalb des Intervalls [y, ,y_] ein Martingal
beschreibt, lasst sich vollig analog zum Fall (A2) einsehen. Mit einer zu (39) identischen
Rechnung folgt fiir i—; < yy und % > y_, dass der Preisprozess V' die Differentialglei-
chung AV = rV erfillt. Um zu zeigen, dass V' ein Supermartingal auf dem Stoppbe-
reich [y;,y_] ist, soll ebenfalls wie in Fall (A2) gezeigt werden, dass die Ungleichung
Ah < rh fir alle Startpunkte 3 € [y, y_] gilt. Im Fall (A2) ist zu sehen, dass dqui-
valenterweise auch syds — 5161 < 0 fiir alle 3L € [y, y-] gezeigt werden kann. Dadurch
ist dann gezeigt, dass durch keine Stoppstrategie in Erwartung eine Verbesserung der
Ausgangslage zu erreichen ist. Hier bezeichnet h := h(s1,s9) = (81 — s2)" wieder die

Auszahlungsfunktion der Option. Begonnen wird dazu wieder mit der Gleichung
L,
0= 0 a(l —a)+ady + (1 — «)ds.

Fasst man die linke Seite der Gleichung als Funktion in a auf, so ist dies eine nach unten
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2.3 Die Bewertung der Perpetual-American-Exchange-Option

gebffnete Parabel mit den beiden Nullstellen #_ und 6, . Daher gilt die Abschiatzung
0< ;029(1 —0)+ 06, + (1 — 0)5, fiir alle 6 € [0_,6,].
Da 1 < 6 fir 6 € [0_,0,], folgt daraus weiter
0 <66+ (1 —0)d, fir alle § € [0_,0,].

Uber einfache Aquivalenzumformungen ergibt sich daraus

0y fur alle 0 € [6_,64].

0
028252_828—1

Da die Funktion —*7 fir z > 1 stetig und monoton fallend ist, existiert fir jeden

Startpunkt y, = ef—tl << 0?—:1 ein 6 € [f_,0,] mit ;4 = 1. Mit Hilfe obiger

Ungleichug erhalt man dann
0 > s909 — s10; fiir alle Startpunkte mit y, < 51 <uy_.
52

Also ist V (s, s2) ein Supermartingal auf [y, ,y_]. Damit ist gezeigt, dass 7* eine opti-

male Stoppzeit der Option ist. n

In Abbildung 5 sind die Wertfunktion und das Stoppgebiet der Option fir die-
sen Fall grafisch dargestellt. Der linke Teil zeigt das kegelférmige Stoppgebiet mit den
beiden Geraden & = Y. Diese Geraden bilden auch hier eine Grenze zum optimalen
Stoppen, falls die Option im Fortsetzungsbereich startet. Der rechte Teil der Abbildung
zeigh die Wertfunktion und die Auszahlungsfunktion in Abhangigkeit von ' Hier wird
noch einmal veranschaulicht, dass im Intervall [y, y_] beide Funktionen tibereinstim-
men. Auflerhalb des Intervalls gilt jedoch V' (s1, s2) > (s1 — s2)T. Die Abbildung 6 zeigt
den Spezialfall, in dem y, = y_ bzw. 8, = 6_ gilt. Dieser Fall entspricht genau den
Punkten mit der Eigenschaft 6; = 0 — %2 + v/—20,02 aus dem Bereich (A3). Diese
Punkte bilden die untere Grenze des Bereichs (A3), was in Abbildung 4 gut zu erkennen
ist. Hier besteht der Stoppbereich tatsidchlich nur aus einer einzelnen Gerade, welche
die Grenze zum optimalen Stoppen bildet. Der Fortsetzungsbereich nimmt den restli-
chen Teil der (s1, s3)-Ebene ein. Die linke Grafik zeigt ebenfalls, dass die Wertfunktion

die Auszahlungsfunktion nur in einem einzigen Punkt beriiht.

2.3.6 Fall (A4)

Seien in diesem Abschnitt 6, und 6_ als komplex vorausgesetzt. Anders ausgedriickt

ist diese Vorderung aquivalent dazu, dass (‘520;2‘51 — %)2 + 20_%2 < 0 gilt. Fir die Dividenden
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S
! Sy: fest ,
Fortsetzungsbereich R
V(Sl,SQ) ~ ,,'
Stoppbereich ,/’
% =Y- (51 —s2)*
i =Y+
Fortsetzungsbereich y
S92 2’ %
(0,0) 0,00 Y+ Y- ’
Abbildung 5: Das Stoppgebiet und die Wertfunktion im Fall (A3)
S1
S9: fest
Fortsezungsbereich \
S1 = Y+52
Fortsetzungsbereich
S9 S
(0,0) (0,0) Y+ ’

Abbildung 6: Stoppgebiet und Wertfunktion fir den Spezialfall ¢y, = y_
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01 und &5 gelten hier also konkreter die Ungleichungen ds < 0 und 6 — %2 —/—20902 <
01 < 0y — %2 + /—28,02. Insbesondere zahlen beide Aktien nicht positive Dividenden.
Dadurch ergibt sich intuitiv ein dhnliches Bewertungsszenario wie zuvor im Fall A3.
Analog zu A3 sind auch hier beide diskontierten Aktienpreisprozesse P*-Submartingale
und es ist zu beurteilen, welche der beiden Aktien die Optionsauszahlung schneller
gegen oo bzw. 0 treibt. Hierbei wird sich fiir A4 herausstellen, dass der Preis der er-
sten Aktie die Auszahlung schnell genug gegen oo treibt und dies somit der einzige
arbitragefreie Preis ist. Der vorherige Anzatz tiber die Methode von Beibel/Lerche
funktioniert fiir A4 jedoch nicht, da die Funktion g. hier ebenfalls komplexe Werte
annimmt und somit kein Maximum definiert ist. Den Wert der Exchange-Option er-
halt man daher nur tber einen anderen Ansatz. Der arbitragefreie Preis unter diesen
Bedingungen ist dann durch den folgenden Satz gegeben. Der Beweis orientiert sich in
diesem Fall an den Ausfithrungen im Beweis von Proposition 2 bzw. Theorem 4 in [15].
Abbildung 7 skizziert noch einmal die Lage des Bereichs D4 in der (1, d2)-Ebene. Da-
bei sind die durch die Funktionen 6, = 0y — % +v/=20502 und &; = &, — 4 — v/—28,02

eingezeichneten Rénder nicht Teil des Bereichs.

2 -7 +
(51 = 52 — % + v —25202 ',—"

\ o ?\
D4 - 2
:' (07 _7)

q

’,
'
/':
P 2 ’
o 01 =0 — & —/—20,0% 7
,
,

Abbildung 7: Darstellung von D4 in der (41, d2)-Ebene

Satz 2.3.6. Sind 0, und 0_ komplex, so ist der Wert der Perpetual-American- Exchange-
Option gegeben durch V (sq,s2) = oo. Weiter existiert fir jedes y mit 1 <y < = eine
Stoppzeit T, := inf{t > O|gégg =y}, sodass Ele™"™(S1(1y) — S2(7y)) " 17, <0} = 00.
Das heifit, T, ist eine optimale Stoppzeit.

Beweis: Sei y > 1 gegeben und 7, wie zuvor definiert. Sei weiter das Mafl [P wie fiir
den Fall A1 definiert durch
a?;
dP*

2
_22 *
|]:t = e 2 +02W2 (t)’
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2.3 Die Bewertung der Perpetual-American-Exchange-Option

sodass Wi, (t) := Wi (t) — poot und Wi, (t) := Wi (t) — oot Standard-Wiener-Prozesse
beziiglich P5 sind. Nach der Definition der Wertfunktion kann der Wert der Option

dann abgeschatzt werden durch

V(s1,82) > E* e (S1(1y) — S2(7)) 17, <00}

n
e "™ Sy(7y) <§;E:Z; — 1) ]l{Ty<oo}]

= (ys2 — 52)E; [6_627‘1’1{@@0}} :

— E*

Um hieraus die Behauptung des Satzes ableiten zu kénnen, soll E5[e™™ 1,  ooy] = 00

gezeigt werden. Dazu wird die Stoppzeit 7, in eine andere Form umgeschrieben. Es gilt

S1(t)
Sa(t)

S1 pS2t =01+ R b= G trot W (1) =02 Wy (1) _
52

A Y

o? s
@am@@—ﬁwyﬂ—@—@+n:m<w>

2
@MMa—@—@+2ﬁ:mfw)

wobei W (t) := (o, Wi,(t) — 0.Wiy(t)) /o ein Wiener-Prozess beziiglich P ist. Dadurch

kann die Stoppzeit 7, geschrieben werden als

- 2
Ty:inf{t>0:aW(t)—(6l—52+02)tzln(sw)}.

S1

Genauer beschreibt 7, also die Erstiiberschreitungszeit eines Wiener-Prozesses mit Drift
— (07 — 09 + 2%) und Volatilitit o iiber eine Grenze In (£2¢) . Die Verteilungsdichte von
2

51

7, ist dann nach Lemma 2.3.3 () gegeben durch

In (222 1 (0 (2) + (3 = 6+ 2)t)°
fln(ssgly>(t)=\;l%e)<p _2<n( ) 012t 2T 3 ) ' (45)

s9Y
S1

Mit Hilfe dieser Dichte ergibt sich dann Ej [e*‘SQTy]l{Ty@O}] = 6752tf1 ( ) (t)dt. Lasst

man nun ¢ gegen oo laufen, konvergiert bereits der Ausdruck e=%2 fln (2y) (t) gegen oo,
Sl
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2.3 Die Bewertung der Perpetual-American-Exchange-Option

o1

N (0,0)
51 = 52 — %2 —+ v/ —2(520'2

0

D5

(51 = (52 — %2 -V —25202

Abbildung 8: Darstellung von D5 in der (41, d2)-Ebene

denn

2
In (m)) ) <1n(5321y)+(51752+§)t>
1l N2 /71,73

S1

V2mo?t3
_ ‘ln (m)‘ 7%1n( 2 )2 1n(882ly)(51—52+%) o2 ((52_517%)24"»25 )

S1 - - o2 o2

2
——— 7 ¢ o2t o2 2 o2
vV 2mo2t3

67(5215

O02—=61 _ 1

Da nach Voraussetzung (252 — 1)24 2% < ( gilt, folgt demnach tli)m e*‘sﬁfl (m) (t) =

51
oo und damit auch Ej[e ™21,  ooy] = o0o. Es gilt also V(s1, s2) = oo fiir eine beliebige

Stoppzeit 7, mit 1 <y # 2. m

2.3.7 Fall (A5)

Der letzte noch offene Fall ist der Fall, in dem sowohl #_ < 1 als auch 6, < 1 sind.
Dadurch liefert eine Zerlegung mit der bisherigen Methode von Beibel/Lerche kein
Ergebniss, da die Funktionen g, und g_ unter diesen Bedingungnen kein eindeutiges
Maximum aufweisen. Also muss eine Bewertung iiber eine andere Strategie stattfinden.
Aquivalent lassen sich diese Bedingungnen durch d; < 0 und 8§, > 6; — %2 +/—=26,02
ausdriicken. Dadurch sind direkte Bedingungen an die Dividendenzahlungen gegeben.
Abbildung 8 zeigt den Bereich D5 in der (d1, d2)-Ebene. Die Funktion §; = d, — %2 -
v/ —2650? gehort mit zu D5. Ebenso bildet der grau markierte Teil der Funktion §; =
09 — %2 + /—26502 fir die Werte —%2 < 03 < 0 einen Teil von D5.

Intuitiv scheint der Wert der Option somit zumindest fiir die Dividendenfille mit
09 > 0 offensichtlich zu sein. Beztiglich des risikoneutralen Mafles ist der diskontierte

Preisprozess der ersten Aktie aufgrund der negativen Dividende ein Submartingal. Da-
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2.3 Die Bewertung der Perpetual-American-Exchange-Option

gegen stagniert bzw. sinkt der Wert der zweiten Aktie im Mittel. Deshalb kann durch
beliebig langes Warten eine Auszahlung in beliebiger Hohe erreicht werden. Daher wiir-
de man intuitiv den arbitragefreien Preis der Option auf oo beziffern. Vor dem Hin-
tergrund des Ergebnisses der Bewertung von A4 bleibt dieser arbitragefreie Preis noch
bestehen, wenn die zweite Aktie negative Dividenden im oben beschriebenen Bereich
zahlt. Der Wert der Option kann mit einem dhnlichen Ansatz wie im dividendenfreien
Fall aber auch konkret berechnet werden. Folgender Satz liefert das Ergebnis der Be-
wertung. Die Formulierung des Satzes und seine Beweisstrategie entspricht dabei der
von Satz 2.3.1.

Satz 2.3.7. Fir den Fall 6,0 < 1 ist der Wert der Perpetual-American-Exchange-
Option gegeben durch V(sq1,s2) = oo. Weiter existiert eine Folge von Stoppzeiten

(7)) e mit 7}1_{20 7™ = o0 fast sicher und

V(s1,s0) = lim E*e™ ™" (Sy(7) — So(1)) 1 i) coy] = 00.

n—oo

Beweis: Es soll erneut gezeigt werden, dass mit der richtigen Strategie in Erwartung
jede beliebig hohe Auszahlung erreicht werden kann. Diese Strategie wird einfach darin
bestehen immer langer zu warten. Mit anderen Worten wird also untersucht, wie sich
der Preis einer européischen Exchange-Option verhalt, wenn die Maturitat gegen oo

lauft. Fir den Wert der europaischen Option gilt nach Kapitel 1

Ve(s1, 82, t)
= E*[e7"(S1(t) — Sa(t))"]
= E*[e7"(S1(t) — S2(t) Ls, (1> 5:(1))]
=E*[e”"S1() L5, 0>5:01) — B[ S2(t) L, (09> 5:(00)]

—itp (ln (%) (0t 4 %Q)t —d2t gy In (%) + (=01 + 2 — %Q)t
= S1€ — S9e '
Vot Vo

(46)

Definiert man fiir die amerikanische Option eine Folge von Stoppzeiten (7(™),en durch
7" = n, so gilt V(sy,s9) > nll_}lgo Ve($1, S2,Tpn). Zur einfacheren Notation wird im Fol-

genden die Bezeichnung

In (%) + (-51 + (52 + %Q)t L
TEOKERE I
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2.3 Die Bewertung der Perpetual-American-Exchange-Option

verwendet. Nun soll gezeigt werden, dass
Jim 167" (h (1)) = sae” " (h(n)) = oo. (47)

Zunéichst sei bemerkt, dass lim ®(hy(n)) = 1. Ausschlaggebend fiir die Konvergenz

von hy(n) ist der Ausdruck —d; + do + %2 Mit Hilfe der gegebenen Voraussetzungen in
D5 lasst sich dieser abschitzen durch —d; + 82 + %2 > =0+ (0 — % ++/—20,0%) + %2 =
vV—20,0% > 0. Daher gilt Lim hi(n) = oo und es folgt 1im ®(hy(n)) = 1. Um (47)
zu belegen, soll eine Fallunterscheidung gemacht werden. Dazu wird der Bereich D5 in
den folgenden drei Féllen betrachtet:

1. Fall: 6, > 0,

2. Fall: 6, < 0 und 6; > e

2
2

3. Fall: 6, <0 und §; < —%-.
Im ersten Fall konvergiert s;e=%" gegen oo, da d; < 0. Weiter ist nh_)rgo O (h_(n)) < sq,
da e7%" in n monoton fillt und durch 0 nach unten beschrinkt ist und ® (h_(n)) €
(0,1). Damit folgt (47) und der erste Fall ist bereits abgeschlossen.

Fiir den zweiten Fall ist lim s0e7%2"®(h_(n)) < 0o zu zeigen, da dann ebenfalls direkt
(47) folgt. Zuvor soll aber lim @ (h—(n)) = 0 oder genauer Lim h_(n) = —oo gezeigt
werden. Fur die Konvergenz von h_(n) ist analog zu hy der Ausdruck 6; + do — %2
entscheidend. Da §; > %2 vorausgesetzt ist, lasst sich dies abschétzen durch d; +52—%2 <
”—22 + 4y — %2 = 02 < 0 und ist lim h_(n) = —oo. Dies kann im Folgenden genutzt

12
werden, denn somit gilt fiir hinreichend grofles n die Abschitzung [ f;o(") e~ zdr <

]/,2
S e~ dx. Es ergibt sich dann

Jim 50 92" D (h_(n))

2

. Cson 1 /h(n) Y

= 111m Ss€ — e 2dadx

n—00 2 vV 21 J—0

< li oL /h(n) _ﬁd
11m Sq€ — —xre 2 axr

T n—oo 2 AV, 271 J—c0

bam =5 (k- (n)?

S9 lim e~

1
- A /27'(' n—o00

) ) 2
S1 51 fea
ln(—2) 1H<§)(*51+52*7) 52 ,/80—81 1
og°“n

- = P (e i e 2L (48)

Hier ist der letzte Exponent in (48) entscheidend fir die Konvergenz, da der Rest ge-
gen eine Konstante lauf. Es bleibt also —%2((% — 3%+ 2%2) < 0 zu zeigen, damit
lim s9e7%2"®(h_(n)) < oo folgt. Dies ist jedoch durch die Voraussetzung . € R ga-

rantiert, da der Ausdruck (% — 1124+ 2% ebenfalls unter der Wurzel in der Definition
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2.3 Die Bewertung der Perpetual-American-Exchange-Option

von 6. zu finden ist und somit nicht negativ werden kann, da 6, und 6_ als reell vor-
ausgesetzt sind. Dadurch folgt (47) also auch fir den zweiten Fall.

Damit bleibt die Behauptung nur noch fiir den dritten Fall zu zeigen. Durch die ge-
gebenen Voraussetzungen gilt fiir diesen Fall insbesondere 99 > 07 — %2 4+ —20,0% >
01 — %2 +o2=0,+ %2. Mit Hilfe dieser Ungleichung erhélt man die Abschétzung

516707 (hy (n)) = 567" ® (h_ (1) > 516D (hy (n)) — 526”22 D (hy (n))

52

> ® (hy (n)) (s1e70" = 5367 %)
02

= & (hy(n)) (s — S0~ T")e 1",

Daraus lésst sich dann auch fiur diesen Fall direkt (47) folgern, da lim @ (hy(n)) =1,

on

2
. _o_ . —
lim (s1 — spe” 2 ™) = 57 und lim e = 0. O
n—oo n—oo

2.3.8 Zusammenfassung der Bewertung

Mit dem letzten Fall (A5) ist also die Bewertung der amerikanischen Exchange-Option
mit unendlicher Laufzeit abgeschlossen. Der Zusammenhang zwischen den Werten von
0, und 6_ und den Ergebnissen der Bewertung wird noch einmal in Tabelle 1 auf
einen Blick dargestellt. Die Form der Tabelle entspricht dabei der Tabelle 1 aus [15].
In den Féllen (A2) und (A3) kann die Methode von Beibel/Lerche zur Bewertung
herangezogen werden. Dies hangt damit zusammen, dass genau in diesen beiden Fallen
mindestens einer der Werte von 6, und 6_ grofler als 1 ist, und daher eine geeignete
Zerlegung mit Hilfe des Ansatzes aus Abschnitt 2.2 gefunden werden kann. Besonders
im Fall (A3) ergibt sich eine sehr interessante Form des Stoppgebiets, da man durch

0_ > 1 eine zweite Schwelle zum optimalen Stoppen erhélt.
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3 Die Symmetrie von Carr

Neben der gewohnlichen Put-Call-Paritat existiert in einigen Finanzmarktmodellen
noch ein weiterer Zusammenhang zwischen den Preisen von européischen Put- und Call-
Optionen. Die sogenannte Put-Call-Symmetrie soll beispielhaft im Folgenden in einem
eindimensionalen Black-Scholes-Modell erlautert werden. Die Beschreibung stiitzt sich
dabei auf [14]. Sei C'(0, S, K, T') der Preis einer européischen Call-Option zum Zeitpunkt
0 auf die Aktie S mit Strike K und Laufzeit T. Entsprechend dazu sei P(0,S, K,T)
der Preis einer entsprechenden Put-Option. Weiter sei der Forwardpreisprozess von S

zum Termin T definiert durch
M, := ST fir0<t<T,

wobei r € R hier die als konstant angenommene Zinsrate des Modells beschreibt. Die

gewOhnliche Put-Call-Paritat ist dann von der Form
C(0,S,K,T)=P(0,S,K,T) + S(0) — Ke™""

und gilt in jedem Finanzmarktmodell. Die bereits erwahnte Put-Call-Symmetrie von

Carr ist von der Form

K M2
C0, 5, K,T) = 3-P(0,5, 2T
Diese lasst sich im Allgemeinen nicht auf jeden Finanzmarkt iibertragen. Zu einem
spateren Zeitpunkt soll aber noch genauer auf die Bedingungen eingegangen werden,
die ein Finanzmarkt erfiillen muss, damit diese Symmetrie gilt. Liegt im Zeitpunkt 0
der Forwardpreis zum Termin 7" bei 100 Euro, so sagt die Symmetrie also beispielsweise
aus, dass eine Call-Option mit Strike 200 denselben Wert hat, wie zwei Put-Optionen
mit Strike 50 auf dasselbe Underlying (vgl. Beispiel in Kapitel 1 in [14]). Das Ziel dieses
Kapitels wird es sein eine analoge Aussage zur Symmetrie von Carr fiir die européische
Exchange-Option im zweidimensionalen Modell zu entwickeln. Genauer gesagt, soll
geklart werden, welche Symmetrie zwischen den Preisen der Optionen besteht, wenn
man die beiden Aktien in der Auszahlungsfunktion vertauscht. Das bedeutet, es werden
Zusammenhéange zwischen den Optionspreisen der Optionen mit den Auszahlungsfunk-
tionen (S;(T") — S;(T))" und (S;(T) — S;(T))" mit ¢,j € {1,2}, ¢ # j gesucht. Der
Aufbau und die Beweisfithrung im gesamten Kapitel orientiert sich dabei stark an [14].
Zunachst soll die Notation fiir den Preis der europaischen Exchange-Option ein we-
nig abgedndert werden. Dies geschieht, damit eindeutig ist, welche Aktie gegen welche

eingetauscht werden kann. Aulerdem werden spater Exchange-Optionen auftreten, die
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3.1 Put und Call im Black-Scholes-Modell

dem Inhaber erlauben im Zeitpunkt 7" eine festgelegte Anzahl an Einheiten der einen
Aktie gegen eine bestimmte Anzahl an Einheiten der anderen Aktie zu tauschen. Von
hier an bezeichne daher V;;(c; s1,52,7) den Preis einer européischen Option, welche
zur Zeit T die Auszahlung (¢S;(T) — S;(T))* liefert fir ¢ # j € {1,2}. Mit anderen
Worten gibt die Option mit dieser Auszahlung dem Kéufer das Recht eine Aktie j
gegen ¢ Einheiten der Aktie ¢ einzutauschen. Bei der Bewertung solcher Optionen im
Semimartingalmodell aus Kapitel 1.1 treten keine weiteren Schwierigkeiten auf, denn

es gilt
(eSi(T) = S;(T)" = ((esi) exp(...) — S;(T))™.

Somit entspricht beispielsweise die Berechnung von Vis(c; s1, s2,T') genau der Berech-
nung der gewohnlichen européischen Exchange-Option bei c-fachem Anfangswert der
ersten Aktie. Fiir den Fall ¢ = 1 wird im Folgenden fiir den Wert der Exchange-Option
einfach nur Vj;(s1, s2,T") geschrieben. Zunéchst soll in diesem Kapitel die Put-Call-
Symmetrie von Carr im Black-Scholes-Modell genauer betrachtet werden. Anschliefend
liegt dann der Fokus darauf, eine analoge Aussage fiir européische Exchange-Optionen
im Black-Scholes-Modell zu erarbeiten. Dieses Ergebnis wird im Weiteren dann noch
auf allgemeinere Finanzmarktsituationen ausgeweitet. Dabei soll die Symmetrie auch
in einem Wiener-Prozess getriebenen, vollstindigen Semimartingalmodell mit stocha-
stischer Zinsrate betrachtet werden. Abschlieend wird in diesem Kapitel noch bei-
spielhaft eine mogliche Anwendung der Symmetrie von Carr bei der Bewertung von

Barriere-Optionen gezeigt.

3.1 Put und Call im Black-Scholes-Modell

Im Folgenden soll die Put-Call-Symmetrie von Carr im dividendenfreien eindimensio-
nalen Black-Scholes-Modell bewiesen werden. Dabei wird absichtlich auf eine andere
Beweismethode als dem Nachrechnen der expliziten Formeln zurtickgegriffen. Durch
diesen Umweg wird spéter eine einfachere Ubertragbarkeit auf andere Modelle gewéhr-
leistet sein. Des Weiteren wird sich zu einem spéteren Zeitpunkt eine Symmetrie von
Exchange-Optionen aus der Put-Call-Symmetrie ableiten lassen. Der Aktienpreispro-
zess unter dem aquivalenten Martingalmafl P* im vorliegenden Finanzmarktmodell sei
also beschrieben durch dS(t) = S(¢)(rdt + cdW*(¢)) mit Anfangswert S(0) = s. Der
folgende Satz und seine Beweisstrategie entsprechen den Ausfithrungen aus Kapitel 1
in [14].

Satz 3.1.1. Gegeben sei ein eindimensionales dividendenfreies Black-Scholes-Modell.

Sei K > 0 und bezeichne M, = Sye” T den Forwardpreisprozess der Aktie zum Termin
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3.1 Put und Call im Black-Scholes-Modell

T. Dann gilt zwischen den Preisen fir Put- und Call-Optionen der Zusammenhang

K M2
C(0,8.K.T) = - P(0,5, 52, T).
0

Beweis: Definiere zunéchst das Mafi M durch

dM M
Tlm = Mj fir 0 <t <T. (49)

Die Put-Call-Symmetrie von Carr soll hier mit Hilfe der folgenden Behauptung (x) fiir
das Black-Scholes-Modell bewiesen werden.

(x): Die Verteilung von M7 beztiglich des risikoneutralen Mafles P* ist gleich der Ver-
teilung von %—i beziiglich des Mafles M.

Beachtet man, dass My = Sy gilt, so folgt aus (x) direkt die Aussage des Satzes, denn

dann gilt
*[_—rT —rT MO
C(0,8,K,T) =Bl (Mr — K)*] = Byl (12 = K)+4]
T
M M K M?
[ _—rT 0 4+ AT [ _—rT 0 +
_ Mo _ gyt 8 oy
BT (3 - K)* ) = Tom (38 hay
K ]\42
=—P
M, (0,8, 5 1),

Um (%) zu beweisen, soll im Folgenden gezeigt werden, dass der Prozess (M;)o<i<1 be-
zuglich P* die gleiche stochastische Differentialgleichung erfiillt wie der Prozess (%)OStST
beziiglich M. Es gilt

M, = S(t)er ™1 = s T o= StHaW=(t) _ Moe_étﬂ’w*(t).

Damit ist (M;)o<i<r €in Martingal beziilich P* und erfiillt die stochastische Differenti-
algleichung

dM, = M,cdW*(t) mit Anfangswert My = se"” .

Nach Girsanov ist der Prozess WM (t) := W*(t) — ot fiir 0 <t < T ein Wiener-Prozess
beziiglich M. Daher kann die Dynamik von (M;)o<;<7 beziiglich M beschrieben werden
durch die stochastische Differentialgleichung

dM; = M,(cdW™(t) 4+ o*dt) mit Anfangswert My = se"”. (50)
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Setzt man f(M;) = M , so folgt aus der Ité-Formel mit Hilfe von (50)

Mg 1 M
df (M) = T —dM; + 3 M3d<M)
M M M
= — O MyodW™(t) — L M,o?dt + —2 M2o?dt
ME MR MP
M2
=— dWM(t
LoV D).
Definiert man nun W (£) = —W™(t) fir 0 < ¢ < T, so ist W ebenfalls ein M-
Wiener-Prozess, und ( 2)0<t<T erfiillt beztiglich M die gewtinschte stochastische Dif-
ferentialgleichung
M ME
dﬁz = ﬁzadWM(t) mit Anfangswert My = se’”.

Damit ist die Behauptung (x) gezeigt, und die Symmetrie von Carr gilt fur das Black-
Scholes-Modell. O

Hier sei noch einmal betont, dass die Behauptung (%) in diesem Beweis eine zentrale
Rolle eingenommen hat. Somit spielt sie ebenfalls eine wichtige Rolle fiir die Giiltigkeit
der Put-Call-Symmetrie von Carr. Genauer soll auf die Bedeutung der Behauptung

jedoch erst zu einem spéateren Zeitpunkt eingegangen werden.

3.2 Exchange-Optionen im Black-Scholes-Modell

In diesem Abschnitt soll eine analoge Aussage zur Put-Call-Symmetrie von Carr fiir
europaische Exchange-Optionen im Black-Scholes-Modell entwickelt werden. In einem
dividendenfreien zweidimensionalen Black-Scholes-Modell wird sich beispielsweise eine

Symmetrie im Zeitpunkt 0 von der Form

s

Via(s1, 892, T) = ;‘@1( 532 ;51,82,T) (51)
zeigen. Um diese Symmetrie genauer zu beleuchten, seien zum Beispiel die Anfangs-
preise der Aktien gegeben durch s; = 200 Euro und s; = 100 Euro. Dann sagt diese
Symmetrie aus, dass zwei Exchange-Optionen, welche jeweils das Recht beinhalten Sy
zu S1 zu tauschen, den gleichen Wert wie eine Exchange-Option haben, die erlaubt,
eine Aktie S; in 4 Aktien S, einzutauschen. In (51) konnte man annehmen, dass die
Symmetrie im dividendenfreien Modell bereits aus der Homogenitéit der Auszahlungs-
funktion folgt, was eine Ubertragbarkeit auf beliebige Finanzmarktmodelle implizieren

wiirde. Es ist aber zu beachten, dass neben dem Herausziehen des Faktors i—f auch noch
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3.2 Exchange-Optionen im Black-Scholes-Modell

die Underlyings der Option vertauscht wurden und sich die Symmetrieeigenschaft da-
her nicht so einfach tibertragen lésst. Besonders bei der Betrachtung des Modells mit
Dividendenzahlungen wird sich dies noch deutlicher herausstellen. Gegeben sei also ein
zweidimensionales Black-Scholes-Modell. Genauer sei die Entwicklung des Geldmarkt-
kontos beschrieben durch §(t) = €™ fir 0 < ¢t < T mit konstanter Zinsrate r. Weiter

seien die Dynamiken der beiden Aktienpreisprozesse gegeben durch
dS;(t) = S;(t)((r — §;)dt + o;,dW;(t)) mit Anfangswert S;(0) = s;

firi=1,2und 0 <t < T. Definiere nun die beiden Forwardpreisprozesse (M (t))o<i<r
und (Ms(t))o<t<r der Aktien zum Termin 7" durch

M;() i= S;(£)eT=T=) figy § = 1,2,

Dabei ist zu beachten, dass die Dividendenzahlungen ebenfalls in den Forwardpreis mit
einzubeziehen sind um eine Arbitrage zu vermeiden. Im Beweis von Satz 1.3.1 wurden
bereits die beiden Mafle P} fiir ¢ = 1,2 definiert. Fiir diese Mafle gilt

dey, —§T+aiwi*(T) M;(T)

el = M0 o

wodurch sie in gewisser Weise dem Mafl M aus (49) entsprechen. Der folgende Satz

liefert eine analoge Aussage zur Put-Call-Symmetrie von Carr fiir die Exchange-Option.

Satz 3.2.1. Sei ein zweidimensionales Black-Scholes-Modell mit stetigen, proportiona-
len Dividendenzahlungen &, und 6o gegeben. Dann gilt fiir den Wert von europdischen

FExchange-Optionen bei Startpreisen si und sy im Zeitpunkt 0 die Symmetrie

M,(0)
My (0)

M (0)
M;3(0)

Via(s1, 82, T) = Vo ( ;81,82,1). (53)

Dabei ist M;(t) := S;(t)e" %) T~ fijr i = 1, 2 der Forwardpreis der i-ten Aktie zum

Termin T.

Beweis: Fiir den Wert der européischen Exchange-Option gilt

Via(s1, 52, T) = E* [G_TT(Sl (T) — SQ(T))+]

— B ST (g~ 1)
_ — 80T SI(T) +
= s B (e — 1) (54)
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3.2 Exchange-Optionen im Black-Scholes-Modell

Der letzte Term in (54) soll nun mit dem Preis einer Call-Option auf ( (t)

S1(T)
52(T)

—

mit

)O<t<T

Strike 1 verglichen werden. Betrachtet man genauer, so gilt

02
S(T)  selr=0—2)T+aWi(T)

5a(T)

-5 )T+o2W3(T)
ﬁe(—51+62—%+%)T+01W1*(T)—UQWQ*(T)
52

2
51 (=81462) T = G- T+ Wiy (T) =02 W3, (T)
52

Dabei sind W7}, und W3, die im Beweis zu Satz 1.3.1 definierten Wiener-Prozesse be-
ziiglich P5. Definiert man dann W, 7 und 5 durch

. Wi5(t) — oaWiih(t

W(t) = 1 Wiy (t) = 2 Wi ), F = —0; + 3 und s :

g 82

31

so ist W ein Wiener-Prozess beziiglich P und es gilt

S (t> _ SefT—%T—i—aW(t)'
Sa(t)

Dadurch kann (Sl () =: (S(t))o<t<T auch als Preisprozess in einem eindimensio-

Sa(t ))0<t<T
nalen Black-Scholes-Modell ohne Dividendenzahlungen und konstanter Zinsrate 7 € R

aufgefasst werden. Das aquivalente Wahrscheinlichkeitmaf ist dann bereits durch P
gegeben. Es sei angemerkt, dass fiir den Beweis der Put-Call-Symmetrie von Carr nicht

explizit r > 0 gefordert wurde. Somit ist die Symmetrie auch in diesem Modell giiltig.
g;g; = %;g; Damit lasst sich auf (54) die Symmetrie

aus dem eindimensionalen Modell anwenden und es gilt

Weiter gilt natiirlich auch hier

M(T)

M(T)
762TM2< ) [(‘]\412 O) Ml(T

Via(s1, 82, T) = 526_62TE*[(

= S9€

W(0)

MO g o M) S(T)

“m0” G50 " 5
T e (RO S(1) - ST
M;(0) ,  M(0
w(0) ) ot
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3.3 Die Symmetrie in einem vollstdndigen Marktmodell

Auch hier wurde der Beweis wieder recht allgemein gehalten um ihn spater auf ande-
re Modelle iibertragen zu konnen. In (54) wurde angewandt, dass die Dividenzahlungen
eine deterministische Struktur aufweisen um sie als Faktor aus dem Erwartungswert
herausziehen zu konnen. Bei stochastischen Dividendenzahlungen treten an dieser Stel-
le weitere Probleme auf, die im Umfang dieser Arbeit nicht behandelt werden sollen.
Desweiteren wurde eine zur Behauptung (%) dhnliche Aussage verwendet. Sei die Be-

hauptung (**) gegeben durch
My (T)

(xx) : Die Verteilung von

! ( M>(T)
M7 (0)M (T *
W unter dem Maf ;.

Das Maf} IP] lasst sich dabei auch definieren durch

beztiglich des Mafles PP5 ist gleich der Verteilung von

a0, M(T)M(0)
aF; " = M(T) M (0)

Fiir den letzten Teil des obigen Beweises scheint diese Behauptung entscheidend dafiir
zu sein, ob die Symmetrie von Carr im betrachteten Finanzmarktmodell gilt. Weiter sei
fiir den dividendenfreien Fall erwdahnt, dass MO ot gilt. Somit erhélt die Symmetrie

Mz(0)
die Form aus (51).

3.3 Die Symmetrie in einem vollstindigen Marktmodell

In diesem Abschnitt soll die Symmetrie von Carr in einer verallgemeinerten Situation
betrachtet werden. Die Vorgehensweise orientiert sich dabei wieder an den Ausfithrun-
gen in [14]. Hier wird jedoch ein allgemeineres Finanzmarktmodell betrachtet. Dem
neuen Marktmodell soll wieder ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P*) zugrunde lie-
gen. Das Modell habe den Handelszeitraum [0, 7] fir ein 7' < oo. Weiter soll der
Zufall im Marktmodell nun durch drei korrelierende Wiener-Prozesse W7, W3 und
Z* getrieben werden. Die Korrelation zwischen W} und W3 sei wieder beschrieben
durch (W}, Wy), = [ip(s) ds und auBerdem gelte (Z*, W) = [ip;(s) ds fiir i = 1, 2.
Dabei seinen p, p; und p, deterministische zeitabhangige Funktionen. Fiir den Handels-
zeitraum sei der Informationsverlauf in dem Modell beschrieben durch eine Filtration
(Fi)o<t<r, d. he, (Fi)o<t<r sei die von den drei Wiener-Prozessen erzeugte Filtration.
Die Zinsrate r(t) wird als progressiv messbarer Prozess beziiglich Z* angenommen,

sodass die Wertentwicklung des Geldmarktkontos gegeben ist durch

B(t) = exp (/Otr(s) ds) fir0 <t <T.

Insbesondere liegt dadurch nun ein stochastischer Verlauf der Zinsstrukturkurve vor.

Es wird angenommen, dass E* {%} < 00. Die Preisprozesse der beiden Aktien seien
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3.3 Die Symmetrie in einem vollstandigen Marktmodell

analog zum Semimartingalmodell aus Kapitel 1.1 bestimmt durch die stochastische

Differentialgleichung
dS;(t) = S;(t)((r(t) — 0;(¢))dt + o (t)dW/(¢)) mit Anfangswert S;(0) = s;

fir ¢ = 1,2 und 0 <t < T. Die Dividendenzahlungen werden innerhalb dieses Modells
als deterministische, zeitabhangige Funktionen vorausgesetzt. Damit das Modell voll-
standig bleibt, wird das Modell noch um einen 7-Bond B(t,T') als weiteres handelbares
Finanzgut erganzt. Der Begriff T-Bond bezeichnet hier ein Wertpapier, genauer eine
Nullkuponanleihe, welche im Zeitpunkt T eine Geldeinheit zahlt und sonst keinerlei

Zinszahlungen leistet. Der Preisprozess des T-Bonds sei dabei gegeben durch
dB(t,T) = B(t,T)(r(t)dt + op(t,T)dZ*(t)) mit einem Anfangswert B(0,T)

fiir 0 <t <T. Diese Differentialgleichung wird dann gelost durch

t

B(t,T) = B(0,T) exp (/0 r(s) — ;O‘%(S,T) ds + /OtUB(S,T) dZ*(s)) :

Durch die Ergidnzung des T-Bonds stimmt die Anzahl der handelbaren Finanzgiiter
mit der Anzahl der treibenden Wiener-Prozesse iiberein, wodurch das Modell voll-
standig ist. Das Mafl P* sei dabei bereits das eindeutige dquivalente Martingalmaf.
Weiter werden mit (M;(t))o<i<7 fur i = 1,2 die Forwardpreisprozesse der beiden Akti-
en bezeichnet. Bei einer konkreten Definition der Forwardpreise ist zu beachten, dass
Dividendenzahlungen der Aktien ebenfalls Auswirkungen auf den Forwardpreis haben.

So lassen sich in diesem Modell die Forwardpreise definieren durch

T
M;(t) == exp (—/ 3i(s) ds) firi=1, 2und 0 <t <T.
¢

Zu bemerken ist, dass aufgrund der stochastischen Zinsrate in diesem Modell das dqui-
valente Martingalmafl nicht mit dem Forwardmartingalmafl tibereinstimmt. Im Fall
des Black-Scholes-Modell waren diese beiden Mafle noch identisch, sodass die beiden
MaBe P} und P} wie in (52) definiert werden konnten. In diesem Modell mit stocha-
stischen Zinsen ist es jedoch notig diese beiden Mafle zu unterscheiden. Mit Hilfe des

T-Bondpreises lisst sich das Forwardmartingalmafl P7 zum Termin 7" definieren durch

i[;flft = ?Eézg)) exp (— /OTT(S) ds) = exp (/OtaB(s, T)dZ*(s) — ;/OtoB(s,T) ds)
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3.3 Die Symmetrie in einem vollstdndigen Marktmodell

fir 0 < t < T. Die Ubergangsdichte zum Forwardmartingalmafl stammt dabei aus
Kapitel 10 von [12]. Dort sind ebenfalls weitere Details zur Herleitung der Dichte

nachzulesen. Nach dem Satz von Girsanov sind
t
ZT(t) = Z*(1) —/UB(S,T)ds und W (1) == W (t /p, (s)os(s,T) ds
0

fiir i = 1, 2 Wiener Prozesse unter P. Fiir die Forwardpreise gilt dann

M;(t) = B(O T exp ( /OT 5i(s) ds) exp <; /Ot—aiz(s) +o%(s,T) ds
4 / $) aws(s) - [ ‘o5(s,T) dZ*(s))

— B(g, 7 exp ( /OT 5i(s) ds) exp </Otai(s) dWr(s) — /UtUB(s, T)dZ"(s)

; taz( ) — 2pi(s)oi(s)on(s, T) + (s, tds))

Da die Dividendenzahlungen als deterministisch vorausgesetzt sind, sind die Forward-
preise also tatsichlich Martingale unter P?. Vom Forwardmartingalmaf$ lisst sich der

Wechsel zu den beiden Aktienmartingalmafien P} und P5 beschreiben durch

AP 3 M;(T)
dPT 7T M(0)

fiir i = 1,2. (55)

In diesem Finanzmarktmodell soll nun eine erweiterte Version der Symmetrie von

Exchange-Optionen fiir endliche Stoppzeiten definiert werden.

Proposition 3.3.1. Sei 7 eine Stoppzeit mit 0 < 7 < T. Es heifit, dass die Symmetrie
von Carr fir T erfillt ist (im Folgenden mit SC, bezeichnet), falls eine der beiden
folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

(i) Die reguldr bedingte Verteilung von % gegeben F, unter Py ist gleich der

reqular bedingten Verteilung von % gegeben F, unter P7.
(ii) Fir jede nichtnegative Auszahlungsfunktion G = G(x,y), die positiv homogen
vom Grad 1 in beiden Variablen ist, gilt unter dem Forwardmartingalmafs die

Gleichheit

E'[G(M(T), Mz(T))|F;] = BT My(T'), My(T))|F7].

(iii) Fir jede nichtnegative Auszahlungsfunktion G = G(x,y), die positiv homogen

vom Grad 1 in beiden Variablen ist, gilt unter dem dquivalenten Martingalmafs
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3.3 Die Symmetrie in einem vollstandigen Marktmodell

die Gleichheit

ds M2(T>
Ml(T)

Mi(7)
M3 (7)

E* el 0 4 G(8,(T), So(T))|F,] = Er[e): 0 G 8, (T), (7)) | F.

Beweis: Hier soll zunichst die Aquivalenz der beiden Aussagen (i) und (i) gezeigt

werden. Die Aquivalenz von (ii) zu (i) ist dann im Anschluss schnell einzusehen.
Um die Aquivalenz von (i) und (ii) zu zeigen wird die zu (i) dquivalente Aussage (i)’
aufgestellt.

My(T)
Mo (T)

(7)' : Die reguldr bedingte Verteilung von
%ﬁgg; gegeben F. unter Pj.
Die Aquivalenz der beiden Aussagen (i) und (i)' folgt direkt aus der JF,-Messbarkeit

von M (1) und My(7). Zeige nun also (i)’ < (ii).

gegeben F. unter P; ist gleich der

regular bedingten Verteilung von

(1) = (i) :
Es gilt
B [6 (4 (7). Ma(T) ] = B D)6 (G0 1) 17
. M,y(T) M5(0) My(7
=¥ [Msz <M2<T> ’ 1) () ] 150)

— E; [G (%:g; 1) \fT] My(7)

(o (uriry 1)) 0

o o () i

_ ET mig;c; (%gg My(T), Ml(T)> |f71 (56)

Neben der Homogenitét von G wurde hier mehrfach verwendet, dass sowohl M;(0) als
auch M;(7) fiir i = 1,2 messbar sind beziiglich F,. Desweiteren konnte fir die Ma$-
wechsel die Formel von Bayes verwendet werden, da M;(T) fiir i« = 1,2 messbar ist
beziiglich Fr.

(i7) = (1) :

Die Riickrichtung folgt, da wegen (i) fiir jede positiv homogene Funktion G die Gleich-
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3.3 Die Symmetrie in einem vollstdndigen Marktmodell

heit

E; [G (Ml(T) 1> IFT] —E” [G (Ml(T) 1 MZ(T)IJ&] ]\AZ(O)

Mo (T)’ My(T)" ") Ma(0) (7)
— B [G (VAT M) 1]
2w [0 (M asiry, ) 17] 1
e[ L (M M(O) |7 | M)

M, (T)
M>(T)

gilt. Daher muss die regulér bedingte Verteilung von

Ma(T) M3 (1)
My (T)M3 (1)

dend ist hier unter anderem die lineare Homogenitat in beiden Variablen, da es somit

gegeben F. unter P; gleich
der regular bedingten Verteilung von gegeben F, unter P} sein. Entschei-
moglich ist einzelne Faktoren aus der Funktion herauszuziehen. Ansonsten wurden kei-
ne weiteren Eigenschaft an die Funktion G gefordert. Damit ist die Aquivalenz von (i)
und (1) gezeigt.

Aufgrund der F,-Messbarkeit von B(7,T) und wegen B(T,T) = 1 ist die Aussage (ii)

aquivalent dazu, dass die Gleichheit

B(r,T)
B(T,T)

B(r,T) My(T)
B(T,T) M(T)

G(M(T), My(T))| F,] = E| ) a7y, (7)) 7).

(57)

fir jede linear positiv homogene, nichtnegative Auszahlungsfunktion G gilt. Da S;(T") =
M;(T) ergibt sich aus (57) durch einen Mafwechsel zu P*(7) die gewiinschte Gleichung

ds M2<T>
M1 (T)

Mi(7)

* Tr(s) s Tk Tr(s)
E*[e)- " SG(S)(T), S5(T))|F,] = E*[el)- B0

O

Durch Teil (7i7) der Proposition erhilt man also eine Symmetrie von européischen
Optionspreisen. Mit G(z,y) = (x — y)* ergibt sich direkt die gewiinschte Symmetrie

fiir Exchange-Optionen.

Bemerkung. In Modellen ohne Dividendenzahlungen gilt fiir den Quotienten der For-

wardpreise %;gg = g;gg Diese Gleichheit ergibt sich direkt aus der Definition der For-

wardpreise. In dividendenfreien Finanzmarktmodellen kann die Symmetrie von Carr
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3.3 Die Symmetrie in einem vollstandigen Marktmodell

demnach direkt in Abhdngigkeit der Aktienpreise geschrieben werden. Im Fall der eu-

ropdischen Exchange-Option erhdlt sie beispielsweise die Form

el 0 (5,(1) - ST = B0 (s - D)) 17

Fiir das Black-Scholes Modell entspricht sie dann der bereits in (51) erwdhnten Form.

Im Folgenden soll die Symmetrie von Carr anhand eines Beispiels noch einmal

genauer beleuchtet werden.

3.3.1 Die Symmetrie von Carr im Vasicek-Modell

Als Beispiel soll nun die Symmetrie von Carr in einem Modell mit stochastischer Zins-
rate betrachtet werden. Dazu wird zu Beginn das Zinsstrukturmodell von Vasicek vor-
gestellt, wobei ausfiihrlich auf den Preis eines T-Bonds und das Forwardmartingal-
maf eingegangen werden soll. Das eigentliche Vasicek-Modell beinhaltet die Modellie-
rung der Short-Rate durch einen einzigen stochastischen Prozess. In diesem Abschnitt
soll das Vasicek-Modell dann um zwei Aktienpreise erginzt werden, sodass ein voll-
sténdiges Markmodell wie in Abschnitt 3.3 vorliegt. Die folgende Beschreibung des
Vasicek-Modells orientiert sich dabei an Abschnitt 5.1 aus [2]. Gegeben sei also ein Fi-
nanzmarktmodell, in dem die Zinsrate durch einen Vasicek-Prozess beschrieben wird.
Konkret wird dabei angenommen, dass die Zinskurve die stochastische Differentialglei-

chung
dr(t) = a(b—r(t))dt + 0,dZ*(t) mit Anfangsbedingung r(0) = r

erfilllt. Dadurch erhélt man dann den zusétzlichen zufallstreibenden Wiener-Prozess
Z*. Der Parameter o, > 0 stellt in der oben aufgefiihrten Differentialgleichung die
Volatilitat der Zinskurve dar. Durch b € R ist das sogenannte Long Term Mean Rever-
sion Level gegeben, d. h., die Zinskurve wird nach Ausbriichen immer wieder zu diesem
Wert zuriickgezogen. Dies ist daran gut zu erkennen, dass die Drift des Prozesses ihr
Vorzeichen wechselt, abhingig davon, ob b < r(t) oder b > r(t). Zuletzt wird durch
a > 0 die Geschwindigkeit angegeben, mit der der Prozess zu dem mean reversion level
zurlickkehrt. Der Prozess (7(t))o<t<r ldsst sich durch Lésen der Differentialgleichung

auch in expliziter Form angeben als

¢
r(t) =roe”™ +b(1 — e ™) + O'T/ e~ =) 4Z*(s).
0
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3.3 Die Symmetrie in einem vollstdndigen Marktmodell

Der Wert des Prozesses (7(t))o<t<r ist dann normalverteilt und es gilt

r(t) ~ N <r06_“t +b(1 — e ), o (1_222“)) : (58)

Das Resultat aus (58) soll an dieser Stelle nicht genauer begriindet werden. Es wird
jedoch ausfithrlich in Abschnitt 5.1.1 von [2] erlautert. Hier ist auch wieder gut zu
erkennen, dass (1(t))o<i<r fiir t — oo im Mittel das Mean Reversion Level annimmt.
Der Wertverlauf des Geldmarktkontos (3(t))o<t<r ldsst sich unter diesen Vorausset-
zungen definieren durch 5(t) := exp ( for(s) ds) . Dabei wurde $(0) = 1 angenommen.
Weiter seien in diesem Marktmodell die Preisprozesse von zwei Aktien, wie in einem
Black-Scholes-Modell, gegeben durch

dS;i(t) = r(t)dt — 6;dt + o;dW;(t) mit Anfangswert S;(0) = s;

fiir ¢ = 1, 2. Die Parameter ¢; und o; werden hier als konstant vorausgesetzt. Es sei je-
doch angemerkt, dass sich fiir die folgenden Resultate keine gravierenden Anderungen
ergeben, falls diese Parameter durch deterministische Funktionen ersetzt werden. Das
um die beiden Aktienpreisprozesse erweiterte Marktmodell stellt einen Spezialfall des
zu Beginn von Abschnitt 3.3 vorgestellten vollstandigen Modells dar. Ziel wird es sein,
zu zeigen, dass die Bedingung (i) aus Proposition 3.3.1 erfiillt ist und somit die Sym-
metrie von Carr in diesem Modell gilt. Auch hier wird angenommen, dass die Prozesse
Z*, Wi und W5 bereits Wiener-Prozesse beztiglich des dquivalenten Martingalmafles P*
sind, sodass die Dynamiken von (7(t))o<t<r, (S1(t))o<t<r und (S2(t))o<t<r unter dem
aquivalenten Martingalmafl bereits bekannt sind. Die Korrelation der Wiener-Prozesse
sei im Weiteren als konstant angenommen und gegeben durch (W}, W), = pt bzw.
(Z*, W) = pit fur i = 1, 2. Nutzt man das Geldmarktkonto als Numéraire, so kann
ein arbitragefreier Preisprozess der europiischen Exchange-Option bestimmt werden
durch

Via(S1 (1), Ss(t), T) = E* [exp (- / () ds> (S,(T) SQ(T))+|]-}1 |

Dazu lassen sich wieder die beiden Mafle P durch

dP? Si(t)

t * 1 2
P |7, = S, exp <— /0 r(s) + 0; ds) = exp (O’idWi (t) — 30 t)

definieren. Der Mafiwechsel zu P} kann dann als Wechsel des Numéraires vom Geld-

marktkonto zu (5;(t))o<i<r interpretiert werden. Fiir den Optionspreis ergibt sich dann
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analog zum Fall mit deterministischer Zinsrate

Vialroon, T) = B [exp (= [r(9) ) (5.(7) = su(D)"|

= s P @;Eg > 1) — spe 0P} (2% > 1) .

Um den Satz 3.3.1 in diesem Modell anzuwenden, soll auch hier das Forwardmartin-
galmafl betrachtet werden. Dazu ist zunachst der Preisprozess des T-Bonds genauer zu

untersuchen. Der Preisprozess (B(t,T'))o<t<r eines T-Bonds ist durch

B(t,T) := E* lexp (/fr(s)dsﬁ-})] (59)

gegeben. Hier ist noch einmal gut zu erkennen, dass im Falle deterministischer Zinsen
B(t,T) = exp ( j;T'r’(s)ds) gilt und somit die Wertentwicklungen von Nullkuponanleihe
und Geldmarktkonto iibereinstimmen. Im vorliegenden Vasicek-Modell ist dies nicht
der Fall. Es kann wieder angenommen werden, dass die Dynamik des T-Bonds von der

Form
dB(t,T) = B(t,T)(r(t)dt + op(t,T)dZ;)

ist. Im Folgenden ist dann nur noch die lokale Volatilitit op(t,7) genauer zu be-
stimmen. Aus der allgemeinen Literatur zum Vasicek-Modell ist bekannt, dass der

T-Bond-Preisprozess sich schreiben lasst als

B(t,T) = exp(a(t,T) — B(t,T)r(t)) mit B(t,T) = Cll(1 — emalT=))

o2
T):=||b—— T)—T+t)——pB*t,T)| fir0<t<T.
und «(t, T) ((b 2a2> (B(t,T) +t) 4aﬁ (t, )) ir 0 <t <
Diese Darstellung folgt aus der genaueren Berechnung des Erwartungswertes in (59)
und soll hier nicht nachgewiesen werden. Ihre Herleitung ist jedoch im Beweis von Satz
5.10 in [2] nachzulesen. Die folgende Berechnung der Dynamik von B(¢,T) orientiert
sich an der Argumentation in [4]. Mit Hilfe der neuen Darstellung lasst sich B(¢,T')

als Funktion in Abhangigkeit von der Zeit und der Zinsrate auffassen. Setzt man dazu
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F(t,r(t)) :=exp(a(t,T) — B(t, T)r(t)), so liefert die It6-Formel

1
dF(t,r(t)) = O.F(t,r(t))dt + 0, F(t,r(t))dr(t) + 583F(t, r(t))d(r),
1
+ 552(75, T)F(t,r(t)d(r),. (60)
Hier bezeichnet ay(t,T') bzw. B,(t,T) die jeweilige Ableitung nach der Zeitkomponen-
te. Ersetzt man nun in (60) die Funktion F' wieder durch B(t,7T) und beachtet die
Definition von (7(t))o<t<r, so ergibt sich daraus
1
= B(t, T)o,dZ” (1)) + B(t, T)(55°(t, T)oydt))
1

— B(t, T)o,.dZ*(t)).
Wie bereits erwidhnt vereinfacht sich der Driftterm in den eckigen Klammern zu r(t), da
der diskontierte Preisprozess ein P*-Martingal ist. Alternativ liele sich dies auch mit

Hilfe der konkreten Definitionen von «(t,7T") und S(¢,7') nachrechnen. Die Dynamik
des T-Bonds ist dadurch dann gegeben als

dB(t,T) = B(t,T)(r(t)dt — B(t, T)o,dZ*(1)).
Bei einem Anfangswert von B(0,7) ergibt sich
B(t,T) = B(0,T) exp ( /0 r(s) ds — ;ﬂQ(t,T)aft - 5(15,:/7)07,2*(15)) .

Mit Hilfe dieser Darstellung lisst sich dann auch das Forwardmartingalmafl P7 defi-

nieren durch

dPT BT r
—F = d — d firo<t<T.
dP* ’]:t B(O, T) exp ( /0 T(S) S) ur — v =

Dann ist nach dem Satz von Girsanov der Prozess Z7(t) := Z*(t) + B(t,T)o,t ein
Wiener Prozess unter dem Forwardmartingalmaf. AuBlerdem erhélt man durch die
Definition W := W + p;8(t,T)o,t fiir i = 1, 2 zwei weitere P7-Wiener-Prozesse.

Dadurch kénnen nun samtliche Dynamiken auch beziiglich des Mafies P7 dargestellt
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werden. Der Forwardpreis der i-ten Aktie ldsst sich dann explizit angeben als

Si(t) ; .
(f) = —5,(T — <t< 1,2
M;(t) T exp(=6;(T'—t)) fir0<t<Tundi=12

Insbesondere gilt dabei natiirlich M;(T) = S;(T). Fir (M;(t))o<t<r gilt auferdem

M;(t)
_osme (_102H L2 To2t + 0, dWH (1) + B(t, T)o Z*(t))
e B(O’T) p 2 1 2 ) r 7 7 ) r

1 1
= M;(0)exp (— §Ui2t + §B2(t, T)ot + o, dW(t) — piosB(t, T)o,t

+ B(t, T)o, Z27(t) — 5, T)agt)

— M0 exp ( Lo = LTI — BT+ AW (D) + A T>a,.zT<t>>.

Mit anderen Worten kann die Dynamik von M;(t) unter P geschrieben werden als
dM;(t) = M;(t)(o:dW () + B(t, T)o,.dZT (1)) (61)

und M;(t) ist wie gewiinscht ein Martingal unter dem Forwardmartingalmaf. Da nun
die Forwardpreise definiert sind, kann genauer auf die Symmetrie von Carr eingegangen
werden. Dazu soll wieder gezeigt werden, dass die regular bedingte Verteilung von
My () My (T) i ; 5 : ; M, (1) M3 (T)
M (L) nter P5(7) gleich der reguliar bedingten Verteilung von YAGITNG)
P#(7) ist. Damit wéare Teil (7) von Proposition 3.3.1 erfiillt. Dabei bezeichnet P} (7) die

regulir bedingte Verteilung unter F, fiir eine Stoppzeit 7. Die Aktienmartingalmafle

unter

P} und IP; lassen sich dann definieren durch

dPT 7T AL (0)

Vergleicht man dies mit (55), so konnten dort die beiden Mafle bereits auf gleiche Weise
definiert werden. Dabei ist zu bemerken, dass in dem Fall die MaBe P* und P” identisch

waren. Nach dem Satz von Girsanov ergeben sich wieder Wiener-Prozesse beztiglich P}
durch

ZHt) =WT(t) — B(t, T)o,t — proyt = Z*(t) — proyt
Wi () =W t) — pBt, T)ot — oyt = Wi(t) — ot
Wi, (t) :=W](t) — paB(t, Tt — port = Wi (t) — poit. (62)
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Dabei ist auf die Korrelation der Prozesse miteinander zu achten. Auf entsprechende

Weise ergeben sich unter P; die Wiener-Prozesse

Z2(t) :=Z"(t) — B(t, T)o,t — paoat = Z*(t) — paoat
Wiy(t) =Wy (t) = pB(t, T)oyt — post = W (t) — post
Wi, (t) :=W](t) — paB(t, T)o,t — oot = Wi (t) — oot (63)

Sei eine Stoppzeit 7 € [0,7T] gegeben. Die Idee zum Nachweis der Behauptung aus

% unter P5(7) die gleiche

% unter P;(7). Dazu wird das

unter P bestimmt. Nutzt man dazu (61), so

Satz 3.3.1 (i) besteht erneut darin, zu zeigen, dass

stochastische Differentialgleichung erfillt wie
; ; ; My(7) My (T)
stochastische Differential von 37 G ' @)

liefert die Ito-Formel

G Ma(T) M (1)
My (1) M(t)
B Mﬁﬂ(t)wﬁ) 3 8%((2 dMa (1)
e S
- %ﬁg;]\]\gg (B(t,T)o,dZ" (t) + o1 dW] (1))
RV
N %ﬁ%%ﬁ; (B2(t, T)o2dt + pooaB(t, T)o,dt + pro B(t, T)oydt + porioadt)
i %E%Eg (B°(t, T)ovdt + 2p2025(t, T)odt + o3dt)
= %ﬁg;ﬂj\zgg (o1 dWT (t) — a2d W (t)
+ p202(t, T)odt — provB(t, T)oydt — poroadt + o3dt).

Unter Verwendung der in (63) definierten Wiener-Prozesse ergibt sich daraus

My(m)Mi(t) — Ma(m)M(t) ) )
dMl(T)MQ(t) S YAESEYAD) (o1 dW75(t) + ployfo,.dt + poroadt — ood Wy (1)

— paoafBo,dt — a5dt + paoafo,dt — proyBo,.dt — poioadt + o5dt)
MQ(T)Ml (t)

- W@dwya — o dW (1)) (64)
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M (1) Ma(t)

Durch Vertauschen der Indizes erhélt man entsprechend auch die Dynamik von N (1), (1)

unter P1 als

My(r)Ms(t) _ Mi(7)Mi(t)

My(T)My(t)  My(7)M,(t)
— ,00'10'2dt + U%dt)

d (oodWJ () — o1 dW(t) + proyBo,dt — paoafo,dt

Hier kénnen die Wiener-Prozesse aus (62) genutzt werden, sodass sich

Mi(T)Ma(t) — Ma(m)Ms(2) . .
dMQ(T)Ml 0~ LML) (oodW3, (t) + p209fo,.dt + poyoadt — o1 dW/ (1)

— pro1fo,dt — a%dt + pro1Bo,dt — poosBr.odt — poyoadt + a%dt)
M (7)Ma(t)

= m(02dwik1(t) - Uldel(t»

ergibt. Setzt man dann
ng(t) = _W2*1(t> und WH(t) = —Wl*l(t),

so erhélt man die Differetialgleichung

Mi(T)Ma(t) — Mi(7)Ms(?) . ol
ChLne) ~ M) W) —oxdWa(D). (65)

Der Vergleich von (64) und (65) zeigt nun, dass beide Prozesse beziiglich der jeweiligen
MafBe dieselbe stochastische Differentialgleichung erfiillen. Dadurch ist die Symmetrie

von Carr nach Proposition 3.3.1 ebenfalls im Vasicek-Modell giiltig.

3.3.2 Ein hinreichendes Kriterium fiir die Symmetrie

Abschlieflend soll in diesem Abschnitt noch ein hinreichendes Kriterium erarbeitet wer-
den, mit dem die Giiltigkeit der SC; fiir das vollstandige Finanzmarktmodell aus Kapi-
tel 3.3 nachgewiesen werden kann. Auch hier orientieren sich die Ausfithrungen wieder

n [14]. Sei 7 im Folgenden eine Stoppzeit mit 7 < ¢ < T und bezeichne mit P* wie-
der die regulér bedingte Verteilung gegeben F.. Bei einem Anfangswert S;(7) sind die

Aktienpreisprozesse gegeben durch

o2 ds) . (66)

Si(t) = Si(1) exp (/Ttr(s) —6i(s) ds + /TtO'i AW (s) — ; T

Die Funktion o; ist dabei ein eindimensionaler, previsibler Prozess mit [~ ¢? ds < oo.

Sie beschreibt erneut die lokale Volatilitdt der i-ten Aktie. Hier sei angemerkt, dass
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die Argumente, von denen der Funktionswert von o; abhéngt, zunéchst vernachléssigt
werden. Erst zu einem spéateren Zeitpunkt wird sich dann zeigen, dass die Giltigkeit
der SC fiir eine Stoppzeit 7 <t < T genau von diesen Argumenten abhangt, sodass
dann genauer darauf eingegangen wird. Die Forwardpreise der beiden Aktien lassen

sich hier wieder definieren durch

, T
M;(t) = — exp (—/ 3i(s) ds) firi=1,2und 0 <t <T.
t

Auch der Mafiwechsel zum Forwardmartingalmafl kann hier wieder angegeben werden
durch

dpT B, T T ‘ g

@bﬂ = B((O,T))eXp (—/0 r(s) ds) = exp </0 op(s,T)dZ*(s) — 5/0 op(s,T) ds>

fir 0 <t <T. Es wurde bereits gezeigt, dass (M;(t))o<i<r unter P die Dynamik
dM;(t) = M;(t)(o:dW] (t) — opd Z7 (1)) (67)

besitzt. Um eine Aussage iiber die Giiltigkeit der SC; machen zu kénnen soll die
Bedingung aus Proposition 3.3.1 () genutzt werden. Das heifit, die in dieser Proposition

genannten regular bedingten Verteilungen miissen genauer bestimmt werden. Im ersten

Schritt wird dazu die Dynamik von (%; Eg) _ o Deziiglich PT berechnet. Aus (67) folgt
mit Hilfe der 1t6-Formel o
M (1) 1 M (1) 1 M (1)
d = dM;(t) — Ms(t) — d(M, M. ———d(M.
My (t
= M;Eti (UldeF(t) — oodW (1) — o109p(t)dt + o2dt
+ oyoppr(t)dt — agaBp(t)dt). (68)

Der Prozess (X;),<i<7 soll durch

. M (t) Ms(T)
x-S )

definiert werden. Dann ist die Aussage aus Proposition 3.3.1 (i) dquivalent dazu, dass
die regular bedingte Verteilung von (X;),<;<7 gegeben F,. unter P} gleich der regu-

ldr bedingten Verteilung von (—X;),<;<r gegeben F, unter Pj ist. Die Dynamik von
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(X1)r<i< beziiglich PT lisst sich mit Hilfe der Itd-Formel und (68) herleiten durch

CMOMi(r) M) Mi(t) 1 M2t) /M,
W= Lot o) Yane 2 R d<Mg>t

= - AW () — oodW] (t) — Adt + o2dt Nt
Ml(t) M2<t> (Ul 1 ( ) 02 2 ( ) ‘71(72,0( ) + b + ‘7103,01( )

L M3(t)  ME(t)
2ME(1) M3(h)

1 1
= o dW] (t) — ood W (t) — §det + §U§dt + oy0pp1(t)dt — oopp(t)dt.

— JQUBpQ(t)dt) - (det — 20109p(t)dt + U;dt)

Bezeichne im Folgenden Pf(7) die reguldr bedingte Verteilung gegeben F.. Genauer
lasst sich das Mafl Pf(7) wieder definieren durch

dP;(7) M;(t)
i VAes

Beriicksichtigt man die Korrelationen, so lassen sich unter P(7) nach dem Satz von

Girsanov die Wiener-Prozesse

Wi(t) == W (t) +/,0, UBds—/azds

und W(t) :== W](t) + /T pi(s)op ds — /T oip(s) ds

fir 7,7 = 1,2 definieren. Unter Verwendung dieser Wiener-Prozesse kann dann die
Dynamik von (X;).<t<r beztiglich P5(7) ausgedriikt werden.
Es gilt
1
dX, = o dW{(t) — oodWy (t) — —oidt + 502 2dt + oyopp: (t)dt — oeopp(t)dt
= o1dW5(t) + o109dt — alaBpl( VAt — oodW,(t) — a3 p(t)dt + oaoppy(t)dt

1
o?dt + §agdt + o1opp1(t)dt — ogopp(t)dt

1
= 01 dW/,(t) — o2dWay(t) — §det + o109p(t)dt — 702dt (70)

Entsprechend lésst sich auch die Dynamik von (—X),<;<r mit Hilfe von Wiener-
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Prozessen beziiglich P%(7) ausdriicken als

d(—X,) = —dX; = — o dWT(t) + oodW (1) + aldt agdt

2 2

— oyopp1(t)dt + oopp(t)dt
= — o dW (t) + oroppi (t)dt — oip(t)dt
+ 02dW2*1 t) — 0203p2(t>dt + Jlggp(t)dt

1
+ 201dt iagdt — oyopp1(t)dt + ogopp(t)dt

= — o dW7(t) + oodW5 () — ;ofdt + o109p(t)dt — fa2dt. (71)
Definiert man
W:l(t) = —Wii(t) und W;(t) = —Ws(t),
so sind dies ebenfalls P} (7)-Wiener-Prozesse und es folgt mit (71)
d(=X;) = o1 dW 7, (1) — 02dW5, (1) — ;det + oy09p(t)dt — fazdt (72)

Vergleicht man (70) mit (72), so féllt auf, dass unter gewissen Bedingungen an die
lokalen Volatilitatsfunktionen (X;),<;<r beztglich P5(7) dieselbe stochastische Diffe-
rentialgleichung erfillt, wie (—X;),<i<r beziiglich Pj(7). An dieser Stelle kann nun
gezielt auf die Argumente, von denen die Werte der Volatilitatsfunktionen oy und o9
abhéngig sind, eingegangen werden. Der nachstehende Satz soll dabei das Ergebnis
festhalten.

Satz 3.3.2. (Hinreichendes Kriterium zur Giltigkeit der SC;)

Gegeben sei das vollstindige Finanzmarktmodell aus Kapitel 3.53. Die lokalen Volatili-
tatsfunktionen oq (Slgtg,t) (gégg,t) seien in dem Modell als abhdngig vom Quoti-
enten der Aktienpreise und von der Zeit vorausgesetzt, d. h. o; : [0,T] x (0,00) — R.

Es wird angenommen, dass die Differentialgleichung

dXt - 51 (Xt, )dW1 (t) - 62<Xt, t)dWQ(t)
_ Lo
2

(X0 0+ 71 (X 07X (1)t — S8 (X )t (73)

schwach eindeutig ist fir = < t < T mit 5;(X,t) := o; (g;gg,t), wobei der Prozess

(Xt)r<t<r definiert ist wie in (69). Erfillen die Volatilitatsfunktionen die Bedingung
61'(Xt, t) = 6i<—Xt,t), fUT’l = 1, 2, (74)
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so gilt die SC.

Beweis: Der wesentliche Teil dieses Beweises liegt bereits vor. Seien die Volatilitéts-
funktionen &, und 7, gerade in Xy, d. h., (74) sei erfiillt. In diesem Fall erfilllt (X3),<;<r
beziiglich IP5(7) die gleiche stochastische Differentialgleichug wie (—X}),<:<r beziiglich
Pi(7). Dies sieht man, wie bereits erwéhnt, beim Vergleichen von (70) und (72). Da die
stochastische Differentialgleichung (73) als schwach eindeutig vorausgesetzt ist, muss
die regular bedingte Verteilung von X; gegeben F; beziiglich P; mit der regular be-
dingten Verteilung von —X, gegeben F; beziiglich P} iibereinstimmen. Aufgrund der
Definition von (X;) << ist diese Aussage dquivalent zur Aussage aus Proposition 3.3.1
(i). Dadurch gilt die SC; in diesem Modell. O

An dieser Stelle sollen noch einige Anmerkungen tiber die Giiltigkeit der Symmetrie
von Exchange-Optionen gemacht werden. Soll im Modell die Volatilitdt der Aktien-
preise lokal von den Aktienpreisen selbst abhéngen, so werden im vorherigen Satz sehr
einschrinkende Bedingungen an diese Abhéngigkeit gestellt, damit die SC, in dem
Finanzmarktmodell gilt. Diese Einschriankungen sind notwendig, da die Symmetrie im
allgemeinen vollstandigen Marktmodell nicht immer gilt. Um dies herauszustellen kann
beispielsweise ein Modell betrachtet werden, in dem die Volatilitat der i-ten Aktie nur
vom Preis der i-ten Aktie selbst, nicht aber vom Quotienten beider Preise abhéngt.
Genauer seien also die beiden Volatilitdten von der Form o; := 0;(S;(t)) := 7;(M;(t))
fir « = 1,2. Die Symmetrie kann im Allgemeinen in solchen Modellen nicht gelten,
da die Forwardpreise (M;(t));<i<r der Aktien beziiglich der Mafie Pi(7) und P3(7)
unterschiedliche Verteilungen besitzen. Konkret bedeutet dies, dass zum Beispiel der

Forwardpreis der ersten Aktie beziiglich P;(7) die Dynamik
dM, (t) = My ()(a1 (M () AWy () + 77 (M (1)) dt)

aufweist. Beschreibt man aber andererseits die Dynamik unter Verwendung von P3(7)-

Wiener-Prozessen, so gilt
dMy(t) = My(t) (a1 (M (t))dWiy(E) + a1 (Mi(t))oa(Ma(t))p(t)dt).

Aus diesem Grund stimmt dann allgemein die Verteilung von X; unter P3(7) auch
nicht mit der Verteilung von —X; unter Pj(7) tiberein. Eine bedeutende Folgerung
aus dem vorherigen Satz ist, dass die Symmetrie von Carr in vollstandigen Modellen
mit deterministischen, zeitabhangigen Koeffizienten gilt. Das deterministische Modell
stellt einen Spezialfall der im Satz 3.3.2 betrachteten Situation dar, da die Volatilitat

hier unabhéngig von den Aktienpreisen ist. Insbesondere folgt damit natiirlich auch die
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bereits gezeigte Anwendbarkeit der Symmetrie von Carr im Black-Scholes-Modell und
im Vasicek-Modell.

3.4 Barriere-Optionen

In diesem Abschnitt soll erarbeitet werden, inwiefern sich die Symmetrie fiir Exchange-
Optionen zur Bewertung und zum Hedgen von Barriere-Optionen eignet. Die folgenden
Ausfithrungen und Beispiele aus dem gesamten Abschnitt stammen dabei aus Kapitel
3 von [14] und wurden entsprechend fiir den zweidimensionalen Fall abgeandert. Ziel
ist es hier, eine mogliche Anwendung der in den vorherigen Abschnitten erarbeiteten
Symmetrie von Carr zu zeigen. Barriere-Optionen lassen sich den exotischen Optionen
zuordnen und werden somit hauptsachlich aulerborslich gehandelt. Genauer gesagt,
zédhlen Barriere-Optionen zu den pfadabhéngigen Optionen, d. h., dass die Auszahlung
der Option nicht nur vom Aktienkurs zur Maturitit abhéngt, sondern von seinen histo-
rischen Werten. Dadurch geht die Markoveigenschaft der Auszahlungsfunktion verloren.
Die Abhéngigkeit der Auszahlung vom gesamten Aktienkursverlauf bis zur Maturitét
kann die Bewertung einer solchen Option deutlich erschweren. Die Pfadabhéngigkeit
bei Barriere-Optionen besteht darin, dass fiir die Auszahlung von Bedeutung ist, ob
der Aktienkurs wéahrend der Laufzeit eine gewisse Schwelle tiber- oder unterschreitet.
Unterschieden wird dabei zwischen sogenannten Knock-In- und Knock-Out-Optionen.
Eine Knock-In-Option liefert keine Auszahlung und ist somit wertlos, falls der Akti-
enkurs des Underlyings die besagte Schwelle innerhalb der Laufzeit nicht erreicht. Im
Gegensatz dazu liefert eine Knock-Out-Option keine Auszahlung, sobald die Schwel-
le iiber- oder unterschritten wird. Dadurch lédsst sich die Auszahlungsfunktion einer
Barriere-Option zusammensetzen aus der Auszahlungsfunktion G einer iirsprunglichen
barrierefreien Option und einer Indikatorfunktion eines Ereignisses A, welches die Aus-
zahlungsanderung bei Erreichen der Barriere widerspiegelt. Die Auszahlungsfunktion
eines Down-And-Out-Calls auf eine Aktie S := (S(t))o<t<r mit Strike K , Maturitét
T und Barriere H < K ist, z. B., gegeben durch (S(7') — K)"14, wobei A in diesem
Fall das Ereignis {S(t) > H fiir alle 0 < ¢ < T} darstellt. Ublicherweise wird bei Over-
The-Counter Geschéften mit Barriere-Optionen auf Call- oder Put-Optionen gehandelt.
Mochte ein Anleger beispielsweise auf einen Kursanstieg eines bestimmten Underlyings
setzen, so kann eine Barriere-Option gegentiber Plain-Vanilla-Optionen gewisse Vorteile
bieten. Bei einem zu erwartenden Kursanstieg hat ein Down-And-Out-Call den Vorteil,
dass er giinstiger zu erwerben ist als ein Plain-Vanilla-Call auf dasselbe Underlying.
Wird die Barriere innerhalb der Laufzeit nicht unterschritten, liefern beide Optionen
dieselbe Auszahlung, wodurch der Call mit Barriere eine hohere Rendite besitzt. Auf

der andere Seite ist das Handeln mit der Knock-Out-Barriere-Option immer mit dem
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Risiko verbunden, dass die Barriere erreicht wird und die Investition somit keine Aus-
zahlung liefert. Das Prinzip der Barriere-Optionen soll in diesem Kapitel nun auch auf
bestimmte Optionen ausgeweitet werden, deren Auszahlung von zwei Aktienpreisen
abhéngig ist. Dabei soll der Fokus insbesondere wieder auf der europaischen Exchange-
Option liegen. Um spéter die Symmetrie von Carr zum Hedgen nutzen zu koénnen,
sollten an dieser Stelle einige Einschrankungen vorgenommen werden. Als Erstes wird
im Folgenden angenommen, dass die SC fiir Stoppzeiten 0 < 7 < T gilt, damit die
Symmetrie tiberhaupt angewandt werden kann. Weiter bezeichne G = G(z,y) in die-
sem Kapitel stets eine nicht-negative Auszahlungsfunktion in Abhéngigkeit von zwei
Variablen. Auflerdem wird gefordet, dass GG positiv-homogen vom Grad 1 in beiden
Variablen ist, damit Bedingung (i) aus Proposition 3.3.1 gilt. Vorerst ist aber noch zu
klaren, welche Barriereereignisse in diesem zweidimensionalen Fall betrachtet werden
sollten. Dieses Problem ergibt sich, da die Barrieren fiir gewohnlich nur von einem Un-
derlying abhéngen, jedoch in diesem Fall zwei Aktienpreise zugrunde liegen. Durch die
Beobachtungen aus den vorherigen Kapiteln ist bekannt, dass der Wert der Exchange-
Option in starkem Zusammenhang mit dem Quotienten der beiden Aktienpreise steht.
Aus diesem Grund scheint die Betrachtung von Barrieren sinnvoll, die ebenfalls vom

Wert des Quotienten der Aktienpreise abhéngen. Genauer werden im Folgenden nur
M (t)
Mz(t)

sich zeigen, dass bei Optionen mit Barrieren von dieser Form die Symmetrie von Carr

Barrieren betrachtet die vom Quotienten der Forwardpreise abhangen. Hier wird
zum Hedgen verwendet werden kann. Anhand eines Beispiels soll nun erlautert werden,
inwiefern die Symmetrie von Carr genutzt werden kann um eine Exchange-Option mit
Barriere zu replizieren. Am einfachsten lédsst sich die Idee einer solchen Hedgingstrate-
gie am Beispiel von Down-And-In-Optionen erkennen. Betrachte dazu eine Knock-In-
Exchange-Option auf die Underlyings M; und Ms, welche erst aktiviert wird, falls der
%;—8 eine Barriere H mit H < 1 und H < %;—ggg unterschreitet. Die Laufzeit
der Option sei T. Setzt man inf () = oo, so lasst sich fir diesen Claim der Zeitpunkt 7

Prozess

definieren, in dem die Barriere zum ersten Mal unterschritten wird, durch

Ty = inf{0 <t <T: M) H}.

My(t) —

Dabei ist zu beachten, dass %;8 = 28 exp (ftT(Sg(s) — 1(9) ds) . Lasst man die Bar-

riere vom Quotienten der Forwardpreise abhdngen, so handelt es sich genauer betrach-

tet um eine Barriere, die sich im Laufe der Zeit verschiebt. In dividendenfreien Model-

Mi(t) _ Si(t)
Ma(t) — Sa(t)’

re als konstant angesehen werden kann. Die Auszahlungsfunktion der Down-And-In-
Exchange-Option ist dann gegeben durch (M;(T) — My(T))* 17, <ry. Um die Option

sodass in diesen Féallen die Barrie-

len gilt jedoch, wie bereits bemerkt,

91



3.4 Barriere-Optionen

hedgen zu konnen, wird eine Handelsstrategie mit einem Anfangsportfolio gesucht, wel-
ches im Zeitpunkt 75 kostenfrei gegen eine gewohnliche Exchange-Option mit gleicher
Maturitdt eingetauscht werden kann. Dies soll aber nur der Fall sein, falls 7y < T.
Ansonsten soll das Portfolio zum Laufzeitende wertlos verfallen. Findet sich ein solches
Portfolio, so liele sich der Knock-In-Claim mit dieser Strategie replizieren. Der Wert
entspriche dann genau dem Anfangspreis des Hedges. Ist 7 < T, so gilt im Zeitpunkt

7y nach Voraussetzung die SC;,,. Es folgt

MQ(TH)
Ml(TH)

M3 (1)
M3 (i)

E*[(M\(T) — Ma(T)) " | Fry ] = E*[( My(T) — My(T)) " | Fry ).

Da die Pfade der Forwardpreisprozesse als rechtsseitig stetig vorausgesetzt waren, gilt

%;E:Z ; = H. Als Strategie zur Replikation der Knock-In-Option ergibt sich nun folgende
Moglichkeit:

Im Zeitpunkt ¢ = 0 kauft man % Exchange-Optionen mit Laufzeit T, die jeweils eine
Ausahlung von (H*M,(T) — M;(T))* haben. Nun gibt es zwei Ereignisse, die eintreffen
konnten.

1.Fall : Die Barriere wird innerhalb der Laufzeit unterschritten (74 < 7) :

In diesem Fall wird das Anfangsportfolio im Zeitpunkt 745 gegen eine gewdhnliche
Exchange-Option mit Auszahlung (M, (T) — My(T'))" getauscht. Dies ist aufgrund der
S, kostenfrei moglich. Zu jedem anderen Zeitpunkt bleibt das Portfolio in seiner
Zusammensetzung unveréindert.

2.Fall : Die Barriere wird innerhalb der Laufzeit nicht unterschritten (g > T) :

In diesem Fall wird das Anfangsportfolio iiber die gesamte Laufzeit hinweg unveréndert

gehalten. Nach dieser Voraussetzung gilt dann H < %;gg und H < 1. Dadurch gilt fiir

die Auszahlung im Zeitpunkt 7'

(I M(T) = My(T))* < - (HM(T) — My(T))*" < 2 (My(T) = My(T))* =0,
Die Auszahlung der Exchange-Option mit Down-And-In-Barriere lasst sich also repli-
zieren und der Wert dieses Claims in ¢t = 0 entspricht dann genau dem Preis des Hed-
geportfolios. Das Besondere an diesem Hedge ist, dass die Portfoliozusammensetzung
innerhalb der Laufzeit hochstens einmal verandert wird und dadurch Transaktionen
eingespart werden. Einen solchen Hedge bezeichnet man als semistatisch. Es ist jedoch
zu beriicksichtigen, dass in diesem Beispiel einige wichtige Voraussetzungen erfiillt sein
mussten, damit der Hedge funktioniert. Offensichtlich sind einerseits die Giiltigkeit der

SC., und die rechtsseitige Stetigkeit der Pfade von grofler Relevanz. Andererseits ist

M, (T)
M>(T)

kann das Portfolio im Fall 7; < T noch einen positiven Restwert behalten und man hat

die Voraussetzung H < 1 bedeutsam. Lasst man auch Barrieren 1 < H < ZU, SO
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nur eine Superreplikation des Claims gefunden. Auflerdem miissen die fiir den Hedge
notwendigen Claims auf dem Markt verfiigbar sein. Der néachste Satz soll die Strategie
zum Hedgen von Knock-In-Claims auf zwei Underlyings allgemeiner formulieren. Hier

werden nun auch Barrienen H > 1 zugelassen.

Satz 3.4.1. (Hedgen von Knock-In-Claims)

Seien My = (My(t))o<i<r und My = (Msy(t))o<i<r positive Martingale beziiglich
P*. Weiter sei G(My(T), Ma(T))1(r, <1y die Auszahlung eines europdischen Claims
mit Laufzeit T. Dabei ist Ty = inf{0 < t < T : Mi(t) nH} mit inf() = oo

USYAD)
fir ein 0 < H # %;Eg; und n = sgn(H — %;Egg) Fiir den Fall Ty < T gelte
%;E:g; = H. Die Funktion G sei nichtnegativ und positiv homogen vom Grad 1 mit

EX[G(M(T),G(My(T)))] < oo. Gilt nun die SCrj a7, so ist der Wert des Claims gege-

ben durch

E*[G(M(T), Ma(T)1 {ry<1y]
1
{n%;—g;znff}] H

= E*[G(M:(T), Ma(T))1 E*[G(HQMz(T)=M1(T>)]1

Mq(T) .
{n ]y];(:r) ZnH}]

Dieser Satz soll im Folgenden bewiesen werden, indem eine Moglichkeit erldutert
wird, den Claim durch eine semistatische Strategie zu replizieren. Dabei wird angenom-

men, dass die fiir die Replikation notwendigen Claims ebenfalls auf dem Finanzmarkt
handelbar sind.

Beweis: Im Zeitpunkt 0 wird ein Claim F' := F(M,(T"), M3(T")) mit der Auszahlung

1
My (T) + —G(H*My(T), M, (T))1

G(MI(T)7MQ(T))]I{UJ\/IQ(T)Z??H} H

My (T)
ey

>nH}

gekauft. Falls 7y < T, so soll F' in 7y kostenfrei gegen den Claim mit Auszahlung
G(M,(T), M5(T)) eingetauscht werden konnen. Fiir den Fall 7y > T soll F' im Zeit-
punkt T" wertlos verfallen. Bis auf den moglichen Tausch, falls die Barriere vor T erreicht
wird, soll das Portfolio unverdndert gehalten werden. Der Claim F muss demnach die
folgenden beiden Eigenschaften erfiillen:

(i) E'[F(My(T), My(T))|F, ] = E*[G(M(T), My(T))| 7y, ), falls 751 < T

(ii) F(My(T), M2(T)) =0, falls 7y > T.

Zu (i) : Diese Eigenschaft muss gelten, da die Claims in 7 kostenfrei getauscht werden

93



3.4 Barriere-Optionen

sollen. Es gilt

_EG0n(T > AT Fr L) + ETCORT), Ma(THL ey ]

" Ny (T)

= B (GOAT), MaD)|Fr s ) + EIGONT), Ma(T))L sy | Frgna]

N Iy (T)
= E*[G(M(T), Ma(T))| Fry {Ml(T)> H}]

—|—E*[M2(TH/\T) M12(TH/\T)
Ml(TH/\T) M22(TH/\T)

Mo(T), Mi(T)L seoynrnen o [Frant]

{nMg(THAT)Ml(T) nH}

= B [GOL(T) Ma(T)Fr Lo

My(7w) ., M;(Th)
4 G My(T), My(T)L s |Frw
[Ml(TH) (M22<TH> 2( ) 1( )) W . }| ]
= B (GOA(T), My(T)I P s )
* 1 2
+E T GUPMLAT). MTIL o)
* * 1
= B (GMT), MalT) oy L e ]+ B GUPM(T), My (T i o)

= E*[F(M:i(T), Ma(T))|Fr.],

falls 7y < T'. Bei der dritten Umformung wurde hier angewandt, dass die SC,, rr nach
Voraussetzung gilt. Damit ist () erfillt.

Zu (i7) : F muss diese Eigenschaft erfiillen, da der Knock-In Claim ebenfalls wertlos ist,
falls die Barriere innerhalb der Laufzeit nicht erreicht ist. Falls 7y > T, so folgt fiir alle
t € [0,T], dass 77]\]\28 < nH. Dies gilt insbesondere fiir den Zeitpunkt 7" selbst. Ebenso
gilt F(My(T),M2(T)) = 0, da die Indikatorfunktionen in der Definition von F den

Wert 0 annehmen. Dadurch ist ebenfalls erfiillt (i4) und die Behauptung gezeigt. [

Durch dieses Ergebnis erhalt man automatisch auch eine Bewertung und eine Hed-
gingstrategie fiir Knock-Out-Optionen. Dies ist der Fall, da eine Knock-In- und ei-
ne Knock-Out-Option mit gleicher Barriere zusammen immer die gleiche Auszahlung
liefern wie dieselbe barrierefreie Option. Die folgende Bemerkung gibt das konkrete

Ergebnis an.

Bemerkung. (Hedgen von Knock-Out-Claims)

Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen aus Satz 3.4.1 ergibt sich der Wert einer
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europdischen Option mit Auszahlung G(M,(T), My(T)) 1, <1y als

E*G(M(T), My(T)) L (g <]

* 1 *
= E[GOL(T), Mo oscry ] = B [G(H?M,(T), MUAT)L iy )

Beweis: Fir den Hedge kauft man eine barrierefreie Option mit der Auszahlung
G(M(T), My(T)) und verkauft eine Knock-In-Option mit der Barriere H. Sollte die
Barriere dann erreicht werden, so haben long und short Position zusammen den Wert
0 und das Portfolio wird verkauft. Genauer gesagt, gilt mit Hilfe der Aussage iiber den
Wert der Knoch-In-Option aus Satz 3.4.1 die Gleichung

E*[G(M(T), Ma(T))1 7y <1y
= E*[G(M(T), Mo(T)] — E*[G(M,(T), Mo(T))1 (7 577]
= E[G(M(T), Ma(T)] = E*[G(M(T), Mo(T))L ayrr o, ]

M (T)
1

* 2
— B G M(T), My(D)L wacr

= E*[G(M,(T), Mx(T))1

1 * 2
i) ] = FEIGEHM(T), My(T)L sy ]
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Fazit

Im ersten Kapitel dieser Arbeit wurde das zweidimensionale Wiener-Prozess getriebe-
ne Semimartingalmodell eingefiihrt. Das Ziel bestand darin, Bewertungsansétze fiir die
européische Exchange-Option in diesem Modell zu finden. Dabei sollte insbesondere un-
tersucht werden, unter welchen Voraussetzungen explizite Preisformeln fiir die Option
existieren. Nachdem ein Bewertungsansatz fiir die Option im allgemeinen Semimartin-
galmodell vorgestellt wurde, wurde aufgezeigt, dass die Existenz einer geschlossenen
Formel mit der Form der Volatilitaten der beiden betroffenen Aktien zusammenhéangt.
Dieses Ergebnis resultierte daraus, dass der Optionspreis unabhéngig von der Zins-
rate des Geldmarktkontos ist. Im Black-Scholes-Modell und in Modellen mit deter-
ministischer Volatilitat konnte gezeigt werden, dass eine geschlossene Preisformel der
europaischen Exchange-Option angegeben werden kann. Des Weiteren wurde ein Be-
wertungsansatz in einem Diffusionamodell vorgestellt. Weiterhin wurde am Beispiel
des CEV-Modells gezeigt, dass auch bei lokaler stochastischer Volatilitat eine explizi-
te Preisformel existieren kann. Im Allgemeinen sind diese Formeln aber nicht immer
einfach herzuleiten, und es bleibt unklar, ob sich direkt von der Form der Volatilité-
ten auf die Existenz einer Preisformel schliefen lasst. Hierzu konnten nur hinreichende
Kriterien erarbeitet werden. An dieser Stelle konnte weiter untersucht werden, welche
Forderungen an die Volatilitat notwendig sind, damit eine geschlossene Preisformel ge-
funden werden kann und ob sogar ein allgemeines Kriterium fiir die Existenz einer
solchen Formel existiert.

Das zweite groflere Ziel innerhalb der Arbeit bestand in der Bewertung einer ameri-
kanischen Exchange-Option mit unendlicher Laufzeit im Black-Scholes Modell. Dabei
lag das Bestreben darin, die Bewertungstechnik von Beibel /Lerche auf die Option anzu-
wenden. Dazu wurde zunachst die Grundidee dieser Methode erlautert. Unter gewissen
Bedingungen an die Dividendenzahlungen konnte die Methode dann zur Bewertung
der Perpetual-American-Exchange-Option herangezogen werden. Die Falle von Divi-
dendenzahlungen, in denen diese Bewertungsstrategie keine Anwendung fand, konnten
mit Hilfe anderer Vorgehensweisen gelost werden. Das gesamte Ergebnis der Bewertung
der Perpetual-American-Exchange-Option ist noch einmal in Tabelle 1 zusammenge-
fasst. Unter den gegebenen Modellbedingungnen konnten in jeder Dividendensituation
arbitragefreie Preise fiir die Option gefunden werden. Weiterfiihrend konnte nun unter-
sucht werden, ob sich die Methode von Beibel/Lerche auch unter anderen Annahmen
an das Finanzmarktmodell zur Bewertung der Option eignet. Bereits in einem Modell
mit deterministischen Volatilitatsfunktionen erscheint die gesamte Situation deutlich
komplizierter.

Im letzten Teil wurde noch eine Symmetrie der Preise von Exchange-Optionen vor-
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gestellt. Diese Symmetrie wurde mit Hilfe der bekannten Put-Call-Symmetrie von Carr
fiir das Black-Scholes-Modell hergeleitet. Der Beweis der Symmetrie fand hier tiber die
Behauptung einer Verteilungsgleichheit der Forwardpreise beziiglich bestimmter Ma-
Be statt. Unter Verwendung einer &hnlichen Behauptung konnte die Symmetrie von
Carr ebenfalls fiir ein allgemeineres vollstandiges Finanzmarktmodell mit stochasti-
scher Zinsrate formuliert werden. Dadurch erhélt man einen Zusammenhang der Preise
von europédischen Exchange-Optionen mit vertauschten Underlyings. In Finanzmarkt-
modellen ohne Dividenzahlungen kann diese Symmetrie sogar ohne die Forwardpreise
der Aktien formuliert werden und bendtigt somit nur die aktuellen Aktienpreise. An-
schliefend wurde die Symmetrie von Carr beispielhaft in einem Modell betrachtet, in
dem die short-rate einem Vasicek-Prozess folgt. In diesem Punkt lag das Augenmerk
hauptsachlich auf der konkreten Verteilung der Forwardpreise und auf dem Forward-
martingalmaf. Dadurch konnte fiir das Modell mit Vasicek-Zinsrate ebenfalls das zuvor
erarbeitete Ergebnis angewandt werden. Auflerdem wurde ein Kriterium vorgestellt,
unter welchen Voraussetzungen diese Symmetrie im zuvor vorgestellten vollstandigen
Modell mit stochastischen Zinszahlungen giiltig ist. Auch hier ergab sich wieder eine
starke Abhéngigkeit zwischen der Form der Volatilitdt der Aktien und der Giltigkeit
der Symmetrie von Carr. Zum Abschluss wurde noch untersucht, wie sich die Symme-
trie von Carr zum Hedgen von Exchange-Optionen mit Barriere eignen konnte. Hier
konnte mit Hilfe der Symmetrie ein Portfolio angegeben werden, mit dem sich solche
Optionen semistatisch hedgen lassen. Als mogliche Barrieren wurden hier Schwellen
betrachtet, die vom Quotienten der beiden Aktienpreise abhéngen. An dieser Stelle
konnte iiberpriift werden, ob sich auch bei Barrieren anderer Form semistatische Hed-
ges finden lassen. Weiter liefe sich hier untersuchen, inwiefern sich die Symmetrie auch
auf unvollstdndige Finanzmaéarkte iibertragen lasst, und ob die Symmetrie sogar in der

Praxis Anwendung finden konnte.
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