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Kapitel 1

Einleitung und Uberblick

In dieser Arbeit werden wir uns mit der Modellierung der Zinsstruktur an-
hand von Mehrfaktor Short-Rate Modellen beschéftigen. Short-Rate Model-
le sind Finanzmarktmodelle, bei denen als Ausgangspunkt immer die Dyna-
mik des Momentanzinses (der Short-Rate) betrachtet wird. Aus dieser werden
dann Schliisse zur Berechnung der Preise von Nullkouponanleihen (oder Zero-
Coupon-Bonds) gezogen und weiter die Preise verschiedener Finanzmarktde-
rivate abgeleitet. Uber unterschiedliche Marktgréfien kann dann eine Kalibrie-
rung des Modells erfolgen, sodass das Modell selbst als Simulationsgrundlage
fiir den entsprechenden Markt herangezogen werden kann.

Dazu werden wir in Kapitel 2 zunéchst einmal Allgemeines {iber Short-Rate
Modelle erfahren sowie auch verschiedene spezielle Modelle dieser Gattung
kennenlernen. Dabei beschrénken wir uns zunéchst noch auf lediglich einen
treibenden Zufallsprozess.

In Kapitel 8 lernen wir dann eine Moglichkeit kennen, ausgewéhlte Short-Rate
Modelle auf zwei treibende Zufallsprozesse, respektive einen 2-dimensionalen,
auszudehnen, um komplexere Marktstrukturen abbilden zu konnen. Aufler-
dem formulieren wir in diesen Modellen explizite Losungen fiir die Bondpreis-
berechnung.

Da dies aber noch nicht reicht, beschéftigen wir uns in Kapitel 4 mit der
Ausdehnung auf einen n-dimensionalen Zufallsprozess, sodass fiir jede beno-
tigte Komplexitdt im Zufall ein Modell zur Hand ist. Hier werden wir mit der
Berechnung von Bondpreisen einen Briicke zu Kapitel 5 schlagen, in dem wir
uns mit der Berechnung unterschiedlicher Derivatpreise auf Grundlage des
Short-Rate Modells von Vasicek mit n-dimensionalem Zufallsprozess beschéf-
tigen.

Abschlielend betrachten wir in Kapitel 6 die Kalibrierung eines 3-Faktor
Vasicek-Modells anhand von fiktiven Marktdaten, beobachten den Einfluss
verschiedener Modellparameter auf die Bondpreiskurve und betrachen zum
Vergleich die Moglichkeiten, die uns ein 2-Faktor Vasicek-Modell bei der Ka-
librierung bietet.



Kapitel 2

Einfiihrung

2.1 Short-Rate Modelle

Short-Rate Modelle sind Finanzmarktmodelle, bei denen die momentane Zins-
rate (die Short-Rate) jegliche Informationen tiber die Zinsstruktur des Modells
enthilt. Grundlegende Annahme eines Short-Rate-Modells ist immer, dass die
Short-Rate ein Diffusionsprozess der Form

dR(t) = alt, R(t))dt + B(t, R(t))dW (t)

ist, wobei W (t) ein eindimensionaler Wiener-Prozess beziiglich des realen Ma-
Bes P ist.

Wir kénnen Short-Rate-Modelle nach verschiedenen Gesichtspunkten klassi-
fizieren, fir die wir uns die Short-Rate-Dynamik unter dem risikoneutralen
WahrscheinlichkeitsmaB P ansehen miissen.

Nehmen wir an, die Funktion A(¢, R(t)) beschreibt den Marktpreis des Risikos.
Dann stellt sich die Short-Rate-Dynamik dar als

dR(t) = o/ (t, R(t))dt + B(t, R(t))dW (1),

wobei o(t, R(t)) = a(t, R(t)) — \(t, R(t))3(t, R(t)) und W ein eindimensio-
naler Wiener-Prozess beziiglich des risikoneutralen Mafles ist.

Wir bezeichnen ein Short-Rate-Modell als zeithomogen, falls o/ und 8 nur
Funktionen der Short-Rate sind. Das bedeutet, dass die Dynamik der Zins-
rate immer nur vom momentanen Zustand abhidngt und nicht von der Zeit,
zu der sie diesen Zustand erreicht. So hingen dann auch die Preise von Zero-
Coupon-Bonds B(t,T) nur von R(t) und der Restlaufzeit T'— ¢ ab. Ist ein
Modell nicht zeithomogen, nennt man es zeitinhomogen. In dieser Arbeit be-
schrianken wir uns auf die Betrachtung zeithomogener Modelle, da dies eine
Eigenschaft ist, die ein Modell, das einen realen Markt darstellen soll, haben
sollte.

Eine zweite Art zur Klassifizierung von Short-Rate Modellen ist die Affinitdt.
Man bezeichnet ein solches Modell als affin, falls o/ und 32 affine Funktionen
der Short-Rate sind.

Zunéichst wollen wir uns einige Beispiele von 1-Faktor-Short-Rate Modellen
ansehen.



2.1. Short-Rate Modelle

2.1.1 Merton’s Model
In Merton’s Short-Rate-Modell ist die angenommene Short-Rate-Dynamik

dR(t) = adt + BdW (t)

mit «, 8 konstant.

Dieses recht puristische Modell liefert aufgrund seiner konstanten Drift wenig
brauchbare Eigenschaften zur Modellierung eines realen Marktes. Von daher
werden wir uns auch damit nicht n&her befassen.

2.1.2 Das Vasicek-Modell

Das 1-Faktor Vasicek-Modell ist ein Short-Rate-Modell, bei dem sich die
Short-Rate als Ornstein-Uhlenbeck-Prozess prasentiert (oft auch Vasicek-Prozess
genannt, nach diesem Modell), i.e.

dR(t) = (6 — R(t))dt + BAW (t)

mit «, 8,60 > 0 konstant.

Im Gegensatz zu Merton’s Modell folgt die Drift einer sogenannten "mean
reversion', die Short-Rate wird also durch den Driftterm immer wieder auf
das mean-reversion-level 0 zu getrieben. Hohe Zinsraten tendieren zum Fallen,
niedrige zum Steigen.

Ein weiterer Vorteil des Vasicek-Modells ist die Tatsache, dass es gaussch’ ist,
das die Short-Rate also normalverteilt ist unter P mit Erwartungswert

0+ (R(t) — 0)e Tt
und Varianz

g (1- o0,

Sie kann also mit positiver Wahrscheinlichkeit neagtiv werden.
Fiir den Bondpreis im 1-Faktor Vasicek-Modell ergibt sich

B(t,T) = exp(—h(T — t) — r(t)g(T — t))

mit g, h : [0,00) = R
2 2 1 2 1
h(s): (9_5‘12>8+ (52—9> (1—6_(18)——2&7(1_6—(15)
1

gls) = — (1= ™)

Dieser erfiillt die stochastische Differentialgleichung
dB(t,T) = B(t,T) (R(t)dt — g(T — t)BdW (t))

Das Vasicek-Modell wird der zentrale Bestandteil dieser Arbeit sein.



2.1. Short-Rate Modelle

2.1.3 Das CIR-Modell

Das Cox-Ignersoll-Ross-Modell, kurz CIR-Modell, stellt ein weiteres Beispiel
fiir ein Short-Rate-Modell dar. Es zeichnet sich dadurch aus, dass die Short-
Rate-Volatilitdt in diesem Modell, im Gegensatz zu den zuvor aufgefiihrten,
nicht konstant ist, sondern von R(t) abhangt:

dR(t) = a(0 — R(t))dt + B+/RE)AW (¢)

mit «, 8,60 > 0 konstant.

Auch hier finden wir die "mean reversionEigenschaft wieder, die die Short-
Rate in Richtung 6 treibt. Besonderheit des CIR-Modells ist der 1/ R(t)-Term
in der Short-Rate-Volatilitdat. Dieser stellt sicher, dass die Short-Rate nicht
negativ werden kann.

Ist das CIR-Modell affin?

Nun, der Marktpreis des Risikos belduft sich hier auf A(¢, R(t)) = Ay ? (t),
wobei A konstant ist. Betfachten wir nun die Drift unter dem risikoneutralen
Wahrscheinlichkeitsmafl P, so ergibt sich:

o/ (8, R(t)) = a(t, R(t)) — B(t, R())A(t, R(t)) = (6 — R(t)) — B/ R(t) 4

=af — aR(t) — AR(t)
=af — R(t)(a+ N)

R(D)
B

Das CIR-Modell ist somit affin.

Im Folgenden wollen wir nun sogenannte 2-Faktor Short-Rate-Modelle kon-
struieren, also Modelle, bei denen die Short-Rate von einem 2-dimensionalen
Wiener-Prozess getrieben wird, wir also gleich 2 abhédngige oder unabhéngige
Quellen des Zufalls haben. Wir wollen in diesen Modellen auch Formeln und
Vorraussetzungen fiir die Bondpreisberechnung herleiten.



Kapitel 3

2-Faktor Short-Rate
Modelle

In diesem Kapitel wollen wir uns auf das Vasicek-Modell und das CIR-Modell
konzentrieren. Dabei wollen wir beide Modelle jeweils um einen Faktor kom-
plexer machen, das heiflt, den jeweiligen Zufall in den Modellen nicht mehr
nur von einem Wiener-Prozess, sondern von zwei verschiedenen treiben lassen.
Das wird auch die Anzahl an Parametern in den Modellen erhéhen, sodass
wir durch mehr Stellschrauben und komplexere Bewegungen den realen Markt
préazieser simulieren konnen. Dies fiihrt dann natiirlich dazu, dass Bond- un-
d/oder Derivatpreise besser berechnet werden konnen. Dabei werden wir For-
meln fiir Bondpreise direkt herleiten, behalten uns die Bestimmung von De-
rivatpreisen aber fiir spatere Abschnitte vor, in denen dies dann gleich fir n
Faktoren hergeleitet wird.

Desweiteren wollen wir am Ende dieses Kapitels noch das sogenannte Mi-
xed Model vorstellen, bei dem die Short-Rate-Dynamik eine Kombination aus
einem Ornstein-Uhlenbeck- und einem CIR-Prozess ist.



3.1. Das 2-Faktor Vasicek-Modell

3.1 Das 2-Faktor Vasicek-Modell

Zunichst sehen wir uns einen 2-dimensionalen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess
an. Dieser hat die Dynamik

dX(t) = (A— FX(t))dt + SdB(t)

w0 = (S0Y, 4 (0).p = (3 02,

(i 2)0- ()

wobei By, By Wiener Prozesse mit konstanter Korrelation ¢ € (—1,1) und
01,09 > 0 sind.

Weiter muss F invertierbar und diagonalisierbar sein, sowie, wie wir spéter
sehen werden, nur Eigenwerte > 0 besitzen.

Wir wollen uns in diesem Kapitel verstirkt in der Komponentenschreibweise
bewegen und in spéateren Kapiteln beim n-Faktor Vasicek-Modell ausschlief3-
lich in der Vektorschreibweise. Es ergibt sich fiir unseren Prozess:

mit

Xm (t) = (a1 — blle(t) — bngz(t)) dt + UldBl(t)
dXQ(t) = (CLQ — b21X1 (t) — bQQXQ(t)) dt + O'QdBQ(t)

Die Zinsrate soll weiterhin Funktion der Faktoren X7, X5 sein, also
R(t) = po + p1 X1 (t) + paXa(t)

Im Folgenden soll die Anzahl der Modellparameter reduziert werden, sodass
die Verteilung von R(t) eindeutig ist. Dazu wird die Matrix F' auf eine untere
Dreiecksmatrix reduziert. Auflerdem wollen wir fiir unseren Prozess unab-
héngige Wiener-Prozesse als Zufallsfaktor nutzen. Das fithrt uns dann zum
sogenannten "kanonischen 2-Faktor Vasicek-Modell".



3.1. Das 2-Faktor Vasicek-Modell

3.1.1 Das kanonische 2-Faktor Vasicek-Modell
Das kanonische 2-Faktor Vasicek Modell hat die Gestalt:
dYi(t) = =\ Y1 (t)dt + dW (t)
dYs(t) = (=Aa1 Y1 (t) — AaYa(t))dt + dWs (1)
R(t) = vo + 1 Y1 (t) + 1v2Ya(t)

wobei Wi (t), Wy (t) unabhingige Wiener Prozesse sind. A\; und Ay sind die im
vorherigen Abschnitt bereits erwahnten Eigenwerte der Matrix F' und somit
> 0. Auflerdem soll \; # Ao gelten und vy, vy, € R

Wie aber erhélt man diese Darstellung?

Zuerst stellen wir fest, dass zur Matrix F' eine invertierbare Matrix P, so-
wie eine Diagonalmatrix D = diag{\1, A2} existiert, sodass

F=pP'DP

Die Eigenwerte von F' sind also die Diagonaleneintrige von D.
Lineare Transformation liefert dann

dPX(t) = (PA — PFX(t)) dt + PSdB(t)
— (PA— DPX(t))dt + PSdB(t)
Also dX(t) = (PA— DX(t))dt + PSdB(t)
mit X () = PX(t),
oder
dXi(t) = (p11a1 + pr2az)dt — A1 X1 (t)dt + p1101dBi () + p12o2dBa(t)
dXs(t) = (pa1a1 + pazaz)dt — Ao Xo(t)dt + po101dBy (t) + p2oo2dBa(t).

Nun definieren wir

1 .
(1) = ﬁ(pilo'lBl(t) + pi2oaBa(t)), i =1,2

mit
Vi = phot + 2Upapiaoi102 + phos >0, i=1,2

Nach Lemma 7.1 im Anhang gilt 7 >0 , i=1,2
Da die B; stetige Martingale sind, die aus der 0 starten, gilt dies offensichtlich
auch fiir die B;. Weiter gilt:

<m=E%gAE@@m>

1
= ;(puclel(t) + pincaBa(t))?

(2

t t
—@ﬁ/&@wwwﬁﬁ/&@ww>
0 0

+ Piapisoro ( /0 ' By(s)dBals) + /0 t Bg(s)dBl(s)>]

= l [(pila'lBl(t) +Pi20232(t))2 —p?la%(Bl(t)Q —t) = p?2U§(B2(t)2 —1)

7

10



3.1. Das 2-Faktor Vasicek-Modell

— 2pi1pino102(B1(t) Ba(t) — 4t)]
=t

Nach Levy sind damit B; und By Wiener Prozesse. Mit d&hnlichem Vorgehen
mithilfe der Polaristionsformel fiir die quadratische Kovariation kann gezeigt
werden: (By, Bo)(t) = pt.

Lemma 7.1 aus dem Anhang sagt weiterhin aus, dass

1
p= (p11p2105 + ¥(p11paz + P12p21)0102 + P12pazos) € (=1, 1).

V172

Wir kénnen jetzt also formulieren:

dX1(t) = (pr1a1 + praag)dt — A\ X1 (t)dt + \/y1dB (t)
dXs(t) = (p21a1 + paoas)dt — \oXo(t)dt + /72dBa(t)

Zur weiteren Vereinfachung des Modells setzen wir nun:

— 1 /[
X.(t) = (Xl(t) _ pua +P12CL2>

\ﬁ AL
- 1 [ p21aq +p22a2>
Xo(t) = — [ Xo(t) - ————F——=
(0= 7= ( 0 <
Das liefert dann:
— 1
dX,(t) = —dX; (¢t
1(t) N 1(t)
1 _
= — ((pr1a1 + pr2ag)dt — M Xy (t)dt) + dBy(t)
7 (
= a1 + a __
— < p11a1 +p12a2)dt 1 <X1<t)\/’W+ plllpl22> dt> + dBl(t)
IR M
= -\ X1 (t) + dBi(2)
und
X (t) = ——d%(1)
2 N 2
1 1 I __
= ﬁ(pzlal + pazag)dt — ﬁA2X2(t)dt + dBs(t)
! P2101 + P22as

1 p—
= ——(p21a1 + paoaz)dt — ﬁ)\z (\/%XQ(t) + "

V2
= Ao X (t)dt + dBs(t)

) dt + dBs(t)

Definieren wir nun:

Diese sind stetige Martingale und es gilt:

<W1>t = t7 <W2>t =t und <W1,W2>t =

11



3.1. Das 2-Faktor Vasicek-Modell

((W1); = t offensichtlich, die anderen beiden ergeben sich durch einsetzen und
ausrechnen).

Nach Levy sind W7, W somit unabhingige Wiener-Prozesse.

Weiter definieren wir analog:

Yi(t) = X1(t)

pX1(t) + X5(t)
1—p2? ’

Ya(t) =

was uns folgende Dynamiken liefert:

dYi(t) = dX:(t)

= — M Xy (t)dt + dBi (t)
= —MYi(t)dt + dWi(t)
dYs(t) = \/117;72 (—pdf(t) + di(ﬂ)
- \/11_7& (=p (~MXa@ydt + dBi()) — AaXa(t)dt + dBa (1))
_ \/11_7 (oM X5 (0) ~ 2T (1) di + (~pdBi(t) + dBs (1)) )
= \/11_7p2p)\1yl(t)dt - X (Y2(t) + \/ll_ipngl(t)> dt + dWs(t)
- % [\ = Ao] Yi(t)dt — AoYa(t)dt + dWs(t)
—-p
Nennen wir nun
— L Dy A=A
m[ 1 2 21

so ergeben sich die Dynamiken:

dYi(t) = =\ Yy (t)dt + dW (t)
dYa(t) = Ao1 Y1 (t)dt — NoYa(t)dt + dWo(t)

In einem letzten Schritt bleibt jetzt noch
R(t) =19+ 1/1}/1@) + 1rYs (t)

herzuleiten.

Dafiir stellen wir Y (¢) = <Y1 (t

Yo t;) in Abhéngigkeit von X (t)

I
N
| >
SR
—~ —~
&
~

o

o

=

Yilt) =X (1) = —— (xlu) _ 17;19)

L <X2(t) - W))

V2 A2
14 ( P11a1 + pi20as
—- = (%) - )
71(1 = p?) A1



3.1. Das 2-Faktor Vasicek-Modell

1 __
I <X2(t) _ p2la1)—\|'p22a2>
2

Definieren wir uns nun

1 0 __piiaitpizaz
_ _ A
M= — P 1 und N = <_P210«1+1Pzz¢12> ’
Vr(=p2)  /r2(1—p?) A2

so gilt also:

3

Y(t)=M(X(t)+N)=M(PX(t)+ N)
Umformen liefert:
MY (t) = PX(t)+ N
= P Y (MY (t) - N) = X(t)
Also gilt mit R(t) = pio + (11 p2) X (t) aus dem nicht-kanonischen 2-Faktor
Vasicek Modell und mit vy = uo—(ul ,ug) PN, (1/1 1/2) = (ul ug) P iMm—1L
R(t) = po+ (11 p2) X(t)
=po+ (1 p2) PTIMTY(t) = (1 pe) PTIN
IZ0) + (1/1 VQ) Y(t)

Wir haben also das kanonische Modell vom Anfang des Abschnitts vollstandig
hergeleitet.

Bemerkung 3.2. Wir haben hier bereits gesehen, dass die Eigenwerte, der
am Anfang auftauchenden Matrix F' den Diagonalwerten der Matrix A =

A 0 . . . - . . .
( A\ 1 A\ ) entsprechen. Diese miissen strikt positiv sein, damit das kanoni-
21 A2

sche Modell die mean reversion-Eigenschaft erfiillt. Das werden wir in einem
spateren Kapitel fiir das allgemeine n-Faktor Vasicek-Modell beweisen.

Nun kénnen wir erst einmal in einem weiteren Schritt die Preise von Zero-
Coupon-Bonds im kanonischen 2-Faktor Vasicek-Modell ermitteln.

13



3.1. Das 2-Faktor Vasicek-Modell

3.1.2 Bondpreise im 2-Faktor Vasicek-Modell

Durch die risikoneutrale Preisformel wissen wir bereits, dass sich fiir den Preis
eines Zero-Coupon-Bonds in ¢, der eine Auszahlung von 1 zur Filligkeit T
liefert, folgende Formel ergibt:

= FE |exp (— /tT R(u)du) | Fi

Wir wissen weiter, dass R(¢) im kanonischen 2-Faktor Vasicek Modell eine
Funktion von Y7,Y5 und ¢ ist und diese als Losungen der stochastischen Dif-
fernetialgleichungen

B(t,T)

dYi(t) = =\ Yy (t)dt + dW,(t)
dYs(t) = Xo1 Y1 (t)dt — NoYa(t)dt + dWs(t)

markovsch sind.
Daraus folgt, dass eine Funktion f(¢,y1,y2) existiert, mit

f(t7y1ay2) = B(t7T)

D(t) = exp (— /0 t R(u)du)

Betrachten wir nun die Dynamik von D(¢)B(t,T'), so folgt mit partieller In-
tegration, der Ito-Fromel und f := f(¢,Y1(¢), Ya(t)):

d(D(t)B(t,T))
=d(D(t)f)
*de(t)+D()
— R(t)D(t) fdt + D(t)df
(t)[ R(t)fdt + df]

Weiter sei

d d d
=D(t) {—R(t) Jdb+ G fdt+ S [V + oo fdYy

1 d? 1 a2 1 2
— fdlY;.Y- -
2dYY1fd< )+ 2dY1Y2fd< b 2>+2dY2Y2

faws)|

und mit den stochastischen Differentialgleichungen unseres kanonischen Mo-
dells

= D(t) [—(l/() +uv1Y] + VQYQ)f —|— df -\ dd)f/ — A1 Y] dcif/ — A2Ys ddé
1 d2f 1 d2f df df
+ 2aVY, + 2dYQYJ dt + D(t) {le AW (t) + dez( )} :
D(t)B(t,T) ist aber ein P-Martingal, denn
E[Dt)B(t,T) | F]
~ - D
—BID(W)EI ) | Fl| B

=E[E[D(T) | Fi] | Fy]

14



3.1. Das 2-Faktor Vasicek-Modell

=E[D(T) | F]

= D(T)
= E F.

()El B | P
=D(s)B(s,T)
Folglich muss in obiger Dynamik der dt-Term = 0 sein. Also
d dj d
0= — (v +viys +vey2)f + di; - Alyldfgl - Amyldi?i

a1 d2f 1 d&2f
—Xoy2—+ 5 S
dyz  2dy1yr 2 dy2y2

Vt € [OvT)aylva € Ra mit f = f(tvylayQ)

Auflerdem gilt 1 = B(T,T) = f(T,y1,y2) Yy1,y2 € R als Endbedingung.
Als Losung fiir (3.1) suchen wir eine Funktion f der Form

ft,y1,y2) = exp(—y1C1(7) — y2Ca(T) — A(T))

mit 7 := T — t als Restlaufzeit und Cy, Ca, A beliebige Funktionen.
Aus der Endbedingung folgt direkt

L= f(T,y1,y2) = exp(—y1C1(0) — y2C2(0) — A(0))
& C1(0) = C2(0) = A(0) =0

(3.1)

Da weiter auch noch gilt, dass

dOi(T) - dCl(T)dl o dCl(T) d(T—t) o _dcl(T) —19
dt  dr dt | dr a dr T

und analog fir A

dA(T) B dA(T)

dt dr ’
erhalten wir:

G _(, 40, | dAY
a - \ar T T
df B
dy (—=C)f
df
Ay (—Co)f
d2f
=(C?
dy1y1 if
d2f
=2
dyayo 2f
d2
R e
Y1Y2

Setzen wir dies nun in unsere Bedingung (3.1) ein, so ergibt sich nach Fakto-
risieren:

dC dC:
0= f = 4 MO+ X1 Co — vy |y + 24 XCo — 1o | Yo
dr dr

(@ (@)
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3.1. Das 2-Faktor Vasicek-Modell

dA 1, 1
+ (dT +5Ct + 505 +V0>

D)

Nun benutzen wir Lemma 7.2 aus dem Anhang und erhalten ein System von
zwei gewohnlichen Differentialgleichungen:

dC1 (T)
dr
10 r0r(r) 0 2
und fir Funktion A
dA(T)
dr

= —)\101(7') - )\2102(7') + 11 (1)

= —3CH) — 3G + )

Mit der Anfangsbedingung C> = 0 wird (2) geldst von Ca(7) = $2(1— e 2T,
denn:

dCs(t) _ 1a

dr o )\2
Dies kénnen wir nutzen, um (1) zu lésen:

Hier ist die Anfangsbedingung C7(0) = 0 und es gilt

)\2(5,)\27- _ 1/267>\2T — —1/2(1 _ e*>\27') + 1y = —)\202(7') + 9

d dC
dT (e/\chl (T)) = )\16k17—01 (T) eAlT dl’f,r)
dC
= M7 {/\16‘1 () + dle)]

= 8>\17 [—)\2102(7') + 1/1]

A
=eMT {211/2 (L—e ™)+ 1/1}
A2

Da wir A\; # Ao vorausgesetzt haben, ist

Cy(7)
:e—)\l‘re)\chl(T)
:efAlT/O %(e/\lucl(u))du
:e_’\”/ et {— Azva (1- e_’\Qu) + VJ du
0 A2

AQlI/Q /T )\1 7)\ ]. /\ 1
_ L “ u 1— 2U d . 1T
( N ) e™M( e Ydu + 11 /\16 N
e )
- eMdu — e MmNy ) g | —e™MT — —
( A2 0 0 ey A1
Aol 1 1 1 1
— -\ T _£ ooyt ) (A1—=X2)T
¢ ( X [(Ale Al) N h +A1—A2]

1

A1

1 X212 A21V AL—A

— (eMT 1 _ A1=A2)T _ 4
A e ) (”1 Mo > N0 ) (¢ )
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3.1. Das 2-Faktor Vasicek-Modell

1 _ )\21V2> X212 A A
=— (1—e ™M) (v — + e~ _ gmMT
 { ) ( DY Rl )

Damit 16sen wir dann (3)

1 1
A(r) :/ S C3w) — SC3(w) + vo du
0

auf.
In der Berechungsformel fiir den Bondpreis

B(t,T) = exp(=Y1(t)C1(7) — Y2Csa(7) — A(7))

kennen wir nun also C1,Cs und A. Fiir eine mogliche Kalibrierung des Mo-
dellls benétigen wir also noch Y; und Y5.

Im néchsten Abschnitt werden wir sehen, wie wir diese Faktoren aus realen
Marktwerten ableiten konnen.

3.1.3 Darstellung mit realwirtschaftlichen Faktoren

Die Faktoren Y7 und Y5 aus dem kanonischen Modell haben leider keine ad-
dquate ckonomische Interpretation. Wir kénnen sie also fiir eine Modellkali-
brierung nach Bondpreiskurvenvergleich nicht einfach aus dem realen Markt
ablesen. Deshalb wollen wir in diesem Kapitel einen Zusammenhang zwischen
Y1,Y> und den 6konomisch erfassbaren Werten R(¢) und L(t) herleiten. L(t)
bezeichnet dabei die sogenannte Long-Rate, also die realtive Zinsrate iiber
einen festen Zinszeitraum 7.

Wir kennen bereits den Zusammenhang von Short-Rate R(t) und unseren
Modellfaktoren Y;(t):

R(t) = nY1(t) + 12 Ya(t) + vy
Fir die Bestimmung der Long-Rate ziehen wir die Bondpreisformel
B(t,T) = exp(=Y1(t)C1(T — t) = Ya(t)Co(T — t) — A(T — 1))
heran, sodass sich folgendes Bild ergibt:
L(t) = ~2logB(t,t +7) = 2 A(CL(F) + Va())Co(7) + A(F)
In Vektorschreibweise fassen wir zusammen

(zng - <i61‘/11(%> ;cyfﬁ)) (28) - (;Z(Ea) *)

=M =

M ist dabei invertierbar (Beweis bzw. Durchfithrung im Anhang), sodass sich

(*) nach Y (t) = <§;E3> auflosen lasst:

(£60) =0 Gt +o =27 ((569) ) = (56)
Wir wollen nun noch die Dynamiken von R(t) und L(t) betrachten.
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3.1. Das 2-Faktor Vasicek-Modell

-G 2 G ()
SO ) P (GE) e )]
= [ ) () e ()] (265)

Aus den Marktdaten Short-Rate und Long-Rate und aus den Modellparame-
tern kann also der Bondpreis vollsténdig errechnet werden. Andersrum ist
es aber nun auch moglich aus Short- und Long-Rate, sowie den am Markt
beobachtbaren Anfangspreisen von Bonds verschiedener Laufzeiten, die Mo-
dellparameter so zu bestimmen, dass das Modell den realen Markt moglichst
gut wiedergibt. Damit werden wir uns in Kapitel 5 ausfiihrlich befassen.
Zunéchst sehen wir uns allerdings einmal als Alternative das 2-Faktor CIR-
Modell an und stellen eine Formel fiir Bondpreise auf.
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3.2. Das 2-Faktor CIR-Modell

3.2 Das 2-Faktor CIR-Modell

Im Gegensatz zum 2-Faktor Vasicek-Modell sind beim 2- Faktor CIR-Modell
beide Faktoren zu jedem Zeitpunkt nicht-negativ, sodass bei richtiger Wahl
der Parameter auch die Short-Rate zu jedem Zeitpunkt nicht-negativ ist.
Die Faktoren im kanonischen 2-Faktor CIR-Modell sind

dYi(t) = (n1 — AunYa(t) — M2Ya(t)) dt + /Y1 (t)dWa (1)

dYa(t) = (2 — A1 Y1(t) — AaaYa(t)) dt + /Yo (t)dWs(t)
W, und W; sind hier unabhéngige Wiener-Prozesse. Wieso diese unabhingig
sein miissen, wird spater in der Preisberechnung deutlich werden.
Damit Y7(t),Y2(¢) > 0 V ¢t miissen wir noch Forderungen an die Modellpara-
meter stellen:
Starten wir mit Y7(0),Y2(0) > 0 und beobachten den kritischen Zeitpunkt ¢,

in dem einer der Faktoren, z.B. Y;(¢) = 0 erreicht.
Hier gilt fiir dessen Driftterm:

— MY () = AizYa(t) 2 0

wenn man g1 > 0,17 > 0 und A\j5 < 0 voraussetzt, da Ya(t) > 0 gilt. Sollte
Y2(t) = 0 gelten fiir einen Zeitpunkt ¢, so erreichen wir analog fiir dessen
Driftterm:

to — A1 Y1 (t) — AaaYa(t) >0

wenn ps > 0, A22 > 0 und Ag; < 0 vorausgesetzt wird.
Das fiihrt dazu, dass Y7 (t), Ya(¢t) > 0 sind fiir alle t.
Nimmt man nun noch an, dass vy > 0,1, > 0 in

R(t) =1y + V1Yi(t) + V2Y2 (t)

gilt, so gilt R(¢t) >0V ¢.

3.2.1 Bondpreise im 2-Faktor CIR-Modell

Wie beim 2-Faktor Vasicek-Modell nutzen wir die risikoneutrale Preisformel

exp <— /tT R(u)du) | Ft] ,

f(t,y1,y2) = B(t,T)

und definieren D(t) := exp (f R(u )du) sodass dD(t) = —D(t)R(t)dt gilt.
Es ergibt sich:

B(t,T)=E

suchen eine Funktion f mit

d(D(t)B(t,T)) = d(D(1)f)
= de(t> +D()df
—R(t)D(t) fdt + D(t)df
= D( ) [=R(t)fdt + df]

= D(t) - (I/() + Vlyl(t) + VQYQ(t)) f + %f
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3.2. Das 2-Faktor CIR-Modell

+ (p1 — A1 Yi(t) — AiaYa(t)) diylf

+ (p2 — A21Y1(t) — A22Ya(t)) dinf

d2
dyayo

1 d? 1
—Yi(t)—— —Yo5(t
+5 1()dy1y1f+2 2(t)

flat
d ~ d -
D) [V g FAWL (0 + V/Vall) - fWa )

Der d(Y7, Ys)(t)-Teil fillt weg, da W, Wy unabhingig sind. Wire das nicht
der Fall, wére der gleich folgende Wechsel zu gewohnlichen Differentialglei-
chungen nicht moglich und die Preisberechnung somit ebenfalls nicht.

Der dt-Teil muss nun = 0 sein, da D(t)B(t,T) ein P-Martingal ist. Somit
muss V ¢ und V y1,y2 > 0 gelten:

d d
— (o +viyi(t) +vaya(t)) f+ %f + (p1 — Ay (t) — A2ya(t)) dTJlf

T (2= Ao (8) — Aasge(®) = F 4+ 2 0-T— 1 - =0
125} 21Y1 22Y2 dyg 2y1 dy1y1 2y2 dy2y2

Die Losung f soll wieder die Form haben:
f(ty1,y2) = exp(=y1 Co(T — 1) — 5o (T — 1) — A(T — 1))

fiir Funktionen Cy(7), Co(7), A(T), 7 :=T — .

Die Anfangsbedingung f(T,Y1(T),Y2(T)) = B(T,T) = 1 liefert wieder
C1(0) = C2(0) = A(0) = 0. Die benétigten Ableitungen von f sind aus dem
2-Faktor Vasicek Modell bekannt, sodass uns das Einsetzen dieser folgende
Gleichung liefert:

d 1
0=f [y1 (dTCl + 21101 + X210 + 5012 — Vl)

d 1
+ Y2 (dTCQ + A12071 + X220 + 5022 - 1/2)

d
+ (dA — 11 C1 — u2Co + Vo)}
-

Da dies fiir alle y1,y2 > 0 gelten soll, folgt mit Lemma 7.2 im Anhang, dass
alle runden Klammern = 0 sein miissen. Man erhélt folgendes System aus
gewohnlichen Differentialgleichungen:

d 1

%Cl = *)\1101 — )\2102 - 5012 + %1
4 0y = —AaCh = AapC — 202 40
dr 2 — 1241 2202 2 2 2

und weiterhin

d
diA = C1 + p2Cs — 1y
-

Lost man diese nun auf, so erhdlt man mit

B(t,T) = exp(=y1C1(T = t) —y2(T' = 1) = A(T' = 1))
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3.3. Das Mixed Model

die Bondpreise im 2-Faktor CIR-Modell. Da diese in dieser Arbeit aber nicht
zur Preisberechnung von Derivaten herangezogen werden, werden sie an die-
ser Stelle auch nicht explizit berechnet.

3.3 Das Mixed Model

Nachdem wir nun die 2-Faktor Versionen des Vasicek- und des CIR-Modells
kennengelernt haben, wollen wir uns nun einmal ansehen, wie man diese bei-
den Modellansédtze kombinieren kann. Dabei entsteht das sogenannte Mized
Model. Wahrend beim 2-Faktor CIR-Modell dafiir gesorgt wurde, dass beide
Short-Rate-treibenden Prozesse zu jeder Zeit nicht-negativ sind, war es diesen
beim Vasicek-Modell méglich, negativ werden. Im Mixed Model soll nun ein
Faktor niemals negativ sein, wihrend dies dem zweiten Faktor im Sinne von
Vasicek moglich sein soll.

Als Differentialgleichungen formulieren wir

dY1 (t) = (a — >\1Y1 (t)) dt + v/ Y1 (t)dWl (t)
AYs(t) = —DaYa(t)dt + o/Yi(O)dWL (1) + /a+ BV () dWa(t)

mit W7, Wy unabhéngige Wiener-Prozesse, «, ,a > 0, A1, A2 > 0 und o € R.
Die Short-Rate ist dabei wieder durch eine Linearkombination der Faktoren
gegeben:

R(t) = po + paY1(t) + pa2Ya(t)

mit po, 1, p2 € R

Startet Y7 (0) > 0, so bleibt der Prozess analog zum CIR-Modell nicht-negativ.
Y5(t) hingegen ist durch 0 in keinster Weise beschrénkt.

Wir wollen es in diesem Modell bei dieser kurzen Vorstellung belassen, da es
eher einen theoretischen Reiz hat und seine Anwendungsmoglichkeiten sehr
beschrankt sind.

Stattdessen wollen wir uns nun den n-Faktor Modellen zuwenden.
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Kapitel 4

n-Faktor Short-Rate
Modelle

Die Erweiterung der 1-Faktor Short-Rate Modelle von Vasicek bzw. Cox,Ignersoll
und Ross auf zwei unabhéngige treibende Zufallsprozesse hat uns durch gro-
Bere Parameteranzahlen mehr Flexibilitdt in der Marktanpassung geliefert.
Der logische néchste Schritt ist es nun, die Modelle fiir n Faktoren zu formu-
lieren und auch dort Preisformeln aufzustellen, um eine Kalibrierung moglich
zu machen. Das wollen wir in diesem Kapitel nun einmal tun. Dabei legen
wir, wie auch schon bei den 2-Faktor Modellen, verstarktes Augenmerk auf
das Vasicek-Modell.
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4.1. Das n-Faktor Vasicek-Modell

4.1 Das n-Faktor Vasicek-Modell

Wir gehen hier analog zum 2-Faktor Modell vor.
Ausgangspunkt ist also ein n-dimensionaler Ornstein-Uhlenbeck-Prozess

dX(t) = (A— FX(t))dt + SdB(t)

mit

Bl (ﬁ) aq b11 e bln g1 0
By=| : |.A=|:|.F=|: . :]|.== |

B, (t) G bn1 oo bun 0 On
Bi,..., B, sind dabei Wiener-Prozesse mit paarweisen Korrelationen 1;, €

(-1,1), 01,...,0, > 0 Weiter gilt fiir Matrix F', dass sie invertierbar und dia-
gonalisierbar sein muss, sowie nur postive paarweise verschiedene Eigenwerte
besitzen darf. Die Begriindung dafiir folgt am Ende dieses Abschnittes.

In komponentenweiser Schreibweise bedeutet dies

dX1 (1) = (a1 — b X1 (£) = bioXa(t) — -+ — b1nXn(t)) dt + 01dBy (t)
dXQ(t) = (CLQ — bngl(t) — bQQXQ(t) — = anXn(t)) dt + JQdBQ(t)
an.(%). = (an — b1 X1(t) — bpa Xo(t) — -+ — bun Xp(t)) dt + 0, d B, (t)

Auflerdem gilt fiir die Short-Rate
R(t) = po + H1X1 (t) +-+ ,Uan(t)

Wir werden die Anzahl der Parameter dieses iiberparametrisierten Modelles
im Folgenden wieder senken, indem wir die Matrix F' in eine untere Drei-
ecksmatrix iiberfithren. Gleichzeitig sorgen wir dafiir, dass das Modell mit
unabhéngigen Wiener-Prozessen formuliert wird.

4.1.1 Das kanonische n-Faktor Vasicek-Modell

Das kanonische n-Faktor Vasicek-Modell prasentiert sich dann als
dY (t) = =AY (t) + dW (t)
respektive

dYi(t) = =M1 Yi(t)dt + dWy ()
dYa(t) = (=M1 Y1 () — AaaYa(t))dt + dWa(t)

dY,(t) = (=X Y1(t) = -+ = Xan Yo (t))dt + dWio (2)

wobei W1, ..., W, (t) unabhingige Wiener-Prozesse sind, A;; >0 V ¢

Wie erhalten wir dieses?
Zuerst existiert eine invertierbare Matrix P und eine Diagonalmatrix D =
diag{\1, ..., Ann}, sodass

F =P 'DP,
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4.1. Das n-Faktor Vasicek-Modell

wobei Ai1,..., An, die Eigenwerte der Matrix F' sind.
Lineare Transformation liefert dann

dPX(t) = (PA— PFX(t))dt + PXdB(t)
= (PA— DPX(t))dt + PXdB(t)
also
dX(t) = (PA— DX(t)) dt + PSdB(t)

mit X (t) = PX(t).
Jetzt definieren wir o
T'dB(t) := PXdB(t)

mit T' = diag{ /71, - s/ In}
und . .
Vi = Zp?j%z + Z PijPikOjOkYjk-
=1 Gk=1,j7#k

Nach Lemma 7.1 im Anhang gilt ; >0 V .
B ist dabei wieder ein n-dimensionaler Wiener-Prozess, denn

(B)(t) =B -2 /0 Bi(s)dB,(s)

2

1 n n +
= - Zpl]ngj(t) — QZ <p?j()'j2/ BJ(S)dBJ(S)>
Yi i1 i—1 0
J J
n t
+ 2 Z (pijpikajak/ Bj(s)dBk(s))
jk=1j#k 0
2
1 n n
=— ZpijUij(t) - ZP?jU?(Bj(t)z —t)
% |\ g

n

+ Z (pijpikojor(B;(t)Bi(t) — ¥jit))
k=1, ik

1 n n
=5 t prjaf +t Z DijPikTj0kVjk
4 =

J,k=1,j#k
=1
und
<Bi7 j>(t) - <m <;pik0k3k(t)> ,\/77 (;pijkBk(t)>>

n

1
= Z (pirpji + Pjkpi)oror(Bi(t), B;(t))
VARCRE A P g,

n
+>  pikpikor(Bi(t))
k=1
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4.1. Das n-Faktor Vasicek-Modell

szkp]kak+ Z (pikpjt + PjkPi)oRO1YR | t
Vi k=1 =1kl

=p

Nach Lemma 7.1 ist p € (0,1)
Wir fahren also fort mit

dX(t) = (PA— DX(t)) dt + I'dB(t)
und definieren _ o
X(t)=T"'X(t) - D' 'PA.
Dann folgt

dX(t) =T"'dX (1)
=T ((PA—DX(t))dt+TdB(t))
—T'PA— DI} (F?(t) + D*lpA) + dB(t)
= —DX(t) + dB(t)

Wir nutzen nun das Verfahren zur Konstruktion unabhéngiger Wiener-Prozesse
analog zum Gram-Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahren fiir Vektor-
raumbasen, um unabhéngige Wiener-Prozesse zu erhalten:

W(t) = C7'B(t)

mit C ! als untere Dreicksmatrix.Die Eintridge von C ! sind dabei Terme der
Korrelationen ;y.
Analog substituieren wir

Y(t) = C'X(t)

und
A:=C7'DC.

A ist dann eine untere Dreiecksmatrix, deren Diagonaleintrige die Eigenwerte
von F, also A11, ..., Apy, sind.
Letztendlich folgt

dY (t) = —C ' DX (t)dt + dC~'B(t)
= —ACT'X(t)dt + dW (t)
= —AY (t)dt + dW (t)

Umparametrisieren der pq, ..., f, liefert dann noch
R(t) =vo + 11 Y(t) + -+ v, Y,

Eine wichtige Eigenschaft fiir ein Vasicek-Modell, haben wir bisher noch nicht
iiberprift, wollen dies aber jetzt nachholen:
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4.1. Das n-Faktor Vasicek-Modell

Bemerkung 4.1. Das n-Faktor Vasicek-Modell erfiillt die mean-reversion
Eigenschaft.

Beweis. Fir den n-dimensionalen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess Y (t) gilt
dY (t) = =AY (t)dt + dW (¢).

Um die mean-reversion-Eigenschaft nachzuweisen, miissen wir diese stochas-
tische Differentialgleichung losen.
Betrachte hierfir eine n x n-Matrix y mit

Y =—Ay , yo=id

Die Losung bildet die das Matrixexponential

A(t) — e—tA _ Z (_tA!)

m

m

Fiir B(t) = A7(t) gilt dann B(t) = e!* V¢ >0
und B'(t) = Aeth = et A.
Betrachte dann

dB(t)Y (t) = B(t)dY (t) + Y (t)B'(t)dt
B(t) (—AY (t)dt + dW (1)) + Y (t)Aet®

B(t)dW (t)

Also
Y () = A(t) {Y(O)—i— /O B(t)dW(s)}
_ e—Aty(O) + /t e(s_t)AdW(S)
0

Fiir den Erwatungswert von Y gilt dann
E Y(t) = e **E Y (0)

Wenn jetzt die Diagonaleintrage von A, also A1, ..., Ann, jetzt positiv sind,
konvergiert e~** gegen 1 fiir ¢ gegen oo und Y (t) erfiillt damit die mean-
reversion-Eigenschaft. Die Diagonaleintriage von A entsprechen nun aber den
Eigenwerten der zu Beginn verwendeten Matrix F, die wir als positiv ange-
nommen haben. Diese Eigenschaft von F ist also Voraussetzung fir mean-
reversion des n-Faktor Vasicek-Modells. O
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4.1. Das n-Faktor Vasicek-Modell

4.1.2 Bondpreise im n-Faktor Vasicek-Modell

Wie schon in den 2-Faktor Modellen wollen wir nun versuchen, auch fiir eine
beliebige Anzahl an treibenden Zufallsprozessen eine Bondpreisformel zu er-
mitteln. Diese nutzen wir dann spéter zur Kalibrierung des Modells.

Wir beginnen mit der risikoneutralen Preisformel:

exp ( /tT R(u)du) | ft]

Da R(t) Funktion von Yi,...,Y,,¢ und diese als Losung ihrer stochastischen
Differentialgleichungen markovsch sind, existiert eine Funktion f mit

f(tvyla“'vyn) :B(t’T)

B(t,T)=E

Weiter sei D(t) := exp (f R(u )du) sodass dD(t) = —D(t)R(t)dt gilt.
Dann ergibt sich:

d(D()B(tT))
= (D(t)f)
dD(t) + D(t)df
—R()D(t)fdt + D(t)df
D(t) [-R(t) fdt + df]

1 n
T (A0 Y5)(0)

4,j=1
P
Da D(t)B(t,T) P—Martingal ist, muss der dt-Term= 0 sein:

2_1inYZ
0=— u+§n vivi | £+ L
=m0+ v 7

) il ((Z Alkyk) dy; > i dyzyz

Ve [0,7),y1,.-..,yn €ER  f:= f(t,y1,---,Yn)-

Als Endbedingung dient: 1 = B(T,T) = f(T,y1,...,Yn) ¥V y;.Die Losung ist
dann eine Funktion der Form

= D(t) | —R(t)fdt + dtfdt+zﬁde()

dt+ D(t

f(tvyla s ayn) = exp (7y101(7_) - ynCn(T) - A(T))
mit 7 =T — t.
Aus der Endbedingung folgt:
<:>Cl(0) = 02(0) == Cn(O) = A(O) =0
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4.1. Das n-Faktor Vasicek-Modell

Weiter ist
d _d dr d dT—-t) d .
%C,(T) = dTC’z(T) i dTC’l(T) 7 = —dTC’z(T), i=1,....n
und analog £ A(r) = —-LA(r)
d d d d
d )
Tl =(COf Vi
2
Ty ey
dy;y;

Einsetzen liefert:

0=f |fUl <dd701 + (Z /\klck> - V1>
k=1

d n
+ Y2 <d7'02 + (kzﬂ )\kQCk> - Vz)

+ ...

d
+ Yn <Cn + CTL)\nn - Vn)
dr

d I~
+ <d7'A+2;Ci _VO>]

Nach Lemma 7.2 aus dem Anhang ldsst sich dieses in ein System aus gew6hn-
lichen Differentialgleichungen

d n
ECZ(T) = - <k§l )‘kick(T)> + vi, 7::17"'7’”’
umschreiben und es gilt

d Ol
EA(T)— 5;@(7)‘*‘”0

Mit Anfangsbedingung C,(0) = 0 kann nun -2C,(7) = —Cp(7)Aun + vp
gelost werden.

Dann kann sukzessive C,,_1 bis C; und zuletzt auch A ermittelt werden.
(Analog zum 2-dimensionalen Fall).

Mit C4,...,C,, A ist dann

B(t,T) = f (51, yn) = exp (=41 C1(7) = -+ = ynCn(7) — A(7))

bis auf die y; bestimmt.
Fir die Kalibrierung eines 3-Faktor Vasicek-Modells werden wir diese Diffe-
rentialgleichungen in Kapitel 5 einmal ausfiihrlich 16sen.
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4.1. Das n-Faktor Vasicek-Modell

4.1.3 Darstellung mit realwirtschaftlichen Faktoren

Wir stoflen bei der Bondpreisberechnung nun noch auf das Problem, dass fiir
die Y; aus dem realen Markt keine Werte ermittelbar sind. Wir bendtigen also
wieder eine Moglichkeit der Umrechnung der Y; zu marktrelevanten Groéfen.
Als solche Groflen verwenden wir die Short-Rate, sowie n—1 Langzeitzinssitze
mit verschiedenen Laufzeiten 7;.

Wir wissen bereits, dass

R(t) =wvo + > _viYi(t)
il
Fiir die Langzeitzinssitze L;(7;) gilt auBerdem
1 1
L(t) = = log B(t,t +7;) = = Yi(t)C1(Ts) + -+ - + Yo () Cu(Ti) + A(T3)]
K]

%

In Vektorschreibweise konnen wir daraus bilden

Fit) v v Y1 (¢) v
Ly (1) Lo . ion : 1
Lyt | _ 2 C% (T1) . & 07?(7'1) Yg(t) o7 14'(’7'1)
Lo 1(#) = C1(Tn-1) L Cu(Tao1)) \Yalt)) \ = A(Fno1)
=M =v

M ist invertierbar, sodass sich Folgendes formulieren lésst

R(t) R(t)
Ly(t) NIRAG
) =MY({t)+v=>M . —v | =Y(%)

Eine Umrechnungsmoglichkeit zwischen den am Markt beobachtbaren Zins-
sitzen und unseren theoretischen Modellfaktoren Y; ist also gegeben, sodass
nun die Bondpreisformel nur noch eine Funktion der Modellparameter ist.
Dies erméglicht uns die Kalibrierung des Modells anhand von Bondpreisan-
fangskurven.

Weiter wollen wir nun noch das Modell direkt tiber R(t), L1 (%), ..., Ly(t) aus-
driicken.

Dafiir betrachten wir die Dynamik

dR(t)
dL(t)
. = MdY (t)
dLy,_1(t)
st 0 dWy(t)
=M |— ; . Y (t)dt + :
L >\n1 Ann de (t)
[ R(t -
A 0 Ll(( t)) AW (1)
=M |- : Mt : —v||dt+ ;
i )\nl )\nn Ln—l (t) de (t)




4.1. Das n-Faktor Vasicek-Modell

A 0 f((?) i 0
1
=|-M| : M1 , +M| M=ty dt
>\n1 /\nn L _'1 (t) /\nl )\nn
AW (t)
+ M :
AW, (t)
Definieren wir nun
/\11 0 bll
-M Mt =
/\nl >\nn b’ﬂn
und
A1 0 aj
-M Mty =
)\nl . )\nn QAp
und auflerdem
dW1 (t) O'1dB1 (t)
M = : ,
dW, (t) 0ndB, (1)
so gilt
R(t) a; b11 e e bln R(t)
Ly(t) as Lo : La(t) i
Ln_1(t) an b .. b ) \Ln-1(t)
B (t)
Bs(t)
ST
B,(t)

Wie erhalten also einen n-dimensionalen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess aus am
Markt beobachtbaren Komponenten.

Zu Priifen ist jetzt noch, ob B(t) ein Wiener-Prozess ist.

Dafiir gilt

OldBl (t) = VldW1 (t) + -+ l/nde(t)
1 - 1 ~
O'QdBQ(t) = ;O1(7’1)dW1(t) + -+ ;Cn(Tl)de(t)
1 1

1 .
O'ndBn(t) = & (Tn—l)dwl (t) 44—

Tn—1 Tn—1

On (Tn— 1 )de (t)
Also

Bu(t) = Uil (WA (E) + -+ v W (1))
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4.1. Das n-Faktor Vasicek-Modell

Bo(t) = > (101 (r)dWA(t) + - + 1Cn(ﬁ)dI7Vn(t))
02 \T1 T1
Bu(t) = - (£ Culrae s (0) - = Cor ) (1)

und es folgt

Wl(t) - Wl(5)7 ceey Wn(t) - Wn(s) ~ N(O7t - 5)
=vWilt) — viWi(s) ~ N (0,02 (t —s)) Vi

= Z (LW;(t) — viWi(s)) ~ N <0, <Z Vf) (t — s)>

Damit die B; Wiener-Prozesse sind, muss also gelten o1 = V12 +- 402
und weiter

1

Ti—1

VOF )+ 4 CAF) Vi=2,..n

g; =
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4.2. Das n-Faktor CIR-Modell

4.2 Das n-Faktor CIR-Modell

Betrachten wir nun der Vollstdndigkeit halber auch noch das n-Faktor CIR-
Modell. Dieses hat analog zum 2-Faktor CIR-Modell folgende Form:

dYi(t) = (p1 — A Yi(t) — - = Ap Yo () dt + /Y1(t)dWy (1)
dY,(t) = (tn — A1 Y1 (t) — - = Aun Yo () dt + /Y, (£)dW,,
Auch hier miissen die Wiener-Prozesse W1i,...,W,, paarweise unabhingig

sein, damit eine spitere Bondpreisberechnung méoglich ist.

Da fir alle Faktoren Y;(¢) > 0 zu jedem Zeitpunkt ¢ gelten soll, miissen wie
im 2-Faktor Modell Bedingungen an die Modellparameter gestellt werden:
Wir beginnen mit Y3(0),...,Y,(0) > 0 und betrachten den Fall, in dem
Y;(t) = 0 gilt.

Die Drift von Y;(t) sieht wie folgt aus:

=NV = > NaYi(t)

Setzt man nun p; > 0,A;; > 0 und Aj; < 0V 4 # j, so ist der Driftterm

nicht-negativ fiir alle Y;(¢) > 0,4 # j und Yj(t) = 0.

Setzt man also f1,..., 1y > 0,A; >0V iund A;; <0V i#j, sogilt
Yi(t),...,Ya(t) >0V ¢

Mit vy > 0 und vy, ...,v, > 0 gilt dann auch

R(t) =vo +nYi(t) + -+ vnYn(t) >0V ¢

4.2.1 Bondpreise im n-Fator CIR-Modell

Analog zu den bisherigen Bondpreisberechnungen beginnen wir mit der risi-

koneutralen Preisformel
T
exp —/ R(u)du | | Ft|,
t

und versuchen, eine Funktion f zu finden mit

f(t’ylv--wyn) = B(th)'

B(t,T)=E

Weiter definieren wir D(t) := exp (f(f R(u)du), sodass dD(t) = —D(t)R(¢t)dt
gilt.
Wir betrachten wieder die Dynamik des P-Martingals D(t)B(t, T):
d(D(t)B(t,T)) = d(D(t)f)
— fdD(t) + D)df
—R()D(t)fdt + D(t)df
— D) [—R(#) fdt + df

= D(t) |—R(t)fdt + %fdt +) %dei
i=1 v
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4.2. Das n-Faktor CIR-Modell

I~ d2 1
z Y z
Y A0 Y a0
i=1 i,j=1//i#j
()
(x) fallt weg, da Wi, ..., W, paarweise unabhéingig sind. Wiren sie es nicht,

wire eine Preisberechnung an dieser Stelle weitaus aufwendiger bis hin zu
kaum moglich.

= [—(uﬁzu“ >f+ —f

+ Z (i = AinYi(t) — - = AinYa(?)) d;i/. f

i=1

dt+ D(t

)| i

3 ZY dYY

Wegen der Martingaleigenschaft muss der dt-Teil = 0 sein, sodass folgende
Differentialgleichung gelést werden muss:

- (Vo + Z%Zh) I+ %f + Z (i = Aityr — = Xin¥Yn) dT;»f
' i=1 '
+5 Zyz
= dyiy z

fiir alle ¢ € [0,T) und alle y; > 0.
Wir suchen wieder eine Losung der Form

ft v, yn) —eXp< Zyl i ))

fir 7 =T —t und C1(7),...,Ch(7), A(7T) Funktionen der Restlaufzeit.
Die Endbedingung bleibt wie bei den anderen Modellen gesehen

F(TYA(T),...,Y(T)) = B(T,T) = 1

und liefert wieder

C1(0) = - = Cp(0) = A(0) = 0
Weiter nutzen wir erneut, dass £Ci(7) = —Cy(7) fiir allei = 1,...,n und

4 A(T) = —d%A(T) und erhalten

d d d
T T

d
d
dyl-f =—Cif
d2
f=Cif
dy;y;
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4.2. Das n-Faktor CIR-Modell

fligen wir nun dies in unsere Differentialgleichung ein, erhalten wir

d " 1
0=f [yl <d7_01 +Z)\¢10¢+ 5012 1/1> + ...
=1
+ 4 +ix Cit ez,
Yn dr n pat me 2 n n

d n
+ (dTA - ;ﬂici - Vo)

Da dies fiir jedes y; > 0 gelten soll, gilt analog zum n-Faktor Vasicek-Modell,
dass die einzelnen Klammern bereits = 0 sein miissen. Es entsteht folgendes
System aus Differentialgleichungen:

d = 1
ECl(T) = — ;)\2102(7‘) — 5012(7') + 11

d

EC’n(T) = — ;)\mCl(T) — iCn(T) + vy

und auBlerdem

d n

i=1

Diese koénnen numerisch gelost werden und somit erhalten wir explizite Lo-
sungen fiir die Funktionen Ci,...,C,, A und somit fiir die Bondpreise des
n-Faktor CIR-Modells mit paarweise unabhéngigen Wiener-Prozessen:

B(t,T) = f(t,Y1,...,Y,) = exp (— Zini(T) — A(T))
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Kapitel 5

Derivatpreise im n-Faktor
Vasicek-Modell

Wir wollen in diesem Kapitel Formeln fiir verschiedene Derivatanfangspreise
im n-Faktor Vasicek-Modell herleiten. Dazu zeigen wir zunéchst einmal, dass
das zuvor aufgestellte Vasicek-Modell gauflsch’ ist, also, dass die Short-Rate
normalverteilt ist. Dies hilft uns spéter bei der Berechnung von Derivatpreisen.

5.1 Verteilung der Short-Rate

In diesem Abschnitt wollen wir also zeigen, dass R(t) =vo+uiVi+--+v,Y,
normalverteilt ist beziiglich P, indem wir zeigen, dass die Y; gaufiverteilt sind.
Dazu benétigen wir folgende Begebenheit:

Lemma. Sei

A1 0 ~
_ . Mat _ m
M, = : . und e = Z - (Mpt)
Al o Aan m=0

das Matrix-Exponential mit (M,t)" = I,,,n > 2.
Weiter sei A\j; # Aj; V@ # J.
Dann gilt:

d
aeMnt — Mathr Yo

mit % als komponentenweises Differential.

Beweis. Per Doppelinduktion
(I) Induktion nach n:
TA(I): n=2:

A1 O
Mo =
2 ()\21 )\22>

A t)™ 0 )

Mot)™ = N _m
(e (Ammigz ()"
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5.1. Verteilung der Short-Rate

Beweis. per Induktion (II) nach m:

TA(TT): (Mst)? = (é ?)

IS(I1):
(Mot)™ ! = (Myt)™(Myt)
(A1t) 0 At 0
- <)\21th (Aaot)™ ><)\21t /\22t>
(Aprt)mHt 0
- (Amtm“ ML+ ) <A22t>m+1>
(Aqat)mHt 0
B <>‘21tm+1A An_iz;l (>\22t)m+1>
O
Dann gilt
1
eMet — Z:O E(Mgt)m
= < Aoy o Zif 0 ml(>\11t) - . . - 10 m)
o —ras (o (A t)™ = >y 2 (Aa2t)™) Yoo i (Aaat)

< ettt 0
il DU H SO VEL Y PP A22t
122 (e er=t) e

und weiter

A1t
7€]Mgt o < \ )\116 11
- 21 A1t
dt A1— Moo ()\116

. Appetint
)\216)\11t + )\22 )\11/\E1)\22 (e)\nt -
= €M2tM2
IS(I): Beh.:
M, )" =
(Mai2?) (Xn+1(
mit

0
>\226)\22t) >\226/\22t>

0
ekzzt) A22e>\22t

m) (At (r)z+1t)m>

X1 (M) = Xng1 (M — DMt + Mgt pgat) ™ AFDE

und

n M, 0
/\( +1) — ()\nJrl 1 )\n+1 2 ... >\n+1 n) also Mn+1 = <)\(n+1) )

Beweis. per Induktion(III) nach m:

TA(IIL) (Mpyqt)° = ({) (D
IS(III)

(M7L+1t)m —( 71+1t)m( n+1t)

)\n+1 n+1

Mt 0 )

)T}'L 0 ) <
<Xn+1( ) (Ang1 npat)™ A+ Ant1 nt1t
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5.1. Verteilung der Short-Rate

(M t)m+1 0
Xn41 (MMt + (Apg1 na1t) ™AL (Nppy pyrt)™ !

O

Daraus folgt:
1 S A (M) 0 )
Mp41t _ . t m=0 o
mz::O m/! TL+1 (Zm 0 7:1:1'Xn+1( ) Zm:O %()‘n-i-l n+1t)m

0
( m Oman+1( m) eAnt1 n+1t)

und somit

d M T 0
—eMmit = { e d A ¢
dt Gt Do i Xnr1(m) et

_ M, eMnt 0
A\ & X0 anH(m 1) Apgr ppaetntr nef

M, 0
= Mt <)\(n+1) At n+1> =Mt M, 4,
da

d & 1

. T T An 1

dtmzo(mﬂ)!x wi(m+1)

—ﬂi ! (X L) Mt + (st ngat)™A n+1>t)

dt = (m+ 1)1 \M"F w

= 1
=M, Z 7Xn+1( ) 4 erntt nrrt \(nF1)

O

Als Dreiecksmatrix ist eMnt

Lemma fir:

invertierbar. Wir nutzen dies und das obige

d (MY (1)) = MM, Y (t) + eMrtdY (L)
= Mnt (M, Y (t) + dY (1))
= Metdv (t)

= eMitY (t) = Y(0) + [y eMrsdIV (s)

Y () = (M) 7Y (0) + (M)~ /0 Mo Vi (5)

= (eMnt) ! teM"(Sft) V(s
" vo)+ [ A (s)

Da M, nicht-zuféllig ist, sind die Y; gaufiverteilt.
Die Short-Rate R(t) = vp + Y., v:Yi(t) ist also normalverteils.

Da wir nun wissen, dass die short-rate in unserem n-Faktor Vasicek-Modell
normalverteilt ist, konnen wir Preise von Derivaten berechnen.
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5.2. Call-Option

5.2 Call-Option

Bestimmen wir nun den Preis einer Call-Option mit Maturity 7" und strike
K auf einen Zero-Coupon-Bond mit Maturity S. Aus Abschnitt 5.1 wissen wir:

R(T) ~ N bzgl. PT = I B(T,S) ~ N bzgl. P
Fiir den Callpreis zum Zeitpunkt ¢ gilt:
CO(t,T,S,K) = B(t,T) ET [max(B(T,S) — K,0) | F; |
Wir kénnen nun ausnutzen, dass B(T,S) = F(T,T;S) := Fr gilt, wobei F
den Forwardpreis darstellt, und formulieren
C(t,T,S,K) = B(t,T) E" [max(Fr — K,0) | F; ]
= B(t,T) E" [(Fr — K)l{p>xy | Fe ]
=B(t,T) (E" [Frlip,sxy | Fe]— K PT(Fr > K | Fy))

Aus Lemma 7.3 folgt, dass

In(ET [Fr | F, |/ K
VVarT (In(Fr | Fy)

ET [Frlpesry | Fe ] =ET [Y |Fy] @ ( )) + %\/VarT(ln(FT | Fg))

Fir den hinteren Teil berechnen wir
PT(Fr > K) = PT(InFr > InK)
_pr <1nFT ~EFr] K -E[n FT]>

v/ Var(Fr) = v/ Var(Fr)
. (]E[lnFT] - an>
Var(Fr)

_ 3 (hl(]E [Frl/K) ;W)

Var(Fr)

AuBerdem gilt, da (F}) ein Martingal unter dem Forwardmartingal PT ist,

. _ B(t,S9)
ET [FT|Ft]_Ft_W

Zusammen folgt also fiir den Callpreis:
C(t,T, 5, K) = B(t, S) ®(dy) — B(t, )K ®(ds)

mit

B(t,5)
g = In (B(t,T)K) N 1
' % 2
dy=dy =V und V =/VarT(Fr | F)

v

Es bleibt also nur noch, V' zu berechnen.

Dazu betrachten wir zunéchst die Dynamik von Fj.
Zur Erinnerung:
B
5 _ BS)
B(t,T)
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5.2. Call-Option

— exp (—Z(q—(s—w — CU(T 1) Yi(t) — (A(S — ) —A(T—t)))

i=1

Dann ist

iM: 5

—(Ci(5 —1) = Gi(T — 1)) FydY;(t)

n

(Ci(S = 1) = Ci(T = 1)) (C5(S — 1) = C5(T — 1)) Frd(Yi(t), Y;(t))

+
[N
-

,j=1

—(C4(S — t) — Ci(T — t)) F,dY;(t)

I

o
Il
A

—F (C(S—t)—C(T —t)" dy (t)

Ist dann

n

i=1

mit |z = />, z?

i=1"1)
so ist WlT(t) nach Levy ein eindimensionaler Wiener-Prozess,
denn (Wi)(t) =t V¢
Weiter ist dann

dF; = F; ((C(S —t)—C(T - t))TAY(t)dt —|C(S—t)—C(T - t)|dW1T(t))
und

In F.r —In F}

/ dFT—/tT 1T d(Fr)

= ((C(s = 1) = C(T = )" AY (t)dt — [C(S — t) = C(T = H]dIV} (1))
- 5|(j(5_t)—C(T—t)| dt

Fiir die Varianz gilt somit:

V2= Varl(l F|IF)—Z/T(C-(S— )= (T —w)? d
=Var' (In Fr|F,) = t f w f U u
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5.3. Basket-Option

5.3 Basket-Option

Bei einer sogenannten Basket-Option halten wir eine Option, die nicht ein
einzelnes Underlying fiithrt, sondern ein Portfolio aus verschiedenen Underly-
ings mit verschiedenen Gewichtungen.

In diesen Fall betrachten wir eine Call-Option mit strike K auf einen Basket,
in dem sich jeweils a; B(t,T;)-Bonds befinden.

Der Preis des Baskets ist dann

m

Ut) =Y a;B(t,T))

i=1
Der Callpreis auf diesen Basket errechnet sich dann durch

Cp(t,T,K) = B(t,T)ET [max (U(T) — K,0) | F; ]
= B(t, T)E" [U(T)lwrys>ky | Fe ] = K PT(U(T) > K | Fy)

U(t) ist als Summe von lognormalverteilten Zufallsvariablen nicht lognormal-
verteilt, was eine exakte Berechnung analog zum Call auf ein einzelnes Un-
derlying extrem verkompliziert bzw. sogar ausschlief3t.

Wir greifen daher auf die Approximation via geometrischem Durchschnitt
nach Gentle (1993) zuriick.

Wir approximieren >..*, a;B(T,T;) mit dem geometrischen Durchschnitt

o(r) = [[ B 1)"

und korrigieren K* = K — (E* [U(T)] — E* [U(T)])

Nun nutzen wir (U(T) - K*)+ als Approximation fiir (B(T) — K)*.

Da U(t) lognormalverteilt ist, kann der Preis der Basket-Option nun mit der
Black-Scholes-Formel berechnet werden. Analog zur Callpreisberechnung gilt:

Cp(t, T, K) = B(t,T) [ET [0(T) | ] $(dy) ~ K @(d)]

mit

n (BT [U(T) | Fi)/K)

1
dy = %

Vi, do=d1 =V

DO =

und

vV =\/VarT (m0(1) | F.)
Fiir den Erwartungswert gilt dann:

E" [U(T) | Bt ]

=ET [H B(T, T;)"

Fy |

=E" [[[F(T.T,T;)* | F, ]
=1

[ F.1)
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5.4. Caps

n

= exp | TLa | 23 (5T~ 1)~ 5T — 1) — (AT — 1) — AT, 1)

Jj=1

Die Dynamik von U (t) bzgl PT fiir die Varianz zu bestimmen ist an dieser Stel-
le zu aufwendig. Weitestgehend analog zur Berechnung des Callpreises zuvor
erhiilt man aber eine Losung fiir V7 (ln U(T) | Ft) und hat somit letztendlich
den Bondpreis approximiert.

5.4 Caps

Leiht man sich einen Betrag N und fiirchtet sich vor zu hohen Zinssétzen, so
mochte man sich absichern. Ein Finanzinstrument dazu ist der Cap.

Geht man einen Cap mit einer cap-rate K und Zahlungszeitpunkten 77 <
-+ < Ty, mit Frequenz § ein, so erhélt man das Recht, zun jedem Zeitpunkt
die eigene dynamische Zinsrate (in diesem Fall die Liborrate) im néchsten Zeit-
punkt gegen die fixe cap-rate K zu tauschen. Ein Cap ist somit ein Portfolio
aus einzelnen Caplets, welche selbiges Recht immer fiir einzelne Zeitintervalle
verbriefen.

Blacks Formel liefert uns einen Preis fiir ein Caplet in t mit cap-rate K, einem
Nominal N und obiger Tenorstruktur

Caplet(t, T;) = N6B(t, T}) [Lg;;_ S(1)® (d1 (L,f:;_ 5(t))> Ko (d2 (L%_ 5(t)))]

Dabei ist

 (Eries®
- TE 1
dy (LTiﬂs(t)) T oVT 01 + §Ui\/Ti —0—1

und dy (LE_5(0) =di (LF ;1) = o/ T =0 1,

wobei o; die implizite Volatilitdt der Forwardrate Lgf 5(t) beschreibt.
Wollen wir den Preis eines Caps bestimmen, summieren wir die Preise aller
Caplets, aus denen er besteht, auf.

Bleibt noch, die Liborrate in unserem Modell ndher zu bestimmen:

o= (Zrr 1)

n

exp | D =Y;(t) [CH(Ti = 6 — ) = C4(Ti — 1)]
Jj=1

SN

—[ATi -6 -1) - A(Ti - t)]) - 1)

Der Cappreis ist also alles in Allem eine Funktion der impliziten Forwardra-
tenvolatilitdten und der Modellparameter. Sind Letztere kalibriert und die am
realen Markt vorliegenden Cappreise bekannt, kénnen die impliziten Volatili-
taten berechnet werden:

Man betrachtet dafiir die Preise von Caps unterschiedlicher Laufzeiten, aber
identischer Tenorstruktur. Zuerst sieht man sich dabei ein einfaches Caplet an,
sodass nur eine implizite Volatilitdt in der Funktion auftaucht, die man dann
sofort eindeutig bestimmen kann. Fiigt man nun sukzessive weitere Caplets
hinzu, so kann eine eindeutige Volatilitdtenstruktur oy, ..., o, bestimmt wer-
den. Diese kommt uns bei der Preisberechnung fiir Swaptions zugute.
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5.5. Swaptions

5.5 Swaptions

Legen wir unser Augenmerk nun auf die Berechung von Swaptionpreisen.
Eine Swaption ist das Recht, zu einem Zeitpunkt 7Ty in einen Swap mit fi-
xer Zinsrate K einzusteigen. Dabei bezeichnet der Ausdruck payer (receiver)
swaption das Recht, in einen payer (receiver) Swap einzusteigen.

Steigt man in einen payer (receiver) Swap ein, so vereinbart man, zu bestimm-
ten Zeitpunkten Ty < --- < T, einen fixen (variablen) Zinssatz zu zahlen und
dafiir einen variablen (fixen) Zinssatz bezahlt zu bekommen. Der variable
Zinssatz ist dabei oft die Liborrate.

Wir wollen nun den Preis fiir eine payer Swaption im n-Faktor Vasicek-Modell
bestimmen.

Wie bereits beim Cappreis gesehen, nutzen wir Blacks Formel. Diese liefert als
Preis fir eine payer Swaption mit festem Zinssatz K, Nominal N und obiger
Tenorstruktur fir ¢t < Tp:

PS(t) = N§ <§m: B(t, Ti)) [Rswap(t)® (dy (¢, Rowap(t))) — K (ds (¢, Rswap(t)))]

i=1

mit

In (L“L’&P(t)) 1
di (t, Rswap(t +5\/Var (Rewap(t) | Fo)\/To — t
16 B (8) = b e 5V (R (1) | FOV T

und ds (£, Ruuwap(t)) = da (£, Rasap (1)) = \/Var (Ruwap(t) | Fo)v/To — ¢
Weiter ist Rgswap(t) die Forward-Swaprate, also

. B(t,T;)
Roea) = L) it = 2

und damit gilt dann

m m

\/V(IT swap( ) | IB‘t ZZO‘ZQJUZUJPZJ

=1 5=1

wobei die o; die impliziten Volatilitdten der Liborraten sind, die wir bei der
Cappreisberechnung bereits bestimmt haben und die p;; die Korrelationen der
einzelnen Liborraten darstellen.

Der Swaptionpreis stellt sich also als Funktion der Modellparameter sowie
der Korrelationen dar. Diese konnen also in einem kalibrierten Modell mit
bekannten Marktpreisen fiir Swaptions rechnerisch bestimmt werden.
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Kapitel 6

Kalibrierung eines
3-Faktor Vasicek-Modells

6.1 Kalibrierung mithilfe von Bondpreiskurven

Wir wollen nun die Kalibrierung eines n-Faktor Vasicek-Modells am Beispiel
n = 3 einmal durchfithren. Dafiir wollen wir die Parameter unseres Modells
so einstellen, dass sich die aus den Zero-Coupon-Bondpreisen in Abhangigkeit
zur Restlaufzeit ableitende Kurve moglichst genau der real am Markt beob-
achtbaren Bondpreiskurve annéhert.

Wie bereits in Kapitel 4.1.2 festgestellt wurde, ist der Preis eines Zero-Coupon-
Bonds zum Zeitpunkt ¢ mit Restlaufzeit 7 = T — ¢t durch folgende Formel
gegeben:

B(t,T) = exp(=Y1(t)C1(7) — Ya(t)Ca(7) — Y3(t)C3(7) — A(7))

wobei C1, Cs,Cs und aus diesem System von Differentialgleichungen hervor-
gehen

dC;T(T) = —A1C1(1) = X210 (7) — A1 C3(7) + 11 (1)
dc;f-) = —A220(7) — A32C5(7) + 12 (2)
dC;;,T(T) = —A33C3(7) + 3 (3)

und A sich wie folgt berechnet:

dA(T)
dr

1 1 1
= —5012(7) - 5022(7) - 50:?(7) + o

Zur Vereinfachung schreiben wir die Differentialgleichungen um:

fl(x) = —af(z)+b
g'(x) = —cg(x) —df () +e
W (z) = —ph(x) — q9(z) — rf(z) +s
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6.1. Kalibrierung mithilfe von Bondpreiskurven

mit Anfangsbedingungen f(0) = ¢(0) = h(0) =
In Kapitel 3.1.2 haben wir f und g bereits bestimmt (unter anderen Namen).
Nach einfacher Umformulierung ergibt sich:

b b —azx
Ja)= 2 ~Ze
a a
A
[e 5] (6]

und

e db . db e\
1@ =~ et T dae e)¢

¢ ac alc—a) a—c) ¢
S —— —_——

B B2 B3

die Bedeutung der ag, as, 81, B2 und B3 wird spéater klar. Zunéchst wollen wir
noch die Funktion h bestimmen:
Sie lautet:

h(x) =7 +y2e” " + 3 —(11 + 72 +73) e 7"
Y4
mit
((ge + sc)a + b(rc — qd))
pac

b(—rc+ qd +ra)

(p — a)a(a —c)
q(—db — ce + ea)

(= ela—0)

n=-

"2 =

V3=

Beweis:
h(0) = 0 gilt offensichtlich. Weiter ist

W(x) = —aye™ ™ —cyze™ ™ +p(y1 + 72 +73) e P7
= —ph(z) + py1 + py2e” " + pyze” — ayre”  — cyze” "
= —ph(x) + (p — )3 + (p — a)y2e” " + pn

( dbce+ea>
=q
cla—c)

q(i adf c>>

Betrachte: (p — ¢)ys:

Damit folgt

'(¢) = —ph(z) — L — a)ppete
i) = phla) = ag(e) + 0o g (£ = D) (- apae
_ qdb —az e _db
= —ph(z) — qg(x) + (a(c_a) +(p—a)72> e " +gq (C > ) +pmmn
Betrachte: a(C a) +(p—a)ya:
qdb _ qdb b(—rc+qd+ra)
alc—a) TP —a)z = alc— a) ala — c)
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6.1. Kalibrierung mithilfe von Bondpreiskurven

_ —qdb+b(—rc+qd +ra)

ala —c)
_ br(a — c)
ala — Z)
S0

Also

h'(xz) = —ph(z) — qg(x) — rf(z) + rg +4q (i - ;li) +m

Schlussendlich betrachten wir dann noch

b (e db
reta = — )+
a c

ac

:ré +q (e _ db) _ ((ge + sc)a + b(re — qd))
a c ac ac

__rbc+ eqa — dbq — age — sca — bre + bqd

a ac

_sca

ac

=s

sodass
W(z) = —ph(x) — qg(x) — rf(z) +s

Damit sind f,¢ und h bestimmt und es bleibt noch A zu berechnen: Dazu
bendtigen wir
f2(z) = a2 + a2e™2%® 4 20 000"
9% (x) = BT + B3e 2" + B3e 72" + 281 Bae” ™" + 231 Bz + 2B Pz (*TOT
h?(z) = 7% + 936727 + 9372 +fe T 4 2919067 4 215"

+ 2717167 4 27367 T 4 2999y T 4 2o (DT
Aus

Al(r) = =5 (F2(1) + g*(1) + B2(7)) + 1o

21
2
folgt dann
T 1 1
A(T) :/0 3 (a4 87 +77) — 5 (2100 + 20102 + 27172) e

1 —cu 1 —fu 1 —2au
— 5 (2818 +2mys) 7 — 5 () e — S (oG + BF 4 93) €7

2 2
1 B 1 _ 1 )
~3 (5% + ’73%) e 2cu _ 5*}/26 2fu _ 3 (2235 + 27273) e—(ate)u

1 | —(c+f)u
—5272746 (a+f) —5273746 (et vy du

1 1 _
=—= (a:{+ﬂf+712)“+a(a1042+5152+71’Y2)6 “

2

1 —Cu 1 —TJu 1 — QU
+E(5153+71’73)6 +?(V1V4)€ / —E(ag—l-ﬁ%—i-v%)e 2

1 2 2 —2cu 1 2 —2fu 1 —(ate)u

1 (B3 +73) e 4f74€ a+c(ﬁ2ﬁ3+’72’73)€
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6.1. Kalibrierung mithilfe von Bondpreiskurven

—(a+flu _

v3yse” I 4 you

Y2774€
c+ f 0

a+ f

Fiir eine Simulation der Bondpreiskurve
B(t,T) = exp(=Y1()C1(1) = Ya(t)Co(7) — Y3(1)C3(7) — A(7)) , 7:=T — ¢

des 3-Faktor Vasicek-Modells fehlen nun lediglich Y7 (t), Ya(t), Y3(t).
Dafiir wollen wir auf die am realen Markt verfiigharen Werte fir die Short-
Rate und die Zinsraten verschiedener Laufzeiten zugreifen. Diese wurden be-
reits in Kapitel 4.1.3 mit Ly (¢), L2 () bezeichnet.

R(t)

Im selben Kapitel haben wir aulerdem einen Zusammenhang zwischen L1 (t)

La(t)
und Y (¢) hergeleitet:

R(t)
Y(t)y=M""! Li(t) ]| —wv
Ly(t)
mit
151 V2 V3 o
M= %01(7'1) 102(7'1) *03( 1) | und v= :1114(7'1) ,
2 Cy(72) *02(72) *CB( 2) L A(r)

wobei 71 die Laufzeit von L; und 75 die Laufzeit von L, darstellt.

Kennen wir nun R(t), L1 (t), L2 (t) und haben wir bereits Cy (1), Ca(7), C3(T), A(T)
bestimmt, lasst sich auch Y'(¢) ableiten, sodass sich der Bondpreis als Funk-
tion der Modellparameter prasentiert.

Dafiir wollen wir zunichst A ~! bestimmen:

Invertieren der Matrix M ergibt

1 Cs(me)xs  —11Cs(m2)ze T2 (Cs(T)xe — V3x4)
M*t=—— [ -Cs(m)azs 71C3(r)xy 72 (—Cs(m)x1 — v323)
2124 — T3T 5 5 55
mit
01 = 2305 (1) — 24C1(12), 02 = 71 (—ca(m2)z1 + Ci(M2)22),
03 = Ty ( Ci(m)xa + Co(m)z1 + 57— o (T ) (C1(m2)74 02(72)553))
und

T = V1C3(7'2) - V301(T2)7 T2 = V2C3(7'2) - V302(7'2)
z3 = C1(11)C3(72) — C1(12)C3(71), @4 = Ca(71)C3(72) — Ca(72)C3(11)

Die genaue Herleitung von M ! findet sich im Anhang.

Wir haben nun alles zusammen, um die Bondpreiskurve des 3-Faktor Vasicek-
Modells zu simulieren, um sie dann der real Beobachtbaren durch Shiften der
Modellparameter anzupassen.

In dieser Arbeit wurde die Simulation mithilfe des Statistikprogrammes R
durchgefiihrt. Der entsprechende Code findet sich im Anhang der Arbeit.
Wir mo6chten uns nun anhand einiger Beispiele fiir Bondpreiskurven die Aus-
wirkung von Parameterverdnderungen anschauen:
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6.2. Beispiele

6.2 Beispiele

Zuerst schauen wir uns an, wie eine solche Bondpreiskurve mit einer bestimm-
ten Parameterwahl aussehen kann.

Annahmen:
R =0.1
L, =0.12
Ly, =0.14
T1 =5
79 =10

Dabei sind die Parameter zuerst wie folgt gewahlt:

A11 =0.01
Aoo =0.3
Aop =0.4
A33 =0.0725
Ao =—0.4
A31 =—0.9
vg =0.15
v, =0.01
vy =0.05
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6.2. Beispiele

Im Folgenden werden wir R, L1, Lo und 7o unverdndert lassen, sowie
auch fast alle Parameter. Lediglich ein Parameter wird nach und nach ver-
andert, um die Auswirkungen auf die Bondpreiskurve zu beobachten. Der
variable Parameter findet sich jeweils in der Legende.
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6.2. Beispiele

Vergleichen wir jetzt einmal Bondpreiskruven, bei denen direkt mehrere
Parameter verdndert wurden, so zeigt sich die Flexibilitdt, die durch die hohe
Anzahl an Parametern im 3-Faktor Vasicek-Modell entsteht. Die Parameter
sind:

Graphy = (A1, A22, A21, Ag3, A3z, Az, 10, V1, V2, V3)

Graphy = (0.01,0.3,0.4,0.0725, —0.4, —0.9,0.15, 0.01, 0.05, 0.018)
Graphy = (0.1,0.29,0.25,0.08, —0.41, —0.88,0.17,0.03, 0.042, 0.016)
Graphs = (0.002,0.32,0.36,0.09, —0.35, —0.86, 0.3, 0.05, 0.055, 0.02)
Graphy = (—0.03,0.28,0.39,0.07, —0.39, —1,0.19,0.001, 0.045, 0.014)

Graphs = (—0.02,0.34,0.38,0.04, —0.43, —0.92,0.16,0.012, 0.04, 0.022)

_| Graphen

Restlaufzeit
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6.3. Vergleich mit dem 2-Faktor Vasicek-Modell

Ziemlich jede realistische Bewegung der Markt-Bondpreiskurve kénnen wir
durch die grofle Anzahl an verstellbaren Parametern im 3-Faktor Vasicek-
Modell wiedergeben.

Inwieweit diese Flexibilitat bereits im 2-Faktor Vasicek-Modell gewéhrleistet
ist, sehen wir uns im Folgenden an.

6.3 Vergleich mit dem 2-Faktor Vasicek-Modell

In diesem Abschnitt wollen wir das zuvor fiir das 3-Faktor Vasicek-Modell
durchgefiihrte Verfahren zur Simulation einer Bondpreiskurve auch einmal
fiir ein 2-Faktor Vasicek-Modell durchexerzieren, um die Bondpreiskurven-
flexibilitat der beiden Modelle zu vergleichen. Es wird erwartet, dass im 3-
Faktor Modell durch die erhohte Anzahl an Parametern eine hohere Flexibi-
litdt erreicht wird. Das wiirde bedeuten, dass das Modell genauer an die reale
Marktlage angepasst werden kann, was moglicherweise den Mehraufwand in
der Berechnung bzw. der Kalibrierung rechtfertigt.

Wir beginnen analog zum 3-Faktor Fall mit der Bestimmung der Funktionen
Ol, 02 und A.

Die dafiir zu l6senden Differentialgleichungen waren:

d
76(;1;T) = —MCi(T) = A1 Co(T) + 11
dCs(7) _ S MaCo(r) 4+ v

dr

und fir A gilt

dA(T) 1 1
r —5012(7') - 5022(7') + 1o
Wie wir auch bereits festgestellt haben, ergeben sich als Losungen fiir C

und Cs:

Ci(r) = Vi Aol A21V2 et 4 <)\ (>\21V2 V1> M7
1

T A A — ) Xa— M) A
_ ﬁ_ﬁ — 2T
CQ(T) = /\2 )\26

Daraus lasst sich mit dem Computer die Funktion A(7) bestimmen, sodass
uns zur Berechnung der Bondpreiskurve

B(t, T) = exp(—YlCl (T - t) - YQCQ(T - t) - A(Tt))

nur noch Y (f) — Gggg) fehls.

Dafiir ziehen wir den Zusammenhang zur Long-Rate zur Hilfe. Dieser wurde
in Kapitel 3.1.3 hergeleitet:

- (2)

. 141 12 - 1Z0]
M = <‘I’1101(T1) 7_1102(7—1)> und v = <7_11A(T1)>

mit
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6.3. Vergleich mit dem 2-Faktor Vasicek-Modell

wobei 71 der Laufzeit von L(t) entspricht.
Fiir M1 ergibt sich dann

M_l = L CQ(Tl) —T1V2
1/102(7'1) - V201(7'1) —Cl(Tl) 11

sodass

1 Cao(m1) (R—wo) —Tive ( - %A(Tl))
11 Cs(m1) —12C1(11) \ —=Cy(m) (R—1y) T (L - :IIA(ﬁ))

Y(t) =

Die genaue Bestimmung von M ! findet sich im Anhang.

Extrahieren wir jetzt R, L und 71 aus dem realen Markt, so kénnen wir die
Bondpreiskurve als Funktion der Modellparameter und der Bondlaufzeit dar-
stellen. Wie im 3-Faktor Vasicek-Modell fithren wir die Simulation mithilfe
des Statistikprogramms R aus und schauen uns die Kurvenverdnderung an,
wenn die einzelnen Parameter gedndert werden. Der zugehorige Code befindet
sich wieder im Anhang.

Wir wéhlen fiir unsere Marktdaten in diesem Falle

R=0.1
L =0.12
1 =5

und als Werte fiir eine Beispielkurve

A =0.3
Ao =0.1
Aop = —0.4
vy = 0.02
v, = —0.05
vy = 0.02

Diese sieht wie folgt aus:
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6.3. Vergleich mit dem 2-Faktor Vasicek-Modell
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6.3. Vergleich mit dem 2-Faktor Vasicek-Modell

wir an den einzelnen Parametern drehen und sehen, wie sich die Kurve verhélt.

Nun wollen

Lambda_11-Werte
— 0.3

Restlaufzeit
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6.3. Vergleich mit dem 2-Faktor Vasicek-Modell

Bemerkung 6.1. Es fillt auf, dass sich die Bondpreiskurve unabhéngig von
der Parameterwahl in 71 schneiden. Das liegt daran, dass der einzige Langzeit-
zins, der zur Kalibrierung herangezogen wurde, eine Laufzeit von 71 besitzt.
Bei der Bondpreisberechnung wird dies auch mathematisch deutlich:

B(t,t+7’1)

- o ( N Cslm) . vaCi (1) KCQ(T”(R(” ~20) =T (L(t) B TllA(Tl)»

Cy(m) + (—C1(T1)(R(t) — 1) + T (L(t) — 1A(7-1))> 02(7-1)} — A(T1)>

T1

= —TlL(t)

Vergleichen wir nun die verschiedenen Bondpreiskurven der beiden Modelle,
so zeigt sich, dass es im 2-Faktor Modell deutlich schwieriger ist auf gewisse
Bewegungen der realen Bondpreiskurve zu reagieren. So kann man beispiels-
weise etwaige Wellenbewegungen in der Kurve mit der erhéhten Anzahl an
Parametern im 3-Faktor Modell besser darstellen als im 2-Faktor Modell. Der
Aufwand, der bei einer Einstellung eines 3-Faktor Vasicek-Modells entsteht,
liefert also einen sehr starken Zugewinn an Flexibilitdt bei der Angleichung der
Bondpreiskurven. Erhéht man die Anzahl der Faktoren weiter, so miissen wir
eine abnehmende Grenzflexibilitdt annehmen, sodass ab einer gewissen An-
zahl an Zufallsprozessen das Verhéltnis zwischen Kalibrierungsaufwand und
Genauigkeitszunahme eine Zufallsfaktorerh6hung nicht mehr rechtfertigt.
Diese Schere zwischen Realitédtsndhe und Handhabbarkeit des Modells héngt
beim Vasicek-Modell wie bei anderen Finanzmarktmodellen vom Zweck der
Modellierung ab.
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Kapitel 7

Anhang

7.1 Lemma

P11 - Pin
Sei P= [ : nicht-singulér, o1,...,0, > 0 und ¥, € (—1,1)
Pn1 ... Dnn

fir j,k € (1,n),j # k.
Dann gelten:

n n
(1) 7= ZP%U? + Z PijPik0;0kYie >0 Vi
i=1 k=1 j#k

n

1 n
Zpikpjko'/% + Z (pik'pjm + pjkpim) OLOmWYkm

VARKRE N e kym=1 k#£m
€(-1,1) ¥i,j

(ii) pi; =

Beweis. Betrachte die Matrix

Yir .o Y1
wnl R wnn
Als Kovariationsmatrix ist N positiv semidefinit. Da NV auflerdem nicht-singular
ist, also auch keine Eigenwerte = 0 besitzt, ist sie positiv definit. Nach Cho-
lesky besitzt sie also eine Zerlegung

N=MM"
mit
11 N Tin
M =
Tnl -+ Tpn

(M ist sogar untere Dreicksmatrix, das wird hier allerdings nicht benotigt.)
g1 O

Aus der Nicht-singularitit von P 3 = und M folgt dann
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Anhang

die Nicht-singularitit von MNP =

P1101Z11 + - F P1nOnTnl  --- Pr101T11 + -+ PrnOnTnl

P1101T1n +---+ PinOnTnn .- Pnl101T1in +---+ PnnOnTnn

Die Spaltenvektoren cy, ..., ¢, von MY P! sind somit unabhéingig und # 0.
Es gilt:

n n n n
0 <l = 35207 (zz§k>+ ST (zwkl>=%
j=1 k=1

G k=1 j#k =1

=1V j =i V1

Mit Cauchy-Schwartz gilt weiter
—1=—lleillllej Il < eics <lleilllles|] =1
und

n

1 n
> piwpikoi+ D (DikPim + PikPim) OkOmPkm | = pij

Vv ViV k=1 km=1 k#m

CiCj =

O

7.2 Lemma

Seien a1, ...,a, € R und es gelte

O=apn+-+an¥yn Vy,...,yn €R

Dann gilt: a; =---=a, =0

Beweis. Wahle fir yq,...,y, feste Werte Y7,...,Y,,.

Dann gilt:

O=a Y1+ - +a,Y,
Sei nun y,, =Y, + 1. Dann gilt:
0O=a1Vi+ - +a,Vo+1)=arY1+ - +a,Yn+a,=a,
Setze dies sukzessive fort und es folgt
ap=-=a,=0

O
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7.3 Lemma

Sei Y lognormalverteilt mit Erwartungswert m und Varianz s2, also
InY =: X ~ N(m,s?). AuBerdem sei K > 0. Dann gilt:

E [Ylysr)) =E [Y]® (m_an + 3)

S

Beweis.

E [Y1ysky] =E [exp(2)l{x>mK}]
o 1 (x —m)?
- / exp () s exp(— 2 g
l 2

nK 72 2s?
* 252 — (x — m)?
_ / exp( xs® — (x —m) o
InK V2ms? 2s?
o8] 1 2 2 2\ 2
:/ o x? + 2z(m + s%) m)dx
InK V2ms2 252
< 1 (x — (m+ s%))? (m + s%)2 —m?
= /l By exp(— 52 ) exp( 552 )dx
o0 1 _ 2\\2 2 2 4
:/ exp(—(m (m + 7)) ) exp( ms_+s )dx
InkK V2ms? 252 252
1 <1 (x — (m+ s2))?
= exp(m + 557) /an o7 hi s L

*

(x) ist die Dichte einer N(m + s2, s?)-verteilten Zufallsvariable Z, also gilt:

/loo 1 eXp(_(x—(m—l—s)) )z

nK 27'('52 232
=P (Z <InK)

_p Z — |m + §?| - In K — |m + s?|

S S
~—_———

~N(0,1)
_P(Z— |m + s2| - Im + 52| —an>
s s

_o <m1nK+S>
s
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7.4 Invertieren der Matrix M (3-Faktor Mo-
dell)

Zuerst uberfuhren wir die Matrix M in die Einheitsmatrix:

X1 Xro O
( I3 T4 0 )
Ci(r2) C2(m2) Cs(72)

21 = 11C3(m2) — 13C1(12), 2 = 1rC3(12) — 13C3(T2),

r3 = C1(11)C3(12) — C1(12)C3(1), 4 = Co(11)C3(72) — C2(72)C3(T1)

T1X4 — ToT3 0 0
I3 T4 0
Ci(72) Ca(2) C3(m2)

mit

) IITxm  IIl*x7y
2) IxCs(me)—IIIxvs IIxCs(me)—III%Cs(m)
) ITxay—IIxxo
1
) L1Xyg4 — XT3

1
5) — (Il —xz3*1)
T4

I«

C3(7'2) * (III* II*CQ(TQ) 7[*01(7’2))

Analoge Zeilenumformungen der Einheitsmatrix liefern dann:

1 Cs(ma)ry  —11C3(m2)re T2 (C3(11)22 — V324)
M71 = —C3<T2).’1?3 7'103(7’2).’1?1 T2 (—03(7'1)51}1 — V3I3)

14 — T3T
144 342 51 (52 (53
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mit
01 = 23C5(12) — 24C1(12), 02 = 71 (—c2(T2)21 + Ci(M2)22),

03 =Ty (01(71)$2 + Co(m)xr + #i'z) (Ci(m2)xy — 02(7'2)1’3)>

7.5 Invertieren der Matrix M (2-Faktor Mo-
dell)

Zuerst uberfithren wir die Matrix M in die Einheitsmatrix:
141 Vo
M =
(iCﬂr) iChﬁﬁ)
(cit i)
Ci(r) Ca(r)

(" o)

(Cll(T ) 02(27 ))
((1) 01(27 )>
6 7)

Die dafiir benutzten Zeielumformungen sind:

1) I+t

2) ITxCo(r)—II*uwy
1

3) I

¥ 1/102(7') — VQCl(T)
4) I —Cy(r) +1I

5) II*

1
Cy(7)

Analoge Umformungen der Einheitsmatrix liefern dann:

M_l = L CQ(Tl) —Ti12
1/102(7'1) - V2C1(7'1) —01(7'1) TV
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7.6 R-Code fiir das 3-Faktor Vasicek-Modell

# Festlegung der dem Markt
# und 2 Langzeitzinsséitze
# mit Laufzeiten von 5 bzw.

R=0.1
L1=0.12
L2=0.14

taul=5
tau2=10

# Definition von Hilfsfunkt

alphal<-function(a,b){

b/a

}
alpha2<-function(a,b){

-b/a

}
betal<-function(a,b,c,d,e){

e/c-d*xb/ (a*c)

}
beta2<-function(a,b,c,d){

d*b/(ax(c-a))

}
beta3<-function(a,b,c,d,e)q{

d*b/(c*x(a-c))-e/c

}

entnommenen Werte fir Short-Rate

10 Zeitintervallen

ionen

gammal<-function(a,b,c,d,e,p,q,r,s)q{

-((gq*e+s*c)*a+b* (r*
}

gamma2<-function(a,b,c,d,p,
(b* (-r*c+q*d+r*a))/
}

gamma3<-function(a,b,c,e,p,
(g*(-d*b-cxe+exa))/
}

c-q*d))/(p*a*c)

q,r){
((p-a)*ax*x(a-c))

) {
((p-c)*c*(a-c))

gamma4<-function(a,b,c,d,e,p,q,r,s)q{

-gammal(a,b,c,d,e,p
gamma3(a,b,c,e,p,q)
}

Bi<-function(u,a,b,c,d,e,p,

,q,r,s)-gamma2(a,b,c,d,p,q,r)-

q,r,s)q{

-1/2*(alphal(a,b) "2+betal(a,b,c,d,e) "2+

gammal(a,b,c,d,e,p,
}

B2<-function(u,a,b,c,d,e,p,

q,r,s)"2)*u

qg,r,s)q{

1/a*(alphal(a,b)*alpha2(a,b)+
betal(a,b,c,d,e)*beta2(a,b,c,d)+

gammal (a,b,c,d,e,p,

exp (-a*u)

}
B3<-function(u,a,b,c,d,e,p,

1/c*(betal(a,b,c,d,

q,r,s)*gamma2(a,b,c,d,p,q,r))*

q,r,s){
e)*xbeta3(a,b,c,d,e)+

(6]
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gammal(a,b,c,d,e,p,q,r,s)*gamma3(a,b,c,e,p,q))*
exp (-c*u)

}

B4<-function(u,a,b,c,d,e,p,q,r,s){
1/p*gammal(a,b,c,d,e,p,q,r,s)*
gamma4 (a,b,c,d,e,p,q,r,s)xexp(-p*u)

}
B5<-function(u,a,b,c,d,p,q,r){
1/(4*a)*(alpha2(a,b) "2+beta2(a,b,c,d) "2+
gamma2(a,b,c,d,p,q,r) 2) xexp(-2*a*u)
}
B6<-function(u,a,b,c,d,e,p,q){
1/ (4*c)*betal3(a,b,c,d,e) 2*gamma3(a,b,c,e,p,q) "2%*
exp (-2*c*u)
}
B7<-function(u,a,b,c,d,e,p,q,r,s){
1/ (4*p)*gammad (a,b,c,d,e,p,q,r,s) 2*xexp (-2*p*u)
}
B8<-function(u,a,b,c,d,e,p,q,r){
1/ (a+c)*(beta2(a,b,c,d)*beta3(a,b,c,d,e)+
gamma2(a,b,c,d,p,q,r)*gamma3(a,b,c,e,p,q))*
exp (-(a+c)*u)
}
B9<-function(u,a,b,c,d,e,p,q,r,s){
1/ (a+p)*gamma2(a,b,c,d,p,q,r)*
gamma4 (a,b,c,d,e,p,q,r,s)*exp(-(a+p)*u)
}
B10<-function(u,a,b,c,d,e,p,q,r,s){
1/(c+p)*gamma3(a,b,c,e,p,q)*
gamma4 (a,b,c,d,e,p,q,r,s)*exp(-(c+p)*u)
}
Bli<-function(u,f){
f*xu

}

Al <-function(u,a,b,c,d,e,f,p,q,r,s){

Bi(u,a,b,c,d,e,p,q,r,s)+B2(u,a,b,c,d,e,p,q,r,s)+
B3(u,a,b,c,d,e,p,q,r,s)+B4(u,a,b,c,d,e,p,q,r,s)+
B5(u,a,b,c,d,p,q,r)+B6(u,a,b,c,d,e,p,q)+
B7(u,a,b,c,d,e,p,q,r,s)+B8(u,a,b,c,d,e,p,q,r)+
B9(u,a,b,c,d,e,p,q,r,s)+B10(u,a,b,c,d,e,p,q,r,s)+
B11(u,f)

}

# Die fiir den Bondpreis wichtigen Funktionen C1,C2,C3 und A

A2 <-function(x,a,b,c,d,e,f,p,q,r,s){
A1 (x,a,b,c,d,e,f,p,q,r,s)-A1(0,a,b,c,d,e,f,p,q,r,s)
}

C3<-function(x,a,b){
alphal(a,b)+alpha2(a,b)*exp(-a*x)
}

C2<-function(x,a,b,c,d,e){
betal(a,b,c,d,e)+beta2(a,b,c,d)*xexp(-a*xx)+
beta3(a,b,c,d,e)*xexp(-c*x)

}
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Ci<-function(x,a,b,c,d,e,p,q,r,s){
gammal(a,b,c,d,e,p,q,r,s)+
gamma2(a,b,c,d,p,q,r)*exp(-a*x)+
b,c,e,p,q
b,c,d,e,p,

> > >

>

> > 3

gamma3 (a, )*xexp (-c*xx)+
gamma4 (a, q,r,s)*exp (-p*xx)
}

> > > >

> > > 3

# Hilfsfunktionen zur Berechnung der Ys

x1<-function(a,b,c,d,e,p,q,r,s){
s*C3(tau2,a,b)-b*C1(tau2,a,b,c,d,e,p,q,r,s)
}

x2<-function(a,b,c,d,e)q{
e*xC3(tau2,a,b)-b*xC2(tau2,a,b,c,d,e)
}

x3<-function(a,b,c,d,e,p,q,r,s){
Cci(taul,a,b,c,d,e,p,q,r,s)*C3(tau2,a,b)-
ci(tau2,a,b,c,d,e,p,q,r,s)*C3(taul,a,b)
}

x4<-function(a,b,c,d,e)q{
c2(taul,a,b,c,d,e)*C3(tau2,a,b)-
c2(tau2,a,b,c,d,e)*C3(taul,a,b)
}

# Bestimmung der Vs

yl<-function(a,b,c,d,e,f,p,q,r,s){
1/(x1(a,b,c,d,e,p,q,r,s)*x4(a,b,c,d,e)-
x3(a,b,c,d,e,p,q,r,s)*x2(a,b,c,d,e))*
(C3(tau2,a,b)*x4(a,b,c,d,e)*x(R-f)-
taul*C3(tau2,a,b)*x2(a,b,c,d,e)*(L1-((1/taul)*
A2 (taul,a,b,c,d,e,f,p,q,r,s)))+
tau2*(C3(taul,a,b)*x2(a,b,c,d,e)-b*xx4(a,b,c,d,e))*
(L2-((1/tau2)*A2(tau2,a,b,c,d,e,f,p,q,r,s))))
}

y2<-function(a,b,c,d,e,f,p,q,r,s){
1/(x1(a,b,c,d,e,p,q,r,s)*x4(a,b,c,d,e)-
x3(a,b,c,d,e,p,q,r,s)*x2(a,b,c,d,e))*(-C3(tau2,a,b)*
x3(a,b,c,d,e,p,q,r,s)*(R-f)+taul*C3(tau2,a,b)*
x1(a,b,c,d,e,p,q,r,s)*(L1-((1/taul)*
A2 (taul,a,b,c,d,e,f,p,q,r,s)))+tau2*x(-C3(taul,a,b)*
x1(a,b,c,d,e,p,q,r,s)-b*x3(a,b,c,d,e,p,q,r,s))*
(L2-((1/tau2)*A2(tau2,a,b,c,d,e,f,p,q,r,s))))
}

y3<-function(a,b,c,d,e,f,p,q,r,s){
1/(x1(a,b,c,d,e,p,q,r,s)*x4(a,b,c,d,e)-
x3(a,b,c,d,e,p,q,r,s)*x2(a,b,c,d,e))*
((x3(a,b,c,d,e,p,q,r,s)*C2(tau2,a,b,c,d,e)-
x4(a,b,c,d,e)*C1(tau2,a,b,c,d,e,p,q,r,s))*(R-£)+
taul*x(-C2(tau2,a,b,c,d,e)*xl1(a,b,c,d,e,p,q,r,s)+
ci(tau2,a,b,c,d,e,p,q,r,s)*x2(a,b,c,d,e))*
(L1-((1/taul)*A2(taul,a,b,c,d,e,f,p,q,r,s)))+
tau2*(-C1(taul,a,b,c,d,e,p,q,r,s)*x2(a,b,c,d,e)+
c2(taul,a,b,c,d,e)*x1(a,b,c,d,e,p,q,r,s)+
(b/C3(tau2,a,b))*(C1(tau2,a,b,c,d,e,p,q,r,s)*
x4 (a,b,c,d,e)-C2(tau2,a,b,c,d,e)*
x3(a,b,c,d,e,p,q,r,s)))*(L2-((1/tau2)*
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A2(tau2,a,b,c,d,e,f,p,q,r,s))))
}

# Berechnung des Bondpreises

B<-function(x,a,b,c,d,e,f,p,q,r,s){
exp(-yi(a,b,c,d,e,f,p,q,r,s)*C1(x,a,b,c,d,e,p,q,r,s)
e, f,p,q

I

_y2(a,b:csds I N ] ,r,s)*CQ(X,a,b,C,d,e)—
y3(a,b,c,d,e,f,p,q,r,s)*C3(x,a,b)-
A2(x,a,b,c,d,e,f,p,q,r,s))

}

# Plotten der Beispielkurve

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2),
xlab="Restlaufzeit",ylab="Bondpreis")

# Variablenreihenfolge:

# a b c d e

# lambda_33 nu_3 lambda_22 lambda_32 nu_2
#

# £ P q r s

# nu_O0 lambda_11 lambda_21 lambda_31 nu_1

# Plotten der Variationskurven:

# lambda_33

curve

(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2),
xlab="Restlaufzeit",ylab="Bondpreis")

curve

(B(x,0.08,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
xlim=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1lty=2)

curve (B(x,0.09,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1ty=3)

curve (B(x,0.07,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1lty=4)

curve (B(x,0.02,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
xlim=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2),add=TRUE, 1ty=5)

legend

(title="lambda_33-Werte","bottomleft",lty=c(1,2,3,4,5),
legend=c(0.0725,0.08,0.09,0.07,0.02))

# lambda_32

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2),
xlab="Restlaufzeit",ylab="Bondpreis")

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.41,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE, 1ty=2)

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.43,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
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x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1ty=3)

curve

(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.39,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE, 1ty=4)

curve

(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.35,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1lty=5)

legend

(title="lambda_32-Werte","bottomleft",lty=c(1,2,3,4,5),
legend=c(-0.4,-0.41,-0.43,-0.39,-0.35))

# lambda_31
curve

(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01)
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2),
xlab="Restlaufzeit",ylab="Bondpreis")

curve

(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.92,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1lty=2)

curve

(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-1,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1ty=3)

curve

(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.88,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1lty=4)

curve

(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.86,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1lty=5)

legend

(title="lambda_31-Werte","bottomleft",lty=c(1,2,3,4,5),
legend=c(-0.9,-0.92,-1,-0.88,-0.86))

# Lambda_22
curve

(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2),
xlab="Restlaufzeit",ylab="Bondpreis")

curve

(B(x,0.0725,0.018,0.32,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.

curve

(B(x,0.0725,0.018,0.34,-0.
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.

curve

(B(x,0.0725,0.018,0.28, -0.
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.

curve

(B(x,0.0725,0.018,0.29,-0.

2) ,add=TRUE,1ty=2)

4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.

2) ,add=TRUE,1ty=3)

4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.

2) ,add=TRUE, 1ty=4)

4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.

x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1lty=5)

legend

9,0.

.01),

.01),

.01),

01),

(title="lambda_22-Werte","bottomleft",lty=c(1,2,3,4,5),
legend=c(0.3,0.32,0.34,0.28,0.29))

# lambda_21
curve

(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2),

79



Anhang

xlab="Restlaufzeit",ylab="Bondpreis")

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.42,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE, 1ty=2)

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.25,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1ty=3)

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.38,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1lty=4)

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.36,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1lty=5)

legend
(title="lambda_21-Werte","bottomleft",lty=c(1,2,3,4,5),
legend=c(0.4,0.42,0.25,0.38,0.36))

# lambda_11

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2),
xlab="Restlaufzeit",ylab="Bondpreis")

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.02,0.4,-0.9,0.01),
xlim=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1lty=2)

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.1,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE, 1ty=3)

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.002,0.4,-0.9,0.01),
xlim=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1lty=4)

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,-0.03,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE, 1ty=5)

legend
(title="lambda_11-Werte","bottomleft",lty=c(1,2,3,4,5),
legend=c(0.01,0.02,0.1,0.002,-0.03))

# nu_O

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2),
xlab="Restlaufzeit",ylab="Bondpreis")

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.17,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE, 1ty=2)

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.056,0.3,0.01,0.4,-0.9,0.01),
xlim=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2),add=TRUE, 1ty=3)

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.13,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE, 1ty=4)

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.05,0.01,0.4,-0.9,0.01),
xlim=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2),add=TRUE, 1ty=5)

legend

(title="nu_O-Werte","bottomleft",lty=c(1,2,3,4,5),
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legend=c(0.15,0.17,0.3,0.13,0.05))

# nu_1

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2),
xlab="Restlaufzeit",ylab="Bondpreis")

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.015),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1lty=2)

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.03),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1ty=3)

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.005),
xlim=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1lty=4)

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.001),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE, 1ty=5)

legend

(title="nu_1-Werte","bottomleft",lty=c(1,2,3,4,5),
legend=c(0.01,0.015,0.03,0.005,0.001))

# nu_2

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2),
xlab="Restlaufzeit",ylab="Bondpreis")

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.055,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
xlim=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1lty=2)

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.042,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE, 1ty=3)

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.045,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
xlim=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1lty=4)

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.04,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE, 1ty=5)

legend

(title="nu_2-Werte","bottomleft",lty=c(1,2,3,4,5),
legend=c(0.05,0.055,0.042,0.045,0.04))

# nu_3

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2),
xlab="Restlaufzeit",ylab="Bondpreis")

curve
(B(x,0.0725,0.02,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE, 1ty=2)

curve
(B(x,0.0725,0.022,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
xlim=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2),add=TRUE, 1ty=3)

curve
(B(x,0.0725,0.016,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
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x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE, 1ty=4)

curve
(B(x,0.0725,0.014,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=¢(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE, 1ty=5)

legend

(title="nu_3-Werte","bottomleft",lty=c(1,2,3,4,5),
1egend=c(0.018,0.02,0.022,0.016,0.014))

# Alle

curve
(B(x,0.0725,0.018,0.3,-0.4,0.05,0.15,0.01,0.4,-0.9,0.01),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2),
xlab="Restlaufzeit",ylab="Bondpreis")

curve
(B(x,0.08,0.016,0.29,-0.41,0.042,0.17,0.1,0.25,-0.88,0.03),
xlim=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1lty=2)

curve
(B(x,0.09,0.02,0.32,-0.35,0.055,0.3,0.002,0.36,-0.86,0.05),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE, 1ty=3)

curve
(B(x,0.07,0.014,0.28,-0.39,0.045,0.19,-0.03,0.39,-1,0.001),
xlim=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE,1lty=4)

curve
(B(x,0.04,0.022,0.34,-0.43,0.04,0.16,-0.02,0.38,-0.92,0.012),
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.2,1.2) ,add=TRUE, 1ty=5)

legend

(title="Graphen","bottomleft",1lty=c(1,2,3,4,5),
legend=c(1,2,3,4,5))

7.7 R-Code fiir das 2-Faktor Vasicek-Modell

# Festlegung der dem Markt entnommenen Werte fir Short-Rate
# und Long-Rate
# mit Laufzeit 5 Zeitintervalle

# Definition von Hilfsfunktionen

alphal<-function(a,b){
b/a
}
alpha2<-function(a,b){
-b/a
}
betal<-function(a,b,c,d,e)q{
e/c-d*xb/ (a*c)
}
beta2<-function(a,b,c,d)q{
d*b/(ax(c-a))
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}
beta3<-function(a,b,c,d,e)q{

d*b/(c*x(a-c))-e/c

}

Bi<-function(u,a,b,c,d,e){
-1/2*(alphal(a,b) " 2+betal(a,b,c,d,e) 2)*u
}

B2<-function(u,a,b,c,d,e){
1/a*(alphal(a,b)*alpha2(a,b)+betal(a,b,c,d,e)*
beta2(a,b,c,d)) *exp (-a*u)

}

B3<-function(u,a,b,c,d,e){
1/c*(betal(a,b,c,d,e)*beta3d(a,b,c,d,e)*exp(-c*u))
}

B4<-function(u,a,b,c,d)q{
1/(4*a)*(alpha2(a,b) " 2+beta2(a,b,c,d) "2)*xexp(-2*a*u)
}

B5<-function(u,a,b,c,d,e){

1/ (4*c)*beta3(a,b,c,d,e) 2*xexp(-2*a*u)
}

B6<-function(u,a,b,c,d,e){
1/(a+c)*beta2(a,b,c,d)*beta3(a,b,c,d,e)*exp(-(a+c)*u)
}

B7<-function (u,f){
f*xu

}

Al <-function(u,a,b,c,d,e,f){
Bi(u,a,b,c,d,e)+B2(u,a,b,c,d,e)+B3(u,a,b,c,d,e)+
B4(u,a,b,c,d)+B5(u,a,b,c,d,e)+B6(u,a,b,c,d,e)+
B7 (u,f)

}

# Berechnung von C1,C2 und A

A2 <-function(x,a,b,c,d,e,f){

Al (x,a,b,c,d,e,f)-A1(0,a,b,c,d,e,f)
}

C2<-function(x,a,b){
alphal (a,b)+alpha2(a,b)*exp(-a*x)
}

Cli<-function(x,a,b,c,d,e){
betal(a,b,c,d,e)+beta2(a,b,c,d)*xexp(-a*xx)+
beta3(a,b,c,d,e)*xexp(-c*x)

}

# Berechnung der Ys

yl<-function(a,b,c,d,e,f){
1/(exC2(tau,a,b)-b*Cl(tau,a,b,c,d,e))*(C2(tau,a,b)*(R-f)-
tau*b*x(L-1/tau*A2(tau,a,b,c,d,e,f)))
}

y2<-function(a,b,c,d,e,f){

1/(exC2(tau,a,b)-
b*Ci(tau,a,b,c,d,e))*(-Ci(tau,a,b,c,d,e)*x(R-f)+
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tau*xex(L-1/tau*A2(tau,a,b,c,d,e,f)))
}

# Berechnung des Bondpreises

B<-function(x,a,b,c,d,e,f){
exp(-y1(a,b,c,d,e,f)*Cl(x,a,b,c,d,e)-
y2(a,b,c,d,e,f)*C2(x,a,b)-A2(x,a,b,c,d,e,f))
}

# Plotten der Beispielkurve

curve (B(x,0.1,0.02,0.3,-0.4,-0.05,0.02),
x1lim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1),
xlab="Restlaufzeit",ylab="Bondpreis")

# Variablenreihenfolge:

# a b c

# lambda_22 nu_2 lambda_11

# d e f

# lambda_21 nu_1 nu_O

#Plotten der Variationskurven

#lambda_22

curve (B(x,0.1,0.02,0.3,-0.4,-0.05,0.02),
x1lim=c(0,15) ,ylim=c (0.2,1),
xlab="Restlaufzeit",ylab="Bondpreis")
curve (B(x,0.2,0.02,0.3,-0.4,-0.05,0.02),
xlim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE,1ty=2)
curve (B(x,0.3,0.02,0.3,-0.4,-0.05,0.02),
x1lim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE, 1ty=3)
curve (B(x,0.4,0.02,0.3,-0.4,-0.05,0.02),
x1im=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE,1ty=4)
curve (B(x,0.05,0.02,0.3,-0.4,-0.05,0.02),
xlim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE,1ty=5)
legend
(title="Lambda_22-Werte","bottomleft",lty=c(1,2,3,4,5),
legend=C(O.1,0.2,0.3,0.4,0.05))

#lambda_11

curve (B(x,0.1,0.02,0.3,-0.4,-0.05,0.02),
x1im=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1),
xlab="Restlaufzeit",ylab="Bondpreis")
curve (B(x,0.1,0.02,0.5,-0.4,-0.05,0.02),
x1im=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE, 1ty=2)
curve (B(x,0.1,0.02,0.7,-0.4,-0.05,0.02),
x1im=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE,1ty=3)
curve (B(x,0.1,0.02,0.9,-0.4,-0.05,0.02),
xlim=c (0,15) ,ylim=c(0.2,1),add=TRUE, 1ty=4)
curve (B(x,0.1,0.02,0.2,-0.4,-0.05,0.02),
xlim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE, 1ty=5)
legend
(title="Lambda_11-Werte","bottomleft" ,lty=c(1,2,3,4,5),
legend=c(0.3,0.5,0.7,0.9,0.2))

#lambda_21
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curve (B(x,0.1,0.02,0.3,-0.4,-0.05,0.02),
x1lim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1),
xlab="Restlaufzeit",ylab="Bondpreis")
curve (B(x,0.1,0.02,0.3,-0.6,-0.05,0.02),
x1lim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE, 1ty=2)
curve (B(x,0.1,0.02,0.3,-0.8,-0.05,0.02),
x1im=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE,1ty=3)
curve (B(x,0.1,0.02,0.3,-1,-0.05,0.02),
x1lim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE, 1lty=4)
curve (B(x,0.1,0.02,0.3,-0.1,-0.05,0.02),
xlim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE, 1ty=5)
legend
(title="Lambda_21-Werte","bottomleft",lty=c(1,2,3,4,5),
legend=c(-0.4,-0.6,-0.8,-1,-0.1))

#nu_0O

curve (B(x,0.1,0.02,0.3,-0.4,-0.05,0.02),
x1lim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1),
xlab="Restlaufzeit",ylab="Bondpreis")
curve (B(x,0.1,0.02,0.3,-0.4,-0.05,0.05),
x1lim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE,1ty=2)
curve (B(x,0.1,0.02,0.3,-0.4,-0.05,0.1),
xlim=c(0,15),ylim=c(0.2,1),add=TRUE,1ty=3)
curve (B(x,0.1,0.02,0.3,-0.4,-0.05,0.13),
xlim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE,lty=4)
curve(B(x,0.1,0.02,0.3,-0.4,-0.05,0.005),
x1lim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE,1ty=5)
legend
(title="nu_O-Werte","bottomleft",lty=c(1,2,3,4,5),
legend=c(0.02,0.05,0.1,0.13,0.005))

#nu_1

curve (B(x,0.1,0.02,0.3,-0.4,-0.05,0.02),
x1im=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1),
xlab="Restlaufzeit",ylab="Bondpreis")
curve (B(x,0.1,0.02,0.3,-0.4,-0.1,0.02),
xlim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE, lty=2)
curve (B(x,0.1,0.02,0.3,-0.4,-0.15,0.02),
x1lim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE,1ty=3)
curve (B(x,0.1,0.02,0.3,-0.4,-0.2,0.02),
xlim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE, 1ty=4)
curve (B(x,0.1,0.02,0.3,-0.4,-0.01,0.02),
xlim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE, 1ty=5)
legend
(title="nu_1-Werte","bottomleft",lty=c(1,2,3,4,5),
legend=c(-0.05,-0.1,-0.15,-0.2,-0.01))

#nu_2
curve(B(x,0.1,0.02,0.3,-0.4,-0.05,0.02),
x1lim=c(0,15) ,ylim=c (0.2,1),
xlab="Restlaufzeit",ylab="Bondpreis")
curve(B(x,0.1,0.04,0.3,-0.4,-0.05,0.02),
x1lim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE, lty=2)
curve (B(x,0.1,0.06,0.3,-0.4,-0.05,0.02),
xlim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE, 1ty=3)
curve (B(x,0.1,0.08,0.3,-0.4,-0.05,0.02),
x1lim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1) ,add=TRUE,1lty=4)
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curve (B(x,0.1,0.01,0.3,-0.4,-0.05,0.02),

xlim=c(0,15) ,ylim=c(0.2,1),add=TRUE, 1ty=5)

legend (title="nu_2-Werte","bottomleft",lty=c(1,2,3,4,5),
legend=c(0.02,0.04,0.06,0.08,0.01))
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