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1 Einleitung

Die Portfoliooptimierung stellt in der Finanzmathematik ein zentrales Themengebiet
dar. Es existieren zahlreiche Ausarbeitungen, die sich mit der Suche nach optimalen
Handlungsstrategien auf einem Finanzmarkt beschéftigen. Die individuelle Modellie-
rung des Finanzmarktes, das heiffit Einschriankungen oder Annahmen, die an das Ver-
halten des Investors bzw. der handelbaren Finanzgiiter getroffen werden, bestimmen
die Existenz und ggf. die Form solcher Strategien.

In einem standardméBigen Modell modelliert man die Unsicherheit iiber zukiinftige
Kursentwicklungen von risikobehafteten Finanzanlagen mit Hilfe eines Wiener-
Prozesses. Dieser erfiillt bestimmte Voraussetzungen, die es ermdoglichen, Aussagen
beziiglich optimaler Anlagestrategien treffen zu kénnen. Allerdings bedeutet eine Fi-
nanzanlage, die auf Wahrscheinlichkeiten und somit dem Zufall beruht, auch immer
ein Risiko fiir den Investor. Handeln am Finanzmarkt kann also zum einen vom Stand-
punkt der Portfoliooptimierung und zum anderen von der Seite des Risikomanagements
aus betrachtet werden. Wir beschéftigen uns in dieser Ausarbeitung mit Letzterem, ge-
nauer gesagt, mit einer Minimierung des zugrundeliegenden Risikos fiir den Investor;
insofern stellt dies ebenfalls eine Optimierung seines Handelns am Finanzmarkt dar.
Um Risikomanagement betreiben zu konnen, muss man in der Lage sein, das Konzept
'Risiko’ mathematisch bewerten zu kénnen. Dem waren sich bereits Artzner, Delbaen,
Eber und Heath | , S.2] bewusst. Sie haben definierende Eigenschaften fir ein
,kohérentes RisikomaB“ aufgestellt (siehe | , Definition 2.4]) und damit beste-
hende Konzepte wie zum Beispiel das Value at Risk zusammenfassen konnen. Cvitanié
und Karatzas bringen auf dieser Grundlage die beiden Ansétze "Portfoliooptimierung’
und 'Risikomanagement’ zusammen: Sie setzen eine zukiinftige Verbindlichkeit des In-
vestors voraus und betrachten den minimalen erwarteten diskontierten Verlust, den er
durch optimales Handeln am Finanzmarkt erreichen kann. Thre Definition des Risikos
stellt somit ein stochastisches Optimierungsproblem dar, das mit Hilfe bekannter Me-
thoden gelost werden kann; andererseits erfiillt sie die Eigenschaften eines kohérenten
Risikomafes in | | (vgl. auch | ]). Thre Arbeit in | | dient zusammen

mit | | als mafigebliche Literaturquelle dieser Ausarbeitung und speziell der



Kapitel 3, 4 und 6.
Dementsprechend untersuchen wir fiir gegebenes Anfangskapital = des Investors das
Risikomafl

Vv ;= inf

)

(Sm )

wobei 7 die Handlungsstrategie, A(x) die Menge der zugelassenen Strategien, C' die
Verbindlichkeit, X*7™(T") das Endvermogen des Investors sowie Sy(7") den Diskontfak-
tor beschreiben.

Der Aufbau ist dabei wie folgt:

In Kapitel zwei bilden wir den mathematischen Rahmen fiir das Thema dieser Aus-
arbeitung: Das zugrundeliegende Finanzmarktmodell wird definiert und entscheidende
mathematische Hilfsmittel werden kurz erlautert.

Im dritten Kapitel formulieren wir zunéchst die Risikobewertung als stochastisches
Optimierungsproblem, welches wir anschlieBend mittels der Martingalmethode 16sen,
indem wir es in ein konvexes Dualitdtsproblem {iberfiithren und geméaf3 eines Lagrange-
Ansatzes vorgehen.

Die nachfolgenden Kapitel stellen Anwendungsbeispiele dar. Wahrend wir in Kapitel
vier mit deterministischen Koeffizienten arbeiten, behandeln wir im fiinften Kapitel ei-
ne stochastische Zinsrate im Kontext eines Short-Rate-Modells. Zur Modellierung der
Zinsrate benutzen wir ein Vasicek-Modell, welches wir kompakt erdrtern und notwen-
dige mathematische Uberlegungen durchfiihren.

In Kapitel sechs erweitern wir dann das gegebene Finanzmarktmodell um eine duflerliche
Modell-Unsicherheit: Im ersten Ansatz soll diese in Form einer Beeinflussung der
Einschéatzungen des Investors auftreten, was zusétzlich sein Risiko erhoht. Im zwei-
ten Teil unterstellen wir in einem Bayes-Ansatz eine gemeinsame a priori Verteilung
der Aktienrenditen und gelangen in beiden Féllen durch analoge Vorgehensweisen zu
Losungen fiir das stochastische Optimierungsproblem.

Den Abschluss dieser Ausarbeitung bildet Kapitel sieben, in dem wir die gewonnen Er-
kenntnisse zusammenfassen und weitere mégliche Untersuchungspunkte der Thematik

in Aussicht stellen.



2 Grundlagen

In diesem Kapitel wird der zugrundeliegende Finanzmarkt modelliert sowie einige
grundlegende Begriffe und notwendige Instrumente kurz vorgestellt und erldutert. Die
nachfolgende Zusammenstellung kann dabei jedoch nicht als Einfiihrung in die finanz-
mathematische Modellierung und Optimierung verstanden werden, sondern setzt fi-
nanzmathematische Grundkenntnisse voraus und soll als Basis fiir die vorliegende Aus-
arbeitung dienen. Fiir eine umfangreiche Darstellung und Erlauterung der benotigten
Zusammenhénge sei an dieser Stelle auf die Werke von loannis Karatzas und Steven

E. Shreve | |, 1 ] verwiesen. Wir orientieren uns in diesem Kapitel an | ].

2.1 Modellierung des Finanzmarktes

Wir setzen einen endlichen Planungshorizont [0, 7] fur 7' > 0 voraus und betrachten
einen Finanzmarkt M, in dem n + 1 Basisfinanzgiiter zur Verfiigung stehen: Eine lokal
risikolose Anlage -im Folgenden als Geldmarktkonto bezeichnet- und n risikobehaftete
Anlagen -im Folgenden als risky assets bezeichnet. Diese Finanzgiiter sind stetig iiber
die Zeit handelbar.

Sei

W(t) = (Wi(t),..., W), t €[0,T],

ein m-dimensionaler Wiener-Prozess auf einem filtrierten

Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P, F). Dabei seien P das zugrundeliegende ,reale“
Wahrscheinlichkeitsmafl und F = (F(t)).cor) die vom Wiener-Prozess erzeugte Fil-
tration.? W (-) stellt im Modell die treibende Quelle des Zufalls dar. Der Informations-

verlauf, der durch die Filtration verkorpert wird, beschrankt sich dabei ausschliefllich

IMit (-)" bezeichnen wir die Transponierte eines Vektors.
%Dies ist die kleinste Filtration beziiglich der W (-) ein Wiener-Prozess ist, vgl. | , Abschnitt 2.7].



auf den Verlauf von W(-).

Wir setzen in unserem Modell die Existenz eines dquivalenten MartingalmaBes (sie-
he Abschnitt 2.2) voraus, wodurch die Moglichkeit von Arbitragen (vgl. | , De-
finition 3.1]) ausgeschlossen wird. Wir nehmen zusétzlich an, dass der Finanzmarkt
vollsténdig ist. Das heifit, jeder beschrinkte Claim ist hedgebar. Ein Claim ist dabei
als eine F(T')-messbare Abbildung definiert und hedgebar, falls dessen zufillige Aus-
zahlung in T durch ein Portfolio aus Basisfinanzgiitern repliziert werden kann; vgl.
[ , Abschnitt 1.8]. Die Vollstiandigkeit des Finanzmarktes impliziert auferdem,
dass die Dimension des Zufalls der Anzahl der unabhéngigen risky assets entspricht;
siehe Abschnitt 2.2. Das heif}t, es gilt m = n.

Sei () die Zinsrate des Geldmarktkontos. Der Prozess erfiille die Integritdtsbedingung

¢
/|r(s)|ds < oo fiir alle ¢t € [0, 7.
0

Dann erfiillt der Prozess

t

So(t) :=exp /r(s)ds

0

die stochastische Differentialgleichung
dSo(t) = So(t)r(t)dt, Sp(0) =1,

welche die Dynamik des Preisprozesses Sy des Geldmarktkontos verkorpert.

Seien weiter pu(-) = (pua(+), ..., pn(-))" die Drift, sowie o(-) = {04;(-)},; ;, die Matrix
der Volatilitdten der risky assets. p(t) und o(t) seien fiir alle ¢ € [0,7] progressiv
messbar beziiglich F(t) und erfiillen die Integritatsbedingungen

T
/ (3|2 ds < oo,
0

T
n n

/T||0(3)||2ds — Zz/ag(s) < 00, (2.1)

i=1 j=17
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wobei |z == (22 + - - - + 22)2 die euklidische Norm fiir z € R™ bezeichnet. Zusétzlich

sei o(+) invertierbar.

Bemerkung:

Die Abbildungen r(-), p(-) und o(-) heiffen Koeffizienten des Modells. Grundsdtzlich
lassen wir mit dieser Modellierung stochastische Koeffizienten zu, das heifit insbeson-
dere eine vom Zufall beeinflusste Zinsrate r(-). Fir die Anwendungen in Kapitel }
verwenden wir jedoch lediglich deterministische bzw. konstante Koeffizienten, um ez-
plizite Losungen erhalten zu kénnen. In Kapitel 5 erweitern wir die Anwendung dann

auf das Vasicek-Modell, in dem eine stochastische Zinsrate modelliert wird.

Die Preisprozesse S;, i = 1,...,n, der risky assets seien positive stetige Semimartin-
gale (siehe | , Abschnitt 3.3, Definition 3.1]) beziiglich (F(t)).c[o,7] mit konstanten

Anfangswerten S;(0) = s; > 0 und entwickeln sich gemé8 der folgenden Dynamiken:

dS;(t) = Si(t) (Mi(t)dt + znjaij(t)dl/{/j(t)>, Si(0)=s>0,i=1,....n.  (2.2)

j=1

Die Losung dieser stochastischen Differentialgleichung ist gegeben durch

2.2 Das risikoneutrale Wahrscheinlichkeitsmafl3

In der Finanzmathematik benutzt man zur Bewertung von Claims und Derivaten das
sogenannte risikoneutrale Wahrscheinlichkeitsmafi P*. Dies ist ein -zu dem realen
Wahrscheinlichkeitsmafl P- dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl, unter dem die dis-
kontierten Preisprozesse der risky assets Martingale sind; P* wird daher auch dquivalentes
Martingalmafl genannt.

Durch die Existenz eines solchen risikoneutralen Mafles folgt, dass der Prozess

2(t) = exp (— / P () - 2 / e ds) 2.3)



ein P-Martingal ist.

(Q(t))te[o,T} = (U_l(t)(#(t) - r(t)i)>te[O,T] ’

ist dabei ein previsibler n-dimensionaler Prozess mit

1617 ds < o0 2.

und wird Risikopramie bzw. risk premium genannt.

Der Satz von Girsanov (siehe [ , Abschnitt 3.5 A]) impliziert dann, dass mit

W*(t) :==W(t) + /tﬁ(s)ds, (2.5)

unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf8 P* mit der Dichte Z(T") beziiglich P, ein
n-dimensionaler Wiener-Prozess gegeben ist.

Da wir zusétzlich einen vollstindigen Finanzmarkt voraussetzen, liefert der 2. Fun-
damentalsatz der Preistheorie (vgl. | , Satz 3.12]) die Eindeutigkeit von P* und
somit von 6(-).*

Unter dem risikoneutralen Maf} erhalten wir so mittels (2.5) folgende Dynamik fiir die

risky assets:

n n

Si(t) = s; exp /,ui(s) — %Zafj(s)ds + Z/Uij(S)de(S)

j=1 0

n

= siexp / ()= 2 3 o+ Y / n(s)aw;(s) ~ | [ os)ds

j=1 J=1% 0

n

j oii(s)dW:(s) | , i

t
I
= s; exp /r(s) ~3 Zaij(s)ds + =1,...,n. (2.6)
0 j=1 =17
31:=(1,...,1)" € R™ bezeichnet den n-dimensionalen Einheitsvektor.

4Wire die Anzahl risky assets ungleich der Dimension von W (-), also n # m, so wire die Eindeutigkeit
von P* nicht gegeben; vgl. | , Abschnitt 2.3].



3 Losung des stochastischen

Optimierungsproblems

Mit den Grundlagen aus Kapitel 2 haben wir einen addquaten Finanzmarkt fiir unser
Vorhaben modelliert. Das Ziel dieses Kapitels ist es, das Risikomafl wohldefiniert zu
formulieren. Anschliefend zeigen wir mittels einer Martingalmethode die Existenz einer

Losung und leiten implizit die Form der Optimierer her.

3.1 Formulierung des Problems

Wir betrachten einen Investor mit Anfangskapital z > 0 und Planungshorizont [0, 7).
Zu jeder Zeit t € [0, 7] entscheidet der Investor, welche absolute Menge
7(t) = (m1(t), ..., mu(t)) er in jedes der n risky assets investiert. m(-) wird Handlungs-

strategie des Investors genannt und wie folgt definiert:

Definition 3.1.1 (Handlungsstrategie):
FEin Prozess :[0,T] x Q — R™ heifit Handlungsstrategie, falls er progressiv messbar
beziiglich F ist und

/Hw(t)QHdt <o

fast sicher erfiillt.

Wir gehen davon aus, dass ausschliellich selbstfinanzierende Handlungsstrategien ver-
wendet werden, das heifit der Investor darf wihrend des Planungshorizonts [0, 7] weder

Kapital zuschiefen noch entnehmen; vgl. | , Abschnitt 1.3]. Dariiber hinaus soll



kein Konsum stattfinden.
Sei X (t) sein Investitionsvolumen zur Zeit ¢ € [0, 7], das heifit sein Vermogen welches

am Finanzmarkt gehandelt wird. Dann beschreibt
X(t) = m(t)
i=1

die Menge an Geld, die er zur Zeit t in das Geldmarktkonto investiert.

Damit kann der Vermdégensprozess durch folgende Dynamik beschrieben werden:

dX(t) = (X(t) - Z m(t)) r(t)dt + Z (m(t) <m(t)dt +) o, (t)dW; (t)))

=1

(2.5)

2 X (#)r(t)dt + 7' (t)o (t)dW(t), X(0) = z. (3.1)

Mit der Ito-Formel folgt:

! (Sol(t)) - _Sol(t)r(t)dt

und somit durch partielle Integration:

X)) 1 X
d< S (t)) = X0 - 5

Das heifit:

X _ / () ydw (). (3.2)

X@)
Der Prozess (So(t) ) 0<t<T

Wir werden im Folgenden den Vermdogensprozess X () durch X*7(-) darstellen, da X (¢)

ist demzufolge ein lokales Martingal beziiglich P*.

das Vermégen zur Zeit t zum Anfangswert x beschreibt, welches durch den Prozess 7(+)
kontrolliert wird.

Einem Investor steht grundsétzlich natiirlich frei, wie er sein angelegtes Vermogen
verteilt, also welche Handlungsstrategie er verfolgt. Um jedoch die Finanzierbarkeit
einer optimalen Strategie zu gewéhrleisten, setzen wir eine Art externen Regulator ein,
der eine Kapitalanforderung an den Investor stellt und somit die Menge der zuldssigen

Handlungsstrategien eingrenzt; entsprechend darf der Vermogenswert, der durch die
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Handlungsstrategie erreicht wird, nie unter eine gewisse (zufillige) Grenze fallen. Diesen

Zusammenhang definieren wir folgendermafen:

Definition 3.1.2 (Zuléssigkeit):
Fiir ein € > 0 und eine gegebene Zufallsvariable A, mit % € L'(Q, F(T), P*) heift
eine Handlungsstrategie 7(-) zuldssig zum Anfangskapital x, falls

A@);:E*{Ei%ﬁwF@ﬂt%@)ngLWﬂ

fir alle t € [0,T] fast sicher gilt, wobei der Erwartungswert zum risikoneutralen Majs
P* genommen wird.
In diesem Fall schreiben wir 7(-) € A(x).

Bemerkung:

Der Wert A(+) wird mit Hilfe des Erwartungswertes beziglich des risikoneutralen Be-
wertungsmajSes P* gebildet und entspricht somit dem Preis des Claims A zum Zeitpunkt
t. In dem Kontext ist Ay :== A(0) = E* [%} < x der Anfangspreis des Claims A,
oder anders ausgedriickt, der kleinste Wert T fiir den eine geeignete Hedging-Strategie
7 existiert, sodass X*™(T) > A(T) = A, fast sicher gilt.

Da wir einen vollstindigen Finanzmarkt betrachten, ist jeder Claim hedgebar; das heifit

zu jedem A, wie oben definiert, existiert eine Hedging-Startegie w4 (-) zum Anfangswert

Ay, so dass A(-) = XAoma(.).

Mit Hilfe von (3.2) kénnen wir folgende Gleichheit festhalten:

oA _ Al
. {SO<T>‘ (”} Sol)
_ XAoma(t)
o Se(t)
N S
_%+/SWO(MW(%t€Mﬂ. (3.3)

0
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Aus den Darstellungen (3.2) und (3.3) folgt, dass der Prozess

X7 () — A(t) t(w@)—WAQD’ ;
( So(t) >%KT: “‘A®+/m S )

0<t<T

ein lokales Martingal beziiglich P* ist, das im Falle der Zuléssigkeit von 7(-) nicht-
negativ und somit ein P*-Supermartingal ist.

Nach Definition ist der Prozess <M>
So() J o<i<T
(X-M(t)

) ein P*-Supermartingal sein, das heifit es gilt:
SO(t) 0<t<T

selbst ein P*-Martingal. Deswegen muss

E* F{;Zg)] <, firallet €[0,T], n(-) € A(z). (3.4)

Definition 3.1.3:
Falls in (3.4) sogar Gleichheit gilt, nennen wir 7(-) eine Martingal-erzeugende Hand-

lungsstrategie.

Betrachten wir nun die Verbindlichkeit C, die ein Investor in ¢ = T zu leisten hat. Dafiir

sei C' analog zu A fiir ein € > 0 eine Zufallsvariable mit SO?T) € L'(Q, F(T),P*) und

C@::E{E%ﬂfUﬂ&@) (3.5

:%+/g$dmmm¢temn

0

wobei Cy := C(0). AuBerdem sei

P*(C' > A) =1 und P*(C > A) > 0.

!Die Aussage folgt direkt aus dem Lemma von Fatou, siehe | , Satz 17].
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Damit sind die formalen Vorbereitungen abgeschlossen und wir kénnen unsere dynami-
sche Risikobewertung und das damit verbundene stochastische Optimierungsproblem

formulieren:

V(z)= inf

(-)EA(z) (C_X—M(T)) + (36)

So(T)

Fiir ein gegebenes Anfangskapital + > Ay und unter Verwendung zuldssiger Hand-
lungsstrategien 7(-) € A(x) versucht der Investor also, die diskontierte Differenz auf
Verbindlichkeit und Vermogen im Erwartungswert zu minimieren. Klar ist, dass fiir ein
hinreichend grofles Anfangskapital, ndmlich z > Cj, aufgrund der Vollstéindigkeit des
Finanzmarktes ein Superhedge 7(-) € A(Z) zu dem Claim C existiert, das heifit

X®™(T) > C, fast sicher.

In solchen Féllen wire unsere Risikobewertung V' (z) = 0. Wir untersuchen daher nur
die Féalle in denen gilt:
x € [Ao, CO) .

Bemerkung 3.1.4:

Wie in der Einleitung bereits erwdhnt, stehen Portfoliooptimierung und Risikobewer-
tung in einem unmittelbaren Verhdltnis zueinander. Bei der klassischen Portfolioop-
timierung ohne Konsum wversucht man, den erwarteten diskontierten Nutzen des In-
vestors tiiber alle moglichen Handlungsstrategien zu maximieren; der Nutzen wird daber
durch eine konkave Nutzenfunktion vom Endvermdgen modelliert. Bei unserer Risiko-
bewertung versuchen wir hingegen, die diskontierte Differenz aus Verbindlichkeit und
Endvermégen im Erwartungswert iiber alle moglichen Handlungsstrategien zu minimie-
ren. Das Innere vom Erwartungswert in (3.6) konnen wir als eine konvexe Funktion
ansehen; mit dem Negativen von V (x) wiirden wir also gerade das erwartete Mazximum
einer konkaven Funktion bilden. Unter diesem Gesichtspunkt ist unsere Definition der

Risikobewertung als spezielle Form der klassischen Portfoliooptimierung anzusehen.
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3.2 Die Martingalmethode

Wir suchen nun fiir gegebenes x € [Ay, Cy) die Handlungsstrategie 7(-) € A(x), die
optimal fiir (3.6) ist, sodass

Vi =k |(Car® X”mf

So(T)

gilt.

Ziel dieses Abschnitts wird sein, zum einen die Existenz einer Losung fiir das Problem
zu gewéhrleisten; zum anderen werden wir vereinfachte Darstellungen fiir die Form der
Losung sowie der Optimierer erhalten. Unter gewissen Voraussetzungen konnen wir im
anschliefenden Kapitel sogar explizite Werte berechnen.

Zunéchst stellen wir jedoch das hier angewandte Verfahren zur Losung stochastischer
Optimierungsprobleme bzw. dessen Grundidee vor und iibertragen diese anschliefend

auf unser Modell.

Bei der Losung von stochastischen Optimierungsproblemen geht man grundsétzlich auf
zwei verschiedene Weisen vor: Einerseits kann man mit Hilfe stochastischer Kon-
trolltheorie eine partielle Differentialgleichung fiir die sogenannte Wertfunktion des
Problems herleiten. Dazu unterstellt man zunéchst die Existenz einer Losung und stellt
den Optimierer in Abhéngigkeit dieser dar. Setzt man anschlieend diese Funktion in
die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung ein, gelangt man zu der angesprochenen par-
tiellen Differentialgleichung, die es im zweiten Schritt zu 16sen gilt. Hierzu verwendet
man das Bellman-Prinzip. Robert C. Merton gilt als erster, der in | | Hilfsmittel
der dynamischen Programmierung verwendet, um stochastische Optimierungsproble-
me zu losen.

An dieser Stelle sei ausdriicklich erwédhnt, dass dies eine sehr kurz gefasste und ver-
einfachte Beschreibung stochastischer Kontrolltheorie ist; der interessierte Leser sei fiir
cinen umfassenden Uberblick der Technik an | , Kapitel 3]verwiesen.

Die andere Art wie man stochastische Optimierungsprobleme 16st, ist durch die - zum
Beispiel in [ 1, [ | oder | | dargestellte- Martingalmethode gegeben.
Dieser Ansatz spaltet das Problem in zwei Komponenten auf: Zunéichst wird das dyna-
mische zu einem statischen Optimierungsproblem reduziert, das heifit man sucht das
optimale statische Argument -in unserem Fall den optimalen Endwert des Vermdogens
und erhélt so den optimalen Wert des Problems. Dazu werden Hilfsmittel der kon-
vexen Analysis verwendet. Die Existenz sowie die Herleitung der optimalen dynami-

schen Handlungsstrategie, durch die der optimale Vermogensendwert erreicht wird,
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stellt dann das Reprdsentationsproblem dar. In den meisten Féllen kann man die-
ses durch Koeffizientenvergleich der stochastischen Differentialgleichungen 16sen, wofiir
der Martingaldarstellungssatz sowie die Ito-Formel als wichtigste Hilfsmittel benotigt
werden.

Die Martingalmethode ist letztlich ein Begriff fiir das Trennen des dynamischen Opti-
mierungsproblems in ein statisches Optimierungsproblem und ein Représentationsproblem.
Notwendig fiir diesen Ansatz ist jedoch die relativ starke Bedingung eines vollstéindigen

Finanzmarktes.

Wir werden in dieser Ausarbeitung die Martingalmethode verwenden; wir spalten un-

ser Problem also in die folgenden zwei Komponenten auf:

Statisches Optimierungsproblem:
Wir suchen den Wert

(5 -5 )

Dabei bezeichnet S(z) die Menge aller nicht-negativen F(T')-messbaren Claims X, de-

ren Anfangspreis das gegebene Startvermogen © € [Ag, Cp) des Investors nicht iibersteigt

-das heifit E* [%} < z- und welche nur Auszahlungen in [A, C') generieren.

Reprisentationsproblem:
Gesucht ist die Handlungsstrategie 7*(-) mit 7*(-) € A(x) und X*™ (T) = X*.

3.2.1 Der Lagrange-Ansatz

Um das statische Optimierungsproblem zu l6sen, bedienen wir uns der Hilfsmittel kon-
vexer Analysis, indem wir die Vorgehensweise eines Lagrange-Ansatzes geeignet auf
unser Problem transferieren. Zu diesem Zweck erldutern wir den allgemeinen Lagrange-

Ansatz kurz, hierfiir dient | | als Literaturquelle:
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Seien f : R" — R sowie g; : R® — R, i« = 1;... n, stetig differenzierbare Funktio-
nen.
Betrachte das Optimierungsproblem

minimiere f(x)

unter der Nebenbedingung ¢;(z) <0, z € R", i=1,...,n (p)
sowie die Lagrangefunktion

L(z,\) == f(z) + Ng(z), z € R", A € RY,

wobei A Lagrange-Multiplikator genannt wird.
Sei 7 eine Losung fiir (p), das heifit

f(@)=p" :=inf {f(z)|gi(x) <Oftralei=1,...,n}.
Dann folgt offensichtlich

D()\) = ian L(z,\) < L(z,\) < p* fiir alle A € R
TER™
D()) ist die duale Lagrangefunktion und stellt somit eine untere Schranke fiir den
optimalen Wert in (p) dar. Die Frage nach einer bestmoglichen Schranke fir p* wird

dann durch das duale Optimierungsproblem

sup D(A)
A>0
geklart, dessen Losung wir als d* bezeichnen.
Man spricht von starker Dualitdt, wenn d* = p* gilt. Dies ist der Fall, wenn die Funk-

tionen f(-) sowie g;(-), i =1,...,n konvex sind.

Die Idee des Lagrange-Ansatzes ist also, das Ursprungsproblem gegen eine untere
Schranke abzuschétzen, die vom Langrange-Multiplikator abhéangt. Durch die Maxi-
mierung der unteren Schranke gelangt man dann zum optimalen Wert fiir das Ur-

sprungsproblem.
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Dieses Vorgehen werden wir im Folgenden geeignet auf unser Problem iibertragen.
Dazu machen wir zunéchst einige Voriiberlegungen:

Wir betrachten die konvexe Funktion

sowie fiir &€ > 0 die Fenchel-Legendre-Transformierte

R(¢w):= min  {R(z)—&}= min  {z(1lpa0 —&)}.

2<C(w)—A(w) 2<C(w)—A(w)

In Abhéngigkeit von £ wird dieses Minimum angenommen durch die Zufallsvariable

Cw) — Alw) falls £ >1
argmin {R(z) — &z} = Z(§,w) = 0 falls £ € (0,1)
=AY Uw) falls € = 1

= (C(w) — AW))Lgs1y + U(w)Lig=ny

fir eine F(T')—messbare Zufallsvariable U mit U € [0,C — A] fast sicher.
Das heif3t:

R(¢,w) = R(Z(£,w)) = EZ(&,w) = (1 = §)C(w) — Aw)Lezny- (3.7)

Bemerkung:
Die Fenchel-Legendre- Transformierte R(-,w) dhnelt der dualen Lagrangefunktion D(-);
fur die geeigneten Argumente stimmen sie tatsdchlich tiberein. Diese Tatsache motiviert

die Orientierung am skizzierten Langrange-Ansatz.

Sei © € [Ag, Cy) gegeben. Wir identifizieren die Funktion f(X) im Lagrange-Ansatz
als R(C' — X) sowie g(X) := X — C < 0 als Nebenbedingung. Wir betrachten fiir alle
¢Z(T) > 0 die zugehorige Lagrangefunktion

L(X,£Z(T)) = (C - X)* +&Z(T)(X - C)

= (C=X)" =¢Z(I)(C - X)
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Nach Definition von R(-,w) gilt
L(X,62(T)) > R(ﬁZ(T)) fir alle C — X < C — A, fast sicher. (3.8)

Beachte, dass C— X < C'— A dquivalent zu A < X ist; damit sind die Aussagen, wie im
statischen Optimierungsproblem gefordert, auf Claims mit X € [A, C') eingeschrénkt.
Wegen (3.7) gilt genau dann Gleichheit in (3.8), wenn

O o Xx,TI'(T) — I(é‘Z(T)) = (O — A)]-{EZ(T)>1} —+ U]-{gZ(T):I}7 fast sicher. (39)

Die Aussage bleibt giiltig, wenn wir auf beiden Seiten von (3.8) diskontieren, den

Erwartungswert bilden und umstellen:

()

An dieser Stelle wird deutlich, warum wir £Z(T") als Lagrange-Multiplikator gew&hlt

R(eZ(T))
BT Sm)

E [52(730((6;; X)] .

haben: Wir konnen nun (2.3) anwenden und einen Mafiwechsel auf der rechten Seite

durchfithren. Mit Hilfe von (3.5) und wegen der Einschréinkung E* [%] < 7z im

statischen Optimierungsproblem folgt dann weiter:

c-x\ . lReza)] .

(5m) | 25| 5| ee— (310
61 o [(C—A)(1 - EZ(T))
='E { S0 (T) 1{§Z(T)21}1 +&(Co — )
=G +&(Co—x—H(E))
=: F(&) fiir alle X € S(x), (3.11)

wobei
C —A

c-A
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Jr
Wir haben also eine Abschétzung von E {(g&%) } gegen eine Funktion F'(-), die nicht

von X, sondern lediglich von der Variablen ¢ abhéngt. Zusétzlich wissen wir, welche
Bedingungen fiir Gleichheit gelten miissen; diese werden wir in

Proposition 3.2.1.2 zusammenfassen.

Wie im Lagrange-Ansatz benotigen wir den optimalen Lagrange-Multiplikator £* > 0
welcher F'(-) maximiert, sodass F'(£*) die Losung des statischen Optimierungsproblems

darstellt. Dazu benotigen wir folgende Struktur-Aussagen.

Bemerkung 3.2.1.1:
Die Funktionen G(-), H(-) und F(-) besitzen folgende Eigenschaften:

(i) Die Funktionen G(-) und H(-) sind offensichtlich steigend und rechtsseitig-stetig
mit

lim /() = lim H (&) =0,

im6(©) <& | 75 ] o =B |G| = o

(i) Mit dem Satz von Fubini gilt folgender Zusammenhang:

¢ £
L|C—A
/H(u)duz /E |:S(]—T,)1{1/Z(T)<u<oo}:| du
0

0

¢
- 0/ gOZT)

i
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(iii) Gemdap der Darstellung (3.7) ist R(-) konkav. Damit folgt ebenso die Konkavitit
fiir die Funktion F(-), denn fiir alle t € (0,1) und &, € > 0 gilt:

Fitg+ (10§ =& | IO et 1- 08)(Co - o)
>E R%i(ZT(?)) +t&(Co — )
+r| B got()ﬁf(T)) + (1= t)E(Cy — )

= F(t§) + F((1 - t)¢).

Wegen Teil (ii) lasst sich die Funktion F'(-) auch als

€
F(&) = /Co —x — H(u)du

schreiben. Aufgrund der Konkavitdat nimmt F'(-) dementsprechend sein Maximum in
§(x) :=inf {¢ > 0|Cy — z < H(¢)} (3.14)

an. Zu beachten ist dabei, dass wir nicht Cy — z = H(¢) fordern konnen, da H ()
lediglich rechtsseitig-stetig ist.

Die folgende Proposition fasst die obigen Aussagen zusammen und liefert die notwen-

> F(E(x)) fiir alle X € S(x). (3.15)

digen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass in (3.15) Gleichheit herrscht, sodass
F(£(z)) die Losung des statischen Optimierungsproblems darstellt.
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Proposition 3.2.1.2:
Sei x € [Ag, Cp). In (3.15) gilt genau dann Gleichheit fir & = f(x) > 0, wenn

(i) x € [Ag, Cy) gerade der arbitragefreie Anfangspreis fiir den Claim X ist, das heifit

wenn

X
E* [ ] =z (3.16)
qilt;

(ii) eine F(T)—messbare Zufallsvariable U mit U € [0,C — A] fast sicher existiert,

sodass

X = CI{é(x)Z(T)gl} + AI{é(x)Z(T)>1} - UI{é(x)Z(T)zl}v fast sicher.  (3.17)
Der Claim X* welcher diese Bedingungen erfiillt, ist optimal fiir das statische Opti-

) |-=|(5ar)

= max F(§) = F(&(x)).

£>0

mierungsproblem

inf E
XeS(x)

=K

Beweis: Wie bereits erwihnt, nimmt F(-) sein Maximum in &(z) an.

Gleichheit in (3.15) ist dquivalent zur Gleichheit in (3.8) und (3.10). Letzteres ist
dquivalent zu (i).

Die Gleichheit in (3.8) ist dquivalent zu (3.9), das ist dquivalent zu (ii).

Die restliche Aussage folgt dann aus den Voriiberlegungen des Lagrange-Ansatzes.

Wir haben nun also eine Losung fiir das statische Optimierungsproblem gefunden.
Dabei haben wir die notwendigen und hinreichenden Bedingungen an den optimalen
Claim X* aufstellen kénnen. Zu kléren ist jedoch noch die Frage nach der Existenz

eines optimalen Claims X* fiir jedes beliebige = € [Ag, Cp).
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Proposition 3.2.1.3:
Fiir jedes x € [Ag, Co) und &(x) > 0 wie in (3.14) definiert, existiert eine F(T)—messbare
Zufallsvariable U mit U € [0,C — A], fast sicher, sodass

X(T) = Cligyzma} + Alfewzms1} — Ulfewzm-1} (3.18)
folgendes erfiillt:
X(T)
E* = .
So(T)

Beweis: Wir beweisen die Aussage, indem wir

* 1 =
(a) 2> E [SO(T) <Cl{é<w>Z<T><1} + Al{é(ff)Z(T)Zl}ﬂ =P

* 1 =
(b) # <E |:SO(T) <Cl{é(x>z(T>§1} + Al{é(ﬂz(Tbl}ﬂ = £

zeigen, denn F und D unterscheiden sich um

L[c—A
E-D=E {—SO(T) 1{5(@2@):1}} .

Nun ldsst sich zu jeder Zahl y € [0, F — D] eine F(T)—messbare Zufallsvariable U

finden, sodass
U
=E|——].
/ [SO(T)]

Daraus folgt mit (a) und (b) die Behauptung.
Zu (a):
Nach Definition von &(z) gilt H((z)) > Cy — . Demnach folgt:

D =E* {% (C —(C— A>1{é<x>Z<T>>1}>]

= Cy— HE(@) < .
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Zu (b):

Da F({)=E [go_f") (1 — fZ(T)l{gz(T)zl})} auf [O,é(a:)] monoton steigend ist, folgt fiir
ein € > 0:

0 < F{(z)) — F(&(x) —¢)

I
A | =
7N
=
Q

|
D

—

|
Iy

(x)Z(T))l{é(:p)Z(T)zl}]

C—-A .
-E {SO(T) (1 - (é(l’) — €>Z(T))1{(g(x)_e)Z(T)>1}} + G(CO — ;1;)>

(B[S0 €070 (g - g gnry)|
—eE | Z(T (;0 Tz;ll{ T)>1}D +Cy—x
B {C_Tj;l(l f( 2 {f<z>— N }} - {C A {Z SO }} e

Der erste Erwartungswert ist nicht-positiv, also gilt weiter:

fc—4
Ogch_x‘E{&wmlvw»mmﬂ
—]E*[ ! (01 LAl )]_
So(T) {Z T)<za" } {Z(T—az) }

1

< E* c1 + A1 )=
B {50( ( {zm<g=} {z@>g; )}

wobei bei der letzten Ungleichung benutzt wurde, dass

1 1
7 _ A .
{ mzaaz)—e}g{ )= <x>}

Lassen wir nun € — 0 laufen, so folgt (b).

722
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3.2.2 Das Reprasentationsproblem

Wir haben bereits gezeigt, dass fiir jedes Anfangskapital =z € [Ag, Cp) eine Losung
X =X (T') fiir das statische Optimierungsproblem existiert und dass das Problem
den optimalen Wert F(£(z)) annimmt. Im Reprisentationsproblem verbleibt zu zei-
gen, dass fiir jede Losung X (T') eine zuléissige Handlungsstrategie 7(-) zu gegebenem

Anfangskapital = existiert, mit der dieser Wert erreicht wird.

Theorem 3.2.2.1:
Fiir jedes x € [Ag, Co), é(x) > 0 wie in (3.14) definiert, ezistiert eine Handlungs-
strategie @ € A(x), sodass die Bedingungen (3.16) und (3.17) aus Proposition 3.2.1.2

fiir X=™(T) erfiillt sind und welches optimal fiir das dynamische Optimierungsproblem
(3.6) ist; das heifst es gilt:

V(z)= inf E
m(-)eA(z)

=K

(C—X—‘”(T)Y — F(é(z)). (3.19)

So(T) (w)+

So(T)

Beweis: Seien x € [Ay, C) beliebig und £(z) > 0 wie in (3.14) definiert. Betrachte

X(T) aus (3.18). Da g)((?) integrierbar ist, ist

J—"(t)] (3.20)

wohldefiniert und aufgrund der Turmeigenschaft fiir bedingte Erwartungswerte? folgt
firalles<t<T:

X o[ X
E S F(s)| =E _IE ST ]—“(t)”]—"(s)]
-z |50l
_ X(s)
50(8)

2Fiir Teil-o-Algebren By C By C F(T) gilt: E[E[X|Bs]|B1] = E[X|B;], siehe [ , Satz 18.14].
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Somit ist (;(((?)) ein P*-Martingal mit Anfangswert
0 te[0,T]
X0 . [x@
50(0) So(T)
geméafl Proposition 3.2.1.3.
Mit dem Martingaldarstellungssatz (siehe | , Theorem 4.2]) folgt fiir einen passen-
den Prozess 7(+) :
X _ [ 7w
13 ' (u
=+ o(u)dW*(u), t €10,T]. 3.21
o0 0/so<u>“ (u), te 0.7 (321

Nach der Darstellung (3.2) gilt somit:

X(t) = X7 (1)
fiir alle ¢ € [0, T, also insbesondere

X(T) = X®%(T)

womit wir (3.16) sowie (3.17) erhalten.

Dementsprechend ist 7(+) eine Martingal-erzeugende Handlungsstrategie, das heifit ins-
besondere 7(-) € A(z). Die Optimalitéat von 7(-) und (3.19) folgen nun aus Proposition
3.2.1.2.

Bemerkung 3.2.2.2:

(i) Um das Risiko V(x) berechnen zu konnen, benétigen wir &(x). Zu beachten ist

~ ~

dabei, dass nach Definition F(£(x)) < G(&(x)) gilt; jedoch Gleichheit, falls

H(E(x)) = Cy — z.
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Dies ist insbesondere bei stetigem H(-) gegeben.
In diesem Fall gilt insbesondere U = C — A, fast sicher,
oder P* (f(m)Z(T) = 1) = 0, was aus der Beziehung

(C—A)—U

HE@) - (Co-0) =5 [Tty

(3.22)

hervorgeht.

(i) Gemdf der Darstellung (3.21) entspricht die optimale Handlungsstrategie fir das
stochastische Kontrollproblem gerade der Hedging-Strategie fiir den Claim X(T)
aus (3.18).

(iii) Sei & = Ag. Dann ist (3.16) wegen A(-) = X4o7™4(.) gerade fir # = mwa erfiillt

und wegen der Monotonie von H(-) sowie

lim H(¢) = E*
lim H(€)

{C—A

) =G

ist (3.14) fiir £(z) = 0o gegeben. Das heift

wngy@zﬂigﬂ

Wir haben in diesem Kapitel schliefllich die Existenz einer Losung fiir das dynamische
stochastische Optimierungsproblem V' (z) zu jedem Anfangskapital = € [Ag, Cy) gezeigt.
Bei den folgenden Anwendungen werden wir sehen, dass die Form der Losungen von

dem risk premium 6(-) abhéingt. Daher kliren wir zunschst den Fall 6(-) = 0.

Korollar 3.2.2.3:
Sei @ = o~ (t)(u(t) — r(t)1) = 0. Dann gilt fiir jedes x € [Ag, Cy) und jede Martingal-
erzeugende Handlungsstrategie 7 € A(x) :

E <O — X“(T)>+

SO(T) = C()—l’.

Das heifst insbesondere V (z) = Cy — .
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Beweis: Sei z € [A,Cy). Mit § = 0 folgt Z(T) = 1 und somit P* = P, sowie
insbesondere G(-) = H ().

Offensichtlich gilt: G(§) = H(§) = 0 fur alle £ € (0,1) und H(§) = G(§) = Cy — Ay >
Co —  fiir alle & > 1. Also folgt &(z) = 1.

Aus (3.11) erhalten wir fiir alle 7 € A(z) :

E

(C—X—m) > F(1) = Cy - .

So(T)

Andererseits gilt fiir jede Martingal-erzeugende Handlungsstrategie 7 € A(x), die
A < X®™(T) < C fast sicher erfiillt:

E = E*

(C_Xmmy

So(T) (C_X—”(T)>+

So(T)

Daraus folgt die Behauptung.
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4 Anwendungen

Wir werden in diesem Kapitel Anwendungsbeispiele zu den gewonnen Erkenntnissen
erortern. Dabei gehen wir geméafl den Ausfithrungen aus Kapitel 3 auf folgende Weise

vor:
1. Bestimme die Funktionen G(&) und H(§) aus (3.12) und (3.13).
2. Ermittle den Wert &() aus (3.20). Falls H(-) stetig ist, gilt H(£(z)) = Cp — .
3. Berechne das Risiko V (x) = F(€(x)); falls H(-) stetig ist, gilt V(z) = G(£(x)).
4. Bestimme den optimalen Vermdogenswert
X5 () = X(¢t)
_ { So(t)

So(T) (Cl{é(x)Z(T)él} + Al{é(x)Z(T)>1} - Ul{é(m)Z(T):l}) ' f(t)}
(4.1)

(vergleiche (3.18) und (3.20)).

5. Ermittle die Dynamik von X (¢) unter P* und erhalte die optimale Handlungs-

strategie durch einen Koeffizientenvergleich mit

d (ﬁ; (t()t)) €2 %a(t)dw*(t). (4.2)

Das Modell aus Kapitel 2 sowie die Aussagen aus Kapitel 3 lassen allgemeine stochasti-
sche Koeffizienten zu; um zunéchst auf hohere Komplexitat zu verzichten und explizite
Losungen ermoglichen zu koénnen, betrachten wir in diesem Abschnitt einen Finanz-
markt mit lediglich deterministischen Koeffizienten, das heifit die Prozesse r(-), u(-), o(+)

seien grundsétzlich zeitabhéngig. Damit ist insbesondere das
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Geldmarktkonto Sy(-) deterministisch und kann stets aus dem Erwartungswert gezogen
werden. Zusitzlich gelte ||6()||* # 0 fiir alle ¢ € [0, 77, fiir das risk premium

0(t) = o () (p(t) — r()1).

Weitere Einschriankungen werden im jeweiligen Beispiel angegeben.

Erinnerung:

Z(T) = exp —/GI(S)dW(S)—%/HQ(S)HQCZS und

W*(t) =W (t) + /H(S)ds, te€]0,T]

0

ist ein Wiener-Prozess beziiglich P*.
Zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ € [0, T ist der i-te Aktienprozess, i = 1,...,n, gegeben
durch:

T
n

S.(1) = Sityesp | [ ls) = 5D ob0)ds + 3 [ o)) (43)

T T
n

= S;(t) exp /T(S) - %Zafj(s)ds + Z/aij(s)dl/l/;(s) : (4.4)

t

Fiir folgende Berechnungen halten wir fest:

(E2(T) > 1} = /9' VAW (s ——/He V2 ds > log(e)

& (5)dW (5) < log(¢ —-/He J(|? ds (4.5)

_ /9' s) < log( )+%/||9(s)||2ds . (4.6)

I
St~
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Beginnen wir mit einem speziellen Beispiel, in dem uns die Kapitalanforderung des

Regulators die Berechnungen stark vereinfacht.

Beispiel 4.1 (Kapitalanfordung in Abhéngikeit der Verbindlichkeit):

Die Verbindlichkeit C sei eine beliebige Zufallsvariable mit SO?T) c L'(Q, F(T),P*),

die Kapitalanforderung sei gerade so, dass das Vermoégen des Investors zu keinem

Zeitpunkt um mehr als ein Vielfaches des Geldmarktkontos von C' abweicht, also:
A:=C—kSy(T), k>0.
Diese besondere Struktur liefert fiir & > 0 :

C—-A

G(E) =E [ml{ézmx}}

= kP(EZ(T) =2 1)

e | [o@awe) <ioge) - [Idas]. @

Um diesen Ausdruck weiter zu vereinfachen, benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma 4.2:

Sei (f(8))eior) €in deterministischer Prozess und W (-) ein Wiener-Prozess beziglich P.

¢ ¢
Dann ist (f f(s)dW(s)) N (O,ff(s)2ds) -verteilt; das bedeutet normalverteilt
0 0

t€[0,T]

t
mit Erwartungswert 0 und Varianz [ f(s)*ds.
0

Beweis:
Wir beweisen die Aussage mittels Fouriertransformation (siehe | , Abschnitt 40]).

Wir zeigen, dass die Fouriertransformierte Wy (s) := E[exp (—sM(t))], s € R, von
t t

M(t) := [ f(s)dW(s) der Fouriertransforierten einer A° <O, Ir (3)2d3) -verteilten
0 0
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Zufallsvariable! entspricht.
Nach der Ito-Formel gilt fiir s € R :

dexp (—sM(t)) = exp(—sM(t)) (—sf(t)dW(t) + S;f(t)th) .

Da exp (—sM(0)) = 1 und f(-) deterministisch ist, folgt weiter:

9 t
Varo(s) = 5 [ Fa W ()
0

und somit

OV pr (e ?
M({?—(t)(S) = %f(t)Q\PM(t)(S)'

Schliefllich ergibt sich

t
82
Vi s) = e | 5 [ f(o)7ds | s e
0

Mit dem Eindeutigkeitssatz fir Fouriertransformierte | , Satz 41.10] folgt die Be-
hauptung.

Da (6(t))cpo.r) deterministisch ist, ist

—-1/2

/TQ’(S)dW(S) ill9(8)ll2d8

!Die Fouriertransformierte einer N(u, 0%)-verteilten Zufallsvariable X ist gegeben durch: U x(s) :=
E [exp(—sX)] = exp <fs,u + §J2> , s € R, was man durch direktes Nachrechnen mit der Substi-

tution T := *=E 4 to sieht.
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nach dem vorherigen Lemma unter P A/ (0, 1)-verteilt. Analoges gilt fiir W*.

Mit dieser Eigenschaft kénnen wir (4.7) weiter vereinfachen:

T T ~1/2
1
Gle) =k | |tog©) 5 [ I as | | [ioras| |,
0 0
wobei ® die Verteilungsfunktion der A(0, 1)-Verteilung ist.
Analog erhalten wir fiir H(-) mit Hilfe von (4.6):
~1/2

1(e) =k | logle) + / 16(s)]2ds / 16(5)] ds

Da & stetig und wachsend ist, bestimmen wir £(z) durch die Gleichung
H(E(x)) = Cy — z. (4.8)

Auflssen nach &(z) liefert uns:

T 1/2 T
fw=ew [0 (D) [ [1oas ) <5 [ | @

wobei ®~! die Umkehrfunktion von ® bezeichnet.

Theorem 3.2.2.1 liefert uns dann:
1/2

Vio) = FEw) 0@ = ke | @ (C25) < | [1oePas) | @

fiir das Risiko des Investors.

Berechnen wir nun -geméf§ der beschriebenen Vorgehensweise am Anfang des Kapitels-
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die optimale Handlungsstrategie 7(-) sowie den korrespondierenden Vermogenswert

X*%(t) = X(t), die den Wert V(x) herbei fiithren:

1

X(t) =" Sp(t)E” [So( ) (01{5 <ty T ALréwzys1) — Ul{é(m)Z(T)=1})‘f(t)]

N
= So(t)E [SO(T) ¢~ Mewzm1) F(t)]
(35 C(t) — So(t)kE* |:1{é(x)Z(T)>1} ]:<t)] ’

wobei wir im zweiten Schritt Bemerkung 3.2.2.2 (i) verwendet haben.

Um den bedingten Erwartungswert zu berechnen, benutzen wir, dass

S = | [oerawe -5 [1oe)P

unabhéngig von F(t) sowie Z(t) messbar beziiglich F(t) sind, sodass

oy [1{€(w)Z(T)>1}
= f(Z(?))

mit f(z) := [ (é)2(1)/2() >1/Z}] gilt.

7(75)} =E |:1{f(x)Z(T)/Z(t)>1/Z(t)}‘ ]:(t)}

(4.11)
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Mit Lemma 4.2 folgt dann weiter:

() = (/9 YdW (s) < log(é( —-/||e JII2 ds + log(2)

_p (/8(3)’dW*( < log(é /||9 JII? ds + log (2 )

t

log(€(2)) + & f 16(s)] ds + log(2)

=< T 172
(J ool as)
e (J oo ds)l/zélof;e<s>2ds+1og<z>
(1061 as)
Mit
. / o5y (s)) = F(Z(0).
1/2
o (42 ([loolas) -

(J ool as) "

erhalten wir insgesamt fiir den optimalen Vermogenswert in (4.11):

t

X(t) = C(t) - So®kf(t, / 0(s)dW*(s)), t € [0,T),

0

X(T) = lim X(t) = C — So(T)k,

t—T

wobei wir im letzten Schritt die Stetigkeit der Normalverteilung sowie

®(00) = 1 verwendet haben.

(4.12)
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Die optimale Handlungsstrategie, mit der dieser Vermdégenswert erreicht wird, berech-
nen wir mit Hilfe eines Koeffizientenvergleichs:
Einerseits gilt nach (4.12):

X@)  C) P
50 - S0 kf(t,o/e(s) dW*(s)).

Da der Prozess auf der linken Seite ein P*-Martingal ist, fillt bei Anwendung der
[t6-Formel der Drift-Term weg. AuBerdem gilt nach (3.5):

Ct)\ _ o pyTet) i
d ( - (t)> — o)™ 1), (4.13)

wobei o (t), t € [0,7] die Hedging-Strategie zu dem Claim C' zum Zeitpunkt ¢ ist.

Somit erhalten wir:

. @f(t,ftﬁ(s)’dW*(s))
X0\ _ om0 ’
d <So(t)> N <t) S()(t) aw (t> K ow d ‘w:oftﬁ(s)’dW*(s)
_ <a(t)7r0(t) +k o)

! (tf||9(s)||2ds>”2

T 1/2

o (G) (Tl as) = Jotsyam(s)
0 = 1/20 )dW*(t)
({ne(swds)

¥

(4.14)

Andererseits wissen wir aus der Darstellung (4.2):

X\ w7
d (So(t)> = olt)g =W (2),
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wobei 7(t) die gesuchte Handlungsstrategie zum Zeitpunkt ¢ € [0, T ist.
Ein Koeffizientenvergleich mit (4.14) impliziert schlieflich:

o(t)

(J ool as) "

T 1/2
ot (G2) ([0 as) - = Jotsya(s

0

(J oo as) "

#(t) = me(t) + So(t)o ™ (t)k

¥

Bemerkung:
An dieser Stelle kann man nun der Frage nachgehen, welches minimale Anfangskapi-
tal gegeben sein muss, damit ein bestimmies Risitko nicht tiberschritten wird. Formal

bedeutet dies: Gegeben ein € € (0,1) suchen wir
Z(e) :=inf {x € [Co — k,Cy)|V (z) < €k} .

Erwartungsgemdfs sehen wir in (4.10), dass das Risiko V (x) mit wachsendem Anfangs-
kapital x fallt. Daher wird Z(e) durch die Gleichung

V(z(e)) = ek
bestimmt. Dies ist dquivalent zu
T 1/2
F(e) = Co—k® | & !(e) — /||9(5)H2ds € (Co— k,Cy).
0

FEin weiterer Indikator in diesem Zusammenhang wdre das exposure to risk, die Ein-
V(x)

el Wir suchen nun

wirkung des Risikos sozusagen, definiert durch

V()

i(e) = inf{:v € Co =1 Co) |- e}.
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Beachte dass auch — fallend in x ist. Dementsprechend ist &(e) die Losung der

Gleichung

1/2

o (85)- (fmors) <o ()

Beispiel 4.3 (Abhéngigkeit der Verbindlichkeit vom risky asset):

Wir betrachten in diesem Beispiel ein eindimensionales Finanzmarktmodell. Die Ver-

bindlichkeit C' sei durch eine stetige und stiickweise stetig differenzierbare Funktion

g:(0,00) — [0, 00) vom Endwert der Aktie gegeben; also
C = g(S(T)).
Sei A := 0, das heifit
A(z) ={7:[0,T] — R| X®"(t) > 0 fiir alle t € [0,T]} .

Fiir die Funktionen G(-) und H(-) erhalten wir dann fiir £ > 0 :

G() =E {%1{520)21}}
(43) SoiT)E g(sexp /,u /st—i—/a(s)dW(s) >1{§Z(T)21}

1r T
{f@(s)dW(s)glog )—3 [ 6( t)2dt}
0 0
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und analog mit (4.4) und (4.6):

H(E) = SozT)E* g(sexp /r(s)—0(5)2/2d5+/0(3)dW*(3) )

0

1, T
{g@(s)dW*(s)Slog(ﬁ)—i—; f@(s)2d5}

0

An diesem Punkt stellen wir fest, dass weitere Berechnungen stark verkompliziert wer-

den durch die Tatsache, dass die Prozesse
T T
/J(S)dW(s) und /H(S)dW(s) in der Darstellung von G(-)
0 0

sowie

0(s)dW™(s) in der Darstellung von H(-)

St~

/T o(s)dW*(s) und

nach Lemma 4.2 jeweils zwei verschiedene normalverteilte Zufallsvariablen beschreiben.
Im Fall eines nicht-konstanten 6(-) hangen G(-) und H(-) also von je zwei Zufallsva-
riablen ab. Um die Vorgehensweise im Beispiel zu veranschaulichen, beschranken uns
an dieser Stelle auf konstante Koeffizienten und somit insbesondere auf ein konstantes
risk premiums 6 # 0.

Im nachfolgenden Kapitel werden wir dieses Anwendungsbeispiel im Kontext eines
Vasicek-Modells nochmals aufgreifen und kénnen uns im komplexeren Fall an dieser
Vorgehensweise orientieren.

Seien nunr, p € R, ¢ > 0. Damit gilt fiir das Geldmarktkonto:
So(t) = exp (rt).
Mit b := Z — & erhalten wir in (4.3) bzw. (4.4):
S(T) = S(t)exp (c((T —t)(b+0) + W(T) — W(2)))
bzw.

S(T) = S(t)exp (o((T — t)b + W*(T) — W*(#))).
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Mit V(£) = 22 v*(t) := "1 vereinfachen sich (4.5) und (4.6) zu
{¢2(T) > 1} = {Y(T) < lOg(@e;TTQ /2}
::{Y%T>§hw@;$;ﬁ/2}'

Betrachten wir zundchst den Fall § > 0. Dann folgt unter Beachtung der Normalver-
teilungseigenschaft von Y (T') bzw. Y*(T'):

G(e) = SOET) E [g (sexp (o(T(b+0) + Y(T)VT)) ) 1 S }1
B log(&) —T6? )2 .
—Q+< Vs ,T,J+6>.
Dabei haben wir
1 u
Qlurs.b) = 5o [ 9 lsexp (otrb+ 5wty (4.15)

— 00

gesetzt, wobei ¢(y) := % die Dichte der NV (0, 1)-Verteilung ist. Analog folgt:

e — 0, (log(f) FT02 s’b) |

OT

Offensichtlich ist die Abbildung v — Q. (u, T, s,b) absolut-stetig und monoton stei-

gend mit

1

Q4 (—00,T,5,b) =0 und Q, (00, T, s,b) = ST

E*[g(S(T))] = Co > Co — =

Damit kénnen wir ihre Umkehrfunktion Q7' (+) definieren. Nach dem Zwischenwertsatz
existiert ein & € R mit Q, (4,7, s,b) = Cy — =, also Q7' (Cy — x) = .

Durch die Stetigkeit von Q. (-, T, s,b) erhalten wir Stetigkeit fiir H(-), folglich gilt die
Gleichung

HE@) = Q. (l‘)g(f“j}; 072 1, b) —C(0) - =
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Daraus ergibt sich dann

_ log(&(x)) + T6%/2

Q' (C(0) — =) o/T :

was schliefllich

log(§(x)) — T0?/2
O0vT

V(I)IG(f(x))=Q+< ,T,s,b+9>

-0, (Q;l(C(O)) NG 9) (4.16)

impliziert.
Fiir den Fall # < 0 #ndert sich fiir G(-) und H(-) aufgrund der Symmetrie der Nor-
malverteilung jeweils in der Indikatorfunktion das Zeichen der Ungleichung von < zu

> und somit erhalten wir

GE) = Q- <log(§)0\;;92/2,T, s.b+ 9)
HE) = Q. (log(géjj_?@ 2 T s,b) ,
wobei
Q- (wrs): = o [ 5o (o6 +0) +0v7) )y

= Q4 (00, 7,8,b) — Q4 (u,7,5,b).
Mit den gleichen Argumenten wie oben ergibt sich letztlich

V(z) = GE@)) = Q (log(“%% T2 oy 9)

=Q (QZNC(0) —2) VT, T, 5,0 +0) (4.17)
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Bemerkung:
Lassen wir in (4.16) 6 | 0 bzw. in (4.17) 6 1 0 laufen, so erhalten wir konsistent zu

Korollar 3.2.2.5:

V(z)=Q+ (Q1(C(0) —z),T,s,b) = C(0) — a.

Bestimmen wir nun die optimale Handlungsstrategie 7 (-) und den optimalen

Vermogensprozess X7 (t) = X (t). Wir gehen analog zum vorherigen Beispiel vor und

betrachten:
X(t)

St {som (Clemmmary + ALy ~ Uligwrzmn-1) ’ d “)}

1 *
- SO(T)E [Ol{é(x)Z(T)gl}

f(t)} ;

vgl. Bemerkung 3.2.2.2 (i).
Wie im vorherigen Beispiel benétigen wir fiir den bedingten Erwartungswert einen
Ausdruck, der unabhéngig von F(t) ist. Wie oben bereits herausgestellt wurde, gilt

dies fir

% = exp ( —OW(T) —-W(t)) — %(T - t))
und ebenso fiir S(T
% = exp (o((T — )b+ W*(T) — W*(t)))

nach Definition eines Wiener-Prozesses. Die Messbarkeit von S(t) und Z(t) beziiglich
F(t) ist klar, sodass wir

B Oz

<} F (tﬂ = E {9 (%S(”) 1{é<x>Z<T>/Z<t><1/z<t>}‘ 7 (t>]

= f(S(t)a Z(t))
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mit
f(s [9 (i'(— ) Liez ()§1/z}]
{g (< exp ( — 1)+ \/T——tW*g)T_—_VZ*(t))))

1 A
{o(w-)-w-) zmg(s(x>>+(Tt>a2/2+log(z>}]

.

1
f {y log(€(x))+(T—)0? /2-log(z ))/(9\/Tt)}
_ g (sexp (c(0(T —t) + VT —ty))) (y)dy, falls 6 >0 (4.18)
1
f {y log(£(2))+(T—t)o? /2-+log(2)) /(em)}
g (g exp ( —t)+VT y))) o(y)dy, falls 6 < 0.

\

erhalten. Dabei haben wir in (4.18) ausgenutzt, dass <%__V:(t)> per Definition unter

P* N (0,1)-verteilt ist.
Fiir z = Z(t) ergibt sich in der Indikatorfunktion des Integrals:

(log(E(x)) + To?/2— OW*(1) _ (@3'(Co— a)VT — W*(1))

y > T = — =:U,(t), falls 6 > 0
g < UoBCEN + T2 6W*(1)) _ (Q-N(Co—aWT=W"(®) _ 1 v puicp <o
OvT —1 T—t

Mit 5() = 0(,}_0 folgt letztlich:

Q_ (U, (t),T —t,5(t),b), fallsf >0

"~ So(T — t)f(s(t)’ ) = { Q. (U_(t),T —t,5(t),b), falls 6 < 0. (4.19)
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Wir benotigen nun die Dynamik von X (t) unter P*, das heift insbesondere die von
Uy(t) = Us(t, W*(t)). Mit Hilfe der totalen Ableitung bestimmen wir die stochastische
Differentialgleichung fiir Uy (-) :

1.1 1 x
_ QZf(_t)t)dt - \/%dW*(t).

Damit konnen wir die stochastische Differentialgleichung fiir

bestimmen. Dazu wenden wir die [to-Formel an und vernachléssigen zur besseren
Ubersichtlichkeit die Indizes F sowie das Argument (Ux(t),T — t, S(t),b) fiir Q,

sodass

. 0 0 0
X (1) = a—gdU(t) + a—?d(T - a—cjd(S(t))
1 /8%Q 82Q
5 (%d Wi+ 25

0Q 0Q 1 .

0Q Ul)  9Q
* [%Q(T—t) o

820
d(S), +25-d (U, s>t)

_9Q
or

S(t)r

1/6°Q 1 *Q .0 o 2*Q S(t)o )
+§ (82uT—t * 0?%s Seye _28u85 \/T—t)l a

Bezeichnen wir den Drift-Term mit M (t), so erhalten wir mittles partieller Integration:

X(t) =1t gy —rt v
d (So(t)> =e "dX(t)—re " X(t)dt

= ((M(t) - rX(t)) dt + (%S(t)a - %%) dW*(t)) .

2Wir bezeichnen mit (-) bzw. (-,-) die quadratische Variation bzw. Kovariation eines bzw. zweier
Prozesse; vgl. | , Definition 5.3 bzw. Definition 5.5].
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Da S—(()) ein P*-Martingal ist, verschwindet der Driftterm, sodass

X))\ _
d(m)

Ein Koeffizientenvergleich mit (4.2) liefert uns somit:

<8QS<) 0Q 1

Os ou T—t) AW (D)

. 0Q 1 0Q
"0 =505 ST ou

Verbleibt abschlieend noch, die partiellen Ableitungen von Q+ (u, s, 7, b) nach u bzw.

(4.20)

s zu bestimmen:

% =TFTe g (s exp (O'(U\/F + bT))) p(u),

OQ_ / s (sexp (o(yy/T +b7))) exp (o(y/7 + b7)) (y)dy
(o(yv/T +b7))) (y)dy

3Q+ _ o(yv/T + 7)) @(y)dy,

wobei zur einfacheren Darstellung f(x) := x¢'(x) definiert wurde.

Setzen wir dies nun in (4.20) ein, so erhalten wir fiir ¢ € [0,7]] :

£(t) = { (U (t),T —t,S(t),b), falls >0 } (21)

| I_(U_(t), T —¢,5(t),b), falls 6 >0

mit

e AT o(y/T+b1) Sp(u) o (u\/T+b7)
M (s b)i= e | [ £ (s ) ety + £ (sc ).

u

I (u,7,s,b):=e"" / f <3 e”(yﬁH’T)) o(y)dy — ﬂ\?zg (s ea(“‘ﬁJ“bT))] :

ON\T

— 00
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Beispiel 4.4 (Call-Option):
Ausgehend vom vorherigen Beispiel wollen wir nun die Verbindlichkeit als eine Call-
Option zu einem Strike k£ > 0 identifizieren, das heifit mit den bekannten Notationen
gilt:

€ = g(S(T)) = (S(T) = k)", f(x) = g/(x) = 2L (oo

Definieren wir zusatzlich

105(\3//;) + by/T,

a(r, s,b) ==
so gilt int=0:
{S(T) = k} = {sexp (o(Tb+ W*(T))) = k}
— {Y*(T) > —a(T, ,b)} .

Damit folgt in Gleichung (4.15):

u

Qi (u,7,5b) =e"" / g (sexp (o(Tb+ V7y))) ¢(y)dy

—00

u

=e7 / (sexp (o(7d + V7y)) = k)e(y)Liy=-a(rappdy

—00

u

= L a(rsb)<u} / (sexp (o(b+VTy) —r7) — ke )p(y)dy

—(X(T,S,b)

u

= 1ot / sexp (ov/7y — 70°/2) p(y)dy

—a(T,s,b)
ke [B(u) — B(—alT, 5,b))] ) (4.22)

Da die Novikov-Bedingung (siehe | , Abschnitt 3.5 D]) wegen T'o? < oo erfiillt ist,
definiert

M(t) == exp (cW*(t) — to?/2), t € [0,T],
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ein Martingal beziiglich P*. Der Satz von Girsanov impliziert dann, dass (W(t))
definiert durch

t€[0,T]

W(T) =W*(1r)—or

ein Wiener-Prozess unter dem Wahrscheinlichkeitsma$ P mit der Dichte M (T') beziiglich
P* ist. Dementsprechend ist
B W(T) W (r) —or

Y(7): Jr Nz

unter P N(0, 1)-verteilt.

Nutzen wir dies aus, so erhalten wir

u

/ exp (oyy/T —70%/2) 0(y)dy = E [1{_a(rsp)<y(r)<u}]

7&(7‘,8717)

=E [1{—Oé(T,S,b)—O'\/’;S?(T)SU—U\/F}}

) (u—a\/F) —@(—05(7',8,3) —aﬁ)

=—a(T,s,b+0)

und somit in (4.22):
Q+(1,7,5,8) = L -a(ranzu) (5 [@(u = 0v/7) = @ (~a(7,5,b + )]
~ ke [@(u) — B(—a(r, 5,0))] )
=5 [®(u—oy7T) — B(—a(r,5,b+0))] " — ke [®(u) — B(—a(r,s,b))]",

wobel wir im letzten Schritt die Monotonie der A(0, 1)-Verteilungsfunktion benutzt
haben.
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Analog berechnen wir Q_(u, 7, s,b) indem wir

1{y2u}1{y27a(‘r,s,b)} = 1{y2max{u,fa(7',s,b)}}

verwenden:

[e.o]

Q_(u,7,5.b) =" / g (sexp (o(rb + yv/D)) o(y)dy

u

o0

- / (3 exp (ay\/; — 702/2) —k efw) o(y)dy

max{u,—a(7,s,b) }

— 5P (§ > max {u — ov/7, ~a(r.5,b+ o)} )
— ke TTP* (Y*(T) > max {u, —a(T, s, b)})

= s(b(min {a\/F —u, o7, 8,b+ a)} ) — ke T <I><min {—u,a(r,s,b)} ),
wobei wir im letzten Schritt die Symmetrie der Normalverteilung und die Gleichheit
max {a,b} = —min {—a, —b}

benutzt haben.
Letztlich berechnen wir mit Hilfe von f(s) = s1y,>x) auf analoge Weise die Funktionen

der optimalen Handlungsstrategie 7(-) in (4.21):

I, (u,7,8,0) =e "7 /f (S eo(y\ﬁ—&-b'r)) o(y)dy + Sp(u)g (S ecr(uﬁ—l—ln—))
v

o0

U +
— / s e(o’y\/?f‘roQ/Z) (p(y)dy + :(_\/F) [S e(a’u T—102/2) —k e*T’T:|
max{u,—a(r,s,b)}

+
— s@(max {\/;0 —u, T, 8,b+ o‘)}) + M [s olouyT—702/2) —ke_”]

NG
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sowie

u

I (ZL, .8, b) — o 7T / f (8 eo(y\/?+b7')) QO(y)dy . 90<u)g (S ecr(u\/FerT))

NG

— 00

+
_ s e(ayﬁ—702/2) So(y)dy (,O(U) [8 e(ouﬁ—702/2) —k e—r’ri|

- - o

—a(T,s,b)

=5[® (u—ovT)—®(—alr,sb+ cr))}+ — fi;;) [s plozvT=To%/2) _ 1. e_”} "
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5 Risikobewertung im
Short-Rate-Modell

Wir wollen in diesem Kapitel das bisherige Modell sowie die Aussagen aus Kapitel 3 auf
ein Short-Rate-Modell, das heifit explizit auf ein Vasicek-Modell, iibertragen. In einem
Bondmarkt stehen keine klassischen Aktien wie bisher zur Verfiigung, sondern soge-
nannte Bonds iibernechmen die Rolle der risky assets. Der entscheidende Unterschied
zu den Anwendungen in Kapitel 4 ist die Modellierung einer stochastischen Zinsrate.
Bondmarkt- bzw. Short-Rate- Modelle bilden in der Finanzmathematik eines der wich-
tigsten Gebiete, da Zinsmérkte in der Realitédt gerade im Bankensektor eine entschei-
dende Rolle spielen. Eine detaillierte Herleitung eines Bondmarktmodells ist fiir unsere
Zwecke jedoch nicht von besonderer Bedeutung und wiirde den Rahmen dieser Ausar-
beitung iibersteigen; sie kann in | | nachgelesen werden. Wir motivieren das Modell
im Folgenden verkiirzt und beschrdnken uns auf die grundlegenden Definitionen und
Eigenschaften. Dazu orientieren wir uns zusétzlich an | |.

Anschlieflend zeigen wir die Konsistenz des Modells mit unseren Annahmen und
Ausfiihrungen aus Kapitel 3, sodass optimale Strategien und Losungen fiir das Problem
(3.6) auch hier existieren. Wir beenden dieses Kapitel mit einer Anwendung analog zu
Beispiel 4.3, wobei wir keine weiteren Einschrankungen an die Koeffizienten vornehmen;

die Verwendung des Forwardmartingalmafes ist dabei das entscheidende Hilfsmittel.

5.1 Aufbau eines Bondmarktes

Der Handlungszeitraum eines Investors sei weiterhin [0, 7. Wir beschrianken uns auf ein

eindimensionales Modell, das heifit als Finanzgiiter stehen dem Investor wie gehabt das
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Geldmarktkonto und ein risky asset zur Verfiigung. Die Dynamik des Geldmarktkontos
sei fiir t € [0, T weiterhin durch

dSo(t) = So(t)r(t)dt, So(0) =1,

mit der Losung

t

So(t) = exp / r(s)ds

0

gegeben.
Das Modell basiert auf sogenannten Zero-Coupon-Bonds, die wir zunéchst definieren

und anschlieSend naher erldutern wollen.

Definition 5.1 (Zero-Coupon-Bond):

Sei T € [0,T]. Ein Zero-Coupon-Bond oder auch kurz Zero-Bond ist ein festverzinsli-
ches Wertpapier, das dem Inhaber eine feste Auszahlung in Hohe von einer Geldeinheit
zum Filligkeitszeitpunkt T garantiert. Wihrend der Laufzeit werden dem Inhaber da-
bei keine Dividenden bzw. Kuponzahlungen ausgegeben. Ein Zero-Bond mit Laufzeit T
bezeichnen wir kurz mit T-Bond. Der Preis eines T-Bonds zur Zeit t € [0,T] wird im
Folgenden durch ps(t) dargestellt.

Fin Zero-Bond entspricht im weiteren Verlauf einer risikolosen Anlage, das heifst das

Ausfallrisiko soll gleich Null sein; mathematisch bedeutet das:
p#(T) =1 fir alle T € [0,T).
Auflerdem ist der Wert eines Zero-Bonds immer positiv, also

pp(t) >0 fiir alle 0 <t <T <T.

Wir gehen nun entsprechend eines ,Martingale-Modelling“ Ansatzes vor, bei dem wir
die Existenz eines risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmafles P* voraussetzen und die

Preise der risky assets nicht beziiglich des realen Wahrscheinlichkeitsmafies P, sondern
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beziiglich P* modellieren. Wir wissen, dass unter P* die diskontierten Preise der Zero-

Bonds Martingale sein miissen, das heif3t:

Da Sy(t) beziiglich F(t) messbar ist, folgt:

T

pp(t) =E" [ exp —/r(s)ds F(t)| . (5.1)

t

Wie oben bereits erwéhnt, sollen Zero-Bonds die Rolle der risky assets einnehmen. Die-
ser Sachverhalt erscheint zunéchst widerspriichlich zur Annahme einer risikolosen An-
lage; entscheidend ist dabei jedoch der betrachte Filligkeitszeitpunkt des Zero-Bonds
sowie die stochastische Zinsrate:

Der Endwert pz(T) = 1 eines T-Bonds ist fiir jedes T € [0, T] bekannt und konstant.
Betrachten wir allerdings fiir ein 7% > T den Wert pr«(-) eines T*-Bonds, dann ist
dieser fiir alle t € [0,7] und somit insbesondere zum Ende des Handlungszeitraums
unsicher und kann demgeméf die Rolle des risky assets iibernehmen. Dazu setzen wir
voraus, dass ein Markt fiir Zero-Bonds mit beliebigen Filligkeiten T € [0,7] und
T* > T existiert.

Dem Investor stehen dann zwei Finanzgiiter zur Verfiigen: Das Geldmarktkonto und
ein T*-Bond.

Beginnen wir nun mit der Modellierung der stochastischen Zinsrate r(-). Dazu greifen
wir auf das 1977 von Oldrich Vasicek in | ] veréffentlichte Modell zuriick.

5.1.1 Das Vasicek-Modell

Im eindimensionalen Vasicek-Modell folgt die Zinsrate 7(-) folgender Dynamik:
dr(t) = a (B8 —r(t))dt + odW*(t), r(0) = ro. (5.2)

Dabei ist W*(-) wie gewohnt ein Wiener-Prozess beziiglich P*. Die Parameter o, 3, o

seien strikt positive Konstanten.
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Bemerkung:

FEin Prozess, der obiger Dynamik geniigt, wird Ornstein- Uhlenbeck-Prozess (vgl. [ /)
genannt; das Besondere dabei ist die sogenannte Mean-Reversion-FEigenschaft, die be-
sagt, dass der Prozess von seinem Mean-Reversion-Level [ immer wieder angezogen

wird, und zwar mit der Geschwindigkeit der Mean-Reversion-Rate a.

Um die stochastische Differentialgleichung zu 16sen, betrachten wir den Prozess

(exp(at)r(t))yepo.r) - Mit Hilfe partieller Integration erhalten wir dann

d(exp(at)r(t)) = ar(t) exp(at)dt + exp(at)dr(t)
= exp(at)afdt + exp(at)odW*(t)

und somit

t

r(t) = exp(—at) rgaﬂ/exp(as)ds—i—U/eXp(as)dW*(s)

= exp(—at)rg + (1 — exp(—at)) 5 + o exp(—at) /exp(as)dW*(s). (5.3)

Da (exp(at)),c(o ) ein deterministischer Prozess ist, folgt mit

t

(r(-)), = UQ/emp(Qa(s —t))ds=o0

0

51 —exp(—2at)
200

dann, dass r(t) unter P* normalverteilt ist mit Erwartungswert
E* [r(t)] = exp(—at)ro + (1 — exp(—at))A

und Varianz

1— —2at
o2 exp( 04)'

V' (r(t) = -
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Bemerkung:

Wir sehen, dass die Fouriertransformierte (vgl. Lemma 4.2) von r(t) firt — oo
gegen die Fouriertransformierte einer N (6, %) -verteilten Zufallsvariable konvergiert.
Nach dem Stetigkeitssatz von Lévy (vgl. [ , Abschnitt 45]) gilt dies auch fir die
Verteilung von r(t). Hier sehen wir die Mean-Reversion-Figenschaft der Short-Rate auf
lange Sicht.

Die Verteilungseigenschaft von r(-) erleichtert zwar die folgende Bewertung von Zero-
Bonds, deckt aber gleichzeitig den Schwachpunkt des Vasicek-Modells auf: Die Zinsrate
r(-) nimmt mit positiver Wahrscheinlichkeit negative Werte an, was natirlich nicht
der Realitit entsprechen kann, da bei einer risikolosen Anlage implizit eine positive

Zinsrate vorausgesetzt wird.

T
Um nun (5.1) berechnen zu kénnen, miissen wir die Verteilung von ( J r(s)ds)
3 te[0,T)

bestimmen. Beachte dass (5.3) die Darstellung der Zinsrate in ¢t ausgehend vom Zeit-

punkt 0 ist; fiir jeden beliebigen Zeitpunkt s und Ausgangszeitpunkt ¢ < s gilt

s

r(s) = exp(—a(s —t))r(t) + (1 —exp(—a(s —t)))5 + a/exp(a(u — 8))dW™(u).

t
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Damit erhalten wir

/T(s)ds = /exp(—a(s —t)r(t)+ (1 —exp(—a(s —t)))B

S

+o / exp(a(u — s))dW*(u)ds

t

T

= /exp(—a(s —t))r(t)ds + /(1 — exp(—a(s —t)))Bds

t

+gijaw@w—@mW%m@

=r(t) L= eXp(z<t —D) i ((T 1) — 1 — exp(a(t — T)))

+¢7jawmw—@mwwm@.

Das Doppelintegral kénnen wir mit Hilfe des Satzes von Fubini fiir stochastische Inte-

grale (siche | , Theorem 6.2]) umformen:

T

s T T
//ea:p alu—s))dW*(u ://e:cp alu—s))dsdW*(u)
¢

t u

(0%

) / - expla(u=T) .

T

Analog zu r(t) ist damit der Prozess ( i r(s)ds) unter P*| ) normalverteilt mit
t t€[0,T

Erwartungswert

(1) 1 —exp(a(t—T)) e ((T - 1- exp(z(t — T))) (5.4)

«
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und Varianz

</r(8)ds> = <0/ L= eXp(Z(u_T))dW*(U)>
= Z—Z 1—2exp(a(u—T)) + exp(a(u — T))du
7 (R A DI BT

Nun gilt fiir eine normalverteilte Zufallsvariable X wegen ihrer Fouriertransformierten
(vgl. Lemma 4.2) mit ¢t = 1 :

E [exp(—X)] = exp (—E[X] + V(X)/2).

Mit (5.4) und (5.5) erhalten wir in (5.1) mit 7' = 7" demzufolge

T*

pr(t) = E* | exp —/r(s)ds F(t)

t

= exp (AT* (t) — T(t)BT* (t)) 5

wobei
A (0)i= (8= 25 ) 1B — (7" = 0] = T_Br- (07,
Bre(t) = 2= eXp(Z(t —T) e

Wir haben also jetzt eine explizite Darstellung fiir den Priesprozess des risky assets.

Davon ausgehend zeigen wir, dass pr«(t) unter P* der Dynamik

dpr-(t) = pr-(t) <r(t)dt + 67 (t)dW*(t))
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folgt und somit den Voraussetzungen aus Kapitel 3 geniigt.

Dazu definieren wir f(t,7(t)) := pr«(t) und wenden die Ito-Formel an:

1 9°f

dpr(t) = gdt + idr(t) - 562r(t)d (r(-)),

“ ot T o)

= f(t, (1) KaAg; ®) _ r(t) ang ®) + %BT* (t)202> dt — BT(t)dr(t)}

Setzen wir nun (5.2) sowie die Formeln

0Bg;(t) =exp(a(t —T%)) = aBr(t) — 1 (5.6)
Mg; ® _ (a - %2) aBr- (1) — ;—aBT*(t)(aBT* () — 1) (5.7)

ein, so erhalten wir mit d7+(t) := —o Bp«(t) wie behauptet:
dpr-(t) = pr-(t) (r(t)dt + or-(t)dW™(t)), p(0,T7) > 0. (5-8)

Riickwirkend konnen wir infolgedessen die Dynamik eines Zero-Bonds unter dem sub-

jektiven Wahrscheinlichkeitsmafl P angeben:

Dabei ist pup«(t) wie in Kapitel 2 ein progressiv messbarer Prozess, der
T
/]uT*(s)]2 ds < oo fiir alle t € [0, T]
t

fast sicher erfiillt.

Bemerkung:

Wir sprechen hier explizit von einem subjektiven statt realen Wahrscheinlichkeitsmafs,
da wir anders als bisher einen Martingale-Modelling Ansatz verwenden. Wir gelangen
also rickwirkend zu P, indem wir eine subjektive Einschdtzung der Renditen in Form

der Abbildung prs(-) einfigen.
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Die Gleichung fiir den Dichtequotientenprozess Z(t) = aus Abschnitt 2.2 bleibt

dp* ‘
aP | F(t)
dann konsistent mit dem risk premium

Or-(t) = dpe (t) (pr-(t) — 7 (1)), t € [0, 7, (5.9)

wobei 67! (t) die Inverse von d7-(t) bezeichnet.

5.1.2 Das Forwardmartingalmal

Mit den gewonnen Erkenntnissen iiber die Dynamik und Verteilung der Zero-Bonds ist
gewahrleistet, dass die Voraussetzungen aus Kapitel 2 erfiillt sind und die Ausfithrungen
in Kapitel 3 ebenso im Vasicek-Modell gelten. Dabei ist zu beachten, dass die Abbildung
dr+(t) = —oBr-(t) die Volatilitat o(t) in Kapitel 3 ersetzt, sodass

d (Xso <g) ) _ ;(52) S (£)dW* (8) (5.10)

gilt.

Da wir im anschlieBenden Abschnitt eine Anwendung im Kontext des Vasicek-Modells
behandeln wollen und dementsprechend mit einer stochastischen Zinsrate arbeiten,
benotigen wir ein spezielles mathematisches Konstrukt, das erstmals von Farshid Jams-
hidian verwendet wurde; vgl. [ |. Das sogenannte Forwardmartingalmaf ist das zu
P* dquivalente Wahrscheinlichkeitsmafl PT, unter dem die -mit 7-Bonds diskontierten-

Preisprozesse der risky assets Martingale sind, das heifit:

pr-(T)
pr(T)

pr-(0) = E7 [pn(2D) 510)

= E” [pr(t)pr-(T)| F(t)] fiir alle t € [0, T). (5.11)

Dabei bezeichnen wir mit E” den Erwartungswert beziiglich des MaBes P7.
Bestimmen wir zunichst den Dichtequotientenprozess von P beziiglich P* :
Einerseits wissen wir, dass unter P* die -mit dem Geldmarktkonto diskontierten- Preispro-

zesse der risky assets Martingale sind, das heif3t:

So(t)
So(T)

pr-(t) = E { pre (T)‘ ]—"(t)} fiir alle t € [0, 7.
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Andererseits soll eben (5.11) gelten, was dquivalent umgeschrieben werden kann zu:

pr-(t) = E* {%pT(t)pT*(T)‘ F(t)] fir alle ¢ € [0, T7.

Das motiviert die Definition von

aP’
dP*

_ _ S(®)
#o So(Dpr(t) (5.12)

Damit konnen wir bei der spéteren Berechnung von E* [IET(TT))‘ F (t)} iibergehen zu

pr(t)

ET |:SO(T)pT<t>

e e ()| 710 -

Diese Darstellung erleichtert uns die Berechnung enorm, sofern wir die Verteilung von
pr=(t) unter P kennen.

Betrachten wir dazu fiir festgehaltene T* > T > 0 den Prozess

(t) = 2 — e (g (8) = Ar(t) = r(8) (Br- () — Br(t))).

Wenden wir nun analog zu pr(t) die It6-Formel auf p(¢) an und verwenden die Werte
aus (5.6) und (5.7), so erhalten wir:

ap(t) = () (or()5()dt + St} (1)),

wobei wir 0(t) = &p(t) — 67-(t) abkiirzen. Da p(t) nach Definition ein Martingal

beziiglich P7 ist, folgt mit Girsanov, dass

W%%ﬂW@+/%@@JEMﬂ, (5.13)

ein Wiener-Prozess beziiglich P” ist, sodass sich

dp(t) = p(t)3(t) AW (1) (5.14)
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mit der Losung

5(8) = B(0) exp / AW (s % /t 5(s)2ds (5.15)

ergibt.

5.2 Anwendung im Vasicek-Modell

Mit den obigen Vorarbeiten kénnen wir nun ein Anwendungsbeispiel durchfiihren,
in dem eine stochastische Zinsrate vorliegt, die gemafl des Vasicek-Modells einem
Ornstein-Uhlenbeck-Prozess folgt.

Seien [0, T'| der Handlungszeitraum des Investors und pz-(t) fiir T7* > T der Wert eines
Zero-Bonds mit Falligkeit 7" zur Zeit ¢.

Prinzipiell kénnen wir wie in den bisherigen Beispielen vorgehen; entscheidend ist da-
bei, dass das risky asset pr-(t) wie zuvor S(t) ein Semimartingal ist. Wir miissen jedoch
wiederum eine spezielle Einschrankung machen: Das risk premium 67« (-) aus (5.9) muss
deterministisch sein; das bedeutet eine Einschrankung an das subjektive Wahrschein-
lichkeitsmafl P insofern, dass wir nur derartige pr-(+) zulassen, die ein determistisches
Or+(-) gewihrleisten.

Wir werden uns an Beispiel 4.3 orientieren, das heifit die Verbindlichkeit sei in Form
einer stetig differenzierbaren Funktion g vom Endwert des risky assets pr-(T") darge-
stellt und die regulierende Zufallsvariable A sei gleich 0.

Zur besseren Ubersicht definieren wir vorab fiir ¢ € [0,T) die Abbildungen

T T -1/2
/ QT* dWT / HT* (S)st s

T ~1/2

Yy(t) = /T o(s)dW™ (s) / 0(s)*ds 7

t (108(6) + 3 [ 0677+ 261 ()or(shds = [ - ()07 (3))

o

U(§7t,/9T*(3)dWT(3)) = 1/2
( [0 (s 2ds)
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Da 07 (t) bzw. 6(t) fiir alle t € [0, T] deterministisch sind, sind Y; () bzw. Y3(t) N(0,1)-
verteilt.
Sei p(t) in Abhéngigkeit von t die Kovarianz von Yi(¢) und Y3(¢). Dann haben Y ()

und Y5(t) die gemeinsame Dichte:

be(yr, o) = 1 exp (_y% — 2p()y1ye + y%)
’ 21/1 — p(t)? 2(1 = p(1)?)
Wir definieren zusétzlich die Abbildung
Q(u,t,p) = pr(t) / / b+(y1, y2)
T 1/2 T
1 [ -
g | pexp /5(5)2(13 Y — 5/5(3)%3 d(y1,y2).

Nun konnen wir mit der Berechnung der notwendigen Funktionen beginnen.
Sei £(z) wie in (3.14) der kleinste Wert & > 0, fiir den H(€) > Cy — z gilt. Dann

erhalten wir zunéachst

. N (T
H(¢(z)) =E {%1{5(1)2@)21}}

LET [ pr(0)g (- (T) g0y 7121 |- (5.16)

mit (5.13) erhalten wir

Z(T) = exp —/GT*(S)CZW(S) — %/HT*(S)st

= exp —/HT*(s)dW*(s) +%/9T*(s)2ds
= exp —/QT*(S)CZWT(S) +%/9T*(s)2 + 207+ (s)or(s)ds (5.17)



5 Risikobewertung im Short-Rate-Modell 59

und folglich
{é@)zr) 21} = {M(0) <UE@),0,0)}. (5.18)
Wegen pp(T') = 1 gilt aulerdem

pr+(T) = p(T

~—

Nutzen wir nun die Verteilungseigenschaften von Y;(0) und Y3(0), so bekommen wir in
(5.16)

oo U(&(),0)
H(E(x)) = pr(0) / / bo(yn, 1)

T 1/2 T
g |p(0) exp (/5(8)2018) ya—%/S(S)Q ds | d(y1,ys)

= Q(U(&(2),0),0,5(0)).

Die Abbildung u +—— Q(u,0,p(0)) ist absolutstetig mit Q(—o0,0,p(0)) = 0 und
Q(00,0,p(0)) = Cy > Cp — x. Damit ist auch H(-) stetig und nach dem Zwischen-

~

wertsatz existiert ein @ mit Q(u,0,p(0)) = Cy —x = H(&(z)), das heifit
i=U(¢(x),0,0).

Wegen der Absolutstetigkeit von Q(-,0,5(0)) existiert die Umkehrfunktion Q~*(-), so-
dass

Q 1(Co— 1) = =U({(x),0,0)
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gelten muss. Infolgedessen erhalten wir

(Q (Co—2) (feT* )1/2—f0T* e ))

(o)

Betrachten wir nun den optimalen Vermoégenswert

X(t) 2 E {50%9% (T e@yzem<1)

() t, / Or-(5)AW 7 (5)) =

(5.19)

f(t)] :

Wie in den Beispielen des vorherigen Kapitels benotigen wir -von F(t) unabhéngige-

Zufallsvariablen, um den bedingten Erwartungswert berechnen zu kénnen. In ¢ gilt:

p(T) = p(t) exp ( / 5(s)dWT(s) — % / 5(3)2ds) :

t t

Somit ist 2 ( ) ) ebenso wie

% C1LD exp ( /9T Yaw ™ (s /GT* )2 + 207+ (5)0r(s)ds )

unabhéngig von F(t).
Entsprechend gilt:

}‘(t)}

Fo)

X(t) =E* [ SO(t) g(pT* (T))l{g(g;)z(T)§1}

=E" [pT(t)g(ﬁ(T))1{g(x)z(T)§1}
T p(T) .
=pr(t)E [9 (%P(ﬂ) l{é(x)Z(T)/Z(t)<1/Z(t)}‘ ]'—(t)}

= f(p(t)v Z(t))
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mit

1 R T T —1/2 .
{n (0> (108(E(@))+1/2 [ 07+ (5)2+207+ (s)37(s)ds-+log(2) ) ( [ 0« (s)2ds) }

Fiir z = Z(t) erhalten wir in der Indikatorfunktion

t

V)2 UE@)t, [ ()W (5)

0

und aufgrund der Normalverteilungseigenschaft von Y;(t) bzw. Ys(t) :

/ / Ge(Y1, y2)

—0 U (£(z),t
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wobel wir

Q (U, t7p) = Q(OO, tvp) - Q(uv tvp)

gesetzt haben. Um letztlich die optimale Handlungsstrategie mittels eines Koeffizien-

tenvergleichs mit (5.10) abzuleiten, benotigen wir die Dynamik von g (()) Dazu brauchen

wir insbesondere die Dynamik von U ( ), t, f 07+ (s)dWT (s)). Mit Hilfe der Ito-Formel

ergibt sich (wir vernachlissigen zur besseren Ubersicht das Argument von U):

dU = aa—Udt + g—Ud .
¢ W y= Of O (s)AWT (s)
2
(5.1 —GT*( " var - Or-lt) g o),

1/2
QIQT 2d8 (f QT* QdS)

Die Ableitung nach der quadratischen Variation ist gegeben durch

Or-(t)
f GT* 2d5

d(U), = dt.

Die Dynamik von p(-) kennen wir bereits, vergleiche (5.14). Als Ableitung nach der

quadratischen Variation ergibt sich

und schlief)lich erhalten wir fiir die Ableitung nach der quadratischen Kovariation von

U(&(x),t, f@T* (s)dWT(s)) und p(?) :

r- PO,

(Jorra)”

d <U7 ﬁ)t = -
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Damit haben wir die Vorarbeit fiir die Ito-Formel abgeschlossen und erhalten:

dX(t) = dQ (U(é(x),t, / Or-(s)dW 7 (s)), t, ]5(15))

0
90 / 20 . 0Q

= S2dU () t, [ r- (AW (5) + Gt + S

820 920 920
+—(Wdaw+5rw> aadwm)

Die Drift-Terme lassen wir an dieser Stelle aufier Acht und fassen sie als M (t) zusam-

men. Dann ist
dX (t) = M(t)dt + N(t)dWw™ (t)

wobei

definiert wurde.

Mit partieller Integration ergibt sich weiter

XHy\y 1. ; 1
d(So(t)> _So(t)dX<t)+X<t)d<So(t))

=50 [(M(t) - X(t)r(t)> dt + N(t)dWT(t)}

O [(M ()~ X(@r(e) + N0 (1)) de + N(0)aw (1)

~ N(¥)
— So(t)

dW™ (1), (5.20)

X(t)
So(t)

wobei wir in der letzten Gleichung ausgenutzt haben, dass ( > ein P*-Martingal
t

ist.
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Der angekiindigte Koeffizientenvergleich von (5.20) und (5.10) liefert schlussendlich die

Gleichung fiir die optimale Handlungsstrategie des Investors:
7(t) = 6p(t)IN(2).

Der Vollsténdigkeit wegen seien noch die partiellen Ableitungen von Q nach v bzw. p

angegeben:
a@(u7tap) _ _aQ(uat7p)
ou ou
e e} T *1/2 T
. 1 [ -
= —pT(t)/d)t(ybU)g pexp /(5(3)20!3 u—§/5(8)2ds dys,
% ) /
0Q(u, t, N TT
Q(gp p) :pr( )_//¢t(ylay2)
T ~1/2 T
f |pexp /5(5)2615 u— %/5(8)2d8 d(y1,y2),
t t

wobei wir f(x) := xg'(x) gesetzt haben.
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6 Modell-Unsicherheit

In den letzten beiden Kapitel haben wir diverse Anwendungen fiir die Theorie in Ka-
pitel 2 und 3 beispielhaft bearbeitet. Im abschliefenden Kapitel dieser Ausarbeitung
wollen wir das bisherige Modell hinsichtlich der Markt-Unsicherheit anpassen: Diese
Unsicherheit betrifft die Bewertung der Renditen der Aktien und kann somit als Feh-
ler der subjektiven Einschétzung des Investors angesehen werden. Die Beobachtungen
des Investors werden dabei durch bestimmte Gegebenheiten beeinflusst, die wir im

Folgenden auf zwei unterschiedliche Weisen modellieren werden.

6.1 Eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen

Im ersten Fall werden wir die Unsicherheit iiber die Verteilung des zugrundeliegenden
Wahrscheinlichkeitsmafles P berticksichtigen, indem wir unser Modell auf eine Familie
A von realen Wahrscheinlichkeitsmaflen erweitern. Der Investor weify nicht, welches das
echte reale Mafl P ist. In unserem Kontext bedeutet dies, dass seine Bewertung der
erwarteten Rendite der i-ten Aktie durch eine zuféllige Storung v;(+) beeinflusst wird.
Wir unterstellen, dass diese Storung eine bekannte maximale Abweichung N; von der
tatsachlich zu erwartenden Aktien-Rendite bewirkt. Das heifit v;(-) ist zwar zufillig,
aber beschriankt mit Werten in [—N;, N;].

6.1.1 Setting

Die oben angesprochenen Storungen v(-) = (vi(),...,vn(-))" seien F-messbar und
beschrankt mit Werten in x_, [—N;, N;], das heifit

lvi()| < N; firallei =1,...,n. (6.1)
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Sei A die Menge dieser Storungen.
t

Fiir jedes v(-) € A sei M, (t) :== — [(o(s)"'v(s))dW (s). Dann gilt aufgrund der Inte-
0
gritiatsbedingung (2.1) sowie (6.1):

:/||a(s)_11/(s)H2ds < 00

und folglich impliziert die Novikov-Bedingung, dass

ey = e ()~ 5 ),

t

— exp —/(() V() dW (s —-/Ha )| ds

0

ein P-Martingal ist.

Definieren wir nun durch

dP,
= L,(T)

dp F(T)
das Wahrscheinlichkeitsmafl P, auf F, so liefert der Satz von Girsanov einen Wiener-
Prozess

W, (t )+ / )ds, t €[0,T]
0

unter P,.

Die Dynamik der risky assets veréndert sich unter P, demgeméf zu:

dS(t) = S;(t) | ws(t)dt + Z o3 () AW (t)]

= Sit) | (ua(t) —vi(®))dt + ) Uij(f)dwi(f)] : (6.2)

i=1

SZ(O) =S; € (0,00),izl,...,n.

Die Dynamik des Geldmarktkontos bleibt unveréndert.
Das Finanzmarktmodell M aus Kapitel 2 kann somit analog in das neue Modell M,,

iiberfithrt werden, in welchem nun W, anstelle von W die Quelle des Zufalls unter
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P, fiir die risky assets iibernimmt. Die erwarteten Renditenraten pu(-) der risky assets

werden dabei jetzt durch die Stérungen v(-) beeinflusst bzw. verschoben.

Bei der weiteren Modellierung halten wir uns an das Vorgehen aus Kapitel 3:
Fiir v € A sei

6,(t) == o~ (t) (u(t) — v(t) — r(H)1) (6.3)

das angepasste risk premium.
Somit konnen wir fiir jedes v € A\ einen Maflwechsel zu einem risikoneutralen Wahr-

scheinlichkeitsmafl P} via

dP”
(T) = —==
T =5

T T
1
— exp —/Gf,(s)dW,,(s) —§/H9V(S)H2ds
F(T) 5 5
durchfiithren, sodass
t
W(8) = Wi (t) + / 6,(s)ds, t € [0,T]
0

ein Wiener-Prozess unter P}, ist.

6.1.2 Ubertragung der Ergebnissse

Wir haben den Finanzmarkt M aus Kapitel 2 konsistent in den Finanzmarkt M,
iiberfithren kénnen, indem wir das Mafl P -fiir festgehaltenes v € A\- durch P, ersetzt
und letztlich einen analogen Mafiwechsel zu einem risikoneutralen Wahrscheinlichkeits-
maf} P} durchgefithrt haben. Die Definitionen von C' und A werden entsprechend mit
dem Erwartungswert zum neuen risikoneutralen Mafl P}, gegeben, sodass wir letztlich

das stochastische Kontrollproblem aus (3.6) analog formulieren kénnen:

V,(x)= inf E,

_ Ya,m +
(C’X—(T)) ,x € [Ap, 00), (6.4)
7(-)€A(z)

So(T)
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wobei der Erwartungswert zum realen Mafl P, € A genommen wird. Die Ausfithrungen
beziiglich dualer Konvexitiat aus Kapitel 3 behalten somit ihre Giiltigkeit, woraufhin
wir die zu (3.12) und (3.13) analogen Abbildungen

C—-A

G,(§) :=E, lml{szumzu} , £ € (0,00

C-A
H,(§) :=E {ml{%mx}} , £ €(0,00]

sowie

F(§) = Gu(&) = (Co —z — H,(¢))

erhalten.

Entsprechend implizieren Theorem 3.2.2.1 sowie Bemerkung 3.2.2.2(i):

0, falls x > Cy

Vy(z) = { Gy(c0)=E, [C();Tﬂ | falls = = Ap

F,,(f,,(:c)), falls x € (Ao, C),

0n

wobei &,(z) 1= inf {£ € (0,00) |H, () > Cy —z}.

Korollar 6.1.2.1:

Sei
s(t) — ()| < N; fiir alle t € [0,T), i =1,...,n. (6.5)
Mit
7() = () = ()1
folgt dann:
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(

6.3) ~
Beweis: Falls (6.5) gilt, so folgt offensichtlich o(-) € A. Zusétzlich gilt 0;(t) 2 6 und

somit Z;(t) = 1. Die Aussage erhalten wir dann aus Korollar 3.2.2.3.

Bisher haben wir in diesem Kapitel lediglich die Einwirkung eines Wahrscheinlichkeits-
mafles untersucht, das die eigentlichen Beurteilungen der Renditen um einen stochas-
tischen aber beschrinkten Wert verschiebt. Wir wollen nun die Nicht-Eindeutigkeit
dieses Mafles beriicksichtigen. Fiir unsere Risikobewertung interessiert uns gerade das
worst case Szenario: Wahrend der Investor eine optimale Strategie verfolgt, spielt die
Unsicherheit des Marktes genau dagegen und erhoht folglich sein Risiko.!

Wir beziehen dies in die Risikobewertung aus (6.4) ein, indem wir das Supremum iiber
alle moglichen Mafle P, € A bilden. Nach den obigen Erkenntnissen heifit das gerade,

wir bilden das Supremum {iber alle méglichen Stérungen v € A. Das kénnen wir auf

(%)

zwel Weisen machen:

1) V(z) :=su inf E,
( )_( ) ueI;ﬂ(')GA(l“)

(2) V(z) ;== inf supE,

m()eA(@) vex

(i)

So(T) '
In diesem Zusammenhang ist folgende Eigenschaft in der Literatur unter der Max-Min-
Ungleichung (vgl. | , Abschnitt 5.4.1]) bekannt:

Lemma 6.1.2.2:
Fiir jede beliebige Funktion f :R™ x R™ — R gilt:

supinf f(x,y) < infsup f(z,y).
z Y Yy =z

!Dieses Gegeneinander der beiden Parteien 'Investor’ und 'Markt’ wird in der Literatur unter dem
Begriff Stochastic Game (z.B. | , Abschnitt 5.4.3] untersucht.
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Beweis: Sei g(x) := inf f(z,y). Dann gilt:
Yy

g(z) < f(z,y) fiir alle z,y
= sup g(z) < sup f(x,y) fir alle y
= sup ir;ff(:c, y) < sup f(z,y) fur alle y.
Daraus folgt die Behauptung.
0

Damit wissen wir bereits, dass V (z) < V() gilt. Die entscheidende Frage ist, wann wir
Gleichheit haben.? Unter der Bedingung (6.5) kénnen wir diese ohne gréferen Aufwand

beantworten:

Theorem 6.1.2.3:
Unter der Bedingung (6.5) gilt mit o(-) = p(-) —r(-) :

V(x)=V(x) =Vs(z) = (Co— )"

Beweis: Fiir z > () ist die Aussage trivial. Sei x € [Ag, Cp). Es gilt

(C — Xor ) "

So(T)
Definieren wir nun C' := C' — (Cy — 2)So(T'). Dann gilt Cy = E* [ < } = 2. Auflerdem
existiert eine Hedging-Strategie 7 fiir C, das heifit es gilt

V(ﬂf)> inf ED

Lt =Vi(z) =7 Ch—x. (6.6)

C = Xéo’ﬁ(T) = X*™(T), fast sicher

und somit

(c — X" (T)

Jr
= Cy — x, fast sicher.
So(T) ) y — x, fast sicher

2Dieses Problem gilt als eine grundlegende Fragestellung der Spieltheorie, siehe | ].
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Demgemaf erhalten wir

woraus wir schlie3lich

V(r) = inf supkE,
( ) TEA(T) VEE)

<CO—IB

(“Sm™)

folgern konnen. Das heifit nach (6.6) und (6.7) gilt:
V(r) < Cy—x < V(x).

Zusammen mit Lemma 6.1.2.2 folgt die Behauptung.

Bemerkung:
Aus dem Beweis folgt, dass (0, 7) ein Sattelpunkt ist (vgl. Kapitel 5.4.2 in [

fur alle v(-) € A, 7(-) € A(x).

Ez/ < (CO_:E)+ S]Ef/

Beispiel 6.1.2.4:

Betrachten wir Beispiel 4.1 mit n = 1, deterministischen Koeffizienten und

])7

A =C—EkSy(T), k > 0. Es kann hier komplett analog vorgegangen werden, sodass

wir die gleiche Risikobewertung wie in (4.10) erhalten; wir miissen dabei lediglich 6(-)

durch 6,(-) ersetzen:

T 1/2
Vy(a) = ko | & (—C‘]k‘ “"")— / 0, (s)2ds
0
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Im Fall von (6.5) kénnen wir mit Theorem 6.1.2.3 folgern, dass
V(z)=V(x) =Vi(2) = (Co—2)"

gilt. Im Allgemeinen sehen wir aber auch auf direktem Wege, dass V,,(x) fiir minimales

T 1/2

/ 0, (s)%ds

0

maximal wird. Fiir konstante Koeffizienten pu,r, o sowie eine konstante Stérung v &€

[—N, NJ ist der Maximierer von V, (x) gegeben durch:

p—r, falls|p—r| <N
vt = —N, falls p—r <—-N
N, falls p—r > N.

6.2 Die Bayes-Methode

Im ersten Teil haben wir die Unsicherheit beziiglich der Renditen der Aktien durch
Storungen im Modell dargestellt. Diese Storungen wurden durch die Présenz einer Fa-
milie von zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsmaflen modelliert.

In diesem Abschnitt werden wir die Unsicherheit iiber die Aktienrenditen mit Hil-
fe eines anderen Ansatzes beriicksichtigen: Die Renditen p(-) seien unbeobachtbare
Zufallsvariablen By, ..., B,, welche unabhéngig von der treibenden Zufallskraft, dem
Wiener-Prozess, sind. Allerdings besitzen diese Zufallsvariablen eine gemeinsame soge-
nannte a priori Verteilung A. Diese Verteilung muss mit fortlaufenden Beobachtungen
der Aktienrenditen durch den Investor stdndig angepasst werden.

Solche Modelle bzw. Ansétze, die sich auf eine gemeinsame a priori Verteilung stiitzen,
sind auf Thomas Bayes zuriickzufithren und werden in der Literatur entsprechend be-

titelt. Dem interessierten Leser sei fiir ndhere Erlauterungen | | vorgeschlagen.

6.2.1 Das Modell

Durch die zusétzliche Betrachtung einer Zufallsgrofie, die von der treibenden Kraft un-

abhéangig ist, miissen wir den bisherigen Modellaufbau anpassen:
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Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, Py) mit einem Wiener-Prozess
Wo(t) = (Wi(t),...,Wi(t)), t € [0,T], sowie einem von Wy unabhéingigen Zufallsvek-
tor B = (B, ..., B,) mit bekannter Verteilung A\(E) = Py(E), E € B(R"™), welche die

Bedingungen
A0) < 1, /||b|| A(db) < o0 (6.8)
R”

fast sicher erfiillt.

Seien
F = (F())tep,r) = (0 (Wo(s)|[0 < s <1)),ciom

die vom Wiener-Prozess W, erzeugte Filtration und

G = (G(t))rep,r) == (0 (B, Wo(s)|0 < s < 1)),c0

die von B und W, erzeugte Filtration.

Da wir letztlich wieder einen Maflwechsel zum risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmaif3
durchfiihren wollen, miissen wir zundchst etwas Vorarbeit leisten, dafiir verwenden wir

zusétzlich | , Kapitel 2] als Literaturquelle:

Da
WH() := Wy () = Wg(0)

fiir alle & = 1,...,n offensichtlich ein stetiges lokales Martingal beziiglich (G, Py) ist
und

(W W), =ty

erfiillt, folgt mit dem Satz von Lévy (| , Theorem 3.16]), dass Wy(-) ein Wiener-
Prozess beziiglich (G, Py) ist.

Lemma 6.2.1.1:

M(t) := exp (B'WO(t) - @t)

ist ein (G, Py) -Martingal.
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Beweis: Adaptiertheit ist klar, Integrierbarkeit mit Hilfe von (6.8) ebenso. Die Mar-
tingaleigenschaft folgt aus der Gleichung

By [exp (B (1))|6(5)] = Bo lexp (7W5(0)]}_p = xp (”i” t) ,

wobei in der letzten Gleichung die Fouriertransformierte der Normalverteilung (vgl.
Lemma 4.2) eingesetzt wurde, da Wy(t) unter Py N (0, t)-verteilt ist.

Definieren wir nun via

M(T) = dP
T dP, ()

das zu Py dquivalente Wahrscheinlichkeitsmafl P, so erhalten wir mit dem Satz von

Girsanov einen Wiener-Prozess
W (t) := Wy(t) — Bt, t € [0,T],

unter P auf G(¢).
Nach Definition eines Wiener-Prozesses ist W (-) unabhéngig von G(0) und somit von
B. Folglich gilt:

P(Be F)=Py(B € FE)=\E)

fir alle £ € B(R"). Auf dem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P, F) erfiillen
wir somit die oben beschriebenen Voraussetzungen.
Um die Vorgehensweise des spezialisierten Modells hervorzuheben, verzichten wir auf

etwas Komplexitit, indem wir

r(s)=0 und o(-) =1,



6 Modell-Unsicherheit 75

wahlen, wobei I,, die n-dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet.

Fiir die Basisfinanzgiiter erhalten wir folglich:

1

So(+)
dSi(t) = Si(t) (Bydt + dWi(#))

. 12
Si(t) = s;exp (Wg(t) - 5) ,i=1,...,n. (6.9)
Die restliche Modellierung des Finanzmarktes aus Abschnitt 3.1 bleibt dann konsistent,

insbesondere gilt:
dX®™(t) = 7' (£)dWy(t), X*™(0) =z > 0. (6.10)

Die beiden Filtrationen G und F unterscheiden sich hinsichtlich der Informationen, die
sie beinhalten: Wir bezeichnen F als Beobachtungsfiltration, da die Aktienwerte direkt
am Markt beobachtet werden konnen; wihrend G zusétzliche, nicht-beobachtbare, In-
formationen beziiglich der Aktienrenditen B enthilt und daher erweiterte Filtration
genannt wird.

Der Investor verfiigt allerdings nur iiber die Informationen in F, das heifit die zuléssige
Handlungsstrategie 7(-) € A(x) des Investors ist ein F-adaptierter Prozess. Es sei aus-
driicklich erwédhnt, dass dies weder auf B noch auf die treibende Kraft des Zufalls,
W (-), zutrifft.

Das Risikomafl bzw. das stochastische Kontrollproblem ist schliefSlich weiterhin durch

Vig)=_inf E[(C - X""(D))] (6.11)

gegeben.
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6.2.2 Losung des Problems

Wir kénnen die Erkenntnisse aus Kapitel 3 analog umsetzen; dazu miissen wir jedoch
zunéchst das zu P dquivalente Martingalmafl bestimmen. Gleichung (6.10) zeigt, dass

dies gerade Py ist, das heifit wir miissen das (F, P)-Martingal

dP
Z(t) = —dP“
F(t)

bestimmen.

Lemma 6.2.2.1 (Die Bayes-Regel):
Sei Z(t) wie oben definiert der Dichtequotientenprozess von Py beziglich P auf F.
Dann gilt fiir alleY € L' (Q, F, P) :

EYZ(T)|F(1)] =Eo [Y]F@)] Z(2)

P- und Py -fast sicher.

Beweis: Fiir alle £ € F(t) gilt:

/ Y Z(T)dP = / YdP,

E

_ / Eq [Y] F(1)] dPy

E

dpP
By [V|F(t) 2| aP
F(t)

-

Eo [Y| F ()] Z(t)dP.

-

Daraus folgt die Behauptung.
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Betrachten wir nun fiir das Y im Lemma den Prozess M (T) = dd—lfo - Dann erhalten
G(T

Eo [ M(T)| F(1)] Z(t) = E[M(T)Z(T)| F(1)] = 1.

Also Z(t) = M(t)~" mit M(t) = Eo [ M(T)| F(t)].
Da M (t) nach Lemma 6.2.1.1 ein (G, Py)-Martingal ist, folgt mit Hilfe der Turmeigen-

schaft fiir den bedingten Erwartungswert:
M(t) = Eo [M(T)| F(2)]

= Eo [Eo [M(T)|G(1)]| F(1)]
= Eo [M(t)] F(t)]

B 2
= /exp (B/Wo(t) — %t) dP()’]:(t)

Rn

1, falls t=0
L(t,Wy(t)), falls ¢ e (0,T].

Dabei haben wir
Lol
L(s,w):= [ exp | bw— S A(db)
Rn

gesetzt und die Unabhéngigkeit von B und Wy(-) unter Py sowie die Messbarkeit von
Wo(t) beziiglich F(t) im letzten Schritt ausgenutzt.
Das heif3t

1, falls t=0
Z(t) = L
L(t, Wo(t))™t, falls t e (0,7T].

Folglich erhalten wir die Funktionen aus (3.12) und (3.13) fiir £ > 0:
G(&) =E[(C = ALz wyry<e)] (6.12)

H() = B [(C = Aliearmomy<e] (6.13)
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Desgleichen ist (6.11) nach Theorem 3.2.2.1 fiir x € [Ay, C) bestimmt durch

V() = G(E()) - £@) ((Co — o) = HER))) (6.14)

Dabei existiert eine zuldssige Handlungsstrategie 7(-) € A(x), durch welche das Infi-

mum in (6.11) angenommen wird und das korrespondierende optimale Vermogen

XO)=X>"()=a+ /ﬁ’(s)dWO(s)

herbeifiihrt. Weiter folgt analog zu (4.1)

~

X() =K [Cl{c(T,wo<T>zé<x>} + AL wymy<éiw) — U 1{c(T,Wo<T>:é(z>}‘ a (')} :
(6.15)

Dabei ist U wie gehabt eine F(T')-messbare Zufallsvariable, die U € [0,C — A] fast

sicher erfiillt und durch

By [((C = 4) = UVl proarsny] = HE) = (Co—

gegeben ist.

6.2.3 Beispiele

Abschlieend wollen wir erneut die gewonnenen Erkenntnisse des modifizierten Mo-
dells auf die bekannten Anwendungsbeispiele dieser Ausarbeitung anwenden. Dabei
greifen wir wie gewohnt auf die Verteilungseigenschaften des Wiener-Prozesses zuriick,
benotigen an einzelnen Stellen aber auch spezielle Struktur-Aussagen beziiglich der
auftretenden Abbildungen bzw. konnen diese durch die Gegebenheiten des Modells

vereinfachen.

Beispiel 6.2.3.1:
Seien wie in Beispiel 4.3 A =0 und C = g(S(7)) fiir eine stetige Funktion

g:RY —[0,00).
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Da wegen (6.9) S(T") nur von Wy(T") abhéngt, konnen wir auch C' = u(Wy(T')) fiir eine
passende Funktion u : R" — [0, 00) schreiben. Dann werden die Funktionen in (6.12)
und (6.13) fiir £ > 0 zu:

G(&) = E [u(Wo(T) Lizrwory<e}]

= Eo [L(T, Wo(T))u(Wo(T)) Licer,w(ry<er]

= / L(T, 2)u(z)pr(z)dz

{zeR"; L(T'2)<E}

HO= [ el
{zeR"; L(T,z)<¢}

Dabei ist fiir s > 0 und w € R”

die Dichtefunktion der n-dimensionalen Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und
Kovarianzmatrix ¥ = sI,, (kurz: N, (0, sI,)-Verteilung), eben die Dichte von W (s).
Da Wy (T) — Wy (t) =: Wy (t) unabhéingig von F(t) ist, konnen wir X (¢) folgendermafen

berechnen:
X(t) =Eqg _Ol{c(T,wo<T>>>é<x>}‘ f@}

= Eo _“(WO(t) + Wo(t))1{£(T,W0(t)+WO(t))>é(z)}‘ f(t)}

= Eo [u(Wo(t) + Wo(0) L { £ty o=} | (6.16)

K(T —t,Wy(t)), falls0<t<T
u(Wo(T))1{£(T7WO(T))>§~($)}, falls t =T,

(6.17)
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wobel wir

K(s,w) = / u(Z 4+ w)ps(2)dz

{z4+weRrn; L(T 24w)>E(x) }
= / u(z)ps(z —w)dz
{zGR"; £(T,z)>é(x)}

definiert haben.

Fiir die weiteren Berechnungen benotigen wir folgende Aussage:

Proposition 6.2.3.2:

Die Funktionen L(s,w) bzw. K(s,w) erfillen die Wirmeleitungsgleichungen

OL(s,w) 1 B
1
% — 5AK(s,w) =0, (s,w) € (0,00) x B,

wobei wir mit AQ den Laplace-Operator von ) bezeichnen, sodass

gilt.

Beweis: Wir rechnen direkt nach:

OL(s,w)

I
S bl (s, w)

AL(s,w) = Z bZL(s,w)
i=1

= [[bl]* £(s, w).
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Damit erhalten wir die Behauptung fiir £(s, w). Wir rechnen weiter:

W = ¢, (2 — w) (Hz — w|l” é N ;_7:9)

Daraus folgt die Behauptung fiir (s, w).

Die optimale Handlungsstrategie 7(-) erhalten wir wiederum durch einen Koeffizien-
tenvergleich. Dazu bezeichnen wir mit V@ den Gradienten von () und wenden die [to-
Formel auf (6.16) an; wir erhalten fiir ¢ € [0,7) :

dX (t) = dKK(T — t, Wo(t))

s=T—1

= <—Mdt + VK (s, w)dWy(t) + %AK(S, w)dt>

O0s

= V(T — t, Wo(t))dWo (1),
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wobei wir in der letzten Gleichung Proposition 6.2.3.2 verwendet haben.
Aus (6.10) folgt aber dX (t) = #'(t)dW,(t) und somit

#(t) = V(T — t, Wo(t))

_ / w(2)Vips(z — w)dz

s=T—1
{zER”; E(T,z)>é($)} w = Wg (t)
Z —Ww
— / u(z)( . )gos(w—z)dz‘ s—T_1¢ -
{ZE]R"; L(T,z)>é(x)} w = Wo(t>

Beispiel 6.2.3.3:
Wie in Beispiel 4.1 setzen wir A := C — k fiir ein beliebiges C, k£ > 0. Die Funktionen
aus (6.12) und (6.13) werden damit zu

G(e) =k / LT, 2)pr(2)dz

{zeRn; L(T'2)<E}

=k|1- / L(T, z)pr(z)dz,

{zeR"; L(T,z)>&}

H(E) = k / or(2)dz
{zeRn; L(T,z)<&}

=k|1-— / or(2)dz |, (6.18)

{zeR™; L(T,2)>¢}

wobei wir benutz haben, dass ¢r(z) eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist und somit ei-

nerseits

/ or(2)dz = 1

{zeR"}
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und andererseits

/ L(T. 2)pr(z)dz = B [£(T, Wo(1)] = Eq [NI(T)] = 81(0) = 1

{zeR"}
gilt.
Um die Gleichung H(£(z)) = Cy — 2 zu verifizieren, greifen wir auf die nachfolgende
Aussage aus dem Beweis von | , Satz 5.1] zuriick.
Hilfslemma:

Mt den gleichen Notationen wie oben ist die Funktion

h(§) := / or(z)dz, &€ >0,
{zeR™; L(T,2)=>¢}
stetig und streng monoton fallend mit 15%1 h(&) =1 und %#g h(§) =0.
Folglich qilt nach dem Zwischenwertsatz:
Fiir alle x € (0,1) ezistiert ein eindeutiges £*(x) > 0 mit h({*(x)) = =,
sowie dquivalent formuliert:

Flir alle x € (0, k) existiert ein eindeutiges *(x) > 0 mit h(§*(v)) = 7.

Seien nun z € (Ay, Cy) = (Cy — k, Cy) fest und z := .+ k — Cy € (0, k). Dann existiert

nach dem Hilfslemma ein eindeutiges £*(z) > 0, sodass

> &I

or(2)dz =
(2€Rn; £(T,2)26*(2)}

Mit (6.18) ist dies dquivalent zu
H(& (7)) =Co— x. (6.19)

Das bedeutet
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und es gilt:

Vo “Paea=kf1- [ @

{z€Rn; L(T,2)>€(3)}

Wegen (6.19) konnen wir U = C' — A = k setzen (vergleiche Bemerkung 3.2.2.2).
Unter Beachtung der -im obigen Beispiel behandelten- Unabhingigkeit von Wy (t) :=
Wo(T) — Wo(t) beziiglich F(t) ergibt sich fiir t € [0,7T) :

A (6.15

)
X(t) "="E, [C’— kl{z(T,Wo(T))§£*(:7:)}|‘F(tﬂ
=K, [C - kl{E(T,WS(t)—&-Wo(t))Sﬁ*(i)}‘ I(t)]

— ()~ k l/) ora(2)d3

{E+Wo(t)ER™; L(T,5+Wo(t))<€* (%)}

=C(t)—k / or—+(z — Wo(t))dz.

{zeR"; L(T,2)<£*(2)}

Der rechte Teil erfiillt offensichtlich ebenfalls die Warmeleitungsgleichung, sodass ana-

log zum obigen Beispiel

Wo(t) —Z

#(t) = me(t) — k o

{zeRn; L(T,2)<£*(2)}

) o1 — Wolt))dz

fir alle ¢t € [0,T) folgt.
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7 Fazit und Ausblick

Wir haben in dieser Ausarbeitung einen wichtigen Zweig der finanzmathematischen
Optimierung untersucht. Die Risikobewertung eines Investors ist im Allgemeinen als
Gegenpol zur Portfoliooptimierung anzusehen. Unsere Definition der Risikobewertung
kann jedoch ebenso als eine spezielle Form der Portfoliooptimierung ohne Konsum an-
gesehen werden, wie in Bemerkung 3.1.4 veranschaulicht wurde.

Wir konnten in einem vollstédndigen Finanzmarktmodell eine dynamische Risikobewer-
tung mittels eines stochastischen Optimierungsproblems formulieren und fiir allgemei-
ne Koeffizienten die Existenz von Losungen fiir das Problem gewéhrleisten. Auf dieser
Grundlage haben wir diverse Anwendungsbeispiele mit deterministischen bzw. kon-
stanten Koeflizienten durchfiithren konnen. Der Einsatz eines externen Regulators als
Anforderung an das verfiighare Kapital des Investors erwies sich dabei nicht nur als
realitdtsnah sondern auch als hilfreich, um die Verbindlichkeit des Investors moglichst
allgemein halten zu kénnen.

Dariiber hinaus konnten wir die Anwendung auf eine stochastische Zinsrate auswei-
ten. Dazu haben wir ein Vasicek-Modell verwendet, was jedoch gewisse Schwéchen
beinhaltet: Die Zinsrate ist normalverteilt und nimmt dementsprechend mit positiver
Wahrscheinlichkeit negative Werte an. Auflerdem ist die Modellierung der Zinsrate
durch die Verwendung konstanter Parameter nicht an gegebene Marktdaten kalibrier-
bar, wodurch das Vasicek-Modell im Allgemeinen als nicht praxistauglich angesehen
wird. Allerdings dient es als eine beispielhafte Einfiihrung in Short-Rate-Modelle. So
gesehen lasst sich auf der Vorgehensweise aufbauen, wenn man ein realitétsnédheres Mo-
dell behandeln mdochte. Zum Beispiel konnte man in einem FExtended Vasicek-Modell
zeitabhéngige Parameter betrachten, wodurch das Modell kalibrierbar wére. Um die
Normalverteilungseigenschaft zu beheben, bietet sich das Cox-Ingersoll-Ross Modell
an, in dem die Zinsrate einem Wurzelprozess folgt. Eine geschlossene Bewertungsfor-
mel fiir Zero-Bonds ist in diesem Modell jedoch nicht moéglich; entsprechend wére eine
Risikobewertung zunehmend kompliziert und nur anndhernd berechenbar.

Zum Abschluss haben wir eine duflere Modell-Unsicherheit hinzugezogen, indem wir

zundchst das zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsmafl durch eine Familie von Wahr-
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scheinlichkeitsmaflen ersetzt haben. Das denkbar schlechteste Szenario fiir den Investor
haben wir dann durch das Supremum iiber alle diese Mafle ermittelt. AnschlieBend ha-
ben wir die Unsicherheit des Modells durch ein Bayes-Modell modelliert, in dem die
geschitzten Renditenraten der risky assets unbeobachtbare Zufallsvariablen sind. In
beiden Fillen konnten wir die allgemeine Vorgehensweise und Erkenntnisse der ers-
ten Kapitel auf die modifizierten Modelle {ibertragen und die Existenz von Losungen
gewéhrleisten. Ebenso konnten wir die vorherigen Beispiele in den Modellen mit Unsi-

cherheit anwenden und explizite Lésungen berechnen.

Im néchsten Schritt konnte man versuchen, Anwendungsbeispiele fiir stochastische Ko-
effizienten zu analysieren; insbesondere eine zufillige Volatilitt ist fiir eine Ubertragung
der Thematik auf die Realitdt wiinschenswert. Dazu miisste man zwangslaufig auf ex-
plizite Losungen verzichten und auf numerische Verfahren zuriickgreifen.

Ein weiterer Ansatz ist die Betrachtung einer anderen Risikobewertung: In Bemerkung
3.1.4 haben wir den Vergleich zur Portfoliooptimierung gezogen, indem wir das Innere
des Erwartungswertes von unserer Risikobewertung V' (z) als Funktion vom Vermdogen
betrachten, das heif}t:

OX<T>>*_

Hier kénnte man ggf. weitere Funktionen definieren, welche die Thematik widerspiegeln
und gleichzeitig durch den modifizierten Lagrange-Ansatz losbar sind.

Insgesamt haben wir relativ schwache Voraussetzungen an das Finanzmarktmodell stel-
len miissen -abgesehen von der Vollstindigkeit. Verzichtet man auf diese Annahme,
wire die Martingalmethode zur Losung des Problems nicht anwendbar; das heifit man
miisste mit dynamischer Programmierung arbeiten. Dieser Ansatz wére ebenfalls ein

interessanter nachster Schritt.
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