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1 Einleitung

In den vergangenen Jahren hat das Management von Risiken in der Finanzbranche
und Politik an Aufmerksamkeit gewonnen und die Bewertung des Risikos von Inve-
stitionen und insbesondere unternehmerischen Handelns riickt mehr und mehr in den
Vordergrund. Hinzukommt, dass in Form von Direktiven wie Basel III oder Solven-
cy 2 diverse regulatorische Anforderungen an Banken und Versicherungsunternehmen
gestellt werden. Betroffene Unternehmen miissen beispielsweise gewisse Eigenkapital-

quoten erfiillen.

Um diese Aufgabe zu erfiillen, werden Risikomafle benétigt, die das Risiko von Fi-
nanzpositionen derart quantifizieren, dass sie einem gegebenen Portfolio genau den
Geldbetrag zuweisen, der zur Absicherung benétigt wird. Ein bewihrtes Mittel ist die
Verwendung von kohérenten und etwas allgemeineren konvexen Risikomaflen. Dabei
handelt es sich um einen wichtigen Teil des Risikomanagements, der nach Abschluss
der Modellfindung erfolgt. In unserer Situation seien Finanzpostionen durch Zufalls-
variablen und stochastische Prozesse beschrieben und wir nehmen an, dass die Mo-
dellfindung bereits abgeschlossen und insbesondere die Verteilung der untersuchten

Zufallsvariablen beispielsweise anhand historischer Daten bereits bestimmt wurde.

Als eine der ersten Arbeiten auf diesem Gebiet wurden in [1] erstmals statische
kohérente Risikomafie axiomatisch als Kapitalanforderung formuliert. In [2] wurden die-
se auf konvexe Risikomafle verallgemeinert. Dabei unterliegen die dort eingefiihrten Ri-
sikomafle der Einschrankung, dass die Risikobewertung lediglich am Anfang des Investi-
tionszeitraums erfolgt und die danach gewonnenen Informationen nicht beriicksichtigt
werden. Allerdings ist es naheliegend, auch die Informationen, die wihrend des Invest-
ments gewonnen werden, in die Bewertung mit einflieSend zu lassen und das Risiko nach
und nach neu zu berechnen. Damit konnen diese Informationen dazu beitragen, die Ri-
sikobewertung zu verbessern sowie die dadurch errechneten Riicklagen zu optimieren.
Dynamische konvexe und kohérente Risikomafle beriicksichtigen die zusétzlichen In-
formationen und verallgemeinern die Theorie der klassischen statischen Risikomafe.

Die Theorie zu dynamischen konvexen und kohérenten Risikomafien von Zufallsvaria-
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blen wurde unter anderem in [3-6] préisentiert. Die Verallgemeinerung auf stochastische

Prozesse erfolgte in [7,8].

Diese Arbeit bietet zum einen eine Einfithrung in die Theorie zu dynamischen konvexen
und kohérenten Risikomaflen fiir Zufallsvariablen und stochastische Prozesse iiber ein
diskretes Zeitintervall. Zusatzlich stellen wir einen in [9, 10] vorgeschlagenen Ansatz
zur Risikobewertung vor. Das darin beschriebene Risikomafl quantifiziert das Risiko
nicht im Sinne von Kapitalriicklagen sondern als Wert von Informationen. Es gehort
zur Klasse der Abweichungs Risikomafle, die eine Verallgemeinerung der Standardab-

weichung als Risikomaf darstellen. Diese werden unter anderem in [11,12] behandelt.

Die Gliederung der Arbeit sieht wie folgt aus: In Kapitel 2 konstruieren wir fiir je-
den Zeitpunkt ¢ bedingte konvexe und kohérente Risikomafle p; axiomatisch als F-
messbare Zufallsvariablen, wenn die Filtration (F;)i—o1,.. die iiber den Zeithorizont
hinweg veroffentlichten Informationen beschreibt. Ein wichtiges Ergebnis ist die Dar-
stellung von oben stetiger Risikomafle als schlimmsten erwarteten Verlust iiber ei-
ne Klasse an individuell gewichteten Risikomodellen. Die im Anschluss daran als
(Ft)t=o.1,..-adaptierte Folge (p;)i—o1.... von bedingten Risikomafien eingefiihrten dyna-
mischen Risikomafle untersuchen wir hinsichtlich Zeitkonsistenz und liefern eine Cha-
rakterisierung dieser Eigenschaft iiber gewisse Supermartingal-Eigenschaften. Dazu die-

nen hauptséchlich [4-6,13] als Grundlage.

Die Verallgemeinerung der zuvor konstruierten dynamischen konvexen und kohérenten
Risikomafle auf die Bewertung von beschriankten stochastischen Prozessen erfolgt in
Kapitel 3. Dabei gehen wir analog zum vorherigen Kapitel vor und machen uns unter
anderem dessen Ergebnisse zu Nutze, indem wir eine passende Produkraumstruktur
verwenden. Wichtige Ergebnisse sind erneut die Darstellung als schlimmsten erwarteten

Verlust und eine Charakterisierung der Zeitkonsistenz.

Im vierten Kapitel beschéftigen wir uns mit dem zuvor beschriebenen Ansatz zur Ri-
sikobewertung als Wert von Information. Wir beginnen mit der Einfithrung des Value-
of-Information Risikomafles und dessen Konkretisierung anhand eines einfachen Kon-
sumproblems. Dabei gehen wir auf den Zusammenhang mit statischen kohérenten Ri-
sikomaflen ein und fiihren zusétzlich den Begriff des Abweichungs-Risikomafles ein. Im
zweiten Teil verallgemeinern wir die vorherigen Ergebnisse auf Auszahlungsstrome und
betrachten wiederum ein mehrstufiges Konsumproblem. Im dritten Teil konstruieren
wir auf Basis des zuvor betrachteten Konsumproblems ein bedingtes Risikomafl im Sin-
ne von Kapitel 2 sowie 3 und werden versuchen, die darin formulierten Eigenschaften

dynamischer konvexer und kohérenter Risikomafle nachzuweisen.
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Zufallsvariablen

In diesem Kapitel fithren wir die Theorie der dynamischen Risikobewertung von Fi-
nanzpositionen mit einmaliger Auszahlung, die wir als Zufallsvariablen modellieren,
ein. Dabei verstehen wir Risikomafle als Kapitalanforderung zur Absicherung des In-
vestments, die beispielsweise von einer Aufsichtsbehorde an den Investor gestellt wird.
Somit gibt das Risikomafl den kleinsten risikolosen Betrag an, der dem Investment
hinzugefiigt werden muss, um es akzeptabel zu machen. Die genaue Definition von ak-
zeptabel ist dabei meist eine subjektive Entscheidung des Investors oder der Aufsichts-
behorde. Im Gegensatz zur klassischen Theorie statischer Risikomafe, wie sie in [1]
eingefithrt wurde, wird hier die Risikobewertung als stochastischer Prozess betrach-
tet, indem {iber ein diskretes Zeitintervall zu jedem beliebigen Zeitpunkt das Risiko

quantifiziert wird.

Wir beginnen die Einfithrung in die Theorie mit der Definition von bedingten konvexen
und kohérenten Risikomafien. Diese Mafle weisen zu einem festen Zeitpunkt ¢ = 0,1, ...
einer Zufallsvariable ein Risiko zu. Es handelt sich dabei um klassische statische Risi-
komafle, da das Risiko nur zu einem Zeitpunkt bestimmt wird, mit dem Unterschied,
dass die Informationen, die zum Bewertungszeitpunkt bekannt sind, beriicksichtigt wer-
den. Die zentrale Aussage in diesem Abschnitt des Kapitels wird die Herleitung einer

robusten Darstellung fiir von oben stetige Risikomafle sein.

Im zweiten Abschnitt erfolgt die Definition von dynamischen Risikomaflen, als Familie
von bedingten Risikomaflen. Dabei kldaren wir die Frage, inwiefern die Risikobewertung
an konsekutiven Zeitpunkten zusammenhéngt. Dazu fithren wir den Begriff Zeitkonsi-
stenz ein und leiten im Anschluss eine Charakterisierung zeitkonsistenter dynamischer

Risikomafe her.

Als Literaturgrundlage dienen in diesem Kapitel hauptséchlich die Arbeiten [4,5] und

[6] wird ergénzend verwendet.
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2.1 Bedingte konvexe und kohdrente RisikomaBe

Wir fithren in diesem Abschnitt bedingte konvexe und kohérente Risikomafle auf zwei
verschiedene Arten ein. Wir wihlen zunéchst einen axiomatischen Ansatz. Dazu de-
finieren wir diese fiir jeden Zeitpunkt ¢t = 0,1,... als F;-messbare Abbildung, die
bestimmte ckonomisch motivierte Eigenschaften erfiillt. Unter anderem fordern wir
Cash-Invarianz, Konvexitdt und Monotonie sowie Homogenitét. Letztere Eigenschaft
erfiillen lediglich kohérente Risikomafle, die damit eine Teilmenge der konvexen Risi-
komafle bilden.

Alternativ lassen sich bedingte Risikomafle aus Akzeptanzmengen ableiten. Diese Men-
gen enthalten zum untersuchten Zeitpunkt genau diejenigen Finanzpositionen, die vom
Investor als akzeptabel eingestuft werden. Werden dabei gewissen Axiome erfiillt, las-
sen sich sowohl bedingte konvexe als auch kohérente Risikomafle herleiten. Umgekehrt
bilden genau die Finanzpositionen, denen das Risikomaf} ein Risiko kleiner oder gleich

Null zuweist, eine Akzeptanzmenge.

Zum Abschluss dieses Abschnitts werden wir einsehen, dass sich konvexe Risikomafle
unter leichten Stetigkeitsannahmen in eine allgemeine Form als grofiten erwarteten
Verlust iiber eine gewichtete Menge an Wahrscheinlichkeitsmafien bringen lassen. Diese

bezeichnen wir als robuste Darstellung.

Wir betrachten im Folgenden einen diskreten Zeithorizont mit Endzeitpunkt
T € Ny U {oo}. Die Risikobewertung erfolgt auf dem Zeitintervall

e T=1{0,...,7}, falls T < oo,
o T =Ny, falls T"= oco.

Der zugrunde liegende filtrierte Wahrscheinlichkeitsraum ist gegeben durch
(Q, F, (F)ier, P), wobei F; die zur Zeit ¢t € T verfiigbaren Informationen modelliert
und Fy = {0,Q} gilt. Wir definieren F = Fr fiir T < oo und F = 0 (J;ep F) fiir
T = oo.

Wir betrachten Zufallsvariablen X : © — R, wobei X (w) den diskontierten Wert
einer Finanzposition am Ende des Investitionszeitraums bei Eintritt von w € {2 be-
zeichne. Wir beschranken uns in diesem Kapitel auf die Risikobewertung von P-fast
sicher beschrinkten Zufallsvariablen aus L>* = L*(Q, F,P) und wir bezeichnen mit
Ly = L>(Q, F;, P) die Menge aller F;-messbaren und P-fast sicher beschriankten Zu-

fallsvariablen. Die Erweiterung der Theorie auf beschrénkte stochastische Prozesse er-
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folgt in Kapitel 3.

2.1.1 Axiomatische Konstruktion und Akzeptanzmengen

Wir definieren zunéchst bedingte konvexe Risikomafle anhand einiger Axiome, die ein
Risikomafl aus 6konomischer Sicht sinnvollerweise erfiillen sollte. Im Anschluss wer-
den wir besagte Axiome kurz erlautern und ihre Relevanz bei der Risikobewertung

aufzeigen.

Heuristisch formuliert weist ein bedingtes Risikomafl p; einer Auszahlung X einen JF;-
messbaren Wert p;(X) zu, der das Risiko dieser Position unter Beriicksichtigung der

verfiiggbaren Informationen F; quantifiziert.

Definition 2.1 Fiir ein ¢t € T heifit eine Abbildung p; : L> — L° bedingtes konvexes
Risikomaf, falls es fiir alle X,Y € L* die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(i) Bedingte Cash-Invarianz: Fir alle m € L gilt

pi(X +m) = pi(X) —m.

(ii) Monotonie: Aus X <Y folgt p:(X) > pi(Y).

(iii) Bedingte Konvexitit: Fiir alle A € L° mit 0 < A < 1 gilt

prAX + (1= XA)Y) < Apy(X) + (1 = A)pe(Y).

(iv) Normalisierung: p:(0) = 0.

Ein bedingtes konvexes Risikomafl heifit bedingtes kohéirentes Risikomaf, falls
zusitzlich folgende Eigenschaft gilt:

(v) Bedingte positive Homogenitét: Fiir alle A € L, A > 0 gilt

pe(AX) = Ap(X).

Anschaulich kann der Wert p;(X) als Kapitalreserve verstanden werden, die zur Absi-
cherung einer Option oder eines Portfolios benétigt wird. Somit besagt Cash-Invarianz,
dass das Hinzufiigen einer risikolosen Option m € L;°, den zur Absicherung von X

benotigten Betrag um m verringert. Monotonie bedeutet indes, dass Finanzpostionen
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mit groBerer Auszahlung ein geringeres Risiko zugeordnet wird. Zum Verstédndnis der
dritten Eigenschaft nehme man an, dass einem Investor zu Beginn eine bestimmte Men-
ge an Kapital zur Verfiigung stehe. Diversifiziert er sein Investment, d.h. er investiert
einen Anteil A in X und den Rest in Y, so iibersteigt sein Risiko nicht die Summe der
Einzelrisiken. Damit ist die Feststellung, dass Diversifizierung das Risiko nicht erhchen

sollte, in die Definition des Risikomafles mit eingeflossen.

Nachdem wir bedingte Risikomafle als Abbildung nach L{° eingefithrt haben, widmen
wir uns nun der Definition von Akzeptanzmengen. Diese enthalten alle Finanzpositio-
nen beziehungsweise Zufallsvariablen aus L*°, fiir die kein weiteres Kapital zur Absi-
cherung benétigt wird und die somit vom Investor akzeptiert werden. Wir beginnen
mit der Konstruktion als Menge von Zufallsvariablen X € L*, fiir die p,(X) < 0 gilt.
Allerdings kann auch umgekehrt eine Menge von akzeptablen Zufallsvariablen gewéhlt
werden und damit ein Risikomafl konstruiert werden. Wir werden im Folgenden auf

beide Ansétze eingehen.

Definition 2.2 Fiir t € T und ein Risikomaf} p; definieren wir die zugehorige Akzep-

tanzmenge durch

Ap ={X € L= [ p(X) <0},

Die nachfolgende Proposition liefert einige niitzliche Eigenschaften von Akzeptanz-
mengen und wir zeigen zudem, wie ein bedingtes konvexes beziehungsweise kohérentes

Risikomafl mithilfe einer zuvor gewihlten Akzeptanzmenge konstruiert werden kann.

Proposition 2.3 Fulls p; ein bedingtes konvexes Risikomaf ist, so ist die damit asso-

ziierte Akzeptanzmenge A;

1. bedingt konvex, d.h. fir alle X,Y € Ay und A € L mit 0 < X\ <1 gilt

AX + (1= \)Y € A,

2. monoton, d.h. aus Y € Ay und X >Y folgt X € A,
3. und erfiillt essinf {X € L | X € A} =0 sowie 0 € A;.
Ist p; ein bedingtes kohdrentes Risikomaf, so ist Ay zusdtzlich ein

4. bedingter positiver Kegel, d.h. fir alle X € Ay und A € L, A >0 gilt

AX € A,.
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Erfillt umgekehrt eine Menge A C L™ die Eigenschaften 1-3, beziehungsweise 1-4, so
wird durch
pe(X)=essinf{Y e L | X+Y e A}, XelL™ (2.1)

ein bedingtes konvexes, beziehungsweise kohdrentes, Risikomaf$ definiert.

Beweis. (Siehe Proposition 3 in [6] und Propositionen 2.26 und 2.27 in [12]) Es sei
zundchst p; ein bedingtes konvexes Risikomafl und wir weisen nach, dass A; die Ei-
genschaften 1. — 3. erfiillt. Fir XY € 4, und 0 < A < 1 gilt wegen der bedingten
Konvexitit p,(AX + (1 = AN)Y) < Ape(X) + (1 = AN)p(Y) < 0 und somit die 1. Eigen-
schaft. Die 2. folgt ebenso sofort aus der Monotonie. Wegen der Cash-Invarianz gilt
essinf {X € L | X € A} = 0 und die Normalisierung p;(0) = 0 liefert 0 € A;.
Ist p; zusétzlich positiv homogen, d.h. ein bedingtes kohérentes Risikomafl, so ist
pr(AX) = Ape(X) <0 fiir X € A, und A > 0. Damit gilt auch die 4. Eigenschaft.

Nun sei umgekehrt A C L™ eine gewéhlte Menge, die Eigenschaft 1.-3. erfiillt. Dann
gilt fiir m € L{®

pe(X +m)=essinf{Y e L’ | X +m+Y € A}
=essinf{Y —me L | X+Y € A}
= p(X) —m.

Montonie folgt ebenso sofort. Weiterhin ist p;(0) = essinf{Y € L | Y € A} =0
gemaf der 3. Eigenschaft. Bevor wir die bedingte Konvexitit zeigen konnen, halten
wir die folgenden Aussage fest (siche Lemma 4 in [6]): Falls X', Y C L*™ und A, \e Ly,
M A >0, so gilt

esssup{)\X—i-S\Y | X € XY € Y} = Aesssup X + desssup Y,

wobei hier 0 - (+00) = 0 als Konvention gilt. Damit kénnen wir nun die bedingte
Konvexitét folgern. Seien nun X, X € L® und A € L°, 0 < XA < 1. Da A bedingt
konvex ist, ist AX + (1= AN X+AY +(1-NY € Afir VY € L mit X +V, X +Y € A.
Dann gilt

pAX + (1= NX) = essinf {Y € L | Y +AX + (1 - M) X € A}
<essinf(MZ+(1-NZ |2, ZeL® Z+X,Z+X c A}
=Xessinf{Z € L | Z+ X € A}

+(1—Nessinf{ZeL®|Z+XeA
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= Ape(X) + (1= N)pe(X).

Damit ist p; ein bedingtes konvexes Risikomaf. Erfiillt A zusétzlich die 4. Eigenschaft,

S0 1st
pr(AX) =essinf{Y € L | Y + A\X € A}
=essinf {A\Y € L | \(Y + X) € A}
= Apt(X)
fir X € L*® und A € L, A > 0. ]

Die Darstellung von p; mittels Akzeptanzmenge in Gleichung (2.1) motiviert die bereits
zuvor erwahnte Interpretation des Risikomafles als Kapitalreserve zur Absicherung von

Finanzpositionen.

2.1.2 Ausgewahlte Beispiele

In diesem Abschnitt liefern wir zwei Beispiele fiir die zuvor eingefithrten konvexen und
kohédrenten Risikomafle. Zunéchst wihlen wir als einfaches Beispiel eines kohérenten
Risikomafles den bedingten Erwartungswert von X € L. Hierbei lassen sich die ge-

forderten Eigenschaften von bedingten kohérenten Risikomaflen leicht einsehen.

Das zweite Beispiel betrachtet das Investitionsverhalten eines Marktteilnehmers an-
hand seiner Nutzenfunktion und wir definieren das Risikomaf} als bedingten erwarteten
Nutzen. Hier steht zunéchst der Nachweis der in der Definition von konvexen Risiko-
maflen geforderten Eigenschaften im Vordergrund. Wir werden am Ende des Kapitels
dieses Beispiel erneut aufgreifen und genauer untersuchen. Insbesondere wird dann die

iibliche Bezeichnung als entropisches Risikomaf} deutlich.

Beispiel 2.4 (Die bedingte Erwartung als Risikomafl) Sei X € L gegeben. Dann

definieren wir das Risikomaf3 durch
p(X)=E[-X|F], teT

Es lésst sich leicht nachrechnen, dass p; fiir jedes t € T ein bedingtes konvexes und

insbesondere auch ein koharentes Risikomaf ist.

Beispiel 2.5 (Das entropische Risikomafl) Wir nehmen nun an, dass der Investor sei-
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ne Entscheidungen zu jedem beliebigen Zeitpunkt ¢ € T anhand einer exponentiellen
Nutzenfunktion
w(r)=1—e " zeR.

trifft. Hierbei ist v, fiir alle t € T eine beschriankte und F;-messbare Funktion, die

1
v >0 P-fis. und — € L
Tt
erfiillt. Um die zur Verfiigung stehenden Informationen zu beriicksichtigen, betrachten

wir die bedingte erwartete Nutzenfunktion
U(X)=E[1—e"*|F], XeL>® teT.

Wie bereits zuvor erwahnt, sollen diese Funktionen das Entscheidungsverhalten eines
Investors beschreiben. Die Idee ist, anhand der oben definierten Funktion eine Menge
an akzeptablen Zufallsvariablen zu konstruieren und mithilfe von Proposition 2.3 das
zugehorige bedingte Risikomafl abzuleiten. Aus Sicht des Investors sind genau dieje-
nigen Finanzpositionen akzeptabel, deren Nutzen zum Zeitpunkt t € T grofler ist als

nicht zu investieren. Dies fiihrt zu

A ={X € L™ | U(X) = U:(0)}
={X e L>®|E[e™"|F] <1}.

Es lésst sich leicht nachvollziehen, dass die auf diese Weise definierte Akzeptanzmenge
die Figenschaften 1-3 aus Proposition 2.3 erfiillt. Somit ist fiir alle ¢ € T ein bedingtes

konvexes Risikomafl durch

pi"(X) =essinf{Y € L* | X +Y € A}
=essinf{Y € LY® |E [e " | ] < e}

1
=—IlogE[e " | F], XelL® (2.2)

Tt
definiert. Ublicherweise wird dieses RisikomaB als bedingtes entropisches Risiko-
mafl bezeichnet und wir werden im weiteren Verlauf dieses Kapitels erneut darauf

zurickkommen.
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2.1.3 Darstellungssatz fiir bedingte RisikomalBe

Ziel dieses Abschnitts soll sein eine robuste Darstellung fiir bedingte konvexe und
kohérente Risikomafle zu finden. Bedingte kohérente Risikomafle lassen sich unter einer
schwachen Stetigkeitsannahme als schlimmsten bedingten erwarteten Verlust iiber ei-
ne Menge an Wahrscheinlichkeitsmafien darstellen. Im Fall von konvexen Risikomaflen
wird dieser Wert zusétzlich durch einen vom Modell beziehungsweise Wahrscheinlich-
keitsmafl abhédngenden Strafterm korrigiert. Dabei orientieren wir uns an analogen

Erkenntnissen fiir Risikomafle im statischen Setting.

Bevor wir uns der Charakterisierung der robusten Darstellung widmen, werden wir

einige hilfreiche Notationen einfiihren:
1. M(P) = {@ Wahrscheinlichkeitsmafl auf (2, F) : Q < P}.
2. M¢(P) = {@Q Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (2, F) : Q ~ P}.
3. 2, ={Q e M(P):Q=Pauf F;}, teT.
4. P,={Q e M(P) : Q ~P auf ,}, teT.

Den bereits erwédhnten Strafterm definieren wir wie folgt:

Definition 2.6 Sei t € T. Eine Abbildung oy : M(P) — Lg°, die

esssup (—ay(Q)) =0 (2.3)
QEM(P)
erfiillt, heiit Penalty-Funktion. Weiterhin bezeichnen wir die Penalty-Funktion, die
durch

a"™(Q) = esssupE°[—X|F], Qe M(P),teT. (2.4)
XeA;

gegeben ist, als minimale Penalty-Funktion.

Es lasst sich leicht nachrechnen, dass eine Abbildung f : L> — Lg°, definiert durch

f(X) =esssup (E9[-X|F] —au(Q)), X € L™
QeP
fiir eine Teilmenge P C M(P) und eine beliebige Penalty-Funktion, ein bedingtes
konvexes Risikomaf ist. Cash-Invarianz, Monotonie und Konvexitét folgen durch Ein-
setzen und die Normalisierung mit Gleichung (2.3). Insbesondere ldsst sich jedes von

oben stetige bedingte konvexe Risikomafl auf diese Weise darstellen.
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Die Idee ist, eine Menge P an Wahrscheinlichkeitsmaflen zu wéhlen, die die Realitét
hinreichend genau beschreibt und die Unsicherheit eines Investors iiber die genaue
Verteilung der Zustinde widerspiegelt (S. 4, [?]). Wir verstehen die Elemente aus P
als mogliche Wahrscheinlichkeitsmodelle, die mehr oder weniger stark beriicksichtigt

werden, abhéngig von dem Wert von a;(Q).

Bevor wir dies beweisen kénnen, halten wir eine Erkenntnis fest, die im weiteren Verlauf
dieser Arbeit von Nutzen sein wird und insbesondere im Beweis des Hauptresultats

dieses Abschnitts zum Einsatz kommt.

Lemma 2.7 Fir Q € M(P) und 0 < u <t gilt

E® [afﬁ“(Q) | Fu] = esssup EQ[—X\]:U]
XeA;

und insbesondere
E°[a)™(Q)] = sup E?[-X]

XeA:

Beweis. Siehe Lemma 1.3 in [4]. O

Nach diesen Vorarbeiten kann nun das Hauptresultat dieses Abschnitts formuliert wer-

den:

Theorem 2.8 Seit € T. Fir ein bedingtes konvexes Risikomaf py sind die folgenden

Figenschaften dquivalent:

(i) Es existiert eine Menge von Wahrscheinlichkeitsmafien P C P, und eine Penalty-

Funktion oy, sodass sich p; durch

pi(X) = esssup (EQ[_X‘-E] - at(@)) , XelL™
QeP

darstellen ldsst.

(ii) py lisst sich mit minimaler Penalty-Funktion auf Q; darstellen:

p(X) = esssup (B[~ X|F] — a7 (Q)), X € L™, (25)
Qe

(111) py ldsst sich mit minimaler Penalty-Funktion auf Py darstellen:

p(X) = esgs;lp (E°[-X|F] — o™(@Q)), X € L™
Pt
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(iv) py erfillt die Fatou-Eigenschaft, d.h. fiir eine beschrinkte Folge (X)), die P-fast

sicher gegen X konvergiert, gilt

p(X) < liminf p,(X,), P-fast sicher.
n—oo

(v) py ist stetig von oben, d.h. fir jede Folge (X,) C L™ und jedes X € L> gilt
X, \ X P-fast sicher = pi(X,,) 7 pi(X) P-fast sicher.

Beweis. (Siehe Theorem 2.3 in [5], Theorem 1.4 in [4] und Lemma 4.20 aus [2])

(ii)=-(iii): Aus der Cash-Invarianz von p; folgt, dass

gilt, falls X € A; ist. Dann konnen wir aus der Definition von o/™™ in Gleichung (2.4)
fir @ € M(P) folgern:

a™(Q) 2 B? |-X | K| = E?[-X | F] - p(X).
Diese Erkenntnis und Q; C P, fiir alle t € T liefern

pi(X) > esssup (E? [-X | Fi] — a"™(Q)) > esssup (E?[-X | Fi] — o™ (Q)) .
QEP: Qe

Dann folgt wegen der Gleichheit in (2.5) die Behauptung.
(iii)=(i): Diese Aussage folgt sofort.

(i)=(iv): Es sei eine beschrénkte Folge (X,,) gegeben, die P-fast sicher gegen X kon-
vergiert. Damit konvergiert sie auch @-fast sicher fiir Q € P C P, und wegen der
Beschrinktheit kann mittels des Satzes der majorisierten Konvergenz gefolgert wer-

den, dass

E°[X,|F] = E°[X|F], QP

gilt. Damit kann die folgende Ungleichung gezeigt werden:

p(X) = esssup (E9[-X|F] — (Q))

= esssup (hm EQ[—X,|F] — Oét(@))

QeP n—oo
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< liminf esssup (]EQ[_Xn|]:t] — Oft(Q))

n—o0 er

= liminfp,(X,) P-fast sicher.
n—oo

(iv)=(v): Aus der Monotonie von p; folgt sofort fiir eine Folge (X,) C L*° mit
X, \¢ X P-fast sicher die Ungleichung limsup p;(X,) < pi(X). Auf der anderen

n—o0

Seite folgt aus der Fatou-Eigenschaft, dass p,(X) < liminf p;(X,) gilt. Zusammen
n—oo
liefern beide Ungleichungen die Existenz des Limes lim pi(X,) = p:(X) und wegen
n—oo

der Monotonie folgt die Behauptung.

(v)=-(ii): Im nachfolgenden Beweisabschnitt nutzen wir Ergebnisse iiber die Darstell-
barkeit von statischen Risikomaflen. Die Theorie im statischen Fall ist sehr umfanglich
und soll nicht Bestandteil dieser Arbeit sein. Eine Einfithrung in statische Risikomafle

kann beispielsweise in [2] gefunden werden.

Wir werden nun zunéchst zeigen, dass die Ungleichung ” > 7 gilt. Dazu haben wir in
Beweisschritt (ii)=-(iii) bereits gezeigt, dass fiir @ € M(P)

a™(Q) > E? [-X | Fi] — pi(X)
gilt. Dies liefert insbesondere die gesuchte Ungleichung

pu(X) > esssup (E9[—X|F] — ol (Q))
Qe

Im zweiten Schritt folgern wir die Ungleichung

E” [pi(X)] < EF |esssup (E?[-X|F] - aj"™(Q))
QEQ:

und koénnen damit die Behauptung folgern. Um dies zu erreichen betrachten wir eine
Abbildung pf : L>® — R, definiert durch

p(X) = EF[p(X)]

fiir X € L*> und festes t € T. Hierbei handelt es sich um ein von oben stetiges sta-

tisches konvexes Risikomaf und Theorem 4.31 in [2] liefert uns eine analoge robuste
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Darstellung

pr(X)= sup (E°[-X]-a(Q)), XeL= (2.6)
QEM(P)

mit Penalty-Funktion
a(Q= s E9-X]

XeL®, pP(X)<0
Bevor wir abschlieSend die Ungleichung folgern konnen, miissen wir einige kurze Fol-

gerungen festhalten. Zunéchst einmal gilt fiir @ € M(P): Q € Q, falls a(Q) < oo.

Dies lésst sich zeigen, indem wir ein A € F; und ein A # 0 betrachten und folgern:
. . 2o
—AP(A) =E" [p(AL4)] = p (ALa) > E¥[-ALa] — a(Q).
Daraus folgt , falls a(Q) < oo ist,

(A), firalle A >0,

P Q
P(A) > Q(A), fiir alle A < 0.

Damit haben wir P = @ auf F; gezeigt, falls a(Q) < oo gilt. Mit Lemma 2.7 und der
Erkenntnis, dass pf(Y) < 0 fiir Y € A, gilt, folgt aus der Definition von a(Q)

E* [of"™(Q)] = swp E[-Y] < a(Q), Q€ Q. (2.7)

YeA;

Nun kann die gesuchte Ungleichung gefolgert werden:

2.6
(X)) % s (E-X] - (@)
QEM(P), a(Q)<o0
< s (E9-X]-a(Q)
QEQ:, EF o™ (Q)] <00
(2.7)

sup E° [E°[-X | A — o™ (Q)]
QEQ:, EF[af"™(Q)]<o0

< EP[ ess sup (E° [-X | F] — Oéinin(Q))]
QEQ:, EF [0 (Q)] <00

< B [esssup (B9[-X | £ - o (@) |
Qe

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

min

In der folgenden Proposition legen wir dar, dass o™ tatséchlich die kleinste Penalty-

Funktion ist, und geben zudem eine weitere Berechnungsmoglichkeit fiir diese an. Auf
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einen Beweis dieser Aussage verzichten wir an dieser Stelle.

Proposition 2.9 Existiert eine robuste Darstellung von p, im Sinne von Theorem 2.8,
so gilt
™ (Q) < 4 (Q), P-fast sicher

fiir jede andere Penalty-Funktion oy und alle QQ € Py. Auflerdem gilt die Schreibweise

a"™(Q) = esssup (B [ X | F] — py(X)),  fiir alle Q € P. (2.8)
XeLe
Beweis. (Siehe Theorem 4.15 und Remark 4.16 in [2]) O

Das nachfolgende Korollar liefert eine robuste Darstellung im Fall bedingter kohérenter

RisikomafBe.

Korollar 2.10 Die Penalty-Funktion eines bedingten kohdrenten Risitkomajles p;
nimmt ausschliefilich die Werte 0 und 400 an. Insbesondere ist p, genau dann ste-

tig von oben, falls es durch

pe(X) =esssup R [—X | 7], X e€L™
QeQ?

mat
Q) ={Q € Q| "™(Q) = 0 Q-fast sicher}

darstellbar ist.

Beweis. In Proposition 2.3 haben wir gezeigt, dass die durch ein kohérentes Risikomafl
definierte Akzeptanzmenge ein positiver Kegel ist, d.h. fir X € A, und A € L, A >0
gilt AX € A;. Damit folgt aus der Definition von a"»

a1 (Q) = esssup B9 [~ X |F)] = esssup EY[-AX|F] = \a™(Q), Q€ Q.
XeA; AXeA;

Somit kann o™ Q-fast sicher nur die Werte 0 oder +o0o annehmen. O

2.2 Zeitkonsistente RisikomaBe

Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels betrachten wir den Risikobewertungsprozess iiber

das Zeitintervall 0, ..., T als Familie von bedingten Risikomaflen. Diese bezeichnen wir
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als dynamisches Risikomafl. Dabei stellt sich die Frage, inwiefern die Risikobewer-
tung zu verschiedenen Zeitpunkten zusammenhéngt. Beispielsweise erscheint es sinn-
voll, dass wir heute Finanzposition 1 ein hoheres Risiko als Finanzpostion 2 zuweisen,
falls wir dies zu einem zukiinftigen Zeitpunkt ebenfalls tun wiirden. Diese Eigenschaft
nennen wir Zeitkonsistenz und die Charakterisierung zeitkonsistenter Risikomafle wird

von vornehmlichem Interesse sein.

Wir schlieen diesen Abschnitt und insbesondere dieses Kapitel iiber konvexe und
kohérente Risikomafle fiir Zufallsvariablen mit der erneuten Betrachtung des in Bei-
spiel 2.5 eingefiihrten entropischen Risikomafles ab. Dabei liegt der Schwerpunkt auf
einer konkreten Berechnung der Penalty-Funktion in der robusten Darstellung und dem

Nachweis von Zeitkonsistenz.

2.2.1 Relevanz und Zeitkonsistenz

Wir beginnen mit der Definition dynamischer Risikomafle und fithren im Anschluss

neben Zeitkonsistenz einige weitere interessante Eigenschaften ein.

Definition 2.11 Eine Folge p = (p;)ier heifit dynamisches konvexes (kohérentes) Ri-

sikomaf, falls p, fiir alle t € T ein bedingtes konvexes (kohédrentes) Risikomaf ist.

Definition 2.12 Ein bedingtes konvexes Risikomafl p, heifit relevant, falls fiir alle e > 0
und fiir beliebiges A € F mit P(A) > 0 gilt:

P(pi(—€l ) > 0) > 0.

Definition 2.13 Ein dynamisches Risikomaf}, beziehungsweise eine Folge von beding-
ten RisikomaBen (p;)er, heifit zeitkonsistent, falls fir X,Y € L* und alle ¢ € T mit
t<T gilt:

prri(X) = pa(Y) Pos. = p(X)=p(Y) P-fs..

Die nachfolgende Proposition liefert eine dquivalente Eigenschaft von dynamischen Ri-

sikomaflen:

Proposition 2.14 Zeitkonsistenz ist dquivalent zur Rekursivitdt eines dynamischen
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Risikomafes, d.h. fir alle Zeitent,s € T mitt+s € T gilt

pr = pi(—pr+s) P-fs. .

Beweis. (Siehe Proposition 4.2 in [5]) Wir starten mit dem Beweis der Zeitkonsistenz,
falls Rekursivitét gilt. Es gelte nun pyy1(X) = pi1 (V) fiir X, Y € L und ¢t € T. Dann

liefert uns die Rekursivitat

pe(X) = pe(=pe1(X)) = pe(=pe1(Y)) = pe(Y).

Die umgekehrte Aussage zeigen wir per Induktion iiber s. Sei zunéchst s = 1, so kénnen
wir mittels Cash-Invarianz py1(—pi41(X)) = pri1(X) festhalten. Dann folgt sofort aus
der Zeitkonsistenz p,(—pi+1(X)) = p(X). Die Behauptung gelte nun fiir ein beliebiges

s > 1 und wir zeigen die Aussage fiir s + 1:

Pi(—pirsi1(X)) = pi(=prys(—prrsi1(X)))
= pi(—pers(X))
= pi(X).

]

Proposition 2.15 Sei (p;)ier ein zeitkonsistentes dynamisches konvezes Risikomaf

und sei py relevant. Dann ist p; relevant fir alle t € T.
Beweis. Siehe Proposition 4.4 in [5]. O

Die nachfolgende Proposition liefert eine alternative Charakterisierung fiir Zeitkonsi-

stenz. Diese wird in spéteren Beweisen von Nutzen sein.

Proposition 2.16 Fin dynamisches Risikomaf ist genau dann zeitkonsistent, falls fiir
beliebige X,Y € L™ und allet € T mitt < T gilt:

pre1t(X) S pea(Y) = p(X) < p(Y) P-fs. .
Beweis. Wir fithren hier lediglich aus, dass aus Zeitkonsistenz
pei1t(X) S pea(Y) = p(X) <pe(Y) P-fs..

fiir beliebige X,Y € L*> und alle t € T mit ¢t < T folgt. Die Umkehrung ergibt
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sich sofort. Wir nutzen im Folgenden die Aussage von Proposition 2.14. Es gelte

pe41(X) < pir1(Y). Dann liefert uns die Rekursivitét und im Anschluss die Monotonie

pr(X) = pe(=pria (X)) < pi(=pra(Y)) = pu(Y). (2.9)

]

2.2.2 Charakterisierung zeitkonsistenter RisikomaBe

Nachdem die beiden Begriffe Relevanz und Zeitkonsistenz eingefithrt wurden, werden
wir nun einige Notationen und notige Voraussetzungen einfiithren, die spéter bei der
Charakterisierung zeitkonsistenter dynamischer konvexer Risikomafie von Nutzen sein

werden. Wir betrachten im Folgenden die Mengen
Aprrs = {X € L, : po(X) < 0},

d.h. wir beschrianken die Risikobewertung auf den Zeitraum zwischen ¢ und ¢ + s mit
t,t + s € T. Hierbei gilt auerdem A;; = Ly, wegen der Cash-Invarianz von p;.
Analog zu der zuvor hergeleiteten Darstellung ist p, auf Lg{, robust darstellbar mittels

minimaler Penalty-Funktion

ait(Q) = 058 Sup E°[-X|F], QeP, (2.10)
t,t+s

falls p, auf LY?, von oben stetig ist. Dies gilt, wenn p, auf L° von oben stetig ist.

Im folgenden Lemma wollen wir einige niitzliche Eigenschaften der zuvor definierten
Akzeptanzmenge festhalten, die im Beweis der Hauptaussage dieses Abschnitts von

Nutzen sein werden.

Dazu sei festgehalten, dass wir X € A; ;s + Ay fiir t,s € T mit ¢t +s € T derart
verstehen wollen, dass X = Xy ;15 + Xpps mit Xiyps € Appys und Xyps € Apys gilt.

Lemma 2.17 Sei (p;)ier ein dynamisches konvexes Risikomafl. Dann gelten die fol-
genden Aussagen fiir allet,s € T mitt+ s € T und alle X € L>:

(i) X € Apprs + Arys = —pi(X) € Apis,
(i) Ay C Arprs + Aiys = pi(—pirs) < pr P-fis.,

(ZZZ) .At D) -At,t+s + At+s <~ pt(—pt+s) > Pt ]P)—f.S. .
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Beweis. Siehe Lemma 4.6 in [5]. O

Lemma 2.18 Sei (Q,,)n>1 €ine Folge in Q; und (A,)n>1 eine Folge paarweise disjunk-

ter Ereignisse in Fy mit |J A, = Q. Dann ist durch

n>1

o

o dQn
Z_;]un i

eine Dichte fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaf Q € Q, definiert und es gilt
aM(Q) = 1a,0f"™(Q).
n=1
Hierbei sei 14, =0, falls P(A,) = 0.

Beweis. siche Lemma 3.3 in [5] O

Das nachfolgende Lemma zeigt, dass sich p; auch mittels dquivalenter Wahrscheinlich-
keitsmafle darstellen lisst, falls o™ fiir eines dieser fquivalenten Mafie P-fast sicher
endlich ist.

Lemma 2.19 Sei p;,, t€ T ein bedingtes konvexes Risikomaf, das stetig von
oben 1ist. Des Weiteren sei ein Wahrscheinlichkeitsmafi P* ~ P gegeben, fiir das
aM™(P*) < oo P-f.s. gilt. Dann ist p; darstellbar durch

pi(X) = esssup (E9[-X|F] —a™(Q)), X €L (2.11)
QeM=(P)

und falls EF o™ (P*)] < oo gegeben ist, gilt

p(X) = esssup (E°[-X|F]—a™(Q)), X e€L™ (2.12)
Qeal (P

Hierber set
QI “(P*) ={Q € M*(P) : Q =P* auf F;, E™ [0j"™(Q)] < o0}

Beweis. Siehe Lemma 3.5 in [5]. O

Theorem 2.20 Sei (p;)ier ein dynamisches konvexes Risikomaf mit p, von oben stetig
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fiir alle t € T. Des Weiteren setzen wir voraus, dass die Menge
Q" ={Q € M(P): ag"™(Q) < o0}
nicht leer sei. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) (pt)er ist zeitkonsistent.

(1)) Ay = Aprvs + Avys fiir allet,s € T mit t +s € T.

(iii) "™ (Q) = ot (Q) + EQli(Q)|F] fiir alle t,s € T mit t +s € T und alle
Q € Me(P).

(iv) Fir alle Q € Q*, X € L*>® und allet € T gilt
E? [pr1(X) + aff(Q) | Fi] < (X)) + af™(Q),
d.h. (pe(X) + ™™ (Q))ser ist ein Q-Supermartingal. Diese Aussage gilt zudem fiir
Q € M(P).

In allen oben genannten Fillen ist p; durch

p(X) = esssup (E?[~X|F] - " (Q)) (2.13)
QeQ*

fiir alle X € L*™ und allet € T darstellbar.

Beweis. (Siehe Theorem 4.5 in [5] und Theorem 1.20 in [4]) Wir nehmen an, dass
P € Q* gilt. Ansonsten wird P durch ein Mafi P* € Q* ersetzt.

(1) = (ii): GeméB Proposition 2.14 ist die Zeitkonsistenz von (p;)ier dquivalent zur
Rekursivitét p; = pi(—ppss) fiir alle ¢, s € T. Dann folgt die Behauptung sofort mit
Lemma 2.17.

(17) = (i4i): Seien @ € M(P) und ¢,s € T mit t + s € T beliebig gewé#hlt. Dann folgt
aus der Definition von o/ in Gleichung (2.4) und der Darstellung von X € A; durch
X = Xipps + Xoys mit Xy pp o € Ayips, Xigs € Ay, dass

a™(Q) = ess sup EQ[— X| F)

XeA;
= esssup EQ[—Xt7t+s|]-"t] + esssup EQ[—Xt+5|]-"t]
Xt t+s€AL 115 Xirs€A11s

— ol (Q) + EQ[alin(Q)|F.
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gilt. Den zweiten Summand in der letzten Gleichung liefert Lemma 2.7.

(17i) = (iv): Wir folgern die Aussage lediglich fiir Q € Q*. Die Variante @ € M(P)

wurde in Theorem 1.20 in [4] gewé#hlt und bewiesen.

a) Wir werden zunéchst zeigen, dass die Gleichungen (2.11) und (2.12) gelten und
daraus die Darstellung (2.13) folgern. Sei P* € Q*. Dann kann wegen (iii)

E” [af™(P")] = ag™ (P*) — E7 [agy"(P)] < o0

gefolgert werden. of™(P*) < oo gilt nach Definition von Q* und E¥ [ag}"*(P*)] < oo
nach Definition von af}* und von Ag;. Damit gelten die Gleichungen (2.11) und (2.12)
fir alle P* € O*.

Um die robuste Darstellung auch iiber die Menge Q* zu erhalten, muss zunéchst ge-
folgert werden, dass Q“(P) C Q* fiir alle ¢ € T gilt. Hierbei ist Q/“(P) wie in Lemma
2.19 definiert. Sei nun @ € Q/°(PP) beliebig gewihlt, d.h. @ € M*(P) mit Q = P auf
Fi und mit E¢[a(Q)] < oo. Dann gilt

ap™(@Q) 2 E2[api™(Q)] + B2 (Q)]
— EP[a}"™(P)] + E°[a"(Q)]
< af™(P) + E9[a"™(Q)] < oo

und es folgt Q € Q*. Wegen Q;“(P) C Q* folgt aus Gleichung (2.12) die Ungleichung

pi(X) < esssup (EQ[—X\}}] — af‘in(Q))
QeQ*

und wegen Q* C M*°(P) die umgekehrte Ungleichung ”>". Zusammen liefert dies die
Darstellung (2.13).

b) Wir werden nun zeigen, dass ein aus Q1, Q2 € Q{fl(Q), Q € O, zusammengesetztes
MafB wieder ein Element aus Q{fl(()) ist.

Halten wir nun ein Q € Q* fest und withlen zwei Mafie Qq, Qs € Q{fl(()) und eine
Menge B € F;41. Nach Lemma 2.18 wird durch
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eine Dichte definiert. Hiermit kann ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q durch

aQ _,
dQ

konstruiert werden. Fiir dieses gilt gemafl Lemma 2.18 Q = Q auf Firq und
@ 11(Q) = a1 (Q)1pe + a1 (Q2)Lp.

Folglich ist Q € Q{f Q).

¢) Wir betrachten im Folgenden die Menge

{E9-X|F] - i@ | Qe Q@) Qe

und werden zeigen, dass diese Menge aufwirts gerichtet ist fiir alle X € L, um mit

monotoner Konvergenz

E9 (o1 (X) | F] = lim (E9 [-X | F] - E® [a™2(Q,) | Fi])

n—oo
zu folgern.

Wir wihlen dazu zwei Mafle (1, Q2 € Q{fl(Q) und eine Menge
B = {EQl [—X|Fisa] = EQZ[_X‘-EH]} € Fiy1-

In b) haben wir gezeigt, dass Q € Q{fl(Q) gilt, wenn @ wie in b) definiert ist. Dann

konnen wir leicht einsehen, dass
E9[—X|Fi1] — a1 (Q) = max (B9 [=X[Fri] — off}(@Q1), E%[= X[ Fria] — off1(Q2))

gilt. Damit habe wir gezeigt, dass die oben definierte Menge aufwérts gerichtet ist. In
a) haben wir gezeigt, dass p;;1 sich als essentielles Supremum iiber die Menge Q{fl(Q)
darstellen ldsst. Deshalb existiert eine Folge (Q,,)n>1 C Q{fl(()), fiir die

E9 [~ X|Fi1] — a31(Qn) A/ pria(X) P-fs. fiir n — oo

gilt. Damit sind die Voraussetzungen fiir den Satz der monotonen Konvergenz gegeben
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und wir konnen

EQ [pe1(X) | Fi] = JLI{.IO]EQ [EQ" [—X | Fiya] — aﬁ?(@n) | JT';E}
= lim (E®" [-X | Fipa] — B9 [a33(Qn) | F]) (2.14)

n—oo
folgern. Die zweite Gleichung folgt, da Q, = Q auf Fiy; gilt.

Bevor wir zum letzten Schritt des Beweises kommen miissen wir eine niitzliche Glei-
chung herleiten. Wir haben in a) gezeigt, dass QO e(Q) C Q* gilt. Dies kann ebenso
fiir Q% (Q) gefolgert werden. Somit konnen wir nun (iii) nutzen und den folgenden

Zusammenhang herleiten:

E? [0 (Qn) | Ft] = af"™(Qn) — af21(Qn)
= a™™(Q,) — aﬁil(Q) fiir alle n > 1. (2.15)

d) Sei Q € Q9 und X € L*® Es verbleibt nun noch zu zeigen, dass

(EQ [pt(X ) + i (Q) | .E]) ein Q-Supermartingal ist. Adaptiertheit und Integrier-
teT
barkeit sind klar. Es verbleibt die Martingal-Eigenschaft zu zeigen:

E? | puia (X) + al3(@) | A= B2 pra(X) | Fil = aia(@) + o™ (@Q)
@19 lim (B9 [-X | Fia] — E9° [0f13(Qn) | 1))
— o} (Q) + a™(Q)
(2.15) lim (B9 [-X | F] — o™ (Qn)) + a}™(Q)
< esssup (B9 [-X | F] = af™(Q) + aF"(Q)

= pe(X) + O‘inin(@)
fiir allen > 1 und ¢ > 0.

(iv) = (i): a) Wir werden nun erneut die Darstellung (2.13) fiir ¢ € T herleiten und

dabei analog zum Abschnitt a) des vorherigen Beweisabschnitts vorgehen. Anschliefend

folgern wir daraus die Zeitkonsistenz.

Da p(X) + o™ (P*) fiir alle P* € Q* nach Voraussetzung integrierbar ist und
pi(X) € L fiir alle X € L™ und alle t € T gilt, ist EF [a™"(P*)] < oo und wir

kénnen erneut die Darstellung (2.12) aus Lemma 2.19 nutzen.
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Als niichstes zeigen wir, dass Qf“(P) € Q* gilt. Wir wihlen dazu ein Q € QJ(P) und
X € Ay und folgern:

E°[-X] <E°[-X — py(X)] + E®[pi(X) + o™ (P)]
< EC[of™(Q)] + EF [pu(X) + o™ (P)]
< Eaf™(Q)] + po(X) + af™ (P)
< E9o™(Q)] + o™ (P).

Mit der obigen Ungleichung kann

an(Q) = esssup B[~ X < E2[a™(Q)] + a™(P) < oo
XeAy
gefolgert werden. Damit ist @) € Q* gezeigt und wir kénnen wie in Abschnitt a) im

vorherigen Beweisabschnitt folgern, dass die Darstellung (2.13) gilt.

b_) Nun kann die Zeitkonsistenz gefolgert werden. Dazu betrachten wir zunéchst zwei
Zufallsvariablen X, Y € L* mit p;11(X) < pii1(Y) P-fis. und wir werden im Folgen-
den zeigen, dass diese Ungleichung auch zum Zeitpunkt ¢ € T gilt. Mithilfe der Super-
Martingaleigenschaft und der zuvor hergeleiteten robusten Darstellung aus Gleichung
(2.13) kann eingesehen werden, dass fiir Q € O*

p(Y) = a"™(Q) > E® [pa (V) + o3 (Q) | Fi]
> B [per1(X) + o1(Q) | ]
> E9 [E? let ai(Q) + ot (Q) | F
=E?[-X | F

gilt. Offensichtlich liefert uns dies sofort die Ungleichung
p(Y) > E9[—X | Fi] — a™™(Q)P fast sicher.

fir alle @ € Q*. Da diese Aussage fiir alle QQ € Q* gilt, folgern wir p,(Y) > p(Y)

P -fast sicher und die Zeitkonsistenz ist somit gezeigt. O]
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2.2.3 Beispiel: Das dynamische entropische Risikomal3

In diesem Abschnitt widmen wir uns erneut dem in Beispiel 2.5 eingefiihrten entropi-

schen Risikomafl. Wir haben bereits gefolgert, dass
ent 1 —7t X 00
P (X)z;logE[e "I F], XeL
t

ein bedingtes konvexes Risikomaf ist. Nun werden wir zunéchst zeigen, dass eine robu-
ste Darstellung fiir dieses Risikomaf existiert und dass die Penalty-Funktion durch die
relative Entropie definiert ist. Im Anschluss werden wir Zeitkonsistenz bei konstanter

Risikoaversion 7 folgern. Dabei orientieren wir uns weitestgehend an [6].

Definition 2.21 Das durch Gleichung (2.2) und die Voraussetzungen an (7;);er de-

finierte konvexe Risikoma$l (pf™)ier nennen wir dynamisches entropisches Risikomaf

mit Risikoaversion (7;)ter.
Mittels monotoner Konvergenz kénnen wir fiir eine Folge (X,,) C L und X € L* mit
X, \¢ X P-fast sicher zeigen, dass
ent 1 —7t X 1 —v X ent .
pi"(Xy,) = —logE [e7 | ] * —logE [e7"* | F| = p{™(X) P-fast sicher
i t

gilt und dass geméf Theorem 2.8 p¢™ der robusten Darstellung

piM(X) = esssup (E°[-X|F] — o™ (Q))

geniigt. Im Folgenden werden wir eine Darstellung der zugehoérigen minimalen Penalty-

Funktion herleiten:

Definition 2.22 Die bedingte relative Entropie von Q € M(P) beziigliche P auf der
Filtration F;, t € T, ist gegeben durch

H,(Q | P) =E" [@10 Q }

a8 qp |7
Bemerkung 2.23 Es gilt unter anderem

EP [fl—ﬁlogz—g | ft]
EP [F | Fi

H(Q|P) = _ RO [mgjfl—g rﬁ].

Dies folgt aus der Tatsache, dass EF [% | ]—"t} = 1 die Dichte von @) beziiglich P auf F;
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ist.

Lemma 2.24 Fir Q) € Q; und allet € T gilt:

esssup (E9 [-Y | F] —logE" [¢¥ | F]) = H(Q | P). (2.16)
YeL®
Beweis. Siehe Lemma 2 in [6]. O

Lemma 2.25 Fir alle t € T ist pi™ durch Gleichung (2.5) mit minimaler Penalty-

Funktion .
(@) = SHQIP)., Qe

darstellbar.
Beweis. (Siehe Lemma 4.1.2 in [13]). Mit Gleichung (2.8) folgt die Darstellung.

aP™(Q) = esssup (E9[-X | F] o)

XeLe

1
= esssup (]EQ —X | Ft] — - log E [ | ]-"t})
t

XeLe>

1
= —esssup (EQ [-Y | 7] — logE[e" | ]:t])
Yt YeLee

2.16) 1
(219 ;Ht(Q‘P)a Qe Q,teT.
t

]

Indem wir die obigen Erkenntnisse zusammenfassen, erhalten wir die robuste Darstel-

lung des bedingten entropischen Risikomafes:

1
pfnt<X) — ; log]E |:€*’YtX ’ E:|
¢
= esssup (EQ[—X|~Ft] —a™(Q))
QEQ;

1
= esssup (EQ[—X|Ft] - —H(Q | P)) , XelL>* teT
QEQ: Yt

mit Q; = {Q € M(P) : Q =P auf F;}.

Proposition 2.26 Das dynamische entropische Risikomaf$ (pi™)ier mit konstanter

Risikoaversion -y ist zeitkonsistent.
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Beweis. (Siehe Proposition 6 in [6]) Indem wir Rekursivitit zeigen und Proposition
2.14 nutzen folgt die Behauptung. Fiir t € T und X € L> gilt:

1
P (X) = - logE e | F]
= —1logE |expq —7 | == logE [e " | Fpyi] | Fi
Y Y
= o ().
[

Proposition 2.27 Das dynamische entropische Risikomaf (pi™)ier mit konstanter

Risikoaversion v ist ein P-Supermartingal.

Beweis. (Siehe Proposition 6 in [6]) Es lisst sich leicht einsehen, dass (E [e | F]) et
ein P-Martingal ist. Da p{™ eine konkave Funktion von E[e™?X | F] ist, folgt die
Behauptung. ]
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3 RisikomalBe fiir beschrankte

stochastische Prozesse

In diesem Kapitel sind stochastische Prozesse auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F,P) Gegenstand der Risikobewertung. Damit beschrénken wir uns nicht mehr auf
Auszahlungen, die nur zum finalen Investitionszeitpunkt erfolgen, sondern erlauben
Zahlungsstrome iiber das gesamte untersuchte Zeitintervall und widmen uns insbeson-

dere der Bewertung von kumulierten Zahlungsstrémen.

Wir gehen dabei analog zum vorherigen Kapitel vor. An die Definition von konvexen
und kohérenten Risikomaflen fiir Prozesse und die Untersuchung einiger interessanter
Merkmale schlielen wir die Herleitung einer allgemeinen Form als schlimmsten erwar-
teten Verlust {iber eine Menge an individuell gewichteten Wahrscheinlichkeitsmafien
an. Diese bezeichnen wir erneut als robuste Darstellung. Im Anschluss gehen wir auf

Zeitkonsistenz und ihre Charakterisierung iiber gewisse Martingal-Eigenschaften ein.

Die Idee dabei ist, sich die Ergebnisse fiir Risikomafle fiir Zufallsvariablen zu Nutze
zu machen, indem wir die zu bewertenden Prozesse mit Zufallsvariablen auf einem
dafiir geeignet gewéhlten Produktraum identifizieren. Die Einfithrung des besagten
Produktraums wird den Einstieg in dieses Kapitel bilden. Die Arbeiten [7] und [§]

dienen als Literaturgrundlage.

3.1 Grundlagen

Wie bereits zuvor erwidhnt, werden wir in diesem Abschnitt die notigen Vorausset-
zungen schaffen, um im spéteren Verlauf die Theorie zu dynamischen Risikomaflen
fiir stochastische Prozesse zu entwickeln. Wir betrachten im Folgenden einen diskreten
Zeithorizont mit Endzeitpunkt 7" € Ny U {oo}. Die Risikobewertung erfolgt auf dem

Zeitintervall
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e T={0,...,T}, falls T' < oo gilt, oder auf
o T =Ny, falls T" = oo gilt,

und wir verwenden zudem die Notation
T,={seT|s>t}, teT.

Anders als in [7] beschrinken wir uns hier im Fall 7' = oo auf das Zeitintervall T = Ny,
um konsistent mit Kapitel 2 zu bleiben. Ebenso ist ein filtrierter Wahrscheinlich-
keitsraum (9, F, (F;)ier, P) gegeben. Es gilt Fy = {0,Q}, F = Fr fir T < oo und
F=o0 (UteT ft) fiir T' = 0o. Die zu bewertenden Auszahlungsstrome verstehen wir als

stochastische Prozesse aus dem Raum
R ={X = (Xi)ter | X ist ein adaptierter stochastischer Prozess mit || X || < 0o},

wobei

11X ||oo = inf {a: eR

sup| Xi| < x}

teT

definiert sei. Es gibt verschiedene Moéglichkeiten die Elemente aus R zu interpretieren:

o YV = (Y))ier € R™ ist ein adaptierter Auszahlungsstrom, der zu jedem Zeitpunkt
t eine zufillige Auszahlung Y; € L® liefert.

o X = (X})ser ist ein kumulierter Auszahlungsstrom, der durch

t
Xt:ZYS, teT
s=0

definiert ist. Es gilt X € R>® fir T < oo und im Fall 7" = oo muss
zusitzlich ), 1 [|Vil|eoc < oo erfiillt sein. Bei der Norm handelt es sich um
die essentielle Supremumsnorm fiir Zufallsvariablen. Umgekehrt wird durch
Y, =X, — X1 € L{®, t €T ein Auszahlungsstrom definiert. Dabei gilt hier und
im Folgenden X _; = 0.

o 7/ = (Z)ier beschreibt die Entwicklung eines Portfolios, wobei beispielsweise
Z; = Vi zum Zeitpunkt ¢ den Wert des Portfolios beschreiben kann.

Wir werden die grundlegenden Definitionen und Aussagen fiir kumulierte Auszahlungs-
stréme angeben und nur vereinzelt auf Auszahlungsstréme eingehen. Um im Folgenden

die Entwicklung von Finanzpositionen auf Intervallen [t, s] "Ny, 0 < ¢ < s < T, zu un-
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tersuchen, fithren wir Projektionen m; , : R* — R mit
Ts(X)r = Lpy<py Xpns, 1 €T,
ein und definieren damit die Unterraume
RS = ms(R*) und R = mr(R™).

Auf diese Weise erhélt man kumulierte Auszahlungsstrome
0,..., Xy, o, X, X, .)€ R, die von Auszahlungsstrémen der Form
0,...,Y;,...,Y,,0,...) € R® auf dem Zeitintervall [¢, s] N Ny erzeugt werden.

Als néchstes fithren wir die im weiteren Verlauf dieses Kapitel verwendete Produk-

traumstruktur ein.

Definition 3.1 Fiir einen gegebenen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P) definieren wir
den Produktraum (9, F,P) durch

e O =0QxT,

o F=o0({A; x {t} | Ay € Fi,t €T}),

o P =P®u, wobei pt = (i1¢)ser ein adaptierter Referenzprozess ist mit > e Mt =1
und p; > 0 fiir alle t € T.

AuBerdem gilt
EF®#X] =E°

>

teT

fiir beschrinkte messbare Funktionen auf (Q, F).

Die nachfolgende Definition soll den Begriff der Filtration und Messbarkeit auf den

gewahlten Produktraum iibertragen:

Definition 3.2 (F,);cr heiit optionale Filtration auf (Q, F), falls fiir alle t € T
ft:U({AjX{t},AtXTt|Aj€JT:j,j<t, Ateft}>

gilt. Eine Zufallsvariable X = (X,)scr auf (Q, F,P) ist genau dann F,-messbar, wenn
o X, F,-messbar ist fiir alle s =0,...,¢ und

e X, =X, fur alle s > t.
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Bemerkung 3.3 Wir kénnen jeden adaptierten Prozess auf (€2, F) mit einer Zufalls-
variablen auf (2, F) identifizieren, d.h.

R — [ = I°(Q, F, P),

Roy = Li® = L*(Q, F, P),
und wir werden uns diese Eigenschaft spéter bei der Herleitung der robusten Darstel-
lung zu Nutze machen.

Wie zuvor bezeichnen wir die Mengen der absolut stetigen Mafle beziiglich P mit
M(P) = {@Q Wahrscheinlichkeitsmaf auf (2, F) : Q < P}

und insbesondere die lokal absolut stetigen Mafie mit Mj,.(P). Wir bezeichnen ein Maf
@ als lokal absolut stetig beziiglich P, falls ) < P auf F; fiir alle t € T gilt. Gleiches

gelte zudem auf dem Produktraum beziiglich P.

In der nachfolgenden Definition fithren wir vorhersehbare Diskontierungsprozesse und
damit im Zusammenhang stehende optionale Zufallsmafle ein. Mithilfe dieser lasst sich
eine Dekomposition von MaBen auf dem Produktraum Q € M(P) in Mafie Q € M(P)

und eben diese Prozesse beweisen.

Definition 3.4 1. Fiir Q € M,,.(P) nennen wir ein Element ¢ = (¢;);er vorhersehba-
ren Diskontierungsprozess, falls ¢ ein vorhersehbarer nicht-wachsender Prozess mit

co = 1 und ¢ = limy_,o ¢; Q-fast sicher fiir T' = oo ist, wobei

Coo = 0 Q-fast sicher fiir T' = Ny
gilt. AuBerdem definieren wir ¢y 1 = 0, falls 7" < oo gilt. Die Menge der vorherseh-
baren Diskontierungsprozesse beziiglich @) € M,,.(P) bezeichnen wir mit €(Q).

2. Fir Q € M;,.(P) nennen wir ein Element v = ()1 optionales ZufallsmaB, falls ~

ein nicht-negativer adaptierter Prozess mit

Z v =1 Q-fast sicher

teT

ist. Die Menge der optionalen Zufallsmafie beziiglich @ € M,.(P) bezeichnen wir
mit T'(Q).

Eine typische Wahl fiir den Diskontierungsprozess ist ¢; = (1+7) " fiir eine fixe Zinsrate
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r > —1. Das nachfolgende Lemma beschreibt den Zusammenhang von optionalem

Zufallsmafl und Diskontierungsprozess:

Lemma 3.5 Fir jedes Q € M,(P) kinnen die Mengen T'(Q) und €(Q) miteinander
identifiziert werden. Jedem v € I'(Q) konnen wir einen Prozess ¢ € €(Q) zuweisen,

wobei
t—1
Ct =1 —-EE:’VS, teT
s=0

und insbesondere

cr = Z vs  Q-fast sicher fir allet € T

seTy

gilt. Umgekehrt ist jeder Prozess v € I'(Q)) durch einen Prozess ¢ € €(Q) auf folgende
Art definiert:
Y =¢ — Cr1, tET (3.1)

Auferdem gilt fir jedes X € R und jedes Paar ¢ und vy, das auf die oben eingefiihrte

Weise zusammenhdngt:

Z Vs Xs = Z cs(Xs — Xs1) Q-fast sicher , t € T. (3.2)

seTy seTy

Hierbei und im Folgenden sei X_1 =

Beweis. (Siehe Lemma 3.2 in [7]) Es ldsst sich leicht einsehen, dass ein durch

t—1
a=1 —Z%
s=0

fiir alle ¢ € T definierter Prozess ein Element aus €(Q) ist, da ~ fiir alle t € T nicht-

negativ und ), ;v = 1 ist. Die letzte Gleichung impliziert zudem die Aussage

G = ZP)/S'

seTy

Umgekehrt wird durch 44 = ¢; — ¢4 ein nicht-negativer Prozess definiert, da (¢¢)ter

ein nicht-wachsender Prozess ist. Auflerdem gilt

Z’Ys :ch_CtJrl = =1,

teT teT

dace = 0fiir T = 00, ¢pyq = 0fiir T < oo und ¢y = 1 ist. Damit ist v = (7 )er € ['(Q).
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Es verbleibt Gleichung (3.2) zu zeigen: Es gilt wegen (3.1)

t t t
ZVSXS = Z(Cs - Cs+1>Xs = Z CS<XS - Xsfl> - Ct+1Xs
s=0 s=0 s=0
fiir beliebiges ¢ € T. Nun miissen wir zwei Félle unterscheiden. Ist T < oo, so folgt die
Behauptung sofort, da X € R{°, d.h X = (0,...,0, X, X4y ), ist und ¢pq = 0. Im
Fall T'= oo gilt die Aussage, da X beschréinkt ist und ¢; \, 0 konvergiert. [

Theorem 3.6 Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf Q € M(PP) existiert ein Wahrschein-
lichkeitsmafl Q € Moe(P) und ein v € T'(Q), beziehungsweise ein ¢ € €(Q), sodass

E°[X] =E° Z%Xt] (33)
—E© 3 ct(Xt—th)] (3.4)

fiir X € R*™ gilt.

Umgekehrt definiert jedes Q € Mioe(P) zusammen mit einem v € I'(Q), beziehungswei-
se einem ¢ € €(Q), ein Wahrscheinlichkeitsmafi Q € M(P), sodass die Gleichungen
(3.3) und (3.4) gelten.

Schreibweise: Zur Darstellung der obigen Dekomposition von Q schreiben wir

R=Q®7=Qc

Beweis. Siehe Theorem 3.4 sowie Appendix B in [7].

Der Beweis basiert auf der Annahme, dass im Fall 7' = oo fiir alle t € T die o-Algebra
F; o-isomorph zu der Borel-o-Algebra auf einem vollstéindig separablen Raum ist und
dass ), A, # 0 fiir jede Folge (A,)nen, von Atomen A, auf F, gilt. O

Schreiben wir im Folgenden @) ®y beziehungsweise () ® ¢, so nehmen wir immer implizit

an, dass v und c auf obige Weise zusammenhéngen.

Diese Dekomposition macht deutlich, dass der Investor sowohl mit Modellunsicherheit
als auch mit Diskontierungsunsicherheit umgehen muss und dass beides bei der ro-
busten Darstellung, die wir im Folgenden herleiten werden, eine explizite Rolle spielt.
Mithilfe des nachfolgenden Korollars konnen wir zudem den bedingten Erwartungswert

beziiglich des Produktmafes @) bestimmen:
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Korollar 3.7 Fiir ein Maf Q € M(P) mit Q = Q ® v = Q ® ¢ und fiir alle X € R™®
qgilt

]EQ [X | ﬁti| = XO]]-{O} + .. +Xt—1]l{tfl} +]EQ Z %Xs | ]:t] 1’]1‘t
t

LseTy

Cs
= Xoljoy + -+ Xy lyyqy + E® Z — (X, — Xs1) | Ft] L,

Die rechte Seite ist Q-fast sicher wohldefiniert auf {c¢; > 0}.

Beweis. Siehe Korollar B.3 in [7]. O

3.2 Dynamische konvexe und koharente Risikomale

3.2.1 Darstellungssatz fiir bedingte RisikomaBe

Wir erweitern nun die Definitionen und die zugehorige Theorie dynamischer Risiko-
mafle fiir Zufallsvariablen aus dem vorherigen Kapitel auf Risikomafle fiir Prozesse.
Dazu formulieren wir zunéchst die Definition bedingter konvexer und kohérenter Ri-
sikomafle fiir stochastische Prozesse und definieren darauthin Stetigkeit von oben und

Zeitkonsistenz.

Definition 3.8 Eine Abbildung p; : R® — L7° heifit bedingtes konvexes Risikomaf
fiir Prozesse, falls es fiir alle X, Y € Ry die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(i) Bedingte Cash-Invarianz: Fiir alle m € L{° gilt

pr(X +mlr,) = p(X) —m.

(ii) Monotonie: Aus X <Y (komponentenweise) folgt pi(X) > p:(Y).

(iii) Bedingte Konvexitdt: Fiir alle A € L mit 0 < A < 1 gilt

X + (1= NY) < Ape(X) + (1= Npu(Y).

(iv) Normalisierung: p:(0) = 0.
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Ein bedingtes konvexes Risikomaf fiir Prozesse heifit bedingtes kohérentes Risikomaf

fiir Prozesse, falls zusétzlich folgende Eigenschaft gilt:

(v) Bedingte positive Homogenitét: Fiir alle A € L, A > 0 gilt

pr(AX) = Apy(X).

Auflerdem nennen wir die Folge (p;)ier dynamisches konvexes (kohérentes) Risikomafl
fiir Prozesse, falls p, fiir alle t € T ein bedingtes konvexes (kohérentes) Risikomaf fiir

Prozesse ist.

Definition 3.9 Ein bedingtes konvexes Risikoma$ fiir Prozesse p; : R* — L7° heifit
stetig von oben, falls fiir eine beliebige Folge (X™),cy € R™ mit XM N, X, P-fast

sicher fiir alle s € T,
pe(X™Y A p (X)) P-fast sicher fiir n — oo

gilt.

Definition 3.10 Ein dynamisches Risikomaf fiir Prozesse (p;);er heifit zeitkonsistent,
falls fiir alle t € T mit ¢t < T und alle X,Y € R*>* mit X; =Y, gilt

pre1(X) S pea(Y) = p(X) < po(Y).

Der nachfolgende Satz ist elementar bei der Herleitung einer robusten Darstellung
fiir bedingte konvexe und kohérente Risikomafle fiir Prozesse und allen nachfolgenden
Aussagen. Wir identifizieren Risikomafle fiir Prozesse p; : Ry® — L° auf dem Raum
(Q, F,P) mit RisikomaBen fiir Zufallsvariablen p; : L> — L auf (€2, F,P) und kénnen
deshalb die Ergebnisse aus Kapitel 2 nutzen.

Proposition 3.11 Jedes bedingte konvexe (kohdrente) Risikomaf fir Prozesse
pr 2 Ry — Lg° definiert ein bedingtes konvexes (kohdrentes) Risikomafs fiir Zufallsva-
riablen p; : L — L durch

p(X) == Xolyoy — - — Xemalpoy + po(X)1g,, X € R™. (3.5)

Hierbei definieren wir p,(X) = py o mp(X) fir X € R™.

Umgekehrt ist jedes bedingte konvexe (kohdirente) Risikomaf fir Zufallsvariablen p, von

der Form (3.5) mit einem bedingten konvexen (kohdrenten) Risikomaf fiir Prozesse p;.
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Alternativ verwenden wir im Folgenden die Notation
ﬁt(X) = (_X()a SRR _Xt—la Pt(X)7Pt(X)> R )

Beweis. (Siehe Proposition 3.6 in [7])

(a) Es lasst sich leicht einsehen, dass durch Gleichung (3.5) ein bedingtes konvexes
beziehungsweise kohédrentes Risikomafl fiir Zufallsvariablen definiert wird. Wir zeigen
lediglich bedingte Cash-Invarianz und bedingte Konvexitét aus Definition 2.1. Sei also

pr i R — L, t € T, ein bedingtes konvexes (kohérentes) Risikoma$.

Sei m € L® = RE,. Dann ist m von der Form m = (mg,...,mu_1,my, My, ... ) mit

m; € L und es gilt

pr(X +m)=(—Xo—mo,...,—Xim1 —mu_1, pe(X +m), p(X +m),...,)
= (_XO — mg,..., _Xt—l - mt—17pt(X) - mtapt<X) — My, .. '7)
= p(X) —m

mit der Cash-Invarianz von p;. Damit ist die Cash-Invarianz von p; gezeigt. Die bedingte

Konvexitét folgt, indem wir A € L°, 0 < X < 1, wihlen und mit der Konvexitét von

p; folgern:
pAX +(1=NY) < (=(AXo+ (1 =N)Y),....,—(AXs 1+ (1 = N)Yq),
Ae(X) 4+ (1= N)p(Y),...)
= (—)\Xo, ey _)\Xt—ly )\pt(X>, N )
+ (=1 =)Y0, .., =1 = A)Yer, 1 = A)pe(Y), .. )

= Ap(X) + (L= A)pe(Y).

Monotonie, Normalisierung und bedingte positive Homogenitdt folgen leicht auf
dhnliche Weise.

(b) Um die zweite Aussage zu beweisen, miissen wir zunéchst folgende Gleichheit fest-

halten (Siehe Proposition 2 in [6]):
pr(1aX) = Lap(X), (3.6)

fir X € L™, A € F, und ein bedingtes Risikomaf fiir Zufallsvariablen p,.

Damit konnen wir die eigentliche Aussage beweisen. Sei A; = Q x {0,...,t —1}. Wir

konnen leicht einsehen, dass A; € F,; ist. Fiir ein bedingtes konvexes Risikomaf fiir
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Zufallsvariablen p; gilt dann mit der obigen Gleichung und bedingter Cash-Invarianz

sowie Normalisierung

pe(X) = pr(1aX + 14 X)
- ]].Aﬁt(]lAX + ]]_ACX) + ]].Acﬁt(]].AX + ]]_AcX)

3.6 _ _
(:) ]lApt(]lAX) + ]lAcpt(]lAcX)

== —Xo]l{o} — Xt—l]l{t—l} + ﬁt(]l’[rtX)]th.

Offensichtlich definiert p;(X) = (p:(X)): ein bedingtes konvexes RisikomaS fiir Prozesse
pt t RyC — Li°. O

Lemma 3.12 Das Risikomaf$ p; : R* — L{° ist genau dann stetig von oben, wenn
das in Gleichung (3.5) definierte Risikomaf p; : L — L stetig von oben ist.

Beweis. Folgt sofort mit Proposition 3.11. O

Als néchstes formulieren wir analog zu Kapitel 2 Akzeptanzmengen fiir stochastische
Prozesse. Inshesondere ermdoglichen uns diese, die minimale Penalty-Funktion fiir kon-
vexe Risikomafle herzuleiten. Im Anschluss werden wir auflerdem auf den Zusammen-
hang von Akzeptanzmengen fiir Prozesse auf (2, F,P) mit Akzeptanzmengen fiir Zu-
fallsvariablen auf (2, 7, P) eingehen. Offensichtlich ist die Akzeptanzmenge fiir beding-

te Risikomafe fiir Prozesse p; von der Form
Ay ={X € Ry | p(X) < 0 P-fast sicher}.

Dann ist die Akzeptanzmenge von p;, gegeben durch Gleichung (3.5), auf folgende Art
und Weise darstellbar

A ={X € L™ | py(X) < 0 P-fast sicher}
={XeR*|X;>0firalles=0,...,t —1, p(X) <0 P-fast sicher}
= A+ (Lg% > - x Ly x {0} x - ). (3.7)

Nun koénnen wir die bereits erwidhnten Penalty-Funktionen einfiihren.
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Definition 3.13 Eine Penalty-Funktion auf M(P) ist fiir jedes ¢t € T durch

a; : M(P) — L7,

esssup (—a,(Q)) =0
QEM(P)

definiert.
Es lésst sich leicht einsehen, dass durch

~ X ft] ~ Qe w)

seTy

ess sup E%
QeyeP

fiir eine Teilmenge P C M (P) ein bedingtes konvexes Risikomaf fiir Prozesse definiert
ist. Die Eigenschaften (i)-(iii) aus Definition 3.8 folgen sofort durch Einsetzen und die

Normalisierung (iv) mit esssup (—a;(Q)) = 0. Tatséchlich werden wir einsehen, dass
QEM(P)
sich jedes bedingte konvexe Risikomaf fiir Prozesse, das von oben stetig ist, in dieser

Form mit spezieller minimaler Penalty-Funktion darstellen ldsst. Diese Darstellung

werden wir im Folgenden herleiten und zudem die Menge P prézisieren.

Definition 3.14 Fiir jedes bedingte konvexe RisikomaB p, und jedes Q € M(P) ist
die minimale Penalty-Funktion definiert durch

_ZZ_:XS|E]

" (Q) = esssup E@
XeA

seTy
= esssup B9 |~ Z X, | Fi| —pe(X) ] .
XeRoo seT,

Theorem 3.6 liefert die Dekomposition Q = Q ® ¢ = Q ® .

Das nachfolgende Lemma setzt die minimale Penalty-Funktion eines Risikomafles fiir
Prozesse p; mit der minimalen Penalty-Funktion eines Risikomafles fiir Zufallsvariablen

pr auf dem Produktraum in Zusammenhang.
Lemma 3.15 Fiir jedes Q € M(P) ist die minimale Penalty-Funktion von p, gegeben
durch

™ (Q) 1y, = esssup E?
XeA;

a™(@Q)

=SBk ]—"t] 1z,.
Ct

s€Ty

min

Hierbei ist o™(Q) die minimale Penalty-Funktion von p, und Q ist von der Form
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Q=0Q®c=Q®®vy gemdifs Theorem 3.6 mit vy € I'(Q) und ¢ € €(Q). ai"™(Q ® c) st
Q-fast sicher wohldefiniert auf {c¢; > 0}.

Beweis. (Siehe Abschnitt 3.2 in [7]) Es gilt geméfl Kapitel 2

(2.4)

aM(Q) "=’ esssup EQ[—X | F
XeA,
=esssup | —Xolgoy — - — Xp1 L1y + E® |- Z EXS | Fi| 1,
XeA; s€Ty G
— esssupE? | — Z EXs | Fi| 1,
XeA seT,
= o™ (Q)1r,,

wobei im zweiten Schritt Korollar 3.7 und im dritten Schritt Gleichung (3.7) verwendet

wurde. u

Wir kénnen nun als Hauptresultat dieses Abschnitts eine robuste Darstellung fiir von
oben stetige bedingte konvexe Risikomafe fiir Prozesse herleiten. Es handelt sich dabei
also um eine zu Theorem 2.5 aus Kapitel 2 analoge Aussage. Insbesondere werden wir

uns mithilfe von Proposition 2 die Ergbnisse aus diesem Theorem zu Nutze machen.

Theorem 3.16 Ein bedingtes konvexes Risikomaf fir Prozesse p, : R>® — Lg° ist

genau dann stetig von oben, falls es der robusten Darstellung

_ZZ_;SXS’E

seTy

pi(X) = esssupesssup | E
QeQlee 1el(Q)

— ™ (Q® 7)) , X eR™

gentigt. Analog gilt fir den zugrunde liegenden Auszahlungsprozess (Yi)ier, der den

kumulierten Auszahlungsprozess (Xy)ier durch X, = 22:0 Y, erzeugt,

pe(Y) = esssupesssup | E¢
QeQloc ced(Q)

T C
S
—E =Y, | F
Ct
s=t

—a"™(Q® c)> , Y eR™.
Hierbei ist
QiOC = {Q € MlocGP) ‘ Q =P @Ufﬂ}

Lemma 3.17 Es sei Q; = {Q € M(P) | Q = P auf F;}. Fiir Q € M(P) mit Zerlegung
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Q=Q®7=Q®cund P=P® u gilt fir allet € T

ReEQ & Q=P aufFn{c>0}
Vs = s Q-fast sicher fir alle s < t.

Beweis. Siehe Lemma B.5 in [7] O

Beweis von Theorem 3.16. (Siehe Theorem 3.8 in [7]) Wir zeigen die Aussage lediglich
fiir den Prozess «. Die analoge Aussage iiber den Diskontierungsprozess ¢ folgt mit-
tels Theorem 3.6. Wie bereits erwihnt, nutzen wir Theorem 2.5 aus Kapitel 2 um die
Aussage herzuleiten. Dazu halten wir zunéchst fest, dass geméaf Lemma 3.12 die Ste-
tigkeit von oben von p; dquivalent zu der selben Eigenschaft fiir p; ist und uns deshalb

Theorem 2.5 die Darstellung

p(X) = esssup (B2 [-X | 7] —ar™(Q))
Qe

fir Q; = {Q € M(P) | Q = P auf £} und X € L™ liefert. Nun folgt mit Korollar 3.7

pr(X) = esssup (E9[-X | Fi] - aj"™(Q))

Q€
= — Xolgy — - = Xyl
Q s min [ A
+ esssup |E —Xs | F| — o™ (Q) | Lr,.
Q:Q®’7€Qt SGTt Ct

Es gilt also geméfl Proposition 3.11

pi(X) = esssup
QR=Q®v€;

-3 UK ra] ol (Q >>.

seTy

Wir untersuchen nun die Dekomposition Q = Q ® v € Q; niher. Dazu verwenden wir

Lemma 3.17 und kénnen zunéchst festhalten, dass nach Konstruktion von ¢

=) p:>0

seTy

gilt. Demnach ist Q € Q'¢. Aulerdem gilt 1 VS = Zk . fur s € T; und wir kénnen das
€ t

essentielle Supremum tiber I'(Q)) anstatt iiber {(7) |Q®~ e Qt} laufen lassen.
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Somit gilt

pi(X) = esssup |E?
Q=QeveQ:

-3 Z—sz | ft] - ozi““l(@))

seTy

= esssup (EQ
)

-y Lx, | E] S (oX= 7))

QeQle, 1€T(Q seT,
= esssupesssup | E¢ —ZEXS | Bl —o™(Q®7) | .
QeQlec YEN(Q) seT,

]

Analog zu Kapitel 2 lédsst sich zudem folgende Darstellung fiir kohédrente Risikomafle

folgern:

Korollar 3.18 FEin bedingtes kohdrentes Risikomaf fiir Prozesse py : R™ — L° ist

genau dann stetig von oben, falls

pi(X) = ess sup ess sup E¢

QeQloc vel9(Q) G

seTy

—Zﬁ)gm], X € R

fir 7°%(Q) = {y e T(Q) | ™ (Q ® ) = 0 Q-fast sicher} gilt.

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zu Theorem 3.16, wobei hier Korollar 2.10 verwendet
wird. O]

3.2.2 Charakterisierung der Zeitkonsistenz

In Theorem 2.20 haben wir gezeigt, dass Zeitkonsistenz in Zusammenhang zu einer
Supermartingal-Eigenschaft der Penalty-Funktion und des dynamischen konvexen Ri-
sikomafles fiir Zufallsvariablen steht. Diese Aussage lésst sich ebenso fiir konvexe Risi-
komafle fiir Prozesse treffen. Wir benotigen einige Vorarbeiten, bevor wir die Aussage

beweisen konnen.

Zunéchst beweisen wir eine Dekomposition von Akzeptanzmengen. Dazu wéahlen wir
eine analoge Herangehensweise wie in Kapitel 2 und definieren Akzeptanzmengen fiir
die Risikobewertung auf Intervallen [t,¢ + 1] mit ¢t € T, ¢ < T, durch

A = {X € R | pe(X) <0 P-fast sicher}.
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Obige Akzeptanzmengen stehen auf folgende Weise mit Akzeptanzmengen von beding-

ten Risikomaflen fiir Zufallsvariablen auf dem Produktraum in Zusammenhang;:

A ={X € LYY, | pi(X) <0 P-fast sicher}
= Ay + (L5 X - X L), x {0} x--+). (3.8)

Weiterhin gilt fiir die minimale Penalty-Funktion auf [¢,¢ + 1]

Cin Ay (2.10) 5 =
ayyi1(Q) "= esssup E? [_X | ‘7:75}
XeAi i1
1
= — esssup E@ | — Z vsXs | Fi| L,
Ct XeAt 11 s€T;
2) 1
@2 esssup E¥ | — Z cs(Xs — Xoo1) | Fi| 1,
Ct XeA 141 seT;
(1
= — esssup E¢ |— Z Xt + e (X — Xy) | Fo| L,
Ct X€A 141 seT;
31) 1

= — €SSSup E° (=7 X — cep1 X1 | Fi] L,
Ct XG.At,H_l

mit Q = Q®Rc = Q ®~v € M(P). Dabei haben wir zuniichst Korollar 3.7 mit der
Dekomposition von A; verwendet. Die Gleichung (x) folgt, da Elemente Y € A;;i4
aus Ry, und somit von der Form Y = (0,...,0,Y;, Yiy1, Yiyq, ... ) sind. Die minimale

Penalty-Funktion des bedingten Risikomafles fiir Prozesse auf [t,¢ + 1] ist also durch

S 1
aﬁil(@) = — esssup E¢ =Xt — ce1 X | F
’ Ct XEAt,t+1

gegeben. Diese Gleichung ist ausschlieBlich auf {¢; > 0} @Q-fast sicher wohldefiniert.

Damit lésst sich abschliefend das Theorem zur Charakterisierung der Zeitkonsistenz

formulieren:

Theorem 3.19 Sei (p)ier ein dynamisches konvexes Risikomaf fir Prozesse auf R>

und sei py fir allet € T stetig von oben. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) (pi)ier ist zeitkonsistent.

(ZZ) A = -At,tJrl + At+1 fﬁT’ alle t € T, t<T.
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(iii) Fir allet € T, t<T und Q = Q ® c € M(P) gilt

¢ "™Q®c) =c a1 (Q®c) +E [cir o} (Q®c) | F]  Q-fast sicher.

(iv) Fiir alle X e R°, t €T, t<T und Q = Q ® c € M(P) gilt

E? [eri1 (X + pia(X) + a1 (Q @ ¢)) | F]
< (Xi+pe(X) +a™(Q®@c))  Q-fast sicher.

Beweis. Wir werden uns in diesem Beweis hauptséchlich die Aussagen aus Theorem
2.20 zu Nutze machen. Dabei ist zu beachten, dass dort Teile der Aussagen fiir Zeit-
punkte ¢t + s mit beliebigem s € T bewiesen wurden. Mit leichten Anpassungen des
Beweises ldsst sich nachweisen, dass die getroffenen Aussagen auch fiir festes s = 1

gelten.

(1) = (#i): Wir werden hier nutzen, dass Zeitkonsistenz von p; die Zeitkonsistenz von
p; impliziert und dass somit die Aufteilung der Akzeptanzmengen von Zufallsvaria-
blen gilt. Um daraus die gesuchte Aussage zu folgern, halten wir zunéchst eine kurze

Erkenntnis fest und beweisen diese: Es gilt
Avprr = Apgpr + ({0} x - x {0} x L% x {0} x --+)

Fiir den Beweis sei zunéchst X € Ay ;41 und m € ({0} x - x {0} x L x {0} x ---),
d.h.m = (0,...,0,Mm,0,...,) mit m € L2 . Offensichtlich ist X +m € R%,; und
X4+ m € A, da po(X +m) = p(X) — m < 0 aus der Cash-Invarianz folgt.
Umgekehrt gilt fiir X € A; 441

XeA+ {0} x---x {0} x L? x {0} x --+)

und damit folgt die Gleichheit.

Nun kommen wir zum Beweis der eigentlichen Aussage. Es lasst sich leicht einsehen,
dass die Zeitkonsistenz von p; die Zeitkonsistenz des Risikomafles fiir Zufallsvariablen

pr und umgekehrt impliziert. Wir nutzen daher Theorem 2.20 und folgern.
A=A + A (3.9)

fiir Akzeptanzmengen von Risikomaflen fiir Zufallsvariablen. Zusammen mit den Glei-
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chungen (3.7) und (3.8) liefert uns dies

A4 (L3S x -+ x Ly x {0} x ---)
:At+1+(L870+X'-'XL;O+X{O}><...)
+At,t+1+([z87o+><'-'XL$17+X{O}X...)'

Mithilfe der oben hergeleiteten Gleichheit folgt daraus die Behauptung

At = At+1 -+ At,t+1- (310)

(ii) = (iii): Esgilt firallet € T,t < T und Q = Q ® D € M(P)

Ct amln(Q & C) = €sssup EQ Z _'YSXS | -Ft
XeA Ls€T i

= esssup E¥ Z —v. X, | Fy| + esssup E€
XeAi 41 XE.At,H_l

Z _78X5 | Ft]

LscT seTy

3.2 s
2 go i1 esssup B9 | — Z i Xo | Fima | | B
XeAi1

T
+ esssup E¢ —ZCS(XS - Xs1) | ]:t]

XeAs 141 s—t

S [cer1 o (Q ® ) | Fy] + esssup E® - X; — cre1Xes | Fil -

XeAt 111

Im vorletzten Schritt haben wir uns die Struktur der Elemente aus A;y; sowie A; ;44
zu Nutze gemacht und die Identitéit ZST:t cs(Xs—Xs1) = = Xi(ep— 1) — 1 Xyq1 =
Xt — 41 X441 in (x) folgt aus den Gleichungen (3.1) und (3.2) sowie wegen
Ai i1 C R

(1ii) = (iv): Es lasst sich leicht nachrechnen, dass (iii) Aussage (i27) in Theorem 2.20
fiir Risikomafle fiir Zufallsvariablen impliziert. Dann liefert uns (iv) aus dem selben

Theorem
B[40 (X) + a2 (Q) | Fi] < pu(X) + a™™(Q), X e R™.

Nun wollen wir diese Aussage auf Risikomafle fiir Prozesse iibertragen. Dazu betrachten



3 RisikomaBe fiir beschriankte stochastische Prozesse 45

wir zunéchst die linke Seite der Ungleichung. Korollar 3.7 liefert

E°[pri1(X) + a1 (Q) | Fi)

Y Vs min
= —Xolgy — - — Xp1ly_qy +E _C_tXt + Z C—(Pt+1(X) +a1(Q)) | Fi| 1,
t s€Ti41 t
C — C C min
= Xy == Xl + (X B (0 () + Q) | 7 ) 1

Umgekehrt folgern wir mit Proposition 3.11 und 3.15 fiir die rechte Seite:
pe(X) + a™(Q) = —Xolqop — -+ — Xema Loy + (pe(X) + o™ (Q)) 1,

Zusammen ergibt dies

C — C C . .
T X A EC | T (oo (X) + a1(Q) | Fe| < polX) + o™ (Q)-

Cy Cy

Multiplikation mit ¢; und Umstellen liefert dann die Behauptung.

(iv) = (i): Indem wir den vorherigen Beweisschritt umgekehrt angehen, kénnen wir
folgern, dass Punkt (iv) aus Theorem 2.20 ebenso gilt. Dieser liefert die Zeitkonsistenz

von p; und hieraus folgt auch die Zeitkonsistenz von p;. O
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4 Der Value-of-Information-Ansatz

In diesem Kapitel werden wir eine weitere Herangehensweise an die Risikobewertung
vorstellen. Anders als in den vorherigen Kapiteln verstehen wir hier Risiko nicht
als Betrag, der zur Absicherung des Investments vorgehalten werden muss, sondern
als Wert von Informationen. In unserem Fall steht ein Investor vor einem Konsum-
Entscheidungsproblem und das Risikomaf beschreibt den Betrag, den der Investor fiir
den Erhalt der vollstéindigen Informationen iiber die ihm zur Verfiigung stehenden Mit-
tel, zu zahlen bereit wére. Die Idee, den Mangel an Informationen zu quantifizieren und
zur Risikobewertung zu nutzen, wurde erstmals in [9] und [10] prisentiert und bilden
die Grundlage dieses Kapitels. Beide Arbeiten bilden die Grundlage dieses Kapitels.
Es wird moglich sein sowohl einmalige Auszahlungen als auch Zahlungsstrome iiber ein
Zeitintervall 1, ..., T zu bewerten. Wir werden das resultierende Maf in die bestehende
Theorie einordnen und dabei feststellen, dass es sich nicht um ein kohérentes Risiko-
mafl im Sinne von Teil 1 dieser Arbeit handelt. Es handelt sich um ein Abweichungs-

Risikomaf, wie es in [11] eingefithrt wurde.

Der erste Abschnitt dieses Kapitels widmet sich der allgemeinen Konstruktion
des Value-of-Information Risikomafles fiir einmalige Auszahlungen. Dazu halten wir
zunachst die Gewinnfunktion des Investors allgemein und folgern einige Eigenschaften.
Um zu zeigen, dass es sich tatséchlich um ein Abweichungs-Risikomafl handelt, betrach-
ten wir im Anschluss ein konkretes Entscheidungsmodell mit fester Gewinnfunktion.

Insbesondere lésst sich dafiir eine Darstellung iiber den Value-at-Risk folgern.

Im zweiten Teil verallgemeinern wir die Erkenntnisse aus dem ersten Abschnitt auf
die Bewertung von Zahlungsstromen. Wir konstruieren das Risikomafl zunéchst fiir
beliebige Nutzen- beziehungsweise Gewinnfunktionen und betrachten im Anschluss ein

konkretes mehrstufiges Entscheidungsproblem mit gegebener Gewinnfunktion.

Im letzten Abschnitt dieser Arbeit stellen wir eine Idee, die in [14] prasentiert wurde,
vor: Wir definieren ein bedingtes Risikomafl als den maximierten erwarteten Gewinn

eines klassischen Investors bedingt die zur Verfiigung stehenden Informationen und
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erhalten dadurch zu jedem Zeitpunkt im Investitionszeitraum die Mdoglichkeit, das Ri-
siko zu charakterisieren. Bei zugrunde liegendem Markov Entscheidungsmodell werden
wir untersuchen, ob es sich unter kleinen Anpassungen um ein bedingtes kohérentes

Risikomafl im Sinne von Kapitel 3 dieser Arbeit handelt.

4.1 Value-of-Information RisikomaB fiir einmalige

Zahlungen

Wie bereits erwahnt, ist das Ziel dieses Abschnitt das Value-of-Information Risikomafl
fiir einmalige Auszahlungen zu formulieren. Die allgemeine Konstruktion im ersten Un-
terabschnitt orientiert sich weitestgehend an der Ausarbeitung [10]. Um das entstan-
dene Risikomaf} in die bestehende Literatur einzuordnen, fithren wir sowohl kohérente
Abweichungs-Risikomafle als auch statische kohérente Risikomafle ein. Da Letztere die
Risikobewertung nur zu einem fest gewéhlten Zeitpunkt ohne Beriicksichtigung gewon-
nener Informationen erméglichen, sind sie eine Vereinfachung der in Kapitel 2 vor-
gestellten bedingten kohédrenten Risikomafle. Im Anschluss befassen wir uns mit den

Zusammenhéngen von besagten Abweichungs-risikomafen und statischen Risikomafen.

Da das Value-of-Information Risikomafl mafigeblich durch die gewéhlte Gewinnfunkti-
on determiniert ist, konnen wir nicht alle Eigenschaften eines Abweichungs-Risikomafes
ohne Einschrinkung beweisen. Das im Anschluss gewéhlte Beispiel, in dem wir ein
konkretes Entscheidungsproblem wéhlen und somit eine konkrete Darstellung fiir die
Gewinnfunktion erhalten, erfiillt jedoch die nétigen Eigenschaften. Insbesondere ldsst
sich nachweisen, dass der maximierte erwartete Nutzen in diesem Fall ein statisches

koharentes Risikomaf3 darstellt.

4.1.1 Konstruktion

Wir fithren zunéchst die erforderlichen mathematischen Grundlagen ein. Es sei ein
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) gegeben und als Gegenstand der Risikobewertung
betrachten wir eine reell-wertige Zufallsvariable Y € L' = L'(Q, F,P). Dabei soll Y
zum Beispiel eine zufillige Auszahlung zu einem beliebigen aber festen zukiinftigen
Zeitpunkt beschreiben. Wir nehmen an, dass der betrachtete Investor eine Konsum-
Entscheidung a trifft, ohne Kenntnisse iiber den genauen Wert von Y zu haben. Wir

verstehen a also als Funktion von den Informationen. Stellt man sich vor, dass dem In-
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vestor eine Informationsvariable M vor der Entscheidungsfindung zur Verfiigung steht,
so gilt @ = a(M). Dem klassischen Investor stellen wir den vollstindig informierten

Investor gegeniiber, fiir den M =Y gilt.

Anstatt mit Informationsvariablen zu arbeiten modellieren wir die dem Investor zur
Verfiigung stehenden Informationen mittels einer Teil-o-Algebra G C F, d.h. wir neh-
men an, dass a G-messbar ist. Den Raum der moglichen Entscheidungen auf Basis von
G bezeichnen wir mit Ag = {a € R : a ist G-messbar}. Fiir den vollsténdig informierten
Investor gilt G = F.

Des Weiteren sollen in unserem Modell das Verhalten beziehungsweise die Préferenzen
eines Investors durch eine Gewinn- beziehungsweise Nutzenfunktion H : Ag x L' — L*
beschrieben werden. Sowohl der klassische als auch der vollsténdig informierte Investor
strebt dabei die Maximierung des erwarteten Gewinns beziehungsweise Nutzens an.

Dies fiihrt zu folgendem Entscheidungsproblem des klassisch informierten Investors:

sup E[H(a,Y)], Y €L
a€Ag
Als direkte Folgerung daraus kénnen wir nun das Value-of-Information Risikomaf for-

mulieren.

Definition 4.1 Das Value-of-Information Risikomafl bei gegebener Information G sei

gegeben durch

¢g(Y) = sup E[H(a,Y)] — sup E[H(a,Y)], Y €L (4.1)

a€EAFr a€Ag

Weiterhin sei

H(a,Y)= sup E[H(a,Y)] — H(a,Y), Y €L ae Ag

acAxr
definiert. Dann kann das obige Risikomafl umgeschrieben werden zu

¢g(Y) = inf E[H(a,Y)], Y €L

(lEAg

Wir haben bereits erwédhnt, dass wir dieses Maf3 als Geldbetrag interpretieren, den ein
klassischer Investor dem vollstdndig informierten Investor fiir die Bereitstellung der
vollstandigen Informationen zu zahlen bereit wire. Es stellt sich nun die Frage, welche

Eigenschaften dieses Maf erfiillt.
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Beim Value-of-Information Risikomafl handelt es sich nicht um ein statisches konvexes
oder kohéarentes Risikomaf}, wie es in [1] definiert wurde und das die Grundlage fiir die
in Kapitel 2 und 3 untersuchten Mafle bildet. Wir werden aber im spéteren Verlauf bei
spezieller Nutzenfunktion zeigen konnen, dass es sich um ein Abweichungs-Risikomaf
handelt. Diese wurden in [11] erstmals vorgestellt. Die Idee dabei ist, ein kohérentes

Risikomaf nicht auf eine Zufallsvariable X anzuwenden, sondern auf X — E[X].

Wir werden zunéchst kohdrente Abweichungs-Risikomafle einfithren und untersuchen,
ob deren Eigenschaften vom allgemein gehalten Value-of-Information Risikomaf erfiillt
werden. Im Anschluss definieren wir statische kohédrente Risikomafle und zeigen, wie

die beiden Herangehensweisen an die Risikobewertung zusammenhéngen.

Definition 4.2 (Siehe S.35 in [12]) Eine Abbildung ¢ : L' — R heifit kohérentes
Abweichungs-Risikoma$, falls es die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(i) ¢ ist nicht-negativ und strikt, d.h. fiir nicht konstantes Y € L! gilt
¢(Y) >0

und ¢(Y) = 0 fiir konstantes Y.

(ii) ¢ ist translations-invariant, d.h. fiir Y € L' und b € R gilt

¢(Y +b) = o(Y).

(iii) ¢ ist positiv homogen, d.h. fiir Y € L' und A > 0 gilt

PAY) = Ap(Y).

(iv) ¢ ist sub-additiv, d.h. fiir Y, Z € L' gilt

oY +2) < oY)+ o(2).

(v) ¢ ist monoton, d.h. fir Y, Z € L' mit Y < Z gilt

E[Y] - oY) < E[Z] - ¢(2).

Da das Value-of-Information Risikomafl mafigeblich durch die Struktur der Nutzen- be-
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ziehungsweise Gewinnfunktion des Investors determiniert ist, lésst sich nicht allgemein
beweisen, dass es ein kohdrentes Abweichungs-Risikomaf ist. Wir kénnen hier lediglich
Nicht-Negativitdt und Informations-Monotonie nachweisen. Letztere Eigenschaft be-
sagt, dass das Risiko im Sinne des Value-of-Information Risikomafles sinkt, wenn dem

Investor mehr Informationen zur Verfiigung stehen.

Im zweiten Teil dieses Abschnitts werden wir zeigen, dass das Value-of-Information
Risikomaf fiir das gewd&hlte konkrete Konsumproblem tatsdchlich ein kohé&rentes

Abweichungs-Risikomaf ist.

Korollar 4.3 Das Value-of-Information Risikomafi ¢g st nicht-negativ und

informations-monoton, d.h. fir Y € L' und zwei o-Algebren G, C Gy gilt

¢g1 (Y> > QSQQ (Y) :

Beweis. Es lasst sich leicht einsehen, dass mehr Informationen, beschrieben durch G,
zu einem groferen maximierten erwarteten Gewinn beziehungsweise Nutzen fithren.

D.h. es gilt die Ungleichung

sup E[H(a,Y)] > sup E[H(a,Y)].

a€Ag, a€Ag,

Mit Gleichung (4.1) folgen sofort die beiden Behauptungen. ]

Als néchstes gehen wir auf den bereits erwiéhnten Zusammenhang von statischen
kohérenten Risikomaflen und kohérenten Abweichungs-Risikomaflen ein. Dazu stellen

wir zunéchst eine Definition vor, die erstmals in [1] formuliert wurden.

Definition 4.4 Eine Abbildung p : L' — R heifit statisches kohiirentes Risikoma$,
falls sie die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(i) pist Cash-invariant, d.h. fir Y € L' und m € R gilt

p(Y +m) = p(Y) = m.

(ii) p ist positiv homogen, d.h. fiir Y € L' und A > 0 gilt

p(AY) = Ap(Y).
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(iii) p ist sub-additiv, d.h. fiir Y, Z € L! gilt

p(Y +2) < p(Y) + p(2).

(iv) p ist monoton, d.h. fiir Y, Z € L' mit Y < Z gilt

p(Y) = p(Z).

Die hier vorgestellten Risikomafle entsprechen den bedingten kohérenten Risikomafien

aus Definition 2.1 zum Zeitpunkt ¢ = 0.

Theorem 4.5 Sei p ein statisches kohdrentes Risikomaf$ und es gelte
p(Y) > E[-Y], fir nicht-konstantes Y € L'

und p(Y) = E[=Y] fiir konstantes Y. Dann ist die Abbildung ¢ : L* — R, definiert
durch
o(Y) =E[Y]+p(Y), YeL,

ein kohdrentes Abweichungs-Risikomafs.

Beweis. Die Aussage folgt sofort aus den Definitionen 4.2 und 4.4. m

4.1.2 Zweistufiges Konsumproblem

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Value-of-Information Risikomaf3 fiir ein kon-
kretes zweistufiges Konsumproblem, welches ausfiihrlich in [9] behandelt wurde. Das
Konsumproblem ist auf folgende Weise definiert: Der betrachtete Marktteilnehmer geht
zu Beginn eine Verpflichtung iiber zukiinftigen Konsum in Héhe von a € R ein. Dabei
kann es sich beispielsweise um den Kauf eines Hauses oder Autos handeln. Im néchsten
Schritt erhilt er eine zufillige Auszahlung Y € L!. Der Marktteilnehmer verpflichtet
sich somit zu Konsum, wobei ihm die Hohe der ihm zur Verfiigung stehenden Mittel

nicht bekannt ist.

Sollte der Konsum in der Hohe nicht der erhaltenen Auszahlung entsprechen, konnen
zwei verschiedene Situationen auftreten. Falls Y > a gilt, wird der iiberschiissige Betrag
mit einem Faktor d < 1 diskontiert und der Investor behilt d(Y — a)*. Um sich
gegen den Fall, dass der Konsum die Hohe der Auszahlung iibersteigt, d.h. Y < a,
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abzusichern, muss der Investor eine Pramie in Hohe von ¢(Y — a)~ mit Faktor ¢ > 1
entrichten. Die Entscheidung iiber die Hohe des Konsums trifft der Entscheider auf
Grundlage der ihm zur Verfiigung stehenden Informationen G C F. Aus diesem Grund
nehmen wir an, dass die Entscheidungsfindung G-messbar ist. Ag bezeichnet erneut die

Menge der G-messbaren Konsumentscheidungen.

Damit ergibt sich als Gewinnfunktion des Investors
H@,Y)=a+dY —a)t —q(Y —a)", Y €L' ac Ag.

Zur Vereinfachung spéterer Beweise geben wir hier eine Umformung der obigen Ge-

winnfunktion an:

H(a,Y)=a+d(Y —a)" —q(Y —a)”
=a+dY —a)+dY —a)” —q(Y —a)”
=dY+(1—-d)ja—(¢g—d)(Y —a)". (4.2)

Da der Investor die Maximierung seines erwarteten Gewinns anstrebt, erhalten wir

folgendes Maximierungsproblem:

Us(Y) = sup E[H(a,Y)] (4.3)

(lEAg
=sup Ela+d(Y —a)" —q(Y —a)”], Y €L

aEAg

Korollar 4.6 Ug(Y) ist informations-monoton in G und es gilt

und
Ug(Y) < E[Y].

Beweis. Aufgrund der Wahl der Konstanten, d < 1 und ¢ > 1, ldsst sich zunéchst

festhalten, dass
H(@a,Y)=a+dY —a)t —q(Y —a)” <Y

fir Y € L' und a € Ag gilt. Fiir a* = Y wird das Maximum angenommen, d.h.

H(a*,Y) = Y. Da Y F-messbar ist, folgt somit fiir das Optimierungsproblem des
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vollstandig informierten Investors:

gCcF

O
GeméB Definition 4.1 ist dann das Value-of-Information Risikomafl gegeben durch
¢g(Y) =Ur(Y) = Ug(Y)
=E[Y]-Ug(Y). (4.4)

Korollar 4.7 Die Abbildung p : L* — R, gegeben durch
p(Y) = —Ug(Y), Y eLl,

ist ein  statisches kohdrentes Risikomafs. Insbesondere ist ¢g ein kohdrentes

Abweichungs-Risikomafs.

Beweis. Im Folgenden zeigen wir die Axiome aus Definition 4.4 und nutzen im An-

schluss Theorem 4.5.

i): Die Cash-Invarianz lisst sich wie folgt beweisen: Sei Y € L' und m € R. Wir
g
fixieren eine Strategie a € Ag und konstruieren durch @ = a — m € Ag eine weitere

Strategie. Dann gilt

p(Y+m)=—sup Ela+dY +m—a)" —q(Y +m —a)”]
a€Ag

= —sup Ela+m+d(Y —a)* —q(Y —a)]

(~1€Ag

=p(Y)—m.

(ii): Wir folgern die Homogenitdt mit einem &hnlichen Ansatz wie im Beweis von (i).

Sei Y € L' und X > 0. Fixiere erneut eine Strategie a € Ag und definiere durch
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a = 1 € Ag eine weitere. Es folgt

p(AY) = —sup E[a + d(A\Y —a)" —q(AY —a)7]

aEAg

— —sup EAa+ Ad(Y —a)" — Aq(Y —a)7]

&EAQ

= Ap(Y).

(iii): Um die Sub-Additivitét zu zeigen, seien nun a3 und a} optimale Strategien,

sodass

gilt. Dann kénnen wir folgern:

p(Y+2Z)=—supEla+dY +Z—a)" —qY +Z —a)7|

CLEAg
< -Ela} +ay +dY +Z—a} —ay))" —qY +Z —a} —aly)”]
< —Elay +d(Y —a3)" —q(Y —a3)7] = Ela + d(Z — a})" — q(Z — a})7]
— p(Y) + p(2).
Die erste Ungleichung lisst sich leicht einsehen, indem man Gleichung (4.2) betrachtet.

(iv):SeiY, Z € L', Y < Z. Um die Monotonie zu folgern, withlen wir fiir die Auszahlung

Y die optimale Strategie a* € Ag. Dann gilt

p(Y) = —E[a* +d(Y — a*)* — (Y —a*)7]
> —Ela* +d(Z — a*)" — q(Z — a*)7]
> —sup Ela+d(Z —a)" —q(Z —a)7]

aeAg

p(Z).

Die Ungleichung
(V) = ~Ug(Y) > E[-Y], Y e L!

wurde bereits in Korollar 4.6 gezeigt und wir konnen somit mit Theorem 4.5 die zweite

Behauptung, dass ¢¢g ein kohérentes Abweichungs-Risikomaf ist, folgern. O]
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Eine sehr interessante Figenschaft des obigen Risikomafles ist, dass es sich {iber den
Conditional-Value-at-Risk (CVaR) darstellen ldsst. Sowohl der Value-at-Risk als auch
der Conditional-Value-at-Risk sind sehr populédre Risikomafle, fiir die zudem Berech-
nungen relativ einfach durchzufithren sind. Wir geben hier lediglich die Definitionen
und einige im spéateren Verlauf dieser Ausarbeitung benotigte Eigenschaften an. Dabei

dient weitestgehende [12] als Grundlage.

Definition 4.8 (Siehe Definition 2.33 und 2.41 in [12]) Sei F(y) = P(Y < y) die
Verteilungsfunktion und F~'(p) = inf{y : F(y) > p} die Quantilfunktion von Y.

1. Sei 0 < 8 < 1 ein festes Niveau. Der Value-at-Risk (VaR) ist definiert durch

VaRy(Y) = F~(8).

2. Sei 0 < f < 1 ein festes Niveau. Der Conditional-Value-at-Risk (CVaR) ist
definiert durch

B
CVaR(Y) = % / F(p)dp

F(F=1(8) -8
B

Proposition 4.9 Fiir ein festes Niveau 0 < § < 1 ist der Conditional-Value-at-Risk
(CVaR) fiir ein'Y € L' gegeben durch

—ly |v < ) - )

CVaRs(Y) = ilelﬂg {a - %E[(Y - a)]} : (4.5)

Das Mazimum wird fir a* = VaRg(Y') angenommen und es gilt somit

CVaR(Y) = VaRy(Y) — %E[(Y — VaRs(Y))].

Beweis. Siehe Theorem 2.34 in [12]. O

Lemma 4.10 VaR und CVaR sind Cash-invariant, d.h. fir Y € L' und m € R gilt

VaRB(Y + m) = VaR5<Y) +m,
CVaRs(Y +m) = CVaRs(Y) + m.

Beweis. Siehe Proposition 2.35 und 2.42 in [12]. O
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Bevor wir im nachfolgenden Lemma eine Darstellung des Value-of-Information Risiko-
mafles iiber den Conditional-Value-at-Risk herleiten konnen, miissen wir prézisieren,
was wir unter CVaRg(Y | G) fiir die bedingte Verteilung Y | G verstehen wollen. Dabei

verwenden wir in angepasster Form eine Defintion, die in [14] gegeben wurde. Es sei

CVaRg(Y | G) = sup {a — %E[(Y —a)” | g]}

a G-messbar

Lemma 4.11 Sei Y |G die bedingte Verteilung von 'Y gegeben G. Dann gilt
Ug(Y) =dE[Y]+ (1 - d)E[CVaRs(Y|G)]

und
¢g(Y) = (1 —d) (E[Y] — E[CVaRs(Y[G)])

mitﬁ:ﬁl.

Beweis. (Siehe Lemma 1 in [9]) Wir nutzen die Umformung (4.2) und beginnen mit
dem Fall G = {0, Q}.

U,y (Y) =supE[H (a,Y)]

a€R

= supE[dY + (1 —d)a— (¢ — d)(Y —a)7]

a€R

—d
= dE[Y]+ (1 —d) swpE |a — L=5(v —a)"
a€R 1—-d

= dE[Y] + (1 — d) CVaR(Y)

mit g = ﬁi.
Es sei nun eine allgemeine Teil-o-Algebra G C F gegeben. Dann koénnen wie die ge-

suchte Identitéit wie folgt herleiten:

Ug(Y)= sup A{E[H(a,Y)]}

a G-messbar

— sup {E[E[H(a,Y)|G)]}

a G-messbar

YE[ sup {E[H(a,Y)|G]}]

a G-messbar
= E[dE[Y] + (1 — d) CVaRg(Y | G)]
= dE[Y] + (1 — d)E[CVaRz(Y|G)].
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Da E[H(a,Y) | G] < E[Y] gilt, folgt (%) mittels majorisierter Konvergenz. Die zweite
Aussage des Lemmas folgt sofort mit der Definition von ¢g in Gleichung (4.4). O

4.2 Value-of-Information RisikomaB fiir

Zahlungsstrome

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die bisherigen Erkenntnisse auf Zahlungs-
strome iiber ein diskretes Zeitintervall 1,... T Der Investor hat hierbei die Moglichkeit
zu Beginn jeder Periode eine Investmententscheidung zu treffen und strebt damit die

Maximierung seines erwarteten Gewinns iiber den gesamten Investitionszeitraum an.

Wir starten erneut mir einer Definitionen des Value-of-Information Risikomafles bei
allgemeiner Gewinnfunktion. Daran schlieen wir als konkretes Beispiel die mehrperi-
odische Variante des zuvor betrachteten Konsumproblems an und werden einige inter-

essante Eigenschaften folgern.

4.2.1 Konstruktion

Diesem Abschnitt liegt erneut ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) zugrunde. Wie
bereits erwadhnt wurde, streben wir nun eine Risikobewertung iiber ein diskretes Zeitin-
Informationen beschreibt. Hierbei sei o = {0, Q} und Fr = F. Analog zum eindimen-

sionalen Fall soll nun ein stochastischer Prozess Y = (Y;)i=1.. 1 € R, wobei

.....

77777

sei, den zufélligen Zahlungsstrom mit Auszahlungen zu den Zeitpunkten 1,...,7 mo-
dellieren. Offensichtlich ist Y F-adaptiert.

Die getroffenen Investmententscheidungen modellieren wir mithilfe eines vorhersehba-
r_1, d.h. fiir allet =0,...,T — 1 ist a; F;-messbar. Dabei
erfolgt die Entscheidungsfindung a; iiber den Konsum in Periode ¢ 4+ 1 nach Offenle-

ren Prozesses a = (a;)—o,...,
gung der Informationen F; und vor Erhalt von F;;; beziehungsweise der Auszahlung
Yii1. Wir bezeichnen den Raum der mdglichen Entscheidungen zu den Zeitpunkten
t=0,...,7—1 mit

Ay = {z € R: z ist Fi-messbar}
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und A = Ag X -+ X Ap_y. Die Mengen A; sind hier allgemein gehalten, konnen aber

entsprechend der gewahlten Anwendung prézisiert werden.

Analog zu Abschnitt 4.1.1 sei eine mehrdimensionale Gewinn- beziehungsweise Nut-

zenfunktion durch
H(a,Y) = H(ag,...,ar_1,Y1,...,Yr), YER, acA

gegeben. Nehmen wir an, dass der Investor die Maximierung seines erwarteten Gewinns

anstrebt, erhalten wir das dynamische Entscheidungsproblem:

supE[H(a,Y)], Y € R.

acA

Vergleichen wir dieses erneut mit dem des vollstédndig informierten Investors, fiir den
a; fir alle t = 0,...,T — 1 Fpr-messbar ist und dessen mogliche Entscheidungen die

Menge

A={(ag,...,ar_1) € RT : a; ist Fr-messbar fiir alle t =0,...,T — 1}

beschreibt, so erhalten wir dadurch das gesuchte Value-of-Information Risikomaf.

Definition 4.12 Das dynamische Value-of-Information Risikomafl bei zur Verfiigung

,,,,,

YY) =supE[H(a,Y)] —supE[H(a,Y)], Y e R".

acA acA

Weiterhin gelte

H(a,Y)=supE[H(a,Y)] - H(a,Y), Y eR' acA.

acA

Dann kann das obige Risikomafl umgeschrieben werden zu

vr(Y) = inf E[H(a,Y)], Y €R'.

4.2.2 Mehrstufiges Konsumproblem

Wir formulieren das nachfolgende mehrstufige Konsumproblem analog zu dem in Ab-

schnitt 4.1.2 eingefiihrten Problem mit dem Unterschied, dass wir Konsum iiber einen
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Zeitraum 1, ..., T mit zufilligen Auszahlungen Y = (Y;)i=1, 1 € R! betrachten. Dabei
kann es sich beispielsweise um die regelméfligen Auszahlungen eines Pensions-Fonds
handeln. Im Anschluss an die Definition zeigen wir unter anderem Cash-Invarianz,
Sub-Additivitdt und Informations-Monotonie des Value-of-Information Risikomafles.

Als Literaturgrundlage dient hier erneut [9].

Die Entscheidung iiber den Konsum wird durch einen reell-wertigen vorhersehbaren
Prozess a = (at)i—o,.. r—1 beschrieben und wir bezeichnen die Menge der zuldssigen
Entscheidungen zum Zeitpunkt ¢ erneut mit A;. Weiterhin seien Diskontierungsfakto-
ren (¢)i—1,.r+1 gegeben und analog zum einstufigen Beispiel muss sich der Investor
mit Faktor ¢; gegen einen Verlust zum Zeitpunkt ¢ absichern. An die zuvor eingefiihrten
Folgen (¢t)¢=1,. r+1 und (g)i=1,. 7 stellen wir folgende ckonomisch motivierte Anfor-

derungen:
1 < <q, furallet=1,...,T.

Eine typische Wahl der Konstanten ist ¢, = (14+7) " fir t = 1,...,7 4+ 1 und ¢, =
qo(1+7r)" fir t =1,...,T, einen fest gewihlten Zinssatz r > 0 und eine Konstante
¢o > 1. Das Vermogen des Investors beschreiben wir durch einen Prozess (V;)i—o,.. 1,

wobei

Vo =0,
Vi=Vi,+Y,—ay, firt=1,...,T

gilt. Ein moglicher Verlust in der Periode ¢ wird durch eine Versicherungszahlung von
oV =a(ViLi+Yi—a), t=1,...T,

abgesichert und ein Uberschuss am Ende der Investition VTJr mit Faktor cryq diskontiert.

Dies fithrt zu der Gewinnfunktion

(Ctatfl_Qt‘/;i)+cT+1V;7 Y e Rla ac A7

]~

H(a,Y)= Hl(ag,...,ar_1,Y1,...,Yr) =

t=1

und dem Optimierungsproblem des Investors

T
Uz(Y) = supE[H (a, =sup Z crar1 — @V, ) + epa Vi (4.6)

a€A acA
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Aufgrund der Wahl der Konstanten préferiert der Investor heutigen Konsum gegeniiber
zukiinftigen Konsum und ist zudem darin bestrebt einen Shortfall, d.h. Y; < a;, zu ver-
meiden. Diese Erkenntnis motiviert das nachfolgende Lemma, in dem wir das Optimie-
rungsproblem des vollstédndig informierten Investors ndher untersuchen. Offensichtlich

gilt hier fiir alle t =0,...,T — 1, dass a; Fpr-messbar ist.

Lemma 4.13 Seia € A undY € RL. Es gilt folgende Ungleichung:

T T
H(a,Y) = Z(Ctat—l — V) +eraVy < ZCth-
t=1 t=1
Aus Sicht des wollstindig informierten Investors ist die optimale Strategie durch

(ay,...,a% 1) = (Y1,...,Yr) gegeben und die obere Schranke wird angenommen, d.h.
H(aY) = Y Y

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Ungleichung. Wegen ¢; > ¢; > ¢;yq fiir t =1,...,7T,
gilt fiir eine beliebige Strategie (aq, ...,ar_1) € A:

[M] =

(ctar—1 — ¢Vy ) + CT+1V;

-
I

IN

M= 10

cilag—1 — V) + CT+1ij_

ala+V, = V") + CT+1VTJr

t=1

I
[M]=

Ct(thl +Y — VtJr) + CT+1VT+

o~
Il

1

T T
CtY;f + Z Ct‘/;_rl - Z Ct‘/;r + CTJerT+

1 t=1 t=1

T T
cYy + Z Ct+1‘/15+ - Z Ct‘/:r
=1

1 t=0

I
[M]=

t

[M] =

t

Sl

T T
<D alital ) avt =) aVf
t=1

t=1 t=1
T

= ZCth,

t=1

wobel wir hier V, = V;jl + Y, —a;_1 und Vy = 0 genutzt haben.
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Der zweite Teil der Aussage folgt, da bei gewéhlter Strategie (ag,...,a5 ;) =

(Y1, ..., Yr) fir den Vermogensprozess
Vo, ..., Vr)=(0,...,0)
gilt. In diesem Fall wird die hergeleitete obere Schranke angenommen. O]

Indem wir Lemma 4.13 nutzen, konnen wir schliefllich das dynamische Value-of-
Information Risikomaf fiir dieses Entscheidungsproblem formulieren. Dazu setzen wir
in 17 aus Definition (4.12) die Gleichung (4.6) und das Ergebnis aus Lemma 4.13 ein.

]~

vr(Y) = ) aE[Yi] - Uz(Y) (4.7)
. T
:322{ 2| - ”ﬂ}
=
= inf E Z oYy —a1) + V) —ermVi |, Y eR. (4.8)

Damit haben wir eine Moglichkeit geschaffen, die Risikobewertung eines Prozesses vor-

zunehmen.

Theorem 4.14 Das dynamische Value-of-Information Risikomafl V7 erfillt die fol-
genden Eigenschaften:

(1) Yz ist nicht-negativ beziehungsweise strikt, d.h. firY € R' gilt
vr(Y) =0
und Gleichheit gilt genau dann, wenn (Yi,...,Yr) ein konstanter Vektor ist.

(11) vz ist translations-invariant, d.h. fir Y € R* und b = (b)i=1

7777

VE(Y +b) =vz(Y).
(iii) ¥z ist positiv homogen, d.h. fir Y € R und A > 0 gilt
VE(AY) = Mpz(Y).

(iv) Yz ist informations-monoton, d.h. fir Filtrationen F1) = (.Ft(l))t:(]

.....
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F@ = (]—“752))75:07__7T mit .E(l) C E(z) fiir allet € T gilt:

Ve (Y) > Yze(Y).

Monotonie und Sub-Additivitit werden wir am Ende des Kapitels im Markov-

Entscheidungsmodell beweisen.

Beweis. (i): Diese Aussage folgt sofort mit Lemma 4.13.

(ii): Sei Y € L' und b = (b)i=1,.r € RT. Wihle weiterhin eine feste Strategie

(ag,...,ar_1) € A. Damit definieren wir den Vermogensprozess von Y + b durch

%,b = 07
Vie =V + Vit b=y, t=1,.T

Wir definieren eine weitere Strategie durch (ao,...,ar_1) = (ag — b1,...,a7_1 — br).
Dann gilt
T T
Ue(Y +b) = sup  E Z(Ctatfl —@:Viy) +eraVr,
(ao,...,anl)GA | =1

T
= sup E Z(Ct(&t—l + b)) — Qtf/t_) + CT+1‘~/¢Fr

(do,-ar-1)eA |35

T
= b+ Ug(Y),
t=1

wobei V Vermégensprozess von Y bei Strategie @ ist. Indem man selbige Umformungen
fiir das Optimierungsproblem des vollstéindig informierten Investors durchfiihrt, erhélt

man die Behauptung.

(iii): Sei A > 0. Wir halten eine beliebige Strategie (ao, . ..,ar_1) € A fest und definieren

den Vermdogensprozess fiir den Prozess AY durch

Voa =0
ai—
Via= Vi + e —a = A (VE + Y- 22) ) t=1...T
Wir wihlen eine weitere Strategie (do, . .., ar—1) = 3(ao, ..., ar_1) und bezeichnen den

zugehorigen Vermogensprozess mit (‘Z&)t:o,‘..,T- Dann kénnen wir die Aussage wie folgt
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einsehen:
roT
Ur(\Y) = SUIA?]E Z Cei_1 — Gy M) +CT+1VT>\
ac | t=1
T
= sug]E Z)\ 1 — V) 4 cp AV
a€ Lt=1

T
= AsupE Z Cilip—1 — @ Vy7) + e Vi

Daraus folgt sofort die Behauptung.

(iv:) Die Informations-Monotonie ist eine elementare Eigenschaft des Value-of-

Information Risikomafes, die auf Grund der Konstruktion immer erfiillt ist. m

4.3 Das bedingte Value-of-Information RisikomaBB im

Markov Entscheidungsmodell

Im vorherigen Abschnitt haben wir uns der Frage gewidmet, wie das Risiko eines sto-
chastischen Prozesses mit Hilfe des Value-of-Information Risikomafles zum Beginn der
Investmentperiode zu bewerten ist. In diesem Abschnitt werden wir eine Moglichkeit
herausstellen, das Risiko zu einem beliebigen Zeitpunkt innerhalb der Investmentperi-
ode zu quantifizieren. Dazu betrachten wir zunéchst die bedingte Variante des Entschei-
dungsproblems eines klassischen Investors. Das bedingte Risikomaf} definieren wir als
maximierten erwarteten Gewinn bedingt die zu dem Zeitpunkt gegebenen Informatio-
nen. Wir werden zeigen, dass dieses Maf3 positiv-homogen und in leicht abgewandelter

Form cash-invariant im Sinne von Kapitel 3 ist.

Weitere Eigenschaften, wie Sub-Additivitidt und Monotonie zeigen wir im Anschluss
bei zugrunde liegendem Markov Entscheidungsmodell. Dabei nehmen wir an, dass der
zu bewertende stochastische Prozess von einer Markov-Kette determiniert wird. Die
Einfithrung dieses Modells und die Berechnung einer Darstellung des Risikomafles unter
diesen Modellvoraussetzungen wird den Hauptteil des zweiten Unterabschnitts ausma-
chen. Den Abschluss bildet ein Beispiel, in dem wir das bedingte Risikomaf fiir einen

zugrunde liegenden AR(1)-Prozess konkret berechnen.
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Als Grundlage fiir das présentierte Markov Entscheidungsmodell verwenden wir [15]
und bei der Untersuchung des bedingten Risikomafles im Markov Entscheidungsmodell

orientieren wir uns an der Ausarbeitung [14].

4.3.1 Das Bedingte Value-of-Information Risikomal3

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Definition des bedingten Entscheidungspro-
blems des klassischen Investors. Danach beweisen wir eine kurze technische Anpassung
und konnen damit das bedingte Entscheidungsproblem des vollstédndig informierten In-
vestors folgern. Im Anschluss werden wir damit das dazugehorige Value-of-Information
Risikomaf} formulieren, welches in diesem Abschnitt jedoch von keinem grofieren In-
teresse sein wird. Alle Gleichungen und Ungleichungen zwischen Zufallsvariablen und

Mengen gelten in diesem Abschnitt erneut P-fast.

Sei nun t = 0,...,T — 1 beliebig gewéahlt. Wir bezeichnen die Menge der zulédssigen
Strategien ab dem Zeitpunkt ¢ mit A7 ~!. In diesem Fall ist der zukiinftige Gewinn des

Investors beschrieben durch

T
1
H(ata oo ar—1, Y1, - - ,YT) = — < Z (Ckakq - Qkaf) + CT+1VT+>

k=t+1

fir (az,...,ar_1) € AT7" und Y € R' und das Optimierungsproblem des Investors
zum Zeitpunkt ¢t =0,...,T — 1 durch

T
_ 1 _
Ut”;.’-(Y) = €SS sup —E E (ckak_l — quk ) + CT_H‘/;r | ./T';g 3 Y S Rl.
aeATft Ct k;:t-f—l

Um den Zusammenhang zum ersten Teil dieser Arbeit und damit zu bedingten Risi-

komaflen zu verdeutlichen, definieren wir im Folgenden

1
pi(Y) = — esssup —E
(leATﬁt Ct

T
Z (crar—1 — @V ) + crpaVy | ]:t]
j——

firalleY € R'und t =0,...,7 — 1.

Offensichtlich gilt po(Y) = —Uy #(Y) = —Uz(Y). Einige der nachfolgenden Aussagen
erfordern, dass das Optimierungsproblem zum Zeitpunkt der Risikobewertung ¢ in 0
startet. Da dies im Allgemeinen nicht gegeben ist, beweisen wir nun eine Verschiebung,

die dies gewéhrleistet.
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Korollar 4.15 Es gilt

T
c 1 _
p(Y) = ===V —esssup —E | Y (ckar1 — acVy) + o Vi | F
Ct acAT—t Ct it 1

firY € R* und a € AT=!, wobei dem Optimierungsproblem der folgende, in 0 startende

Vermdégensprozess zugrunde liegt:

Vigr = Y — aq,

Vk:thl‘i_Yk_@kfl, k=t+2,...,T.

Beweis. (Siehe S.70 in [14]) Um die obige Aussage zu folgern, halten wir zunéchst einen
beliebigen Zeitpunkt t = 0,...,T — 1 und eine Strategie (ay,...,ar_,) € ATt fest und
(Vi)k=t,.. 1 sei der dadurch definierte Vermogensprozess. Fiir eine weitere Strategie

(ag,...,ar_1) € AT~ sei ein zweiter Vermogensprozess durch
V=0,
%:th1+yk_dk—lg k=t+1,...,T

definiert. Indem wir @, = a, — V;" und a, = a;, fir k =t +1,...,T — 1 definieren,

ermoglichen wir den Zusammenhang Vi, = Vi fiir k = ¢+ 1,...,T. Dies folgt mit
Vier =V 4+ Y —ap = Vi
induktiv. Damit ergibt sich nun

pe(Y)

T
1
=—  esssup —E Z (ckar—1 — Vi) +er Vi | Fi

(at,...ar—_1)eAT—t Ct L k=t+1

T

1
_ = - +
= - ess sup —E |cp100 — @1V, + E (ckar—1 — @Vy, ) + oV | Fe
(at.ar—1)EAT—t Ct k=t+2

T

1 ~ _ _

= —  esssup —E |ci(ae + V7)) — e Vig, + Z (ckar—1 — @V, ) + crailVi | F
((J,t,...,aT_l)€AT_1E Ct k=t+2

T
c 1 i o )
= —t—+1V,s+ - ess sup —E E (ckar—1— @iV ) + er Vg | ]:t]

G (@t,....ar—1)€AT—t Ct k=t+1

firt=0,...,7 —1 und Y € R'. Betrachten wir nur das Entscheidungsproblem, also



4 Der Value-of-Information-Ansatz 66

den zweiten Summanden, so erkennen wir, dass dieses in 0 startet. O

Indem wir diese Verschiebungseigenschaft nutzen, kénnen wir nun drei wichtige Eigen-

schaften des Risikomafles beweisen.

Proposition 4.16 (i) Sei Y € R'. Fiir den vollstindig informierten Investor, fiir
dessen Investmentstrategie (ay,...,ar_1) zu jedem Zeitpunkt k =t,...., T — 1 ay

Fr-messbar ist, ist die optimale Strategie durch
(a;f, ce ,ai}_l) = (Y;H—la ce ,YT)

gegeben und es gilt

T
c c
pY) = ==2VE = 3 CEY | F
t k=t+1 ¢

(ii) Sei A € LY mit A > 0 und sei V; = 0. Dann gilt

pe(AY) = Api(Y), Y € R

(iii) Seim = (0,...,0,m4.1,...,mg) ein vorhersehbarer Prozess, d.h. my, € L., fiir
alle k=t+1,...,T. Dann gilt

T
¢

pr(Y +m)=p(Y) — Z L, Y eRL

k=t+1

Beweis. (i): Wir halten zunéchst fest, dass fiir das bedingte RisikomaB eine untere
Schranke durch

T
C C
p(Y) > =2V = N R | F
ct h—t+1

fir alle Y € R!' gegeben ist. Der Beweis dieser Aussage erfolgt analog zu dem Be-

weis von Lemma 4.13. Wihlt man die Strategie (ay,...,a%_ ;) = (Yip1,...,Yr) so gilt
fir den Vermogensprozess (Vii1,...,Vr) = (0,...,0) und die untere Schranke wird
angenomuen.

(ii): (Siehe Proposition 4.3 in [14]) Sei A € L{° mit A > 0. Weiterhin halten wir eine

beliebige Strategie (ay, . ..,ar_1) € ATt fest. Wir definieren den Vermogensprozess fiir
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den Prozess \Y durch

‘/;5,)\ = Oa
Vk,)\ = V;:;L/\ +)\Yk — Q1 = A <th1 +Yk — ak)\il) s k=t+ 1, R ,T.
Wir wihlen eine weitere Strategie (ay,...,ar—1) = %(at, ...,ap_1) € ATt und be-

zeichnen den zugehorigen Vermogensprozess mit (Vi)r—i41,. 7. Dann konnen wir die

Aussage wie folgt einsehen:

T
1
pt(AY)=— esssup —E Z

(at,...,aT_l)eAT_t Ct

(crar—1— qViy) + CT+1V£FA \ -Ft]

T
1 ~ ~
= —  esssup —E Z Mertp-1 — qiVy, ) + crp AVy | ]:t]

(ate.niir—1)€AT— Ct Lk=t+1

T
1 _ ~ ~
=—\  esssup —E Z (k-1 — @V ) + cr Vi | ]:t]

(@t —1)EAT—t Ct k—t+1

= Ape(Y).

(iii): (Siehe Proposition 4.3 in [14]) Sei erneut (ay,...,ar_;) € AT! eine beliebige

Strategie. Wir erhalten als neuen Vermogensprozess fiir den Auszahlungsprozess Y +m

V;f,m = ‘/ta
Vitrm = Yig1 + myp — ay,

Ve =Viiim + Yo +mp —ary, k=t+2,...T.

Wir definieren eine weitere Strategie (ay, . .., ar_1) = (a;—my1,...,ap_1—myp) € AT
und erhalten dadurch einen Vermogensprozess (Vk) k=t+1,...7- Indem wir Korollar 4.15

nutzen, kénnen wir folgern

pe(Y +m)
Ct+1 1 [ _
=2Vt esssup B\ Y (arr — aVi) +era Vil | ft]
Ct (at,...,anl)EATft Ct | k=t+1
Ct 1 g ~ ~,
— _—“Vt+ — ess sup —E Z (cr(ar—1 +mi) — @V )+ era Vi | .7-}]
Cy (atyeeyap—1)€AT—E Ct | k=t+1
T ¢
=pn(Y) - Z C—’:mk-

k=t+1
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]

Aussage (i) in der Proposition liefert eine analoge Aussage wie Lemma 4.13, jedoch
fiir beliebige Zeitpunkte ¢ = 0,...,7T — 1. Fiir t = 0 erh&lt man die Aussage des
Lemmas. Punkt (i7) liefert uns positive Homogenitit und Punkt (ii7) eine Variation
der Cash-Invarianz. Weitere Eigenschaften werden wir fiir stochastische Prozesse mit

zugrundeliegendem Markov Entscheidungsmodell beweisen.

Aussage (i) ermoglicht uns nun die Definition des bedingten Value-of-Information Ri-
sikomafes fiir Y € R! zu jedem Zeitpunkt ¢ und jeweils zur Verfiigung stehender

Information F; durch

¢ (Y) Ct+1v++ Z _EYk | ]__t Ci+1 V+

k=1 ©
T

—  esssup —E Z (ckar—1 — @V ) +erpl Vi | R

(at,...ap_1)€AT—t Ct k=t+1

T 1 T

k p—

Z —E[Y, | Fi]— esssup —E Z (crar—1 — @Vy ) + era Vi | Fi|
k=t+1 (at,....ap_1)€AT— Ct k=t4+1

Dieser Abschnitt soll jedoch vornehmlich der Untersuchung von p; dienen und wir wer-
den daher die nachfolgenden Aussagen nur fiir dieses Mafl angeben. Selbstversténdlich
gelten diese auch fiir das Optimierungsproblem des vollstéindig informierten Investor
und lassen sich somit in gewisser Weise auf das bedingte Value-of-Information Risiko-

maf} anwenden.

4.3.2 Markov Entscheidungsmodell

Im nachfolgenden Abschnitt untersuchen wir das bedingte Risikomafl p; genauer bei
zugrunde liegendem Markov Entscheidungsmodell. Als Einstieg dazu fithren wir das
Markov Entscheidungsmodell allgemein ein. Dabei orientieren wir uns an [15] und [14].
Das Hauptziel dieses Abschnitts ist, p; mittels statischer kohédrenter Risikomafie dar
zustellen. Insbesondere erhélt man dadurch eine Darstellung {iber den Conditional-
Value-at-Risk. Mithilfe dieser Erkenntnis lédsst sich abschliefend eine optimale Invest-

mentstrategie bestimmen.

Zudem weisen wir im Anschluss nach, dass das Risikomafl sowohl sub-additiv, als

auch monoton ist. Wir beenden das Kapitel mit einem konkreten Beispiel, in dem wir
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zunéchst das Markov Entscheidungsmodell konkretisieren und bei optimaler Strategie
eine Formel fiir das Risiko eines Auszahlungsstroms, der durch einen AR(1)-Prozess

getrieben wird, herleiten.

Definition 4.17 (Siehe Definition 2.1.1 in [15]) Ein Markov Entscheidungsmodell mit
Zeithorizont T' € N ist durch ein Tupel (S, A, Dy, Q¢, 74, G7), t =0,...,T —1 definiert,

wobei die Komponenten wie folgt definiert sind:
e S sei der Zustandsraum, versehen mit der o-Algebra S,

e A sei der Aktions- beziehungsweise Entscheidungsraum, versehen mit der o-
Algebra A,

e Dy C S x A sei eine messbare Teilmenge von S x A und beschreibe die Menge
der zuldssigen Entscheidungen zum Zeitpunkt ¢. D, enthalte den Graph einer
messbaren Abbildung f; : S — A, d.h. (z, fi(z)) € D, fiir alle z € S, und
die Menge Dy(z) = {a € A : (z,a) € D;} bezeichne die Menge der zulédssigen

Entscheidungen im Zustand z zum Zeitpunkt t,

o Qi : Dy xS — [0,1] sei ein Ubergangskern von D; nach S, d.h. fiir ein festes Paar
(x,a) € Dy ist

— B QB | ,a) ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf S und
— (x,a) — Q(B | x,a) messbar fiir alle B € S,

e 7, : Dy — R sei eine messbare Abbildung und r;(x, a) beschreibe den einstufigen

Gewinn zum Zeitpunkt ¢ im Zustand x und bei Entscheidung a,

e Gr : S — R sei eine messbare Abbildung und Gr(z) beschreibe den finalen

Gewinn zum Zeitpunkt 7'

Das nachfolgende Theorem liefert eine dquivalente Moglichkeit ein Markov Entschei-
dungsmodell zu definieren. Dabei wird das Modell mithilfe einer Ubergangsfunktion
konstruiert und die Anpassung an unser urspriingliches Entscheidungsproblem wird
vereinfacht. Es seien nun Zufallsvariablen Xi,..., X7 mit Werten in (E, &) gegeben.
Diese werden als Storungsvariablen bezeichnet, da X,,; den Ubergang vom Zustand

des Systems zum Zeitpunkt ¢ zu Zeitpunkt ¢+ 1 beeinflusst. Die Anderung des Systems
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wird dabei durch eine Ubergangsfunktion

T,: D, x E — S,

St+1 = Tt(St, Qg 33t+1)

beschrieben. Q;¥ sei die Verteilung von X, ; und somit ist QX(- | =z,a) ein

Ubergangskern fiir (z,a) € D;.

Theorem 4.18 Ist das Ubergangs-Gesetz des Markov Entscheidungsmodells gege-
ben durch Ty und Q¥, t = 0,...,T — 1, so kann es dquivalent durch das Tupel
(S, A, Dy, E, Ty, Qi ry,Gr), t =0,...,T — 1 beschrieben werden.

Beweis. Siehe Theorem 2.1.3 in [15]. O

Definition 4.19 (i) Eine messbare Abbildung f; : S — A mit der Eigenschaft
fi(z) € Dy(x) fiir alle x € S heifit zuldssige Markov Strategie zum Zeitpunkt
t=0,...,T—1.

(i) Fiir t = 0,...,7 — 1 bezeichne 7 = (f;,..., fr—1) eine (T — t)-stufige zuldssige

Markov Strategie und F7~! bezeichne die Menge dieser Strategien.

Als néchstes formulieren wir ein konkretes Modell und passen unser urspriingliches

Optimierungsproblem beziehungsweise das bedingte Risikomaf an.

Wie in den vorherigen Abschnitten sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) und eine

.....

dass eine Folge stochastisch unabhéngiger reell-wertiger Zufallsvariablen Xi,..., Xp

existiert, sodass fiir allet =1,..., 7T
.F;g = O'(Xl,...,Xt)

gilt. Der zu bewertende stochastische Prozess soll in diesem Modell durch eine Markov-
Kette (Zt>t:0

ZOZCGRa Zt:gt(Zt—laXt)a t:]-)"'vTv

fiir eine (B2, B)-messbare Funktion g; : R? — R beeinflusst werden.

Als Objekt der Risikobewertung betrachten wir nun stochastische Prozesse, die von der

Markov-Kette (Z;)i—o. 1 und den Zufallsvariablen X7, ..., X1 getrieben werden. Dazu

,,,,,
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nehmen wir an, dass (B2, B)-messbare Funktionen h} : R? — R existieren, sodass

Y, =h!'(Zi_1, X;) fiirallet =1,...,T

gilt, und wir bezeichnen die Menge dieser Prozesse mit R™.

Im Folgenden prézisieren wir die in Definition 4.17 eingefiihrten Komponenten des

Markov Entscheidungsmodells:

Fiir den Zustandsraum gelte S C R? mit o-Algebra S = B%. Fiir ein Element
s = (w, z) € S beschreibe dabei w eine Realisierung des Vermogensprozesses und

z eine Realisierung der Markov-Kette.
Fiir den Entscheidungsraum gelte A C R mit A = By.

Wir stellen keine Bedingungen an die Menge der zuléssigen Entscheidungen und
unterscheiden insbesondere nicht zwischen verschiedenen Zeitpunkten. Somit gilt
fiir alle Zeitpunkte sowie alle Zustdande s € S D(s) = A und die Menge der
Einschrinkungen sei D = S x A C R3,

Die Stérungsvariablen haben Werte in £ C R und die zugehorige o-Algebra sei
& = Bg.

Die Ubergangsfunktionen T} : D x E — S seien fiir alle t = 1,...,T gegeben
durch

Ty(s,a,2) = (w* +h) (2,2) — a,(=,2)), (s,0) = (w,z,a) € D, x € E,

Die Ubergangskerne Q¥ : D x S — [0, 1] seien fiir t = 1,...,T gegeben durch

QF(B | s,a) = P(Ty(s,a,X,) € B), BES.

Die einstufige Gewinnfunktion ist fiir ¢ = 0,...,T — 1 definiert durch
ri(s,a) = —quw~ + 10,  (s,a) € D.

Wir setzen hier ¢o = 0.

Die finale Gewinnfunktion ist gegeben durch

Gr(s) = cryiwt —qrw™, s=(w,z) € D.
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Definition 4.20 Wir bezeichnen den Prozess M,, ..., My, gegeben durch

M; = (Vi, Zy)
Mk:Tk(Mk—lafk:—l(Mk—l)an)? ]{?:t+1,,T,

als Markov Entscheidungsprozess fiir den Zeitraum ¢,...,7T. Hierbei ist V; das
Vermogen zum Zeitpunkt ¢ und (f, ..., fr_1) € FT~" eine (T — t)-stufige Strategie.

Mit diesen Vorarbeiten lésst sich nun das folgende wichtige Theorem formulieren, wel-
ches eine Darstellung des bedingten Risikomafles p; im Markov Entscheidungsmodell

liefert:
Theorem 4.21 Firt=0,...,T —1 gilt

1
plY) = =V — —Gu(Vi. Z).
t

Ct

Hierbei set
Gi(s) = sup Gir(s), se€b,

reFT-t

N

—1
Gtﬂr(s) =E Tk(Mk,fk<Mk)) —+ GT(MT) | M, =s , S& S,

t

fiir Strategien © = (fs,..., fr_1) € FT7t.

i

Beweis. (Siehe Kapitel 4.3 in [14]) Sei nun z = (x1,...,x;) € E* eine Realisierung von
Xy, ..., X, und wir wihlen ein w € {(X3, ..., X;) = x}. Weiterhin nehmen wir an, dass

: V.2 -
Funktionen h;”” : E* — S existieren, sodass

Vi, Z,) = b2 (X1, ..., X))
(Vi, Zi)(w) = h)"*(x)

gilt. Damit lédsst sich nun schreiben

T
1 _
pe(Y)(w) = — sup —E Z (ckar—1 — Vi ) +eraVi | (X, Xp) =@
(at,mar—1)€AT—t Gt | TR
LT T-1
= — sup —E Ci10¢ + Z (Ck+1ak - Qka_)
(atyar—1)€AT—t Ct | k=t+1
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teraVi —arVy | (Vi Z) = htv’z(x)]

T-1

@V, + Z Ch10k — Qi Vy )
k=t

=— sup —]E
(at,...,ar—1)€ cAT—t Gt

+CT+1V —qrVy | (Vi, Z) = hyz(x)]

=— sup —IE

T-1
Vi + > re(My, ai) + Gr(Mr) | My = h{**(x )]
b=t

1
=— %Vf — sup —E

Ct reFT—t Ct

irk(Mk, fk(Mk)) + GT(MT) ‘ Mt = h:/,Z(x)] )

wobei wir hier 7 (My, a) = cpr1ax — @V, und Gp(My) = cr Vi — qrVy eingesetzt
haben. Mit der Definition von G; und Gy, fir alle t = 0,...,7 — 1 folgt dann die
Behauptung. O

Das Ziel ist nun, eine optimale Strategie 7* = (f/,..., f5_;) zu finden. In [16] wurde
mithilfe eines dynamischen Programmierungstheorem eine Moglichkeit geschaffen ein
optimales 7* zu finden. Wir geben hier eine leicht abgewandelte Form des Theorems

an, wie es in [14] formuliert wurde, und verweisen fiir einen Beweis auf Theorem 3.2.1

n [16].

Theorem 4.22 Sei s € S ein fester Zustand undt = 0,...,T — 1 eine feste Zeit. Wir

definieren Funktionen

JT(§) - GT(g),
Ji(8) = sup{rg(8,a) + E[Jpp1(Mg11) | My = 3, ar, = al} (4.9)

acA

firk=t,...,T—1, s€S. Sind diese Funktionen fiir alle k =t,...,T" messbar und
wird das Sup'remum in a* = f(8) fir eine (S,B4)-messbare Funktion ff : S — A

angenommen, so ist ™ = (f},..., f7_,) eine optimale Strategie, sodass
Gt(S) = Gt,ﬂ* (8) = Jt(S).
Beweis. Siehe Theorem 3.2.1 in [16]. O

Das nachfolgende Theorem liefert die zentrale Aussage dieses Abschnitts. Es ldsst sich

zeigen, dass sich die Gewinnfunktionen G; fiir ¢ = 1,...,T durch den Conditional-
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Value-at-Risk darstellen lassen, beziehungsweise, dass die optimale Strategie mafigeb-

lich durch den Value-at-Risk determiniert ist.

Theorem 4.23 Firt=1,...,T wdhlen wir Level

By = Gk T Okl o (0,1)
qr — Ck+1

und Gewichte

Ap = as) S (O, 1).
Ck;

Weiterhin seien statische kohdrente Risikomaje
PP (Y) = =ME[Y] — (1 — \) CVaRg, (Y), Y €L

gegeben. Dann gilt firt=0,...,T und (w,z) € S:
(i) Die Gewinnfunktionen sind gegeben durch
T

Gi(w, 2) = ciwt — guw™ — Z ckIE[p(k)(Yk | Zk 1) | Zy=2], Y e RM .

k=t+1

(ii) Die optimale Strategie ©* = (f},..., fr_,) und der optimale Markov-Prozess
(M, ..., M}) sind gegeben durch

fo(w,2) =w" + VaRg, (Vi1 | Ze =2), s=(w,2) €S
firk=t,....,T —1 und

Mt* = (w, Z),
M= (Ye — VaRg, (Vi | Zr—1 = Mi_15), ge(M}_1 5, X))

firk=1,...,T.

Beweis. (Siehe Theorem 4.2 in [14]) a): Die Risikomafe p¥) k=1,...,T entsprechen

der Darstellung von Uz, in Lemma 4.11 und wir haben bereits gezeigt (siehe Korollar

4.7), dass es sich dabei um statische kohérente Risikomafe handelt.

b_): Wir zeigen nun zunéchst die Darstellung von G; mittels Riickwértsinduktion und
verwenden dabei hauptséchlich Theorem 4.22. Der Fall T' ist offensichtlich per Defini-
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tion klar. Wir betrachten also zunachst den Fall t =T — 1:

Gr_1(w, z) (g)sup{r;p,l((w, 2),a) + E[Gr(Mr) | Mr_y = (w, 2),ar_1 = al}

a€A

= — qT_lw_ + SU.E{CTCL + E[CT—HMQ—L_J
ac

- qTMil ’ MT*I = ('LU, Z)7 ar—1 = CL]}
=—qrqw +sup{cra + E[CT—H(M;—IJ + h¥<ZT—17 Xr)—a)t

a€A
—qr(M}y  + by (Zpy, Xp) — @)™ | Mpoy = (w,2),ap1 = a]}

=—qrw -+ sup{cTa + E[CTH(U)+ + h%(’% XT) - a)*
a€A

—qr(w* + hy(z, Xr) — a)7]}
=—qr_w” +epsup{a+ IEZ[%(w+ + hy(z, X7) —a)"
a€A T

- Z—;(Uﬁ + hY (2, Xp) — a)_] }

—

*

= — qT_lw_ + CTU}+ + CT_HE[hg(Z, XT)] + (CT - CT+1> CV&RBT(h%ﬂ/(Z, XT))

(e

= —grw” 4w + er 1 EYr | Zpoy = 2]
+ (CT — CT+1) CVaRgT (YT | ZT_1 = Z)
=—qrw +crwt — CT]E[;O(T)(YT | Zr_1) | Zpoy = 2]

~

=

fiir (w, z) € S und mit fr = E£=L Hierbei haben wir fiir Gleichung (*) die Identitéit

qT —CT+1

THEy + (1 - CT“) CVaRg, (V)

cr cr

= sup {E [a—l— TH (y —q)* - q—T(Y—a)_] } Y el

acA cr cr

die wir in Lemma 4.11 bewiesen haben, sowie die Cash-Invarianz von CVaRg, verwen-
det. Die Gleichung fiir Sr folgt aus demselben Lemma. Fiir Gleichung (%) haben wir
die Modellannahme Y; = htY (Zi-1, X;) eingesetzt. Wir weisen nun nach, dass das Su-
premum fiir a* = f3_ | (w, 2) = wh + VaRg, (¥ (2, X7)) = w' + VaRg, (Y7 | Zr_1 = 2),

(w, z) € S angenommen wird. Es gilt

Gr_1(w, 2) + grqw™

= cpa* + Eleppy (wh + hh(2, Xp) — a*)" — qp(w™ + W (2, X7) — a*) 7]}

= crw" + er VaRg, (hy (2, X1)) + Elera (hy (2, Xr) — VaRg, (hy (2, X7)))*
— qr(hy (2, X7) — VaRg, (hy (2, X1)))"]
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= crw’ + e VaRg, (W) (2, X71)) + cr 1 B[Ry (2, X7) — VaRg, (b} (2, X7))]
+ (er1 — ar)El(hy (2, X7) — VaRg, (hy (2, X1)))"]
= cpwt + ep i Elhy (2, Xr)]

I TR (BY (2, Xp) — VaRg, (B3(2, XT)))])

Cr — Cr41

+ (er — erq1) (VaRgT(h¥ (2, X7)) —

= CTU}+ + CT+1E[h¥(Z, XT)} + (CT - CT—H) CV&RﬁT (h;(z, XT>>,

womit wir gezeigt haben, dass das zuvor hergeleitete Supremum angenommen wird.
Im letzten Schritt haben wir die Identitét

1
CVaRg(W) = VaRz(W) — EE[(W — VaRg(W))™], W e L', € (0,1)
aus Proposition 4.9 genutzt. Damit folgt dann sofort

Mt* = (u}+ + h%(za XT) - f’;—l(w’ Z)ng(ZaxT))
= (h%(Z,XT> — VaRgT(YT | ZT,1 = Z),gT(Z,XT>), (UJ,Z) es.

Da Vy_; wegen der Messbarkeit von CVaRg, (Siche Lemma 1.1 in [14]) und fr_4
per Definition messbar ist, folgt mittels Theorem 4.22 der Induktionsanfang auch fiir

Behauptung (i) des Theorems.

Die Behauptung gelte nun fiir ein ¢ < T — 1 und wir beweisen die Aussage fiir ¢t — 1:

Gii(w, z) =sup{ri_1((w, ), a) + E[G¢(My) | My—1 = (0, 2), a1 = a]}

acA
—sug{ 1w + ca+ Elep M — oMy | My = (w,2), 401 = a
ac
—chE DYy | Zer) | Ze) | My—y = (w, 2), as—1 = a]}
k=t+1
:sug{—qt_lw_ +cia+Elegr(wt +h (2, X)) — a)t — q(wt + R (2,X,) —a)7|}
ac
T
= > GEEPOY | Z) | 2] | Zor = 2]
k=t+1

= qt,lw* +ewt + g pEY; | Zioy = 2]+ (¢ — ci1) CVaRg, (Y | Z4o1 = 2)

—chIE DY | Zea) | Zi) | Zia = 2]

fiir (w, z) € S. Die Markov-Eigenschaft und die Rechenregeln fiir bedingte Erwartungs-
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werte liefern uns
EE[p"® (Ve | Zi-1) | 2] | Zs-1 = 2] = BEN (Ve | Zi1) | Zo Zea] | Zia = 2]
=E[p® (Y | Zy1) | Zir = 2]
firallet=1,...,Tund k=t +1,...,T. Dies liefert uns die Behauptung
Gi1(w,2) = — gaw™ + quwt + 1 EY; | Zoq = 2]
+ (Ct — Ct+1) CV&R&(Y; ‘ Zt,1 = Z)
T
— Y GEp™ (Y | Zia) | Zia = 2]
k=t+1
T
== qw 4wt =Y gEpP (Vi | Zi) | Ziet = 2.
k=t
Die Behauptungen
a* = ff(w,z) =w" 4+ VaRg, (Y; | Zi_1 = 2),
M = (b (2, Xy) = VR, (Ye | Zyo1 = 2), gi(2, X0))
fir (w, z) € S folgen analog zum Induktionsanfang. O
Theorem 4.24 Das bedingte Risikomafs lisst sich fir allet =0,...,T — 1 durch
c g
p(Y) ="V E| Y WY Zi) [ 4 Y eRY,

Ct =1 Ct
darstellen.
Beweis. Die Aussage folgt sofort mit Theorem 4.21 und 4.23. [

Proposition 4.25 Seit =0,...,T —1 und V, = 0.

(i) py ist sub-additiv, d.h. fir alle Y)Y € RM gilt

(Y +Y) < pi(Y) + pe(Y).

(ii) p; ist monoton, d.h. fir alle Y)Y € RM mit Y <Y gilt

pe(Y) > pu(Y).
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Beweis. In Korollar 4.7 haben wir gezeigt, dass die statischen RisikomaBe p®) fiir alle
k=1,...,T kohérent sind. Mit der Darstellung aus Theorem 4.24 folgen dann sofort
die Behauptungen. O]

Damit haben wir bei zugrundeliegendem Markov Entscheidungsmodell die Eigenschaf-
ten (i)-(i74) und (v) bedingter kohérenter Risikomafle fiir Prozesse aus Definition 3.8 un-
ter geringen Einschrinkungen zeigen konnen. Punkt (77) aus Proposition 4.16 liefert die
Homogenitat mit der Einschrankung, dass der Vermogensprozess zum Bewertungszeit-
punkt Null ist. Anstatt die Cash-Invarianz fiir ein m € L°, also eine einzelne risikolose
Zahlung, zu zeigen, haben wir in Proposition 4.16 die Aussage fiir einen risikolosen
Zahlungsstrom (0,...,0,my 1, mMy42,...), wobei my Fp_j-messbar ist, nachgewiesen.
Die beiden oben hergeleiteten Eigenschaften liefern die Monotonie und bedingte Kon-
vexitdt aus Definition 3.8, wobei letztere eine Folgerung aus der positiven Homogenitét
und der Sub-Additivitét ist.

Wir schlieflen dieses Kapitel mit einem Beispiel, in dem wir das Risikomafl konkret

berechnen.

Beispiel 4.26 Die zugrunde liegende Markov-Kette sei durch einen AR(1)-Prozess

gegeben, d.h.
Zo =0,
Zt:9+£Zt—1+Xt7 tzl,...,T, 9,€€R7
wobei X1, ..., X7 stochastisch unabhingige und N (0, o2)-verteilte Zufallsvariablen sei-

en. Weiterhin wéhlen wir als Auszahlungsprozess
}/;:Zt_Zt—la tzl,,T
Wir benotigen zunéchst einige Vorarbeiten. Es gilt

]E[Zk_l | Zt] — Zt; ]C — t + 1,
k—2—t

E[Zi_1 | Z] =0 <1+ 3 51-) pettlg s k=t+42,... T

i=1

Die letzte Aussage folgt leicht per Induktion. Weiterhin gilt fiir die Stérungsvariablen
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Xt7 t= 17...7T:
VaR‘Bt (Xt) = ¢_1(1 — Bt)o'
o
CVaRg, (X;) = —0(27'(1 = By)),
5.7
wobei @ die Verteilungsfunktion und ¢ die Dichte der Standard-Normalverteilung be-
zeichnet. Mithilfe der Cash-Invarianz (siehe Korollar 4.7 und Lemma 4.10) folgt

WY | Zia) = =0 = Zea (€ = 1) + pM(X5),
VaRg, (Vi | Zr—1) = 0+ Zp1(§ — 1) + VaRg,,

fir k=1,...,T. Wir wihlen nun den nach Theorem 4.23 optimalen Vermogensprozess:

Vo =0,
V,=Y,— VaRg, (Y, | Z_1), t=1,...,T—1.

Nach diesen Vorarbeiten konnen wir das bedingte Value-of-Information Risikomaf} be-

stimmen:
. T
plY) == TRV HE | 3D (Y| Zie) | Z
k=t-+1
__ th_:l(yt — VaRg, (Y; | Zi1))*
+ Z Ck — (= 1DE[Z—1 | Z) + P(k)(Xk)>
k=11 ©

:_Ct_H(Xt VaRg, (X)) + 4 Z Ckp(k)(X)

c
t feti1 Ct

-3 Zel 4 (- 1)2)

ki1 Ct
) T
= — il(Xt — VaRgt (Xt))Jr - Z (1 - >‘k) CV&RBk (Xk)
Ct h—tt1

- Z =0+ (E - 1)Z).

fetr1 Ct
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Einsetzen der Formeln fiir VaR s, und CVaRg, liefert uns dann

p(Y) == -0 (1= B)o)T — 3 (1 - M) (@7 (1 - 5)

Ct . G B

k=t+1

: _ Ct—Ct+1 _ Ck+1
mit §; = P und A\, = o
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Fazit und Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit verschiedene Ansétze zur Risikobewertung kennengelernt.
Zum einen den klassischen Ansatz als minimale Kapitalanforderung in Form von dy-
namischen konvexen und kohédrenten Risikomaflen, zum anderen als Wert von Infor-

mationen in Form des Value-of-Information Risikomafes.

In den ersten beiden Kapiteln haben wir Risikomafe fiir jeden Zeitpunkt ¢t = 0,1, ...
axiomatisch als F;-messbare Abbildung eingefiihrt und sie als minimale Kapitalanfor-
derung, die zur Absicherung des Investments gefordert wird, interpretiert. Umgekehrt
kann man auch eine Menge an akzeptablen Finanzpositionen wihlen und daraus be-
dingte konvexe oder kohérente Risikomafle ableiten. Ein wichtiges Ergebnis war, dass
wir sowohl bedingte konvexe und kohérente Risikomafle fiir Zufallsvariablen als auch
fiir Prozesse, die von oben stetig sind, robust als schlimmsten erwarteten Verlust iiber
eine Menge an Wahrscheinlichkeitsmaflen darstellen kénnen. Diese Mafle werden jeweils
durch eine minimale Penalty-Funktion gewichtet. Ein weiteres wichtiges Ergebnis ist
der Zusammenhang von Zeitkonsistenz und gewissen Super-Martingaleigenschaften des
Risikomafles und seiner Penalty-Funktion. Dieses Ergebnis konnten wir sowohl fiir die

Bewertung von Zufallsvariablen also auch von Prozessen folgern.

Als Abschluss von Kapitel 2 haben wir beispielhaft anhand des entropischen Risiko-
mafes die gewonnenen Erkenntnisse untersucht. Wir haben gezeigt, dass es sich als
bedingtes konvexes Risikomafl robust darstellen ldsst und dass die minimale Penalty-
Funktion durch die relative Entropie gegeben ist. Auflerdem ist das dynamische entro-

pische Risikomaf} zeitkonsistent.

Im letzten Kapitel haben wir in Form des Value-of-Information Risikomafles einen
anderen Ansatz zur Risikobewertung kennengelernt. Hier wurde ein Optimierungspro-
blem eines klassischen uninformierten Investors mit dem eines vollstdndig informierten
Investors verglichen und aus der Differenz beider das Value-of-Information Risikomafl
konstruiert. Dieses Mafl haben wir zunéchst fiir allgemeine Gewinn- beziechungswei-

se Nutzenfunktionen konstruiert und im Anschluss fiir eine konkrete Gewinnfunktion
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genauer untersucht. Dabei ist sowohl die Bewertung von einmaligen Auszahlungen
als auch von Auszahlungsstromen moglich. Interessanterweise liefl sich folgern, dass
das Optimierungsproblem des uninformierten Investors bei der konkret gewéhlten Ge-
winnfunktion ein statisches kohérentes Risikomafl und dass das Value-of-Information
Risikomaf ein kohérentes Abweichungs-Risikomaf ist. Beide lassen sich durch den VaR
und CVaR darstellen.

Im Fall von Auszahlungsstrémen haben wir das konkrete Optimierungsproblem des
uninformierten Investors bei zugrunde liegendem Markov Entscheidungsmodell nédher
untersucht und konnten einige Eigenschaften bedingter kohdrenter Risikomafle aus Ka-
pitel 3 nachweisen. Insbesondere lésst sich dieses Maf als Summe statischer kohérenter
Risikomafle und ebenso iiber den VaR und CVaR darstellen. Auflerdem haben wir fiir
dieses konkrete Modell und Risikomafl eine optimale Entscheidungsstrategie folgern
konnen. Als Abschluss des Kapitels haben wir ein Beispiel betrachtet, in dem das Mar-
kov Modell durch einen AR(1)-Prozess getrieben wird. In diesem Fall konnten wir das

Maf3 ausfiihrlich berechnen.

Neben den vorgestellten Ergebnissen lassen sich viele weitere interessante Eigenschaften
dynamischer Risikomafle untersuchen. Beispielsweise stellt sich die Frage nach dem
Verhalten bedingter Risikomafle fiir ¢ — co. Dieser Frage wurde in [5] nachgegangen.
Des Weiteren lassen sich die Ergebnisse auf dynamische Risikomafle in stetiger Zeit und
auf die Bewertung von unbeschrankten Zufallsvariablen sowie stochastischen Prozessen

ibertragen. Dies wurde insbesondere in [17] durchgefiihrt.

In Kapitel 4 haben wir bei der Bewertung von Auszahlungsstromen den Schwer-
punkt auf ein konkretes Optimierungsproblem gelegt. Alternativ kann das Value-of-
Information Risikomafl fiir allgemeine Gewinnfunktionen genauer untersucht und in-
teressante Eigenschaften nachgewiesen werden. Weiterhin stellt sich die Frage, wie be-
dingte Abweichungs-Risikomafle axiomatisch definiert werden kénnten und ob das be-
dingte Value-of-Information Risikomafl aus Abschnitt 4.3.1 diese Axiome erfiillt. Im
Markov Entscheidungsmodell wire es zudem moglich auf Zeitkonsistenz zu priifen und

Martingal-FEigeschaften nachzuweisen. Auf letztere wurde in [14] eingegangen.
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