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Einleitung

Das LIBOR-Markt-Modell erfreut sich vor allem im Bankensektor einer grofien
Beliebtheit. Dieses Zinsstrukturmodell wird zur Bewertung von Zinsderivaten,
die ein wichtiges Instrument zur Absicherung gegen das Zinsanderungsrisiko dar-
stellen, herangezogen. Unter Beachtung des groflen Handelsvolumens der Zinsde-
rivate ist die Marktkonsistenz der verwendeten Zinsstrukturmodelle von grofler
Relevanz. Die LIBOR-Markt-Modelle bauen auf der Modellierung der Forward-
LIBOR-Raten auf, wobei die Dynamik einer LIBOR-Rate durch ihre Volatilitats-
struktur festgelegt wird. Es stellt sich also die Frage, wie die Volatilitatsstruktur
der LIBOR-Raten zu wéhlen ist, damit das Modell mit den Marktdaten konforme
Ergebnisse liefert.

In der vorliegenden Masterarbeit werden drei Ansétze fir die Modellierung der
Volatilitatsstruktur vorgestellt und im Hinblick auf die Problemstellung disku-
tiert. Dabei stellt die Fahigkeit den auf dem Markt beobachtbaren Verlauf der
impliziten Volatilitdt der Caplets abzubilden einen wichtigen Indikator fiir die
Giite eines Modellansatzes dar. Caplets gehoren zu den meistgehandelten Zins-
derivaten und es besteht ein direkter Zusammenhang zwischen ihrer impliziten
Volatilitat und den Marktpreisen. So fiihrt eine Fehleinschatzung der implizi-
ten Volatilitdat zur Fehlbepreisung der Caplets. Daher werden bei jedem der drei
Modellansatze die Modellierungsmoglichkeiten fiir die implizite Volatilitat der
Caplets analysiert.

Die Eignung eines Modellansatzes fiir die Anwendung in der Praxis ist stark
von dessen Kalibrierungsmoglichkeiten abhangig. Dabei wird ein Modell meist
an die Marktdaten der Caplets und Swaptions kalibriert. Somit ist neben der
Marktkonsistenz die Existenz von gut handhabbaren Bewertungsmethoden fiir
diese Zinsderivate essentiell. Aus diesem Grund bildet das Herleiten der entspre-
chenden Bewertungsmethoden fiir die jeweiligen Modellansétze einen weiteren

Schwerpunkt dieser Arbeit.



Die vorliegende Masterarbeit ist wie folgt gegliedert. Im ersten Kapitel wer-
den die relevanten Zinssatze und Zinsderivate erlautert. Das zweite Kapitel
stellt die Einleitung in das LIBOR-Markt-Modell dar und teilt sich in zwei Un-
terabschnitte auf. Im ersten wird die allgemeine Struktur des Modells dargelegt
sowie die stochastischen Differentialgleichungen, die die Dynamik der LIBOR-
Raten beschreiben, hergeleitet. Im zweiten Unterabschnitt wird die Dynamik
der LIBOR-Raten unter einem einheitlichen Wahrscheinlichkeitsmafl beschrieben.
Dadurch wird an dieser Stelle deutlich, dass ein LIBOR-Markt-Modell durch die
Volatilitat der LIBOR-Raten festgelegt wird.

Die Kapitel 3, 4 und 5 befassen sich mit den unterschiedlichen Volatilitatsstruk-
turen. Dabei wird im dritten Kapitel der triviale Modellansatz mit determinis-
tischen Volatilitdten behandelt. An diesem Ansatz wird der Begriff der impliziten
Volatilitat sowie der Skew-Effekt erklart. Im vierten Kapitel wird das Constant
Elasticity of Variance(CEV)- bezichungsweise das Limited CEV(LCEV)-Modell
analysiert. Das fiinfte Kapitel enthalt die Untersuchung des Modellansatzes mit
stochastischer Volatilitat.

Das Fazit in dem Kapitel 6 und der Anhang komplettieren diese Masterarbeit.

An dieser Stelle méchte ich Privatdozent Dr. Volkert Paulsen fiir die Uberlas-
sung dieses interessanten Themas und fiir die gute Betreuung bei der Erstellung
dieser Masterarbeit herzlich danken. Ein weiterer Dank gilt meiner Familie, die

mich wahrend des gesamten Studiums stets unterstiitzt hat.

Ich versichere, dass ich die vorliegende Masterarbeit selbstiandig verfasst und
keine anderen als die angegebenen Hilfsmittel benutzt habe. Die Stellen der Ar-
beit, die dem Wortlaut oder dem Sinn nach anderen Werken (dazu zédhlen auch
Internetquellen) entnommen sind, wurden unter Angabe der Quelle kenntlich ge-

macht.
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1. Grundlagen

In diesem Kapitel werden fiir die vorliegende Masterarbeit relevante Zinssatze und
Zinsderivate beschrieben und definiert. Hierfiir dienen [BBA|, [BMO01], [Hul09]
und [Paull] als Literaturquellen. Zuerst wird der LIBOR erlautert.

Definition 1.1 (LIBOR) Die British Bankers’ Association erfragt an jedem Han-
delstag ausgewahlte Banken des Londoner Bankengeldmarktes, zum welchen Zins-
satz diese bereit sind einander Kredite zu gewdhren. Der aus diesen Angaben
errechnete durchschnittliche Interbankenzinssatz wird als LIBOR(London Inter-
bank Offered Rate) bezeichnet. Der LIBOR wird in 10 Wihrungen und fir 15
Laufzeiten (von einem Tag bis 12 Monate) verdffentlicht.

Es ist anzumerken, dass die Kredite zum LIBOR-Satz nur an Banken mit
einer sehr hohen Bonitit! gewihrt werden und somit ein zu vernachlissigendes
Ausfallrisiko aufweisen. Aus diesem Grund kann der LIBOR als der risikolose
Zinssatz verstanden werden. Der LIBOR dient als Benchmark fiir kurzfristige
Darlehenszinsen und bildet den Basiszins fiir viele Zinsderivate.

Der LIBOR legt definitionsgemafl die Zinsstrukturkurve bis zu einer Laufzeit
von 12 Monaten fest. Der Verlauf der LIBOR-Zinsstrukturkurve bis zu zwei Jah-
ren wird iiber die Eurodollar-Futures und dariiber hinaus iiber die Swap Raten

ermittelt.

Fiir die folgenden Definitionen und Erlauterungen sowie fiir das mathematische
Modell soll der Handelszeitraum als endlich vorausgesetzt werden. Das heifit fiir
ein 7% mit 0 < T* < oo wird das Zeitintervall [0,7*] als der Handelszeitraum

gesetzt. Als Erstes wird die Nullkuponanleihe definiert.

!Die Banken miissen mindestens ein AA-Rating (zweitbeste Stufe) der Rating Agentur S&P
vorweisen.



Definition 1.2 ( Nullkuponanleihe ) Eine Nullkuponanleihe mit der Laufzeit
T €[0,T*] ist ein festverzinsliches Wertpapier, das seinem Inhaber zu einem
zukiinftigen Zeitpunkt T eine Auszahlung von einer Geldeinheit, ohne weitere

Kuponzahlungen wdahrend der Laufzeit, garantiert.

Die so definierte Nullkuponanleihe mit der Laufzeit T" wird im weiteren Ver-
lauf als ein T-Bond bezeichnet. Der Prozess (B(t,T"))o<t<r beschreibt die Wer-
teentwicklung des T-Bonds wéhrend der Laufzeit, wobei B(t,T) dem Wert des
T-Bonds zu einem Zeitpunkt ¢ < T' entspricht.

Da das LIBOR-Markt-Modell auf den Nullkuponanleihen aufbaut, miissen ei-
nige Annahmen beziiglich der T-Bonds getroffen werden. Zum einen wird an-
genommen, dass ein T-Bond einer ausfallsicheren Anlage entspricht. Das heif3t
der Inhaber eines T-Bonds erhélt eine sichere Auszahlung von B(T,T) = 1 zum
Zeitpunkt T'. Zum anderen wird B(¢,T) > 0 fir alle t, 7T mit 0 < ¢t < T < T*
und B(t,Th) > B(t,T3) fur beliebige ¢, T1,T, mit 0 < t < T} < Ty < T* voraus-
gesetzt. Auf diese Weise soll sichergestellt werden, dass eine sichere Auszahlung
nicht ohne Einsatz von Kapital moglich ist.

Ausgehend von den T-Bonds konnen alle relevanten Zinssatze hergeleitet wer-
den. Hierfiir soll der Werteprozess eines T- Bonds B(-,T) einer weiteren Voraus-
setzung gentigen und in 7T differenzierbar sein. Fiir die folgenden Betrachtungen
sollen bei der Bemessung von Zeitintervallen die Feier- und die Wochenendtage
vernachléssigt werden, das heiit T, — 7 gibt die Lange des Zeitintervalls [T}, T3]
mit T} < T5 an.

Der jahrliche Zinssatz, mit dem sich das Kapital zwischen dem jetzigen Zeit-
punkt £ und einem in der Zukunft liegenden Zeitpunkt 7" < T risikolos ver-
zinst, wird als Spot Rate bezeichnet.! Angenommen es wird eine Geldeinheit
in eine risikolose Anlage fiir den Zeitraum [t, T investiert, das heifit es werden
B(t,T)~! T-Bonds erworben. Zum Zeitpunkt 7" bringt jeder T-Bond eine sichere
Auszahlung von einer Geldeinheit. Folglich liefert eine Geldeinheit in ¢ B(t,T) ™"
Geldeinheiten zum Zeitpunkt 7'. Somit erfiillt der jahrliche Zinssatz L(t,T') einer

'Es wird zwischen der diskreten und der stetigen Spot Rate unterschieden. Da in dieser Arbeit
nur die diskreten Zinssatze von Interesse sind, wird auf die Erlauterung der stetigen Zinssétze
verzichtet. Fiir weitere Informationen zur stetigen Verzinsung sei an dieser Stelle auf [BMO1]
verwiesen.



risikolosen Anlage fiir das Zeitintervall [¢, T'] folgende Gleichung

L1+ LT = 1) = o

Der Zinssatz L(t,T) wird als die diskrete Spot Rate oder auch als LIBOR-Spot

Rate bezeichnet.

Definition 1.3 (LIBOR-Spot Rate und die Short Rate) Sei t der jetzige und T
ein in der Zukunft liegender Zeitpunkt mit 0 < t < T < T*. Die LIBOR-Spot
Rate L(t,T) gibt den Zinssatz fiir eine risikolose Anlage fir das Zeitintervall [t, T

bei einer linearen Verzinsung an. Es gilt

e =55 (5 )

Betrachtet man die Spot Rate fiir ein infinitesimal kleines Zeitintervall, das heifst

also T \(t, so erhdlt man die sogenannte Short Rate ry

, , 1 1-B(tT)
rei=Ho L(t,T) = lm B, T) T—t
Bu=1 1 B(t,T)— B(t,t)
~¢t B(t,T) T—t
9]
= — —log(B(t,T
g7 (BT

Da der Anlagezeitraum infinitesimal klein ist, kann r; als die augenblickliche Zins-

rate, mit der das Kapital zum Zeitpunkt t verzinst wird, verstanden werden.

Es sei nun [T}, Ty], aus dem jetzigen Zeitpunkt ¢ betrachtet, ein in der Zukunft
liegendes Zeitintervall mit 0 <t < T} < Ty < T*. Es stellt sich die Frage welcher
risikolose Zinssatz F'(t;T1,Ts) in t fiir das Zeitintervall [T}, T3] garantiert werden
kann. Wobei F(t; Ty, T,) Forward Rate oder auch LIBOR-Forward Rate genannt
wird.! Um diese Frage zu beantworten, wird das sogenannte Forward Rate Agree-
ment (FRA) definiert.

! Analog zu der Spot Rate wird auch hier nur die diskrete Forward Rate behandelt.



Forward Rate Agreement

Ein FRA ist ein Kontrakt, in dem zum aktuellen Zeitpunkt ¢ > 0 ein fester
Zinssatz fiir eine Kapitalanlage beziehungsweise -aufnahme zwischen den in der
Zukunft liegenden Zeitpunkten 77 und T3 vereinbart wird. Unter der Annahme,
dass die Kapitalanlagen und -aufnahmen zu dem LIBOR getatigt werden, wird
somit bei einem Kredit statt dem variablen Zinssatz L(T},T,) der zum Zeitpunkt
t vereinbarte feste Zinssatz K auf das Nominalkapital gezahlt. Daher fiihrt ein
FRA, mit einer Geldeinheit als Nominalkapital, zum Zeitpunkt 75 zu der folgen-
den Auszahlung

(Ty — T)(L(Ty, T») — K) gm—l—K(Tg—ﬂ). (1.1)

Die Forward Rate stimmt definitionsgeméfl mit dem Zinssatz K iiberein, fiir
den ein entsprechender FRA in ¢t den Wert 0 hat. Denn in diesem Fall entspricht
K gerade dem fairen festen Zinssatz, der zum Zeitpunkt t fiir das Zeitintervall
[Ty, Ts] festgelegt wird. Um den Wert der Forward Rate zu erhalten, muss also
der Preis des FRA in ¢ ermittelt werden. Es ist daher der Wert der Auszahlung
(1.1) zum Zeitpunkt ¢ zu bestimmen.

Die sichere Auszahlung von K (7, —1T;)+1=: A Geldeinheiten in T, erhélt man,
wenn zum Zeitpunkt ¢ A T5-Bonds erworben wurden. Aus Arbitragegriinden
entsprechen somit A Geldeinheiten in T A - B(t,T5) Geldeinheiten in ¢. Analog
kann man sich iiberlegen, dass eine sichere Auszahlung von B(T},T5)~! in T
einer Geldeinheit in 77 und B(t,T}) Geldeinheiten in ¢ entspricht. Folglich ist der
arbitragefreie Preis eines FRA zum Zeitpunkt ¢ gegeben durch

und ist genau dann gleich 0, wenn

B(t,T) — B(t, Ty) 1 <B(t’T1> _ 1)

K= Bt,T) (T —T)) (To—T)) \ B Ty)

gilt.



Definition 1.4 (LIBOR-Forward Rate und die augenblickliche Forward Rate)
Seien t,T7 und Ty Zeitpunkte in dem Handelszeitraum mit t < Ty < Ty. Die
LIBOR-Forward Rate F(t;T1,T3) ist der risikolose Zinssatz fiir das Zeitintervall
(11, T3], der zum Zeitpunkt t festgesetzt wird. F(t;T1,Ts) ist definiert durch

F(ETLT) = o ! 7 (ggg _ 1) . (1.3)

Lasst man nun Ty gegen Ty laufen, so erhdlt man aus der Sicht in t den augen-
blicklichen Zinssatz f(t, Ty) zum Termin Ty. f(t,T1) wird augenblickliche Forward

Rate genannt und es gilt

. , I B(tT) - BT
t,1T7) =1 F(t;17,15) = — 1
f( ) 1) Tzl\r(r'_llwl ( sy L1, 2) Tgl\r%H B(t,Tg) T2 . Tl

0
== oxlog(B(LT))| .
or T
Bemerkung 1.5 Aus der Gleichung (1.2) und (1.3) folgt, dass ein FRA fiir
das Zeitintervall [T7, T3], 0 < t < T} < Ty, < T*, zum Zeitpunkt t folgenden

arbitragefreien Preis besitzt

FRA(t:T),T) = B(t, To)(To — T)(F(t; Th, Ts) — K). (1.4)

Im Folgenden werden die am weit verbreitetsten Zinsderivate definiert und
erlautert. Zur Vereinfachung sollen alle Derivate auf der gleichen Tenorstruktur
0=Tyo< Ty <Ty < --- < Ty < T* definiert werden. AuBlerdem konnen die
unten vorgestellten Derivate zu einem beliebigen Nennwert abgeschlossen werden.
Zwecks Abkiirzung werden aber nur normierte Fille mit dem Nennwert von einer
Geldeinheit betrachtet.

Zinscaplet und Zinscap

Ein Zinscaplet ist ein Derivat, das zur Absicherung gegen steigende variable Zin-
sen eingesetzt werden kann. Fin Caplet wird zum jetzigen Zeitpunkt ¢ fiir ein
in der Zukunft liegendes Intervall [T;,7;11], 1 < j < N — 1, abgeschlossen.
Zum Zeitpunkt ¢ wird ein Strike-Zins K festgelegt, der die obere Grenze fiir den
variablen Zins fir das Zeitintervall [T}, Tj41] darstellt. Der Zeitpunkt T; wird



Zinsanpassungstermin genannt. An diesem Termin wird die fiir [1},7}4,] anfal-
lende Spot Rate L(T}, Tj,1) festgesetzt. Ubersteigt nun die Spot Rate L(Tj, Tj41)
den Strike K, so wird die Differenz der Raten entsprechend der Lénge des An-
lageintervalls [T}, T;41] in Tj4, ausgezahlt. Somit stellt ein Caplet das Recht ein

FRA auszuiiben dar und liefert in 7}, folgende Auszahlung
(Tj1 — T)(L(T, Tyy) — K2 (1.5)

Auf diese Weise sichert ein Caplet gegen steigende variable Zinsen ab. Liegt zum
Beispiel bei einem Handler ein Darlehen mit einer variablen Verzinsung vor, die in
dem Zeitintervall [T}, T;41] an die LIBOR-Spot Rate angepasst wird, so sorgt ein
entsprechendes T;-Caplet dafiir, dass der fiir [1},7};41] anfallende Zinssatz nicht
den Zinssatz K iibersteigen.

Normalerweise wird nicht nur ein Caplet, sondern eine Folge von aufeinander
aufbauenden Caplets abgeschlossen. Seien T;,, T, zwei Termine auf der Tenor-
struktur mit 7},,1 < 7},. Dann wird ein Portfolio aus Caplets, mit T,,, T}, 11, ...,
T,,—1 als Zinsanpassungstermine, ein Cap fiir das Zeitintervall [T}, T,,] genannt.
Es ist anzumerken, dass alle in dem Cap enthaltenen Caplets zum gleichen Stri-
ke K, auch Cap Rate genannt, abgeschlossen werden. Daher fiihrt ein Cap fiir
das Zeitintervall [T}, T},,] zu jedem Zeitpunkt 741 mit j € {n,...,m — 1} zu der
Auszahlung (1.5).

Ist also Cl(t;T;,Tj11, K) der Wert eines Caplets fiir das Intervall [T}, Tj11],
je{n,n+1,...,m— 1}, mit Strike K zum Zeitpunkt ¢, dann ist der Wert des
entsprechenden Caps gegeben durch

m—1
Cap(t; T, Tp) = Y CU(tE Ty, Tjsn, K) .

j=n

Floorlet und Floor

Im Gegensatz zu einem Caplet sichert ein Floorlet gegen fallende variable Zinsen
ab. Ein Floorlet fiir das Intervall [T}, 7;41], 1 < j < N — 1, mit Strike K fiihrt
zu einer Auszahlung in T}, falls die zum Zeitpunkt 7; beobachtbare Spot Rate
L(T};,T;4+1) unter dem in ¢ festgelegten Zinssatz K liegt. Daher liegt in T}, eine

Hierbei ist 2T := max{z, 0}.



Auszahlung von (741 — T;) (K — L(T},Tj11))* vor.

Ein Floor fiir ein Intervall [T,,, T},,] wird analog zu einem Cap als ein Portfolio
von Tj-Floorlets mit j € {n,n+1,...,m — 1} und dem gleichen Strike K defi-
niert. Bezeichnet man mit Fi(t; 1}, Tj+1, K), j € {n,n+1,...,m — 1}, den Wert

eines Floorlets fiir das Intervall [T}, Tj11] mit Strike K zum Zeitpunkt ¢, dann ist

m—1
Floor(t;T,, T,n) = Y FI(t; T}, Ty, K).

j=n

der Wert des Floors in ¢.

Zinsswap und Swaption

Seien T, und T}, zwei Termine auf der Tenorstruktur mit 7,,; < 7}, und ¢ der
aktuelle Zeitpunkt mit 0 < ¢ < T,,. Ein Zinsswap ist eine Vereinbarung zwischen
zwei Vertragspartnern zum Tausch von variablen gegen fixe Zinszahlungen, die
in den Zeitintervallen [T3,Tj41], n < j < m—1, auf ein Nominalkapital anfallen.
Dabei wird der Zinssatz K fiir die fixen Zahlungen zum Zeitpunkt ¢ festgelegt.
Man spricht von einem Payer-Swap, wenn die festen Zinsen gezahlt und die va-
riablen erhalten werden. Bei einem umgekehrten Zahlungsfluss spricht man von
einem Receiver-Swap.

Ein Payer-Swap kann als eine rollierende Abfolge von den zum Zeitpunkt ¢
abgeschlossenen FRA-Kontrakten fiir die Intervalle [T, T;41], n < j < m — 1,
gesehen werden. Somit erhalt man den Wert eines Payer-Swaps zum Zeitpunkt ¢
mithilfe der Gleichung (1.4). Es gilt

m—1
Swap(t:;T,, T) = )  FRA(t T, Tr)

j=n

= (Tj1 = T3)B(t, Tja) (F (15, Tj) — K)

j=n
m—1
1.3
=SB, ~ Bt Tyn) — K(Tyn — T))B(t Ty1)
j=n
m—1
— B(t.T,) — B(t.Ty) — K Y (Tj1 — T)B(t, Tyr). - (L6)
j=n



Genau wie bei einem FRA kann man sich die Frage stellen, wie der feste Zins-
satz K in t zu wahlen ist, damit die variablen und die festen Zinsen, die in dem
Intervall [T,,, T,,] anfallen, in ¢ den gleichen Wert aufweisen. Fiir den so gewéhlten
Zinssatz K hat der Swap zum Zeitpunkt ¢ offensichtlich den Wert 0 und aus der
Gleichung (1.6) folgt

B(t,T,) — B(t,T,,)

K= Z?:}l(é}ﬂ OBt Tm) Rom(t). @

Der so definierte Zinssatz R, ,,(t) wird als die Forward-Swap-Rate bezeichnet.
Der arbitragefreie Preis des Swaps zum Zeitpunkt ¢ kann nun in Abhéngigkeit

von der Forward-Swap-Rate angegeben werden. Es gilt

)_l

m—

Swap(t: Tp, T) =2 B(t,T,) — )= K (Tye— T)B(t, Tjan)
j=n
(17) m—1
= Rum(t) (Tj+1_Tj> tTJ+1 KZ g+ B(t, Ty 1)
j=n
m—1
= (Bum(t) = K) p_(Tj1—T5)B(t, Tj11).
j=n

Eine Swaption fiir das Zeitintervall [T,,, T},,] stellt eine Option auf einen Swap
fiir das gleiche Zeitintervall dar. Das heifit der Inhaber der Swaption besitzt das
Recht den Swap in T}, auszuiiben. Die Swaption wird genau dann ausgeiibt, wenn
der Swap in T,, einen positiven Wert aufweist, also wenn Swap(T,,; T, T,,) > 0
gilt. Die durch den Swap verursachten Zahlungsstrome haben in 7;, den Wert
Swap(Ty; Ty, T,,). Daher liefert die Swaption in 7, folgende Auszahlung

[y

Swap<Tn;Tme)+ = (Rn,m(Tn) - K)+ (TYj—H - E)B(TTL77}+1)

n

3

<.
Il

10



2. Einfuhrung in das
LIBOR-Markt-Modell

2.1. Aufbau und Annahmen des
LIBOR-Markt-Modells

In diesem Abschnitt wird der allgemeine Aufbau des LIBOR-Markt-Modells sowie
die Forderungen an das Modell dargestellt. Das Ziel ist es dann, ausgehend von
den Grundannahmen eine stochastische Differentialgleichung aufzustellen, die die
Dynamik der LIBOR-Raten beschreibt. Die folgenden Ausfiihrungen basieren auf
[BMO1] und [Paul2].

Das Modell wird auf einer Tenorstruktur 0 = Ty < Ti< Ty ... < Ty <T*< o0
mit den jeweiligen Intervalllangen 0, := T4, — T, j = 1,..., N — 1, definiert.
T, beschreibt hierbei den aktuellen Zeitpunkt. Die in der Zukunft liegenden Zeit-
punkte T}, ..., Ty werden in der Abhéangigkeit von den zu betrachtenden LIBOR-
Forward Raten gewéhlt. Die Nullkuponanleihen (B(t,T}))o<i<r;, j = 1,..., N—1,
bilden die Basisfinanzgiiter des Modells. Der Ty-Bond (B(t, Ty ))o<t<T, dient als
Verrechnungseinheit, fungiert also als Numéraire.

Es wird angenommen, dass die Quelle des Zufalls von einem d-dimensionalen
Wiener-Prozess W = (Wy,..., W) getrieben wird. Das heifit es existiert ein
filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (2, (F;)¢>0, P), der den Informationsverlauf
des Modells beschreibt, wobei (F;)i>o die von W erzeugte Wiener-Filtration ist.

Es wird auflerdem gefordert, dass das LIBOR-Markt-Modell arbitragefrei ist.
Mit dem ersten Fundamentalsatz der Preistheorie! folgt aus dieser Annahme
die Existenz eines zu P dquivalenten WahrscheinlichkeitsmaBes Py auf (€2, Fry)

beziiglich dem die Preisprozesse aller Basisfinanzgiiter ausgedriickt in Numéraire-

!Siehe Theorem 10.5 in [Bj604].
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2.1 Aufbau und Annahmen des LIBOR-Markt-Modells

Einheiten lokale Martingale sind. Es gilt also Py ~ P und

(M

ist ein lokales Py-Martingal fiir alle 1 <j < N —1.
B(t, TN) ) 0<t<Tj

Py wird als ein aquivalentes Martingalmafl bezeichnet. Da Py als ein Forward-
martingalmafl zum letzten Termin auf der Tenorstruktur T gesehen werden
kann, wird Py auch Terminal-Measure genannt. Fiir die folgenden Betrachtungen

wird angenommen, dass W ein Wiener-Prozess beziiglich Py ist.

Das LIBOR-Markt-Modell baut auf der Modellierung der LIBOR-Forward Ra-
ten auf. Der Wert einer LIBOR-Forward Rate fiir ein Zeitintervall [1},7}44],
1 <j <N —1, zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7] ist gegeben durch (vgl. Definition 1.4)

| [ B4,T,
J )

Man schreibe zur Abkiirzung L;(t) fiir die LIBOR-Forward Rate F'(t; T}, Tj11).

Im Folgenden soll nun die Dynamik von L; fiir ein beliebiges 1 < j < N —1
unter dem &aquivalenten Martingalmafi Py beschrieben werden. Aufgrund der
oben getroffenen Annahmen beziiglich der Bondpreise sind die LIBOR-Raten
(Lj(t))o<t<t;, 1 < j < N — 1, strikt positive Prozesse mit

o= ()
1 (B(t,T;) B(t,Ty) ]
T (B(t,TN) B(LTj) ) ‘

J

Daher ist L; eine zweimal stetig differenzierbare Funktion von zwei lokalen Py-
Martingalen. Somit ist nach der It6-Formel' der stochastische Prozess L; fiir ein
1 <j < N —1 ein strikt positives Semimartingal beziiglich Py.

Definiert man ein Prozess (X(t))o<i<r; durch

t
1 .
X;(t) = /0 m dL;(s), firein t e [0,T;],

so ist X ein strikt positives Semimartingal und die Dynamik von L; kann durch

!Siehe Kapitel IV Theorem 3.3 in [RY05].
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2.1 Aufbau und Annahmen des LIBOR-Markt-Modells

die stochastische Differentialgleichung
AL (t) = L,(t) dX, (1)

beschrieben werden.
Das Semimartingal X; besitzt eine eindeutige Zerlegung in einen lokalen Mar-

tingalanteil M/; und einen Anteil von beschrankter Variation A;, das heifit
X;(t) = M;(t)+ A;(t) furalle 0 <t <T;.
Es folgt
dL;(t) = Ly(t) dM;(t) + L;(t) dA;(t).

Es wird vorausgesetzt, dass A; absolut stetige Pfade beziiglich des Lebesgue-

Mafles besitzt, das heiit es existiert ein stochastischer Prozess (u;(t))o<i<7; mit
t
A;(t) = / pi(s)ds firalle 0 <t <Tj.
0

Da auflerdem eine Wiener-Filtration vorliegt, folgt mit dem Martingaldarstel-

lungssatz', dass ein d-dimensionaler previsibler Prozess o; = (0(1) a(d)) mit

PR
Px (Jo* loj(s)||* ds < 00) =1 und

t d t
AWFA@@M@zZA@%WWﬁMﬂMKKE
=1

existiert.

Insgesamt erhalt man folgende Dynamik unter dem Terminal-Measure Py
dL;(t) = L;(t) (u;(t) dt + o;(t) AW (L)) (2.2)
d
:LAﬂ(M@ﬁh+§:éWﬂﬂ%u0,
i=1

wobei p; die Drift und o; die Volatilitat der j-ten LIBOR-Rate darstellt.

!Siehe Kapitel V Theorem 3.5 in [RYO05].
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2.2 Dynamik beziiglich des Terminal-Measure

Definitionsgeméf ist die LIBOR-Rate Ly_; ein stetiges lokales Py-Martingal
(vgl. Gleichung (2.1)). Das heifit, dass der Anteil von beschriankter Variation von
Lx_1 unter Py gleich Null ist. Daher folgt py_1 = 0. Es stellt sich nun die Frage
wie die Drift einer LIBOR-Rate L; mit 1 < j < N — 1 definiert ist. Diese Frage

wird nun in dem folgenden Abschnitt beantwortet.

2.2. Dynamik beziiglich des Terminal-Measure

Das Ziel dieses Abschnittes ist es die Gestalt der Drift der LIBOR-Rate L; fiir
ein beliebiges 1 < 7 < N — 1 unter dem Terminal-Measure Py weiter zu spezifi-
zieren. Man betrachte hierfiir ein Forwardmartingalmaf8 P;;; zum Termin Tj,;.
Das Forwardmartingalmafl Pj;; ist ein zu Py aquivalentes Mafl unter dem die

Forwardpreisprozesse der Basisfinanzgiiter zum Termin 7j;, lokale Martingale
bilden, das heif3t

B('7Tj+1)

Die LIBOR-Rate L; ist nach der Definition (vgl. (2.1)) ein lokales Martingal
beziiglich P;;. Daher ist die Drift der LIBOR-Rate beziiglich P;;; gleich Null.

Fiihrt man nun einen Mafiwechsel von Py nach P;y; durch, so kann durch das

ist ein lokales P;;;-Martingal fiir alle 1 <k < N — 1.

Ausnutzen dieser Eigenschaft p; ermittelt werden.

Satz 2.1 Essei W = (Wy,...,Wy) ein d-dimensionaler Wiener-Prozess beziiglich
Py und Pj11, 1 < j < N —1, ein Forwardmartingalmaf zum Termin Tjq, dann

wird durch

WO (4) = Z / 56kLk ox(s)ds
kL

k=j+1

ein d-dimensionaler Wiener-Prozess bezuglich Pjyq definiert mit

]

G+ () — (1) — Coi(s) . -
W (t) = Wi(t) Z o, (s)ds firalle 1 <i<d.
0

14



2.2 Dynamik beziiglich des Terminal-Measure

Ferner gilt

N-1

O L (
- Y k a;(t) ox(t)
SkLy(t) + 1
k=j+1
N-1 d
5kLk ()
kZH 5L Z ) firalle 0 <t <Tj.

Beweis: Die Behauptung wird induktiv von j = N — 2 nach j = 1 gezeigt. Sei
also j = N — 2. Unter Verwendung der Numéraire-Technik! erhilt man fiir den

Forwardmartingalmafl Py_; folgenden Py -Dichteprozess

dPy1| B(t,Tn-1) B(0,Ty) (21) On—1Ln_1(t) +1
dPy |z B(t,Tn) B(0,Tn-1) On—1Ln-1(0) +1

= RN_l(t).

Da Ly_; ein lokales Martingal beziiglich Py ist, gilt

5N_1dLN_1(t) (2_2) (SN_lLN_l(t)UN_l(t) dW(t)

dRn-{t) = Sn_1Ln_1(0)+1 On—1Ly—1(0) +1
B On—1Ln_1(t)
— RN_I(t)(SNflLN71<t> ] on_1(t) dW(t)
== RN_l(t)XN_1<t) dW(t) mit
Xya(t) = <dokva® o0

On_1Ln_ 1(t) +1

Somit erfiillt der Dichtequotientenprozess Ry_1 eine lineare stochastische Diffe-

rentialgleichung. Diese wird gelost durch

Bxcalt) = o ([ sty aw(s) — 5 [ ca(s)Pas) 2

Siehe Abschnitt 24.3 in [Bj604].
2Siehe Satz 5.2 und die Bemerkung 11.3.3 in [Bjo04].
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2.2 Dynamik beziiglich des Terminal-Measure

Mit dem Satz von Girsanov! folgt, dass

WD) =W(t) - <W, / XN_ldW>
/ Xy-1(s) ds

In—1Ln—1(s)
5N—1LN—1< ) +1

= W) -

on-_1(s)ds

ein d-dimensionaler Wiener-Prozess beztiglich Py_; ist. Damit folgt

dLn_5(t) = Ly—2(t) (n—2(t) dt + on_o(t) dW (t))

= LN_Q(t) ((MN—Q(t) + 5N5A;LlNLAi(1)(t—{)— 1

+ on_a(t) dW(N—”(t)).

JN_Q(t)aN_l(t)) dt

Aufgrund der Martingaleigenschaft von Ly_o unter Py_; folgt schliefSlich

dn—1Ln-1(t)
On—1Ln_1(t) +1

pn—2(t) = — on-2(t)on-1(t).
Somit ist die Behauptung fiir j = N — 2 gezeigt.
Nun gelte die Behauptung fiir ein beliebiges 1 < j < N — 1. Das Forwardmar-

tingalmafl P; ist durch den folgenden Dichtequotientenprozess definiert

de _ B<t7Tj) B(OwTj-ﬁ-l) _ 5ij<t> + 1
de-H Fi B(taTj-&-l) B(O’Tj) 5ij(0) +1

Da L; definitionsgemafl ein Martingal beztglich P;;; ist, erhalt man analog zu
oben eine lineare stochastische Differentialgleichung fir R;
0, dL;(t) ; .
dR;(t) = ——17— = R;(t)X;(t) dAWY T (¢) mit
(0= 51 g = BOX@ A () m
§;L;(t)
X, = 5T o)

t) +
= R;(t) = ex (/X ) dW Ut (s /HX )| ds)

Siehe Theorem 11.3 in [Bjo04].
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2.2 Dynamik beziiglich des Terminal-Measure

Mit der Anwendung von dem Satz von Girsanov und der Induktionsvoraussetzung

folgt, dass
W(j)(t) — W(j+1)(t) _ <W(j+1),/Xj dw(j+1)>
t

= WU () — /t X;(s)ds

Yyww - 3 / Xe(s) ds— | X;(s)ds
k=j+1"0 0

—W(t) - Z 0 X.(s)ds
i t 5kLk(8)

=Wi(t) — 4 /0 SeLe(s) + 1 or(s)ds

ein d-dimensionaler P;-Wiener-Prozess ist. Somit erhalt man folgende Dynamik
fir L;_; beziiglich P;

dLj1(t) = Lj1(t) (-1 (t) dt + 0;1(t) dW(2))
= L;ja(t) ((MJ 1(t) + Z 5k5kLk Uj—l(t)ffk(t)> dt
+ 04(t) dW(j)(t)>.

Mit der Martingaleigenschaft von L;_; beziiglich P; folgt schliefllich die Behaup-
tung fir j — 1.

OJ

Aus dem Satz 2.1 folgt, dass die Dynamik der LIBOR-Rate L;, 1 < j <
N — 1, unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl Py durch die folgende stochastische

Differentialgleichung beschrieben wird

dL;(t) = ( Z 5k5’“L’f ox(t) dt+dW(t)> L 0<t<T

k=j+1
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2.2 Dynamik beziiglich des Terminal-Measure

Es féllt auf, dass die Dynamik von L; allein von den 0;, 1 < j < N —1,
abhangt. Somit wird das LIBOR-Markt-Modell vollstandig durch die Volatilitat
der LIBOR-Raten festgelegt.

Es stellt sich die Frage, wie die Volatilitatsstruktur zu wahlen ist, damit die
aus dem Modell resultierenden Preise moglichst gut die Marktdaten treffen. In
dem weiteren Verlauf der vorliegenden Arbeit werden drei Ansétze fiir die Vo-
latilitatsstruktur unter dieser Fragestellung analysiert. Auflerdem werden fiir die
unterschiedlichen Modellansitze die Bewertungsmethoden fiir die Caplets und
Swaptions aufgezeigt. Denn die Eignung eines LIBOR-Markt-Modells fiir die Be-
wertung von Zinsderivaten in der Praxis ist nicht nur von dessen Marktkonsistenz,
sondern auch von dessen Kalibrierungsméglichkeiten abhéngig. Uber die Caplet-
und Swaption-Modellpreise kann das Modell an die Marktdaten kalibriert werden.

Der erste mogliche Ansatz fiir die Volatilitatsstruktur wurde erstmals in den Ar-
beiten von Brace, Gatarek, Musiela (siche [BGM97]), Jamshidian (siehe [Jam97])
sowie von Miltersen, Sandmann und Sondermann (siche [MSS97]) vorgestellt.
Hier werden die Volatilitaten als deterministische, beschrankte Funktionen der
Zeit, vorausgesetzt. In dem folgenden Kapitel wird dieser Ansatz diskutiert und
es wird erlautert, wie die aus dem Modellansatz resultierende implizite Volati-
litat der Caplets iiber das Ausmafl der Marktkonsistenz des Modells bestimmt.
[BMO1] und [Paul2| dienen als Literaturquelle fiir das néchste Kapitel.
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3. Deterministischer Ansatz

Der in diesem Kapitel vorgestellte Modellansatz basiert auf der Annahme, dass
die Volatilitat o; der j-ten LIBOR-Rate eine deterministische, beschrankte Funk-
tion der Zeit ist. Das heif3t fiir ein beliebiges 1 < 7 < N —1 erfiillt die LIBOR-Rate
L; unter dem Forwardmartingalmafl P;; folgende stochastische Differentialglei-

chung
dL;(t) = L;(t)o;(t)dWw (). (3.1)

Die eindeutige Losung dieser linearen stochastischen Differentialgleichung ist

L0 =L e ([ o) w0 - 3 [yl as). 62

Da o, eine deterministische und beschrankte Funktion ist, kann eine genaue Aus-
sage iiber die Verteilung von L;(t) fiir ein ¢ € [0,7;] unter dem Wahrschein-
lichkeitsmafl P;1; getroffen werden. Unter Verwendung der bekannten Verteilung
konnen dann die Caplets und Swaptions bewertet werden, siehe Abschnitt 3.1.1
und 3.2.

Man setze fiir ein beliebiges ¢t € [0,T;] X; := f(f oj(s) dWU+D(s). X, ist ein
Wiener-Integral der deterministischen, beschrdnkten Funktion o; : [0,7;] — R

und ist somit normalverteilt mit
EX; =0 und

Var(X;) = E [ / oy(s) dww‘“)(s)r - / oy ds

!Siehe Satz 2.19 in [Dec06].
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3.1 Bewertung von Caplets

Daher gilt

([ o) = [oyisras)
(=3 [P as / oo s ).

Mit der Gleichung (3.2) folgt dann, dass Ljéé)) fir ein ¢t € [0,7}] unter Py

~

lognormal-verteilt ist. Genauer gilt

28w (4 [oltas, [oolas) firae 0<i< (33)
LJ(O) 5 i i , i j > U > 4. .

Diese Eigenschaft ist vor allem bei der Bewertung der Caplets von grofler Bedeu-

tung.

3.1. Bewertung von Caplets

3.1.1. Black’s Formel

Das Ziel ist es nun eine geschlossene Formel zur Bewertung von Caplets herzulei-
ten. Ein Caplet fiir das Intervall [T}, Tj11], 1 < j < N — 1, mit Strike K ist das
Recht die diskrete Spot Rate

1 1
F(T3 15, Tn) = 5 (m - 1)
J 70 =7

gegen einen festen Zinssatz K in 7T}y einzutauschen (vgl. die Ausfithrungen zu
den Caplets in Kapitel 1). Daher fithrt ein 7;-Caplet zu der Auszahlung

(F(T3: 15, Tyn) — K) 05 = (Ly(T)) — K)" 65 in Tjy

Die Hohe der Auszahlung des Tj-Caplets stimmt also mit der Hohe der Auszah-
lung einer Call-Option auf die LIBOR-Rate L; mit dem Ausiibungszeitpunkt 7;
und Strike K iiberein. So kann bei der Preisbestimmung eines Caplets analog zur
Bewertung einer Call-Option in einem Black-Scholes-Modell vorgegangen wer-

den. In dem ersten Schritt wird der Forwardpreis des Caplets zum Termin 7},
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3.1 Bewertung von Caplets

bestimmt. Dieser ist gegeben durch
Ejr [0 (Li(T) — K)'],

wobei mit E; 4 [-] der Erwartungswert beziiglich des Forwardmartingalmafes P;4
bezeichnet wird.

Den Spotpreis des Caplets erhdlt man durch das Abdiskontieren des Forward-
preises mit B(0,T}41). So lésst sich der Preis des T;-Caplets mit Strike K in ¢ =0

berechnen durch

C5(0) == CU0; 15, T, K) = B(O Tj+1) 0; Ejn [(Li(Ty) — K)7] (3.4)
= B(0,Tj11) & (Li(0) P (L(Ty) > K) = K Py (Ly(T) > K))
. dPj, L;(t)
mit  —2 fir alle 0<t¢<Tj.
AP, ~ L;(0)

Nun kann die Verteilungseigenschaft der j-ten LIBOR-Rate ausgenutzt werden.
Mit (3.3) folgt

PolLy(T;) > K) = Pros (1o (Igj((Toff) > log (Lfo)))
| (bg( &) 30 o)1 ds>log(Lf§0))+%foT7|oj<s>2ds)
" VIE ()P ds VIE () ds

N J/

~N(0,1)

log (7257) + 3 Jo” o (s)]” ds

VI llos ()1 ds
o (o8 (552) = 1 7 loso) I ds
VI oy ()] ds

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

=1—-7

?

Um Pj,1(L;(T;) > K) zu berechnen, muss zunichst die Dynamik von L; un-

ter dem Wahrscheinlichkeitsmaf pj+1 bestimmt werden. Aufgrund der speziellen
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3.1 Bewertung von Caplets

Gestalt des Dichtequotientenprozesses

APy
P |

Li(t) . t - L[
= P exp( [t aw#(5) - 3 [MosolPas)  o<e<T,
LJ(O) 0 2.Jo

erhélt man mit dem Satz von Girsanov den 15j+1 ~Wiener-Prozess WU+ durch

t
WU () = WUt (1) —/ 0;(s)ds fiir alle 0 <t <Tj.
0
Es folgt also
AL;(0) 2 L5 (1)o,(6) AW (1) = Ly(0) (3(6) W) + 1oy (1) di)

Die eindeutige Losung dieser stochastischen Differentialgleichung ist

L) = L0 e ([ 06 V006 + [ o) - ool s )
~ 10w ([ o) a5+ [ ool ds).

In gleicher Weise, wie in der Einleitung zu diesem Kapitel, kann gezeigt werden,

dass unter Pji4

L;(t)
L;(0)

1 [t ¢
~ LN (5/ ||gj(3)||2ds, / Haj(3)||2ds> fir alle 0 <t <T; gilt.
0 0

Somit folgt analog zu oben

L;(© T;
o (o2 (52) + 1 o)1 ds

VI oy ()] ds

Insgesamt erhélt man die sogenannte Black Formel fiir Caplets.

Pja(Li(Ty) > K) =
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3.1 Bewertung von Caplets

Satz 3.1 (Black’s Formel fir Caplets)
Der Preis eines Caplets fiir ein Zeitintervall [T;,Tj 1], 1 < j < N —1, mat Strike
K int =0 ist gegeben durch

P (0) = B0, Ty41) 8 [Ly(0)@ (i (Ly(0))) — KB(h_(L,(0)))] it
log (&) £ 5 fT [loy ()| ds

VI oy ()1 ds

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

hs(z)

9

Die in Satz 3.1 angegebene Preisformel fiir die Caplets ermoglicht eine schnelle
Kalibrierung des Modells an die Marktdaten. Aus diesem Grund wird in der
Praxis iberwiegend der Ansatz der lognormal-verteilten LIBOR-Raten benutzt.
Leider ist dieser Ansatz nicht zufriedenstellend, wenn es darum geht das Verhalten
der impliziten Volatilitat der Caplets abzubilden.

Die Fahigkeit eines Modellansatzes den Verlauf der impliziten Volatilitat nach-
zubilden ist ein wesentlicher Indikator fiir die Marktkonsistenz des Modells. In
dem nachsten Abschnitt wird dies naher erlautert. Aulerdem wird gezeigt, dass

der deterministische Modellansatz nicht tiber diese Fahigkeit verfiigt.

3.1.2. Skew Effekt

Es wird nun untersucht, wie marktkonsistent der oben vorgestellte Modellansatz
ist. Dabei steht der sogenannte Skew-Effekt der impliziten Volatilitat der Caplets
im Vordergrund. Zunéchst werden die Begriffe der impliziten Volatilitat und des
Skew Effekts erklart.

Neben den Capletpreisen ist die implizite Volatilitat der Caplets auf dem Markt
beobachtbar. Sie lasst sich mithilfe der Black-Scholes Formel fiir Caplets erklaren.
Man nehme an, dass die LIBOR-Rate L; von genau einem eindimensionalen
Wiener-Prozess beeinflusst wird und eine konstante Volatilitat o; besitzt. Dann
kann die Bewertung des T;-Caplets analog zum Abschnitt 3.1.1 erfolgen. Der
Preis des Caplets in ¢ = 0 in Abhangigkeit von der Volatilitat ¢; ist gegeben
durch

C;5(0,55) = B(0, Tj41) 0; [L;(0) (1 (L;(0), 55)) = KO(f-(L;(0),6;))]  (3.5)
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3.1 Bewertung von Caplets

mit

log (&) £ 10%T;
felr,0) = g<f;)¢_T?“ ;.
J

Die implizite Volatilitét ist die Volatilitat 7, fiir die C}(0, 6;) mit dem Marktpreis

des Caplets libereinstimmt. Genauer gilt

Definition 3.2 Sei C’JM der Marktpreis des Caplets fir das Zeitintervall [T}, Tj41]
mit dem Strike K. Die implizite Volatilitat des Caplets a;mp ist diejenige Volati-
litdt, fir die CM = C;(0,05"™) erfiillt ist.

Nimmt man an, dass der im Abschnitt 3.1.1 vorgestellte deterministische Mo-
dellansatz die Marktpreise fiir die Caplets liefert, dann gilt fiir die implizite Vola-
tilitdt C;(0,07") = CPlak(0). Aus dem Vergleich der Formel (3.5) mit der Black
Formel fiir Caplets ergibt sich folgende Gleichheit fiir die implizite Volatilitat

imp 1 i 2
o =A\T lo;(s)[I"ds (3.6)
J JO

Da ajmp auf dem Markt quotiert ist, kann diese Gleichheit fiir die Kalibrierung des

Modells verwendet werden. Es ist aber anzumerken, dass sich in der Praxis eine
Abhéangigkeit zwischen der impliziten Volatilitdt und dem Strike K beobachten
lasst. Es tritt ein sogenannter Skew Effekt auf, das heifit, dass die implizite Vo-
latilitéat aémP mit dem steigenden Strike K sinkt. Die Gleichung (3.6) weist aber
keine Abhangigkeit der Volatilitdt von dem Strike auf. Das heifit, dass die aus
dem Modell resultierende implizite Volatilitat der Caplets fiir alle Strikes gleich
ist. Wird nun das Modell mithilfe der Gleichung (3.6) an die implizite Volatilitét
der Caplets mit Strike K* kalibriert, dann wird die tatsachliche implizite Volati-
litat aufgrund des Skew Effekts fiir 0 < K < K* unterschatzt und fir K > K*
iiberschatzt.

Nach der Definition 3.2 liegt offensichtlich ein Zusammenhang zwischen der
impliziten Volatilitdt und dem Marktpreis des Caplets vor. Der folgende Satz

zeigt, dass die Funktion C; monoton wachsend in o ist.!

Vergleiche Abschnitt 6.8 in [Paul0].
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3.1 Bewertung von Caplets

Satz 3.3 Die Funktion C;(0,-), definiert durch

Cj(0,0) = B(0,Tj41)d; [L;(0)@(f+(L;(0),0)) — K@(f-(L;(0),0))],0 € R,
mat

log( ) + 102T

fﬂ:(x70‘)_ O'\/T )

1t streng monoton steigend.

Beweis: Zu zeigen ist, dass % > ( gilt. Es ist zu beachten, dass

fr(x,0) = f-(w,0)+0/T; = 0,fi(x,0)=0,f (v,0)+/T;  (3.7)

gilt. Zur Abkiirzung wird im Folgenden fy fiir f4(L;(0), o) geschrieben. Wird mit
¢ die Wahrscheinlichkeitsdichte der Standardnormalverteilung bezeichnet, dann

folgt fiir ein beliebiges o

00D (0, 1310) 8, (L O)p(F) 0uFr — o) 80 f)

= )B(O Tj1) 05 [ o(f)VTj + 0o f- [Lij(0)p(f1r) — Ko(f-)]] -

do

Ferner gilt

X
log (90 log
o(f

X

0,5f 1
(‘;‘; 05f§>=—§(fi—f2)
( +2f0\/_+02T f2>
Lj(

(3.7

1
2

i

Dies ist aquivalent zu Ko(f-) =0. Somit folgt

de(O, 0')

do B(0, Tj11)6;L;(0)o(f1)y/T; > 0.
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3.2 Bewertung von Swaptions

Aus Definition 3.2 und Satz 3.3 folgt somit, dass mit hohen Capletpreisen
eine hohe implizite Volatilitat einhergeht und umgekehrt. Daher bringt die Fehl-
einschatzung der impliziten Volatilitat die entsprechende Fehlbepreisung der Cap-
lets mit sich. Hieraus folgt die Notwendigkeit von Modellansatzen, die den Skew
Effekt nachbilden konnen.

Solche Modellansatze werden in Kapitel 4 und 5 vorgestellt. Vorher wird aber
noch auf die Bewertung der Swaptions in dem deterministischen Modellansatz

eingegangen.

3.2. Bewertung von Swaptions

In diesem Abschnitt werden die Moglichkeiten zur Bewertung von Swaptions
in dem vorliegenden Modell erlautert. Man betrachte eine Swaption auf dem
Zeitintervall [T,,T,,,], 1 <n <m < N, mit Strike K. Diese Swaption fiihrt in 7,

zur folgenden Auszahlung

wobei (R, (t)) der Swapraten-Prozess mit

0<t<Ty

B(t,T,) — B(t,T,,)

Rym(t) = —— (3.8)
S 0Bt Ty)
ist.! Man setze
m—1
Nom(t) :=>_ 6;B(t, Tj) fiiralle 0 <t < T,
j=n

Der arbitragefreie Preis der Swaption in ¢ = 0 ist gegeben durch
PSym(0) = B(0,T,)E, [(Rom(Th) — K)" Now(T0)]

wobei E, [] der Erwartungswert beziiglich des ForwardmartingalmaBes P, zum

Termin T, ist.

Vergleiche die Erliuterungen zu den Swaps und Swaptions in Kapitel 1.
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3.2 Bewertung von Swaptions

Die Grundidee bei der Berechnung von P.S,, ,,,(0) besteht nun darin einen Ma$-
wechsel zu einem Wahrscheinlichkeitsma P° durchzufiihren, so dass R, ein
lokales Martingal beziiglich P* ist. P wird als Forwardswapmaf bezeichnet und

ist folgendermaflen definiert:

Definition 3.4 Man setze Ny (t) = Y00 6;B(t, Tjs1) fiir alle 0 < t < T,.

Dann heifst ein Wahrscheinlichkeitsmaff P° Forwardswapmapf, wenn

fiir jedes 1 < § < N — 1 ein lokales Martingal beziiglich P® ist.

Insbesondere ist dann (R, ,,)o<t<r, mit

B(t,T,) — B(t,T,,)

o) = =N 0

fir 0<t<T,

ein lokales Martingal beziiglich P*.
Mithilfe der Numéraire Technik! erhalt man die folgende Gestalt fiir den Dich-

tequotientenprozess

B(0,T,) Npm(t)
Npum(0) B(t,T,)

PS
d = Lo(t) =

= 0<t<T,.
dP, |, ==

Da (R, (T,) — K )+ Npm(T),) eine Fr,-messbare Zufallsvariable ist, folgt mit

dem Bayes-Theorem?

PS,m(0) = B(0,T)Ey [(Rom(Tn) = K)" Non(T)]
= B(O, Tn) ES |:(Rn,m(Tn) - K)+ NH,M(Tn) ) ﬁ}
= BT (Run(T) — K No(T) - gl
PZT N () ES [(Rom(T) — )], (3:9)

wobei mit E° [] der Erwartungswert beziiglich P bezeichnet wird.

1Siehe Abschnitt 24.3 in [Bjo04].
2Siehe Satz B.41 in [Bjo04].
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3.2 Bewertung von Swaptions

Zur Berechnung von PS,,,,(0) ist es nun notwendig die Dynamik von R, ,
beziiglich P° in dem vorliegenden LIBOR-Markt-Modell zu bestimmen.

Es sei zunachst angenommen, dass die Swaptionrate lognormal-verteilt ist. Das

heift man unterstellt die Existenz einer deterministischen, beschriankten Funktion

500, T,] — R? sodass (R,,n(t))o<i<t, folgende stochastische Differentialglei-
chung erfillt

ARy (t) = 0°(t) Ry (£)dAWS (1) (3.10)

wobei W* ein Wiener-Prozess unter dem Forwardswapmafl P® ist. In diesem Fall
geht man dann, unter Beachtung der Formel (3.9), analog zur Bewertung von

Caplets vor und erhalt Black’s Formel fiir Swaptions.!

Satz 3.5 Black’s Formel fir Swaptions

Man betrachte eine Swaption fir das Zeitintervall [T,,T,], 1 < n < m < N,
mit Strike K. Sei R,,,, die dazugehdrige Swaprate definiert durch (3.8). Erfillt
der Swapraten-Prozess die stochastische Differentialgleichung (3.10), so weist die
Swaption zum Zeitpunkt t = 0 folgenden Wert auf

PSpm(0) = N (0) (R (0)2(dy (R (0))) — KP(d- (R (0))))
mit
log () £ 5 Jo " o @) at

Vi loswlPa

wobeir ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

di (ZE)

Die Annahme der deterministischen Swaptionvolatilitdt stimmt nicht mit dem
vorliegenden Modell iiberein. Denn aus der Annahme der lognormal-verteilten
LIBOR-Raten folgt, dass ¢ ein stochastischer Prozess ist. Im Folgenden soll nun

die tatsichliche Gestalt von ¢°

, ausgehend von der vorliegenden Dynamik der
LIBOR-Raten (2.2), hergeleitet werden. Die folgenden Ausfiihrungen orientieren

sich an [HW99].

'Fiir weitere Details siehe Kapitel 6.7 in [BMO1].
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3.2 Bewertung von Swaptions

Das Ziel ist es also die Volatilitat der Swaprate R, ,, zu bestimmen. Hierfiir
wird zunéchst die Swaprate in Abhangigkeit von den LIBOR-Raten dargestellt.
Es gilt

B(t,T,)
B(t,T,) = B(t,T) _  Bedw !
SIS B ) Y e e

j=n % B(t,Tm)
_ Hm_ G L+ -1 (3.11)
S T (GiLa(t) + 1)

dabei ist die letzte Gleichheit erfiillt, da aus der Definition der LIBOR-Rate

Rn,m (t) =

B, T;)
Bt Too) (6;L;(t) +1)

fiir alle 1 < 5 < N — 1 folgt und somit fiir jedes 1 < j <m

B(t,T;) _ BT) Bt Tin) B, Twa) _
B(t,Tn) B(t,Tj11) B(t,Tj+2) = B(t,Ty) - E (6;Li(t) + 1)

gilt. Es folgt, dass die Swaprate R, ,, eine zweimal stetig differenzierbare Funk-
tion der LIBOR-Raten L,,,..., L,,_; ist. Daher kann die Dynamik der Swaprate
mithilfe der It6-Formel ermittelt werden. Man betrachte die Dynamik der Swap-
rate unter dem Terminalmafl Py. Da die Driftterme nicht von Interesse sind,

werden diese bei der Anwendung der It6-Formel nicht beachtet. Es gilt

Z 8§£km dLy(t) + (---) dt

(22) X DRy
Z L) W) Ly (t) AW (t) 4 (- - ) dt. (3.12)
Nun miissen die partiellen Ableitungen ng;cm, n < k <m — 1, ermittelt werden.

Mit der Gleichung (3.11) folgt

log (Ry,.m) = log ("ﬁ (0;L;(t)+1) — 1> — log (’”Z_ d; "i__[ (0;L;(t) + 1)) .

j=n j=n =741
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3.2 Bewertung von Swaptions

Nun gilt zum einen

Olog(Rum(®) 1 ORum(t)
OLy(t) " Rum(t) OLk(t)

und zum anderen

Dlog(Rum(t) 0TIy (0:L5(1) + ) G 5H_J+u¢k(5‘ﬂi(t)+1)

OLx(t) 10 (0,Ls(t) + 1) — S 6 I (GiL(h) + 1)

o [ 6L +1) Y2 5Hw+l< () + 1)
5kLk(t)+1\Hm1(5L()+1) 1 S It (L) +1) )

-~

=y (t)

J/

Es folgt
OLx(t) oLy (t) + 1
m—1
(3.12) _ 0p L (1)
) o 0) = Ra®) 3 0k0700) S a0 )

Somit ist die Volatilitat der Swaprate R, ,, gegeben durch

Z”’“ Mk() i1

Offensichtlich ist 0¥ ein stochastischer Prozess. Folglich kann der Swaptionpreis
nicht mithilfe der Black Formel genau berechnet werden. Grundsatzlich ist die
Bewertung der Swaptions mithilfe der Monte-Carlo-Simulation moglich.! Diese
Bewertungsmethode ist aber mit einem hohen numerischen Rechenaufwand ver-
bunden. Aus diesem Grund ist man an Methoden interessiert, die mit einem
geringeren Rechenaufwand eine vergleichsweise gute Naherung fiir die Swaption-
preise liefern.

Durch das sogenannte Freezing kann die Volatilitit o durch eine determinis-
tische Funktion approximiert werden. Unter Freezing versteht man eine Abschat-

zung des Wertes einer LIBOR-Rate zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ durch den

'Fiir die Einzelheiten zu der Monte-Carlo-Simulation und zu der Anwendung der Bewertungs-
methode bei den Swaptions sieche Abschnitt 6.10 in [BMO1].
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3.2 Bewertung von Swaptions

Wert der jeweiligen LIBOR-Rate zum Zeitpunkt 0. Das heifit, dass Lg(t) ~ Ly (0)
fir alle 0 <t <Tp und n < k <m — 1 gilt. Es folgt

3k Lk (0)

ouLi(0)+1 5 ().

HOEDPEAGLA)

&9 ist eine Linearkombination der o), mit n<k<m — 1 und ist daher eine deter-
ministische und beschrankte Funktion der Zeit. Somit fithrt Freezing zu der An-
nahme, dass die Swaptionrate naherungsweise lognormal-verteilt ist, falls dies fiir
die LIBOR-Raten der Fall ist. Brace, Dun und Barton haben die Giite der Appro-
ximation der Swaptionvolatilitat durch Freezing sowie der daraus resultierenden
Annahme der lognormal-verteilten Swaptionrate untersucht (vgl. [BDB99]). Sie
kamen zu dem Schluss, dass Freezing und die Annahme der lognormal-verteilten
Swaptionrate sinnvolle Ergebnisse liefern. Es kann also eine gute Naherung fiir
den Swaptionpreis berechnet werden, indem &° in die Black Formel fiir Swaptions

(Satz 3.5) eingesetzt wird.
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4. CEV-Ansatz

Bei einem deterministischen Modellansatz ist keine Abhéngigkeit der impliziten
Volatilitdt der Caplets von dem Strike K gegeben (siche Abschnitt 3.1.2). Das
heifit die Modellierungsmoglichkeiten sind sehr stark eingeschrankt, da nur der
Level der impliziten Volatilitat beeinflussbar ist. Eine Modellierung des Skew
Effektes ist dagegen nicht moglich.

In diesem Kapitel wird das CEV(Constant Elasticity of Variance)-Modell vor-
gestellt, das Paper [AA00] von Andersen und Andreasen sowie [BMO01] dienen
hierzu als Literaturquelle. Es gibt zwei wesentliche Vorteile dieses Modells. Zum
einen bietet es die Moglichkeit einen streng monoton fallenden oder steigenden
Verlauf der impliziten Volatilitdt zu modellieren. Zum anderen kann die Wahr-
scheinlichkeitsdichte einer LIBOR-Rate zu einem festen Zeitpunkt unter dem
entsprechenden Forwardmartingalmafl bestimmt werden. Damit kann dann ei-
ne geschlossene Formel fiir die Capletpreise sowie fiir die Approximation an die
Swaptionpreise hergeleitet werden (siehe Abschnitt 4.2 und 4.3). In dem folgenden
Abschnitt wird die Struktur und die Eigenschaften des CEV-Modells erldautert,
dabei werden nicht nur die Vorteile sondern auch die Grenzen des Modells auf-
gezeigt. Das Modell ist fiir die Bewertung komplexerer Zinsderivate ungeeignet,
denn das Verhalten der LIBOR-Raten weist unerwiinschte Eigenschaften auf.
Diese kann man mithilfe einer Weiterentwicklung des CEV-Ansatzes, des soge-
nannten LCEV (Limited CEV)-Modells, umgehen (siche Abschnitt 4.4). Unter
diesem Modell ist es zwar nicht moglich eine geschlossene Preisformel fiir die
Caplets und Swaptions anzugeben, die CEV-Preise liefern aber eine sehr gute

Néaherung, so dass das Modell schnell an die Marktdaten kalibriert werden kann.
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4.1 Eigenschaften des CEV-Modells

4.1. Eigenschaften des CEV-Modells

Der CEV-Ansatz zahlt zu den sogenannten Separationsansétzen, bei denen sich
die Volatilitat einer LIBOR-Rate aus einer deterministischen Funktion der Zeit
und einer zeithomogenen Funktion der LIBOR-Rate zusammensetzt. Es wird
angenommen, dass die Volatilitat einer LIBOR-Rate L;, 1 < j < N —1, folgende
Gestalt aufweist

NZIA0)
o) = MO T

wobei A; : [0,7;] — R? beschrinkt und messbar ist und ¢ : [0,00) — [0, 00)
als die lokale Volatilitdtsfunktion bezeichnet wird. Folglich erfiillt L; folgende

stochastische Differentialgleichung unter dem Forwardmartingalmafl P;,
dL;(t) = Aj()e(L; () AW D() . (4.1)

Wird die lokale Volatilitdtsfunktion p(x) = 2® mit o > 0 gesetzt, so wird das
daraus resultierende Separationsmodell als das CEV-Modell mit dem Elastizitats-
faktor o bezeichnet.

Fiir ¢(L;(t)) = L;(t) bezichungsweise av = 1 geht das deterministische LIBOR-
Markt-Modell hervor, in dem die eindeutige Losung der stochastischen Differen-
tialgleichung (4.1) bekannt ist. Der folgende Satz gibt an unter welchen Voraus-
setzungen die Differentialgleichung (4.1) mit einer nicht-linearen Funktion ¢ eine

eindeutige, positive Losung besitzt.

Satz 4.1 Sei (L;(t))o<i<t; ein LIBOR-Raten-Prozess, fiir den die stochastische
Differentialgleichung (4.1) erfillt ist, mit L;(0) > 0 und ¢(0) = 0. Gelten fir die
lokale Volatilitatsfunktion ¢ folgende Voraussetzungen:

1. Lokale Lipschitz-Stetigkeit, d.h. fir alle a > 0 existiert ein C, > 0, so dass
fiir alle z,y € [0,a) [p(x) — (y)| < Culz —y| gilt.

2. Wachstumsbeschrankung, d.h. es existiert ein C > 0, so dass
o(z)? < C(1 + 2?) fir alle x > 0 gilt.

so existiert eine eindeutige, fast-sicher stetige R-wertige Losung der stochasti-
schen Differentialgleichung (4.1). Ist L;(0) > 0, so ist die Lésung strikt positiv.
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4.1 Eigenschaften des CEV-Modells

Der Beweis basiert im Wesentlichen auf dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz
von L. Arnold [Arn73]. Fiir weitere Details siche aufierdem [AA00].

Bemerkung 4.2 Sind die Voraussetzungen von Satz 4.1 erfiillt, so ist die Aus-
sage des Satzes auch fiir die Losung der stochastischen Differentialgleichung
beziiglich des Terminalmafles Py giiltig. Denn zum einen {iibertragen sich die
Lipschitz-Stetigkeit sowie die Wachstumsbeschrankung von der lokalen Volati-
litdtsfunktion ¢ auf die Drift p;', was die Existenz und die Eindeutigkeit einer
R-wertigen Losung nach dem Satz von L. Arnold sichert. Zum anderen folgt aus
der Aquivalenz der Mafe Pjyy und Py fur alle 1 < j < N — 1, dass die Losung

auch unter Py im Fall L;(0) > 0 positiv sein muss.

Ein CEV-Modell mit o # 1 erfiillt die Voraussetzungen von Satz 4.1 nicht. Fiir
a € (0,1) ist die Lipschitz-Stetigkeit nicht gegeben. Aus diesem Grund wird die
Null mit einer positiven Wahrscheinlichkeit von L; angenommen. Das heifit, dass
fir die (F)>0 -Stopzeit

70 1= inf{t € [0,T;) : L;(t) = O}A T (4.2)

Piii(r0 <Tj) > 0 gilt.?

In dem Fall 0 < a < 1/2 stellt die Null einen nichtsinguldren Rand dar,
so dass der Verlauf der Losung nach dem Erreichen der Null nicht eindeutig
und eine zusitzliche Randbedingung notwendig ist.®> Die Martingaleigenschaft
des Prozesses L; unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf3 P;;; liefert die erforderliche
Randbedingung: Fiir ein ¢ € [0,7}] bildet ¢ V 7 := max(t, 79) eine beschrénkte
Stopzeit mit 75 < tV 7, da 75 nach der Definition (4.2) beschrankt ist. Wendet

4

man nun das Optional Sampling Theorem fiir beschréankte Stopzeiten® auf das

P;1-Martingal L; an , so folgt

oS (4.2)
Eji1 (Lt V 70) [ Fr) = Lj(70). =" 0+ Lmperyy + Lj(T)) 1rp=my}-

!Siehe die Gestalt von p; in dem Satz 2.1.
2Hierbei ist x A y := min(z,y) und inf{@} := oco.
3Siehe [BS02] Kapitel IL.

4Siehe Kapitel II Theorem 3.2 in [RY05].

34



4.1 Eigenschaften des CEV-Modells

Da L; ein nichtnegativer Prozess ist, gilt somit
L;=0 auf (7,7} ={(t,w) :w € Q, 1o(w) <t <T}}.

Somit stellt die Null fiir o € (0, 1) eine absorbierende Grenze fiir den LIBOR-
Raten-Prozess L; dar. Dies ist eine unerwiinschte, mit der Realitdt nicht verein-
bare Eigenschaft, die insbesondere das Bewerten von pfadabhangigen Zinsderi-
vaten erschwert. Denn ist die Auszahlung eines Zinsderivates an den Verlauf der
LIBOR-Raten gekoppelt, so sind bei der Bewertung, mithilfe der Monte-Carlo-
Simulation, Pfade zu berticksichtigen, die in der Null enden.

Im Fall @ > 1 ist zu beachten, dass keine Wachstumsbeschrankung vorliegt.
Dies tibertragt sich auf die Drift von L; unter dem Terminalmafl Py, so dass die
Werte von L; gegen Unendlich laufen kénnen.

Trotz der oben genannten Probleme ist das Betrachten des CEV-Modells durch-
aus nitzlich. Die Verwendung des Modells wird in dem Abschnitt 4.4 genauer
erlautert. Unter dem CEV-Ansatz ist es moglich eine geschlossene Preisformel
fiir die Caplets herzuleiten. Im Gegensatz zu dem deterministischen Ansatz weist
die aus den Modellpreisen resultierende implizite Volatilitat der Caplets eine
Abhangigkeit von dem Strike auf. Bestimmt durch die Wahl von dem Elastizitéts-
faktor « lasst sich ein monoton fallender oder steigender Verlauf der impliziten
Volatilitdt modellieren. Ein a € (0, 1) fiihrt zu einem streng monoton fallenden
und ein a > 1 zu einem streng monoton steigenden Verlauf der Volatilitatskur-
ve. Da in der Praxis der Skew Effekt (siehe Abschnitt 3.1.2) zu beobachten ist,
beschranken sich die folgenden Betrachtungen auf den Fall 0 < o < 1.

Wie es schon oben dargestellt wurde, setzt sich die Volatilitat der LIBOR-Rate
aus einer zeitabhangigen und einer zeithomogenen Komponente zusammen. Fiir
die Ermittlung der Verteilung der LIBOR-Rate wird die stochastische Differenti-
algleichung (4.1) so modifiziert, dass die Volatilitit zeithomogen ist. Hierfiir wird
nun der Begriff der deterministischen Zeittransformation eines Wiener-Prozesses
eingefiihrt.

Definiert man eine Funktion v; : [0, 00) — [0, 00) durch

t
v;(t) ;:/ I\ ()| du fiir alle t >0, (4.3)
0
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4.1 Eigenschaften des CEV-Modells

so ist v; stetig und streng monoton steigend mit #(0) = 0. Daher existiert fiir ein
beliebiges s > 0 genau ein ¢ > 0 mit s = v;(t). Aufgrund der Bijektivitit von v;
ist auferdem die Umkehrfunktion v} ! wohldefiniert und zu jedem ¢ > 0 existiert
genau ein s > 0 mit ¢ = v !(s). Die Funktion v; kann als eine deterministi-
sche Transformation der Zeit angesehen werden. Das nachste Korollar gibt an,
wie man aus dem Wiener-Prozess WU+Y) den Wiener-Prozess unter dem neuen

Zeitparameter erhalt.
Korollar 4.3 Es sei s := v;(t), t > 0, der neue Zeitparameter, wobei die Funk-
tion v; wie in (4.3) definiert ist. Dann ist der stochastische Prozess WU it

—1

o Vj (5) i
W (5) = / 1A ()| dW 9D (), s >0,
0

ein d-dimensionaler Pjyq - Wiener-Prozess unter dem deterministischen Zeitwech-

sel v;.

Beweis: Nach dem Korollar 8.5.3 in [Oks03] ist V~Vi(j ) it

-1

) vy (s) )
WO = [7 T In@lar
0

1

ein eindimensionaler Wiener-Prozess unter Pj;; fiir alle 1 < ¢ < d. Mithilfe der
Eigenschaften der quadratischen Kovariation fiir stochastische Integrale (siehe
Theorem 2.2 in [RY05]) folgt fiir beliebige i, k € {1,...,d}

e e vi ' (s) . .
<m(]+1)7 WIE]+1)>S — /O H)\J (U)”2 d <WZ'(]+1), Wé]+1)>

v (s)
— Gk / 1y ()2 du

= Vj(Vj_l(S)) ik =5 0if-

u

Somit ist WU+D = (Wl(jﬂ), .. .,chj H)) ein d-dimensionaler Wiener-Prozess

unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl P .
O

Nun kann mithilfe der deterministischen Zeittransformation ausgehend von der
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4.1 Eigenschaften des CEV-Modells

Gleichung (4.1) ein stochastischer Prozess (f;(s))o<s<y,(z;) mit zeithomogener Vo-

latilitat definiert werden. Man setze dafir

o )\(Z (vt (u e
fi(s) = Ly(v7'(s)) und ZV*(s) / j () AW (). (4.4)
arll MO
Z ](-j ) ist ein eindimensionaler P; i+1 - Wiener-Prozess unter dem deterministischen

Zeitwechsel v;. Unter Verwendung von Satz 4.3 erhalt man folgende stochastische

Differentialgleichung fiir den Prozess f;

dfi(s) = dL;(v7'(s) 2L ZA“ () AW (07 (s))

ey Ay)(’/j_l(s)) TR PR
= L0 O Y A 60 0)

() azi (). (45)

Der Vorteil dieser Darstellung der stochastischen Differentialgleichung besteht
darin, dass es nun moglich ist die Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsvariablen
L;(T), 0 < T < T}, gegeben den Anfangswert L;(0) unter dem Wahrscheinlich-
keitsmafl Pj1; zu bestimmen. Die Dichte kann zur Bewertung von Zinsderivaten
verwendet werden. In dem Fall von Caplets kann sogar eine geschlossene Preis-

formel hergeleitet werden.

Satz 4.4 Sei T mit 0 < T < Tj beliebig und L;(0) = y der Anfangswert der
j-ten LIBOR-Rate. Definiert man

L(2) =) /2" - ) F(x)Z/Om“x‘le‘“du, 9—__ 1

— n!'(a+n+1) 2(1—a)

Dann ist die Wahrscheinlichkeitsdichte g;1(-;y,T) von L;(T) unter dem For-

wardmartingalmaf$ Pj 1 gegeben durch

‘ B x1—2a Yy 1/2 x—l/ﬁ + y_1/19 (xy)fl/Qﬁ
gj—l—l(l’, Y, T) = —(1_ Oz)l/j(T) (;) exp (— 2, (T)(l— a)2> I|19| (m) .
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4.1 Eigenschaften des CEV-Modells

Beweis: Die Grundidee des Beweises besteht darin, den Prozess f; durch An-
wenden einer bijektiven Funktion h zu einem Prozess mit bekannter Dichte zu
modifizieren. Dann kann die gesuchte Dichte durch eine entsprechende Transfor-

mation ermittelt werden. Man setze hierfir

x2(1—a)

h:[0,00) — KLOO);IEHW‘

Fiir den stochastischen Prozess z; mit z;(s) := h(f;(s)), 0 < s < v;(T}), erhélt

man mit der Ito-Formel folgende Dynamik

fj(s)l_Qa df](S) + (1 — 20&)

dxj(s) =2 o T

fi(s)2d(f;), -

Da Z](j ™) ein Wiener-Prozess ist, gilt mit (4.5) und der Eigenschaften der qua-

dratischen Variation

Somit folgt

du;(s) =2 L) dZYV(s) + U=20) o
(1—a)
(1 —-2a)

ds.
1-a)
(1—2a)
(I-a)
n mit dem Index ¥

Setzt man n = , dann ist z; ein quadrierter Bessel-Prozess' der Dimension

1
2(1 —a)

Ist 3 := 2;(0) der Startwert des Prozesses x;, so ist die Dichte von z;(s) fiir ein
s € (0,v;(7})] bekannt und ist gegeben durch

, IVETANG x+y vy
q(z;y',s) = — (=] exp|— I :
2s \ x 2s S

!Siehe Kapitel XI in [RY05].
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4.2 Bewertung von Caplets

Es sei nun y := L;(0) der Anfangswert der LIBOR-Rate L;. Die Funktion h ist
fiir 0 < a < 1 streng monoton steigend, so lasst sich mithilfe der Beziehungen
(4.4) und (4.6) die Pj11-Dichte von L;(T") berechnen durch

gi(esy,7) = 0 (LJ;ZT) S7) @ dhn <fj(§;(T)) < )
(6) dP;1 (w(v5(T)) < h(x)) _ dh()

- =— q(h(z); h(y), v;(T)).

Einsetzen der Ableitung von h und der Dichte ¢ liefert die Behauptung.
O

Durch die Wahrscheinlichkeitsdichte ist die Verteilung von L,;(7}) unter dem
Wahrscheinlichkeitsmafl P, festgelegt, was dann insbesondere bei der Bewer-

tung von Caplets verwendet werden kann.

4.2. Bewertung von Caplets

Das Ziel dieses Abschnittes ist es eine geschlossene Formel fiir den Preis eines
Caplets in dem CEV-Modell mit dem Elastizitatsfaktor o € (0,1) herzuleiten.
Durch die numerische Umsetzung dieser Preisformel werden dann die Modellie-
rungsmoglichkeiten fiir die implizite Volatilitdt sowie die implizite Volatilitats-
flache in einem CEV-Modell grafisch veranschaulicht.

Seien also j € {1,...,N — 1}, a € (0,1) beliebig und WU+ ein Wiener-
Prozess beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafles P; ;. Dann erfiillt der LIBOR-

Raten-Prozess L; unter P;;; folgende stochastische Differentialgleichung
dL;(t) = A () L; (1) dW I (t),

wobei die Null einen absorbierenden Punkt fiir den Prozess darstellt.

Wie in dem Abschnitt 3.1.1 gezeigt wurde, ist der arbitragefreie Preis des
Caplets fiir das Zeitintervall [T}, Tj14] mit Strike K zum Zeitpunkt ¢t = 0 ge-
geben durch

C;(0) = B(0, Tj41)0; By [(Ly(Ty) — K)*]
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4.2 Bewertung von Caplets

wobei E;;1[-] der Erwartungswert unter P;44 ist. Ist y := L;(0) der Anfangskurs
der LIBOR-Rate Lj;, so gilt unter der Verwendung von Satz 4.4

o0

C(0) = BOT;1)5) [ (@~ K)gioa (i T d
K

= B(0,Tj+1)0; [/ $9j+1($;y7Tj)d$_K/ gi+1(;y, Ty) dz| . (4.7)
K K

Im Folgenden werden die Integrale in (4.7) berechnet. Man definiere dafiir die

Funktion

x2(1—o¢)

(1= a)?v(Ty)

f:[0,00) = [0,00); z —
Dann folgt mit Substitution z := f(x)

/ xgi1(zy, Tj)de
K

00 12 L 220—0) 2(1—a) 204
B /K a0 (‘2uj<Tj>+<1y— a>2) - (%-((T%—a)?) “

J

ey

- /f:; %((1—a)2yj(Tj)z)2“1‘“> (@) o exp (—Z+§(y)) Lﬂ( Zf(y)>dz

= (e )= [ %(f—y))”xp (55590 1 (vaT)a
_ y/f; % (ﬁ) o exp (—Hg(y)) 15(V21))de. (4.8)

Der Integrand in (4.8) stimmt mit der Dichte einer nichtzentralen Chi-Quadrat-
Verteilung iiberein. Denn die Dichte einer nichtzentralen Chi-Quadrat-Verteilung
x2(n,\) mit n > 0 Freiheitsgraden und dem Nichtzentralititsparameter A ist
gegeben durch?

f(zin, A) =

() "o (57 s (V).

NO| —

ISiehe Seite 436 in [JKB95].
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4.2 Bewertung von Caplets

Bezeichnet man mit x?(-;n, \) die Verteilungsfunktion von x?(n, ), so folgt

/ 2gj1(Ty; @, y)de = y/ )f <Z; L +2,f(y)> dz

(1= (st 2 aw)). G

"1—«

Bei der Berechnung des zweiten Integrals in (4.7) erhélt man analog mit Sub-

stitution

/:gm(x;y,Tj)dx _ /f;%(fiy))mexp<—%f(y)>]_ﬁ< Zf(y))dz
= /f:{)f(f(y);ﬁ—klz)dz

2=z e 1
:/2/ 2f (f(y);—+2,22’) dz'.
S(K) /2 l-a

Zur Berechnung des Integrals wird die in [Sch89] gezeigte Gleichung

/ 2f(z;m,2\) d\ = x*(z;n — 2, 2a).

verwendet. Es folgt

[ ot pas= e (s L
K

,f<K>) | (4.10)

Setzt man nun (4.9) und (4.10) in die Gleichung (4.7) ein, so erhélt man eine
geschlossene Formel fiir den Capletpreis. Der folgende Satz gibt das Resultat an.

Satz 4.5 FEs gelte folgende stochastische Differentialgleichung fir den LIBOR-

Raten-Prozess (L;(t))o<i<r;, 1 < j < N — 1, unter dem Forwardmartingalmaf
Pjin

dL;(t) = X () L; (1) dW (1)

mit einer beschrinkten, messbaren Funktion )\; : [0, Tj] — R%, o € (0,1) und Null
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4.2 Bewertung von Caplets

als die absorbierende Grenze des Prozesses. Man definiere die Funktion f durch

x2(1—o¢)

(1= a)?v(T5)

f:]0,00) = [0,00); & +—

Dann ist der arbitragefreie Preis eines Caplets fir das Zeitintervall [T}, Tj1] mit
Strike K int =0 gegeben durch

610) = BT, | 1,0) (1= (5000 -+ 2.0(1,0) )

;1—04

1
00t (FL O 2 )| (4.11)
wobei x*(+;n, \) die nichtzentrale Chi-Quadrat-Verteilung mit n Freiheitsgraden

und dem Nichtzentralitatsparameter \ ist.

Wie schon in dem Abschnitt 4.1 erlautert wurde, wird der Verlauf der impliziten
Volatilitat eines Caplets in einem CEV-Modell durch den Elastizitatsfaktor o
bestimmt. Es soll nun anhand eines Beispiels der Verlauf der impliziten Volatilitat
in der Abhéangigkeit von « grafisch dargestellt werden.

Es sei angenommen, dass die Capletpreise des CEV-Modells mit einem FElas-
tizitatsfaktor o € (0,1) mit den Marktpreisen {ibereinstimmen. Man betrachte
ein Caplet mit dem Zinsanpassungstermin 7}, 1 < j < N — 1, und Strike K. Sei
C;(0) der mithilfe von (4.11) berechnete Modellpreis des Caplets. Nach der De-
finition 3.2 stimmt die implizite Volatilitat a;-mp des Caplets mit dem o tiberein,
fiir das die folgende Gleichheit erfiillt ist

Cj(0) = B(0, Tj41)d; [L;(0)(f+(L;(0),0)) — KO(f-(L;(0),0))]
mit

log (%) £ 50°T;

fe(z,0) =
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4.2 Bewertung von Caplets

Mit der Formel (4.11) folgt somit, dass a;-mp die Nullstelle der Funktion F' mit

Flo)=1,0) (12 (1000 12 + 2. 2,00)) = 802 (AL 0 2 0)

l—«o

— [L;(0)(f+(L;(0),0)) = K®(f-(L;(0),0))] (4.12)

ist. Die Nullstelle von F' kann numerisch fiir bestimmte Werte von o und K
berechnet werden.

Man betrachte nun zum Beispiel den Fall mit 7; = 5 und L;(0) = 0,06. Die
Abbildung 4.1 zeigt den Verlauf der impliziten Volatilitat fiir unterschiedliche
Werte von « € (0, 1). Dabei wird die Funktion \; als konstant in der Zeit voraus-

gesetzt. Aulerdem wird \; in Abhéngigkeit von « so gewéhlt, dass fiir K = L;(0)

o;"" = 0,2 gilt." Die genaue numerische Umsetzung wird in dem Abschnitt A.1
erlautert.
04 T T T T
—&— alpha=0,2
—<— alpha=0,4
alpha=0,6
—<— alpha=0,8
035 alpha=1 |
® 03l -
=
(=]
=
®
N
=%
Eo25) 4
| | | | | | | | |
001 002 003 004 005 006 007 008 009 01 0.1
Strike K

Abbildung 4.1.: Implizite Volatilitiat eines Caplets mit dem Zinsanpassungster-
min 7} =5 in einem CEV-Modell mit dem Elastizitatstaktor a.

'Durch diese Annahme wird eine bessere Vergleichbarkeit der Kurven der impliziten Volatilitit
flir unterschiedliche « erreicht.
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4.2 Bewertung von Caplets

Ein 0 < a < 1 induziert einen streng monoton fallenden Verlauf der impliziten
Volatilitat. Ferner ist zu beobachten, dass mit dem steigenden « die Volatilitats-
kurve flacher wird.

In dem Fall « = 1 reduziert sich das CEV-Modell zu einem LIBOR-Markt-
Modell mit lognormal-verteilten LIBOR-Raten. Die Volatilitat der LIBOR-Rate
wird durch die konstante Funktion \; festgelegt. Da fiir K = L;(0) a;-mp =0,2
gesetzt wurde, gilt A; = 0,2 (vgl. Formel (3.6) in dem Abschnitt 3.1.2). Die impli-
zite Volatilitdt weist in einem deterministischen Ansatz keine Abhéngigkeit von
dem Strike K auf. Aus diesem Grund entspricht der Verlauf der impliziten Vola-
tilitat einer Geraden auf der Hohe 0,2.

Mithilfe der Preisformel (4.11) kann auch die sogenannte implizite Volatilitéts-
flache, also der Verlauf der impliziten Volatilitat in Abhéngigkeit von dem Strike
K fiir unterschiedliche Zinsanpassungstermine 7; € {T%,...,Tn_1}, berechnet
und grafisch dargestellt werden. Die Abbildung 4.2 zeigt diese Verlaufe auf der
Tenorstruktur mit Ty = 30 und §; = Tj41 —T; = 1 firalle 1 <7 < N - 1.
Hier sind a = 0,5 und A; = 0,05 fiir alle 1 < j < N — 1 fest gewéhlt. Der Wert
der LIBOR-Raten L;(0) zum Zeitpunkt ¢ = 0 nimmt aber mit steigendem j zu.

Es wird folgende Entwicklung der Startwerte vorausgesetzt
L;(0)=0,056+0,002-5 firalle 1<j <N -1

Die genaue numerische Umsetzung wird in dem Abschnitt A.2 erlautert.

In der Abbildung 4.2 ist zu beobachten, dass die implizite Volatilitatskurve
mit dem steigenden Zinsanpassungstermin 7; flacher wird und sich nach unten
verschiebt. Dies hangt mit dem Anstieg der Startwerte L;(0) zusammen.' Wei-
ter fallt aber auf, dass der Verlauf der impliziten Volatilitat fiir alle Zinsanpas-
sungstermine recht einheitlich aussieht. Auch wenn iiber die Zeitabhangigkeit von
A;j der Volatilitatsverlauf variiert werden kann, ist zu beriicksichtigen, dass der
Elastizitatsfaktor o alle LIBOR-Raten gleichermafien beeinflusst. Somit sind die

Modellierungsmoglichkeiten fiir die implizite Volatilitatskurve eingeschrankt.

'Wird L;(0) fiir alle 1 < j < N — 1 gleich gesetzt, so lidsst sich die beschriebene Entwicklung
der impliziten Volatilitatskurve nicht beobachten.
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4.3 Bewertung von Swaptions

034
0.32
03
0.28
0.26
024 T

0.22

implizite Volatilitat

0.2

0.18

0.16 —

Zinsanpassungstermin T

Strike K

Abbildung 4.2.: Implizite Volatilitatsflache der Caplets in einem CEV-Modell mit
a=05und A\;=0,05, 1<j<N —1.

4.3. Bewertung von Swaptions

Bei der Bewertung von Swaptions in dem CEV-Modell kann zunachst analog zu
dem deterministischen Fall in Abschnitt 3.2 vorgegangen werden. Fiir beliebige
n,m mit 1 < n < m < N sei (R, mn(t))o<t<r, der Swapraten-Prozess fiir das
Zeitintervall [T,,, T},,] mit

B(t,T,) — B(t, Ty)
Nom (1) ’

m—1
=D 0Bt Tjn).
jZTL

Rn,m (t) -

Dann ist der arbitragefreie Preis einer Swaption auf dem Zeitintervall [T}, T},]

mit Strike K gegeben durch

PSpm(0) = Ny (0) E° [(Rn(T,) — K) '], (4.13)
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4.3 Bewertung von Swaptions

wobei E5[] der Erwartungswert beziiglich des Forwardswapmafles P ist
Der Swapraten-Prozess ist ein P°-Martingal und analog zu dem determinis-

tischen Fall kann gezeigt werden, dass R,,,, unter P® folgende Dynamik erfiillt
(vgl. (3.12))

3

= R, (1) . .
ARy, (1) = ; FIACR Ae(t) Ly (£)*dWS () mit (4.14)
aRn,m(t) . Rn,m(t)(sk’}/k(t)

OLe(t) — OnLp() +1 (4.15)

o GLO+D S0 I (L <t>+1>).

lt) = (H?”;nl GLit)+ 1) =1 S G TI L (L) + 1)
(4.16)

Im Hinblick auf die oben angegebene Dynamik und (4.13) ist es nicht moglich
eine geschlossene Formel fiir die Swaptionpreise anzugeben. Ahnlich zu dem de-
terministischen Fall kann durch das Freezing eine Naherung fiir die Preise be-
stimmt werden. Wird also angenommen, dass Ly(t) ~ L (0) fiir alle ¢ € (0, T}]
und n < k < m — 1, so gilt wegen (3.11) und (4.16) R,..(t) = R,.,(0) und
7e(t) = v(0). Daher folgt mit (4.14) und (4.15)

= X () Ry (1) dW S (1) . (4.17)

Es ist zu beachten, dass \,,, : [0,7,] — R? als eine Linearkombination von
Ak, n < k <m — 1, eine beschrankte und messbare Funktion ist.

Die aus der Approximation resultierende Dynamik (4.17) der Swaprate erlaubt
ein zur Bewertung von Caplets (sieche Abschnitt 4.2) analoges Vorgehen bei der
Berechnung von (4.13). Es ist dabei zu beachten, dass hier die deterministische

Zeittransformation durch

t
Vo (8) :/0 () |2 dt, £ > 0,

definiert ist.
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4.3 Bewertung von Swaptions

Bemerkung 4.6 Die Swaprate R, ,, ist ein nichtnegatives P°-Martingal. Wird
die Dynamik von R, ,, naherungsweise durch die stochastische Differentialglei-
chung (4.17) mit « € (0, 1) beschrieben, so ist die Null eine absorbierende Grenze
fiir den Prozess. Dieses Verhalten ist aber nicht nur fiir die Approximation des
Swapraten-Prozesses sondern auch allgemein giiltig, wenn die LIBOR-Raten die
entsprechende Randbedingung erfiillen. Denn die absorbierende Eigenschaft der
Null iibertréagt sich aufgrund der Gleichung (3.11) von den LIBOR-Raten auf die
Swaprate. Daher verfialscht das Freezing das Verhalten der Swaprate in dieser
Hinsicht nicht.

In dem folgenden Satz wird die Naherung fiir den Swaptionpreis in dem CEV-
Modell mit o € (0, 1) angegeben.

Satz 4.7 Der Swapraten-Prozess (R, m(t))o<t<r, mit 1 < n < m < N erfille

folgende stochastische Differentialgleichung unter dem Forwardswapmaf$ P°
ARy (1) = A () Ry (1) *dW 2 (2) (4.18)

mit einer beschrinkten, messbaren Funktion A, : [0,T,] = R¢, a € (0,1) und
Null als die absorbierende Grenze. Sei ferner die Funktion f : [0,00) — [0, 00)
definiert durch

x?(lfa)

(1 - a)QVn,m(Tn) .

fz) =

Dann ist der arbitragefreie Preis einer Swaption fir das Zeitintervall [T,,, T,,] mit
Strike K int =0 gegeben durch

PS10(0) = N0 | Bon(0) (1= (FR)s s 42 £ (Run0)))

11—«

=1 (RO 1 1106 ) | (4.19)

wobei x*(+;n, ) die nichtzentrale Chi-Quadrat-Verteilung mit n Freiheitsgraden

und dem Nichtzentralitatsparameter \ ist.
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4.4 Verbesserung durch das LCEV-Modell

4.4. Verbesserung durch das LCEV-Modell

In den Abschnitten 4.2 und 4.3 wurde gezeigt, dass in einem CEV-Modell mit
a € (0,1) geschlossene Formeln fiir die Capletpreise und fiir eine Nédherung an
die Swaptionpreise existieren, wenn die Null als die absorbierende Grenze fiir den
LIBOR-Raten- bzw. Swapraten-Prozess gesetzt wird. Aus diesem Grund ist eine
schnelle Kalibrierung des Modells an die Marktdaten moglich. Aulerdem weist
die durch die Modellpreise induzierte implizite Volatilitat der Caplets einen streng
monoton fallenden Verlauf in der Abhéngigkeit von dem Strike K auf. Dadurch
kann im Vergleich zu dem deterministischen Ansatz eine viel hohere Genauigkeit
bei der Bewertung von Caplets erzielt werden. Die Anwendung des Modells zur
Bewertung komplexerer Zinsderivate ist aber zu hinterfragen. Das Verhalten der
LIBOR-Rate in der Null unter dem CEV-Modell ist nicht marktkonsistent und
kann vor allem die Bewertung von pfadabhéngigen Derivaten erschweren. Eine
Modifizierung des CEV-Modells, das sogenannte LCEV(Limited CEV)-Modell,
kann das unerwiinschte Verhalten autheben. Das LCEV-Modell ist ein Separati-

onsansatz mit der lokalen Volatilitatsfunktion
¢(r) =z -min(e* 1, 2 !) mit o, e>0. (4.20)

Das heifit fiir die j-te LIBOR-Rate L; gilt unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf
Pia

dL;(t) = Lj(t)\;(t) min(e*™", L;(#)*~ 1) aw i+ (¢) (4.21)

fir eine beschrankte und messbare Funktion A;.

Fir a € (0,1) wird € klein gewdhlt. Es ist ersichtlich, dass dann die lokale
Volatilitatsfunktion ¢ alle Voraussetzungen des Satzes 4.1 erfiillt und somit eine
eindeutige, positive Losung der stochastischen Differentialgleichung (4.21) exis-
tiert.!? Leider wird neben den Schwichen des CEV-Modells auch ein wesentlicher

Vorteil dieses Modellansatzes aufgehoben. Es ist namlich nicht moglich in einem

!Diese Aussage lisst sich auf die Differentialgleichung, die die Dynamik der Swaprate in dem
LCEV-Modell beschreibt, iibertragen.

’In dem Fall a > 1 wird durch ein grofes e sichergestellt, dass die lokale Volatilitéitsfunktion
auch die Wachstumsbeschréankung in 4.1 erfiillt. Damit wird das unkontrollierte Ansteigen der
LIBOR-Rate unter dem Terminalmafl Py verhindert.
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4.4 Verbesserung durch das LCEV-Modell

LCEV-Modell eine geschlossene Preisformel fiir die Caplets und Swaptions an-
zugeben. Im Hinblick auf die Gestalt der lokalen Volatilitatsfunktionen in dem
CEV- und dem LCEV-Modell liegt aber die Vermutung nahe, dass die Caplet-
und Swaptionpreise des CEV-Modells eine gute Naherung fiir die LCEV-Preise

liefern. Der folgende Satz bestatigt diese Vermutung.

Satz 4.8 Sei (Q,(Ft)is0, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum mit der
Wiener-Filtration (Fi)i>o eines Wiener-Prozesses (W (t))i>o bzgl. P. Seien X
und Y zwei adaptierte stochastische Prozesse mit X (0) =Y (0) > 0 und

dX (t) = X (t)*dW (t)
dY (t) = min (e*7 1, Y (£)* 1) Y(t) dW (1),

fir a € (0,1), € > 0. Sei ferner Null eine absorbierende Grenze fiir den Prozess
X. Dann gilt fiur beliebige h >0, K >0 und T > 0

lima o |P(X(T) < h) — P(Y/(T) < h)| =0,
limeo [E(X(T) — K)* —E(Y/(T) - K)*| =0.

Beweis: Sei 7 := inf{t > 0 : X(t) < €}, dann ist 7 eine Stopzeit beziiglich
(Ft)tZO und es gllt

[P(X(T) < h) = P(Y(T) < h)
=|P(X(T)<h, 7<T)—PY(T)<h, 7<T)
+P(X(T)<h, 7>T)—PY(T)<h, 7>T)|

J

-~

=0, da x(1)=y(r) auf {r>7}

—|P(Y(T)>h, < T)—P(X(T) > h, 7 <T)|. (4.22)

Um die Wahrscheinlichkeiten abzuschéatzen, soll das Optional Sampling Theorem
fiir beschriankte Stopzeiten! angewendet werden. Hierbei ist zu beachten, dass

X und Y nach Definition stetige Martingale sind und dass fiir ein festes T" > 0

!Siehe Kapitel IT Theorem 3.2 in [RY05].
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4.4 Verbesserung durch das LCEV-Modell

min(7,T") eine beschriankte Stopzeit ist. Es gilt

E<1{T<T}Y(T> |fmin(T,T)) - 1{T<T}E(Y(T) |Fmin(T,T))
L2 ey Y (min(7, T)) = 1grery V(1)
= 1{T<T}X<T) S €.

Bei der ersten Gleichheit ist zu beachten, dass 1i;<7y = limin(r1)<7) gilt und
dass 1{min(r,r)<7} Dach der Definition von Stopzeiten eine Fiin(r,r)-messbare Zu-

fallsvariable ist. Mit den Eigenschaften der bedingten Erwartungswerte folgt
E(lrenyY (1)) = E(E(renyY (T) | Faneny)) < E(e) = €.

SchlieBlich erhélt man folgende Abschétzung

Y(T
P(Y(T)Zh,T<T):/ 1dP§/ Y p
(¥ (T)>h, 7<T} (v(1)>h, 7<T} D
Y(T) 1 €
< —2 dP = —-F(1 Y(T) < —.
B /{T<T} h h ( =ty ( )> ~h

Analog zeigt man, dass P(X(T') > h, 7 <T) < 7 gilt. Es folgt schlieSlich

\P(X(T)<h) — P(Y(T)<h)| "2 |P(X(T)>h, r<T) — P(Y(T)>h, r<T)|
< max(P(X(T)>h, 7<T),PY(T)>h, 7<T))
= (4.23)

h

IN

Damit ist die erste Aussage der Behauptung gezeigt und kann fiir den Beweis der

zweiten Aussage verwendet werden. Es gilt zunachst

|E(X(T) - K)" — E(Y(T) — K)*|
= |BE(XX(T)-K)+E(X(T)-K)"—E(Y(T)-K)—EY(T)- K)™|
|

= |EX(T) - EY(T) + E(K — X(T))* — E(K - Y(T))*
X, Y sind ‘EX(O) —EY(0)+ E(K - X(T))" — B(K — Y(T))+| .

Martingale

Da X(0) = Y(0) und (K — X(7T))*", (K — Y(T))" nicht negative ZufallsgroBen
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4.4 Verbesserung durch das LCEV-Modell

sind, folgt mit den Eigenschaften des Erwartungswertes’

|E(X(T) - K)" = E(Y(T) - K)|

/Oo PK — X(T)* > ) — P(K — Y/(T))* > #) dt'

t>0

/Oo PX(T) < K — ) — P(Y(T) < K — 1) dt’
e /K \P(X(T) < K —t) — P(Y(T) < K — )] dt .

So folgt mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz?

li{%}E(X(T) - K)" = E(Y/(T) - K)*|

K
<tim [ [POX(T) < K —0) = POAT) < K — o) de
’ <1
K (4.23)
_ / lim |PX(T) < K — 1) = POY(T) < K — o) de "2
O €

0

Interpretiert man die Prozesse X und Y aus Satz 4.8 als den LIBOR-Raten-
Prozess unter dem CEV- beziehungsweise LCEV-Modell, so folgt aus der zweiten
Aussage des Satzes, dass die Caplet- und Swaptionpreise beider Modelle fiir ein
positives € nahe Null ndherungsweise iibereinstimmen. Daher konnen die Para-
meter des LCEV-Modells mithilfe der CEV-Preisformel (4.11) und (4.19) an die
Marktdaten kalibriert werden. Die Bewertung von anderen Zinsderivaten erfolgt
dann unter dem angepassten LCEV-Modell. Auf diese Weise werden die Vorteile

beider Modelle optimal ausgenutzt.

1Siehe Korollar A.2 in [Als07].
2Siehe Satz 9.9 in [Als07].

o1



5. LIBOR-Markt-Modell

mit stochastischer Volatilitat

Auch wenn das CEV- und das LCEV-Modell gegeniiber dem deterministischen
Ansatz eine deutliche Verbesserung darstellen, weisen sie Einschrankungen in der
Flexibilitat bei der Modellierung auf. Zum einen kann ein nicht monotoner Verlauf
der impliziten Volatilitat, ein sogenannter "hockey stick’ oder Smile Effekt, nicht
modelliert werden.! Zum anderen ist der Elastizitatsfaktor « fiir alle LIBOR-
Raten gleich, was eine spezifische Modellierung der Raten nicht zulasst und damit
die Modellierungsméglichkeiten fiir die implizite Volatilitatsflache begrenzt.

In diesem Kapitel wird ein weiterer LIBOR-Markt-Modellansatz vorgestellt,
der die gewtinschte Flexibilitat bei der Modellierung ermoglicht. Als Literatur-
quelle dienen [Paull], [Paul2] und das Paper [WZ06] von Wu und Zhang.

5.1. Aufbau des Modells

Die LIBOR-Markt-Modelle mit stochastischer Volatilitat basieren auf der Annah-
me, dass die Volatilitat der LIBOR-Raten von der auf dem Markt herrschenden
Unsicherheit beeinflusst wird. Demnach werden hohe Volatilitaten durch hohe
Unsicherheit auf dem Markt hervorgerufen und umgekehrt bringt geringe Unsi-
cherheit kleinere Volatilitaten mit sich. Aus diesem Grund wird angenommen,
dass die Volatilitat zufallig und exogen beeinflusst ist.

Die Volatilitat o, der j-ten LIBOR-Rate wird folgendermaflen modelliert

o;(t) =V (t);(t) mit

dV(t) = a(b — V(1)) dt + e/V(t) dB(t), (5.1)

'Ein nicht monotoner Verlauf der impliziten Volatilitét lief sich zum Beispiel wihrend der Rubel-
Krise 1998 beobachten (vgl. [WZ06] S. 200).
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5.1 Aufbau des Modells

wobei (B(t)):>o ein eindimensionaler Py-Wiener-Prozess, a,b,e > 0 konstante
Parameter und ; : [0, Tj] — R? eine beschrinkte, messbare Funktion ist. Somit
setzt sich die Volatilitat aus einer deterministischen Komponente «; und einer
stochastischen Komponente V' zusammen.

Der sogenannte stochastische Volatilitatsprozess V' spiegelt die auf dem Markt
herrschende Unsicherheit wider und wird daher von einem zusatzlichen Wiener-
Prozess B getrieben. Durch die in (5.1) beschriebene Dynamik wird V' als ein
Cox-Ingersoll-Ross-Prozess! (CIR-Prozess) definiert. Dadurch wird zum einen si-
chergestellt, dass V' nichtnegativ ist. Die von dem Wiener-Prozess B getriebenen
Schwankungen des Prozesses hingen von vV ab, wodurch es verhindert wird,
dass V' negative Werte annehmen kann. Zum anderen unterliegt der Prozess V/
dem sogenannten Mean-Reversion-Effekt mit Returnlevel b und der Riickkehrrate
a. Denn die Drift in (5.1) ist so konstruiert, dass ein Trend zu dem allgemeinen
Level b des Prozesses besteht, wobei der Parameter a die Riickkehrgeschwindig-
keit beeinflusst.

Es ist anzumerken, dass das so definierte LIBOR-Markt-Modell fiir jede Wahl
von d und N nicht vollstandig ist, da die Volatilitat V' auf dem Markt nicht han-
delbar ist.

Eine weitere Annahme ist fiir die Modellierung der Steigung der impliziten
Volatilitatskurve von grofler Bedeutung. Hierfiir wird angenommen, dass eine
Korrelation zwischen der LIBOR-Rate L;,1 < j < N —1, und der stochastischen
Volatilitat V' besteht. Genauer gilt:

Definiert man einen Prozess (W;(t))i>0,1 < j < N — 1, durch
i)

() .
ol dW;(t) fir alle ¢ >0, (5.2)

1

dW;(t) =)

so ist W ein eindimensionaler Wiener-Prozess beziiglich Py. Man nimmt nun an,

dass eine Korrelation zwischen den Wiener-Prozessen VVJ und B besteht
d(B,W;), = p;(t)dt mit [p;(t)] < L.

Durch die LIBOR-Raten-spezifischen Korrelationsprozesse p;,1 < j < N — 1,

!Siehe Abschnitt 22.1 in [Bj604].
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5.1 Aufbau des Modells

kann die Auswirkung der Marktunsicherheit auf die einzelnen LIBOR-Raten mo-
delliert werden. AuBlerdem wird durch negative Korrelation p; eine negative Stei-
gung der impliziten Volatilitatskurve des Caplets mit dem Zinsanpassungstermin
T; erreicht, und entsprechend fiihrt eine positive Korrelation zu einer positiven
Steigung. Wird die Korrelation gleich Null gewahlt, so ist die implizite Volatilitat
monoton fallend in dem in-the-money-Bereich und monoton steigend in dem out-
of-the-money-Bereich.! In der Abbildung 5.1 wird der Zusammenhang zwischen

der impliziten Volatilitit eines Caplets und p skizzenhaft dargestellt.?

rho=0
rho<0

implizite Volatilitat

| | |
in the money out of the money

Strike K

Abbildung 5.1.: Eine Skizze der impliziten Volatilitat eines Caplets in ei-
nem LIBOR-Markt-Modell mit stochastischer Volatilitat in der
Abhéngigkeit von p.

I'Wie schon in Abschnitt 3.1.1 erwihnt, kann ein Caplet als eine Call-Option mit einer LIBOR-
Rate als Underlying verstanden werden. Somit liegt der Strike-Zins eines Caplets in dem in-
the-money-Bereich, falls dieser kleiner als der Anfangskurs der zugehoérigen LIBOR-Rate ist.
Umgekehrt ist ein Capletstrike in dem out-of-the-money-Bereich, wenn dieser iiber dem An-
fangskurs liegt (vgl. Abschnitt 8.4 in [Hul09]).

2Die Abbildung 5.1 ist angelehnt an die Abbildung 10 in [WZ06].
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5.2 Bewertung von Caplets

Die oben getroffenen Annahmen fiithren folglich zu einem zeitstetigen, un-
vollstandigen Finanzmarktmodell, das durch die Dynamik der Basisfinanzgiiter
L;,1 <j <N —1, und der stochastischen Volatilitat V' sowie durch die Korrela-
tionsprozesse p;,1 < 7 < N — 1, vollstandig beschrieben wird. Das so definierte
Modell wird als das LIBOR-Markt-Modell mit stochastischer Volatilitat bezeich-

net.

5.2. Bewertung von Caplets

In dem oben beschriebenen Modell besitzen die j-te LIBOR-Rate L; und der
stochastische Volatilitatsprozess V beziiglich Py folgende Dynamik

dL;(t) = L;(?) (uj(t) dt + Z VV () (@) dWi(t)> (5.3)

= L;(t) (s () dt+\/_ ) (0] aV5(0))
AV (t) = a(b— V() dt + ex/V () dB(t)

wobei W = (W4, -+, W), B und W; Wiener-Prozesse beziiglich Py sind mit

_ d V(i)(t) _
dWj(t) =Y 2= dWi(t) und d (B, W), = p;(t) dt.

Bemerkung 5.1 Sind p;,v; und p; konstante Funktionen, so entspricht das un-
ter (5.3) beschriebene Modell einem Heston-Modell mit den LIBOR-Raten als Ba-
sisfinanzgiiter, in dem eine geschlossene Formel fiir die Caplets angegeben werden
kann (vgl. [Hes93]).

Die zentrale Frage ist nun, wie man in dem so definierten Modell die Preise fiir
Caplets und Swaptions bestimmen kann. Man schaue sich zuerst die Caplets an.
Der Preis eines Caplets fiir ein Intervall [T}, Tj41] mit Strike K zum Zeitpunkt

= ( ist gegeben durch

C3(0) = B(0, Tj1)8; By [(L;(T)) — K)'] (5:4)
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5.2 Bewertung von Caplets

wobel E;i1]-] der Erwartungswert beziiglich des Forwardmartingalmafles Pji;
zum Termin T4 ist (vgl. (3.4)).

Da L; ein Pj;;-Martingal ist, ist die Dynamik von L; unter P;.; bekannt.
Um die Preisformel (5.4) weiter auswerten zu konnen, ist es notwendig auch die
Dynamik des stochastischen Volatilitatsprozesses V' beziiglich des Forwardmar-

tingalmafes P;;; zu bestimmen.

5.2.1. Dynamik beziiglich des Forwardmartingalmalles

Es wird nun ein Maflwechsel von Py nach P;i; durchgefiihrt. Man gehe dabei
analog zum Abschnitt 2.2 mit Beriicksichtigung des weiteren Wiener-Prozesses

B vor.

Satz 5.2 Sei Pjy1 ein Forwardmartingalmaf zum Termin Tjyq fir ein j €
{1,...,N —2}. Dann werden durch

N-1 t
WO =we - 3 [ Xls) ds,
k=j+170
N-1 t
B0 = BH) - Y [ 1) pls) ds
k=j+170
. 0Ly (1) .
t Xp(t) =V V() ——————(t lle 0<t<T,, 2<k<N-1
mi k() ()5kLk(t)+1’Yk() fUT’G, € >t x4k, = >~
ein d-dimensionaler Wiener-Prozess WUt = <W1(j+1), e ,Wéjﬂ)) und ein

eindimensionaler Wiener-Prozess BUTY beziiglich Pjyy definiert.

Beweis: Die Behauptung wird, wie in dem Beweis von dem Satz 2.1, induktiv von
j = N —2nach j =1 gezeigt. Auch hier ist das Schliisselargument die Martinga-
leigenschaft der LIBOR-Raten unter dem entsprechenden Forwardmartingalmas.
Sei also 7 = N — 2. Der Py -Dichteprozess von dem Forwardmartingalmafl Py_q

ist gegeben durch

dPy_1|  On-1iLy-a(t)+1

Ry_1(t) := = .
v-(t) dPy |z, On—1Ln-1(0) +1
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5.2 Bewertung von Caplets

Analog zu dem Satz 2.1 kann mithilfe der Martingaleigenschaft von Ly _; beztiglich

Py gezeigt werden, dass

Bacalt) = e ([ Xoao)w9) =3 [ X))

In—1Ln_1(t)
5N71LN,1(t) +1

gilt mit

Xno1(t) =/ V(1) ynv-1(t) firalle 0 <t <Ty_;.

Somit gilt nach dem Satz von Girsanov, dass

WD) =W(t) — <W, / Xn_1 dW>
- /0 " Xya(s) ds

ein d-dimensionaler Wiener-Prozess beziiglich Py_; ist.
Nun wird erneut der Satz von Girsanov angewendet, um aus B einen Wiener-
Prozess beziiglich Py_; zu erhalten. Hier ist die Korrelation zwischen den Wiener-

Prozessen B und Wy_; zu beriicksichtigen. Zunéchst gilt, dass

BW=Y(t) = B(t) — <B,/XN_1 dW>

On_1L
/\/— N-1LN—1 VN_ldW>

On—1Ln_1+ ¢

0-(s
= B(t) — <B,Z/\/VMNJIF1 S dVVi>

5]\7 1LN 1
d ()

On—1L gl
\/_ N—-1HN-1 N-1 dW
/ Sl 41177 1||Z vl /),

/Mwﬂﬂwl>
t

_ B - <
_ B - /WXVINM&WwOS
:B(t)—/ot

0

[ Xn-1(8)]| pn—1(s) ds (5.5)
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5.2 Bewertung von Caplets

ein stetiges, lokales Py_1-Martingal ist. Aufgrund der Definition der quadrati-
schen Kovariation! gilt auflerdem fiir alle ¢ > 0
(N-1) pv-1)\ (5
<B , B > . (B,B), =

So folgt mit dem Satz von Lévy?, dass BV~ ein eindimensionaler Wiener-
Prozess beziiglich Py_; ist.

Somit ist die Behauptung fiir j = N — 1 gezeigt. Nun gelte die Behauptung fir
ein beliebiges j € {2,---, N — 2}. Das Forwardmartingalmafl P; ist durch den

folgenden Dichtequotientenprozess definiert

dp;
dPji1 |,

_ BT B0, Tj)  6;L;t) +1

Rj(t) =

Da die LIBOR-Rate L; ein Martingal unter Pj;; ist, erhélt man folgende Dar-

stellung fiir den Dichtequotientenprozess R;

R()_exp</X ) dW U (s /||X |ds).

Mit dem Satz von Girsanov und der Induktionsvoraussetzung folgt dann ahnlich
zum Beweis von 2.1 die behauptete Gestalt fiir den Wiener-Prozess WU unter
P;. Den P;-Wiener-Prozess BY) erhilt man durch erneute Anwendung des Satzes

von Girsanov. Es gilt

B(j)(t) — B(J‘H)(t) _ <B(j+1)’/Xj dw(j+1)>
t
L pa+(y)

< /ZHXk )| pe(s) ds /XdW /X ()ds>t.

k=j+1

In der letzten Gleichung stellen die Argumente in der quadratischen Kovariation
Semimartingale beziiglich Py dar. Wobei jeweils der erste Term der Argumente
den Martingalanteil und der zweite Term den Anteil mit beschrankter Variation

des Semimartingals darstellt. Somit folgt aus der Definition der quadratischen

1Siehe Kapitel IV Definition 1.20 in [RY05].
2Siehe Kapitel IV Satz 3.6 in [RY05].
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5.2 Bewertung von Caplets

Kovariation

BU(#) = BU+ (1) < /X dW>
— 500 - (B /\|X|rdw>
_ pon / 1) ()

t N—-1

/OZHXk I onts) ds—/nx )l os(s) s

k=j+1
t N—1

—/ank )l ox(5)

Somit ist die Behauptung fiir j — 1 gezeigt.

Bemerkung 5.3 Der Prozess (Wj(jﬂ)(t))tzo definiert durch

U N RO
dWQ_H)(t):Z J dm/i(ﬁ-l)(t)
— |y (@)l

ist ein eindimensionaler P;,,-Wiener-Prozess. Mit dem Satz 5.2 und den Eigen-

schaften der quadratischen Kovariation folgt
, - (in1 _
a(BI, WP >>t — d(B,W;), = p;(t)dt.

Somit hat sich die Korrelation zwischen den LIBOR-Raten und der stochastischen
Volatilitat nach dem Maflwechsel nicht geandert.

Unter dem Forwardmartingalmafl P;;, erfillt die LIBOR-Rate L; aufgrund
der Martingaleigenschaft folgende stochastische Differentialgleichung

dL; (DVV 0350 aW I (e) = L)/ V(@) [0l W7 (o)

wobei WUHD der in dem Satz 5.2 definierte Wiener-Prozess ist.
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5.2 Bewertung von Caplets

Fiir den Prozess V' erhélt man mithilfe von dem Satz 5.2 folgende Dynamik

AV (t) = a(b —V(t)dt + e\/V(t) dB(t)
— a(b —V(t)dt + ¢ v<t><dB<j“ W SNV M’f I >||pk<t>dt>

k=j+1

[ (1_ e, m@”mw))dm P

a(b—&(t) dt+e\/ t)dBYTV (t) mit
G0 =1-° 3 %nwupk(w.

Insgesamt erhalt man

dL;( HVV II% (&) W0 (1) (5.6)
dV()—a(b—fj )) dt + e/ V (t)dBUTD(¢

Wie bereits in der Bemerkung 5.3 erwahnt, kann in einem Heston-Modell eine
geschlossene Formel fiir die Caplets angegeben werden. Es ist aber zu beachten,
dass nach dem Mafiwechsel in (5.6) neben der Abhéngigkeit der Parameter von
der Zeit zusatzlich die Abhéngigkeit der &; von Ly, 7+ 1 < k < N — 1 vorliegt.
Um die Ergebnisse des Heston-Modells auf das LIBOR-Markt-Modell iibertragen
zu konnen, wird zum einen durch das Freezing Ly (t) durch Lj(0) approximiert.
Wu und Zhang sagen aus, dass diese Approximation zu verniinftigen Ergebnissen
fithrt, zumal wegen der Martingaleigenschaft von Ly beziiglich Py, Li(t) durch

den erwarteten Wert fiir L () ersetzt wird. Das heifit man setzt

Zum anderen wird angenommen, dass 7y, und p; fiir alle 1 < 57 < N —1 stiickweise

konstant sind. Definiert man also

G0 =1-5 3 S0 )

k=j+1

60



5.2 Bewertung von Caplets

so erfiillt der Prozess V' approximativ folgende stochastische Differentialgleichung

AV (t)=a(b— @V (H)) dt + e/ V(t)dBI(¢

mit & deterministisch und stiickweise konstant.
Unter den oben getroffenen Annahmen kann bei der Auswertung der Preisfor-

mel (5.4) wie in dem Heston-Modell vorgegangen werden.

Sei (Z;(t))o<t<t; ein stochastischer Prozess mit Z;(t) = log(L;(t)), t € [0, T}].

Sei ferner ]5j+1 ein zu Pj4; aquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf3 definiert durch

dp; L)
dpji T fiir alle 0 <t < Tj.
Dann gilt
C;(0) = B(0, Tj11)8; Ejir [(L(T5) — K)7] (5.7)
= B(0,Tj+1)d; ( g1 [Li(T)r,ms>k1) — K Ppa(Li(T)) > K))
= BO.T;1)8 (L;0) P (L4(T5) > K) = K Py (L(T)) > K)
= B0 T;1)3; (L;(0)Pa(Z(T) > 1og(K)) — K Py11(2(T) > log(K)))

Somit lasst sich der Capletpreis berechnen, wenn die Verteilung von Z;(7;) unter
Pji1 und P; 41 bekannt ist. Daftir bestlmmt man zunachst die analytische Trans-
formierte von Z;(1j) beziiglich Pjy; und Pj;;. Dann erhdlt man die Verteilung

von Z;(7};) indem man eine Fourierinversion durchfiihrt.

5.2.2. Berechnung der analytischen Transformierten

In diesem Abschnitt wird die analytische Transformierte von Z;(7}) unter Pjiq
und Pj,; berechnet. Die folgenden Ausfithrungen sind angelehnt an [Hes93],
[Paull] und [WZ06].

Zuerst soll die analytische Transformierte von Z;(7;) beziiglich P;,; bestimmt
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5.2 Bewertung von Caplets

werden, das heifit gesucht ist!

63(N) = Eprt [1(Z5(T), V(T;), V] mit hz,0,0) = exp(A2)

fir A€ D(¢;) := {xG(C /\“\PJ;{T)deoo}

Man beachte, dass ¢;(i)) fiir ein beliebiges A € R mit der Fouriertransformierten
von Z;(T;) an der Stelle \ {ibereinstimmyt.
Mithilfe der Ito-Formel und unter der Berticksichtigung der Dynamik von L;

und V' unter Pj;; erhalt man

1 1
AT OE

= VD IV @) — v @, (58)
dV(t) =a(b— &)V (t)) dt + e/V(t) dBUTD(¢). (5.9)

dZ;(t) = dlog(L(t)) =

Aufgrund der vorliegenden Dynamik bildet (Z;, V') einen zweidimensionalen Markov-

Prozess?. Somit ist der durch

ux(t, 2,0) 2 = B [0(Z5(T5), V(T5), A) | Z5(t) = 2, V(E) = ]

j+1 [h’(Z](TJ)’ V(Tj)v >‘) | Ft]

<

definierte Prozess uy ein Martingal beziiglich P;;,. Man schreibe zwecks Abkiirzung
u(t) fiir ux(t, Z;(t), V(t)). So gilt mit der Ito-Formel
du(t) = Ow(t)dt+ 0.u(t)dZ;(t) + Oyu(t)dV (t)
1 1
+ 5 Q) d(Z;), + 5 Fu(t) d(V), + 0:0,u(t) d(Z;, V),
8),(5. 1
oo %tu Jdt -+ 0.u(t)/V (D) (Ol W 0E) =2 0.u()V (1) [l ()Pt
+ Oyu(t)eN/V (£) dBYTD(8) + O,u(t) a (b — £ ()V (1)) dt
1
+3 aﬁu(t)V(t) 75 ()| dt + 3 Ggu(t)GQV(t) dt
+ 0:0,u(t)eV (¢) [l ()] p;(¢) dt

Wergleiche Definition 40.1. in [Als07].
2Siehe Kapitel ITI Abschnitt 1 in [RY05].
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5.2 Bewertung von Caplets

wobel man den letzten Term durch

@%V%Qﬁ?m</VVWMMW§“L/@ﬁmBmﬂ>

t

t . .
= [ eI {we,B)
0 t
t
Bem.5.3
m / eV (s) Iy (5)ll p3(s) dis

erhalt.
Aufgrund der Martingaleigenschaft ist der Driftterm von uy gleich Null, somit
erfiillt uy folgende partielle Differentialgleichung auf (0,7}) x R x (0, c0)

. 1
O = 5V I l* 0+ a(b = V) du+ 5V |yl 02u

1
+3 EVOru + €V ||yl pj0.0,u = 0 (5.10)

mit der Endwertbedingung

lim uy(t, z,v) = .

t T

Es liegt also ein Cauchy-Problem vor, dessen Losung die analytische Transfor-
mierte ¢;(A) = u,(0, Z;(0),V(0)) liefert. Als Losungsansatz fiir u, wahlt man

ux(t, z,v) = exp (C(T) + Da(T)v + A2)

mit 7 = T; —t und Cj, D, : (0,7;) — C. Bildet man nun ausgehend von diesem
Losungsansatz die partiellen Ableitungen von uy und setzt diese in (5.10) ein, so

erhalt man

(~C4(r) — DAV u— 5 V Il du+ @ (b= V) Da(r)u

1 1
+ 5 VIl Nt 5 EVDR(T)u+ eV ] pADA(T)u = 0

2
1
<:>\—C;\(T) + abDy\(7) +V (—D;\(T) ~ 3 75117 X — a&i Dx(T)
—(+)
1 242 1 99
Il X+ £ DY) + ellyll ADA(R) ) = 0. (.11
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5.2 Bewertung von Caplets

Da (5.11) fiir alle ¢ € (0,7;) erfiillt ist und der Term (%) unabhéngig von V ist,

liefert (5.11) ein System von zwei gewohnlichen Differentialgleichungen
C\(1) =abD,y(1),
DY(r) = 5 @D3(7) + (el oA — a&) Da(7) (512
+ % 117 (A2 = A) fiir alle 7 € (0,77)
mit der Anfangswertbedingung
li{% Ci(T) = ll{‘r(l] Dy(7) = 0.

Es bietet sich an zuerst die Differentialgleichung fiir D) zu 16sen, da diese von
C) unabhangig ist. D, erfiillt eine Riccati Gleichung, fiir die man bei konstanten
Koeffizienten eine explizite Losung angeben kann. Da angenommen wurde, dass
7j, pj und damit auch &7 stiickweise konstante Funktionen fir alle 1 < j < N —1
sind, kann eine rekursive Losung der Differentialgleichung angegeben werden. C'

erhalt man dann durch
Ci(1) = / Ci\(s)ds = / abDy(s) ds.
0 0

In dem folgenden Korollar sind die Losungen von C) und D, angegeben.

Korollar 5.4 Seien 7y, und p; fir alle 1 < j < N — 1 stickweise konstant, das

heift es existieren 0 = 179 < 171 < -+ - < Ty = 1 fiir ein m € N mat

m—1
7j<t> = ij(Tj - Tk+1>1{Tj—Tk+1§t<Tj—Tk} und
k=0
m—1
pi(t) = > pi(T; = o)) ty—mpy <t<ry—ry flir alle 0 <t <Tj.
k=0
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5.2 Bewertung von Caplets

Dann besitzt das Anfangswertproblem (5.12) eine eindeutige Lisung

(C + d— €2D,\(Tk)> (1 — €d(T_Tk))
€2 (1 _ gked(Tka)) ’

Di(7) = Dx(7x) +

C(7) = Ca(m) + Z—f {(c +d)(1 — ) — 2log (%ﬂ

fur <7 <Tpy1, k=0,....m—1, mit
c=a&j(Tj — 1) — e|ly(T; = Tl p(T; = T)A,
d =1 — (T - )P - N,

c+ d— GQD)\(T]C)
c—d— EQD,\(Tk) .

gk =

Somit ist die analytische Transformierte ¢; von Z;(T;) unter dem Wahrschein-

lichkeitsmafl P;;; gegeben durch
¢;(A) = ux(0, Z;(0), V(0)) = exp(CA(T}) + DA(T;)V (0) + AZ(0))

fir alle A € D(¢;).

Fiir die Berechnung der analytischen Transformierten qgj von Z;(T;) unter P,

ist zu berticksichtigen, dass ]5j+1 und P;y; aquivalente Mafle sind mit

APl LU gane o<t <.
AP L;(0)
Fi
Fiir ein
A€ D(¢;) := {x eC: / v P2 (dz) < oo}
R
gilt somit

o (T 15 oy Li (1)
¢;(A) = /eAZJ(T])deH = /eAZ](TJ)T(OJ) dPji
Z;(Ty) 1
= Z;(T;) € dP;,, = /e(/\+1)Zj(Tj)dp. .
/ L;(0) 7T L(0) "
1
= ) di(A+1). (5.13)
j
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5.2 Bewertung von Caplets

Folglich erhélt man die analytische Transformierte <5j direkt aus der Transfor-
mierten ¢;.

In dem néchsten Abschnitt wird nun gezeigt, wie aus der analytischen Trans-
formierten ¢; mithilfe der Fourierinversion die Verteilung von Z;(7}) unter den
Wahrscheinlichkeitsmafien P;; und I5j+1 bestimmt werden kann. Dies fiihrt dann

direkt zu einer geschlossenen Formel fiir die Capletpreise.
5.2.3. Preisbestimmung mithilfe der Fourierinversion
Der Preis eines T;-Caplets mit Strike K ist gegeben durch (vgl. (5.7))
C0) = BOT311)0; (L(0) Py (Z4(T;) > log(K) — K Py (2(T;) > loa(K)))
Die gesuchten Wahrscheinlichkeiten
Pyt (Z(T3) > log(K)) und Py (2,(Ty) > log(K)

erhalt man nun durch die Fourierinversion. Der Beweis des folgenden Satzes ba-

siert auf dem Beweis von dem Umkehrsatz von Lévy in [Als07].

Satz 5.5 Es gilt

o T —itlog(K) 4(;
P (7(T) > og(K)) = £+ [T IR0
~ 1 1 oo I 7it10g(K) t + 1
P%M%Uﬁ>bﬁKD=§+WLmLA m (e tmz ) 4

Beweis: Sei (a,)nen eine reellwertige Folge mit a, — —oo fiir n — oo, dann

ergibt sich aus den Eigenschaften der Verteilungsfunktion

Py (Z,(T3) < k) = lim (P (Z,(T3) < k) = iy (Z4(T)) < an)

J n—oo

Zur besseren Lesbarkeit wird k := log(K) und @ := pﬁﬁTj) gesetzt. Da ¢;(i\)

der Fouriertransformierten von Z; unter P;;; an der Stelle A entspricht, folgt fiir
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5.2 Bewertung von Caplets

ein beliebiges n € N mit dem Umkehrsatz von Lévy

00 e—iant _ e—ikt

2mit

Pia(Z(Ty) < k) = P (Z5(T)) < an) = /

zt (z—an) _ zt(z—k) -
:/ / oy Q(dz)dt

zt(z an) __ fzt(z an) __ 6it(sz:) + efit(sz:)
= dz)dt
/ / it @(dz)

// stz = an)) 2241 — // Stz = k) oazyar, (5.14)

wobei die letzte Gleichheit aus der Eulerschen Formel,

o(it) dt

e — e = cos(z) + isin(z) — cos(—x) —isin(—z) = 2isin(z) fir allez € R,
folgt.

Fiir den zweiten Term von (5.14) erhélt man

/ / stz = K)o govar — / /Oo Im (70) Q(dz)d
_ /0 I'm ( /_ Z elt:t_k) Q(dz)) dt

1 <Im (e7k e, (it))
/0 it

T t

Man betrachte nun den ersten Term von (5.14)

// sin(t(z = ax) 4.9 dt—}g{;// Stz =) o goyar

Es ist zu beachten, dass die Funktion

sin(t(z — ay))
it

g:Rx[0,¢] = C; (2,t) —

b

mit stetiger Fortsetzung g(z,0) = =% fiir alle z € R, fiir jedes ¢ € R" be-

1

schrankt ist. Somit kann der Satz von Fubini® angewendet werden und es folgt

ISiehe Satz 19.16 in [Als07].
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5.2 Bewertung von Caplets

mit Substitution

/O/c: sm(t(;_ %) o / / sin(t(z = ) J o0
=t(z—an /_OO /OC(Z " S”;S ds Q(d-2).

Aufgrund der oszillierenden Form der Sinus-Funktion gilt fiir alle ¢ > 0, z € R

und n € N
c(z—an) o: x T .
/ sins) ds| < sup{ / sins) ds‘ LT > 0} < / sin(s) ds < 1.
0 s 0 TS o TS
1

Somit folgt mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

Tim lim/ / Vs o)
n—00 C—00
c(z an)
—/ lim lim sm( ) dt Q(dz)

n—o0 c— 00

[ wo

=/_OO—Q(dz) ;

Es folgt nun insgesamt

Pt (Z)(Ty) > k) = 1 = Pyt (Z4(T;) < k)
=1 lim (P (Z(T}) < k) — Pra (Z(T)) < a,))

B 11 [~ Im(e ™ e;(it))
=1- (5 T / / dt)

1 [ Im (e "¢;(it))
/0 i

t

ISiehe Satz 9.9 in [Als07].
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5.2 Bewertung von Caplets

Bei pjﬂ geht man zunachst analog vor, das heifit man erhalt

P (Z5(T5) > k) =

1 1 feIm (e*”kggj (zt))
-+ — / dt.
2 7 t

Dann folgt mit der Gleichung (5.13)

dt .

3 > Im (e ¢ (it + 1
1%+1(Zj(7})>k)=%+ﬂ;(0)/0 ( fﬂ( +1))

Dabei ist zu beachten, dass (it + 1) € D(¢,) fiir alle t € R gilt, denn

/ ‘e(it+1)z| Q(dz) _ / eRe((it—i—l)z)Q(dz)
R R
R
= Ejua [L;(T))] = L;(0) < oo.
Wobei bei der letzten Gleichheit die Martingaleigenschaft von L; beziiglich P,

ausgenutzt wurde.

O
Der Satz 5.5 liefert eine Formel fiir die Approximation an die Capletpreise

C;5(0) = B(0, Tj11)d; <Lj(0)pj+1(zj(Tj) > log(K)) — KP;1(Z;(T}) > log(K)))
B0 T0)5, (W ) l/oo Im (€7 (it + 1) — K,(it))) dt)

s t

(5.15)

Um eine Naherung fiir den Preis eines Caplets mit einem bestimmten Strike
K zu bestimmen, muss das Integral in (5.15) numerisch berechnet werden. Fiir
die Untersuchung des Verlaufs der impliziten Volatilitdt wird (5.15) fiir mehrere
Strikes ausgewertet, was zu einem hohen numerischen Aufwand fithrt. Wu und
Zhang stellen eine weitere Methode zur Bewertung der Caplets vor, die auf dem
Verfahren der Schnellen Fourier Transformation basiert und die Berechnung von
mehreren Capletpreisen mit einem geringeren Rechenaufwand ermoglicht. Diese

wird in dem folgenden Abschnitt naher beschrieben.
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5.2 Bewertung von Caplets

5.2.4. Preisbestimmung mithilfe

der Schnellen Fourier Transformation

Die folgenden Ausfithrungen basieren auf [WZ06] und [CM99]. Es existiert eine
weitere Moglichkeit eine geschlossene Formel fiir die Capletpreise mithilfe der ana-
lytischen Transformierten ¢; anzugeben. Denn es besteht eine Beziehung zwischen
der Fouriertransformation des modifizierten Forwardpreises eines 7}-Caplets und
¢;. In dem ersten Schritt wird diese Beziehung hergeleitet. Den Forwardpreis
eines Caplets in Abhéangigkeit von dem Strike K erhalt man dann durch die
Riicktransformation der Fouriertransformation.

Man betrachte den Forwardpreis des Caplets als eine Funktion des Strikes K
Gi(k) =By [(L;(T}) — K)*] = Ej4 [(eZﬂTﬂ') - e’f)j mit & = log(K).

Sei f; die Wahrscheinlichkeitsdichte von Z;(7};) = log(L;(T;)) unter dem For-

wardmartingalmafl P;;, dann gilt

Gj(k) =By [(2™) = ) Lz, 5m] = /k (% —€*) fi(z) d=.

Es ist zu beachten, dass G; auf R nicht integrierbar ist, da

k——o0 k——o0

lim G,(k) = lim (/:O e fi(z)dz — é* /koo fi(2) dz)
= [ €)= Bl (T)] = 1,(0) > .

Dabher ist die Fouriertransformation von G; nicht wohldefiniert. Aus diesem Grund

betrachtet man zunachst den modifizierten Forwardpreis
g;j(k) = e**G;(k) mit a >0,

so dass g; integrierbar ist. Die Wahl von o wird spater in diesem Abschnitt

genauer erlautert.

Bemerkung 5.6 Ist a > 0 so gewahlt, dass g; integrierbar ist, dann ist g; schon

quadratintegrierbar.
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5.2 Bewertung von Caplets

Beweis: Sei a > 0 so gewahlt, dass g; integrierbar ist. G, g; sind nichtnegative

Funktionen und es gilt

(k) = ;4 [( A0 — )| < By [50)] = L;(0) fiiralle k€ R.
0
= / g;(k)?dk = / %G (k)*dk < L;(0) / e* G (k) dk (5.16)
k<0 0
< L (0)/ e G (k) dk = Lj(O)/ g;(k) dk < oco.

Aufgrund der Integrierbarkeit gilt g;(k) = e**G;(k) — 0 fiir kK — oco. Also
existiert ein 0 < ky < oo mit g¢;(k) <1 fiir alle k > k.

N /0 " g (k)2dk — / " (kP + / " g (k)2dk (5.17)

0 ko

S GQQkOLj(0)2/€0 +/ g](k;) dk < oo.

ko

Mit (5.16) und (5.17) folgt schlielich die Behauptung.
0

Da g; € L'(R) N L*(R), ist die Fouriertransformation sowie die Riicktransfor-

mation wohldefiniert.! Die Fouriertransformation von g; ist gegeben durch

5 = / " g, (k) di

= e (e* —€*) f;(2) dz dk
k

/ Z)/ Z+ak 1+a )ei)\kdk dz
e a+1+4iN)z e(a—i-l—i-z/\)z "
/ fi(z a+iN  a—+1+i)

a+1+i)\ z
fi(z )2dz

(a+z)\)(a+1+z)\ /
_ gila+1+14A)
C(a+iN)(a+1410N)

fir alle A € R, (5.18)

Siehe Abschnitt 2.2.4 in [Gra08].
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5.2 Bewertung von Caplets

wobei bei der dritten Gleichung der Satz von Fubini verwendet wurde.

Somit ist die Fouriertransformierte der Funktion g; iiber die analytische Trans-
formierte ¢; von Z;(71;), die in dem Abschnitt 5.2.2 berechnet wurde, definiert.
Nun kénnen mithilfe der Riicktransformation die Werte der Funktion g; berechnet

werden. Es gilt
L% i
9i(k) = 5~ e i (A) dA

= % /_ N (cos(Ak) — isin(Ak)) (Re(v;(A)) + iIm(1p;(A))) dA

- = ( [ cosRIRe(, (1) + sin(k) T, () )

—00

+i /OO cos(Ak)Im(¢;(N)) — sin()\k:)Re(z/)j()\))d/\) . (5.19)

o0

Da g; eine reellwertige Funktion ist, der Kosinus eine gerade und der Sinus eine

ungerade Funktion ist, gilt

0= / " cos(M) Im(th;(\)) — sin(Ak) Re(uh;(1))dA

—00

= /O OOCOS(M‘)[I m(1h;(A) + Im(;(=A)] — sin(Ak) [Re(1;(N) — Re(y;(=A))]dA.

Wegen der Achsen- bezichungsweise Punktsymmetrie von dem Kosinus und dem

Sinus ist diese Gleichheit nur dann erfiillt, wenn
Im(¥;(A)) = =Im(ih;(=A)), (5.20)
Re(¥;(A)) = Re(¥;(—A))

fir alle A € R gilt. Setzt man nun (5.20) in (5.19) ein, so ergibt sich

g5 (k) = — / " cos(OW) Re(th;(\)) + sin(Mk) Im(; (1)) dA

T or oo

== [ costaR) Re(wy )+ sim(R) (1)

(e

_1 /0 " Re (e My () dA.
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5.2 Bewertung von Caplets

Somit gilt

G (k) — exp(—ak)g; (k) — P p (/Oo e~ M) (N) d/\> . (521

™ 0

Auf diese Weise erhalt man eine geschlossene Formel fiir den Capletpreis

C;(0) = B(0, Tj41)0; By [(L;(T3) — K)*]
= B(0,Tj41)0,G;(k)
—ak o
B0, T;)5, PR ( / e—M%j(A)dA) . (5.22)
T 0
Der Vorteil dieser Methode gegentiber der in dem Abschnitt 5.2.3 vorgestellten
Vorgehensweise besteht darin, dass mithilfe der Schnellen Fourier Transformation
die Riicktransformation gleich fiir mehrere Werte von k mit einem wesentlich
geringeren numerischen Aufwand berechnet werden kann.

Im Folgenden wird die Berechnung der Riicktransformation sowie die Wahl von

« naher erlautert.

Der Parameter o > 0 muss so gewahlt werden, dass die Funktion g;, definiert
durch

g;(k) = e G, (k) fiir alle k € R,

integrierbar und somit auch quadratintegrierbar ist, also

| 01k "2 ,0) < o

—00

Mit (5.18) folgt, dass dies genau dann erfiillt ist, wenn
¢j(0& + 1) = Ej+1 |:€(Q+1)Zj(Tj)} = ]EjJrl [L](T})(a+l)] < 00 (523)

gilt. Man wihle also « so, dass (5.23) erfiillt ist. Fiir die folgenden Uberlegungen
sei A =E;jiq [L;(T;) V] gesetzt.

Bei der numerischen Berechnung des Integrals in der Formel (5.21) stellt sich
zuerst die Frage, wie die obere Integralgrenze zu wahlen ist, damit der Fehler,

der beim Abschneiden entsteht, weniger als € >0 betragt. Das heifit man sucht
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5.2 Bewertung von Caplets

ein M € (0, 00) mit

‘ / h ei’\kwj()\)dA' <e
M

Nun gilt
| = | Glat ) | By [ n )]
! T lla+iN(a+ 14+ Ja(l4a) + A1+ 2a) — N2
azo EjJrl He(a—i-l)Z ‘ ‘ezx\Z )H
= A — A2]
B [|L;(T) ] tiz0 A
B m oA
Es folgt

o) i o) ooA B A
‘/Me @Z)j()\)d)\'S/MWj()\ﬂd)\g/Mﬁd)\ e

Es ist also M = ? zu wahlen, um die gewiinschte Genauigkeit zu erreichen.

Das Integral

I(k) = /0 e~ Mahi(N) dA

kann mithilfe der zusammengesetzten Trapezregel numerisch berechnet werden.
Hierflir wird das Intervall [0, M] in n Intervalle der gleichen Léange zerlegt. Setzt

man A\ = %, dann erhalt man n + 1 dquidistante Stiitzstellen g, A\, ..., A, mit
A = mAN Tur 0 <m <n.

Die zusammengesetzte Trapezregel liefert eine Approximation I, (k) fir I(k)

L(k) = M( +2Z TAmkg (A —Z‘M’“wxM)).

Von Interesse sind Preise von Caplets mit Strike K, der sich in der Nahe von
dem Anfangskurs von L;(0) befindet. Fiir ein b > 0 setze man Ak = 2 und
ki =1log(L;(0)) —b+1Akfir 1 <! <n-—1 Firein i, mit [ =1,...,n— 1 erhélt
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5.3 Bewertung von Swaptions

man

A —i ml ,—i(lo -
[n(kl> (w] +22 i ANAkmI i(log(L;(0)) b))\mwj<)\m>

m=1

te zA)\Aknlefz(log Mw]( ))

Setzt man nun ANAK = 27“, dann gilt

n—1
(k) = % (%’(0) +2 Z ool o —illog(L;( Am%( )
m=1
+ 671'27rl6 i(log(L ij< ))
= % <77/1j(0) + 2:251 o iarml ,—i(log(L;(0))~ m¢ (M)
+ e—z(log QZJJ( ))

Mithilfe der Schnellen Fourier Transformation konnen nun die Terme

n—1

Z o—iZml [efz(log( O Amap (A m)], 1<1<n—1,

m=1

berechnet und die Preisformel (5.22) fiir die Strikes K; := exp(k;), 1 <1 <n-—1,

ausgewertet werden.

5.3. Bewertung von Swaptions

In diesem Abschnitt soll nun die entsprechende Methode zur Bewertung von
Swaptions vorgestellt werden. Man betrachte eine Swaption fiir ein Zeitintervall
T, 1), 1 < n < m < N, mit Strike K. Sei R, ,, die Swaprate fiir das gleiche

Zeitintervall mit

B(t,T,) — B(t,T,,)
Z;ﬂ:_nl 5jB(t’ Tj+1)

Rym(t) = fur alle 0 <t <T,.
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Sei auflerdem der Prozess (Ny,m(t)o<t<r,) definiert durch
m—1
Nom(t) = 6B(t,Tjy) fiiralle 0<t<T,

j=n

und P° der Forwardswapmaf. Dann ist der Preis der Swaption zum Zeitpunkt
t = 0 gegeben durch (vgl. Abschnitt 3.2)

PSn’m(O) = Nn,m(O)ES [(Rn,m(Tn> - K>+} )

wobei mit E° [] der Erwartungswert beziiglich P bezeichnet wird.

Zur Berechnung von PS,, ,,,(0) ist es nun notwendig die genaue Dynamik von
R, » und V beziiglich P® in dem vorliegenden LIBOR-Markt-Modell zu bestim-
men. Hierfiir wird zunéchst der Maf3wechsel bzw. Numérairewechsel durchgefiihrt

und die Wiener-Prozesse beziiglich P° bestimmt.

Satz 5.7 Sei P° das Forwardswapmaf, dann werden durch

W5(t) .= W(t)—/ VV(s) 0®
B3(t) := B(t) — /\/ ) €9(s)ds mit

m—1 N—1
5kLk t
=2l 2 5L +1
g=n k=j+1
m—1 N—1
5Ly (t)
°(t) = (t _Onlalt) ,
o Z:a]()kzj;l 5Let) 1 eI or(®) und

a(t) = —5]i(t ?;ﬁ

ein d-dimensionaler Wiener-Prozess W° und ein eindimensionaler Wiener-Prozess
BY beziiglich P° definiert.
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Beweis: Sei P° das Forwardswapmaf. Mithilfe der Numéraire Technik erhalt

man die folgende Gestalt fiir den Dichtequotientenprozess®

dPS|  B(0,Ty) Nym(t)

— = = L9(t), 0<t<T,.
dPy |z Num(0) B(t,Ty) (), 0=t<

Das Ziel ist es nun die Exponentialmartingaldarstellung von L° herzuleiten, um
dann den Satz von Girsanov anwenden zu konnen.
Fiir ein beliebiges 1 < 7 < N — 1 gilt

B(t,Tj11) _ B, Tj41) B(t,Tj2)  B(t, Tn-1) Jh 5L (
kL (

= e . (h.24
B(t.Ty)  B(L.Tye) B(tTys) Bl Tw) (524
Es folgt
1500 = BOTY) Nam(®) _ BOTw) 5~ 5 Bt Tia)
Num(0) B(t, Tn) Npm(0) st ? B(t, Ty)
B(0O.T m—1 N—-1
= M d; (O Li(t)+1). (5.25)
N (0) 4 :
’ j=n k=j+1
Mit der Ito-Formel folgt
B(0,Ty) m—1  N-1 N-1
S _ )
dL5(t) = mz(sj |6 [T GeLi(t)+1)| dLi(t)
? j=n i=j+1 k=j+1, k#i
B(0,Ty) m—1  N-1 [ N—1
= L L;
Mo 25 2 G | L e+ ) )
’ j=n J+1 Lk=j+1
B(0,Ty) m—1 N-1 1 N-
= W Z [ H (0rLalt) Z VI(t)yi(t) dW(t),
j=n k=j+1 1i= j+1

wobei bei der letzten Gleichheit die Dynamik von L;, 1 <7 < N — 1, beziiglich
Py ausgenutzt wurde. Auerdem ist zu beachten, dass L*° ein Martingal beziiglich

Py ist und deshalb die Driftterme aufler Acht gelassen wurden.

!Siehe Abschnitt 24.3 in [Bjo04].
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Man setze

5Hk J+1<5kLk<> D 62y B(t,Tn) B, Tn) _ §;B(t, Tjn)

a;(t) =

TSN (Geli(t) +1) 7 BETIN) Nawlt)  Nuw(t)
Dann gilt
m—1 N-1
dL5(t) = (Zn(s,klllékLk +1>\/_Zn z;ﬂw +1 AW(t)

(5.25) LS( V()05 (1) dW (1) .

Somit erfiillt L eine homogene lineare stochastische Differentialgleichung. Diese

wird gelost durch

S(t) = exp (/Ot VV(8) 5 (s) dW (s) — %/OtV(s) HUS(S)H2dS) .

Der Satz von Girsanov liefert schlieBlich, dass die Prozesse W* und B® mit

W) = W(t) — <W, / Wasdw> W)~ [ T 05 (s) ds.

t 0

j=n k=j+ POnLi 41 t
“50-Y Y [ W a5 2 ool vt
=B~ [ VTEIE ) ds

Wiener-Prozesse unter dem Forwardswapmafl P° sind.
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Mit dem Satz 5.7 erhalt man fur die LIBOR-Raten und den stochastischen

Volatilititsprozess folgende Dynamik unter dem Forwardswapmaf3 P°

dL;(t) = Ls(t) (pst) dt + \/v<tm<t> dW(t))
:Lj(t)(( 56+ V() )dt+\/ () aws(e))

dV(t) =alb—V dt+e\/ t)dB(t
(b—gs ) dt 4 e/ V( dBS

B S(t
mit E5(t) =1 - ﬂ.
a
Der folgende Satz liefert die Dynamik der Swaprate R, ,, beziiglich P%.

Satz 5.8 Fir die Swaprate (R, (t))o<i<r, gilt

=/ V( Zaan i)y, (1) dWS () mit

aRgznj(t) — Oéj(t) + (Msﬁ ;ak(t) (Lk(t) — Rn’m(t))7 1< < N —1.

Beweis: Der erste Teil der Behauptung folgt mit der Ito-Formel. Es gilt

Z Fonll) a1, t) = V1 ZaR”m Ly (03, (6) dWS(8).

wobei bei der letzten Gleichheit die Dynamik von L;, n < j < m—1, beziiglich P®
eingesetzt wurde und aufgrund der Martingaleigenschaft von R,, ,, die Driftterme
nicht beriicksichtigt wurden.

Bei der Berechnung der partiellen Ableitung von R, ,,(t) nach L;(t) fiir ein
beliebiges j € {n,...,m — 1} ist zu beriicksichtigen, dass

(t) B Nm(t)
b, B(t T 1)0k L,
N (t)

_ B(t,T.) - B(t,Tn)  S0=)B(t,Th) — B(t, Tesr)
Rom(t) = i

®) _ ﬂilak@)Lk(t), 0<t<T,, (5.26)

gilt.
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Somit folgt

aﬁg?( - Z i (5.27)
Da
(t) = opB(t, Thy1) . B(t,Tpr) B(t,Tn) 5k HZ o (G Li(t) + 1)
T TN T BTN Nawt) S I GLa(t) £ 1)

folgt mit der Quotientenregel

dan(t) 5j m D)
tT 1) i B(t,Ty) i

0; O TTS L (0:La(t) + 1) B(t, T)
2GRS (“’“(m“>’“} S Z N1 )

- Wsﬁ o(t) (1{j>k} - Zaz(t)) : (5.28)

Das Einsetzen von (5.28) in (5.27) liefert schlieflich

Die in dem Satz 5.8 beschriebene Dynamik der Swaprate weist eine hohe Kom-

plexitat auf, die das Auswerten der Preisformel

PSn,m(O) = Nn,m<O)ES [(Rn,m(Tn> - K>+} (529)
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erschwert. Aus diesem Grund bietet es sich an, wie bei der Bewertung von Caplets
(vgl. Abschnitt 5.2.1), Freezing durchzufithren. Das heifit L;(¢) wird durch L;(0)
fir alle 0 <¢ <7Tj und n < j < m — 1 approximiert. Es folgt

Fy=1- 0
“1-£ 3w % (0 n(t) = €510

Setzt man ferner

 ORu.(0) L;(0)
7 TOL;(0) Rum(0)

so kann die Dynamik von R, ,, und V unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl P% ap-
proximativ durch folgende stochastische Differentialgleichungen beschrieben wer-

den

dRym(t) = Rym(t)\/V Zw]% (t) dWS(t)
dV()_a<b ES(HV )dt+e\/ 1) dBS(1)

Betrachtet man nun diese Dynamik und die Preisformel (5.29), so ist festzu-
stellen, dass die Bewertung von Swaptions ein Analogon zu der Bewertung von
Caplets ist. Nimmt man also an, dass die Funktionen v; und p;, 1 <j < N —1,
stiickweise konstant sind, so kann bei der Berechnung von (5.29) analog zu der
Bewertung von Caplets vorgegangen werden.

Wu und Zhang haben die Giite der oben durchgefithrten Approximation nu-
merisch tiberpriift, indem sie die mit der Schnellen Fourier Transformation und
der Monte-Carlo-Simulation berechneten Swaptionpreise miteinander verglichen.
Sie stellten nur geringe Abweichungen fest, wobei die Bewertung mithilfe der
Schnellen Fourier Transformation gegeniiber der Monte-Carlo-Simulation deut-

lich geringere Rechenzeit aufweist.!

'Die Abweichungen liegen meistens unter einem Prozent. Die Ausnahme bilden nur die Swaptions
mit T,, = T,,, — T,, = 10 Jahre. Hier {iberschreitet aber die Abweichung die 2% nicht.
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6. Fazit

Das Ziel dieser Arbeit war es zu untersuchen, wie die Volatilitatsstruktur in ei-
nem LIBOR-Markt-Modell zu wahlen ist, um eine moglichst hohe Marktkon-
sistenz zu erreichen. Bei der Analyse des Modellansatzes mit deterministischen
Volatilitaten stellte sich heraus, dass die aus dem Modell resultierende implizite
Volatilitat der Caplets unabhéangig von dem Strike der Caplets ist. Das heif3t, es
ist nicht moglich in einem so definierten LIBOR-Markt-Modell den Skew-Effekt
der impliziten Volatilitat abzubilden. Wegen der direkten Beziehung zwischen der
impliziten Volatilitat und den Capletpreisen, fiihrt die Fehleinschatzung der im-
pliziten Volatilitat zur Fehlbepreisung der Caplets. Aus diesem Grund sollte der
Einsatz des deterministischen Modellansatzes in der Praxis tiberdacht werden,
auch wenn er durch seine Einfachheit besticht und aufgrund der Verwendung von
Black’s Formel fiir Caplets und Swaptions ein schnelles Kalibrieren des Modells
an die Marktdaten ermoglicht.

Das CEV- und das LCEV-Modell ergénzen sich zu einem LIBOR-Markt-Modell,
das eine mogliche Alternative zu dem deterministischen Modellansatz darstellt.
Die Bewertung von Zinsderivaten erfolgt in dem LCEV-Modell, wobei die Mo-
dellparameter mithilfe der CEV-Preisformel fiir Caplets und Swaptions an die
Marktdaten kalibriert werden konnen. Die Wahl des Elastizitatsfaktors in dem
Modell erméglicht die Realisierung eines monoton fallenden oder steigenden Ver-
laufs der impliziten Volatilitat. Auf diese Weise kann im Hinblick auf die Markt-
konsistenz eine deutliche Verbesserung gegeniiber dem deterministischen Ansatz
erreicht werden. Dennoch bestehen weiterhin Einschrankungen bei der Modellie-
rung der impliziten Volatilitat. Zum einen ist es nicht moglich einen nicht mono-
tonen Verlauf der Volatilitatskurve zu modellieren. Und zum anderen wirkt sich
der Elastizitatsfaktor auf die Volatilitat aller LIBOR-Raten gleichermaflen aus, so
dass die Beeinflussung des Verlaufs der impliziten Volatilitat in Abhéngigkeit von

dem Zinsanpassungstermin eines Caplets stark eingeschrankt ist. Das heifit, dass
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die Moglichkeiten fiir die Modellierung der gesamten impliziten Volatilitatsflache
begrenzt sind.

Der Ansatz mit stochastischer Volatilitdt weist unter den drei in dieser Ar-
beit vorgestellten Modellansédtzen die hochste Flexibilitat bei der Modellierung
der impliziten Volatilitat, aber auch die hochste Komplexitat bei der Bewertung
von Caplets und Swaptions auf. Auch wenn die Bewertung im Vergleich zu den
anderen zwei Modellansatzen mit einem erheblich hoherem Rechenaufwand ver-
bunden ist, konnen durch den Einsatz der Schnellen Fourier Transformation die
Preise gleich fiir mehrere Strikes berechnet werden. Uber die Korrelation zwischen
einer LIBOR-Rate und dem stochastischen Volatilitatsprozess wird der Verlauf
der impliziten Volatilitat der Caplets mit unterschiedlichen Zinsanpassungster-
minen beeinflusst. Dabei kann neben einem monoton fallenden oder steigenden
Kurvenverlauf auch ein Smile-Effekt der impliziten Volatilitat erreicht werden.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass der Einsatz des deterministischen Mo-
dellansatzes in der Praxis unter dem Gesichtspunkt der Marktkonsistenz nicht
gerechtfertigt ist. Das CEV-Modell und insbesondere der Modellansatz mit sto-
chastischer Volatilitat stellen Alternativen dar, die in der Lage sind den am Markt
beobachtbaren Skew-Effekt der impliziten Volatilitit abzubilden. Uber den letz-
ten Modellansatz mit stochastischer Volatilitat lasst sich sogar die komplette
Volatilitatsflache modellieren.

Die Verwendung des LIBOR-Markt-Modells mit deterministischer Volatilitét
in der Praxis wird im Wesentlichen durch die Einfachheit der Kalibrierung legi-
timiert. Aus diesem Grund konnte in weiteren Untersuchungen, die den Rahmen
der vorliegenden Masterarbeit iibersteigen, die Umsetzbarkeit der komplexeren
Modellansétze in der Praxis untersucht werden. Es ist zu priifen, wie gut sich das
CEV-Modell und der Modellansatz mit stochastischer Volatilitdt mithilfe der in
dieser Arbeit angegeben Preisformeln fiir Caplets und Swaptions an die Markt-

daten kalibrieren lassen.
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A. Anhang

A.1. Das numerische Erzeugen der Kurvenverlaufe
in der Abbildung 4.1

Die Abbildung 4.1 stellt den Verlauf der impliziten Volatilitdt eines Caplets in
einem CEV-Modell in der Abhéngigkeit von dem Elastizitéatsfaktor a und dem
Strike K an einem Beispiel dar. Diese Abbildung wurde mit Mathworks MATLAB
erzeugt, indem das in dem Abschnitt 4.2 vorgestellte Verfahren zur Bestimmung
der impliziten Volatilitat numerisch realisiert wurde. Im Folgenden wird die nu-
merische Umsetzung erlautert.

Es wird ein Caplet mit dem Zinsanpassungstermin 7; = 5 und L;(0) = 0,06
betrachtet. Aulerdem werden bei der Implementierung folgende vereinfachende

Modellannahmen getroffen:

e Die Quelle des Zufalls wird von einem eindimensionalen Wiener-Prozess
getrieben (d.h. d = 1),

e Die deterministische Funktion \; wird als konstant in der Zeit vorausgesetzt
und soll in der Abhangigkeit von « so gewahlt werden, dass die implizite
Volatilitat des Caplets mit Strike K = L; 0,2 betragt.

Die grafische Darstellung der impliziten Volatilitat in Abhéngigkeit von a und
K erfolgt in drei Schritten. Die MATLAB-Funktion Vorbereitung.m stellt den
ersten Schritt dar. Hier wird die Funktion F' mit

Plo) " 1,00) (1100 120w, )) - (0 )
. ,
L O£ (L,(0).0)) ~ KO- (L,(0).))]. (A1)

durch den folgenden Quellcode
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A.1 Das numerische Erzeugen der Kurvenverlaufe in der Abbildung 4.1

function [ F ] = Vorbereitung( alpha, lambda, T, K, L_T, sigma )

nu_T=T*lambda"2;

fK=K~ (2x(1-alpha))/(nu_T*(1-alpha) "2);
fL_T=L_T"~ (2% (1-alpha))/(nu_T*(1-alpha) "2);
A=L_T*(1-ncx2cdf (fK,1/(1-alpha)+2,fL_T))...
-K*ncx2cdf (fL_T,1/(1-alpha),fK)

f_1=(log(L_T/K)+0.5*sigma"~2%T)/(sigmaxsqrt(T));
f_2=(1og(L_T/K)-0.5%sigma”2xT)/(sigmax*sqrt(T));
F=10"6* (A-(L_T*cdf (’Normal’,f_1,0,1)-K*cdf (’Normal’,f_2,0,1)))

end

implementiert. Die Inputvariablen alpha, lambda, T, K, L_T, sigma entsprechen

a,\;,T;, K, L;(0) und 0. nu_T entspricht der Zeittransformation

T;
vi(T)) “i’)/o Aj(w)?du =Ty - A2,

wobei bei der letzten Gleichheit die Unabhangigkeit des A; von der Zeit verwendet
wurde. fK, fL_T, A, £_1 und £_2 stimmen mit f(K), f(L;(0)), A, f+(L;(0), o) und
f-(L;(0),0) aus der Formel (A.1) {iberein. In der letzten Zeile des Quellcodes wird
die Funktion F umgesetzt. Es ist dabei zu beriicksichtigen, dass die in der Formel
(A.1) beschriebene Funktion F' mit dem Faktor 10° multipliziert wird. In dem

P als die

zweiten Schritt der Implementierung wird die implizite Volatilitat cr;-
Nullstelle von F bestimmt. Durch den Faktor 10° wird die Nullstelle der Funktion
nicht verandert, es kann aber bei der numerischen Berechnung der Nullstelle eine
wesentlich hohere Genauigkeit erreicht werden.

Die Berechnung der impliziten Volatilitat (T;-mp beziehungsweise der Nullstelle

von F' erfolgt in der MATLAB-Funktion implVol.m.

function [ sigma ] = implVol( alpha, lambda, T, K, L_T )

sigma=fsolve(Q@(x)Vorbereitung(alpha, lambda, T, K, L_T, x),...
0.35,optimset (’display’, ’off’));
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A.1 Das numerische Erzeugen der Kurvenverlaufe in der Abbildung 4.1

end

Die Funktion fsolve berechnet iterativ die Nullstelle der Funktion Vorbereitung
in der Variablen x, wobei 0,35 der Startwert der Berechnung ist. Somit ist die
Outputvariable sigma die implizite Volatilitat fiir die fest gewahlten Parameter
a, A\, T3, K, L;(0).

Der m-File Graphl ist der letzte Schritt. Hier wird die Funktion implVol fiir
a € {0,2,0,4,0,6,0,8} und K € {0,01,0,02,...,0,1} ausgewertet, die Ergebnis-
se werden in der Matrix iV abgespeichert und dann grafisch dargestellt. Bevor
implVol verwendet werden kann, muss fiir ein jeweiliges av das zugehorige A; be-
stimmt werden. Nach Voraussetzung muss A; so gewahlt werden, dass a;-mp =0,2
fir K = L;(0) gilt. Daher wird A; als Nullstelle der Funktion Vorbereitung in
der entsprechenden Komponente ermittelt. Mit dem folgenden Quellcode erhélt

man die Matrix iV.

T=5;

L_T=0.06;

alpha=[0.2:0.2:0.8];
K=[0.01:0.01:0.1];
iV=zeros(length(alpha),length(K));
lambda=zeros(1,length(alpha));

for n=1:length(alpha)
lambda(n)=fsolve(@(x)Vorbereitung(alpha(n), x, T, L_T, L_T,...
0.2), 0.035,optimset(’display’, ’off’));

for i=1:length(K)
iV(n,i)=implVol(alpha(n), lambda(n), T, K(i), L_T);
end
end
iV

Dabei wird in einer Zeile der Matrix fiir das zugehorige o der Verlauf der implizi-
ten Volatilitat in Abhangigkeit von dem Strike festgehalten. Es ist zu beachten,
dass der Fall o = 1 getrennt betrachtet wird. Wie es schon in dem Abschnitt 4.2
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A.2 Das numerische Erzeugen der Kurvenverlaufe in der Abbildung 4.2

erlautert wurde, ist die implizite Volatilitat in diesem Fall konstant in K. Der

Verlauf von aimp wird durch den Vektor iV_al modelliert

iV_al=ones(1,length(K));
iV_al=iV_al.x*0.2;

Die Abbildung 4.1 ist die grafische Darstellung der Ergebnisse der Matrix iV und
des Vektors iV_al und wird durch

plot(X,iv(1,:),’-ro’,K,iV(2,:),’-bo’ ,K,iV(3,:),’-go’ ,K,iV(4,:), ...
’-mo’ ,K,iV_al,’-k’)

hlegl = legend(’alpha=0,2’,’alpha=0,4’,’alpha=0,6’,’alpha=0,8",...
’alpha=1’);

xlabel(’Strike K’)

ylabel(’implizite Volatilit&t’)

erzeugt.

A.2. Das numerische Erzeugen der Kurvenverlaufe
in der Abbildung 4.2

Die Abbildung 4.2 ist eine dreidimensionale grafische Darstellung der impliziten
Volatilitatsfliche und wird durch den m-File Graph2.m erzeugt. Hier wird die
implizite Volatilitat fiir unterschiedliche Strikes K € [0,01,0,1] und Zinsanpas-
sungstermine 7; € {1,...,30} berechnet. Graph2.m baut wie Graphl.m auf den
Funktionen Vorbereitung.m und implVol.m auf.

Die Tenorstruktur wird durch Ty_y = 30 und 6; = 1 fiir alle 1 <j < N —1
definiert. Um eine dreidimensionale Darstellung erzeugen zu konnen, miissen ge-

nauso viele Strikes wie Zeitpunkte betrachtet werden. Durch
[T,K]=meshgrid(1:1:30,0.01:0.09/29:0.1);

wird ein quadratisches Gitter, auf dem die implizite Volatilitat berechnet wird,
aufgespannt. Ferner wird a = 0,5, A\; = 0,05 und L;(0) = 0,05 + 0,002 fiir alle
1 <5< N —1 gesetzt.
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alpha=0.5;

lambda=0.05;

L_T=zeros(1,length(T));

for n=1:1length(T)
L_T(n)=0.05+n*0.002

end

Die implizite Volatilitat fiir ein bestimmtes K und 7} wird mithilfe der Funktion

implVol berechnet und in der Matrix iV abgespeichert.

iV=zeros(length(K) ,length(T));
for i=1:length(K)
for n=1:1length(T)
iV(i,n)=implVol(alpha, lambda, T(1,n), K(i,1), L_T(n));
end

end
Die Abbildung 4.2 wird schlielich durch

plot3(X,T,iV)

grid on

xlabel(’Strike K’)

ylabel (’Zinsanpassungstermin T’)

zlabel (’implizite Volatilit&t’)

erzeugt.

A.3. Daten-CD

Die MATLAB-Funktionen, die zur Erzeugung der Abbildung 1 und 2 dienen, sind
auf der beigefiigten CD enthalten.
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