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Einleitung

Im Jahr 2011 lag nach Schétzungen der Bank for International Settlements (2012, [1])
die Hohe der global ausstehenden nominalen Volumina von over-the-counter (OTC)
Derivaten bei ca.

1.354.646.000.000.000 US-Dollar

oder anders ausgedriickt, betrug das globale nominale Marktvolumen fiir OTC Derivate
im Jahr 2011 ca. 1.35 Billarden US-Dollar. Dabei verzeichnete der Derivatemarkt in den
letzten Jahren starke Zuwachsraten.

Auch wenn ein Vergleich dieser Summe mit realwirtschaftlichen Gréflen nicht ohne Wei-
teres moglich ist, so zeigt sich doch, dass Derivate auf dem weltweiten Finanzmarkt eine

grofle Rolle spielt.
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Abbildung: Global ausstehende Betrédge von OTC Derivaten pro Halbjahr



Aus mathematischer Sicht besteht Bedarf an der Modellierung von Finanzmérkten und
der Bewertung von Derivaten im Hinblick auf ihr Risikoprofil und ihren Wert. Je nach
Wahl des Modells stehen fiir bestimmte Derivate analytische Formeln zur Verfiigung
(beispielsweise Callpreise im Black-Scholes Modell). In einigen Fallen kann ein Preis
auch durch Losung einer partiellen Differentialgleichung (PDE-Ansatz) oder durch Be-
rechnung einer Fourieretransformierten bestimmt werden. Bei komplizierten Derivaten
ist dies nicht ohne Weiteres moglich. In solchen Féllen kann eine Monte Carlo Simulation

zur Ermittlung einer Nahrungslosung angewandt werden.

Dieses Verfahren ist zwar sehr einfach umzusetzen allerdings im Vergleich zu den oben
genannten Methoden nicht besonders effizient. Das zentrale Ziel dieser Arbeit ist die
Verbesserung von Monte Carlo Simulationen. Dabei wird das Importance Sampling als
Ansatz ausgewahlt: Unter Anwendung der Formel von Bayes soll eine Verbesserung des
Monte Carlo Schétzers durch eine Varianzreduktion nach einem Maflwechsel erreicht
werden. Es gibt nun im Allgemeinen sehr viele Maf3wechsel, die in Frage kommen. Nicht
jeder dieser wird eine Varianzreduktion zur Folge haben. Es bleibt also noch ein Aus-

wahlproblem zu losen.

Zur Losung des MaBwechselauswahlproblems werden nun heuristische Giitekriterien fiir
Mafiwechsel mit Hilfe der Theorie der groflen Abweichungen und der Variationsrechnung
entwickelt. Da es sich bei den vorgestellten Methoden lediglich um Heuristiken handelt,
werden die Methoden durch umfangreiche Simulationen getestet und anschlieend in
Hinblick auf die Varianzreduktion des Monte Carlo Schatzers und den Rechenaufwand

bewertet.

Zu Beginn dieser Arbeit wird in Kapitel 1 das Basiswissen fiir die Variationsrechnung und
die Theorie der groflen Abweichungen durch eine kompakte Zusammenfassung gegeben.
Als erstes Ergebnis gelingt dabei die Herleitung eines Berechnungsverfahrens zur Be-
stimmung der Asymptotik der Austrittswahrscheinlichkeit von Diffusionsprozessen aus

Gebieten mit differenzierbarem Rand.

In Kapitel 2 wird anschlieBend die Monte Carlo Simulation und das Importance Sampling
fiir Diffusionsprozesse beschrieben. Dabei werden auch die technischen Herangehenswei-
sen zur Durchfiihrung von Maflwechseln gegeben. Diese sind im Wesentlichen die Formel

von Bayes zur Bestimmung der Auswirkung von Maflwechseln auf Erwartungswerte sowie



Varianzen und der Satz von Cameron-Martin-Girsanov, der Mafiwechsel fiir Diffusions-

prozesse charakterisiert.

Dieses Wissen fithrt dann in Kapitel 3 zur Entwicklung der asymptotischen Optimali-
tat als erstes Giitekriterium fiir Mafiwechsel in Hinblick auf ihre Varianzreduktion bei
der Monte Carlo Methode. Dabei werden Resultate zur Herleitung von asymptotisch
optimalen Mafiwechseln fiir das Black-Scholes Modell und Einfaktormodelle erzielt. Das

Verfahren wird dabei fiir mehrere Félle empirisch untersucht.

Als Alternative wird in Kapitel 4 eine Heuristik zur Bestimmung dynamischer Maf-
wechsel hergeleitet. Dieser kann bei Kenntnis des Preisprozesses und des Hedgeprozesses
problemlos bestimmt werden. Da diese allerdings unbekannt sind, wird die Theorie der
grofflen Abweichungen zur approximativen Ermittlung herangezogen. Das Vorgehen wird
in einer Vergleichsanalyse im Black-Scholes Modell fiir eine Calloption getestet, um die
Auswirkung der Approximation auf die Qualitdt des Maflwechsels zu bestimmen. An-

schlieend wird das Konzept auf asiatische Optionen erweitert.

Fiir viele Berechnung war es notwendig, auf das Computeralgebrasystem Maple zurtick-
zugreifen. Zusammen mit den Quellcodes fiir die realisierten Simulationen finden sich

die Worksheets auf dem beigelegten Datentréger.






1 Einfiuhrung

Ziel dieses Abschnittes ist die Einfithrung in die mathematischen Grundlagen, die fiir das
Versténdnis dieser Arbeit notwendig sind. Fiir die Modellierung von Finanzmérkten sind
Diffusionsprozesse wichtige Werkzeuge. Die spéitere Anwendung der Theorie der grofien
Abweichung fiir solche Prozesse verlangt hiufig die Losung von Optimierungsproblemen
iiber Funktionenrdume. Vor einer Einfiihrung in die Theorie der grofien Abweichung

werden zunachst die Techniken zur Losung solcher Optimierungsprobleme vorgestellt.

1.1 Variationsrechnung

Die Variationsrechnung beschaftigt sich mit der Minimierung von speziellen Funktiona-
len. Ein Funktional bezeichnet dabei eine Abbildung F' : X — R, wobei X ein Raum
reellwertiger Funktionen ist. Anders ausgedriickt ist ein Funktional eine ,Funktion von
Funktionen®. Ein Optimierungsproblem dieser Form taucht beispielsweise bei der Frage
nach der kiirzesten Verbindung zwischen zwei Punkten auf. Fiir die spiatere Anwendung
treten sie vor allem bei der Berechnung von Ratenfunktionen und Erwartungswerten
auf.

Die Variationsrechnung befasst sich mit solchen Fragestellungen. Dieses klassische! The-
mengebiet ist schon sehr gut erforscht und es gibt weitreichende Lésungsverfahren. Fir
eine weiterfithrende Recherche sind Gelfand und Fomin (1963, [10]) und Elsgolc (1962,
[18]) zu empfehlen, die auch die Basis dieses Abschnittes bilden.

! Die Variationsrechnung ist auch als 23. Problem ein Bestandteil von Hilberts Liste. Er stellt dort die
Frage, wie die Methoden der Variationsrechnung weiterentwickelt werden kénnen.



1 Einfiihrung
Das Problem

Fir t; < ty sei F = F(t,z,y) : [t1,t2] x R* x R® — R eine C*Funktion und sei

X C Cty,ts] eine Menge differenzierbarer Funktionen. Betrachte nun das Funktional

J: X =R
to
T(u) = / F(t,u(t), a(t)) dt.

t1
Das Variationsproblem bezeichnet das Auffinden eines Minimums «* von J, d. h. es ist
folgendes Optimierungsproblem zu l6sen

J(u™) zég)f(J(u)

Eine einfache Interpretation besteht aus der Vorstellung von J als Kostenfunktion, die
jeder differenzierbaren Funktion u die Kosten J(u) zuordnet. Je nach dem, welche wei-

teren Bedingungen w erfiillen muss, unterscheiden sich die Losungsverfahren fiir das

Optimierungsproblem. Diese werden im Folgenden vorgestellt.

Zunachst setzen wir abkiirzend folgende Notationen:

d d
Fo(t,2,y) = —F(t,2,y) Fy(t,2,y) = @F(t,x,y)
d? d?
F:):x(taxay) = EF(Z%V/E?y) Fyy(t>xvy) = TyQF(t?xay>
. d . d?
u(t) == %u(t) u(t) == ﬁu(t)

1.1.1 Fixierte Randpunkte

Es seien t; < tg, ug, up € R und A := (t1,u,), B := (t2,up) zwei feste Punkte auf
der Ebene. Gesucht ist nun eine Funktion u, die die Punkte A und B verbinden und
dabei das Funktional J minimieren. Dies entspricht dem Variationsproblem mit fixen

Randpunkten
X = {u € C't1,ta] | ulty) = g, u(ts) = up}

inf J(u).

ueX

10



1.1 Variationsrechnung

Ahnlich wie in der Analysis kénnen nun hinreichende und notwendige Bedingungen an
ein Minimum formuliert werden. Das wichtiste Resultat ist die Euler-Lagrange Glei-
chung. Damit ist es moglich das Optimierungsproblem auf das Losen von Systemen von

Differentialgleichungen zu reduzieren.

Satz 1.1. Eine Léosung u* des Optimierungsproblems

X = {u € Oty ta] | u(t1) = g, u(ty) = up}

Jg)f( J(u) (1.1)
erfillt die Fuler-Lagrange Gleichung
. d S\ e .
Fo(t,u™(t),u"(t)) F,(t,u*(t),u"(t)) =0 fiir alle t; <t <t,. (1.2)

dt

Das Theorem iibersetzt nun das Variationsproblem in eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung und liefert damit einen ersten moglichen Ansatz zur Bestimmung des Mini-
mums. Zunéchst wird die Euler-Lagrange Gleichung gelost. Nach der Theorie der Diffe-
rentialgleichungen werden die Losungen im Allgemeinen von zwei Konstanten abhangen.
Diese konnen dann zur Anpassung der Randbedinungen u*(t1) = u, und u*(t2) = uy ge-
nutzt werden. Existiert solch eine Funktion v*, dann ist sie ein erster moglicher Kandidat
fiir eine Minimalstelle. Beachte, dass die Euler-Lagrange Gleichung nur eine notwendige,

aber keine hinreichende Bedingung an die Minima liefert.

Eine ausfithrliche Darstellung mitsamt Beweisen ist in Elsgolc (1963, [18], S. 14 ff) zu
finden.

11



1 Einfiihrung

1.1.2 hinreichende Bedingungen

Ahnlich wie in der Analysis konnen nun hinreichende Bedingungen fiir Minima hergelei-
tet werden. Dabei werden lokale und globale Extrema unterschieden, welche mit jeweils
unterschiedlichen Techniken zu untersuchen sind.

Fiur die spiateren Anwendungen dieser Arbeit miissen globale Minima bestimmt wer-
den. Allerdings ist es nicht immer moglich, diese Eigenschaft direkt nachzuweisen. Eine

hinreichende Bedingung an F' ist die Konvexitét:

Lemma 1.2. Erfillt u* die Euler-Lagrange Gleichung (1.2) und ist die Abbildung (x,y)

F(t,xz,y) fir alle t € [t1,ts] konvex, dann ist u* ein Minimierer fir (1.1).
Beweis. vgl. [3], S. 47 ff, Theorem 2.1 (2) und (3) O

Die Konvexititsbedingung an F' ist héufig verletzt. Deshalb sind noch weitere hinrei-

chende Bedingungen notwendig, die sich allerdings als etwas schwieriger herausstellen.

Definition 1.3. Die Weierstrassfunktion fiir das Funktional

= [ PR u(), a(t) dt

t1

ist definiert als

E(taxvpa y) = F(twray) - F<t7x7p> - (y _p)Fy(t7x7y)v

firallety <t <ty,x,y, peR.

Definition 1.4. Es sei u € C*ty, 1] gegeben. Die Jacobigleichung von F beziiglich u ist

definiert als

d

(Futt ) 6(0) = 3Pt (0 ) 00~ 5 (B0, i) =0

fir alle t1 <t <ty. Wir sagen, u erfillt die Jacobi-Bedingung, falls eine Lésung h* der
Jacobigleichung existiert, die h*(t1) = 0 und h*|q, ¢,) # 0 erfillt.

Mit Hilfe der Jacobi-Bedingung und der Weierstrassfunktion konnen nun weitere hinrei-

chende Bedingungen formuliert werden.

Satz 1.5. Erfillt u* die Fuler-Lagrange Gleichung, die Jacobi-Bedingung und gilt

Fyy(t,u(t),u*(t)) >0 fir alle t1 <t <ts,

12



1.1 Variationsrechnung

so ist u* ein lokales Minimum fir (1.1).

Satz 1.6. Erfillt u* die Euler-Lagrange Gleichung, die Jacobi-Bedingung und gilt
Fyy(tu(t), a(t)) = 0 (1.3)

fiir alle t; <t <ty und alle u € C*[ty,ta], so ist u* ein globales Minimum fir (1.1).
Gleichung (1.3) wird auch Legrendebedingung genannt.

Satz 1.7. Erfillt u* die Euler-Lagrange Gleichung, die Jacobi-Bedingung und gilt
E(t,ult), p.y) > 0 (1.4)

fir allet; <t <2, p,y € R und u € C'ty,ts], so ist u* ein globales Minimum fiir
(1.1).

Entsprechende Aussagen fiir Maximalstellen erhilt man durch Ubergang zu —F, was zu
einer Umkehrung aller Ungleichheiten fiihrt. Die Sétze 1.5, 1.6 und 1.7 sind lediglich Zu-
sammenfassungen der fiir uns relevanten Aussagen. Es ist moglich, weitere hinreichende
Bedingungen unter schwacheren Voraussetzungen zu folgern. So ist beispielsweise aus-
reichend, die Ungleichung (1.4) bzw. (1.3) fiir Funktionen u € C*[t;, t5] zu fordern, die
,nahe“ an u* liegen. Eine weiterfithrende Ubersicht und ein Lokalitatsbegriff fiir Funk-

tionenrdume ist beispielsweise in Elsgolc (1962, [18], S. 124 f) zu finden.

Beispiel

Es seien sg, y1, r, 0 € R mit y; > so und 21n (y—) > r. Betrachte das Funktional

1
S0

F:[0,T]xRxR—=R

Y — m’>2
or

F(t,x,y) = (

Gesucht ist das Minimum des Funktionals
T
J:CY0,T] — R J(u) == / F(t,u(t), a(t)) dt,
0

wobei u in A = (0,s) starten und in B = (T,y;) enden soll, d. h. es ist folgendes

Optimierungsproblem zu losen

X = {u e C0,T] | u(0) = so,u(T) = y1}

13



1 Einfiihrung
T 2
e [ (MO = ru®)
ueX Jo O'U(t)

Zunéchst wird die Euler-Lagrange Gleichung von F' ermittelt. Dazu werden einige Dif-

ferentiale berechnet:

Fx(t,x,y) — _9 (y - TLE)T —9 (y - T'T)Q

Fy(t,z,y) =2 %
9 (b ult), aft)) = 2 2D Zrilt) () = ru (@) ift)

dt o2 (u (t))” o (u(t))

Dies ergibt zusammengefasst die Euler-Lagrange Gleichung

0= Fult,ult), ift)) — L Fyltsult) (1) =

Es gilt

& N T TN
uld) ad)
& ccliln (u(t)) = Zgg = Zgg = ccliln (u(t))
< u(t) = u(t)
< u(t) = cq exp(cat), fir ¢;,co € R

womit eine Losung gefunden ist. Zusammen mit den Randbedingungen u(0) = s und

u(T) = y; ergibt sich ein Kandidat fiir die Minimalstelle

1
u*(t) = sgexp <T log(?) t) .
0

Fiir den Nachweis der Jacobi-Bedingung muss etwas gerechnet werden:

r? (y—ra)r  (y—rz)°

14



1.1 Variationsrechnung

Foy(t,x,y) =2 ;xQ +4 yg;x?
Fy(t.o.y) =2 -
Fua(t, u(?), a(t)) jtp (4 ult). () — 2 LT )4;3;&)4 —2u(t) it)

Durch Einsetzen von

erhalt man

Zusammen mit

(B (e utt), 1) 0) = o () (s m (L) - 2h00)

ergibt sich die Jacobigleichung
* ok d * .k
(Fma,u (1.1 (1)) — L (1) 0 <t>> h(t) —

dt
AR I

o k- h(t) — 2(t) In (zl> (D) 0.

Diese homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizi-

enten wird gelost durch

h(t) = c1 exp(Ait) + e exp(Aat),

15



1 Einfiihrung

wobei

Insbesondere gilt A\; # Xo. Um die Jacobi-Bedingung zu erfiillen, benétigen wir eine
Losung, die aus der Null startet und h(t) # 0 fir alle ¢t € (0,7T] erfillt. Es folgt aus
h(0) = 0 direkt ¢; + ¢ = 0. Wéhle willktrlich ¢; = 1 und ¢; = —1. Damit ist eine
Losung der Jacobigleichung durch

h*(t) = exp(A1t) — exp(Aa 1)
gefunden, da \; # \q gilt, folgt direkt
h*(t) # 0
fiir alle ¢ > 0. Die Jacobi-Bedingung an die potentielle Minimalstelle v* ist damit erfiillt.
Zusammen mit der Legrendebedingung

F,

w(t,z,y) =2 >0

o232

folgt wegen Satz 1.6, dass u* bereits ein globales Minimum ist.

Durch Einsetzen kann der Wert des Minimums bestimmt werden. Es gilt zunéchst

(1) = log (yl) w* (1)

und damit
(a*(t) - ru*(t)>2 _ (} log (L )u*(t) — ru*(t)>2 _ <1og(;g;) - 7‘)2
ou*(t) ou*(t) o

Der Wert des Minimums ist damit

16



1.1 Variationsrechnung

/ ) —ru (t) 2 dt
Uu*
l 2
/ (T T) dt
1 Y1 2
= (1 5(2) —rT> .
1.1.3 variable Randpunkte

Das Optimierungsproblem éndert sich, wenn die Endpunkte A und B von u lediglich
auf den gegebenen Geraden t = t; und ¢t = t, liegen miissen, d. h. nun ist die kostenef-

fizienteste Funktion zwischen zwei senkrechten Geraden gesucht. Dies entspricht dem

Variationsproblem

inf  J(u).

ueC1[ty,to]

Es gelingt wieder, das Ausgangsproblem auf die Losung von Differentialgleichungen zu

reduzieren.

Satz 1.8. Eine Liosung u* des Optimierungsproblems

inf  J(u) (1.5)

ueC[ty,ta]

17



1 Einfiihrung
erfullt die Euler-Lagrange Gleichung (1.2) und die Bedingungen
Fy(t7 u*(t>’ u*<t>>|t:t1 =0 Fy(tv u* (t)a u* (t))|t:t2 =0. (16)

Ein moglicher Ansatz zur Bestimmung der Losung im Falle von zwei flexibler Randpunk-
te besteht zunéchst wieder in der Losung der Euler-Lagrange Gleichung. AnschlieSend
kénnen die zwei weiteren Gleichungen (1.6) zusammen mit den auftretenden freien Kon-
stanten zur Anpassung der Randbedingungen genutzt werden. Ist eine solche Funktion
u* gefunden, ist sie ein moglicher Kandidat fiir ein Minimum. Fiir den Fall eines flexiblen
rechten (linken) und eines variablen linken (rechten) Endpunktes, erfillt u* lediglich die
rechte (linke) Gleichung von (1.6) und zusétzlich die fixe Endpunktbedingung u*(t2) =
(bzw. u*(t1) = u,). Zusatzliche Details sind in Elsgolc (1963, [18], S. 64 ff) zu finden.

Beispiel
Essei T > 0 und zg, r, 0, K € R und setze a :=r — 502. Betrachte das Funktional

(oy +a)exp (ox +at)

F(t =2 — Y-
(t:2,y) o zoexp (ox + at) — K Y
Gesucht ist das Maximum des Funktionals
T
J:CY0,T] — R, J(u) == / F(t,u(t), a(t)) dt
0

mit linkem fixen Endpunkt A = (0,0) und rechtem variablen Endpunkt auf der Geraden

t =T, d. h. es ist folgendes Optimierungsproblem zu lésen

X :={uec C0,T] | u(t;) =0}

sup TF(t,u(t),iL(t)) dt.

ueX J0

Zunichst muss die Euler-Lagrange Gleichung von F' ermittelt werden. Dazu werden die

Differentiale berechnet. Eine kleine Rechnung ergibt

zo (oy+a)oe” o
xoecrerat - K

U:E+at)2

F.(t,x,y) =2

zo® (oy+a) (e o

_ 2 3
(xoeax—i-at _ K)

18



1.1 Variationsrechnung

o z+at
., moe
Fy(tz,y) = QW -2y
d Zo (0‘ %u (t) + a) o e ub)tat

%Fy(ta U(t)7 U(t)) =2 xoeau(t)-i-at - K

_2 7o (0 Lu(t) + a) (e"“(t)+“t)2 o d2

—2—ul(t).
(zoe ult)+at — K)2 dtQu( )

Ein einfacher Vergleich zeigt nun, dass sich in der Euler-Lagrange Gleichung fast alle

Terme gegenseitig eleminieren. Man erhalt

0= F(t,u(t),u(t)) — jtF(t,u(t),u(t)) =2 p7ok (t).

Diese Differentialgleichung kann mittels Integration gelost werden. Die Losung ist gege-
ben durch
u*(t) = 1t + o

fir zwei Konstanten ¢, co € R. Weiter gilt wegen dem linken fixen Endpunkt «(0) = 0
und damit

02:0.

Um ¢; zu bestimmen kann Satz 1.8 herangezogen werden. Demnach muss die Bedingung
(1.6) fiir den rechten flexiblen Endpunkt erfillt sein, d. h.

ou*(t)+at
* .k _ Lo € . .k
Fy(t,u (t)7u (t)) - 2 Qjoeau*(t)+at _ K 2u (t) i
oc1T+aT
— g T07° — 26 =0. (1.7)

ZL'()GU c1T+aT __ K

Die Losung fiir diese Gleichung ist eindeutig, falls sie existiert. Die Eindeutigkeit ist
leicht mit mitteln der Analysis nachzuweisen. Die Losung ist im Allgemeinen numerisch
nach ¢y zu lésen. Ist dies gemacht, so bleibt zu klaren, ob eine Losung u* tatsachlich
eine Maximalstelle ist. Dazu muss die Jacobi-Bedingung untersucht werden. Es kann

nachgerechnet werden, dass

Fm(t,u(t),u(t))—ime(t,u(t),u(t))zo und  E,(tult), a(t)) = 0

fir alle w € C'[0, 7] und insbesondere fiir v* gilt. Damit ist die Jacobi-Bedingung 1.4

trivialerweise erfiillt. Weiter berechnet sich die Weierstrassfunktion fiir beliebige u &€

19



1 Einfiihrung

Clty,ts] und y € R zu
E(t,u(t),p,y) =—(y —p)* <0,

womit alle Bedingungen fiir Satz 1.7 erfiillt sind und das Funktional J damit in u* ein

globales Maximum annimmt.

1.1.4 Endpunkte auf Kurven

Es ist auch notig, ein Verfahren zur Bestimmung des giinstigsten Weges von einem
Startpunkt zu einer Kurve zu ermitteln. Dazu seien eine C'-Kurve ¢ : [t1, 5] — R und
ein Punkt A = (¢1,u,) gegeben. Fiir eine Funktion u : [t1, %] — R definieren wir den
ersten Schnittpunkt mit ¢ als

T(u) = inf{t € [t1, t2] | u(t) = H(t)}

ohne dabei explizit ¢ in die Notation mit aufzunehmen und setzen 7(u) = oo, falls kein

Schnittpunkt existiert. Das Variationsproblem ist nun gegeben durch

X = {u € Oty ts) | u(ty) = ug, 7(u) < to}

inf [ Bt ult), () dt.

ueX Jy

Auch in diesem Fall kann ein System von Differentialgleichungen hergeleitet werden.

Satz 1.9. Fine Losung u* des Optimierungsproblems

X = {u € Oty ta] | u(t1) = ug, 7(u) <t}
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1.1 Variationsrechnung

inf [ Bt u(t), () dt

ueX Jy
erfillt die Euler-Lagrange Gleichung (1.2) und die transversal condition

[F (4 ). (0) — (900 — () B (b0, (0)] =0 (18)

t=T(u*)

Das Losungsverfahren fiir dieses Variationsproblem besteht zunédchst in der Losung der
Euler-Lagrange Gleichung. Anschliefend kann der fixe linke Endpunkt und die trans-
versal condition genutzt werden, um die zwei auftretenden Konstanten zu ermitteln.

Existiert solch eine Funktion u*, dann ist sie ein erster Kandidat fiir ein Minimum.

Beispiel

Esseien T'> 0, «, u, o, 0, xg, Ky € R mit xqg < K, gegeben. Betrachte das Funktional
und die C''-Kurve

F:[0,T] xR xR F(t,x,y):<y—9(aﬂ—$>>2
¢:[0,T] =+ R o(t) = Koexp(at).

Gesucht ist die giinstigste Verbindung zwischen dem Punkt A = (0,7¢) und der C'-

Kurve ¢ im Intervall [0, 7], d. h. es ist folgendes Optimierungsproblem zu l6sen

X = {uecC0,T] | u(0) = 2, 7(u) < T}

7(u)
Jg}f{ ; F(t,u(t),u(t)) dt.
Bevor mit der Berechnung moglicher Extremstellen begonnen wird, wird die Konvexitét
der Funktion F' untersucht:
Dafiir ist es hinreichend, die positive Definitheit der Hessematrix von F' zu beweisen.

Man rechnet nach:

(y—0(n—2x))0 y—0 (u—x)
Fo(t,x,y) =2 ) Fy(t,r,y) =2 2
e 9
Fou(t,z,y) = 2; Fp(t,z,y) = 2;
9 1
F(t,x,y) = 2; Fy(t,z,y) = 2;-
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1 Einfiihrung

Die Hessematrix von F' ist damit gegeben durch

20 25
25 25

Diese symmetrische Matrix besitzt die Eigenwerte

24267
= 2

AL und Mg = 1.

g

Da beide Eigenwerte positiv sind, ist die Matrix positiv definit und die Funktion (x, y) —
F(t,z,y) fir alle t € [0,7] konvex. Ist dann eine Funktion u* gefunden, die die Euler-

Lagrange Gleichung erfiillt, so ist sie nach Lemma 1.2 bereits ein Minimum.

Berechnen wir nun mogliche Kandidaten fiir die Extremstellen. Dazu wird die Euler-

Lagrange Gleichung hergeleitet:

Pﬂt%y%zzw_e(“—fﬂ9
Fy(t z,y) :2y—00(/;—:1:)

95y, uft). i) = 2 " HOL0,

womit nun folgende Differentialgleichung zu losen ist:

o (@(t) =0 (u—u(t)d ,a(t)+0u(t)

o2 o2

= 0.

Umgeformt ergibt dies eine inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

mit konstanten Koeffizienten:
i(t) — 0%u(t) = —0% .
Der homogene Teil wird gelost durch
Unom () = c1 exp(A1t) + o exp(Aat),
wobei Aj o die Losungen des charakteristischen Polynoms

P(\) =)\ —6?

22



1.1 Variationsrechnung
sind, welches die Losungen \; = 6 und A\, = —6 hat. Das ergibt
Unom (t) = c1 exp(0t) + co exp(6t).

Zur Losung der inhomogenen Gleichung wird die Storfunktion —6?p betrachtet. Dies

entspricht einem Polynom vom Grad 0, womit der Storterm wugg,. eine Konstante ist
Ustsr (1) = Ao € R.
Die Losung u der inhomogenen Gleichung hat damit die Form
U(t) = Upom (t) + ugsr(t) = c1 exp(Ait) + c2 exp(Aat) + Ag.

Nun gilt mit einfachem nachrechnen

Einsetzen in die inhomogene Gleichung liefert
—0% 1= ai(t) — 0%u(t) = i(t) —a(t) — 02 Ay = —02Ag

und damit Ag = p
Zusammen mit der linken Randpunktbedingung u(0) = z folgt

xo = u(0)
& To=cCtetu

& € =Xg— C2— U

Nun kann die transversal condition (1.8) zur Bestimmung von ¢, genutzt werden. Dazu

wird berechnet:

d(t) = aKyexp(at)
W(t)=—0e ey + 0 (xg— co — )

(—96"”62 +0e% (xg— co — ) — 0 (—e_etcg — e (19— co — u)))Q
2

F(t,u(t), 0" (1) =

o
- —20e %y + 20 (g — co — ) — 26 (—e*(”cQ — et (vg — ¢y — u))

(1 (1), (1)) = .
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1 Einfiihrung

Nach Einsetzen und Vereinfachen hat die transversal condition (1.8) nun die Darstellung

0= [F (8, (1), i (1) — (9(t) — (1)) Fy (1w (0), 6" ()]

0P (—zg + co + p1) (Koa e 4 96_97(“*)02)

— 4 .

o
Es kommen zwei mogliche Losungen in Frage:

K,
To=x9g—p oder g = _TOOZ exp ((a+ 0)1(u"))

Fiir beide Félle miissen noch die Schnittpunkte 7(u*) berechnet werden. Im ersten Fall

gilt

u(7(u")) = o(r(u*))

& —fexp (=07 (u") (v — p1)) + p = Koexp(ar(u")).
Im zweiten Fall ist die relevante Gleichung

K()Oz e 7(u*)

. K, aT(u*)
& ) (xo + =2

0 0 e—07(u*) N

Dies ist im Allgemeinen numerisch nach 7(u*) aufzulésen. Fiir die Parameter

0 =1 1=0.25 20 = 0.2
o=0.1 a = 0.001 Ko = 0.4

ist die erste Gleichung nicht l6sbar. Die numerische Losung der zweiten Gleichung fithrt
zu einem Schnittpunkt
T(u") = 4.847106473.
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1.2 Theorie der grofen Abweichungen

Dies eingesetzt in die Extremalstelle liefert
w*(t) = —0.05119607392 " + 0.0011960739 ' + 0.25,

welche aufgrund der Konvexitit von F' bereits ein Minimum ist. Dabei betragt der Wert

des Minimums

7(u*)
/ F(t,u(t), (1)) dt = 2.320771837.
0

1.2 Theorie der groBen Abweichungen

Die Theorie grofler Abweichungen beschéftigt sich mit Wahrscheinlichkeiten seltener Er-
eignisse. Als Hauptreferenz wird in diesem Abschnitt das Buch von Dembo und Zeitouni
(1993, [6]) genutzt, was sowohl als Einfithrung als auch als Nachschlagewerk fiir die Theo-
rie der groflen Abweichungen zu empfehlen ist. Weitere Quellen zu diesem Themengebiet
sind Deuschel und Stroock (1989, [7]) und Freidlin und Wentzell (1998, [9]).

Die Techniken werden hier iiberwiegend auf Diffusionsprozesse angewandt. Auf eine aus-
fithrliche Vorstellung grofler Abweichungen fir endlichdimensionale Rdume wird daher
verzichtet. Als wichtigste Werkzeuge werden sich das Theorem von Varadhan und die
Theorien von Freidlin-Wentzell herausstellen.

Gegen Ende dieses Abschnittes werden dann Prinzipien der Variationsrechnung in Kom-
bination mit der Freidlin-Wentzell Theorie auf Austrittszeiten fiir Diffusionsprozesse
angewandt. Das liefert eine Strategie zur Ermittlung des Grenzverhaltens von Austritts-
wahrscheinlichkeiten fiir eine grofle Klasse von Prozessen und resultiert von Fall zu Fall

in einem einfach zu realisierenden Algorithmus.

Setup

Fiir einen topologischen Raum (X, 7) bleibt die Topologie haufig unbenannt und er wird
abkiirzend nur mit X bezeichnet. Um Wahrscheinlichkeitstheorie auf X betreiben zu
konnen, muss zusétzlich eine o-Algebra angegeben werden. Dazu ist die vervollstandig-
te Borel o-Algebra By geeignet, d. h. die kleinste o-Algebra beztiglich der alle offenen

Mengen von X messbar sind und zusatzlich enthalt By alle Teilmengen von Nullmengen.
In der Finanzmathematik sind reellwertige zeitstetige Prozesse fiir die Modellierung von

Finanzmérkten vonnoten. Die Menge alle stetigen Funktionen ¢ : [0,7] — R" wird

mit C[0,7T] bezeichnet. In der folgenden Anwendung ist n € N haufig klar und wird
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1 Einfiihrung

daher nicht in der Notation erwéhnt. Im Folgenden sei C[0,7] immer mit der Metrik
d(p, 1) := supg<;<r |+ — Y| versehen. Eine Folge ("), konvergiert in C[0,7] genau
dann gegen ¢, falls

sup |¢) — @i — 0.
0<t<T

Deshalb nennt man die von d induzierte Topologie auf C[0,T]| auch die Topologie der

gleichmafligen Konvergenz.

Wir kommen zu den grundlegenden Definitionen:

Definition 1.10. Es sei [ : X — [0, 00] eine Funktion.
(1) Die Funktion I heifit Ratenfunktion, falls I von unten halbstetig ist, d. h. die Mengen
{reXx|I(zx) <M}

sind fiir alle M > 0 abgeschlossen.

(2) Die Funktion I heifst gute Ratenfunktion, falls fir alle M > 0 die Mengen
{reXx | I(zx)< M}
kompakt sind.

In Hausdorff-Rdumen sind kompakte Mengen auch abgeschlossen. In diesem Fall ist also
jede gute Ratenfunktion auch eine Ratenfunktion. Beispielsweise ist dies fiir metrische

Réaume und damit insbesondere fiir den Raum C[0, 7] automatisch erfullt.

Definition 1.11. (Large Deviation Principle) Es sei X ein topologischer Raum mit
o-Algebra B und I : X — [0,00] eine Ratenfunktion. Eine Familie ()0 von Wahr-
scheinlichkeitsmafSen auf (X, B) erfillt das Large Deviation Principle (LDP) mit Raten-
funktion I falls

— inf I(z) < liminf elog . (B) < limsupelog p.(B) < — inf I(z)
z€B =0 =0 x€B

fur alle B € B gilt.

Die mittlere Ungleichung ist in jedem Fall erfiillt. Das ist ein einfaches Resultat der

Analysis. Fiir Beweise ist es hiufig von Vorteil, folgende Aquivalenz zu nutzen:
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1.2 Theorie der grofen Abweichungen

Lemma 1.12. Die Familie (pi), erfillt das LDP mit Ratenfunktion I genau dann, wenn
folgende beide Schranken erfullt sind:

Fiir alle offenen B € B gilt

- ;gjfg I(z) < llIngglelOg we(B) (untere Schranke).

Fir alle abgeschlossenen A € B gilt

lim sup elog u(A) < — inf I(z) (obere Schranke).
e—0 T€A
Beweis. Die Hinrichtung folgt direkt aus B = B fiir alle offenen Mengen und A =
A fiir alle abgeschlossenen Mengen. Die linke Ungleichung der Riickrichtung folgt mit
B C B direkt aus der Monotonie des WahrscheinlichkeitsmaBes i (B) < p.(B) und der

Monotonie des Logarithmus

—;Iég I(x) < llIngglfGIOg pe(B) < 11£1£f€10g te(B)

Die zweite Ungleichung folgt analog. m

Das LDP findet haufig Anwendung bei Zufallsvariablen. Verkiirzend definieren wir daher,
dass die Familie von Zufallsvariablen (X€).>o auf (2, B,P) das LDP erfillt, falls dies fiir
die MaBe P, := P o (X¢)~! der Fall ist.

Die Ratenfunktion einer Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien (P.). nimmt nun eine
zentrale Position in der Theorie der groflen Abweichungen an. Ist sie bekannt, so ste-
hen viele Werkzeuge zur Bestimmung von Asymptotiken zur Verfiigung. Dies wird nun
im néchsten Abschnitt vorgestellt. AnschlieSend bleibt noch die Frage zu klaren, inwie-
fern Ratenfunktionen bestimmt werden konnen. Dies wird dann im zweiten Teil dieses
Kapitels bearbeitet.

1.2.1 Varadhan

In Anlehnung an an Dembo und Zeitouni (1993, [6]) formulieren und beweisen wir nun
einen der fundamentalsten Sétze der Theorie grofler Abweichungen. Ist die Ratenfunk-
tion einer Familie (X¢).>o bekannt, so kann unter bstimmten Voraussetzungen damit
das Grenzverhalten e — 0 von Erwartungswerten unter stetigen Funktionen bestimmt

werden.
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1 Einfiihrung

Folgendes Lemma ist dabei von Vorteil und wird im Laufe noch héufiger angewandt:

Lemma 1.13. Es sei N € N und fiir jedes ¢ > 0 seien al,...,a > 0 positive reelle
Zahlen. Dann gilt

N
limsup elog(> " al) max lim sup € log a’.
e—0 i=1 =1 e—0

Beweis. Da der Logarithmus monoton wéchst, gilt
N ; o N
max loga! <log(>_al) < log( max Na') =log N + log(malx a).
= = =

Es folgt daher
N
iy _ Y i
0< log(izz1 ay) max loga; < log N.

Nun ist N fest und daher erhalten wir limsup,_,,elog N = 0. Dann folgt durch Multi-

plikation mit € und anschlieender Grenzwertbildung

N
0 < lim sup(elog Za maxeloga)<limsupelog]\7:().
i=1

e—0 e—0

Es ergibt sich die Behauptung mit

=

. N
limsupe log(z a’) = lim sup e maxlog a’ = max lim sup elog a’.
e—0 i=1 e—0 i=1 =1 e—0

Theorem 1.14 (Varadhan). Erfille (X€). das LDP auf X mit guter Ratenfunktion
I:X —1[0,00|]. Es sei p: X — R eine stetige Funktion mit

llm lim sup € log Ee 2 Lip(xe)>m}y = —00. (1.9)
M—=oo 50
Dann gilt
lim € log Ee?X)/¢ = sup[p(z) — I(z)]. (1.10)
e—0 zEX

Der Beweis wird in drei kleinere Teile zerlegt. Betrachte folgende Ungleichung
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1.2 Theorie der grofen Abweichungen

lim sup € log E exp(p(X°)/¢) (%) sup[p(z) — I(x)]

e—0 zeX
(%)
< lim ionf elog Eexp(p(X°)/e)
e—

< limsup e log E exp(p(X€)/€).

e—0

Daraus folgt Varadhans Theorem

lim elog IE exp(p(X©) /€) = sup[p(z) — I(2)].

rzeX

Es muss im Folgenden (x) und (%%) beweisen werden.

Zunéchst kann fiir stetige und beschriankte Funktionen die Bedingung (1.9) umformuliert

werden.

Lemma 1.15. Es sei p : X — R wieder eine stetige Funktion. Fir Bedingung (1.9) ist

folgendes hinreichend: Es existiert ein v > 1, so dass

lim sup € log Ee?#X9) < oo. (1.11)

e—0

Insbesondere wird (1.11) von allen stetigen und nach oben beschrinkten Funktionen er-
fallt.

Beweis. Zunachst wird der Zusatz bewiesen: Es sei ¢ eine stetige und nach oben be-

schrankte Funktion. Dann existiert ein K € R mit ¢(z) < K fir alle x € X'. Es folgt:

elog E exp (790(X€)> < elogEexp <7K>
€ €
= elogexp <7K)
€
=K
€

=K < 0.

Die Behauptung folgt dann fiir beliebig gewéhltes v > 1. Nun zur eigentlichen Aussage:
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Es sei € > 0 beliebig und setze Z¢ := exp(w). Nun gilt:
X9)—-—M
Z°>1 @exp(u) >1
€

X)—M

o PX) M
€
& (X9 > M.

Ist nun v > 1 wie in (1.11) gewéahlt, dann folgt

ef%E@XP(@)l{w(Xe)zM}) = IE(exp(M

; ML p(xe)>m1)

Damit ergibt nun eine kleine Rechnung;:

. X , M M | ox9
lim supelog]Eexp(L))l{w(Xe)ZM} = limsup elogexp(—) exp(——Ee ™ < )1 {yxe >
e—0 € e—0 € €
M M
< limsup elog exp(—) exp(——)E exp(lgo(Xe))
e—0 € € €
= (1 —~)M + lim supelogEeXp(lgp(XE)) .
e—0 €
<oo nach (1.11)
Nach Voraussetzung gilt nun v > 1 und damit limy;_,o(1 — v)M = —oo. Mit dem
Grenziibergang M — oo folgt dann die Behauptung. m

Es wird nun (xx) bewiesen.

Lemma 1.16. Es sei ¢ : X — R von unten halbstetig und erfille (X€). das LDP mit
guter Ratenfunktion I : X — [0, 00|. Dann gilt:

p(X°)

lirgiglfelogEeXp( ) > sup(p(x) — 1(X)).

TeEX

Beweis. Es seien x € X und 0 > 0 beliebig. Da ¢ von unten halbstetig ist, existiert eine

30



1.2 Theorie der grofen Abweichungen

offene Umgebung U von z, so dass

;g(f] o(y) > p(z) —é.

Zusammen mit der Monotonie von log, der Positivitat von exp und der oberen Schranke
des LDPs fur (X¢), folgt damit:

lim sup € log Ee ™ > limsup € log Ee ™ )1{X€eU}
e—0 e—0
inf (y)
> lim Sélpelog Re— 56— Lixeery
e~
. infycy »(y)
= limsupeloge™ <  P(X € U)
e—0
= ;l&f} ©(y) + lim s(}lpelogIP)(X6 el)
€E—
2 inf inf T
2 inf o(y) — Inf I(y)

> p(z) — I(z) — 0.

Da 0 > 0 und =z € X beliebig war, folgt die Behauptung. m

Es wird nun (x) bewiesen.

Lemma 1.17. Es sei ¢ : X — R von unten halbstetig und gelte (1.9). Erfille (X¢). die
untere Schranke des LDP mit guter Ratenfunktion I : X — [0,00]. Dann gilt

lim sup € log E exp(¢(X€)/€e) < sup[p(z) — I(z)].

e—0 reX

Beweis. Wir beweisen das Lemma zunéachst fiir beschrénkte ¢. Der allgemeine Fall folgt
dann durch Ubergang zu ¢y := ¢ A M fiir M < oo und einer kurzen Rechnung am
Ende.

Sei also ¢ beschrankt, etwa sup,cy p(z) < M < co. Insbesondere erfiillt ¢ dann wegen
log0 := —oo die Bedingung (1.9). Seien o« < oo und 6 > 0 beliebig. Da I eine gute
Ratenfunktion ist, sind die Mengen ®;(«) := {x € X|I(x) < a} kompakt in X. Da
I von unten halbstetig und ¢ von oben halbstetig ist, existieren fiir alle z € X offene

Umgebungen Uy (x) bzw. Us(z) mit
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Insbesondere gelten beide Ungleichungen fiir die offene Umgebung A, := Uy (x) NUs(x),
da A, C Uy(x) und A, C Us(z) gilt. Zusétzlich bilden die A, eine offene Uberdeckung
von ®;(«)

Pr)C U As

z€Pr(a)

Da nach Voraussetzung ®;(«) kompakt ist, wihle eine endliche offene Teiliiberdeckung
A.,i=1,...,N, d. h. wir haben

Dann gilt:

e(X) e(X€)

P (X9)
Ee € = ]Ee € 1{Z€€UA%} + Ee € 1{ZE$UAI~L}

N
P(X9)
< S Ee™ T pxeea,) + e P(X ¢ JAL)

N P(X9) M e c
=Y Ee < lixeea,} +e<P(X € (JA,)")

i=1
N
< ZE@ UA
i=1
N sup, g — (z;)
§ZE671{X6€A }—i—e ]P’X6 Usz
i=1
N o o@pts
< YR e + VB € (AL
i=1

Da alle A,, offen sind, ist J A,, offen und damit (JA,,)¢ := X — U A,, abgeschlossen.
Mit der oberen Schranke des LDP fiir (J A, )¢ und fiir die abgeschlossenen A, erhalten

wir:

limsupelogP(X € A,,) < — inf I(x)

e—0 yEAxi
limsup elogP(X°© € A — inf I(z
nsup elog (UA.)°) < %M%m()
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Unter Verwendung von Lemma 1.13 ergibt sich:

N

lim sup e log Ee < lim sup € log( ZE@W%W Lixeeay + 6¥IP’(XE € (JA4)9))
e—0 e—0 i=1 v
N
< i)+ 60— inf [ ,M — inf I
< max(max(p(z;) ,uf 1) el ())

< max(max(p(e;) — I(z;) +25), M — o)

i=1

< max(r?gifc(cp(xi) —I(z;), M — ) + 2§

Die Aussage fiir den beschriankten Fall folgt nun direkt durch Ubergang 6 — 0 und

o — OQ.

Fiir den allgemeinen Fall betrachte fir M < oo die Funktion ¢y () := p(z) AM < ¢(z).
Dann ist ¢, eine beschriankte und nach oben halbstetige Funktion. Es folgt wieder unter
Ausnutzung von Lemma (1.13):

P(X©)

lim sup € log Ee™ e
e—0

<11msupelog(Ee c 1{¢(X6)<M}+Ee ‘ 1{90(X6)2M}>

e—0

<max(hmsupelogEe € 1{¢(Xe)<M},hmsupelogEe 2 Lip(xe)>m1)
e—0

< max(lim sup €log EevMe ,lim sup € log Ee 5 1{¢(X6)>M})
e—0 e—0

< max(sup gy (z) — I(x), hmsupelog]Ee c 1{¢(Xe)>M})

TEX e—0

< max(sup p(z) — I(x), hmsupelogIEe e 1{<p( > M})

TeEX e—0

Die Aussage ergibt sich wieder mit dem Grenziibergang M — oo. Dabei nimmt die

rechte Seite von dem Maximum den Wert —oo aufgrund von Bedingung (1.9) an.  [J

Fiir einen spéteren Beweis benotigen wir noch eine dhnlich Aussage fiir Funktionen der
Form F1, fir A C X abgeschlossen:

Lemma 1.18. Es sei F' : X — [0, 00| stetig und erfiille (1.9). Angenommen (X€), erfillt
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1 Einfiihrung
das LDP mit guter Ratenfunktion I. Dann gilt fir alle A C X abgeschlossen:

limsupelog [ eF@/P(X¢ € dx) < sup(F(z) — I(z)).
A

e—0 z€EA

Beweis. Fiur A C X abgeschlossen ist die Indikatorfunktion 1,4 von oben halbstetig und
somit auch 14F. Wegen 14F < F bleibt die Schranke (1.9) erhalten. Anwendung von
Lemma (1.17) liefert dann

limsupelog [ eMA@F@/p(X€ € dz) < sup(F(z) — I(x)).

e—0 X €A

Weiter gilt:

/ eMA@F@/p(Xe e dr) = / e F@/P(X€ € dx) + "P(X°€ € dx)
X A X\A

I
T

M@/ P(XC € da) + P(X € X\A).
N—— —

€[0,1]

Damit folgt dann fiir die linke Seite mit Hilfe von Lemma 1.13:

limsup elog | '@/ P(X € dx)
x

e—0

— lim sup e log( / F@/P(XE € dr) + P(XE € X\A))
A

e—0

= max(lim supelog(/ el'@/p(X< e dx),limsup elog P(X€ € X\A))
A e—0

e—0

= limsupelog | M@/ P(X° ¢ dx),
A

e—0
wobei im Maximum der zweite Teil keine Rolle spielt, da aus x € [0, 1] schon log(z) < 0

geschlossen werden kann und damit

limsup elogP(X € X\A) <0.

e—0

Es folgt die Behauptung. m

In der spateren Anwendungen bedarf es noch der Erweiterung von Varadhans Theorem
auf Abbildungen F' : X — [—00,00) erweitern. D. h. F' kann auch den Wert —oo

annehmen.
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Satz 1.19. Erfille (Z¢). das LDP auf X mit guter Ratenfunktion I : X — [0,00]. Es

sei F': X — [—00,00) stetig und ezistiere ein v > 1 mit

F(Z9)

lim sup € log Ee* < 00.

e—0

Dann gilt fir alle messbaren A € By:

sup[F(z) — I(x)] < lim iglfelog IEllzgieF(Zé)/E
zed e~

< limsup elog E1 1%/ < sup[F(z) — I(x)].

e—0 z€A

Insbesondere folgt fiir A =X

lim e log Ee?(29/¢ = sup[F(z) — I(x)].
e—0 zEX

Beweis. Die mittlere Ungleichung ist klar.
Die erste Ungleichung ist Lemma 1.16.

Betrachte die dritte Ungleichung: Falls F' konstant —oc ist, ist nichts zu zeigen. Sei also
F' nicht konstant —oco. Sei ' C & abgeschlossen und definiere fiir M > 0 die Menge
Cy :={x € X|F(z) > —M} = F7'[-M,00). Da F stetig ist, ist F~'[—M, o00) als
Urbild einer abgeschlossenen Menge abgeschlossen und damit C); abgeschlossen. Fiir
x € C\ Oy gilt nach Definition F(x) < —M. Es folgt mit Hilfe der Monotonie der

Exponentialfunktion

/C eXp(iF(ZG))]P’(ZE € dz)

~ [ exp(tR(z) P2 € dn) + / : exp(2F(Z9))P(Z° € dx)

Cu € Cumr €

< /C ) exp(LF(Z)P(Z° € dr) + /C . exp(_]‘f)P(Zf € dv)

€

= exp(lF’(Ze))IP’(Z6 € dr) + /eXp(—]\j)lc\cMIP’(Z6 € dx)

Cr €
1 M
= /. eXp(EF(Ze))IP’(Z6 € dr) + exp(—?)IP’(Z6 e C\Cu)

Da Z¢ das LDP mit Ratenfunktion [ erfiillt , folgt fiir den zweiten Teil der rechten Seite

M
lim sup € log(exp(——)P(Z¢ € C'\ Cy))
€

e—0
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1 Einfiihrung

M
= limsup elog exp(——) + limsup elogP(Z“ € C'\ Cys)
e—0 € e—0

= €

M
+limsupelogP(Z¢ € C'\ Cy)
€ e—0
<—M— inf I(x)

CEC\C]\/I

Fiir den ersten Teil der rechten Seite betrachte die Funktion F'1¢,,. Diese ist von oben

halbstetig, da C'y; abgeschlossen ist. Aus Lemma 1.18 folgt

lim sup € log exp(lF(Ze))IP’(ZE € dx) < sup [F(z) — I(x)]

e—0 Cm € zeChy

Mit Lemma 1.13 erhalten wir daher

lim supelog(/CM exp(lF(ZE))IP’(Ze € dx) + exp( ]\/[)IP’(Z6 e C\Cuy))

e—0 E _?
1 M
= max(lim sup € log exp(=F(Z°))P(Z° € dx),limsup elogexp(——)P(Z° € C'\ Cy))
e—0 Cum € e—0 €
< max(sup [F(z) — I(r)], =M — inf I(x))

zeCyy ceC\Cus

< max( sup [F(x) — I(z)],—M)

zeChuy

Wir erhalten damit die dritte Ungleichung durch Ubergang M — oco. O]

Mit Hilfe von Varadhans Theorem ist es nun moglich, Asymptotiken von Erwartungs-

werten auszurechnen.

1.2.2 Transformation von LDPs

Es werden zwei Techniken vorgestellt, wie man aus bestehenden LDPs neue konstruieren
kann. Dabei wird einerseits das Verhalten von Maflen und Ratenfunktionen unter steti-
gen Abbildungen untersucht und andererseits geklart, wie sich das LDP auf Grenzwerte

von Maflfolgen auswirkt.

Kontraktionsprinzip

Es stellt sich zunéchst die Frage, wie sich die LDP Eigenschaft einer Familie (X€).> auf
X unter Abbildungen f : X — Y verhilt. Eine Antwort fiir den Fall einer stetigen Funk-
tion f liefert das Kontraktionsprinzip. Dies Konzept gehort zu den Standardtechniken
und wird noch haufig genutzt.
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1.2 Theorie der grofen Abweichungen

Satz 1.20 (Kontraktionsprinzip). Es seien X und Y Hausdorff-Riume und f : X — Y
eine stetige Abbildung. Erfille (X)eso das LDP auf X mit (guter) Ratenfunktion I.
Dann erfillt (f(X€))eso das LDP auf Y mit guter Ratenfunktion

J(y) = nf{I(z) | v € X,y = f(x)}

und J(y) := oo falls die Menge leer ist.

Beweis. Zunachst ist J nicht negativ, da [ nicht negativ ist. Ist I eine gute Raten-
funktion, so ist auch J eine gute Ratenfunktion. Dazu betrachte fiir « > 0 die beiden

Mengen:

Uy ={reX|l(x) <a}
Vi ={y e YlJ(y) <a}.

Nach Voraussetzung ist U¢ kompakt. Zusatzlich gilt

f¥7) = 5.

Da Bilder kompakter Mengen unter stetigen Abbildungen ebenfalls kompakt sind, ist

auch J eine gute Ratenfunktion. Dazu:
C Seiy € f(V}). Dann existiert ein xy € V¢ mit f(zg) =y und I(zg) < a. Es gilt also

J(y)= inf I(x)<I(z) <«
zef~1(y)

und damit y € V9.

DO Sei umgekehrt y € ¥9. Dann gilt

inf I(z)=J(y) <a.

zef~(y)

Es existiert also eine Folge (), mit z, € f~1(y) und zy := lim, . 7, < a. Da

f~(y) abgeschlossen ist, gilt o € f~'(y) und damit zo € ¥¢. Also folgt wegen
F(z0) = y schon y € F(U5).

Untere Schranke: Es sei B C Y offen. Da f stetig ist, ist f~1(G) C X ebenfalls offen.
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1 Einfiihrung
Unter Ausnutzung des LDPs fiir (X€).>o folgt

"o J W =l ) 1@

=— inf I(z
zef~1(G) (@)

< lim iglfelog P(X e [7H@))
€E—

= lirgiglfelogp(f(Xe) € G)

Obere Schranke: Dieser Teil folgt genau wie oben unter Ausnutzung der Tatsache, dass
fir A C ) abgeschlossen auch f~1(A) C X abgeschlossen ist.

1.2.3 LDP fiir Diffusionsprozesse

Wie bereits angekiindigt, ist die Betrachtung eines LDP fiir Mafle auf dem Raum von
Funktionen notwendig. Zur Anwendung der oben vorgestellten Techniken muss nun die
Ratenfunktion bestimmt werden. Das erste und wichtigste Beispiel ist der Wienerprozess.

Zunachst muss allerdings eine speziellere Klasse von Funktionen definiert werden:

Definition 1.21. Es sei h : [0,T7] — R"™ eine Funktion. Wir nennen h absolutstetig,

falls h fast dberall differenzierbar ist, h lebequeintegrierbar ist und
t.
he=hat [ hudu

fir alle t € [0,T] gilt.

Beachte, dass absolutstetige Funktionen fast tiberall differenzierbar sind und daher das

T .
/mfﬁ
0

Integral

wohldefiniert ist.

Definition 1.22. Wir bezeichnen den Raum der absolut stetigen Funktionen mit qua-

dratintegrierbarer Ableitung gegeben durch

T .
HT := {h | h abs. stetig, hy = x,/ |he|? dt < oo}
0
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1.2 Theorie der grofen Abweichungen

als Cameron-Martin Raum und setzen H' := HJ

Im Folgenden wird immer angenommen, dass der zugrunde liegende Wahrscheinlichkeits-
raum (£2, F,P) mit der augmentierten rechtsseitigstetigen Wienerfiltration versehen ist.

Ein allererstes LDP Resultat wurde von Schilder fiir den Wienerprozess bewiesen.

Theorem 1.23 (Schilder). Es sei W ein n-dimensionaler Wienerprozess auf (2, F,P).
Dann erfillt (v/eW)eso das LDP auf Co[0,T] mit guter Ratenfunktion

1 T3 |2 T
= h|“dt alls h ¢ H
I(h): 2f0 ‘ t’ f

o0 sonst.

Beweis. vgl. [6], S. 161, Theorem 5.2.3 O

Freidlin-Wentzell Theorie

Nun kann Schilders Theorem und das Kontraktionsprinzip genutzt werden, um ein LDP
fir eine Familie von Losungen stochastischer Differentialgleichungen herzuleiten. Als
Nachschlagewerk der stochastischen Analysis ist Rogers und Williams (1987, [24]) zu
empfehlen. Eine gute Einfithrung mit Fokus auf stochastischen Differentialgleichungen
mit finanzmathematischen Anwendungen ist in Oksendal (1998, [20]) zu finden. Es sei

zunachst eine Familie stochastischer Differentialgleichungen

dSs = b(Sf)dt + /ea(S5)dW, (1.12)

€
S() = 50,

fiir zwei beschrankte gleichméafig lipschitzstetige Funktionen b : R® — R” und ¢ : R" —

R™*4 mit geeigneten Integrationsbedingungen. Definiere nun eine Abbildung

F:H" - H!

wobei h die eindeutige Losung der Gleichung

h(t) = 5o /Otb(h(s)) ds—l—/ota(h(s))g(s) ds  0<t<T

ist. Dabei wird die Eindeutigkeit der Losung durch die Lipschitzbedingung sichergestellt
und die Abbildung F' ist wohldefiniert. Es soll nun eine Art Kontraktionsprinzip auf die
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1 Einfiihrung

Prozessfamilie (W¢). und die Abbildung F' angewandt werden, um das LDP fur (5°).
herzuleiten. Dabei ist zu bemerken, dass die Abbildung F' im Allgemeinen nicht stetig
ist und sich der Beweis daher etwas technischer gestaltet. Wir verzichten deswegen an

dieser Stelle darauf und verweisen fiir die Details auf Dembo und Zeitouni (1993, [6], S.
189, Theorem 5.6.7).

Theorem 1.24 (Freidlin-Wentzell). Es sei (S€). eine Familie stochastischer Prozesse
gegeben durch (1.12). Dann erfillt (S€). das LDP auf C[0,T] mit guter Ratenfunktion

inf )%foT\gtP dt  falls h € HE,

I (h): geF~1(h

o0 sonst.

In einigen Situationen ist die Abbildung F' bijektiv, wodurch die Ratenfunktion ohne

Ermittlung des Infimums auskommt.

Korollar 1.25. Ist fiir alle x € R™ die quadratische Matriz a(x) := o(x)o(z)T positiv

definit, dann reduziert sich die Ratenfunktion zu

LT (h, — ail e — S aLls
I (h) = 5 Jo (hs = b(hs))Ta™ (hs)(hs — b(hs))ds  falls h € H,

o0 sonst.
Beweis. vgl. [6], S. 189 O

Im eindimensionalen Fall ergibt sich in dieser Situation dann die Ratenfunktion zu

T (hs—b(hs) >
Lo (") s falls b€ HI,

o0 sonst.

Lsy(h) =

Als entscheidendes Resultat der Freidlin-Wentzell Theorie kann nun die Ratenfunktion
von Familien von Diffusionsprozessen bestimmt werden. Damit stehen nun eine grofle

Menge an Werkzeugen der Theorie der grolen Abweichungen zur Verfiigung.

1.2.4 Austrittszeiten

Wir kénnen das Theorem von Freidlin-Wentzell benutzen, um asymptotische Aussagen
tiber die Austrittswahrscheinlichkeit der Familie (5¢). geméafi der stochastischen Diffe-
rentialgleichung (1.12) zu machen. Es sei D C R” eine beschréinkte Menge mit glattem
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1.2 Theorie der grofen Abweichungen

Rand 0D und nach auBlem gerichteten Normalenvektor v auf 0D. Definiere fiir eine
stetige Funktion ¢ : [0, 7] — R die Erstaustrittszeit

P(p) == inf{t € [0,T] | ¢, ¢ D}.

Es ist die Wahrscheinlichkeit P(7P(S¢) < T') gesucht. Mit Hilfe der Theorie der groBen
Abweichungen ist es wieder moglich, die Asymptotik dieser Wahrscheinlichkeit zu ermit-

teln.

Satz 1.26. Es sei (S¢). eine Familie von Prozessen gegeben durch die stochastische
Differentialgleichung (1.12). Die Ratenfunktion dieser Familie ist nach Freidlin- Wentzell

gegeben durch
/ (9015_[7 Pt ) dt,
T2

falls o € HL und I°(¢) = 0o sonst. Fir ein Gebiet D C R™ mit glattem Rand 0D gelte
weiter so € D und b-v <0 auf 0D (Skalarprodukt). Dann gilt

ll_lr%elogIP’(T(S ) <T)

~inf{- / o (9“ <£f;pt)> dt | ¢ € C[0,T), 00 = 50,77 () < T}.

Beweis. vgl. [8], S. 1378, Theorem 4.1 O

Zur Erinnerung: Fiir eine C*-Kurve ¢ : [0,7] — R haben wir den ersten Schnittpunkt
mit der Funktion u : [0, 7] — R definiert als

7(u) = {t € [0,T] | u(t) = ¢(1)}.

Ist nun das Gebiet D mit Hilfe einer Funktion ¢ definiert, so kann die Aussage etwas

modifiziert werden, um Variationsrechnung anwenden zu kénnen.

Korollar 1.27. Es sei ¢ : [0,T] — R eine C'-Kurve. In der Situation von Satz 1.26 sei
0D der Graph von ¢ und D die Menge oberhalb (unterhalb) des Graphen, falls so < ¢(0)
(bzw. sg > ¢(0)). Dann gilt

: D qe
lli%GIOgP(T (S9)<T)

. 1 @ Pt — b(@t) ’ é
d [ = T < T,
= 111f{2 /0 ( ( t) t ‘ 2 - C[O, ],QOO S0, ((p) ~ }
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1 Einfiihrung
Beweis. Fir stetige Funktionen ¢ folgt

2(p) E'inf{t € [0,T] | ¢: ¢ D}
“S4nf{t € [0,7] | ¢ € OD}

=9 (p).

D. h. eine stetige Funktion kann nicht in das Gebiet hinein springen, sondern muss zuvor
den Rand 90D passieren. Die Behauptung folgt dann direkt unter Anwendung von Satz
1.26. 0

Mit dem Korollar ist es nun gelungen, die Berechnung des Grenzverhaltens von
P(rP(S) <T)

auf ein Optimierungsproblem zu reduzieren. Genauer entspricht dies nun dem Variati-
onsproblem mit linkem festen Randpunkt A = (0, s¢) und rechtem Endpunkt auf der
Cl-Kurve ¢ : [0, 7] — R:

X :={ue00,T] | u(0) = s, 7%(u) < T}

o) [ B — 2
of L (@f)(@)) "
0 U(th)

Dieses Problem wurde in Abschnitt 1.1.4 ausfihrlich behandelt.

Beispiel: Vasicek-Prozess

Betrachte den Prozess

dS¢ = a(b — SO)dt + eadW,

SS = Sp
zusammen mit der C'-Kurve
¢(t) = K()@at so < Ko.

Damit ist in dieser Situation nun folgendes Variationsproblem mit linkem festen Rand-

punkt A = (0, s9) und rechtem Endpunkt auf der Kurve ¢ zu lésen:
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1.2 Theorie der grofen Abweichungen

X :={u € C0,T] | u(0) = so,7%(u) < T}

inf ;/TW <¢t —alb— (%))>2 dt.

0Pt
Das Optimierungsproblem entspricht dem Beispiel am Ende von Abschnitt 1.1.4. Fir

die Parameter

a=1 b=0.25 so=0.2
c=0.1 a = 0.001 Ky=04

konnte dort der Wert m des Minimums ermittelt werden
m = 2.320771837.
Es folgt nun mit Korollar 1.27
lim e log P(rP(S°) < T) = —2.320771837.
Fir e = 1 ergibt das eine Approximation
P(77(S¢) < T) ~ exp(—2.320771837) = 0.09819776368.

Dieses Verfahren kann von Fall zu Fall auf eine grofiere Klasse von Prozessfamilien
(S9). und Kurven ¢ erweitert werden. Dazu sind einige Anderungen im anhingenden
Maple Worksheet vonnoten. Insgesamt ergibt sich eine erfolgreiche Strategie mitsamt
numerischen Losungsverfahren fiir die Berechnung des asymptotischen Grenzverhaltens
von Austrittszeiten fir Diffusionsprozessen aus Gebieten, die durch eine differenzierbare

Kurve bestimmt sind.
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2 Monte Carlo Simulation und

Importance Sampling

In der Finanzmathematik ist ein wesentliches Problem die Berechnung von Erwartungs-

werten von stochastischen Prozessen der Form

dSt = b(St)dt + U(St)th

S() = 5p.

Fiir ein messbares Funktional G : C, [0,7] — R mit E|G(S)| < oo ist der Erwartungs-
wert

]G = ]EG(S)

gesucht. Dabei wird GG héufig als Auszahlung oder treffender als Auszahlungsfunktional
bezeichnet, da es die Auszahlung eines Derivates reprasentiert. Die Berechnung von I

entspricht dann dem Preisfestsetzungsproblem oder Bewertungsproblem fiir Derivate.

Die Handhabbarkeit von I hangt stark von der gewédhlten Dynamik und der betrach-
teten Auszahlungsfunktion ab. In einigen Fallen kann eine geschlossene Formel fiir den
Erwartungswert angegeben werden (zum Beispiel im Black-Scholes Modell fir Call- und
Putoptionen). Haufig muss bei dem Preisfestsetzungsproblem fiir Derivate jedoch ein
numerisches Verfahren angewandt werden, um den Preis des Finanzgutes approximativ
zu berechnen. Ziel dieses Abschnittes ist eine kurze Vorstellung der Monte Carlo Simu-
lation mit anschlieender Einleitung in das Importance Sampling. Dabei wird zunéchst
erlautert, was unter Importance Sampling und dem damit verbundenen Mafliwechsel-
auswahlproblem verstanden wird. Dieses Auswahlproblem wird im néichsten Abschnitt
dann basierend auf Guasoni und Robertson (2007, [12]), Robertson (2010, [23]) und
Pham (2010, [22]) mit Hilfe der Theorie grofier Abweichungen gelost.
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2 Monte Carlo Simulation und Importance Sampling
2.1 Monte Carlo Simulation

Eine Monte Carlo Simulation fiir die Derivatebewertung fiir ein Finanzprodukt mit Aus-
zahlung G besteht aus einer Generierung von N Pfaden S!, ..., S" der gegebenen Dyna-

mik
SO = 5.
mit anschliefender Mittelwertbildung

1N
1Y = > G(S)

=1

als Approximation fiir den Preis. Es wird I} im Folgenden als Monte Carlo Schétzer
bezeichnet. Zunéchst ist allerdings fiir dieses Vorgehen ein Zufallsgenerator fiir Pfade von
S notig. Dies kann etwa durch das Euler-Maruyama oder das Milsteinverfahren erreicht

werden. In dieser Arbeit wird das erste Verfahren genutzt:

Definition 2.1 (Euler-Maruyama). Es sei 0 =ty < t; < ... <ty =T eine dquidistante
Zerlegqung des Intervalls [0,T] mit konstanter Schrittweite At := 0. Definiere rekursiv

Snt1 = Sy + b(Sp) At + o (S,) AW,
wobei

AW, =Wy, — Wi ~ N0, tps1 — tn) = \/tas1 — taN(0,1) = VEN(0,1).

Betrachte die stiickweise definierte lineare Funktion S°

S, — S
iz‘+ﬂ(t):Sti_ <M> (ti_t)7 0<:<N -1,
’ liv1 — i

die durch Verbinden der Gitterpunkte entsteht. Nun ist S° ein simulierter Pfad von S.

Der eigentliche Monte Carlo Schétzer besteht nun fiir eine vorher gewahlte Schrittweite
§ > 0 aus der Generierung von einer Stichproben Si, ..., Sy, welche durch S?,...,S%

geméfl Euler-Maruyama approximiert werden, d. h. der eigentliche Monte Carlo Schéatzer
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2.1 Monte Carlo Simulation

ist
Ny _ 1 }NjG S0
I V= — ).
G Ni:1 ( z)

Um die Konsistenz dieses Schéatzers zu begriinden, muss

C NS e NG _
il 15 = iy i 137 = BG()

in Wahrscheinlichkeit gelten.
Zunéchst ist es sinnvoll, den Approximationsfehler in Folge der Diskretisierung durch

das Euler-Maruyama Verfahren genauer zu untersuchen:

Lemma 2.2. Es seien b und o lokal lipschitzstetige Funktionen. Dann gilt

(lsimIE ( sup |S? — St|2> =0.

=0 0<t<T

Beweis. vgl. [14], Theorem 2.2, S. 1043 O

Insbesondere gilt dies auch in Wahrscheinlichkeit, d. h.

. 5 _
gl_I%]P) <Oiltl£T 1Sy — Sy > €> 0.
Lemma 2.3. Es seien b und o lokal lipschitzstetige Funktionen und G : C,[0,T] — R
ein lipschitzstetiges Funktional. Der Monte Carlo Schdtzer []GV 2 ist konsistent, d. h. fuir
alle € > 0 gilt
L NG 0= Tim i NS _
]\}EI})O%%P(HG EG(S)| >¢€) =0 (151_1%1\}1_1}201?’(]16, EG(S)| > e).

Beweis. Es sei € > 0 und S, S5, ... eine unabhdnige gemafl (2.1) identisch verteilte

Stichprobe von S und S¢, 59, ... die entsprechenden Euler-Maruyama Approximationen.
Es gilt

G(S}) — EG(S)]

hE

115 —EG(9)|

s
Il
N

) = G(5) + G(Si) —EG(S)]

%

s
Il
—

I
zl = z[= =/~
, M=
Q
2,

NE

IN

G(8Y) ~ G(S)| + |y > ¢S) ~EG(S)

.
I
—
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2 Monte Carlo Simulation und Importance Sampling

1 & gl
<% ; IG(S%) — G(S;)| + % ;G(S@-) —EG(9)]

Wegen E|G(S)|? < oo erfiillt die Folge G(S), G(S3), ... das schwache Gesetz der grofien
Zahlen, d. h. fir alle e > 0 gilt

lim ]P’(\ZG (S)y>e> — 0.

N—oo

Nach Lemma 2.2 gilt $° °=%° S in L, in Cs[0,T]. Zusammen mit der Lipschitzstetigkeit
von G mit Lipschitzkonstante C' > 0

G(S°) = G(S)] < OIS = SlIx

folgt
0 <E(|G(S°) — G(9)]) <E(C||S* = S]l) = 0 fiir § — 0.

Unter Anwendung der Markovungleichung gilt nun fiir alle € > 0

E (42N, [G(S) - G(S))
E (|G(S9) - G(S)])

= — 0
€

ZIGS‘s (i) >e€) <
(v )

fiir 6 — 0 und insgesamt

og%]&gnwp( Z|G55 )|>e>
G(S8) — G(S
gmm10<” (S1)])
6—0 N—oo €
E (|G(S¢) — G(S
. (IG(s]) (1)|):O
6—0 €
Analog folgt
0< lim limP Ly G(S?) —
Jm P | 7 24 1005 — G > e
G(S8) — G(S
émwm0<n <W
N—oo §—0 €

48



2.1 Monte Carlo Simulation

iy E (|G<Si>€— G(S1)l) .

Insgesamt ergibt dies fiir alle € > 0

lim lim P (|1} — EG(S)| > ¢)

N—=o006d—0
< tim P (LS 16 — sl > € ) + tim mP (1L S G(s,) — EG(S)| > €
< Jim FmP 5 3016(57) ~ 680l > 5 ) + Jim P (I 3 6(5) ~EG(9)] > 5
~im imP (LS 6 — sl > £ ) + tim P 1SS as) — EGs) > ©
_Nl—r>nooz51£% N;| (z>_ (z)|>§ +N1—I>I;o |N; (z)_ ()|>§
—0

und analog

lim lim P (|15 = EG(S)| > ¢) = 0.

6—0 N—oo

Damit folgt die Behauptung. O]

Als entscheidendes Resultat dieses Lemmas erhalten wir nun, dass Monte Carlo Simula-
tionen fiir Diffusionsprozesse unter stetigen Funktionalen fiir kleine Schrittweiten ¢ und
groffe Simulationsumfange N sehr nahe gegen den tatsachlichen Erwartungswert von
G(S) konvergieren.

Um die Qualitat eines Monte Carlo Schatzers zu bestimmen, konnen Konfidenzintervalle

herangezogen werden.

Lemma 2.4. Es sei (X,)nen €ine Folge unabhdniger, identisch verteilter Zufallsgrofien
mit p = EX; und 0 < VX, < oo. Definiere das Stichprobenmittel der Zufallsstichprobe
(X1, ..., Xp) als

und die Stichprobenvarianz der Zufallsstichprobe (X, ..., X,,) als

1
n—1

i=1

Dann konvergiert die Zufallsgrifle \/ﬁygi;“ in Verteilung gegen eine Standardnormal-

verteilung
Yn —H

Vvn — N(0,1).

n
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Damit gilt fiir alle x € R

lim P (ﬁX%_ a < x) = (),

n—oo n
wobei ®(z) die Verteilungsfunktion einer Standardnormalverteilung ist.
Korollar 2.5. Es sei Xy, ..., X,, eine Stichprobe und o € (0,1) vorgegeben. Dann ist

S, S,
R

ein asymptotische Konfidenzintervall zum Niveau 1 — o fir p = EXy, wobei ¢1—o das

7y’n + Q1—%

[Xn - QI—%

(1 = §)-Quantil einer standardnormalverteilten Zufallsgrofie bezeichnet.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus Lemma 2.4:

lim P(X, —q1-¢g N X +ai-g =) = lim P(—q1-5 < vn 5 < Iy
- (I)(Qk%) - é(—Qk%)

=1-a.
O

Die Lange des Konfidenzintervalls ist jetzt ein entscheidendes Qualitatskriterium fiir die
Schétzung von u. Dabei verursachen gute Schatzer kleine Konfidenzintervalle. Die Lange
des Intervalls ist

2q1,g &

2V/n

Um damit die Genauigkeit des Schétzers um eine Nachkommastelle zu verbessern, muss
die Anzahl der Simulationen verhundertfacht werden.
Kann stattdessen die Standardabweichung der Stichprobe S,, halbiert werden, so hal-
biert sich auch die Lénge des Intervalls. Dieses Vorgehen wird im néchsten Abschnitt

untersucht.

2.2 Importance Sampling

Bei einer Monte Carlo Simulation besteht grofles Interesse daran, die Stichprobenvarianz

klein zu halten, um eine genauere Schéitzung abgeben zu koénnen. Dies lasst sich durch
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2.2 Importance Sampling

eine Erhohung des Stichprobenumfangs N erreichen. Dabei steigt allerdings auch der
Simulationsaufwand. Gelingt es stattdessen die Standardabweichung zu reduzieren, so
verkleinert sich auch das Intervall. Die Schatzung wird genauer.

Ein zweiter Ansatz zur Optimierung des Konfidenzintervalls besteht in der Reduktion
der Stichprobenvarianz. Eine Moglichkeit, eine solche Varianzreduktion zu erreichen, ist
die Anderung des zu Grunde liegenden Wahrscheinlichkeitsmafies P. Dieses Vorgehen
ist in der Literatur als Importance Sampling bekannt. Dass dieses Vorgehen bei rich-
tiger Handhabung nicht zur Verdnderung von Ergebnissen fithrt, kann mittels Bayes

sichergestellt werden:

Lemma 2.6 (Bayes-Formel). Es seien (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Fi)o<t<r
eine Filtration. Weiter sei Q ein zu P dquivalentes WahrscheinlichkeitsmafS auf Fr. Be-
zeichne fir t € [0,T] mit L; die Radon-Nikodym-Dichte von Q|F; beziglich P|F;, d.

h.
_dQ
~ P

Dann gilt fir jede Q-integrierbare, Fr-messbare Zufallsgrifie G

Ly | F.

E(LrG|F)

Eo(G|F) = I

firalle0 <t <T.

Fir den Fall ¢ = 0 gilt also EG = EqG %, sodass G% ein alternativer Schatzer fir EG

unter QQ ist. Die Varianz dieses Schétzers unter Q ist

VQGE% =E <G2£> — (EG)*.
Durch einen Maflwechsel von P nach @Q kann mit Hilfe der Radon-Nikodym Dichte si-
chergestellt werden, dass der Erwartungswert unverdndert bleibt. Allerdings wird dies
gewiinschte Auswirkungen auf die Varianz haben. Dabei kann ein Maf3wechsel zur Er-
héhung oder Verringerung der Varianz fithren. Ziel ist es nun, ein Maf§ Q zu finden, dass
die Varianz reduziert, um damit kleinere Konfidenzintervalle des Monte Carlo Schéatzers
zu erhalten. Bezeichne P(P) := {Q | Q ~ P} die Menge aller zu P dquivalenten MaSe.

Es ist also folgendes Optimierungsproblem zu lésen:
dP dP dP
inf — ) = inf 277 ) 2 — inf 27 - 2.
@é%(l?) Vol (d@) @é%@) (E (G d@) (EG) ) QeP(®) (E <G d@)) (EC)
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2 Monte Carlo Simulation und Importance Sampling

Dabei beleibt (EG)? durch einen MaBwechsel unberiihrt und kann daher bei der Op-
timierung unberticksichtigt bleiben. Das Mafiwechselauswahlproblem beim Importance

Sampling ist nun das Auffinden einer Losung des Optimierungsproblems

dP
inf E{G*— |.
o) (G d@)

2.2.1 Importance Sampling fiir Diffusionsprozesse

Fir Diffusionsprozesse sind Maflwechsel durch den Satz von Cameron-Martin-Girsanov
charakterisiert. Dadurch kann das Mafiwechselauswahlproblem etwas umformuliert wer-

den. Betrachte zunéchst wieder einen Diffusionsprozess

dS, = b(S,)dt + o(S,)dW,
S() = Sp € R,

wobei b und o zwei gleichméfig lipschitzstetige Funktionen sind, die geeignete Integra-
tionsbedingungen erfiillen.
Fiir Funktionen h € H? kann der Satz von Cameron-Martin-Girsanov angewandt wer-

den. Wir betrachten dazu das Doleansexponential von [; hy dW, definiert durch

¢ 1 t.
Lt::exp</ hdes—Z/h§d3>.
0 0

Wegen der Novikovbedingung und [ |h|?> ds < oo ist gesichert, dass L = (L;)o<t<r
ein Martingal mit 1 = ELy = EL, ist. Wir kénnen also fiir jedes h € H? ein zu P

daquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl @, durch

dQ
dfphb% =1L

angeben und nennen @Q; das von h induzierte Wahrscheinlichkeitsmafl. Nach Satz von
Girsanov ist W, := W, — fot hsds ein Wienerprozess beziiglich Q. Der Prozess S folgt

dann unter diesem neuen Mafl der Dynamik

dSt = (b(St) + O'(St>}it) dt + O'(St>th
So = Sg € R.

Schreibt man F' := log G, so reformuliert sich mit Anwendung der Bayes-Formel das
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2.2 Importance Sampling

MafBauswahlproblem unter dem von h € H? induzierten MaBwechsel zu

dP t, 1 gt .
ExG(S) <d@h> — EpG2(S) exp (— /0 o dWs + - /0 g2 ds>
¢ 1/t .
— Epexp <1og —/ e dWerf/ e ds)
= Epexp <2F /h dWs+ = /|h |2 ds)
Uar h)

Fiir das Mafiwechselauswahlproblem muss nun

inf M,q-(h)

heHT

bestimmt werden. Damit reduziert sich das Problem auf die Ermittlung einer minimie-
renden Funktion h. Trotzdem ist die varianzbeeinflussende GroBe M,,,.(h) immernoch
schwer zu erfassen. Dazu wird im néachsten Kapitel eine Approximation dieser Grofie mit-
tels Theorie der groflen Abweichungen genutzt, um Qualitédtskriterien fiir Mafwechsel

herzuleiten.
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3 Deterministische MaBwechsel

Basierend auf den Arbeiten von Guasoni und Robertson (2008, [12]) und Robertson
(2010, [23]) wird ein heuristisches Verfahren zur Losung des Mafiwechselauswahlproblems
im Importance Sampling vorgestellt. Die grundlegende Idee ist dabei, die Auswirkung
eines deterministischen Malwechsels mittels Varadhans Theorem zu approximieren, um
anschlieBend einen im Sinne dieser Approximation optimalen Mafiwechsel auszuwéhlen.
Die Methode wird zunéchst im Black-Scholes Modell vorgestellt und dort ausfiihrlich
untersucht. Anschlieflend kann das Resultat erfolgreich auf einige Einfaktormodelle aus-

geweitet werden.

Es sei W ein Wienerprozess und G = G(W) : C[0,T7] — R* ein nicht negatives Aus-
zahlungsfunktional, dessen Wert sich basierend auf den Pfaden des Wienerprozesses
ermitteln lasst. Mit F' := log G konnte bereits in Abschnitt 2.2.1 die Varianz unter dem

von h induziertem Mafl Qj, bestimmt werden. Wir erhalten damit ein Funktional
T 1 /T .
My :HT R,  hes Eexp <2F(W) - / he dW, + 5/ |2 dt) .
0 0

Nun gibt M., (h) die Varianz von G(W) unter dem Mafi Qp, an. Wir sind an der Losung

des Maf3wechselauswahlproblems, d.h. an einer Funktion heH mit

Muor(h) = inf Myar(h)
interessiert. Allerdings ist die GroBe M,q-(h) immernoch schwer zu erfassen. Die Idee
ist nun, eine Approximation von M,,.(h) mittels Theorie der grofien Abweichungen
heranzuziehen. Dazu muss geklart werden, welche Familie von Zufallsgrofen (X€). und
welche Funktion ¢y, : X — [—00, ) fir eine Approximation geeignet sind. Nach Annahme
ist der Wienerprozess die entscheidende Zufallsgrofie im Auszahlungsfunktional, definiere
daher auf X = Cy[0,T] eine Familie von Zufallsgrofien gegeben durch X€¢ = (/elW. Es
gilt X<=! = W und (y/eW), erfiillt das LDP nach Schilders Theorem. Nun setzen wir
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3 Deterministische Mafiwechsel
fiir h € HT
T | 1 /T .
on: Col0,T] = R, on(w) = 2F(w) —/0 iy dwt+§/0 o2 dt. (3.1)

Es ist zunachst zu klaren, ob das Integral fOT hydw, existiert, damit die Abbildung ¢y,
wohldefiniert ist. Zusatzlich muss ¢, stetig sein und die Voraussetzung von Varadhans

Theorem erfiillen. Zunéchst treffen wir folgende Annahme an das Auszahlungsfunktional.

Annahme 3.1. Das Auszahlungsfunktional F' = log G : Cy[0,T] — [—o00,00) ist stetig
und erfillt
F(z) < Ky + Ky max |zy|*
te[0,7

for Konstanten Ky, Ky > 0 und « € (0,2).
Nun konnen die notwendigen Eigenschaften von ¢, nachgerechnet werden.

Lemma 3.2. Die Abbildung p, definiert durch (3.1) ist fiir alle h € HT wohldefiniert,
stetig und erfillt

1
lim limsup elog E exp (gp(XE)) 1{p(xe)> M) = —00, (3.2)
. >

M—=0o0 0

d. h. auf @ kann Varadhans Theorem angewandt werden.

Beweis. Es seien also h € H und w € Cy[0, T beliebig. Zunéchst ist A eine Funktion von
beschriankter Variation nach Definition von H”. Da w stetig ist, existiert das Integral
fOT wdh, pfadweise im Stieltjes Sinn. Nach partieller Intergrationsformel fiir Stieltjes
Integrale (Hille und Phillips 1957, [15], Theorem 3.3.1, S. 63) existiert dann auch das
Integral fOT hydw,. Damit ist die Abbildung ¢, wohldefiniert. Als weitere Konsequenz

erhalten wir

Ji e dwr = W(T)(T) — h(0)w(0) — / " o din

= h(T)(m) - [ "o din.

Insbesondere gilt

T . . T .
|/O by dwt|:|h(T)w(T)—/o wy iy

< W) (T)| + | /0th dh|
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< |h(T)w(T)\ + sup |we| - FVijo,r(h) < o0,
0<t<T —_—

——— <oo
<oo
wobei wir ausgenutzt haben, dass i von beschriankter Variation ist und stetige Funktio-
nen auf kompakten Intervallen beschrankt sind. Damit ist die Abbildung w fOT hy dw,
als beschréanktes lineares Funktional bereits stetig. Da nach Annahme 3.1 auch F' stetig

ist, ist als Komposition stetiger Abbildung auch
T 1 /T .
gph:wr—>2F(w)—/ hy dwt+§/ |he|? dt
0 0

stetig. Es bleibt zu zeigen, dass ¢;, die Bedingung (3.2) fiir Varadhans Theorem erfillt.
Der Beweis ist etwas aufwandiger und wird daher hier iibersprungen. Die Details finden
sich in Guasoni und Robertson (2008, [12], Lemma A.6). O

Nun liefert Varadhans Theorem angewandt auf ¢y,

1
lim e log E exp (gph(WE)) = sup pp(w) — IV (w).
=0 € wECH[0,T]
Wir kénnen annehmen, dass das Maximum in H” erreicht wird, da das Supremum an-
sonsten wegen " (w) = oo fiir w ¢ H' den Wert —oco annimmt. Nach Schilders Theorem

ist die Ratenfunktion fiir (1/€W), gegeben durch 1" (w) = % Ji | dt fir w € HT. Damit

kann nun umformuliert werden:

sup  op(w) — IW(w)
w€eCo[0,T

1T,
= sup pp(w) — 5/0 jwe|” di
. T . 1 /T . 1 /T
2 sup 2 ()~ [y dut o [l e~ [ e dr
0 2 Jo 2Jo
T . 1 T . 1 (T T
= sup 2F(w)—/ hadoy dt+—/ I dt+f/ oo | dt—/ [coe|* dt
weHT 0 2o 2Jo 0

]_ T . . 2 T . 2
= sup 2F(w)+§/0 |he — Wi dt—/o |y |* dt

weHT

=: M(h).

Zusammenfassend erhalten wir also folgendes entscheidendes Resultat fiir diesen Absatz:
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3 Deterministische MaBwechsel

Lemma 3.3. FEs gilt

. 1 € 1 /T . .19 T .12 Def
ll_r%elogEeXp <€goh(W )) = sup 2F(w)+§/0 |he — Wyl dt—/o |w|* dt = M (h).

weHT

(3.3)

Im Folgenden wird nun die Notation A ~ B fiir A approximiert B genutzt. Wir koén-
nen mit dem obigen Resultat nun die Approximation fiir die Varianz unter dem von h

induzierten MaB3wechsel bestimmen
1 €
log Mg, (h) = Eexp (690,1([/[/ )) le=1 ~ M(h).

Das Optimierungsproblem (3.3) zur Bestimmung von M (h) kann nun mit Mitteln der
Variationsrechnung gelosen werden und gestaltet sich daher einfacher, als den Erwar-
tungswert M,q.(h) direkt zu berechnen. Die Heuristik besteht nun darin anzunehmen,
dass auch das Minimum durch die asymptotische Approximation gut angendhert werden
kann

inf log Myar(h) ~ inf M(h).

heHT heHT

Das motiviert folgende Definition:

Definition 3.4. Eine Funktion h heifst asymptotisch optimal, falls es eine Lésung fiir

inf M(h)

heHT

ist und wir nennen das von h induzierte Mayj$ asymptotisch optimales Majs.

Bemerkung 3.5. Der Raum HT ist nicht abgeschlossen. Die Weierstraffunktion bildet

dafiir ein Gegenbeispiel: Es sei dazu eine Funktionenfolge

fn(t) :Zn:a”cos(bnwt), 0<a<1l,beN undab> 1+;7r
i=0
gegeben. Nun konvergiert die Funktionenfolge (f,)n. nach dem weierstrafischem Majo-
rantenkriterium gleichmdj$ig gegen eine Funktion f. Wir bezeichnen f dann als Weier-
strafSfunktion. Diese ist bekanntermajen stetig, aber nirgends differenzierbar und damit
f & HT. Andererseits ist fiir jedes n € N die Funktion f, differenzierbar und das Integral
i |fu(t)|? dt existiert, da f, fir jedesn € N beschrinkt ist. Also gilt f, € HT. Damit ist
eine in HT konvergente Folge gefunden, deren Grenzwert nicht in HT liegt. Der Raum

st damit nicht abgeschlossen.
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Ein asymptotisch optimales h muss damit nicht unbedingt in HT liegen. Da allerdings
beim Importance Sampling das von h induzierte Majf$ von Belangen ist, ist vorher zu

priifen, ob mittels h tatsichlich ein dquivalentes Maf$ Q; definiert werden kann.

Wir fassen kurz zusammen, wie nun mittels asymptotischer Optimalitdt Importance
Sampling betrieben werden kann:

Es sei G ein Auszahlungsfunktional, das die Annahme 3.1 erfiillt. Gibt es ein asym-
ptotisch optimales lAz, sodass das induzierte dquivalente Mafl Q; existiert, so folgt der

Preisprozess S dann unter dem neuen Mafl der Dynamik

ds, = (b(St) + a(st)ﬁt> dt + o(S)dW,

S():SO

fiir einen Wienerprozess W beztiglich Q;. Der neue Monte Carlo Schatzer unter dem
Maf§ Qj, fir eine Stichprobe S, ..., Sy von S beziiglich Q; und zugehorigen Dichtequo-

tientenprozessen L, ..., Ly ist nun gegeben durch

Es sollte zunéchst die Existenz und Eigenschaften einer Lésung von (3.3) untersucht

werden. Diese Ergebnisse fiithren dann zu einem Algorithmus zur Bestimmung von h.

Lemma 3.6. Es sei h € H, sodass h von beschrinkter Variation ist und gelte Annahme

3.1. Dann existiert eine Losung des Optimierungsproblems (3.3).

Lemma 3.7. Gelte Annahme 3.1, dann existiert eine Losung T € 0 mit

2F(2) — / "5 dt = sup 2F(2) — / Lz a (3.4)
0 c€HT 0
Die Beweise dieser beiden Lemmata sind von starker technischer Natur und werden
daher hier ausgelassen. Die Details sind in Guasoni und Robertson (2008, [12], Theorem
3.5) zu finden.

Durch Lésung von (3.4) kann ein asymptotisch optimales h berechnet werden. Bevor
wir die Aussage formulieren, prasentieren wir kurz die Idee. Nutzen wir das Ergebnis

aus Lemma 3.3, so ist das Optimierungsproblem zur Bestimmung eines asymptotisch
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3 Deterministische Mafiwechsel
optimalen h gegeben durch

1 /T . T
inf M(h) = inf sup 2F(w)+§/ [y — o2 dt—/ |2 dit.
0 0

heHT heHT ,,cuT

Dies entspricht nun einem Minimaxproblem, d. h. einem Optimierungsproblem der Form

inf sup F(z,y
TeEX yeY ( )

fiir eine Abbildung F' : X x Y — R. Im Allgemeinen gilt

inf sup F(z, sup inf F(x,y),
inf sup (z,y) # sup inf (z,y)

sodass die Ordnung des Minimaxproblems nicht problemlos vertauscht werden kann.

Nehmen wir in unserer Situation zunachst an, dass die Ordnung getauscht werden kann:

. ]_ T . . 2 T . 2
inf sup 2F(w) + 3 / |he — wi|” dt — / |y |* dt
0 0

heHT weHT

. 1 /. .2 T 2
= sup inf 2F(w)+§/ |he — Wi dt—/ || dt
0 0

weHThEHT
T 2 . 1 /T .2
= sup 2F(w)—/ |wy|* dt + inf 7/ |he — we|” dt
weHT 0 heHT 2 Jo
T
— sup 2F(w) —/ G| dt,
weHT 0

womit wir das Optimierungsproblem (3.4) erhalten. Es wird sich heraustellen, dass die
Vertauschung der Ordnung des Minimaxproblems keinen Einfluss auf die asymptotische
Optimalitat hat:

Lemma 3.8. Ist h eine Lisung von (3.4) und gelte
A A T :
M(h) = 2F(h) —/ B2 dt, (3.5)
0

dann ist h asymptotisch optimal und die Lésung von (3.4) ist eindeutig.

Beweis. Es seien h,z € H” beliebig. Es gilt

/OT @ —x't)Q dt > 0.
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Damit folgt

1 (T _ T
M(h) = sup 2F(z) + 5/ iy — |2 dt—/ i2 dt
0 0

xzeHT

T
> sup 2F(x) —/ @7 dt. (3.6)
0

xeHT

Ist nun % eine Losung des Optimierungsproblems (3.6), d. h. eine Losung von (3.4), so

definiert es eine untere Schranke fiir M gegeben durch

inf M(h) > 2F(h / h2 dt.

heHT

Falls nun A diese Schranke erreicht, d. h. (3.5) erfiillt, so ist es schon asymptotisch
optimal.
Fir die Eindeutigkeit seien h und g beziiglich des Lebesgue-Maf fast sicher verschiedene

Losungen fiir (3.4). Dann folgt wegen strikter Konvexitét

(i) LT s T
M#) Y sup 2F(x)—|——/ iy — dt—/ 2 dt
xcHT 2 Jo 0

1 T
22F()+2/| — hy|? dt — /gtdt

> 2F (g / g7 dt

—/ Q2 dt,
0

wobei die dritte Ungleichung wegen h # ¢ strikt ist. Das widerspricht nun der Optima-
litdt (3.4) fir h. Die Eindeutigkeit folgt. O

Zusammenfassung

Essei G = G(W) : Cy[0, T] ein Auszahlungsfunktional. Um Importance Sampling mittels

eines deterministischen Mafiwechsels zu betreiben, miissen wir wie folgt vorgehen:

1. Beweise, dass F' = log G Annahme 3.1 erfiillt.

2. Bestimme die Losung h des Optimierungsproblems (3.4).
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3 Deterministische MaBwechsel

3. Priife, ob h ein dquivalentes MaB Qj, induziert und ob es die Bedingung (3.5)
erfiillt. Dann ist & asymptotisch optimal.

4. Erstelle mittels Euler-Maruyama eine Stichprobe S, ..., Sy beziiglich Q.

5. Bilde das arithmetische Mittel

als Monte Carlo Schatzer mit Importance Sampling fiir den Wert des durch G

gegebenen Derivates.

3.1 Anwendung: Call im Black-Scholes Modell

Zunéchst wird eine Calloption im Black-Scholes Modell untersucht, um das Verfahren
zu testen. Es sei also ein risikobehafteter Preisprozess S beziiglich eines dquivalenten

Martingalmafles P gegeben durch

dSt = St(’f’dt + O'th>

S() = Sp.

Dabei bezeichne r den risikolosen kostanten Zinssatz in dem betrachten Handelszeitraum
[0,7]. Die Losung fiir diese stochastische Differentialgleichung ist gegeben durch eine

geometrische Brownsche Bewegung
L,
Sy = S exp (th + (r— 50 )t) :

Damit hat ein Call mit Laufzeit T und Strike K als Funktional des Wienerprozesses

folgende Auszahlung:
1 +
G(W) = (so exp(oWr + (r — gaz)T) - K> = (Sr— K)".
Ziel ist es nun, den asymptotisch optimalen Drift h einer Calloption im Black-Scholes

Modell auszurechnen. Die Abbildung Cy[0,7] — R, w +— wr ist stetig und damit ist

auch w — log G(w) als Kompisition stetiger Funktionen stetig. Um zu zeigen, dass log G
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3.1 Anwendung: Call im Black-Scholes Modell

Annahme 3.1 erfiillt, wihle K; = |(r — 30°)T|, K> = 0 und a = 1. Dann folgt

F(w) = [1og (so exp(owr + (r - ;OQ)T) _ K)+ |

1
< |log (so exp(owr + (r — 202)T)) |
1
= |owr + (r — 502)T|

1
<|(r = 26T + o max |w,|.
I 2 T 0S%T| :

Wir bestimmen nun fiir diesen Fall eine Losung des Optimierungsproblems (3.4):

T
sup 2logG(z) —/ @2 dt
0

xzeHT

1 + T
= sup 2log (so exp (awT + (r - 02) T) — K) — / @7 dt. (3.7)
zeHT 2 0
Fir die Anwendung der Variationsrechnung muss der innere Ausdruck in Integralform
vorliegen. Zunéchst kann angenommen werden, dass eine positive Auszahlung erfolgt,
ansonsten gilt log 0 = —oo und das Variationsproblem nimmt dort nicht sein Maximum

an. Nun gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

1
2log (so exp (axT + (r — 202)15) - K)
1

T ( )
—/0 dT[Qlog (soexp(axTJr(r—?cr)T)—KﬂTt dt

B /T 2(Ux't + (r = 10%))soexp(oz; + (r — 30°)t)
0

dt.
soexp(oz; + (r — 30°)t) — K

Definiere a¢ :=r — %a2 und betrachte das Funktional

/
H:[0,T]xRxR — R H(t,z,y) = oyt syexplortat) o
spexp(ox + at) — K

Damit ist das Optimierungsproblem (3.7) nun gegeben durch

X = {ue C[0,7] | u(0) =0}

inf [ H(tu(t),a(t)) dt.

ueX Jo

Das entspricht dem Variationsproblem mit linkem fixen Randpunkt A = (0,0) und
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3 Deterministische MaBwechsel

rechtem Randpunkt auf der senkrechten Geraden ¢t = T'. Dieses Problem wurde bereits

in der Einfiihrung in Abschnitt 1.1.3 gelost. Dort konnte als Minimalstelle die Funktion
h(t) = ct

hergeleitet werden, wobei ¢ folgende Gleichung 16st:
S00 e’ cT'+aT

SercTJraT - K —2c=0.

Damit gilt h € HT und es existiert ein aquivalentes Mafl Q;. Um die asymptotische
Optimalitidt von h nachzuweisen, benutzen wir Lemma 3.5. Dazu wird folgendes Varia-

tionsproblem gelost:

7 Lt s T oo
M(h):supQF($)+§/ |Ty — hyl dt—/ &y dt

T.Q I 2
= sup 2F(:v)—/0 Ty dt+2/0 |y — c|” dt (3.8)

zeHT

:;A —=:B

Die Euler-Lagrange Gleichung beziiglich A ist bereits in Abschnitt 1.1.3 berechnet wor-
den und ist gegeben durch

d Ay (t,x(t), (t)) = 2&(t).

0= A, (t,z(t),z(t)) — T

Damit kann die Euler-Lagrange Gleichung beziiglich C' := A + B bestimmt werden. Es
gilt

B,(t,z(t), () = i(t) — ¢ Bu(t,x(t),i(t)) = 0

d . .
5 Bu(t,2(t), 2(t)) = 2(2).

In Kurzschreibweise ergibt das

d d d
0=Co— 2Cy= Ay~ 2 A, + B, — 2B,

= 2i(t) + 0 — i(t)
= i(t).
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3.1 Anwendung: Call im Black-Scholes Modell

Damit sind Extremstellen wieder Geraden. Zusammen mit der Randbedingung z(0) = 0
ist damit ein Kandidat

#(t)=kt, keR

fir die Extremalstelle gefunden. Zum Nachweis von (3.5) gentigt es nun k = ¢ zu bewei-

sen. Dann folgt direkt & = h und damit dann
. 1T T,
M (h) = sup 2F(33)—|—§/ |2y — ¢ dt—/ &y di
0 0
A LT 72 Ti2
:2F(:Jc)—|—f/ 12, — dt—/ 32 dt
2 Jo 0
T .
— 2F(3) — / 32 dt
0
N T 5
— 2F(h) —/ h2 dt.
0

Um k zu bestimmen kann Satz 1.8 herangezogen werden. Demnach muss die Bedingung
(1.6) fur den rechten flexiblen Endpunkt erfiillt sein, d. h.

[Cy(t 2(8), 2(0)]e=r = [Ay(t, 2(8), 2(0)i=r + [By(t, (1), 2(£))]i=r
[ Too eai:(t)—l—at

Toes i) tat _ -

t=T
ET+aT
Too €
=2 —2k4+k—c=0
xoecrkT+aT _ K
ET+aT
Too €
=2 —k—c=0.

Toe” kT+aT __ K

Eine Losung dieser Gleichung ist wegen

To0 e’ cT+aT

$OeacT+aT - K —2c=0

durch k£ = ¢ gegeben. Mit einfachen Mitteln der Analysis kann nachgewiesen werden, dass
die Gleichung hochstens eine Losung besitzt. Damit folgt £ = ¢ und die asymptotische
Optimalitit von h ist bewiesen.
Ist nun die Losung ¢ der obigen Gleichung bekannt, dann ist die asymptotisch optimale
Funktion gegeben durch hy = ét und S folgt unter dem asymptotisch optimalen Maf3 Q;,
der Dynamik

dS; = Si((r + éo)dt + odW;)

fir einen Wienerprozess W beziiglich Q.
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3 Deterministische MaBwechsel

Auswertung der Simulationsergebnisse

Mit der hier vorgestellten Technik lasst sich eine Reduktion der Standardabweichung um
den Faktor 3 bis 14 erreichen. Weiter zeigt sich, dass dieses Vorgehen umso besser ist,
je geringer die Auszahlungswahrscheinlichkeit des Derivates wird (,,out-of-the-money*).
Das kann durch den stiarkeren Effekt des Importance Sampling in diesem Fall begriindet
werden.

Der zusétzliche Rechenaufwand bei der Berechnung des asymptotisch optimalen Driftes
reduziert sich auf die einmalige Berechnung von ¢ vor Beginn der Simulation und die
Berechnung des Dichtequotientenprozess am Laufzeitende pro simulierten Pfad. Da der

MafBwechsel konstant ist, ist Ly gegeben durch
. 1,
Ly = exp(eWr — 3¢ T).

Die Bestimmung von Ly kommt also ohne die Ermittlung eines stochastischen Integrals
aus. Der zusétzliche Rechenaufwand fiir die Simulation mit Importance Sampling kann
daher als sehr gering eingeschétzt werden und die Varianzreduktion ist in einem akzep-
tablen Bereich. Da im Black-Scholes Modell allerdings eine analytische Formel fiir den

Callpreis vorliegt, ist eine Ermittlung mit numerischen Verfahren nicht sinnvoll.

Impartance Sampling

280 mit a = (.6465

4 gewihnliche
2k — ——Muonte Carlo
b Simulation

Standardabweichung
n
<
~

0sr

. .
100 1000 5000
Anzahl Simulationen N

Freis

. . .
100 1000 5000
Anzahl Simulationen N

50000

Abbildung 3.1: Ergebnisse verschiedener Monte Carlo Simulationen im Vergleich zur
Black-Scholes Formel, Preis und Standardabweichung.
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3.1 Anwendung: Call im Black-Scholes Modell

’ Volatilitat Strike ‘ PMC P[s oMC grs ‘ Ratio ‘
20% 60 1.742 1.682 | 4.540 1.167 | 3.89
70 0.414 0.403 | 2.193 0.351 | 6.24
80 | 0.077 0.080 | 0.856 0.082 | 10.43
90 | 0.017 0.014 | 0.400 0.016 | 24.62
100 | 0.003 0.002 | 0.136 0.003 | 46.28
25% 60 | 2575 2.623 | 6.355 1.719 | 3.70
70 10942 0.930| 3.902 0.742 | 5.26
80 |0.293 0.300 | 2.136 0.277 | 7.71
90 |0.101 0.091 | 1.249 0.094 | 13.23
100 | 0.021 0.028 | 0.506 0.031 | 16.41
30% 60 | 3.776 3.614 | 8970 2.272 | 3.95
70 1.612 1.624 | 5.804 1.222| 4.75
80 | 0.680 0.682 | 3.864 0.592 | 6.52
90 |0.313 0.287 | 2.611 0.273 | 9.55
100 | 0.126 0.121 | 1.756 0.123 | 14.31
40% 60 |95.496 5.660 | 12.796 3.423 | 3.74
70 ] 3.208 3.299 | 10.041 2.308 | 4.35
80 1.978 1.933 | 8.489 1.485| 5.72
90 1.217 1.083 | 6.622 0.929 | 7.13
100 | 0.662 0.643 | 4.988 0.581 | 8.58
50% 60 7.672 7.827 | 17.977 4.516 | 3.98
70 | 5.208 5.211 | 15.895 3.438 | 4.62
80 | 3.507 3.512 | 13.617 2.554 | 5.33
90 | 2354 2378 |11.372 1.871 | 6.08
100 | 1.521 1.620 | 9.370 1.358 | 6.90
60% 60 | 9.619 9.937 | 23.503 5.625 | 4.18
70 | 7.080 7.197 | 21.750 4.597 | 4.73
80 | 5.815 5.383 | 21.653 3.708 | 5.84
90 | 4.162 4.027 | 18.252 2.945 | 6.20
100 | 3.127 3.023 | 14.919 2.349 | 6.35

Tabelle 3.1: Approximierter Preis und Standardabweichung der Monte Carlo Simulati-
on mit und ohne Importance Sampling (deterministische Mafiwechsel nach
Varadhan-Laplace) im Black-Scholes Modell fiir einen Call. Als Vergleichs-
kriterium ist die Ratio der Standardabweichungen % angegeben. Die Si-

mulationsparameter sind "= 1, So = 50, r = 0.05 und N = 10000.
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3 Deterministische MaBwechsel
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Abbildung 3.2: Vergleich der Erwartungswerte ¢ — ES; des Preisprozesses im Black-
Scholes Modell unter dem équivalenten Martingalmafl P und dem asym-
ptotisch optimalen Maf3 Q;.

3.2 Digitale Optionen

Eine digitale Option liefert eine Auszahlung von 1, falls wahrend des Handelszeitraumes
eine festgelegte Bedingung eingetreten ist und verfallt ansonsten. Fiir eine messbare
abgeschlossene Menge A C Cy[0,T] ist damit die Auszahlung einer digitalen Option in

Abhanigkeit des Wienerprozesses definiert als

Nun ist eine Anwendung des obigen Verfahrens kritisch anzusehen, da das Auszahlungs-
funktional log 14 nicht stetig ist. Um dieses Vorgehen dennoch mathematisch zu unter-
mauern, ist es notwenig, Varadhans Theorem auf solche Funktionen zu erweitern. Dies

soll im Folgenden gemacht werden:

Satz 3.9. Es sei (X€). eine Familie von Zufallsgrifien auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (X, By, 1), sodass sie das LDP mit Ratenfunktion I erfillt. Weiter sei F': X — R
eine Abbildung und sei fir jedes 6 > 0 eine stetige Abbildung Fs : X — 0 mit Fs > F
und p(Fs # F) 200, Existiere fiir jedes 6 > 0 ein vs > 1 mit

1
lim €log IE exp (%F(;(Xe)) < 0. (3.9)
e— €

Dann gilt
1
li_r%elogEexp ( F(X6)> = sup F(z) — I(z).

€ rEX
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3.2 Digitale Optionen

Beweis. Die Idee ist eine Anwendung von Varadhans Theorem auf Fs mit anschlieen-

dem Grenziibergang.

Aufgrund der Konvergenz ist exp(Fs(x)) — exp(F(x)) fast sicher durch ein K > 0 be-
schrankt fiir jedes § > 0. Weiter gilt wegen Fs > F fiir jedes X € Lo

0 < E|exp(F5(X)) —exp(F(X))]
= Eexp(F5(X)) — exp(F (X))
)

< Ku(Fs #F) 30

Damit folgt
€

1 1
(lsin(l)elogEexp (Fg(XE>) = elogEexp ( F(XE)>
- €

fir alle e > 0. Weiter gilt nach Varadhan

1
lin%elogEexp <F5(X6)> = sup Fs(z) — I(x) < 0.
e— €

TEX

Damit konnen nun die Limiten vertauscht werden und es folgt

: 1 o 1 .
lgréelogEexp< F(X )> —lgré}slgrg)elogEeXp <6F5(X ))

€

1
= lim lim e log E exp <F5(X6))
€

0—0e—0
= (lsl_r}(l) ilelg Fs(z) — I(z)
=sup F(x) — I(z)

zeX

Korollar 3.10. Es sei A C Cy[0, T eine abgeschlossene Menge. Dann gilt
1 T 1T
lim e log E exp ( (2 log 14(W€) — / hidW§ + f/ |he|? dt))
e—0 € 0 2 Jo

T, 1 /T .
= sup (2 log 14(w) — / hidw + 7/ |he|? dt) :
weCo[0,T] 0 2 Jo

Beweis. Zunéchst muss eine stetige Approximation fiir die Abbildung

T 1 [T .
W <2log 1a(w) —/ hydw; + 5/ g |? dt)
0 0
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3 Deterministische MaBwechsel

konstruiert werden. Definiere zunachst
d(w, A) == inf{||w — a||sup | a € A}

den minimalen Abstand von w zu der Menge A. Beachte, dass die Abbildung W :
Co[0,T] - RT, w +— d(w,A) als Metrik auf Cy[0, T stetig ist. Setze dann fiir jedes
0>0

Bs :={zx e X |d(z,A) > d}.

Wegen Bs = U~ ([§,00)) ist diese Menge abgeschlossen. Da auch A abgeschlossen ist
und metrische Rdume immer perfekt normal sind, existiert nach Urysohn fiir jedes 6 > 0
eine stetige Funktion f5: Cy[0,T] — [0, 1] mit

fsla) =1 fir allea € A fs(b) =0  fiir alle b € Bs.

Nun konvergiert fs fiir § — 0 punktweise gegen 14. Fiir a € A ist dies klar. Fir b ¢ A
gilt d(b, A) > 0. Damit existiert ein dy > 0 mit b € By, und damit f5(b) = 0 fir alle
d < &9. Wegen der Konvergenz gilt u(log fs # 14) 200, wobei i das Wienermaf ist.

Definiere nun
T . 1T .,
Fitw) = (2tow ) = [+ 5 [ o)

T 1 /T .
F(w) = <210g1A(w) _/0 hedw; + 2/0 |y |? dt)

Nach Konstruktion ist Fs stetig mit F5 > F und es gilt p(log Fs # F) 20 0. Fiir den
Nachweis von Bedingung (3.9) betrachte die Funktion

T 1 /T .

Es gilt Fs < ©. Nun ist © stetig und erfiillt die Voraussetzung fiir Lemma 3.2. Damit

existiert ein v > 1 mit
. 1 , 1
lim e log E exp (fyF(;(WE)) < limelog Eexp (7@(W6)> < 00.
e—0 € e—0 €
0

Damit ist es nun moglich, das oben vorgestellte Vorgehen zur Bestimmung eines asym-
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3.3 Anwendung im Black-Scholes Modell

ptotisch optimalen Maflwechsels im Falle digitaler Optionen zu benutzen.

3.3 Anwendung im Black-Scholes Modell

Im Falle des Black-Scholes Modell lasst sich der deterministische asymptotisch optimale
Mafwechsel leicht berechnen. Es sei also ein Preisprozess beziiglich des dquivalenten

Martingalmafles P gegeben durch

dSt = St (Tdt + O'th)

SO:SO

und es sei A C (y[0,T] eine messbare Teilmenge von Funktionen. Definiere wieder

a:=r— %02 und betrachte die Abbildung

S Col0,T] — Cy [0, T]

S(h) ==t~ spexp (ch: + at).

Insbesondere gilt fiir einen Wienerprozess W nun mit dieser Notation S(W) = S. Eine

digitale Option mit Bedingung A hat folgende Auszahlung

G(W) = Lyswyeay

und kann damit als Funktional des Wienerprozesses dargestellt werden. Es sei ¢ € R.
Wir identifizieren . € Cy[0, 7] mit der Geraden

Lt)=c, 0<t<T.
Es soll der asymptotisch optimale Maflwechsel berechnet werden.

Korollar 3.11. Es sei A C Cy[0,T] eine messbare, abgeschlossene Teilmenge und be-
trachte die Menge
C:={ceR|S()e A}

Angenommen C # (), dann ist der asymptotisch optimale Drift h fur digitale Optionen
mit Bedingung A gegeben durch
;Lt = ét,
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3 Deterministische Mafiwechsel
wobei ¢ € R eine Lisung des Optimierungsproblems

inf ||
ceC

1st.

Der asymptotisch optimalen Maf3iwechsel fiir eine digitale Option im Black-Scholes Mo-
dell ist also immer linear. Die Gerade ist dabei mit betragsmaflig schwéchster Steigung

zu wahlen, dass die Bedingung A eintritt.

Beweis. Nach Lemma 3.8 ist zunéchst folgendes Variationsproblem zu lésen:

T
sup 2log 1is(z)ca —/ @7 dt. (3.10)
zeHT 0
Gilt S(z) ¢ A, so ist log l{s)cay = —oo und das Problem nimmt dort nicht sein

Maximum an. Wir erhalten also als erste Nebenbedingung S(z) € A. Damit reduziert
sich Problem (3.10) zu

T T
sup — [ @i dt=— inf [ @7 dt (3.11)
xcHT 0 zeHT Jo

Sz)e A

Definieren wir nun
H: CO [O, T] — R

H(t,z,y) =y,

so lasst sich die Euler-Lagrange Gleichung von H direkt bestimmen und ist gegeben
durch

d2

ﬁxt = 0,

womit wegen der Randbedingung hg = 0 die Losung eine Gerade
Ty =ct

fiir ein ¢ € R ist. Es muss ¢ ndher bestimmt werden. Dazu wird die Nebenbedingung
S(%) € A genutzt. Zunéchst ergibt sich durch Einsetzen der Losung x in (3.11)
T

inf @7 t = inf *T.
zeHT Jo ceR

72



3.3 Anwendung im Black-Scholes Modell

Das ist dquivalent dazu, ¢ betragsméafig minimal zu wéahlen. Die Nebenbedingung ist
nun

ceC.

Ist nun ¢ betragsmaflig minimal in C gewahlt, so ist £; = ¢t eine mogliche Minimalstelle
von (3.11). Da die Abbildung (z,y) — H(t,z,y) = y* konvex ist, ist #; bereits globale
Minimalstelle. Damit gilt

T T
210g 1150 —/ 2 dt — — inf [ 2% dt = —ET 3.12
fequT 08 Hswear — | Tt b, T (3.12)

Insbesondere kann mittels Z ein aquivalentes Mafl definiert werden. Um die asympto-
tische Optimalitdt zu beweisen, gentigt es demnach Gleichung (3.5) in Lemma 3.8 zu
beweisen. Sei dazu

die Losung von oben.

Es gilt nun fir die rechte Seite von Gleichung (3.5)

T T T
F@) - [ 3 dt=2logl s — [ #Fdt=— [ i dt = —&T.

Definiere fiir die linke Seite von Gleichung (3.5)

1 /T . . T
M (%) = sup 2log lismcay + */ \hy — 24|? dt —/ h? dt
heHT 2 Jo 0

1T . T
— sup 2log 1{3(h)€A}+§/0 iy — o2 dt—/o h2 dt

heHT
. L. T.,
= hler]gT — (2 log 1{S(h)eA} + 5/0 ’ht - C| dt — ‘/0 ht dt
inf —2log1 I/T\h A]2dt+/Th2dt (3.13)
= inf —2lo - = —c .
T &Sy T 5 | 1M )
Nun ist M (%) = —&*T zu zeigen. Dazu muss das Variationsproblem gelost werden. Eine

sehr dhnliche Rechnung wie oben zeigt, dass die Losung wieder gegeben ist durch eine
Gerade
ht == bt

fir b € R. Es ist b ndher zu bestimmen. Einsetzen von h in (3.13) liefert folgendes
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3 Deterministische MaBwechsel

Optimierungsproblem
M@ = ing 2 [Tl ef e [ B de =g 16— 2T+ 12T
B = ol g, Ve el e [0 =l (= T T

wobei hier wieder angenommen werden konnte, dass 1sm)eay = 1 gilt. Die Losung kann

mittels Differenzierung nach b ermittelt werden

—(b—8)T+2T=00=—-b+¢+2b=+b+¢.

Damit folgt b := —¢ und die Extremstelle ist gegeben in Z; = —ct. Das liefert
7 Lo o 72 1 \2 2 2
M(h):—i(b—c)T+bT:—§(—20)T—I—cT:— T.
Die asymptotische Optimalitat von Z folgt nun mit Lemma 3.8. m

3.4 Anwendung: Barriereoptionen im Black-Scholes

Modell mit zeitabhanigen Barrieren.

Eine digitale Barriereoption liefert eine Auszahlung von 1, falls der Preisprozess eine
vorher festgelegt Barriere durchbricht. Sei diese Barriere gegeben durch eine determinis-
tische Funktion K : [0,7] — R. Die Auszahlung ist dann als Funktional des Wienerpro-

zesses gegeben durch
G(W) = Lizteo,1):5(W)e> K}
Lemma 3.12. Es sei so € R und K : [0,T] — R eine Funktion. Die Menge

A:={fe€C,0,T)|3tel0,T]: f(t) > K}

st abgeschlossen.

Beweis. Betrachte fiir jedes t, € [0,7] das stetige Funktional Fj, : Cy[0,7] — R mit
F(f) = f(to). Es gilt:

A={f[3te[0,T]: f(t) > K}
= U {f | f(to) > K}

to€[0,T]

= U thl<Kto7oo]

to€(0,T]
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3.4 Anwendung: Barriereoptionen im Black-Scholes Modell mit zeitabhénigen Barrieren.

Da Fy, fiir alle ¢ € [0, T] stetig ist, sind die Mengen Fy,'(Kj,, o] offen. Damit ist A als

Vereinigung offener Mengen offen. O

Zur Berechnung des asymptotisch optimalen Mafiwechsels ist nach Korollar 3.11 folgende

Menge néher zu bestimmen:
A ={a € R | Es existiert ein ¢t € [0,7] mit S(I,); > K;}.
Um die Rechnung etwas konkreter zu machen, betrachten wir die Funktion
K, := Kyexp(at) Ky > Sy

fir ein @ € R. Es seien a € R und ¢ € [0, 7] beliebig. Wir rechnen nach:

8<t — at)t Z Kt

1
& Soexp(oat + (r — Qaz)t) > Koexp(at)
K 1
& oat > log(=2) + at — (r — o)t
So 2
1. Koo o 1. 1
a2 Og(80)+a U(r 20) Ct

Ko
So

lend. Hat ¢; eine Nullstelle, so wiahle a = 0. Ist das nicht der Fall, dann folgt aus der

Es gilt nach Voraussetzung log(22) > 0. Damit ist die Funktion ¢ — ¢; monoton fal-

Monotonitéat:

= e
bl = Bl =er
1 Ko, a 1 1
= —log(—) 4+ — — =(r — —c?
708G+ = (= 507

Insgesamt erschlieft sich:

1 _2
L Jog(Ko) 4 22290 folls ep > 0
inf |o = | 701805y v ! (3.14)
agA sonst.

Fir a = 0 ist damit nun der asymptotisch optimale Drift fiir digitale Barriereoptionen
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3 Deterministische Mafiwechsel
mit konstanter Barriere bekannt.

Simulationsergebnisse: Barriereoptionen im Black-Scholes Modell mit

zeitabhaniger Barriere

Mit Hilfe von Importance Sampling ist es moglich die Standardabweichung der Monte
Carlo Simulation um den Faktor 1 bis 14 zu verbessern. Dabei steigt dieser Faktor,
je unwahrscheinlicher eine Auszahlung wird (,,out-of-the-money*). Der Driftwechsel ist
hier konstant und kann mittels der Formel in (3.14) ermittelt werden. Als zusétzlicher
Rechenaufwand fallt also lediglich die Berechnung des Dichtequotientenprozesses Ly
an. Wegen des konstanten Drifts kann dies mit einer einzigen Berechnung realisiert
werden. Der zusétzliche Rechenaufwand kann daher als gering eingeschétzt werden. Ein
Einsatz dieser Technik ist entsprechend fiir digitale zeitabhanige ,out-of-the-money*

Barriereoptionen zu empfehlen.

0.81
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0,79 . -~ h
\E// A
0.7a L
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i
o —
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& b N \
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Abbildung 3.3: Vergleich der Auswirkung eines Ausweitung des Simulationsumfanges
einer Monte Carlo Simulation mit und ohne Importance Sampling (de-
terministischer asymptotisch optimaler Mafiwechsel) auf den geschéitzen
Preis, die Standardabweichung und die Ratio. Die Simulationsparameter
sind Sp =50, T =2, r = 0.1, « = 0.1 sowie ¢ = 0.2, Ky = 100 (linke
Spalte) und o = 0.3, Ky = 60 (rechte Spalte).
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3.4 Anwendung: Barriereoptionen im Black-Scholes Modell mit zeitabhénigen Barrieren.

’ Volatilitat ‘ K ‘ Pyc Prg ‘ ors oMC ‘ Ratio ‘
20 % 60 | 0.751 0.714 | 0.552 0.494 | 1.12
70 | 0.309 0.304 | 0.356 0.266 | 1.34
80 | 0.120 0.108 | 0.222 0.105 | 2.12
90 | 0.054 0.041 | 0.149 0.053 | 2.82
100 | 0.024 0.014 | 0.100 0.015 | 6.56
110 | 0.002 0.005 | 0.026 0.006 | 4.47
120 | 0.002 0.002 | 0.026 0.002 | 11.76
25 % 70 | 0.471 0.429 | 0.439 0.345 | 1.27
80 | 0.197 0.231 | 0.284 0.231 | 1.23
90 | 0.078 0.108 | 0.179 0.113 | 1.59
100 | 0.057 0.053 | 0.153 0.057 | 2.70
110 | 0.028 0.022 | 0.107 0.025 | 4.32
120 | 0.015 0.012 | 0.078 0.015 | 5.09
130 | 0.013 0.006 | 0.073 0.007 | 11.23
140 | 0.003 0.004 | 0.037 0.008 | 4.68
150 | 0.002 0.002 | 0.026 0.002 | 14.04
30 % 90 | 0.182 0.203 | 0.274 0.279 | 0.98
100 | 0.123 0.108 | 0.225 0.104 | 2.17
110 | 0.067 0.070 | 0.166 0.081 | 2.04
120 | 0.041 0.037 | 0.129 0.043 | 3.03
130 | 0.024 0.022 | 0.100 0.029 | 3.45
140 | 0.016 0.013 | 0.082 0.018 | 4.55
150 | 0.011 0.008 | 0.068 0.011 | 6.44
35 % 90 | 0.262 0.257 | 0.328 0.224 | 1.46
100 | 0.162 0.165 | 0.258 0.173 | 1.49
110 | 0.101 0.114 | 0.204 0.110 | 1.85
120 | 0.073 0.071 | 0.174 0.076 | 2.27
130 | 0.049 0.059 | 0.142 0.131 | 1.08
140 | 0.044 0.034 | 0.134 0.042 | 3.18
150 | 0.026 0.023 | 0.104 0.025 | 4.15

Tabelle 3.2: Monte Carlo Simulation mit und ohne Importance Sampling (determinis-
tische asymptotisch optimaler Mafiwechsel) fiir eine digitale Barriereoption
mit zeitabhdniger Barriere K; = Kjexp(at) im Black-Scholes Modell mit
den Parametern Sop =50, T'=2, r = 0.1, « = 0.1 und N = 1000.
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3 Deterministische MaBwechsel

3.5 Anwendung: Zweiseitige Barriereoptionen im
BS-Modell

Dieser Abschnitt soll aufzeigen, dass ein Importance Sampling mit asymptotisch optima-
len Maf3wechseln bei grober Anwendung auch zu gegenteiligen und damit unerwiinschten
Effekten fiihren kann. Als Beispiel wird ein zweiseitiges Derivat mit folgender Auszah-

lung gewahlt:

G(W) - 1{maxt S(W)¢>Kmaz oder ming S(W)<Kmin}

Das Derivat liefert also eine Auszahlung von 1, falls der Preisprozess die obere Barriere
K,,.. oder die untere Barriere K,,;, einmal durchschreitet. Deshalb bezeichnet man ein
solches Derivat auch als zweiseitige Barriereoption.

Mit einem sehr ahnlichen Argument wie im einseitigen Fall kann die Abgeschlossenheit
nachgewiesen werden. Eine Anwendung von Korollar 3.11 zeigt dann, dass der asym-
ptotisch optimale Drift wieder eine Gerade der Form h, = at ist. Je nachdem, welche
Barriere giinstiger zu erreichen ist, wird die Gerade steigen oder fallen. Dies kann durch
eine analoge Rechnung wie im einseitigen Fall ermittelt werden. Im Falle einer steigenden
Geraden (@ > 0) erhéht sich die Durchbruchwahrscheinlichkeit fir die obere Schranke,
wahrend diese fiir die untere Schranke verringert wird. Das fithrt zu Problemen beim
Importance Sampling mit diesem Drift.

Ist der Simulationsumfang gering (n < 10.000), so kann das untere Ereignis wohlmog-
lich nicht stattfinden und gewinnt so bei der Bewertung keine Bedeutung. Fiir grofie
Simulationen wird dieser Umstand durch den Dichtequotientenprozess L korrigiert. Wir
erhalten diese Probleme also nur, wenn die untere Schranke beim IS sehr selten durch-

brochen wird.

n Pyce  Prs
100 | 0.130 0.0092
1000 | 0.124 0.0136

10000 | 0.121 0.0122

Tabelle 3.3: MC Simulation mit und ohne IS bei einer zweiseitige Barriereoption mit
einseitigem Driftwechsel.

Aufgrund der nur einseitigen Beriicksichtigung der Barrieren, kommt es in der Simulation

zu erheblichen Fehlern und zu einer Fehlbepreisung des Derivates. Eine Anwendung von

Importance Sampling ist fiir diese Form von Derivaten daher nicht empfehlenswert.
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Preisapproximation

Basierend auf dem Vorschlag von Pham (2010, [22]) wird eine weitere Moglichkeit zur
Bestimmung eines varianzoptimierenden Mafiwechsels vorgestellt. Dabei soll der Maf-
wechsel nun vom simulierten Pfad abhdngen und auch wéihrend der Simulation angepasst
werden. Wir sprechen daher von dynamischen Mafliwechseln. Wie eine kurze Rechnung
zeigen wird, kann ein solcher Mafiwechsel mittels Kenntnis des Preisprozesses v(t, X;)
und des Delta-Hedge D,v(t, X;) bestimmt werden. Diese beiden Werte sind nun aller-
dings unbekannt. Daher werden asymptotische Approximationen fiir diese beiden Werte
genutzt, um den dynamischen Mafiwechsel durch eine Naherung zu bestimmen. Diese
Technik kann dabei erfolgreich auf eine grofie Klasse von Derivaten angewandt werden

und soll hier prasentiert werden.

Der MaBwechsel

Es wird nun geklart, welcher der dynamischer Mafiwechsel berechnet herangezogen wird.
Fiir einen n-dimensionalen Diffusionsprozess beziiglich des dquivalenten Martingalmafles

P mit der Form

dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)th
XO =X

und fiir ein Funktion ¢ : R” — R und 7" > 0 ist der Wert E(g(Xr)) gesucht. Es sei
zunachst h ein R"-wertiger prevesibler Prozess und Q) ein dquivalentes Mafl gegeben
durch

d t 1 gt
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4 Dynamische MafBwechsel via Preisapproximation

so dass (L; '), ein Martingal mit EL;' = 1 ist. Das ist beispielsweise durch die Novikov-

1T .,
Eexp 5/ |ht‘ dt | < oo.
0

Nach Cameron-Martin-Girsanov ist der Prozess

bedingung gesichert:

L t
W, = W, — / hydt
0
ein Wienerprozess beziiglich Q;, und die Dynamik von X ist dann gegeben durch

dXt = (b(Xt) + htO'(Xt))dt + U(Xt)th
X() = .

Wegen der Markoveigenschaft existiert eine Funktion v : [0,7] x R” — R mit
v(t, Xi) = Ep(g(X7)|F).

Mit Hilfe von Bayes gilt nun:

Eq, (9(X1)Lr|Ft)

U<t7Xt) = L
t

Es ist (v(t, Xt))o<i<r ein P-Martingal, (v(t,z)L¢)o<i<r ein Qp-Martingal und es gilt
(T, X7) = g(Xr). Mit der mehrdimensionalen Ito-Formel folgt beztiglich Q,
dU(t, Xt)Lt = Ltdv(t, Xt) =+ ’U(t, Xt)st + d < 'U(t, Xt), Lt >
1
s (atv(t, Xo)dt + Dyolt, X0)dX, + 5 Do, Xt)d<X>t>

+ U(t, Xt)Lthtth + d< U(t, Xt)7 Lt >
= Ly (Qo(t, Xp)dt + Dyv(t, Xo) (b(Xy) — b (X2))dt + Dyw(t, Xp)o (X,)dW,)

1 _
-+ §sz’l)<t7 Xt>0'2<Xt)dt + 'U(t, Xt)Lthtth + O'(Xt)Lthtdt.

Nun fallen die Anteile beschrankter Variation wegen der Q,-Martingaleigenschaft weg,
d. h.

dv(t,x)Ly = Ly(v(t, z)hy + Dyv(t, z)o(Xy))dW,
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In Integralschreibweise zum Zeitpunkt ¢ also:
9(Xr) Ly = v(Xp, T)Er = v(Xest) + [ Lol X)h + Do, X,)o(X,))dTV,
Damit hat die Zufallsgrofie g( X)Lz unter dem Mafl Qy, die Varianz
T
Vo, G(Xr)Lr =Bq, [ L2lv(u, Xu)h + 0(X,) Dav(u, X,,)Fdu.
t

Ziel war es, h derart zu wahlen, dass die Varianz minimiert wird. Da der Integrand
positiv ist, wird der Erwartungswert des stochastischen Integrals minimiert, wenn der

Integrand minimal ist.

T
/ L2 |o(u, XYl + 0(Xo) Dyv(u, X,)[2 du

t

=0

Es liegt deshalb folgende Definition nahe

hy = — X,)D,v(t, X 0<t<T.
t U(t, Xt)a( t) /U( t)

Damit verschwindet die Varianz unter dem Maflwechsel zumindest theoretisch. Nun ist
v allerdings unbekannt und eine Bestimmung von A nicht moglich. Eine naheliegende
Moglichkeit ist die Approximation von v und D,v. Dazu wird die Theorie grofler Abwei-

chungen zur Herleitung einer Heuristik genutzt.

Betrachte zunéchst die Prozessfamilie (X¢). gegeben durch

dXf = b(X{)dt + eo(Xf)dW;
XS = Xo-

Unter Anwendung der Freidlin-Wentzell Theorie und Varadhans Lemma erhalten wir
fir ein stetiges Funktional G7 : C,,[0,T], G(X) = g(X7) zusammen mit der Markovei-
genschaft von X¢ zum Zeitpunkt ¢:

log GTt(X€)>

€

= sup logGr_(¢) — I (¢)

P, "

= sup logg(édr—¢) — 2/Tt< _b%)) du.

P,

lim € log E exp (
e—0
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4 Dynamische MafBwechsel via Preisapproximation

Definieren wir nun

V(t, x;) := exp ( sup log g(¢r—¢) — L (qb"_b(%)> du)

peHI " 2 Jo o(¢u)

als Wert des Supremums in Abhénigkeit von der Zeit ¢ und dem aktuellen Kurswert

log9(Xp ) > flir sehr

x¢. Die Funktion %V gibt nun nédhrungsweise die Werte von [E exp (
kleine € > 0 wieder. Daher besteht die Hoffnung, dass dieser Wert fiir ¢ = 1 immernoch
eine gute Approximation ist.

Die Heuristik besteht nun darin, fiir den echten Wert v(t, X;) die Funktion V' (¢, X;) als
Schétzung zu nehmen:

v(t,x) ~ V(t,x)

Anschliefilend kann dann auf Basis von V' eine Approximation von D,v(t,z) = 0,v(t, x)
hergeleitet werden, indem fiir ein kleines aber festes h > 0 zum Differentialquotienten

iibergegangen wird:

V(t,z) = V(t,z + h)
z :

Da es sich hier um eine Heuristik handelt und genaue Fehlerabschatzungen des Verfah-

Dv(t, x) ~

rens schwierig zu ermitteln sind, wird als erstes Beispiel die Calloption im Black-Scholes
Modell untersucht. Dort sind v und d,v bekannt und ermoglicht so einen Vergleich mit

dem geschatzen Wert V.

4.1 Call im Black-Scholes Modell

Ziel ist es, die Auswirkung des Fehlers einer asymptotischen Approximation von v und
D,v auf die Varianzoptimierung zu beurteilen. Dazu kann exemplarisch der Call im
Black-Scholes Modell untersucht werden. Dort sind v und D,v bekannt. Daher bietet

sich diese Situation als erster Untersuchungsstandpunkt an.

Lemma 4.1. Es sei P das dquivalente Martingalmafl im Black-Scholes Modell. Fiir den
Preisprozess
v(t, ) := E(exp(—r(T — t))(Xr — K)"|X; = 2)

eines Calls gilt
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4.1 Call im Black-Scholes Modell

wobes

log(3) + (r+ %) (T —t)
dy = K 2 dy i =dy — o1 —t.
! o1 —t 2 1=

Beweis. Der Ausdruck von v ist die bekannte Black-Scholes Formel und der Beweis
ist Standard. Der Delta-Hedge D,v kann dann problemlos durch Differenzierung von v

berechnet werden. O

Es wird nun Preis und Hedge mittels Theorie der grolen Abweichungen approximiert.

Dazu wird im Black-Scholes Modell folgende Familie von Diffusionsprozessen betrachtet

dS¢ = S¢(rdt + \/eodWV,)
S(E) =59 € R.

Es muss zundchst ein LDP fiir die Familie (S%), hergeleitet werden. Zunéachst sei aller-
dings angemerkt, dass fiir jedes € > 0 der reellwertige Prozess S lognormalverteilt ist
und damit die Berechnung der Ratenfunktion mittels einer geschickten Anwendung von
Cramers Theorem und dem Kontraktionsprinzip realisiert werden kann. Dennoch wird
im Hinblick auf die spatere Anwendung auf eine groflere Klasse von Modellen das LDP

mittels Freidlin-Wentzell und Variationsrechnung hergeleitet:

Die Ratenfunktion von (S5¢). ist nach Freidlin-Wentzell gegeben durch

b rios \ 2
Ly (Be)” dt falls o € HE,

I*(p) =

o0 sonst.

Eine Anwendung des Kontraktionsprinzips auf das stetige Funktional
F:C0,T]—R F(p) = or

liefert dann das LDP fir die reellwertige Familie von ZufallsgroBen Y€ := F(S€) = S¥.
Die Ratenfunktion ist dabei

IY(y) = inf{I%(y) | ¢ € Hyy, 0r = F(p) = y}.
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4 Dynamische MafBwechsel via Preisapproximation

Damit ist nun fiir jedes y € R folgendes Variationsproblem zu l6sen.

LT (o — 2
*/ <W> dt = min (Hauptbedingung)
2 Jo oYy
Yo = S0 (linke Randbedingung)
or =1y (rechte Randbedingung)

Dieses Problem wurde zu Beginn in Abschnitt 1.1.2 behandelt. Die Minimalstelle ist

gegeben durch
1 Y
*(t) = —1 t
#1(t) = soexp (T o8() )

und der Wert des Minimums ist dann

P ) = g (tos() — 1)

Es sei nun H = H(S7) : R — R eine stetige Abbildung, sodass ein v > 1 existiert mit
limelogE ! log H (55
lim elog E exp (67 og H( T)) < 00.

Insbesondere gilt dies fiir alle stetigen nach oben beschrankten Funktionen. Eine asym-

ptotische Approximation eines Derivates mit Auszahlung ¢ ist nun gegeben durch

EH(Sr) ~ exp (sup log p(y) — 1 Y(y)) = exp (321113 log H(y) — 27}02 (bg(z) - T’T)2> :

yeR

Wir werden nun im Folgenen zwei Verfahren vergleichend nebeneinander stellen: Verfah-
ren A entspricht einer Monte Carlo Simulation mit dynamischem Importance Sampling,
wobei die exakten Werte v und D,v entsprechend der Black-Scholes Formel zur Bestim-

mung von h herangezogen werden, d.h.

v(t71Xt) o(Xy)Dyo(t, Xy)
1

= T Xeg(dr) — Kexp(—r(T — 0)e(dy)” D)

ht:—

Bei Verfahren B wird h mittels V' approximiert:

1
hy ~ ——————0(X;) D,V (t, X
t V(t’ Xt)o-( t) xv( ) t)?
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4.1 Call im Black-Scholes Modell

wobel V(X)) — V(t, X+ h
Darv(taXt)N (’ t>_h(’ t+ )
fiir sehr kleines A > 0.
Die Simulationsparameter sind
Sp =28 r=20.1 T =2 c=0.3 K =10.

Preis

Basiswert 5, 5 025

Restlaufzeit t

Abbildung 4.1: Preis eines Call im Black-Scholes Modell. Vergleich der Approximation
(t, X)) — V(t,X;) (untere Flache) mit den tatséchlichen Werten der
Black-Scholes Formel (¢, X;) — v(t, X;) (obere Fléche).
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4 Dynamische MafBwechsel via Preisapproximation

0z

A-Hedge

Basizwer 5 6 0% Restlaufzeit t

Abbildung 4.2: Hedge eines Call im Black-Scholes Modell. Vergleich der Approximation

mittels Theorie grofler Abweichungen mit den tatsdchlichen Werten der
Black-Scholes Formel.

Drift fy

Basiswert Et EI

Restlaufzeit t

Abbildung 4.3: Vergleich der Approximation von A mit den tatséchlichen Werten.



4.1 Call im Black-Scholes Modell

’ Simulationen ‘ Pye  Prs ‘ oM ors ‘ Ratio ‘

100 0.9135 1.2790 | 0.2106 0.0124 | 17.03
500 1.0573 1.2559 | 0.0991 0.0060 | 16.49
1000 1.3003 1.2667 | 0.0823 0.0048 | 17.04
2500 1.2851 1.2594 | 0.0504 0.0029 | 17.68
5000 1.2614 1.2574 | 0.0350 0.0021 | 16.71
10000 1.2041 1.2574 | 0.0240 0.0014 | 16.94
20000 1.2363 1.2588 | 0.0172 0.0010 | 17.18

Tabelle 4.1: Konvergenz fiir Verfahren A bei steigendem Simulationsumfang

’ Volatilitat K ‘ PMC’ P[S ‘ OMC grs ‘ Ratio ‘
0.30 8 2.1806 2.0719 | 0.1028 0.0060 | 17.11
9 1.7792 1.6199 | 0.0905 0.0051 | 17.63
10 | 1.3420 1.2685 | 0.0831 0.0041 | 20.03
11 10.9238 0.9705 | 0.0667 0.0037 | 18.02
12 [ 0.6675 0.7423 | 0.0603 0.0034 | 17.83
0.35 8 2.1843 2.2576 | 0.1122 0.0064 | 17.46
9 1.6715 1.8278 | 0.1003 0.0060 | 16.63
10 | 1.6907 1.4789 | 0.0999 0.0060 | 16.77
11 | 1.1909 1.2007 | 0.0894 0.0048 | 18.50
12 10,9016 0.9634 | 0.0770 0.0040 | 19.43
0.40 8 |2.5033 24383 | 0.1388 0.0072 | 19.26
9 1.9447 2.0377 | 0.1176 0.0077 | 15.30
10 | 1.7660 1.6924 | 0.1190 0.0064 | 18.49
11 | 1.4621 1.4159 | 0.1115 0.0058 | 19.23
12 | 1.2392 1.1715 | 0.0997 0.0053 | 18.99

Tabelle 4.2: Varianzreduktion fiir Verfahren A mit n = 1000.

Auswertung

Es wurden Simulationen unter Ausnutzung der Black-Scholes Formel und der Approxi-
mation mittels der Theorie grofler Abweichungen durchgefiithrt. Dabei kann festgestellt
werden, dass die Approximation gerade an den Randbereichen (¢ klein, S; klein) erhebli-
che Fehler aufweist. Dies hat gravierende Effekte in Hinblick auf die Varianzoptimalitat
des MafBwechsels. Wahrend bei Kenntnis des genauen Preisverlaufs und Delta-Hedges
eine Reduktion der Standardabweichung um den Faktor 16-20 erreicht werden konnte
(Verfahren A), lag diese Verringerung bei dem approximativen Verfahren B lediglich bei

einem Faktor von zwei bis drei.

Ein Vergleich der Drifte in Abbildung 4.3 zeigt, dass die Approxmation fiir groffe Lauf-
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4 Dynamische MafBwechsel via Preisapproximation

’ Volatilitat K ‘ PMC P[S ‘ OMC grs ‘ Ratio ‘
0.30 8 2.1712  2.0607 | 0.0964 0.0371 | 2.60
9 1.7435 1.5521 | 0.0932 0.0346 | 2.69
10 | 1.3535 1.2524 | 0.0828 0.0304 | 2.72
11 | 1.0189 0.9519 | 0.0756 0.0405 | 1.87
12 1 0.7396 0.6695 | 0.0677 0.0186 | 3.65
0.35 8 2.0119 2.1670 | 0.0997 0.0425 | 2.35
9 1.9808 1.8377 | 0.1098 0.0375 | 2.93
10 | 1.5104 1.4590 | 0.1009 0.0329 | 3.07
11 | 1.0953 1.1683 | 0.0835 0.0276 | 3.02
12 | 1.0736 0.9436 | 0.0845 0.0239 | 3.53
0.40 8 2.5731 23631 | 0.1301 0.0474 | 2.74
9 1.8774 1.9584 | 0.1199 0.0414 | 2.90
10 | 1.5756 1.6400 | 0.1051 0.0370 | 2.84
11 | 1.2705 1.3371 | 0.1015 0.0331 | 3.06
12 | 1.1232 1.1744 | 0.0981 0.0289 | 3.39

Tabelle 4.3: Varianzreduktion fiir Verfahren B mit n = 1000.

zeiten (¢t > 1) und hohe Basiswerte (S; > K') sehr geringe Fehler aufweist. Im Gegenzug
ist allerdings das Fehlerpotential im relevanten Bereich (S; < K) als kritisch anzusehen.
Es stellt sich letztendlich die Frage, ob nun andere Approximationsverfahren fiir v und
D,v in diesem Bereich zu besseren Ergebnissen fithren.

Im approximativen Fall reduzierte sich die Berechnung von v und D,v auf die Losung
eines einzigen Maximierungsproblems fiir jedes Paar (¢,.S;). Von einer numerischen Be-
rechnung von v und D,v in jedem Schritt der Simulation ist abzuraten. Bei grofien Si-
mulationsumfangen wiirden dann viele Werte mehrfach berechnet werden. Es empfiehlt
sich daher, iber den relevanten Bereich des R x R die Werte fiir ein vorgeschriebenes
Gitter zu berechnen, dhnlich wie es bei der numerischen Losung von Differentialglei-
chungen tiblich ist. Dabei scheint es sinnvoll, das Gitter im relevanten Gebiet (nahe bei

dem Graphen von t — ES;) etwas feiner zu gestalten.

In Fall eines Calls im Black-Scholes Modell ist eine Anwendung der approximativen
Methode fiir dynamische Mafiwechsel nicht zu empfehlen. Insbesondere ein Vergleich
mit der Methode der deterministischen Wechsel, die bessere Varianzreduktionen mit
einem weniger rechenintensiven Verfahren aufweist, untermauert diese Empfehlung.

Des Weiteren sind noch die Konvergenz bzw. Konsistenz des Monte Carlo Schétzers mit
dynamischen Importance Sampling nachzuweisen (vgl. Tabelle 4.1). Diese Frage kann

hier allerdings nicht endgiiltig beantwortet werden und bietet Potential fiir zukiinftige
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Forschungsarbeiten.

4.2 Dynamisches Importance Sampling fiir asiatische

Optionen

Es sei G : C.[0,7] — R ein Auszahlungsfunktional, S ein Diffusionsprozess und (S¢).
die entsprechende Prozessfamilie im Freidlin-Wentzell Sinn mit S¢=! = S. Ein entschei-

dender Punkt bei der Herleitung des dynamischen Mafiwechsels der Form

h, = — X)) Dgo(t, X 0<t<T
t U(t,Xt)O-( +) D ( t)

im Falle européischer Auszahlungen G(S) = g(Sr) ist die Markoveigenschaft vom G(5).
Diese Bedingung ist in vielen Féllen verletzt und verhindert so eine Anwendung dieses
Ansatzes. Dieser Umstand kann in einigen Situationen allerdings korrigiert werden. Wir
mochten das am Beispiel einer asiatischen Option vorstellen: Eine asiatische Option auf

einen Preisprozess S ist eine Funktion seines Mittelwertes, d. h. ein Claim der Form

C Lt S.d
—H(= / ¢
fir eine Funktion H : R — R. Definiere eine Hilfsvariable
Y Lt Sid
= — t.
T /0 !

Der Prozess (X,Y) ist nun ein Markovprozess und ermoglicht die Anwendung der vor-
gestellten Importance Sampling Methode.

Betrachte die Prozessfamilie gegeben durch Y := 1 Ji S¢ dt. Gelingt nun die Herlei-
tung eines LDP fiir (Y¢). mit Ratenfunktion I, so liefert Varadhans Theorem eine

Approximation

EH(Y) ~ exp <Sup log H(y) — IY(y)> .

yeR
Damit ist nun lediglich ein reelles Maximierungsproblem zu lésen.
Der generelle Vorteil dieser Methode besteht also in der Reduktion des Rechenanteils auf
ein reelles Maximierungsproblem. Es muss nun noch ein LDP fiir stochastische Integrale

hergeleitet werden:
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4 Dynamische MafBwechsel via Preisapproximation

Lemma 4.2. Es sei (5°). eine Familie stochastischer Prozesse auf C[0,T] mit guter

Ratenfunktion I°. Dann erfillt die Familie reellwertiger Zufallsgréfen gegeben durch
Y L Sid
€ — € t
T /0 ‘
das LDP auf R mit guter Ratenfunktion

Po)= b {150) [y= . [ )

$eC[0,T]

Beweis. Das Funktional F': C[0,7] — R gegeben durch
F L d
== t
W=7 v
ist stetig. Die Behauptung folgt dann direkt aus dem Kontraktionsprinzip. O]

Falls S¢ fur alle € > 0 eine Ito-Diffusion mit beschrinkten gleichméfig lipschitzstetigen
Koeffizienten ist, d. h.

S = b(SE)dt + /ea (SE)dW,

€ __
SO_SO7

kann mittels Freidlin-Wentzell die Ratenfunktion I° bestimmt werden. Nach dem Lem-
ma ist fiir die Berechnung von I¥ demnach folgendes Variationsproblem mit Nebenbe-

dingungen zu losen:

1 (T 4 —b
B /0 (W)th = min (Hauptbedingung)
T
/0 hdt =y - T (Nebenbedingung)

oy = S (Randbedingung)

Beispiel: Vasicek-Prozess

Eine Familie von Vasicek-Prozessen (S¢). folgt einer Dynamik der Form

dSE = 0(p — SS)dt + /eadW,

S(e) = Sp.
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4.2 Dynamisches Importance Sampling fiir asiatische Optionen

Die Ratenfunktion kann nun durch Loésung des oben vorgestellten Variationsproblems
erreicht werden. Allerdings gibt es in diesem speziellen Fall eine weitere Moglichkeit:
Fiir den Vasicek-Prozess ist eine Losung der stochastischen Differentialgleichung bekannt
und es gelingt, die Verteilung des stochastischen Integrals zu berechnen. Dabei ist Y =

Ji'S¢ dt normalverteilt mit Parametern

1- —-0T 1— —-0T
6 0
2
., O 2 —2exp(—0T) 1—exp(—260T)
0T =cg (T — 0 + 20 .

Insbesondere ist damit die Ratenfunktion von Y gegeben durch
[Y<y> — l(y B H)Q
2 o
Da nun die Ratenfunktion bekannt ist, kann fiir asiatische Optionen sehr leicht mittels
Varadhans Theorem eine asymptotische Approximation gefunden werden.
Ist nun H : R — R eine Funktion, die die Bedingung in Varadhans Theorem erfiillt, so

ist folgendes Optimierungsproblem zu losen:

up (1og Hy) - ;@"”) |

yER o

Asiatische Putoption: Betrachte beispielsweise einen asiatischen Put mit Strike K > 0,
Laufzeit T' > 0 und oberer Schranke K:

H(y) = (K —y) 1500

dann kann das Maximum des Optimierungsproblems durch Differentialrechnung herge-

leitet werden. Falls es existiert, ist es eindeutig und gegeben durch

K+7 K +m\?
Ymaz = N_\/( M) +5—ﬁK.

2 2

Wir erhalten damit eine Approximation

1

N2
E(K — YT)+1{YT>0} ~ exp (log(ymax - K)— B (ymma'u) > )

Geometrische asiatische Putoption: Betrachte fiir einen Strike K > 0 die Auszahlungs-
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4 Dynamische MafBwechsel via Preisapproximation

Simulationen | Preis MC | Preis IS | ouyc Or19 Ratio
100 0.8246 0.8133 | 0.0350 | 0.0187 | 1.8707
1000 0.8528 0.8364 | 0.0117 | 0.0065 | 1.7897
5000 0.8489 0.8262 | 0.0052 | 0.0029 | 1.8052
10000 0.8461 0.8278 | 0.0036 | 0.0020 | 1.7900
20000 0.8438 0.8297 | 0.0026 | 0.0014 | 1.7783

Tabelle 4.4: Monte Carlo Simulation mit und ohne dynamischem Importance Sampling
fiir die geometrische asiatische Putoption.

funktion
H(y) = (exp(y) — K)".

Eine Losung 4,4, des Optimierungsproblems

1(y —n)?
| - K)— -~ —_—-
Sup ( og(exp(y) — K) 5 =
erfilllt die Gleichung
eXp(ymam) . yma:p - ﬁ _ 0
eXp(ymax) - K 52

wie leicht mittels Differenzierung hergeleitet werden kann.

Fiir dieses Beispiel wurde dynamisches Importance Sampling mit den Parametern

0=0.8 =03 o =0.15
T=25 Sp=0.2 K=11

durchgefiihrt.

Bemerkung 4.3. Wie diese Beispiele zeigen, kann das Verfahren einfach auf eine groffe
Klasse von Auszahlungsfunktionen angewandt werden. Das gréfste Problem ist die Be-
rechnung der Ratenfunktion IV . Liegt in allgemeinen Diffusionsmodellen keine analyti-
sche Losung fiir IY wvor, so muss in jedem Schritt der Simulation ein Variationsproblem
gelost werden. Zusammen mit der Losung des Optimierungsproblems ist der zusdtzliche
Sitmulationsaufwandt beim dynamischen Importance Sampling daher enorm. In Hinblick
auf die notwendige Rechenleistung sollten das Verfahren zukiinftig noch optimiert wer-
den. Fine Moglichkeit dafiir bilden Gittermethoden, wie sie bei der numerischen Lésung
von Differentialgleichung eine Rolle spielen.

Neben asiatischen Optionen kann dynamisches Importance Sampling nach Pham auch

noch auf einige weitere Klasse von Optionen ausgeweitet werden, die die Markoveigen-
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4.2 Dynamisches Importance Sampling fiir asiatische Optionen

schaft nicht erfiillen. Dies ist neben anderen etwa denkbar bei Barriereoptionen, Basket-

optionen, Lookbackoptionen und Compounded Options.

93






Fazit und Ausblick

Fazit

Die Derivatebewertung mittels Monte Carlo Simulation ist ein gédngiges und bewéhrtes
Vorgehen in der Finanzwirtschaft. Allerdings ist dieses Verfahren im Vergleich zu an-
deren Methoden nicht besonders effizient. Insbesondere bei exotischen Derivaten ist es
nicht immer moglich auf Alternativen zurtickzugreifen. Ziel dieser Arbeit war es daher
die Verbesserung von Monte Carlo Simulationen mittels Importance Sampling: Dabei
soll durch einen Mafiwechsel eine Varianzreduktion erreicht werden. Es war entschei-

dend zu klaren, welcher Maflwechsel dies am Besten erfiillt.

Zur Losung dieses Auswahlproblems wurden zwei Techniken vorgestellt, die auf der Theo-
rie grofer Abweichungen aufbaut: Das erste Verfahren basierte auf der Einfithrung der
asymptotischen Optimalitit als Gilitekriterium fiir deterministische Mafiwechsel, womit
es nun durch Loésung eines Variationsproblems bzw. einer Differentialgleichung moglich
ist, ,,gute* MaBwechsel zu berechnen. Dem Anwender steht damit ein relativ einfaches
Konzept zur Durchfithrung von Monte Carlo Simulationen mit Importance Sampling
mit deterministischen Maflwechseln zur Verfiigung.

Das Verfahren wurde fiir digitale Optionen, Barriereoptionen und dem Call im Black-
Scholes Modell getestet. Das fithrt bei ,,out-of-the-money* Derivaten héufig zu einer Ver-
besserung der Standardabweichung. Bei zweiseitigen Barriereoptionen konnte allerdings
ein unerwiinschter Effekt nachgewiesen werden, weswegen eine generelle Anwendung des
Verfahrens nicht ohne Weiteres zu empfehlen ist. Der Benutzer sollte daher zumindest
iiber die grundlegende Wirkungsweise des Importance Sampling informiert sein, um sol-

che unerwiinschten Effekte im Vorfeld erkennen zu konnen.

Als alternatives Verfahren entstand eine Heuristik fiir die Ermittlung von dynamischen
MafBwechseln, welche mit der Kenntnis von Preis und Hedge des Derivates mit einer
Formel ermittelt werden konnen. Da diese Werte im Wesentlichen unbekannt sind, wurde

mit Hilfe der Theorie groler Abweichungen ein Konzept zur Approximation hergeleitet.
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Dieses wurde im Black-Scholes Modell getestet und anschliefend auf asiatische Optionen

erweitert.

Ausblick

Das Potential der beiden vorgestellten Methoden ist noch nicht ausgeschopft: So ist es
beispielsweise noch moglich weitere Konzepte zur Bestimmung des dynamischen Maf3-
wechsels fiir andere Derivateklassen herzuleiten. Die Ausdehnbarkeit des Vorgehens mo-
tiviert nun auch eine systematische Untersuchung von LDPs fiir finanzrelevante stochas-
tische Prozesse, wie sie in den Auszahlungsprofilen bekannter Derivate vorkommen.
Als weitere Entwicklungsmoglichkeit besteht die Ausweitung des deterministischen Maf-
wechselverfahrens auf Zinsstrukturmodelle und Zinsderivate. Im Falle von Swaptions ist
dieses Problem mit Hilfe des Swapratenprozesses formal mit den vorgestellten Konzepten
losbar. Im Libormarktmodell oder in short rate Modellen sind die genutzten Werkzeu-
ge ebenfalls Diffusionsprozesse. Eine Erweiterung der vorgestellten Methoden ist daher
durchaus eine realistische Moglichkeit.

Insgesamt konnten die Ziele dieser Arbeit, ein weitrechendes praxisrelevantes Konzept in
der Derivatebewertung herzugeleiten und weiterzuentwickeln, erfolgreich erfiillt werden.
Dabei entstanden auch einige weiterfithrende Fragestellungen, die Potential fiir zukiinf-

tige Forschungsarbeiten bieten.
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