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Einleitung

Diese Masterarbeit beschéftigt sich mit dem optimalen Management eines Garantiefonds in
verschiendenen Finanzmaérkten. Bei Garantiefonds handelt es sich um Investmentfonds, wel-
che am Ende des Handelszeitraumes die zu Beginn eingezahlte Summe zuziiglich das bis da-
hin erwirtschaftete Plus garantieren. Um diese Garantiefonds optimal zu managen, wird eine
Portfoliooptimierung mit Garantie betrachtet, also einem zentralen Bestandteil der modernen
Finanzmathematik. Ziel ist es ein optimales Portfolio aus den an dem Finanzmarkt gehandel-
ten Finanzgiitern zusammenzustellen. Ob eine solche Zusammenstellung fiir einen bestimmten
Investor jedoch optimal ist, hdngt von seinen Préferenzen ab. Manche Investoren bevorzugen
mehr Rendite und gehen dafiir mehr Risiko ein, andere Investoren préferieren eine sichere Geld-
anlage.

Der Begriinder der modernen Portfoliooptimierung war Harry Markowitz im Jahre 1952. Er
betrachtete einen zeitdiskreten Markt und verwendete das p-o-Prinzip. Seine Grundidee war
es Portfolios zu berechnen, die eine erwartete Mindestrendite besitzen und unter diesen Port-
folios, dasjenige zu wéhlen, welches das kleinste Risiko beinhaltet. Die erwartete Rendite wird
mit p und die Standartabweichung als Maf} fiir das Risiko mit ¢ bezeichnet. Wir werden in
dieser Arbeit jedoch nicht mit dem p-o-Prinzip arbeiten, sondern Nutzenfunktionen verwen-
den. Weiterentwickelt wurde dieser Ansatz von Merton H. Miller. Er behandelte in seiner
Arbeit ”Lifetime Portfolio Selection under Uncertainty: The Continous-Time-Case” zum ers-
ten Mal ein Portfoliooptimierungsproblem in einem stetigen Finanzmarkt, das sogenannte Mer-
ton Problem. Der Losungsansatz ist hier, den erwarteten Endnutzen des Investors zu maximie-
ren. Auch eine Optimierung unter Beriicksichtigung von zwischenzeitlichem Konsum wurde
betrachtet. Da es sich um ein stochastisches Kontrollproblem handelt, nutzte Merton die soge-
nannte Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung zur Bestimmung der expliziten Losung.

Eine andere Methode zur exakten Berechnung des Optimierungsproblems entwickelte S. Pliska
1986 mit der Martingalmethode. Hierbei wird das Merton Problem in zwei seperate Probleme
aufgeteilt und gelost. Man 16st zunéchst ein zeitunabhéngiges, statisches Problem, wodurch
man das optimale Endvermégen und den optimalen Konsum erhélt. Mittels dieser Informa-
tionen kann dann das Darstellungsproblem gelost werden und man erhélt zudem die optimale
Investitionsstrategie. Auf die Martingalmethode wird in dieser Arbeit spater noch eingegangen.

Es ist moglich, die Portfoliooptimierung in vielen verschiedenen Finanzmarktmodellen durch-
zufithren, wie beispielsweise in einem Aktienmarkt, einem Devisenmarkt oder einem Bond-
markt. In dieser Masterarbeit findet die Portfoliooptimierung sowohl in dem klassischen Black-
Scholes Modell als auch in einem Zinsstrukturmodell wie dem Einfaktor Vasicek-Modell und
dem HJM-Modell statt.

Inhalt dieser Masterarbeit ist wie schon zuvor beschrieben, das optimale Managen eines Ga-
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FEinleitung

rantiefonds. Zentrales Hilfsmittels hierzu ist die Portfoliooptimierung mit einer Garantie. Dies
bedeutet, dass die Optimierung unter der Nebenbedingung geschieht, dass der Fond am Ende
des Handelszeitraums eine vorher festgelegte Summe als Endvermégen mindestens erreichen
muss. Dieser vorher festgelegte Benchmark wird zunéchst als eine Konstante angenommen und
eine allgemeine Methode zur Losung dieses Problems entwickelt. Anschliefend werden explizite
Optimierungen in verschiedenen Finanzmarktmodellen durchgefiithrt. Wichtig ist jedoch fiir die
Berechenbarkeit, dass die Volatilitdten der gehandelten Finanzgiiter deterministisch sind, da in
der Optimierung eine Call-Option bewertet werden muss. Im Anschluss wird die Annahme des
konstanten Benchmarks zu einem stochastischen Benchmark, einer Zufallsvariablen, verallge-
meinert. Hierdurch verdndert sich der allgemeine Losungsweg, sodass nun eine Exchange-Option
statt einer Call-Option bewertet werden muss.

Inhaltlich gliedert sich die Masterarbeit in 5 Kapitel mit folgenden zentralen Schwerpunkten.
Das erste Kapitel liefert auf Basis eines mehrdimensionalen Semimartingalmodells eine kurze
Einfithrung in die Finanzmathematik. Zudem werden wichtige Begriffe wie Handelsstrategie,
Portfolioprozess und Nutzenfunktionen eingefiihrt. Abgeschlossen wird dieses Kapitel mit einer
kurzen Einfithrung in die Portfoliooptimierung mittels der bereits erwahnten Martingalmetho-
de. Es werden erste Optimierungsprobleme gelost. Dabei werden, wie in der gesamten Arbeit,
im Schwerpunkt logarithmische- sowie Power-Nutzenfunktionen genutzt.

Im zweiten Kapitel wird zunédchst ein allgemeines Short-Rate Modell beschrieben und die abi-
tragefreien Bondpreise, sowie die Volatilitdten analysiert. Anschliefend wird das Vasicek-Modell
als Beispiel eingefiihrt. Danach werden fiir diese Arbeit wichtige Zwischenergebnisse festgehal-
ten, wie die Bewertung einer Call-Option in diesem Modell auf einen Bond. Am Ende des
Abschnitts wird zudem das Forward Martingalmaf} eingefiihrt, welches im weiteren Verlauf der
Arbeit in der Optimierung eine wichtige Rolle spielen wird.

Die Betrachtungen des zweiten Kapitels werden im dritten Kapitel verallgemeinert und das
HJM-Modell eingefiihrt. Hierfiir werden zunéchst wichtige Grundlagen gelegt und anschliefSend
ein spezielles HIM-Modell, das Gaulsche HJM-Modell mit Markovscher Short-Rate analysiert.
In diesem Modell finden spéter explizite Optimierungen statt.

Im vierten Kapitel wird zuerst die Portfoliooptimierung mit deterministischer Garantie be-
schrieben und ein allgemeiner Losungsweg aufgezeigt. Anschliefend wird eine Optimierung
im Black-Scholes, Vasicek- und HJM-Modell, sowie in einem Mixed Stock Bond Markt be-
trieben. Grundlage fiir die Modellierung der Praferenzen des Investors sind hier immer die
logarithmische- und die Power-Nutzenfunktion.

Im fiinften Kapitel wird die Annahme einer deterministischen Garantie zu einer stochastischen
Garantie verallgemeinert. Auch hier wird zunéchst ein allgemeiner Losungsansatz beschrieben
und anschlieflend eine Optimierung in einem Black-Scholes Modell mit konstanten Koeffizienten
und in einem Mixed Stock Bond Markt durchgefiihrt.
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1 Grundlagen

In diesem Kapitel werden die wesentlichen finanzmathematischen Grundlagen, welche in die-
ser Arbeit benotigt werden, vorgestellt. Zunéchst wird ein zeitstetiges Finanzmarktmodell fiir
einen mehrdimensionalen Finanzmarkt beschrieben. AnschlieBend wird auf Handelsstrategien
und Vermogensprozesse eingegangen. Um die Préferenzen des Investors beschreiben, bezie-
hungsweise modellieren zu konnen, werden im dritten Abschnitt Nutzenfunktionen eingefiihrt.
Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Losung der Portfoliooptimierung ist die Martingalmethode,
welche im letzten Abschnitts dieses Kapitels prasentiert wird.

Die in diesem Kapitel beschriebenen Grundlagen reichen jedoch nicht aus, um als mathemati-
sche Einfithrung in die zeitstetige Finanzmathematik angesehen zu werden. Hier wird auf [6]
beziehungsweise [7] verwiesen, welche ebenfalls als Quellen fir dieses Kapitel dienen. Ebenso
wurde sich an [9] und [I7] orientiert.

1.1 Zeitstetiges Finanzmarktmodell

In diesem Abschnitt wird ein zeitstetiges vollstéindiges Semimartingalmodell zur Beschreibung
eines mehrdimensionalen Finanzmarktes eingefiihrt. Dieses wird von einem mehrdimensionalen
Wiener Prozess getrieben. Wir betrachten den Handelszeitraum [0, 7], mit 0 < 7% < oo und
einen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, (F3)¢>0, P), wobei der Informationsverlauf (F3):>o
eine Wiener Filtration sei, also eine von einem Wiener-Prozess erzeugte Filtration, die die usual
conditions erfiillt. Genauer:

Definition 1.1 Eine Filtration (F;):>o
e heiflit vollstéandig, wenn F alle Nullmengen enthélt,

e heiflt rechtsstetig, wenn F, = (] F fiir jedes t > 0,

s>t

e erfiillt die usual conditions, wenn sie vollstdndig und rechtsstetig ist.

Ist eine Filtration vollstéindig, so enthélt nicht nur F; alle Nullmengen, sondern auch F; fiir
jedes t > 0. Dies liegt daran, dass Filtrationen aufsteigend geordnet sind, also fiir alle s < ¢ gilt
Fs C Fi. Nun zu der Wiener-Filtration. Diese lasst sich wie folgt konstruieren

Konstruktion 1.2 Betrachte einen n-dimensionalen Wiener Prozess W = (Wy, ..., W,,) auf
einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, (G;)i>0, P). Wir setzen

F=0W,: s<t) firalle 0 <t <T.



1 Grundlagen

Somit ist dann
-7:t0+ = ﬂ ]:ta+e
>0
eine rechtsstetige Filtration. Betrachten wir nun die Nullmengen des Mafles IP. Wir bezeichnen
mit A die Menge aller Teilmengen von Nullmengen beziiglich P, also

N:={ACQ: 3B F)mit (B)=0und A C B}.

Setzen wir nun

F = cf(]-"toJr UN),
so erhalten wir eine vollstédndige Filtration, welche ebenfalls rechtsstetig ist. Nach Definition [1.1
handelt es sich also um eine Filtration, die die usual conditions erfiillt. Zudem ist W ein Wiener
Prozess beziiglich (F;);>o. Dies ist die kleinste Filtration, die die usual conditions erfiillt und
beziiglich welcher W ein Wiener Prozess ist. Aus diesem Grund wird sie als Wiener Filtration
bezeichnet.

Als néchstes fithren wir die auf dem Finanzmarkt zu handelenden Finanzgiiter ein. Dazu be-
trachten wir nun einen n-dimensionalen Wiener Prozess W = (Wy,...,W,) als Quelle des
Zufalls in dem Finanzmarktmodell und setzen die dazugehorige Wiener-Filtration voraus. Un-
ser Finanzmarkt besteht aus n, n € N Finanzgiitern (Aktien und Bonds), auch Basisfinanzgiiter
genannt, welche stetig {iber die Zeit gehandelt werden. Ihre Preise werden zum Zeitpunkt ¢ durch
S1(t), ..., Su(t) fiir 0 <t < T* mit strikt positiven Startwerten beschrieben. Wir nehmen an,
dass diese Preisprozesse strikt positive Semimartingale sind.

Definition 1.3 Ein stochastischer Prozess X mit Werten in R™ heiffit Semimartingal, wenn
gilt:
e X ist adaptiert,

e X hat cadlag Pfade, das heifit, dass die Pfade von X rechtsseitig stetig sind und linksseitige
Limiten existieren,

e cs existiert eine Zerlegung X = Xy + M + A, wobei X eine fast sicher endliche und
Fo-messbare Startvariable, M ein lokales stetiges Martingal mit M(0) = 0 und A ein
Prozess mit endlicher Variation und A(0) = 0 ist.

Da wir gefordert haben, dass die risky Assets S(t) = (Si(¢),...S,(t)) positive Semimartingale
beziiglich (F;);>o sind, existiert eine Zerlegung

Si(t) = S;(0) + M;(t) + Ai(t), t>0,i=1,...,n. (1.1)
Mittels eines Martingaldarstellungssatzes [7, Satz 3.4.15] folgt, dass die lokalen Martingale M;
fiir alle z = 1,...,n stetige Pfade haben und das previsible Prozesse

K;(t) = (Ki(t),. .., Kip(t)) existieren mit

M;(t) = /0 K;(s)dW(s)
- Zn:/t KydWi(s),  t>0. (1.2)



1 Grundlagen

Nun miissen wir voraussetzen, dass die Prozesse A; fast-sicher absolut stetig sind. Mittels
des Hauptsatzes der Lebesque-Integralrechnung existieren dann progressiv-messbare Prozesse
J17---7Jn mit

Ai(t) = /Ot Ji(s)ds, t>0. (1.3)

Wir setzen nun

ult) =gy wd ()= L 20, 4j=1,...,n (1.4)

und erhalten mit - fiir die Preisdynamik der risikobehafteten Finanzgiiter
Si(t) = S;(0) + /Ot Si(s)pi(s)ds + z”:/ot Si(s)oii(s)dW;(s).
j=1
Es gilt also die stochastische Differenzialgleichung
dS;(t) = Si(t) (,ui(t)dt + i aij(t)de(t)) S;(0) € (0,00), i =1,...,n. (1.5)
j=1

Der Prozess u(t) wird als Drift und o;;() als Volatilitét bezeichnet. Die Eigenschaften, die diese
Prozesse erfiillen werden weiter unten aufgelistet.

Des Weiteren fithren wir ein weiteres Finanzgut, ein Numeraire-Finanzgut N (¢) ein. Dies kann
sowohl ein Geldmarktkonto, aber auch ein risikobehaftetes Finanzgut S, ; mit S,,; > 0 P
fast sicher fiir alle 0 < ¢ < T™ sein. Der Preisprozess dieses Numeraire-Gutes ist im Falle eines
Bankgeldkontos gegeben durch

dB(t) = Bt)yrtydt,  0<t<T*  B(0)=1 (1.6)

und im Falle eines risikobehafteten Finanzgutes durch

dSn+1<t) = Sn+1 (t) <,un+1(t)dt + i Un+17j<t)de<t)>, 0 S t é T*, Sl<0) =S; € (O, OO)

j=1
(1.7)

Hierbei sind die Prozesse r(t), u(t) := (u1(t), ..., pn(t)) ", o(t) :== (04(t))1<i j<n und

On+1,j(t) = (0ps11(t),- .., 0nt1,0(t)) progressiv messbar und erfiillen die folgende Integrabi-

litdtsbedingung

-
/ ()] + nr ()] + ()] + Nonsa ($)II* + [loi(s)|*ds <00 P — fast sicher, (1.8
0

wobei ||| die euklidische Norm im R™ und o; die i-te Zeile der Matrix o bezeichnet. Zudem ist
die n x n-Matrix o(t) auf [0, 7*] x Q invertierbar.

Wir wollen einen Finanzmarkt betrachten, in welchem ein Martingalmafl P* existiert. Dazu die
folgende Definition:



1 Grundlagen

Definition 1.4 Ein Wahrscheinlichkeitsmafi P* auf (§2, Fr) heifit dquivalentes Martingalmaf
zu P, falls

) P* ~ P auf (, Fr),
ii) der diskontierte Preisprozess des risikobehafteten Finanzgutes S*(t) := N~1(¢)S(t) ein
lokales P*-Martingal ist.

Allein die Annahme der Arbitragefreiheit liefert in einem stetigen Finanzmarktmodell noch
nicht die Existenz eines Martingalmafles. Es muss zudem gefordert werden, dass die no free
lunch with vanishing risk Bedingung (NFLVR) erfiillt ist. Die Existenz eines Martingalmafles
hingegen liefert die Eigenschaft der Arbitragefreiheit. Deshalb die folgende Definition:

Definition 1.5 Ein Finanzmarkt heifit arbitragefrei, falls ein dquivalentes Martingalmafl exis-
tiert.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wird in dem folgenden Satz noch ein explizites Martingalmafl
fiir diesen Finanzmarkt angeben:

Satz 1.6 FEs sei fiir das obere Finanzmarktmodell P* das dquivalente Martingalmafs beztiglich
des Numeraire N. Dann ezistiert ein R"-wertiger, previsibler Prozess (0(t))o<¢<r+ mit
P(fot |9(s)||?ds < o0) = 1 fiir alle 0 < t < T*, sodass

& o (3 [ i 5 S tmn) = o )

Des Weiteren gilt, dass der Prozess }9\}8) firi=1,...,n+ 1 ein P*-Martingal ist. Zudem ist

der Wiener Prozess unter dem Mafl P* gegeben durch
dW;(t) = dW;(t) — 9;(t)dt, i=1,...,n. (1.10)

Der Prozess (9(t))o<t<r+ wird als Marktpreis des Risikos bezeichnet.

Beweis: Fiir einen Beweis dieses elementaren Satzes der Finanzmathematik verweisen wir auf
[6, 1.4.2]. O]

Die Arbitragefreiheit lédsst sich zudem mittels des folgenden Satzes charakterisieren:

Satz 1.7 Fin dquivalentes Martingalmaf existiert genau dann, wenn es einen previsiblen Pro-
zess (9(t))o<i<r+ gibt, der

.
/ |9(¢)]|dt < oo fast sicher
0

" w(t) + o (t)d(t) = r(t)1,, 0<t<T* fast sicher
mit 1, = (1,...,1) € R" erfillt und zudem

E(L(T)) =1
qgilt.

Beweis: Ein Beweis ist in [6, Satz 1.4.2] zu finden. O



1 Grundlagen

1.2 Handelstrategien und Vermogensprozess

Nachdem der Finanzmarkt mit seinen Finanzgiitern in dem vorherigen Abschnitt vorgestellt
worden ist, wird in diesem Abschnitt das Handeln des Investors modelliert. Wir betrachten
einen Investor, dem ein Anfangskapital von b > 0 zur Verfiigung steht. Es kann kontinuierlich
zu jedem Zeitpunkt ¢ gehandelt werden bis zu einem bestimmten Planungshorizont 7" < T™*. Der
Investor kann sowohl in die n risikobehafteten Finanzgiiter als auch in das Numeraire-Finanzgut
investieren. Das Handeln wird durch einen R"-wertigen Portfolioprozess

m(t) = (m(t), ... () o<r<r

modelliert, wobei m;(tf) den Geldbetrag bezeichnet, welchen der Investor zur Zeit ¢ in das
i-te risikobehaftete Finanzgut investiert. Wir fordern zudem, dass das restliche Kapital in
das Numeraire-Finanzgut investiert wird. Dieser Geldbetrag wird mit mo(¢) bezeichnet. Als
Anlage hierfiir kann wieder ein weiteres risikobehaftetes Finanzgut oder ein Geldmarktkonto
gewiahlt werden. Durch das Verfolgen der Portfoliostrategie @ zum Anfangskapital b wird ein
Vermogensprozess X" erzeugt. Das Vermogen zum Zeitpunkt t stellt den Gesamtwert der
Finanzgiiter in dem Portfolio dar, das heifit es gilt:
mo(t)

XOm(t) = mN(t) +

= Si(t)

Somit ist der Geldbetrag, der in das Numeraire-Finanzgut investiert wird gegeben durch

Si(1).

mo(t) = XO7(t) = Y mi(t).
i=1
Der Portfolioprozess wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit die wichtige Eigenschaft der Selbst-
finanzierung erfiillen. Dies bedeutet, dass die Anderung des Verméogens ausschliellich aus dem
Gewinn (bzw. Verlust) der Investition resultiert. Aus diesem Grund erfiillt der Vermogensprozess
die folgende stochastische Differentialgleichung
AN(t) & dsS;(t)
dX T (t) = mo(t) =t () — Xb(0) = b.
()=o) g+ om0 G )

i=1

Wir setzten nun die Dynamiken der Finanzgiiter ([1.5)), (1.6) und (1.7 ein und erhalten fiir die
Entwicklung des Vermogensprozesses:

Im Falle von N(t) = B(t)
dXP™(t) = r(t) X" (t)dt + 7(t)" <(,u(t) —r(t)1,)dt + a(t)dW(t)) (1.11)
und im Falle von N(t) = S,41(t)

AXP7 (1) =XP7(1) (um(t)dt " o—n+1<t>dw<t>)

—_— ((u(t) = i)t + (o (1) 1nan+1<t>>dw<t>) R
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wobei 1,, = (1,...,1) € R™. Aus dieser Vermogensgleichung ist es ersichtlich, dass der Portfolio-
prozess bestimmte Integrabilitdtsbedingungen erfiillen muss, damit eine eindeutige Losung fiir
diese Gleichung existiert. In der nachfolgenden Definition des Portfolioprozesses werden diese
Forderungen festgehalten.

Definition 1.8 Ein progressiv messbarer R"-wertiger Prozess m(t) = (m(t), ..., mn(t))o<i<r
heifit Portfolioprozess, wenn er die folgende Bedingung erfiillt:
T ) T
/ ||7r(t)Ta(t)H dt +/ | (t) T (u(t) — r(t)1,)]dt < oo [P — fast sicher. (1.13)
0 0

Bemerkung 1.9 Die Integrabilitiatsbedingung (1.13)) fiir den Portfolioprozess folgt aus dem
Fall, dass das Numeraire-Finanzgut das Bankgeldkonto ist. Fiir den Fall, dass das Numeraire-
Finanzgut ein risikobehaftetes Asset ist, miisste die Integrabilitdtsbedingung

T T
/ ()T (o) — Luomn (8))]dt + / ()T (u(t) = pnr()1)|dt < 00 P — fast sicher
0 0
lauten. Diese Gleichung ergibt sich jedoch aus den Integrabilitdtsbedingungen ([1.8)) und ({1.13])
und somit reicht es ([1.13)) zu fordern.

Als néchstes wird der Begriff der Selbstfinanzierung mathematisch formuliert:

Definition 1.10 Ein Portfolioprozess 7w heifit selbstfinanzierend, falls der entsprechende
Vermogensprozess X7 die Vermogensgleichung ([1.11]) beziehungsweise (1.12)) eindeutig 16st.

Jedoch darf man nicht alle progressiv-messbare Prozesse (7(t))o<t<7+ zulassen, da sonst schon in
einfachen Modellen Arbitragemdoglichkeiten entstehen. Zudem besteht die Moglichkeit, dass der
Investor so hohe Schulden verursacht, welche er nicht mehr begleichen kann. Deshalb betrachten
wir nur die zuléssigen Handelsstrategien.

Definition 1.11 Ein selbstfinanzierender Portfolioprozess m heifit zuldssig fiir ein Anfangska-
pital b > 0, wenn der zugehdrige Vermogensprozess X%™ positiv ist, dass heifit th ™ >0 fiir
alle 0 <t < T P-fast sicher. Wir bezeichnen die Menge aller zuldssigen Portfolioprozesse mit
Anfangskapital b > 0 mit Ay(b).

Nun beschéftigen wir uns mit der Frage, welches Endvermogen durch investieren des Anfangs-
kapitals b > 0 erreicht werden kann. Dies ist eine zentrale Frage in der Portfoliooptimierung.
Um diese Frage zu beantworten definieren wir den folgenden stochastischen Prozess

0<t<T. (1.14)

Satz 1.12 (1) Der selbstfinanzierende Portfolioprozess m sei zuldssig fir ein Anfangskapital
b >0, dass heifit m € Ag(b). Dann erfiillt der zugehirige Vermégensprozess X™ die sogenannte
Budgetbedingung

NOEH®X ™ () <b  firalle 0<t<T.
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(2) Es seien ein Anfangskapital b > 0 und eine nichtnegative, Fp-messbare Zufallsvariable Y
gegeben, fiir welche

b= N(O)E(H(T)Y) < 0o

gilt. Dann existiert ein Portfolioprozess (m(t))o<i<r mit m € Ay(b), sodass der zugehirige
Vermégensprozess X*™ die folgende Gleichung erfiillt

Xt™(T)=Y P — fast sicher.

Beweis: Fiir den Beweis dieses elementaren Satzes des Finanzmathematik verweisen wir auf
den Beweis von Satz 2.6 in [9]. O

Bemerkung 1.13 Der erste Teil dieses Satzes zeigt, dass zum Erreichen eines bestimmten
Endvermégens Y in 7' das Anfangsvermogen in Hohe von mindestens N(0)E(H(T)Y) erfor-
derlich ist. Teil (2) sagt aus, dass bei ausreichend hohem Anfangskapital jedes erwiinschte
Endvermégen Y in T durch das Handeln entsprechend eines selbstfinanzierenden, zuléssigen
Portfolioprozesses 7 realisiert werden kann.

Im folgeden wird der Begriff des Hedgings eingefiihrt.

Definition 1.14 FEin ¢-Claim C' ist eine F;-messbare Zufallsvariable, die auszahlbar zum Zeit-
punkt ¢ ist.

Die arbitragefreie Bewertung eines ¢-Claims kann mittels des folgenden Resultates durchgefiihrt
werden.

Satz 1.15 Der arbitragefreie Anfangspreis eines t-Claims C' ist gegeben durch
po(C) =E*(N~HT)C) - N(0).
Es bezeichnet E*(-) den Erwartungswert beziiglich dem Maf} P*

Definition 1.16 Ein ¢-Claim C' heifit hedgebar oder replizierbar, falls ein selbstfinanzierender
Portfolioprozess 7 existiert, dessen zugehoriger Vermogensprozess X ™ (t)

C=X(T)
erfiillt. Ein Markt heifit vollsténdig, falls jeder ¢-Claim C' hedgebar ist.

Satz 1.17 (2. Fundamentalsatz der Preistheorie)
Fin Finanzmarkt ist genau dann vollstindig, wenn genau ein dquivalentes Martigalmaf exis-
tiert.

Beweis: Eine Beweisskizze ist beispielsweise in [16], S. 232] zu finden. O

1.3 Nutzenfunktionen

Jeder Investor hat eine unterschiedliche Einstellung zum Risiko und jeder empfindet den Wert
eines Geldbetrags als unterschiedlich. Die Idee in der Portfoliooptimierung ist es mit Hilfe einer
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Nutzenfunktion jedem moglichen Endvermogen den daraus resultierenden Nutzen zuzuordnen
und anschlieend die Handelsstrategie so zu wéahlen, dass der erwartete Nutzen maximal wird.
Der Grad der Risikoaversion des Investors wird dabei durch die Nutzenfunktion modelliert.
Diese ist wie folgt definiert:

Definition 1.18 Eine stetige Funktion U : (0,00) — R, die strikt konkav, streng monoton
wachsend und stetig differenzierbar ist heifit Nutzenfunktion, wenn sie die folgenden Bedingun-
gen erfiillt

U'(0+) := 1;{51 Uz) = +o0 (1.15)
U'(o0) := Tim U'(x) = 0. (1.16)

Diese Eigenschaften lassen sich 6konomisch wie folgt interpretieren. Wegen des streng monoto-
nen Wachstums wird ein hoheres x immer bevorzugt, da man davon ausgeht, dass mehr Geld-
einsatz einen hoheren Nutzen beigemessen wird. Die strikte Konvexitét, sowie die Bedingungen
und lassen sich als das erste Gossensche Gesetz, das Gesetz vom abnehmenden
Grenznutzen interpretieren. Dies besagt, dass bei steigendem Konsum eines Gutes, also wenn
hier das x steigt, der Zusatznutzen (Grenznutzen) immer kleiner wird.

Nun geben wir Beispiele fiir Nutzenfunktion an:

Beispiel 1.19 i) Logaritmische Nutzenfunktion:

U(z) = log(z), x> 0.
ii) Power-Nutzenfunktion:
U(x)=— r€(0,00), -1 <a<l1, a#0.

Die Power-Nutzenfunktion gehort zur Familie der CRRA Nutzenfunktionen, also zur Fa-
milie der Nutzenfunktionen mit einem konstanten relativen Risikoaversionsparameter o
(constant relative risk aversion).

iii) Exponentielle Nutzenfunktion:

1
U(z) = —ae_‘”, z € (0,00), a € (0,00).

Diese Nutzenfunktion gehort zu der Familie der CARA Nutzenfunktionen. In diesem Fall
handelt es sich um eine Nutzenfunktion mit einem konstanten absoluten Risikoaversions-
parameter « (constant absolute risk aversion).

Im spéteren Verlauf der Arbeit benotigen wir die Inverse der Ableitung einer Nutzenfunktion
um beispielsweise das optimalen Endvermégen zu bestimmen.

Definition 1.20 Die Inverse der Ableitung einer Nutzenfunktion wird mit /(-) bezeichnet und

hat die Form
16) = (U)0)
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Nun muss die Frage gestellt werden, ob so eine Funktion iiberhaupt existiert. Dies ist aber nach
der Definition [L.1§] einer Nutzenfunktion klar, denn U’ ist stetig und streng monoton fallend,
da eine Nutzenfunktion U nach Definition stetig differenzierbar und strikt konkav ist. Zudem
ist das Bild von U’ das Intervall (0, 00). Also ist U’ schlussendlich bijektiv. Also exisitiert eine
Umkehrfunktion (U')~! = I.

Zum Abschluss dieses Abschnitts geben wir noch ein paar Eigenschaften von I an:

Bemerkung 1.21 Die Funktion [ : (0,00) — (0, 00) ist eine streng monoton fallende, stetige,
positive Funktion mit

I1(04) = (U)H0+) = o0 (1.17)
I(00) = (U") ! (o0) = 0. (1.18)

Im spéteren Verlauf wird die folgende Aussage fiir die Verifizierung einer Losung in einem
Optimierungsproblem benétigt.

Lemma 1.22 Sei U eine Nutzenfunktion und I die Inverse von U’. Dann gilt die folgende
Ungleichung

U(I(y) =2 Ux) +y((y) —=)  firz,y € (0,00).
Beweis: Da die Nutzenfunktion nach konkav ist gilt unmittelbar

U(I(y)) 2 U(x) + U'(I(y)(I(y) — =) = U(x) +y(I(y) — x).

1.4 Portfoliooptimierung mittels der Martingalmethode

Betrachten wir zunéchst ein Standard-Portfoliooptimierungsproblem, in dem der erwartete Fnd-
nutzen des Investors maximiert werden soll. Die Martingalmethode spaltet das Optimierungs-
problem in ein statisches Problem, in welchem das erwartete Endvermogen berechnet wird und
in ein Darstellungsproblem, in welchem mittels der Losung aus dem statischen Problem die
optimale Handelsstrategie bestimmt wird. Da es sich um ein elementares und schon oft aus-
gefiithrtes Verfahren handelt, werden wir zum groflen Teil nur die Ergebnisse préasentieren und
fiir die Beweise auf die entsprechende Literatur verweisen.

Sei U eine Nutzenfunktion geméf Definition [1.18] Das Problem des Investors, welcher seinen er-
warteten Endnutzen durch eine selbstfinanzierende Handelsstrategie m mit dem Anfangskapital
b > 0 maximieren will, heifit Merton Problem. Ziel des Investors ist also das folgende:

max E(U(Xbﬂf(T))), (1.19)

weA(b)
wobei

A(b) := {r : 7 selbstfinanzierend mit X" (¢) > 0 fiir alle ¢t und E(U(X>™(T))™) < oco}.
(1.20)
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Mittels der Einschriankung auf die Menge A(b) ist sichergestellt, dass der Erwartungswert in
(1.19) existiert. Dies bedeutet jedoch nicht, dass dieser nicht unendlich sein kann.

Beachte, dass jeder ¢-Claim C' durch ein Anfangsvermoégen b = po(C') und eine selbstfinanzie-
rende Handelsstrategie 7, folgend bis zum Zeitpunkt ¢, repliziert werden kann. Fiir den damit
assoziierten Vermogensprozess gilt also

X (1) = C.

Wegen dieses fundamentalen Zusammenhangs zwischen den Stategien und der korrekten Be-
preisung von Claims, kann jedes erreichbare Zielvermogen von einem Startkapital nicht gréfer
als b als T-Claim mit Startpreis nicht gréfer als b gesehen werden und umgekehrt. Um das op-
timale Endvermogen zu bestimmen miissen wir (A) einen optimalen 7-Claim, finanziert durch
ein Anfangsvermogen nicht groler als b finden und (B) eine Handelsstrategie finden, die diesen
optimalen Claim repliziert.

Das statische Problem (A)
Das statische Problem wird mittels der punktweisen Lagrangemethode gelost. Dazu definieren
wir die Menge der betrachteten Handelsstrategien A(b) ein wenig um:

B(b) := {C : C nicht-negativer T-Claim mit E(U(C)~) < oo und po(C) < b}. (1.21)
Somit ist das statische Problem nun gegeben durch

max E(U(C)). (1.22)

Um das urspriinglich aufgestellt Problem zu 16sen, geniigt es somit iiber 5(b) zu optimieren.
Dabei kann der arbitragefreie Preis po(C') des T-Claims C' nicht grofier als das Startkapital b
sein. Also lautet die Nebenbedingung fiir das Optimierungsproblem nun

Da dies nicht mehr abhéngig von der Zeit ist, wird es als statisches Problem bezeichnet. Um
einen passenden Kandidaten fiir das optimale Endvermogen zu finden, verwenden wir die punkt-
weise Lagrangemethode. Mittels Satz und eines Mafiwechsels gilt fiir die Nebenbedingung;:

Po(C) = E*(N"/(T)C) - N(0) = E(N"/(T)L(T)C) - N(0) = E(H(T)C) - N(0),

mit L(¢) definiert wie in Satz 0<t<Tund H(t) = N Y(t)L(t), 0 < t < T bezeich-
net den diskontierten Martingalprozess. Sei A der Lagrangeparameter. Somit ergibt sich die
Nebenbedingung zu

E(H(T)C) <b-N7'(0).

Wir fixieren ein w € 2 und betrachten eine zufillige Auszahlung x zum Zeitpunkt 7', also
r = C(w). Dann ist das statische Problem

max(U(x) — M(H(T)(w)x —b- N~10))).

x>0

10
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Das nun entstandene Optimierungsproblem ohne Nebenbedingung, ldsst sich wie folgt 16sen:
Wir bestimmen das Maximium der Funktion

f(2) =U(x) = AH(T)x —b- N7(0)),
indem wir nach x ableiten und dann f’(z) = 0 setzen. Dies ergibt dann
z=IAH(T)(w)),

wobei [ die Inverse der Ableitung der Nutzenfunktion ist. Da dies fiir alle w € ) gilt, erhalten
wir als Kandidaten fiir die Losung des statischen Problems den 7T-Claim

C = I(\H(T)). (1.23)

Falls jedoch U’ nicht bei unendlich verschwindet, so existiert keine endliche Losung, da H(T')
dann nicht beschréinkt ist. Das dieser Kandidat ([1.23]) wirklich optimal ist, wird im folgenden
Satz gezeigt:

Satz 1.23 Sei U eine Nutzenfunktion nach Definition und b > 0. Fir alle A > 0 gelte
E(H(T)) < oo und E(H(T)I(AH(T))) < oo. Dann wird das statische Problem (1.22)) geldst
durch

C=I1\H(T)),
wobei A > 0 eindeutig durch E(H(T)I(AH(T'))) = b bestimmt ist.

Beweis: Ein Beweis dieses Resultates ist in [I7), Satz 2.4] zu finden. O

Das Darstellungsproblem (B)

Der zweite Schritt ist eine optimale Handelsstrategie m zu bestimmen, welche das optimale
Endvermégen I(AH (T)), welches mit Satz [1.23| gefunden wurde, repliziert. Hier ist der folgende
Satz von Bedeutung:

Satz 1.24 Zu dem Portfolioproblem (1.19) und zu einem T-Claim C = I[(ANH(T)) existiert
unter den Voraussetzungen von Satz eine Handelsstrategie m € A(b), die das Problem
optimal lést. Der zugehirige Vermdgensprozess X ist gegeben durch

1

E(H(T)C|F), 0<t<T.

Die Handelsstrategie m ergibt sich aus

wobet v durch .
HOX(E) = b+ / W(s)dW(s), 0<t<T
0

bestimmdt ist.

11
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Beweis: Hier wird auf [I7, Satz 2.5] verwiesen. O

Somit haben wir nun alle Instumente zusammen, um das Portfoliooptimierungsproblem zu
16sen. Fassen wir noch einmal zusammen:

i) Mittels Satz ermitteln wir das optimale Endvermdgen als Losung des statischen
Problems durch C' = I(AH(T')) unter der Bedingung E(H(T)I(AH(T))) = b.

ii) Mittels Satz bestimmen wir die Handelsstrategie zum optimalen 7-Claim C' und
16sen somit das Darstellungsproblem.

In den folgenden beiden Beispielen wird die hier hergeleitete Theorie einmal auf die logarithmi-
sche und anschlielend auf die Power-Nutzenfunktion angewendet und das Optimierungsproblem
explizit gelost.

Beispiel 1.25 (Losung des Merton-Problems bei logarithmischer Nutzenfunktion)
In diesem Abschnitt betrachten wir ein Standard-Finanzmarktmodell, welches ein Geldmarkt-
konto mit Preisprozess § und eine risikobehaftete Aktie mit Preisprozess S beinhaltet. Zudem
betrachten wir eine logarithmische Nutzenfuktion U(x) = log(x) und starten mit einem An-
fangskapital von b > 0. Fiir die Basisfinanzgiiter gelten die Dynamiken, welche in Abschnitt
beschrieben worden sind. Wir fordern zudem, dass E(H (7)) < oc.

Zunéchst muss das statische Problem gelost werden. Die Voraussetzungen von Satz sind

erfiillt, da E(H(T)) < oo vorausgesetzt worden ist und fiir alle A > 0 aus U'(z) = 1 und

I(y) = (U'(x))"'(y) = , folgt:

E(H(T)I(\H(T))) = E<H(T))\H;(T)) - % < .

Also ist mittels Satz die Losung des statischen Problems gegeben durch

1
=I(\H(T)) = :
€ = I0H(D) =
Das Darstellungsproblem wird gelést durch
I(t u(t) —r(t
= VO _ )=t
o(t) o?(t)

Im Black-Scholes-Modell mit konstanten Koeffizienten bedeutet dies, dass iiber den gesamten
Handelszeitraum ein fester Anteil von 7 = #== in die Aktie investiert werden muss, damit unter
logarithmischem Nutzen optimal gehandelt wird.

Fiir explizite Rechenschritte verweisen wir wieder auf [17].

Beispiel 1.26 (Losung des Merton-Problems bei Power-Nutzenfunktion)

Wir betrachten denselben finanzmathematischen Rahmen wie im Beispiel zuvor, setzen
jetzt aber eine Power-Nutzenfunktion U(z) = £ mit o € (0, 1) anstatt einer logarithmischen
Nutzenfunktion voraus und nehmen an, dass die in dem Standard-Finanzmarktmodell vorkom-
mende Aktie eine deterministische Volatilitiat besitzt.

12



1 Grundlagen

Auch hier bestimmen wir zunéchst die Losung des statischen Problems. Dazu miissen die
Voraussetzungen von Satz erfiillt sein. Da wir die Voraussetzungen aus dem vorherigen
Abschnitt iibernommen haben, gilt bereits E(H(T')) < oo. Fiir die Powernutzenfunktion gilt

I(y) = yﬁ und wir erhalten

E(H(T)I(\H(T))) = E(H(T)(AH(T))"7=)
= AllaE(H(T)laa).

Hier muss also eine weitere Voraussetzung hinzugefiigt werden, damit Satz [[.23] angewendet
werden kann. Es muss gefordert werden, dass

E(H(T)l"a) < 00 (1.24)

gilt. Mittels dieser Voraussetzung ergibt sich ein optimales Endvermdégen von

1

C = (\H(T))a (1.25)

mit einer eindeutig bestimmten Konstanten A. Eine vollstéandige Losung des statischen Problems
ist gegeben durch:

C=— H(T) Ts, (1.26)

wobei m(t) gegeben ist durch
m(t) = E (H(t)laoc>

und der optimale Portfolioprozess durch

Auch hier verweisen wir fiir exakte Rechenschritte auf [17].

13
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In diesem Kapitel wird zunéchst ein allgemeines Short-Rate Modell beschrieben und Bedin-
gungen fiir die Arbitragefreiheit hergeleitet. Anschliefend wird das Vasicek-Modell betrachtet.
Wir bestimmen den Preis einer Nullkuponanleihe im Einfaktor Vasicek-Modell, zeigen, dass die
Volatilitat eines Bonds deterministisch ist und Bewerten eine Call-Option auf einen Bond im
Einfaktor Vasicek-Modell. Wir orientieren uns in diesem Abschnitt insbesondere an [14] und
[T7]. AbschlieBend wird das Forward Martingalmafl vorgestellt, welches im weiteren Verlauf
bei der Portfoliooptimierung eine zentrale Rolle spielen wird. Hier diente [3], [8] sowie [17] als
Orientierung.

2.1 Das Einfaktor Bondmarktmodell

Wir werden ein Modell fiir den Zinssatz r, also fiir eine zufillige Zinsentwicklung, beschreiben.
Dieser Zinssatz r wird als Short-Rate bezeichnet und gibt den Wert des Bonds an, wenn die-
ser im néchsten Moment féllig ist. Es wird ausgehend von der Short-Rate ein arbitragefreies
Bondmarktmodell entwickelt.

Wir betrachten einen Handelszeitraum [0, 7*] mit 7* > 0. Die Quelle des Zufalls in dem Bond-
markt sei durch einen eindimensionalen Wiener-Prozess (W;):>o auf einem filtrierten Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, (F3)i>0, P) gegeben. Sei (F;) die von dem Wiener Prozess W erzeugte
Filtration. Auf dem Bondmarkt werden zwei Basisfinanzgiiter gehandelt. Zum einen das ri-
sikoneutrale Geldmarktkonto mit Preisprozess 3, ein risikobehaftetet Asset, ein T3-Bond mit
Laufzeit 77 < T* und Preisprozess B(t,T1), t > 0. Fir B(t,7}) fordern wir folgende vier
Eigenschaften:

1) B(Tth) == 17
ii) (B(t,T1))e>0 ist ein positives Semimartingal mit stetigen Pfaden,

iii) der Variationsanteil von B(t, T}) hat fast sicher absolut stetige Pfade beziiglich des Lebesque-
Mafes,

iv) B(t,T)) hat fiir t <T) < T* fast sicher differenzierbare Pfade, d.h. B(¢,T}) ist differen-
zierbar in T fiir fast alle w € €.

Mittels dieser Eigenschaften lasst sich folgendes festhalten:

Folgerung 2.1 Der Preisprozess eines T1-Bonds B(t, T}) erfiillt fiir alle ¢ > 0 eine stochastische
Differenzialgleichung der Form

dB(t, Th) = B(t,T))(u(t, T)dt + o(t, T))dW (t)),  B(Ty,T)) = 1,

14
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wobei u(t, Ty) und o(t,T1) previsible Prozesse sind. Fiir einen Beweis dieser Aussage nutzt man
die Eigenschaften (ii) und (iii) fiir einen 773-Bond und argumentiert wie bei der Herleitung einer
stochatischen Differentialgleichung einer Aktie.

Nun wird dieses Modell auf die Existenz von Arbitragen untersucht. Hierzu wéhlen wir zunéchst
einen Bond mit maximaler Laufzeit 77 = T™. Damit das hier beschriebene Bondmarktmodell
arbitragefrei ist, ist ein dquivalentes Martingalmafl P* n6tig. Dieses ist mittels des Satzes von
Girsanov bestimmt durch

t t
) exp /ﬂ(s)dW(s) - 1/192(s)ds : 0<t<T"
dP |, 2
0 0

und

ist ein Wiener-Prozess beziiglich P*. Somit ergibt sich fiir einen 7T*-Bond

dB(t,T) = B(t,T)(u(t, T*)dt + o(t, T*)dW(t))
= B(t,T*)((u(t, T*) + o(t, T*)I(t))dt + o(t, T*)dW™*(t)).
Setzen wir nun

r(t) — pt,T7)
o(t,T*)

9(t) = 0<t<T"

so erhalten wir

dB(t, T*) = B(t,T*)(r(t)dt + o (t, T*)dW*(t)).

Die Losung dieser stochastische Differentialgleichung ist gegeben durch

B(t, T*) = B(0,T*) exp (/tr(s)ds—l—/ta(s,T*)dW*(s) — %/tUQ(S,T*)dS).

Somit ist der diskontierte Preisprozess B*(t,T*) := £ ,(;(;F)) ein P*-Martingal. Fiir Bonds mit

kiirzerer Laufzeit T7 ergibt sich analog

dB(t, T) = B(t, Ty)((u(t, T1) + o (t, T )9(8))dt + o (t, Ty)dW*(t)),

also muss
o) (1) ) (e T
olt,Ty) ot TY)
fir 0 < t < T gelten. Somit konnen wir mit dieser Anforderung an 1) sicherstellen, dass
fir alle Méarkte (mit einem 7}-Bond mit Laufzeit 0 < 73 < 7™ und einem Geldmarktkonto
als Basisfinanzgiitern) keine Arbitragemdglichkeiten existieren. Fassen wir diese Uberlegungen
nochmal im folgenden Satz zusammen:

15
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Satz 2.2 Das hier vorgestellte Bondmarktmodell ist genau dann arbitragefrei, wenn ein pre-
visibler, quadrat-integrierbarer Prozess O existiert, sodass fiir alle Ty € (0, T*]

r(t) — u(t,Th)
o(t,7y)

E(exp </0T IO (1) — %/OT ﬁQ(t)dt)) ~1

gilt. Das zu P dquivalente Martingalmaf$ P* ist gegeben durch

I(t) = 0<t< T,

und

dp*
dP

— L = exp (/Otl‘}(s)dW(s) - %/Ot 192(s)d3), 0<t<T

Fi

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass das dquivalente Martingalmafl P* beziiglich dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, (F;)¢>0, P) existiert. Des Weiteren erfiillt die Short-Rate die folgende
stochastische Differenzialgleichung fiir 0 <t < T™

dr(t) = b(t, r(t))dt + 5(t, r(£))dW*(t),  r(0) = ro. (2.1)

Hierbei ist W*(t) ein Wiener Prozess beziiglich des dquivalenten MartingalmaBes P* und die
Funktionen

b: 0,7 x R = R,
6:[0,T*] x R — (0, 00)

sind messbar beziiglich der zwei Variablen und erfiillen die Integrabilitdtsbedingungen

/t|b(s,r(s))\ds < 0, /té(s,fr(s))%ls < 00

fir alle t < T™.

Nun sollen die arbitragefreien Bondpreise bestimmt werden. Hierfiir ist das folgende Lemma
von Bedeutung:

Lemma 2.3 Sei (2, (F;)i>0,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und P* ein dquivalentes Martin-
galmaf. Fiir den Preis eines Ti-Bonds gilt

B(t,T}) = E* (exp ( _ /tTl r(s)ds) ‘E)

wobei E*(+) der Erwartungswert beziiglich des dquivalenten Martingalmafes P* ist.
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Beweis: Wir haben angenommen, dass ein dquivalentes Martingalmafl existiert und somit ist
der diskontierte Preisprozess eines T7-Bonds

B*(t,Ty) = B (t)B(t,Ty), 0<t<Ty

).

ein P*-Martingal. Zudem gilt, dass

1

B'(t,T)) = E'(B"(Ty, Ty)| F) = E (m

da B(T1,T)) = 1 und somit

B(t;Tl) = B(t>B*<t7T1>
B(t) )
=E* F
(ﬁ(Tl) t
T
=E" (exp ( - /r(s)ds)
t
Um die Menge der arbitragefreien Bondpreise explizit beschreiben zu konnen, definieren wir

v(t,r(t)) == v(t,r(t), 1) := B(t,T1). Wenden wir nun die Ito-Formel auf v an und nutzen die
Darstellung (2.1]) der Short-Rate, so erhalten wir

]—"t>. (2.2)

]

dB(t, 1) = dv(t,r(t))

= Ow(t,r(t))dt + Ov(t,r(t))dr(t) + %83331)@, r(t))d (r),

= Byo(t, r(£))dt + Byo(t, r(£)b(t, r(t))dt + Dyu(t, r())8(t, r(t))dW* (1)

+ %aﬁxv(t, r(t))6(t, r(t))*dt

= (&v(t,'r’(t)) + Opv(t, r(t))b(t, r(t)) + %8§mv(t,r(t))5(t,r(t))2) dt
+ Ogu(t, r(t))o(t, r(t))dW™(t).

Wir sehen mit (2.1)) durch Vergleich der dt-Terme, dass die Funktion v : (0,77) x R — (0, 00)
die folgende partielle Differentialgleichung erfiillt

1
at'U + b(t, T>a;pU + 552(t7 T)aixv =Tv, gg}”(t: 7’) =1

Auch fiir die Volatilitét eines Bonds o(t,T}) ldsst sich die folgende Gleichung angeben:

O, v(t,r(t))
v(t,r(t))

o(t,Ty) = a(t,r(t)), (2.3)
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da durch den Vergleich der dW*(t)-Terme
B(t,Ty)o(t,Ty) = Oyv(t,r(t))o(t,r(t))
folgt. In dem folgenden Satz fassen wir diese Ergebnisse nochmal zusammen:
Satz 2.4 Fulls fiir jedes Ty € (0, T die Abbildung
v:(0,77) xR —= (0,00), (t,r)— v(t,r,T})
eine Losung der stochastischen Differenzialgleichung
Owv + b(t, )00 + %52(15, 702, v =TV

}%I%} v(t,r)=1

st und die Short-Rate die Dynamik
dr(t) =b(t,r(t))dt + o(t,r(t))dW™(t)
beziiglich des dquivalenten Martingalmafes P* erfillt, so ist
B(t,Ty) = v(t,r(t),T1) fir0<t<T),, 0<T, <T*

eine Familie von arbitragefreien Bondpreisen. Fiir einen Ti-Bond gilt beziiglich des dquivalenten
Martingalmafles die stochastische Differenzialgleichung

dB(t,Ty) = B(t,Ty)(r(t)dt + o(t,r(t), T1)dW™(t))
und die Volatilitidt des Bonds ist gegeben durch
O v(t,r(t), Ty

o(t,r(t), T)) =

2.2 Das Vasicek-Modell

Betrachten wir nun ein spezielles Short-Rate Modell, das Vasicek-Modell. Dies wurde erstmals
1977 von Oldrich Vasicek publiziert. In diesem Modell wird die Short-Rate durch einen Ornstein-
Uhlenbeck-Prozess beschrieben. In unserem Fall gilt somit fiir die Dynamik der Short-Rate

dr(t) = b(a —r(t))dt + odW™*(t), r(0) = ro, (2.4)

wobei W*(t) ein Wiener Prozess unter dem &dquivalenten Martingalmafi P* ist und a,b,6 > 0.
Hier ist b die Mean Reversion Rate, a das Mean Reversion Level und ¢ die Diffusion. Ist
beispielsweise die Short-Rate eine lange Zeit unterhalb (oberhalb) des Mean Reversion Levels a,
so ist der Driftterm positiv (negativ). Wie stark die Short-Rate wieder zu dem Mean Reversion
Level tendiert, wird durch die Mean Reversion Rate b beeinflusst.

Als néchstes wird die stochastische Differenzialgleichung aus gelost um eine explizite
Darstellung der Short-Rate im Einfaktor Vasicek-Modell zu erhalten.
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2 Short-Rate Modell

Lemma 2.5 Fir die Short-Rate gilt im Finfaktor Vasicek-Modell
t
r(t) = roe " +a(l — e ) + /6eb(t5)dW*(5). (2.5)
0

Beweis: Wir setzen
flt,z) :=roe ™™ +a(l —e™™) + de "ty

und

X(t) = /Ot e dW*(s).

Dann entspricht f(¢, X(¢)) der rechte Seite von (2.5]). Mittels der It6-Formel erhalten wir

(1, X (1)) = D0 (1, X))t + 0 F (1, X (D)X (1) + S02, (1, X (1) {X),
= (=br(0)e™ + abe™" — X (t)de™"")dt + Se "' dX (t) + 0
— b(a— f(t, X(£)))dt + 6dW*(t).

Da f(0,X(0)) = r(0) ist, gilt f(¢t, X (t)) = r(t) fiir alle ¢ > 0 und somit folgt die Behauptung.
[

Als néchstes ldsst sich beobachten, dass sich die Short-Rate im Einfaktor Vasicek-Modell wie
eine normalverteilte Zufallsvariable verhélt.

Satz 2.6 Unter dem dquivalenten Martingalmafl P* ist die Short-Rate normalverteilt und es
gilt

r(t) ~ N(T(O)ebt +a(l—e ™), S—Za - e%t)).

Beweis: Nach Lemma [2.5| gilt
t
r(t) = r(0)e ™ +a(l — ™) + /5e_b(t_s)dW*(s).
0

Also folgt aus dieser Darstellung mittels [16, Theorem 4.4.9] bereits, dass r(¢) normalverteilt ist,
t

da der letzte Summand [ §e~*(=*)dW*(s) ein Ito-Integral {iber eine deterministische Funktion
0

mit
t

2
/ (5eb(t5)> ds < 00
0
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2 Short-Rate Modell

fir alle ¢ > 0 ist und die ersten beiden Summanden deterministisch sind. Um den Beweis
abzuschliefen, berechnen wir den Erwartungswert und die Varianz von r(¢) unter dem Maf P*:

E*(r(t)) = E* (e_btr(O) +(1—eMa+6 /0 t e‘b(t_s)dW*(s))

=" (e_btr(O)) +E* <(1 — e_bt)a) +6E* ( /0 t e_b(t_s)dW*(s))

-

=0, Martingal

=e "r(0) + (1 —e ™a

und

Var*(r(t)) = Var* <ebtr(0) + (1 — e )a + 5/{: eb(ts)dW*(s))

= Var* <6bt7’(0)) + Var* ((1 — ebt)a) +6*Var* ( /O t eb(ts)dW*(s))

J/ [\ J/

2b52bt:| t

_ 2|6
_5{ 2b

1—62bt
— 52
(%)

wobei bei (*) die It6-Isometrie genutzt wurde. O

0

Als néchstes wird der Begriff einer Nullkuponanleihe eingefithrt und der Preis einer solchen
Anleihe bestimmt.

Definition 2.7 FEine Nullkuponanleihe mit Félligkeit 7' € [0,7%] ist ein Kontrakt, der zum
Zeitpunkt T' eine Auszahlung von einer Geldeinheit garantiert. Wir bezeichnen den Preis eines
solchen Bonds zum Zeitpunkt ¢ < 7' mit B(t,T)).

Eine Nullkuponanleihe mit Filligkeit T liefert also nur zum Zeitpunkt 7" die Auszahlung einer
Geldeinheit und keine weiteren Kuponzahlungen wihrend der Laufzeit. Der Gewinn stellt sich
somit fiir den Anleger lediglich als Differenz zwischen Anfangswert der Nullkuponanleihe und
der Auszahlung am Ende dar.
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2 Short-Rate Modell

Satz 2.8 Der Preis eines T1-Bonds mit Falligkeit Ty ist im Einfaktor Vasicek-Modell gegeben
durch
B(tv Tl) = eXp(_T(t)g(Tl - t) - h(Tl - t))a

wobei

1— e—bs
9(s) = —

1—ebs 52 62 /1 — e b5\ ?
h(s) := <s— p )(a—@)+4—b< 2 )

Beweis: Wir wollen Lemma benutzen und ermitteln zunéchst ftTl r(s)ds. Dazu sei s >t
und wir betrachten die Short-Rate ausgehend vom Zeitpunkt ¢ als Zins in s. Diese ist dann
nach Lemma [2.5| gegeben durch

r(s) = r(t)eib(sft) +a(l— e’b(s’t)) + /5eb(5“)dW* (u).
t

Mittels des Satzes von Fubini (siehe [19, Lemma 4.1, Seite 117]) gilt

T T

/ r(s)ds = / (r(t)e"’(s‘” +a(l—e 70y + / 5e_b(s_“)dW*(u)) ds

t t t
Ty Ty Ty s
= /r(t)e_b(s_t)der/a(l —e_b(s_t))ds+//5e_b(s_“)dW*(u)ds
¢ t ¢t
T Ty T Ty

t t

e—b(s—t) 1T e—bs=t)1 T o—b(s—u) T
=r(t)| - +tals+ +/ —6 dW* (u)
b t b t b

= /r(t)e_b(s_t)der/a(l —e_b(s_t))ds+//56_b(8_“)dde*(u)
t u
T

u

1 e—b(T1 —t)

T
o 1 — —b(T1—t) 1 — —b(T1—u)
— () + a((T1 - +) + /5+dW*(u).
t

Nach [16, Theorem 4.4.9] ist dieses Integral beziiglich des dquivalenten Martingalmafles P*
normalverteilt. Wir nutzen, dass fiir eine normalverteilte Zufallsvariable X gilt

E*(exp(X)) = exp (E*(X) + %Va'r’*(X)). (2.6)

Ein Beweis dieser Aussage ist in [I, Satz 32.10] zu finden. Es ergeben sich aufgrund der Mar-

tingaleigenschaft
1 — —b(Ty1—t) 1 — —b(T1—t)
]:t) = r(t)+ + a((T1 —t) — GT)

E*(/tTl r(s)ds
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2 Short-Rate Modell

und mittels der Ito-Isometrie

52 9 _ 9e=b(Ti—u) | _ o=2b(T1—u)
— (1 =) = '
‘E) b2 (( 1 t) b + 2 )

T

Var* ( / r(s)ds

t

Exakte Rechenschritte sind in [I4] zu finden. Setzen wir diese Berechnungen in ({2.6) ein, so
erhalten wir das gesuchte Resultat:

B(t,T)) = E* (eXp ( _ 7T(3)d3) ‘J-ct)

- exn (= rera) ) + Lyar ([ el
1— et

= exp ( —r(t)———— - a((T1 _ t)l_efbmt))

1 52 - 2 _ 2e—b(T1—t) 1— 6—2b(T1—t)
i ) —
o <( 1= b % ))

1 _ e_b(Tl _t)

— exp ( —r(t)——

1 — e b(Ti-t) 52 52 /1 — e b(Tu-1) 2
- (-t — —— - - = — .
(0= =5—) () -5(—5) )

Betrachten wir nochmals die Volatilitat o (¢, 7). Im Einfaktor Vasicek-Modell lésst sich zeigen,
dass diese deterministisch ist.

]

Satz 2.9 Im Einfaktor Vasicek-Modell ist die Volatilitit o(t,Ty) eines Ti-Bonds determinis-
tisch und zur Zeit t gegeben durch

o(t,Th) = %(exp(—b(Tl —t)) —1).

Beweis: Wir nutzen ([2.3) und es folgt mit

Ou0ltr(6) = Tt = BT (~a(Ti ~ 0),
dass Oyo(t.r(1)
o(t,Th) = w(t,;’(t)) d=—g(T1 —t)6 = —(exp(=b(T} — t)) — 1)
gilt. O
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2 Short-Rate Modell

Zum Abschluss soll noch eine Call-Option auf eine Nullkuponanleihe in einem Einfaktor Vasicek-
Modell bewertet werden. Mittels der Dynamik des Preisprozesses einer Nullkuponanleihe, ausiibend

in 77, sehen wir, dass die Bewertung auf ein Black-Scholes Modell mit determinstischen, zeitabhéingigen
Koeffizienten zuriickgefithrt werden kann. Wir haben in Satz gesehen, dass

dB(t,T)) = B(t, T0)(r(£)dt + o(t, r(t), T)dW*(¢))

gilt. Diese Dynamik ist analog zu der Dynamik eines risikobehafteten Assets in einem Black-
Scholes Modell mit deterministischen, zeitabhéingigen Koeffizienten:

ds(t) = S(t) (,u(t)dt + a(t)dW(t)> )
Somit kann die Call-Option wie folgt bewertet werden:

Satz 2.10 Sei 0 <t < Ty < Ty, < T*. Die folgende Formel gibt den Preis einer Call-Option
(fallig in Ty ) auf einen Ty-Bond mit Strike K an:

C(t, 11,15, K) = B(t, T3)®(dy) — KB(t,T1)®(ds),

wobes

21— e tT2=T1) 1— e
b 2b

und ® die Verteilungsfunktion einer Standardnormalverteilung ist.

Beweis: Es wird auf [3, Theorem 5.11] verwiesen. O

2.3 Das Forward Martingalmal

Das T-Forward Martingalmafl Py spielt sowohl in der Losung des statischen als auch des Darstel-
lungsproblems bei der Portfoliooptimierung ohne Garantie, sowie bei der Portfoliooptimierung
mit Garantie eine wichtige Rolle.

Unter der Voraussetzung, dass der T-Bond in einem Standard-Finanzmarktmodell einen ar-
bitragefreien Anfangspreis besitzt, ist das Forward Martingalmafl nach Definition 3.2 aus [3]
gegeben durch

B(t.T) B(t,T)

BO="% | = 0.0~ = Bo,n)

(2.7)

dp

Der Prozess R(t) ist nach Satz 3.1 aus [3] ein Dichtequotientenprozess. Da Pr ein zu P dquivalentes
Martingalmaf ist, existiert nach dem Satz von Girsanov ein previsibler Prozess (1;)o<i<r, sodass

R(t) = exp ( /0 () AWV (s) — % /0 t n2(s)ds) (2.8)
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2 Short-Rate Modell

gilt und

ist ein Wiener Prozess beziiglich Pr.
Proposition 2.11 Der Dichtequotientenprozess R(t) besitzt beziiglich P die Dynamik
dR(t) = R(t)n(t)dW (t). (2.9)
Beweis: Siehe Beweis von Satz 3.3 aus [3]. O
Fiir die quadratische Variation von R(t) gilt
d(R), = R*(t)n*(t)dt.

Das Ziel ist es, den Prozess (1(t))o<t<r zu bestimmen. Hierzu wird das zu P dquivalente Mar-
tingalmafl P* bendtigt, sowie die Tatsache, dass aus dem Satz von Girsanov

dW*(t) = dW(t) — J(t)dt
folgt. Mittels partieller Integration folgt

T)d(B*(t,T)L(t))
T)(L(t)dB*(t,T) + B*(t, T)dL(t ) d(B, L),)
T)(L@®)B*(t, T)o(t, T)AW™(t) + B*(t, T)L()0(t)dW (t) + B* (¢, T) L(t)o (t, T)0(t)dt)
(t)U( ) (W (t) = d(t)dt) + R(t)0(t)dW (t) + R(t)o (¢, T)0(t)dt

R(t)(o(t,T) +0(1))dW (2) (2.10)
Aus dem Vergleich der dW (¢)-Terme von (2.9) und (2.10) folgt, dass

n(t) = o(t, T) +9(t)

dR() B0,
1(
0,

-1

ist.

Bemerkung 2.12 Man sieht, dass unter der Voraussetzung eines deterministischen Markt-
preises des Risikos ¢ im Vasicek Modell die Funktionen, die das Forward Martingalmaf} defi-
nieren, deterministisch sind.

Mittels des Forward Martingalmafles lassen sich auch arbitragefreie Preise eines Claims bestim-
men: Betrachte dazu einen 7-Claim C' mit E< |(CT|)) < 00. Der arbitragefreie Preis II(¢) zum

Zeitpunkt ¢ < T ist gegeben durch
C
I(t) = 5 t]E*(—‘]—").
(1) = BOE (5775 |F

Um dies zu berechnen, benotigt man die gemeinsame Verteilung von LT und C. Durch das
Forward Martingalmafl kann dieser Bewertungsprozess vereinfacht werden. Der folgende Satz
liefert eine Beziehung zwischen den arbitragefreien Preisen und dem Forwardpreis:
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2 Short-Rate Modell

Satz 2.13 Sei C ein T-Claim mit E* (%) < 00. Dann ist EFT(|C]) < oo und

[1(t) = B(t, T)E™" (C|F).
EF7 (C|F;) bezeichnet den T-Forwardpreis des Claims C.
Beweis: Siehe den Beweis von Satz 3.4 aus [3]. O

Auch Optionsbewertungen lassen sich mittels des Forward Martingalmafles durchfiihren. Sei
0 <t < S <T* Von besonderen Interesse ist fiir uns die Call-Option auf einen S-Bond mit
Maturitdt 7' < S und Strike Preis K. Zentrale Idee zur Bewertung eines solchen Calls auf einen
Bond ist es, einen Maflwechsel zu dem Forward Martingalmafl durchzufiihren.

Satz 2.14 Fir den Preis eines Calls in t auf einen S-Bond mit Austibungszeitpunkt T < S
und Strike-Preis K gilt

C(t7T7 Su K) = B(tv S>]PS(B<T7 S) > K|ft) - KB<t7T)]PT(B(T7 S) > K‘E)?
wobei Pr und Pg das T- beziehungsweise das S-Forward Martingalmafs bezeichnet.

Beweis: Siehe Beweis von Theorem 3.5 aus [3]. O
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3 HJM-Modell

In diesem Kapitel wird das arbitragefreie und vollstandige HJM-Bondmarktmodell eingefiihrt.
Zunichst werden grundlegende Begriffe erklart und die fiir das Modell notwendigen Annahmen
getroffen. Anschlieend wird das HJM-Bondmarktmodell vorgestellt und speziell das Gauf3sche
HJM-Modell mit Markovscher Short-Rate betrachtet. Auch der Zusammenhang zu Kapitel
wird hergestellt, da es sich hier um eine Verallgemeinerung des in Abschnitt [2| dieses Kapitels
betrachteten Modells handelt. Dieses Kapitel orientiert sich an [2], [9], [I0], und [16].

3.1 Grundlagen des HJM-Modells

In diesem Abschnitt werden zunéchst die grundlegenden Begriffe, wie die Nullkuponanleihen
und die Forward-Raten (Terminzinsen) vorgestellt und einige Annahmen fiir die Aufstellung
des Modells gemacht. Im folgenden wird ein endlicher Handelszeitraum [0, T*] betrachtet.

Wie zuvor in Kapitel [2] werden Annahmen zum Preis eines Bonds beziehungsweise einer Null-
kuponanleihe gemacht:

e Esgilt B(T,T) =1 fur alle T'mit 0 < T < T*. Mit dieser Bedingung wird ausgeschlossen,
dass die Auszahlung des Bonds ausfallt.

e Es gilt B(¢t,T) > 0 fiir alle ¢t,7 mit 0 < ¢t < T < T*. So werden triviale Arbitra-
gemoglichkeiten ausgeschlossen, bei der eine sichere Auszahlung einer Geldeinheit ohne
Einsatz von Kapital erzielt werden kann.

e Fiir jedes fixe ¢ ist der Preisprozess des Bonds B(t,T) fir 0 < T" < T* differenzierbar.
Somit wird die Wohldefiniertheit der Forward-Raten gewéhrleistet.

Als néchstes fithren wir die augenblickliche Forward-Rate ein. Die Idee ist ausgehend vom
Bondpreis einen Zins in einem kiinftigen Zeitintervall zu vereinbaren.

Definition 3.1 Die augenblickliche Forward-Rate mit Filligkeit T ist zum Zeitpunkt ¢ < T
definiert durch

_Olog B(t,T)

Ft.T) = lm R(E T, S) = =22,

(3.1)

wobei

log(B(t,T)) — log(B(t, S))
S—-T

R(t;T,S) =
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3 HJM-Modell

Sie entspricht dem Zins, der vom Markt zum Zeitpunkt ¢ fiir einen zukiinftigen Zeitpunkt
T erwartet wird. Die Funktion T" +— f(¢,T) wird als Forward-Raten-Kurve zum Zeitpunkt ¢
bezeichnet.

Bemerkung 3.2 Die Definition der augenblicklichen Forward-Rate lédsst sich wie folgt moti-
vieren: Betrachte die folgende Investitionstrategie fiir ¢ < T < .S:

e Verkaufe in ¢ einen T-Bond und kaufe dafiir % Bonds mit der Filligkeit S. Es entstehen
somit zum Zeitpunkt ¢ keine Kosten.
e Zahle in T eine Geldeinheit fiir den verkauften 7-Bond.

B(t,T)
B(t,S)"

e Erhalte in S die Auszahlung aus den S-Bonds in Héhe von

Diese Stratgie entspricht einer Anlage von einer Geldeinheit in 7" fiir den Zeitraum [7',S] und
fithrt zu einer sicheren Riickzahlung in S von gg”? Geldeinheiten. Wir haben also durch diese
Strategie einen Kontrakt zum Zeitpunkt ¢ geschaffen, welcher eine risikolose Zinsrate fiir den
zukiinftigen Zeitraum [T, S| garantiert. Als Forward-Rate oder Terminzins wird dieser Zinssatz
bezeichnet. Wir gehen von einer stetigen Verzinsung aus und so lasst sich die stetige Forward-

Rate R(t;T,S) wie folgt bestimmen:

exp(R(ET. S)(S ~ 1)) = i
. R(ET.S) = log(B(t,T?g):ljcj)g(B(t,S)).

Tendiert die Lénge des Zeitintervalls gegen Null, so ergibt sich die augenblickliche Forward-
Rate.

Als néchstes wird der Zusammenhang zwischen den Bondpreisen und den Forward-Raten her-
gestellt.

Bemerkung 3.3 Fiir die Bondpreise gilt

B(t,T) = exp ( - /tT £, u)du). (3.2)

Die in der Bemerkung angegebene Formel lasst sich wie folgt motivieren: Kennen wir die
Forward-Rate f(t,7) fiir alle Werte 0 < ¢t < T < T*, dann gilt mittels einfacher Integrati-
on:

[fmmmz%mw@ﬂwmmmwmz—mwwnx

wobei wir genutzt haben, dass B(t,t) = 1 gilt.
Von der augenblicklichen Forward-Rate ausgehend, wird die augenblickliche Short-Rate defi-
niert und somit ein Zusammenhang mit Abschnitt 2.1] hergestellt.
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3 HJM-Modell

Definition 3.4 Die augenblickliche Short-Rate zum Zeitpunkt ¢ ist definiert durch
(0) = £(t,0) = Im R(t,T)

und gibt den Zinssatz an, der aktuell (zum Zeitpunkt t) am Markt gehandelt wird.

Der Wert des Geldmarktkonto wird somit, ausgehend von der Short-Rate, als Losung der sto-
chastischen Differenzialgleichung ([1.6)), also durch

B(t) = exp < /0 tr(s)ds)

3.2 Aufbau des HJM-Modells

In diesem Abschnitt wird das arbitragefreie und vollstdndige Zinsstrukturmodell nach Heath,
Jarrow und Merton, das HIM-Modell eingefiihrt. Dieses Modell beschreibt die zeitliche Ent-
wicklung der Forward-Raten-Kurve und nicht nur der Short-Rate. Die Bondpreise entstehen
hier aus der Dynamik von Forward-Raten. Somit stellt das HIM-Modell einen entscheidenden
Schritt zur Entwicklung von stetigen Zinsstrukturmodellen dar.

definiert.

Zunachst muss der wahrscheinlichkeitstheoretische Rahmen festgelegt werden. Wir betrachten
einen Handelszeitraum [0, 7*]. Der risikobehaftete Bond hat den Preisprozess (B(t,T'))o<:<r fur
T < T* und das risikolose Geldmarktkonto mit Preisprozess (5(t))o<t<r+ wird als Numeraire
gewéhlt. Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, (F)o<¢<r+, P*). Im Folgenden wird
eine Bedingung angegeben, unter welcher das Mafl P* ein Martingalmafl ist. Des Weiteren sei
W=(t) = (Wi (t),...,Wi(t)) ein n-dimensionaler Wiener-Prozess beziiglich P*.

Die Forward-Rate f(¢,7") unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl P* wird in einem HJM-Modell fir
jedes 0 < T" < T™ modelliert durch

f(t,T):f(O,T)—|—/Oty(u,T)du+zn:/otai(u,T)dW/i*(u), 0<t<T, (3.3)

und in differentieller Schreibweise

df(t,T) = v(t, T)dt + > _oy(t, T)dW;(t), 0<t<T. (3.4)
i=1
Um einen Startwert zu erhalten setzen wir voraus, dass die anfangliche Kurve der Forward-
Raten {f(0,7); 0 < T*} zum Zeitpunkt ¢t = 0 bekannt ist und mit

-
/ (0, )| du < oo
0

P*-fast sicher integrierbar ist.
Fiir den R-wertigen Prozess v = v(w, t,T), dem Drift, und dem R"-wertigen Prozess

o= (o1(w,t,T),...,00(w,t,T))T, der Volatilitit, aus (3.3]) gelten die folgenden Eigenschaften:
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e v, o sind progressiv-messbar beziiglich der Borelschen o-Algebra,
J fOT fOT (s, t)|dsdt < oo fiir alle 0 < T < T*, punktweise fiir jedes w € ,

e sup ||o(s, )] < oo fiir alle 0 < T < T*, punktweise fir jedes w € €,
s,t<T

wobeti ||-|| die euklidische Norm auf R™ bezeichnet. Mit der Identitét r(t) = f(¢,t) erhalten wir
fir die Short-Rate

r(t) = f(0,t) + /Ot v(u,t)du + 2": /Ot oi(u, t)dW; (u), 0<t<T™. (3.5)

Eine wichtige Eigenschaft von stochastischen Prozessen ist die Markov-Eigenschaft:

Definition 3.5 Ein stochastischer Prozess (X;);>o heiit markovsch (oder besitzt die Markov-
Eigenschaft), falls fiir alle 0 < s < ¢t und alle beschrénkte Borel-meBbare Funktion h: R — R

E(h(X,)|F) = E(h(X,)|X,)
gilt, wobei F¥X die von dem Prozess X erzeugte Filtration ist.

Bemerkung 3.6 Im Allgemeinen muss die Short-Rate nicht die Markov-Eigenschaft besitzen.
Fiir einen Beweis hierfiir, verweisen wir auf [9, Bemerkung 1.6]. Wir werden jedoch fiir die Port-
foliooptimierung ein HJM-Modell betrachtet, welches eine Short-Rate mit Markov-Eigenschaft
besitzt. Die Markov-Eigenschaft gewéhrleistet uns spéter, dass die Volatilitatsstruktur der
Forward-Rate seperabel ist.

Betrachten wir die Frage, ob das Wahrscheinlichkeitsmafl P* ein Martingalmafl ist. Wird der
Drift der Forward-Raten durch die Volatilitdt determiniert, so ist P* ein Martingalmaf. Dies
ist die sogenannte Driftbedingung.

Satz 3.7 (Driftbedingung)
Haben die Forward-Raten die Dynamik (3.3)), so ist das Mafs P* ein Martingalmafs, genau dann,
wenn die Prozesse v und o fiir alle 0 <t <T <T* die Gleichung

W6 T) = 3 e, T) /t 0.t 8)ds (3.6)

erfiillen. Dies bedeutet, dass die diskontierten Bondpreise unter P* Martingale bilden.

Beweis: Es muss die Dynamik der Bondpreise unter dem Martingalmafl bestimmt werden. Dazu
benutzen wir (3.2). Entsprechend betrachten wir zunéchst die Dynamik von

y(t,T) ::/0 f(t, u)du.

Fiir y(t,T) gilt mithilfe der Dynamik der Forward-Raten ({3.3))

y(t,T):/tTf(t,u)du:/tT (f(o,u)+/0t V(s,u)ds—l—é/otai(s,u)dw;*(s))du.
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Nun wird in y die Short-Rate eingebunden, da der Drift der Bondpreise unter dem &quivalenten
Martingalmafl gerade der Short-Rate entspricht. Mittels Gleichung (3.5)) erhalten wir

/tTr(u)du: /tT <f(0,u)+/0u1/(5,u)d5+i/ouai(&u)dm*(s))du.

Insgesamt erhalten wir dann den folgenden Ausdruck

n

y(t, T) :/OT f(0,u)du — /tT r(u)du — /tT /Oty(s,u)dsdu _ /tT;/Ot o+, u)dW ()du
+ /OT /Ou v(s,u)dsdu + /tTg/ou o35, ) dW? () du.

Als néchstes wenden wir den Satz von Fubini fiir stochastische Integrale, siche [13 Satz 2.4]
an, um Integrale iiber das Intervall [0, ¢] zu erhalten. Es ergibt sich

y(t,T) :/OTf(O,u)du—/tTr(u)du+/Ot (/T V(s,u)du>d3+iz:;/ot (/sTai(s,u)du)dW/i*(s)

oder dquivalent in Differentialschreibweise

dy(t,T) = —r(t)dt + (/tT I/(t,u)du) dt + E: (/tT a,-(t,u)du> AW (2).

Durch Anwendung der It6-Formel auf (3.2)) fiir die Dynamik des Bondpreisprozesses erhalten
wir:

AB(,T) = — B, T)dy(t,T) + 5 B, T)d {y(- T)),

= - B(t,T) ( —r(t)dt + </tT v(t,u)du> dt + En: (/tT ait, u)du) dW{"(t))
+ %B(t,T) i (/tT Ji(t,u)du>2dt

=1

_ BT (r(t)dt - </tT y(t,u)du) v 4n1 (/tT ai(t,u)du) Q)dt

+ B(,T) zn: ( _ /t U o, u)du) AV (b). (3.7)

i=1
Dieser Prozess ist somit ein Martingal, falls

n

[ ot u)du = %Z (/tT Ui(t,u)du)Q

=1

gilt. Differenzieren liefert die Behauptung. O
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3 HJM-Modell

Im folgenden machen wir die Annahme:

Die Diftbedingung sei von nun an erfillt.

Bemerkung 3.8 Mit der Annahme der Driftbedingung folgt, dass ein Martingalmaf existiert.
Somit ist nach dem ersten Fundamentalsatz der Finanzmathematik das HJM-Modell arbitra-
gefrei.

Im folgenden Satz wird die Bondpreisdynamik beschrieben. Diese leitet sich im HJM-Modell
aus der Dynamik der Forward-Raten her.

Satz 3.9 Sei P* das Martingalmaf. Dann entwickeln sich die Bondpreisprozesse B(t,T) fir
jedes 0 < T < T* gemdf$ der folgenden Dynamik:

dB(t,T) = B(t,T) (r(t)dt + iaf(t, T)dWi*(t)), 0<t<T

=1

fiir einen n-dimensionalen Prozess o®(t,T) = (aP(t,T),...,02(t,T)) mit

T
oB(t,T) = —/ oi(t, s)ds, i=1,...,n.
t

Beweis: Aus dem Beweis von Satz Gleichung ([3.7)) wissen wir, dass

dB(,T) = B(t,T)(r(t)dt _ (/tT u(t,u)du> + % 3 (/tT Ui(t,u)du)2>dt

N Z:1 7
= l:';(th)
n T
+B(tT)) (-/ ai(t,u)du>dwi*<t)
i=1 N2t _
=0B(t,T)

gilt. Weiter setze fiir den Drift der Forward-Rate

n

v(t,T) = oult, T) /t 0.t 5)ds

i=1

und erhalte

n

B T) :r(t)—Z/tTai(t,u)(/tuai(t, s)ds)dw%zﬂ: (/tTJi(t,u)du)z. (3.8)
0

i=1 =1
=(t,T)

Der Prozess 2 kann mit der partiellen Differentialgleichung 0py2(t, T) = 2~;(t, T)o;(t, T) durch

V2(1,T) = z/tT%(t,u)a,-(t,u)du _ z/tT (/t ot s)ds)ai(t,u)du
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3 HJM-Modell

dargestellt werden. Setzen wir dies in die Gleichung (3.8]) ein so erhalten wir

VB (4 T) = r(t) — iil/tTai(t,u)(/tuai(t,s)ds)du+%i (/tTai(t,u)du)Q

=1

() — ZZ::/tTai(t,u)(/tuai(t,s)ds)du+%sz: (2 /tT (/tuai@, 5)d5>ai(t,u)du>

1

— (1) —g/tTai(t,u)(/tuai(t,s)ds)du+g (/tT (/tuai@, s)ds)ai(t,u)du>

=r(t).
Unter Verwendung der Driftbedingung, Satz entspricht der Drift des Bondpreisprozesses

unter dem Martingalmaf3 der Short-Rate. Also erhalten wir fiir die Dynamik des Bondpreispro-
zesses unter dem Martingalmaf:

dB(t,T) = B(t,T) (r(t)dt - i ob(t, T)dWi*(t))

fiir einen n-dimensionalen Prozess o?(t,T) mit o?(¢,T) := — ftT oi(t,u)du firi=1,...,n. O

Mittels Satz sechen wir, dass sich die Volatilitdten des Bondpreisprozesses aus den Volati-
litdten der Forward-Raten ergeben. Also ist die Dynamik der Bondpreise durch die Volatilitaten
der Forward-Raten eindeutig bestimmt.

Bemerkung 3.10 Mittels der Driftbedingung ergibt sich, dass die Dynamiken der Forward-
Raten allein durch ihre Volatilitdtsstruktur determiniert werden. Existiert also in einem HJM-
Modell ein Martingalmaf3, so ist das HJM-Modell durch die Volatilitdt der Forward-Raten
{(c(t,T))o<t<r; 0 < T < T*} und die anféngliche Forward-Raten Kurve {f(0,7); 0 <T < T*}
festgelegt.

Zum Abschluss dieses Abschnitts machen wir noch die Annahme:

Das existierende Martingalmaf sei eindeutig.

Bemerkung 3.11 Mit der Eindeutigkeit des Martingalmafles folgt mittels des zweiten Fun-
damentalsatzes der Finanzmathematik, dass das HJM-Modell vollstéindig ist, also jeder Claim
replizierbar ist. Es existieren n verschiedene Bonds mit dem Preisprozess (siehe Satz

dB(t,T)) = B(t,T}) (r(t)dt +3 0B (t.T) dW;‘(t)), 0<t<T;, Ti<..<T,,

=1
=:05i(t)

sodass die folgende Volatilitatsstruktur der Bondpreisprozesse fiir alle ¢ mit 0 < ¢ < T}, inver-

tierbar ist:
oBt, Ty) ... oB(t,T,)

(035 (t))1<ij<n = : - :
oBt, 1) ... oB(,T,)
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3 HJM-Modell

Wie vorher beschieben, stellt das HJM-Modell nur einen Modellrahmen dar, in welchen alle
Zinstrukturmodelle, die von einem Wiener-Prozess getrieben werden, gehoren. Hierzu gehoren
beispielsweise das Einfaktor Vasicek-Modell aus Kapitel 2] Abschnitt In diesem Modell ist
die zeitliche Entwicklung der Short-Rate gegeben und die Bondpreise werden daraus hergeleitet.
In diesem Fall ist die Dynamik nach Gleichung gegeben durch

dr(t) = b(a —r(t))dt + ddW™*(t), r(0) =19
und die Bondpreise eines T3-Bonds nach Satz 2.8 gegeben durch
B(tv Tl) = eXp(_T(t)g(Tl - t) - h(Tl - t))a

wobei

1 —ebs 5?2 62 /1 —ebs\?
h(s) = <s— 5 )<a—ﬁ>+@( 2 )

Ein weiteres Beispiel wire das CIR-Modell. Fiir weitere Details zu dem CIR-Modell verweisen
wir auf [9, Abschnitt 1.3.1]

3.3 Das GauBsche HIM-Modell mit Markovscher Short-Rate

In diesem Abschnitt wird durch das Gauflsche HIM-Modell mit Markovscher Short-Rate ein
explizites Mehrfaktor HJM-Modell eingefiihrt. Wie bereits in Bemerkung [3.10| erwihnt, ist das
HJM-Modell durch die Volatilitatsstruktur der Forward-Rate eindeutig bestimmt. Wir machen
die folgende Annahme:

Die Volatilititsfunktion der Forward-Rate o(t,T) sei eine deterministische Funktion von t und
T fir0<t<T<Tr.

Die Eigenschaft der deterministischen Volatilitdtstruktur macht das hier betrachtete Modell
zu einem wichtigen Spezialfall und wird als GauBsches HJM-Modell bezeichnet. Aufgrund der
deterministischen Volatilitatsstruktur erhalten wir eine geschlossene Losung der Portfolioopti-
mierung und sie ermdoglicht es uns die Call-Option beziehungsweise die Exchange-Option fiir
die Portfoliooptimierung mit Garantie zu bewerten.

Wie schon in der Bemerkung [3.6] erwihnt, besitzt die Short-Rate im Allgemeinen nicht die
Markov-Eigenschaft, welche jedoch einige Vorteile mit sich bringt. Zum Beispiel ist dann die
Volatilitatsstruktur der Forward-Rate seperabel wie der folgende Satz zeigt:

Satz 3.12 FEs sei fir alle 0 <t < T < T* die Volatilitit der Forward-Rate o(t,T) ungleich
Null und die Short-Rate besitze die Markov-Figenschaft. Dann ist die Volatilitdtsstruktur der
Forward-Rate seperabel, dass heifst

o(t,T) = z(t)e(T), 0<t<T<T"
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3 HJM-Modell

Beweis: Fiir den Beweis verweisen wir auf [15, Satz 1.4.2 mit Beweis]. O

Wir machen folgende Annahme:

Die Volatilititsstruktur der Forward-Rate sei seperabel in dem Sinne
o(t,T) = z(t)e(T), 0<t<T<T", (3.9)

wobei z(t) eine deterministische n x n-Matriz und e(T) ein n-dimensionaler deterministischer
Vektor ist.

Wir wollen uns nun die Komponenten dieser Zerlegung etwas genauer ansehen. Wir machen
dazu eine weitere Annahme:

In der Darstellung (3.9)) der Volatilititsstruktur der Forward-Raten sei der Vektor e(t) gegeben
durch

exp(— [y x1(u)du)

e(t) := (3.10)

exp(— [ yulu)du)

fir eine deterministische Funktion x;(t) mit i =1,...,n, sodass e;(t) # 0 fir allet <T* gilt.

Mittels dieser Wahl der Volatilitdt erhalten wir fiir die Dynamik der Forward-Raten:

Satz 3.13 Die Volatilitdtsstruktur der Forward-Rate sei seperabel und weiter sei eine n X n-
Diagonalmatriz E(t) durch E(t) := diag(e(t)) und ein n-dimensionaler Vektor e(t) entspre-
chend definiert. Zudem sei ein n-dimensionaler Zufallsvektor x(t) und eine determinis-
tische, symmetrische n x n-Matriz y(t) wie folgt definiert:

2(t) == E(t) /0 t 2(s) 2 (s) / t e(w)duds + E(t) /O t 2(s)TdW*(s), (3.11)
y(t) == E(t) (/Otz(s)Tz(s)ds) E(t). (3.12)
Dann ist fiir jedes T, mit 0 < T < T*, die Forward-Rate gegeben durch
f(,T) = f(0,T)+M(t,T)" <x(t) +y(?) /tT M(t, s)ds> :

wobei M(t,T) := E(T)E(t)~'1,, mit 1, = (1,...,1) € R™. Der Prozess xz(t) hat die Dynamik
dz(t) = (y(t)1 — o(t)x(t))dt + o () dW*(t),

wobei o, eine n X n-dimensionale Matriz ist mit o,(t) := z(t)E(t) und v eine n X n-dimensionale
Diagonalmatriz ist, mit o(t) := diag((x1(t), ..., xn(t))") mit x; aus (3.10).

Beweis: Ein Beweis ist in [, Satz 1.12, Seite 14-16] zu finden. O
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4 Portfoliooptimierung mit
deterministischer Garantie

Ziel dieser Masterarbeit ist das optimale Management eines Garantiefonds. Zentrales Hilfmit-
tel hierfiir ist die Portfoliooptimierung mit Garantie. In diesem Abschnitt wird ausgehend von
einer deterministschen Garantie zunéchst allgemeines Losungsverfahren entwickelt, welches an-
schliefend auf verschiendene Finanzmarktmodelle angewendet wird.

Im Abschnitt wurde auf die Portfoliooptimierung, die Maximierung des erwarteten End-
nutzens mittels der Martingalmethode, eingegangen. Nun wird eine deterministische Garantie
hinzugefiigt. Das bedeutet, dass der Fond am Ende des Handelszeitraumes [0, 7], T" > 0, ei-
ne deterministische Garantie zahlen muss. Er muss also sicher stellen, dass das Endvermogen
mindestens so grof§ ist wie diese Beschrankung. Anschliefend wird die Portfoliooptimierung
unter einer logarithmischen und Power-Nutzenfunktion in verschiedenen Finanzmarktmodellen
durchgefiihrt. Fiir die allgemeine Losung in Abschnitt wurde sich an [5] orientiert.

4.1 Allgemeine Methode

Wie zuvor beschrieben wird in das Portfoliooptimierungsproblem eine Garantie eingefiigt. Dies
bedeutet, dass das Endvermdégen des Fonds eine zu anfang gesetzten Benchmark GG mindestens
erreichen muss. Wir nehmen an, dass GG eine positive Konstante ist. Im néchsten Kapitel wird
diese Annahme verallgemeinert, indem G dann als nicht-negative Zufallsvariable vorausgesetzt
wird.

Sei
A (b) == {m € A®b) : X"™(T) > G}

und

By(b) :={C € B(b) : C > G fast sicher}.

Das Optimierungsproblem mit garantierter Auszahlung G' zur Endzeit T ist gegeben durch

max E(U(X%™(1 4.1
e %(b) ( ( ( ))) ( )
und das statische Problem durch
max E(U . 4.2
Cez%(b) ( (O)) ( )
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4 Portfoliooptimierung mit deterministischer Garantie

Um aber am Ende des Handelszeitraums [0, 7], T' > 0, eine Garantie in Hohe von G ausstellen
zu konnen, ist ein Startkapital von mindestens

G- B(0,T)

erforderlich, wobei mit B(t,T) der Preis einer Nullkuponanleihe zur Zeit ¢ bezeichnet wird, die
eine Auszahlung von 1 zur Maruritdt 7" hat. Es gilt, dass

)

Wir nehmen an, dass b > G- B(0,T) ist. Auch hier kann das optimale Endvermégen C' = C'(\)
in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters durch punktweise Lagrangemaximierung bestimmt
werden zu

B(t,T) = E* (%

C(\) =max{G,I(AH(T))}. (4.3)
Der Lagrangemultiplikator A kann berechnet werden durch l6sen der Gleichung
Vo(C(N) = G- B(0,T) + C(INH(T)), G) = b, (1.4)

wobei C(I(AH(T')),G) den Anfangspreis einer Call-Option mit Strike G auf ein Asset mit
Auszahlung I(AH(T)) zur Zeit T bezeichnet. Da der Preis der Call-Option gegen oo tendiert,
wenn A — 0, beziehungsweise gegen 0 tendiert, wenn \ — oo, ist die obrige Gleichung fiir alle
b> G- B(0,T) losbar und wir erhalten iiber das Optimierungsproblem folgende Aussage:

Satz 4.1 Seien die Annahmen von Abschnitt erfillt und sei b > G- B(0,T). Dann ist eine
Lésung des Optimierungsproblems (4.2)) gegeben durch (4.3)) mit X als eindeutige Ldosung von

(4.4). Die optimale Strategie von (4.1)) ist gegeben durch:

i) kaufe G Nullkuponanleihen mit Maturitit T fir einen Preis von jeweils B(0,T)

i) investiere das restliche Startkapital b — G - B(0,T) in eine Strategie, welche eine Call-
Option auf I(NH(T)) repliziert. Diese ist das optimale Vermdgen in einem unbeschrinkten
Portfoliooptimierungsproblem mit modifizierten Anfangskapital.

Betrachte nochmals die Call-Option in der Nebenbedingung . Sobald der zugrundeliegen-
de Finanzmarkt vollstédndig ist, kann diese Option bewertet werden und das Problem theore-
tisch gelost werden. Dies bedeuetet jedoch nicht, dass man auch explizite Berechnungen und
Losungen findet. Setzt man jedoch deterministische Volatilitdten voraus, so ist auch die Bere-
chenbarkeit gegeben, wie wir in den folgenden Beispielen sehen werden. Zum Abschluss dieses
Abschnitts fassen wir das in den folgenden Abschnitten zu verwendende Losungsverfahren noch-
mals zusammen:

i) Lose mittels der Martingalmethode das statische Problem des Portfoliooptimierungspro-
blems ohne Garantie in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters \.
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4 Portfoliooptimierung mit deterministischer Garantie

ii) Bestimme mittels Gleichung die Nebenbedingung fiir das Portfoliooptimierungs-
problem mit deterministischer Garantie, um den Lagrangeparameter fiir dieses Problem
eindeutig festzulegen. Hierfiir muss eine Call-Option in dem jeweils betrachteten Finanz-
markt bewertet werden.

iii) Bestimme mittels Gleichung (4.3]) das optimale Endvermégen in Abhéngigkeit des Lagran-
geparameters A. Das optimale Endvermégen ergibt sich anschlieend durch Einsetzen des
in (ii) festgelegten Parameters in das so erhaltene Endvermogen nach Satz

iv) Bestimme den optimalen erwarteten Endnutzen in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters

A

v) Bestimme mittels Satz die optimale Strategie.

4.2 Optimierung in einem Black-Scholes Modell

In diesem Abschnitt wenden wir die Portfoliooptimierung mit deterministischer Garantie auf
ein Black-Scholes Modell an. Wir 16sen das Optimierungsproblem zunéchst fiir den Fall einer
logarithmischen und anschliefend fiir eine Power-Nutzenfunktion.

Betrachtet wird ein Black-Scholes Modell fiir einen risikolosen Bond mit konstanter Zinsrate r
und einer Aktie mit konstanten Koeffizienten (u, o). In diesem Modell hat der Black-Scholes
Preis die Volatilitdt || = |**|. Damit Satz angewendet werden kann und somit eine
Optimierung nach dem im vorherigen Abschnitt beschriebenen Losungsweg moglich ist, miissen
die beiden Erwartungswerte E(H (7)) und E(H (T)I(AH(T))) bestimmt werden. Es gilt:

E(H(T)) = E(8~(T)L(T))

—]E<exp<—/0Trds> exp(/OTﬁdW(s)—%/oTW\ds))

= eXp(—rT)E(eXp <19W(T) - %WT) )

N J/
-

Martingal

Da der Erwartungswert eines Martingals konstant ist, gilt

exp(—rT)E(eXp (ﬁW(T) - %WT)) = exp(—rT)E(eXp (19W(0) - %Wo)) = exp(—rT).

Also ist E(H(T)) = exp(—rT) < oo. Gleiches gilt, da A > 0, auch fiir:

E(H(T)I(\H(T))) = E(H(T) AH1(T>) = % < . (4.5)

Somit sind die Voraussetzungen von Satz erfiillt und das optimale Endvermégen in Abhéngigkeit
des Lagrangeparameters in dem Portfoliooptimierungsproblem ohne deterministische Garantie

ist gegeben durch ﬁ(T)
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4 Portfoliooptimierung mit deterministischer Garantie

Um das Optimierungsproblem mit Garantie zu 16sen, betrachte zunéchst die im allgemeinen Fall
in Gleichung (4.4)) gegebene Nebenbedingung, durch welche der optimale Lagrangeparameter
eindeutig bestimmt ist. Fiir ein G > 0, sodass b > Ge™ "7, ist die Nebenbedingung gegeben
durch

Ge'T 4 C (%(T) G) — b, (4.6)

Das optimale Endvermégen ist dann mittels Gleichung (4.3]) gegeben durch

CON) :max{G,AH;(T)}.

Da es sich um ein vollstédndiges Finanzmarktmodell handelt, in dem die Volatilitdten determi-
nistisch sind, kann der Anfangswert der Call-Option explizit angeben werden. Man sieht leicht,
dass

H(0) = 5(0)L(0) = exp < /0 i rds) exp ( /0 T 9dw(s) % /0 i |19\2d5) — exp(0) exp(0) = 1

ist und somit
1 1

NH(©0) X
Mittels der klassischen Black-Scholes Formel, siehe [I8, Satz 4.2.1], ergibt sich dann fiir den
Anfangspreis der in Gleichung auftretenden Call-Option

(i)~ 1oo(37)) - o v(o (1)

osa) ¢ (oar)r ()« (o)
gl(y7T) = 02T ) gZ(yaT) - 02T

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist. Im folgenden Satz wird der
optimal erwartete Endnutzen in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters angegeben. Nach Satz
ergibt sich der optimale Endnutzen durch Einsetzen des in Gleichung festgelegten
Lagrangeparameters in diesen Endnutzen.

mit

Y

Satz 4.2 Der optimale erwartete Endnutzen w(X) ist in dem oben beschriebenen Black-Scholes
Modell mit konstanten Koeffizienten und einer logarithmischen Nutzenfunktion gegeben durch:

() = 10g(G) (s () + og (3 ) () + (7-+ 30° ) TR0 ~ VT (A)
wobel _og0G) = 12PT o l0g(AG) + (4 L/20)T
- T L T

und ¢, ® die Dichte beziehungsweise die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung

sind. X ist eindeutig bestimmt durch die Gleichung (4.6)).

hi(N)
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4 Portfoliooptimierung mit deterministischer Garantie

Beweis: Bestimmen wir zundchst H(T') explizit:

H(T) = B~Y(T)L(T

)
— exp (/OTrds)_l exp (/OTMW(S) - %/OTst)
e -

(_

— oxp rT+19(W(T)—W(O))—% /0 qs%)

= exp ( —rT 4+ 9W(T) — %§2T>.

Nun zu dem optimalen erwarteten Endnutzen w(\):

w(A) = max E(U(C(V))

— max E(log(C(A)))

CEB(b)

E(log(max{G, I(AH(T))}))

- (s {50 )

1
= E<10g(G)ﬂ{GZ,\H1(T)}> +]E(10g ()\H—(T)) ]]‘{G< )\Hl(T)}) . (47)

N

b T
Wir berechnen die beiden Erwartungswerte einzeln. Zunéchst betrachten wir uns die Indika-
torfunktion von I. Es gilt:
1

“=3am) TN HD)

& G > exp <rT —9W(T) + %192T)
& log(A\G) > rT —9W(T) + %ﬁQT

—log(AG) + <r + %192>T

& 3 < W(T)

. s
g

=Yl

und somit folgt
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= log(G (H{G» mhy }>
1og ( )
log(G / r(y)dy

E
Sl

00 _xZ 1 ) )
= log(G) / exp | — | —==dx Substitution z :=
T)-

mit 7, = & und o7 die Dichte der NV(0,
tungswert [

I =1log(G)®(hi(N)) (4.8)
it log(AG) — (r + 1/20%)T
V2T

Nun zu dem zweiten Erwartungswert /1. Dieser wird analog zu dem vorherigen berechnet:

1
= oe (573 ) o)
1 1
=( (1 (5) o (775 oo })
= 1 L 1 1
= 0og X {G<>\H1(T)} 08 AHI(T)}
2
(]]_{G<)\H(T)}> E (TT ﬁW(T +§’19 T) ﬂ{G<AH1(T)})

hl(/\) =

I

—

)
03

i

) +

) ) - (r + 192> TIP(G < AHl(T)) - E(ﬁW(T)ﬂ{G<%})
) :soT<y)dy+( r+ ;ﬁ )T/ o (y)dy — /:ﬁyw(y)dy
)

)

1 °° —y? 1
® 2 To —
(ha(X) (7" + 219 ) (ha(A Jy exp < 5T ) \/Wdy

B(ha(N) <r+;192)T<I> 119|\/_/ ﬁyexp( §2>\/L2_ﬁdy

yl
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~ log (%)(I)(hg()\)) + (7" + %ﬂ?)T@(hQ(A» _ VT /_ : Jyexp (‘Ty2> \/%dy

= tog (5 ) @) + (4 50 TR ~ VTl () (1.9)

wobei
~ —1og(AG) + (r+1/29°)T
V2T
und @7 die Dichte der N (0, T)-Verteilung, ® die Verteilungsfunktion und ¢ die Dichte der

Standardnormalverteilung sind. Mittels einsetzen von (4.8) und (4.9) in (4.7) ergibt sich das
gewiinschte Resultat

ha(A)

() = 10g(G)b(n () + Iog (5 ) @(ha(0) + (1 + 50 ) TB(R(Y) ~ PIVTo(0a(A)

mit hy(A) und hy(\) wie oben definiert. O
Die optimal erwartete Rendite ist dann
1
RO = (w()) — log(b))

mit A\ abhiingig vom Anfangskapital Ge~". Dieses wird benétigt um die Endvermogensgarantie
zu gewdhrleisten.

Mittels Satz lasst sich iiber die optimale Strategie folgende Aussage treffen:

Satz 4.3 Betrachte eine logarithmische Nutzenfunktion. Seien die Annahmen von Abschnitt
erfillt und sei b > G - B(0,T). Die optimale Strategie fiir das in diesem Abschnitt beschrie-
bene Portfoliooptimierungsproblem ist dann gegeben durch:

i) kaufe G Nullkuponanleihen mit Maturitit T fir einen Preis von jeweils B(0,T)

i1) investiere das restliche Startkapital b — G - B(0,T) in eine Strategie, welche eine Call-
Option auf /\H;(T) repliziert. Diese ist das optimale Vermdgen in einem unbeschrinkten
Portfoliooptimierungsproblem mit modifizierten Anfangskapital.

Bemerkung 4.4 Diese Investitionsstrategie lasst sich noch expliziter angeben mittels eines
Delta-Hedges. Hierzu muss zunéchst die stochastische Differenzialgleichung gefunden werden,

welche durch den Prozess 1 {

geloBt wird. Anschlieflend gehen analog zu [11] vor. Betrachte dazu den diskontierten Callpreis
aus der Strategie aus Satz[£.3] Dieser muss nach dem ersten Fundamentalsatz der Finanzma-
thematik ein Martingal unter dem eindeutigen Martingalmafl bilden. Aus dieser Betrachtung
erhalten wir eine partielle Differenzialgleichung, welche der Callpreisprozess erfiillen muss. Mit-
tels Anwendung der It6-Formel auf den Callpreisprozess und Einsetzen der partiellen Differen-
zialgleichung ergibt sich eine Aufteilung des Portfolios.
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4 Portfoliooptimierung mit deterministischer Garantie

Losen wir das Optimierungsproblem nun fiir eine Power-Nutzenfunktion. Es wird das glei-
che Modell wie bei der logarithmischen Nutzenfunktion betrachtet. Auch der grundsétzliche
Losungsweg unterscheidet sich von dem Fall der logarithmischen Nutzenfunktion nicht. Die
Nutzenfunktion U ist gegeben durch

fiir ein @ € (0, 1). Die Inverse der Ableitung von U ist somit I(y) = yﬁ.
Wir setzen voraus, dass

E(H(T)—a“l) <00

gilt. Aus Beispiel ist bekannt, dass das optimale Endvermogen fiir ein Portfoliooptimie-
rungsproblem ohne Garantie bei einer Power-Nutzenfunktion gegeben ist durch

b _1
C = mH(T) —a

mit m(t) = E(H (t)_lfa) und in Abhéngigkeit des optimalen Lagrangemultiplikators A\ durch

C(\) = (AH(T))=7.

Somit ergibt sich das optimale Endvermoégen in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters fiir das
Portfoliooptimierungsproblem mit Garantie nach (4.3) zu

C(X\) = max {G, ()\H(T))all}.
Die Nebenbedingung fiir ein G > 0 mit b > Ge "7 ist dann gegeben durch
Ge ™ +C (()\H(T))all, G) =b. (4.10)
Wie im Fall einer logarthmischen Nutzenfunktion sehen wir leicht, dass

He5(0) = exp <ai1(/00rds+/ooﬁdW(s)—%/00|19|2ds)> — exp(0) = 1

gilt. Mittels der klassischen Black-Scholes Formel erhalten wir dann wieder

C (()\H(T))all, G) =C <)\<111H(T)all, G)

1 1 1
)\Dcfl )\afl )\afl
log <%) + (r + %192>T log (%) + (7‘ — %ﬁz)T

gl(y7T> - \/192_T 3 g2(y7T) - 192T

und @ die Verteilungsfunktion der N (0, 1)-Verteilung. Der optimal erwartete Endnutzen lésst
sich nun wie folgt bestimmen:
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4 Portfoliooptimierung mit deterministischer Garantie

Satz 4.5 Der optimale erwartete Endnutzen w(\) ist bei einem Black-Scholes Modell mit
konstanten Koeffizienten und einer Power-Nutzenfunktion gegeben durch

wh) =+ (G“(I)(kl()\)) " <<1>(k2(x))> ,

2
2y o 2 L Q 2
C:=A exp( a_l(r—l— ﬁ)T—FQT( 1T19))

—(a — 1) 1og(G) + log(\) — (?" + %192)T

wobes

und

(a — 1) log(G) — log(X) + (7“ + 292 + ﬁﬁ)T
ka(A) =
T

und ¢, ® sind die Dichte beziehungsweise die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung.
A ist eindeutig bestimmt als Losung der Gleichung (4.10)).

Beweis: Nach Gleichung (4.2) ist der optimale erwartete Endnutzen gegeben durch

w(A) = C{ggg;)E(U(C))

= CceB) E(CZ:)
-5 Lmaxte, 1017 )
_ éE ((max{G, (AH(T))ail})“)

- é]E ((maX{Ga, (AH(T))aa—l}))

1 (o3
T a (E(G Loz amryats 1}) +E((AH(T)> I[{Ga<<MLI<T>>a°11}> )
‘],, Vo

11

Auch hier betrachten wir zunéchst die Indikatorfunktion. Es gilt

GQZ()\H(T))Q T & GO > \at TH(T )a 1
s GONT a1>HT)a1

p<—7’T+19W )—%ﬁZT)aa_l
<a (—rT+19W()—%192T)>

Q

& GO\ a1

| \/

& GO\ a1

| \/
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4 Portfoliooptimierung mit deterministischer Garantie

(3 1
< log (Ga)\_a—l) > a 1 ( — 7T +9W(T) — 5192T)

o —

a=l]pg (Ga L ) - (r+%192)T
[ Aa—1
S > W(T).

=

Mittels Anwendung der Rechengesetze des Logarithmus ist

a—1

a—1

log <GQA1Q) ~ log <Ga1§) — (0 — 1) log(@) — log()\)

und somit gilt

(a —1)log(G) —log(A\) + (T + %192>T
)

- i
~~

=Y2

W(T) <

Analog zu dem Fall einer logarithmischen Nutzenfunktion lassen sich die Erwartungswerte
bestimmen. Es gilt

= E<G H{GaaAH(T»ail})

=G E@{G»(AH(T»*})
= G‘“IP’(GO‘ > (AH(T))JH)
—Ga/ er(y)dy

Y

2
oo
2

—y2 1
=G exp | —= d
y P ( 2T ) /27T Y

o [77 —z%\ 1

Gy 2
2 \/T

und 7 als Dichte der NV(0, T)-Verteilung. Also ergibt sich der Erwartungswert I zu

mit

I=G*®(ki(N))
mit
—(a—1)log(G) + log(\) — <r + %192)T

k1<)‘) = 19\/7
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4 Portfoliooptimierung mit deterministischer Garantie

Kommen wir nun zum Erwartungswert 7. Es gilt

II=E (()\H(T))a—l R{G%(AH(T»ﬁ})

_a « 1 2 «

E()\a— exXp (E( —rl — 5'[9 T)) exXp (E’ﬁW(T)) 1{G”‘<(AH(T))‘1€1}>
_a_ (04 1 2 (67

= \a- exp (ﬁ( —rl — 519 T)) E(exp (ﬁﬁW(T)) 1{G"‘<()\H(T))aa—1})

~
117

Um den Erwartungswert I/ zu bestimmen, muss also der Erwartungswert /7] berechnet wer-
den. Es gilt:

a
I =E ( exp (EﬁW(T)) ﬂ{Ga<(>\H(T))“%I})

o Q
:/ exp (a_lﬁy>goT(y)dy
—Y2
/ooe v ! e Y d
= X X
P a1 ) o TP ot )
00 2
« Y 1
= ex Yy — =— | —=dy.
/_w p(a—l Y 2T>\/_27TT y

Betrachten wir nun den Exponenten der Exponentialfunktion im Integral, so erhalten wir mittels
der binomischen Formel

2

o) Y 1 o} 9
g T 9y —
a1 " o7 2T(a—1 o y)

1
=—— <y2 B 2T19y)
a—1
o el gy (g “rg)
“ Y a1 e o a—1
1 o 2 o} 2
= —— — Y ) — v .
2T<(y a—1 ) (a—l ))
Dies setzen wir in die vorherige Berechnung des Erwartungswertes /17 ein und erhalten
00 2
o Y 1
I1I = —y — =— d
/erxp (a—l Y QT) o2nT Y

1 o N 1 a N1
=e — T e S — — T d
Xp(ﬂ(a—l >)/_y Xp( 2T<y a—1 ))\/_QWT:U
2
1{ a 2\ [ <y_ﬁm> 1
=e — T e — d
P (2T<a— 1 ) )/_y Xp( oT )\/_m Y
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4 Portfoliooptimierung mit deterministischer Garantie

1 o [ 22\ 1 o — Ty
= exp (ﬁ( 1T19> ) /_y2 exp (T) Edm Substitution: x := T
1 2\ [P 7%\ 1
~oo (7 (5570) ) oo () e

_ Yo + 25T
Y2 = T

Somit ergibt sich als Losung des Erwartungswertes 11

mit

I = E((AH(T))a—lIL{G%(AH(T))ﬁ})

_a (e 1 2
= \a-T exp (a 1 ( — T — 5’9 T))E(eXp ( (T)) l{GD‘<(>\H(T))ai1}>

_AE exp (% ( T %192T> %( )2> B(ks())

(v — 1) log(G) — log(A) + (7‘ + 192 + %ﬁ)T
VT

Insgesamt ergibt sich fiir den optimalen erwarteten Endnutzen in Abhéngigkeit des optimalen
Lagrangeparameters A in diesem Fall

w(A) = é(E(log(G)ﬂ{GZIH(T }) +E(log (%H(T)) Il{c<§H(T)}))
__Ga (ki(N)) + C<I>(kz( )

=- (G“@(kl(A)) + <<I>(k2<A))>

2
Y o 2 i Q 2
C:=A exp< a_1<7“+ 79>T+2T( 1T19)>.

mit

ka(A) =

mit
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4 Portfoliooptimierung mit deterministischer Garantie

Auch hier lésst sich die optimale Handelsstrategie mit Hilfe von Satz [4.1] angeben:

Satz 4.6 Betrachte eine Power-Nutzenfunktion. Seien die Annahmen von Abschnitt[I.]] erfillt
und sei b > G - B(0,T). Die optimale Strategie fir das in diesem Abschnitt beschriebene Port-
foliooptimierungsproblem ist dann gegeben durch:

i) kaufe G Nullkuponanleihen mit Maturitit T' fir einen Preis von jeweils B(0,T)

i1) investiere das restliche Startkapital b — G - B(0,T) in eine Strategie, welche eine Call-

Option auf(/\H(T))ﬁ repliziert. Diese ist das optimale Vermdgen in einem unbeschrdankten
Portfoliooptimierungsproblem mit modifizierten Anfangskapital.

Bemerkung 4.7 Auch hier lasst sich die Investitionsstrategie aus Satz genauer angeben
mittels eines Delta-Hedges. Es muss zunéchst die stochastische Differenzialgleichung gefunden
werden, welche durch den Prozess

Y(t) = AH(@t)=7,  Y(0)=AaT

geloBt wird. Anschlieend gehe analog zu dem in Bemerkung beschriebenen Verfahren vor.

4.3 Optimierung in einem Vasicek-Modell

Nun 16sen wir das Portfoliooptimierungsproblem im Vasicek-Modell jeweils fiir eine logarithmi-
sche und eine Power-Nutzenfunktion. Dies bedeutet, dass der Finanzmarkt aus dem vorherigen
Abschnitt zu einer stochastischen Zinsrate und zu zeitabhéngigen Koeffizienten verallgemeinert
wird. Aus diesem Grund wird auf das Forward-Martingalmafl zuriickgegriffen.

Um das Portfoliooptimierungsproblem mit deterministischer Garantie l6sen zu kénnen, muss
zunachst das Optimierungsproblem ohne Garantie gelost werden. Wir werden sehen, dass das
Optimierungsproblem auch im Vasicek-Modell berechenbar ist, dies bedeutet, dass die Call-
Option aus Satz explizit bewertet werden kann. Wir betrachten auch in diesem Abschnitt
ein Standard-Finanzmarktmodell mit einem Handelszeitraum [0, 7] und zwei Basisfinanzgiiter.
Diese sind ein risikoloses Bankgeldkonto $(¢) und ein risikobehaftetes Asset B(t,T'). Die Dy-
namiken der Preisprozesse dieser Assets sind nach Abschnitt gegeben durch

dp(t) = B(t)r(t)dt,
dB(t,T*) = B(t, T*)(r(t)dt + o(t, T)AW*(t)),

wobei T < T*. Die Zinsrate r ist in diesem Abschnitt durch das Einfaktor Vasicek-Modell (siche
Abschnitt gegeben und wir betrachten eine logarithmische Nutzenfunktion U(z) = log(z).
Als néchstes wird das unbeschréankte Optimierungsproblem gelost. Es wird zu dem Zeitpunkt
T < T* optimiert. Dazu wird Satz angewendet. Wir wissen bereits, dass bei einer loga-
rithmischen Nutzenfunktion der Erwartungswert E(H (T)I(AH(T))) endlich ist. Es muss also

noch gezeigt werden, dass
E(H(T)) < oc.
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4 Portfoliooptimierung mit deterministischer Garantie

Diese Aussage kann mittels eines Maflwechsels gefolgert werden. Es gilt

E(H(T)) = E* <ﬁH(T}) _E (ﬁ)

Dies entspricht jedoch der Bedingung, dass der Anfangspreis eines T-Bonds endlich ist nach

Lemma 23 i
B(0,T) = E*(exp ( - /0 r(s)ds>> < .

Also ist in jedem Finanzmarktmodell, in dem jeder T*-Bond einen arbitragefreien Anfangspreis
besitzt, die Martingalmethode bei logarithmischer Nutzenfunktion anwendbar. Es gelten die
Resultate aus dem Beispiel [1.25] Das optimal erwartete Endvermogen ist somit
1
CN\) = ——.
() MH(T)

Kommen wir zum Portfoliooptimierungsproblem mit Garantie. Nach Satz ist der Preis einer
Nullkuponanleihe mit Maturitét T" gegeben durch

B(0,T) = exp(—r(t)g(T) — h(T)) (4.11)
mit ur
o(1) = - —
und

- 52 52 /1 — T 2
= (1)) 55

Der Fond muss am Ende des Optimierungszeitraumes, also zur Zeit T', eine garantierte Aus-
zahlung von G > 0 garantieren kénnen. Dazu bendtigt er ein Startkapital von mindestens

G- B(0,T),

wobei B(0,7) in Gleichung (4.11]) gegeben ist. Wir nehmen also nun an, dass b > G - B(0,T")
ist. Das optimale Endvermogen C' = C(\) in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters \ ist dann
gegeben durch

1

= — . 4.12
C(N) maX{G, )\H(T)} (4.12)

Der optimale Lagrangeparameter kann berechnet werden durch Losen der Gleichung

1
AN))=G-B(0,T — =b 4.1

V(CO) = 6 BO.T) +¢(5775:G ) =0 (1.13)
wobei die hier gegebene Call-Option auf das Underlying #(T) mit Strike G die Maturitéit T

mit T < T™ besitzt und das Underlying die Maturitat 7.
Wichtig fiir die Berechenbarkeit dieses Problems ist, dass die Call-Option bewertet werden kann.
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Nach Satz ist die Volatilitit eines Bonds im Einfaktor Vasicek-Modell deterministisch und
somit ist die Call-Option in (4.13)) bewertbar. Mittels der Bewertungsformel einer Call-Option
in diesem Modell, Satz [2.10] ergibt sich fiir die Gleichung (4.13]):

1 1 1
- B(0, T — =G-B(0,T)+ -® -G<-o = 4.14
G BO.T) +¢(5777:G ) = G BO.T) + {00 - GRald) =b  (1.14)
mit
51
dy = 5 glog(G)
d2 - dl - 3
<~ 0 o —T) 1 — e 20T
0= ) (1 e 5

und & ist die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Zudem wurde der mittels des
Forward Martingalmafles festgestellte Zusammenhang aus Gleichung(2.7)

B(0,T)
B(t,T)

H(t) = R(t)

genutzt. Mittels des folgenden Satzes wird der optimale erwartete Endnutzen in Abhéngigkeit
des Lagrangeparameters angegeben. Der optimale Endnutzen ergibt sich nach Satz durch
Einsetzten des optimalen Lagrangeparameters aus Gleichung in dieses Vermogen.

Satz 4.8 Der optimale erwartete Endnutzen w(\) ist in einem FEinfaktor-Vasicek Modell mit
logarithmischer Nutzenfunktion gegeben durch

() = 10g(G) (s (V) ot 5 ) (1) Hog(B~(0. T)B((N) - VRo(Ia(N) + 12 (N)

wobet )
/‘3:/0 n*(s)ds
und
ha(\) = log(G\) + 1log(B(0,T)) — % ST i(s)ds
(foT n?(s)ds
hy() = Z10B(GY) ~log(BO.T)) +5 Jy w(s)ds

(ﬁw@wf

und ¢, ® die Dichte beziehungsweise die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung
sind.
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4 Portfoliooptimierung mit deterministischer Garantie

Beweis: Nach Gleichung (2.7) gilt

(0= B

und somit, da nach Voraussetzung aus Abschnitt B(T,T) =1 ist, gilt

1

R(T) = B(0,T)

H(T) &  H(T)=R(T) B(0,T).

Der optimale erwartete Nutzen ist somit gegeben durch

w(A) = max E(U(C(N)))

CeB(b
log(C' )

= Cﬂégx E( log(max{G, I( /\H(T))}))

(

(
=5 (1 3y )
- <log(m { 1(T)B—1(0,T)}))

1 _
E<log(G)l{G2§R1(T)B1(O,T)}) +E(10g (XR YT)B 1(07T)) IL{G<§1—21(T)B1(0,T)}> :

N J/ N J/
-~ -

1 11

= max E
CeB(b

Betrachten wir zunéchst die Indikatorfunktion. Mittels Gleichung ([2.8)) ist R(t) gegeben durch

Ruw:wp(é%@mwww—él%%@w)

wobei n(t) = o(t,T) + ¥(t) ist. Somit ergibt sich

o>t

>~

R YT)B™Y0,T) < GA> RY(T)B~1(0,7)
& GAB(0,T) > RY(T)

/0 ' nQ(S)dS>

< log(GA) +log(B(0,T)) > —/0 n(s)dW(s) + %/0 n*(s)ds

N | —

< GAB(0,T) > exp ( - /OT n(s)dW(s) +

—log(G/\)—log(B(O,T))—i—% /0 n2(s)ds < /0 n(s)dVV (s)

~

=i—y3

(4.15)
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Betrachten wir nun das Integral auf der rechten Seite. Dies ist ein stochastisches Integral gegen

den Wiener Prozess iiber eine deterministische Funktion. Zudem gilt

T
/ n*(s)ds < 0o fiir alle s < T
0

Nach [16, Theorem 4.4.9] ist dieses Integral eine A/ (0, fOT nQ(s)ds) -verteilte Zufallsvariable.

Um eine bessere Ubersicht zu gewihrleisten, betrachte die folgende Notation

K= /OT n(s)ds.

Somit folgt fiir den Erwartungswert I:
I= E(10g(G)H{GABw,T)zR-l(T)})

= log(G)E<ﬂ{G)\B(O,T)ZR1(T)}>

= log(G)P(GAB(0,T) > R™Y(T))

oo

= log(G) / ©n(y)dy

—Y3

o) 1 _y2)
= log(G ex d
X0 [~ = o (5 )

| —x?
= log(G) ——exp (—) dx Substitution z :=
T AV, 27T 2

¥ —z?
= log(G)/ NG exp (T>dx

mit gy := y\/—SL und ¢, als die Dichte der NV (0, x)-Verteilung. Somit folgt insgesamt

Y
NG

I'=log(G)®(hs(A))

mit

ha(A) Jr (fOT n2<8)d8)

Betrachte anschliefend den Erwartungswert I1:

o1

_ log(GA) +1og(B(0,T)) — 3k _ log(GA) +1og(B(0,T)) — %fOT 772(3)(15.
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1 _
= log (X>E(1{G<;RI(T)31(0,T)}> + log(B 1(OaT))E<IL{G<;1:z1(T)B1(0,T)}>
+E ( 10g(R_l(T))1{G<;Rl(T)B1(0,T)})

= log (%)P(G < %R‘l(T)B‘l(O,T)) +1og(B—1(o,T))IP(G < %R‘l(T)B‘l(O,T))

+ E(log(R_l(T))]l{G<iR—l(T)B—l(O,T)}) (4.17)

(. J
~~
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Betrachten wir nun zunéchst den Erwartungswert I11. Beachte dafiir zunéchst, dass

oa(RT) = = [ i) +5 [ s

gilt. Somit folgt

T T
1
—/0 n(S)dW(S)ﬂ{G<;Rl(T)Bl(o,T)}) +§‘E( ; 772<3)d31{c<§Rl(T)Bl(o,T)})

T 1 T

—B((- [ aawe 45 [ R0 oo
T 1 T )

E(/O U(S)dW(S)]l{G<;R—l(T)B—l(o,T)})+ /0 n (S)dé"E(E{G<§R—1(T)B—1(0,T)})

2
! Lt Loy -1
=—-E ; n(s)AW () et p-r0my | 3 o (s)ds - P\ G < R™(T)B7(0,T)

[\ J/

~
1V

(4.18)

Um den Erwartungwert IV zu bestimmen, sei darauf hingewiesen, dass das Integral fOT n(s)dW(s)

eine N/ (0, fOT nQ(s)ds) -verteilte Zufallsvariable ist. Dies folgt analog zu obriger Argumentation
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mittels [16, Theorem 4.4.9]. Mittels einer analogen Rechnung wie in (4.9)) ergibt sich
wobei ¢ die Dichte der Standardnormalverteilung ist. Also erhalten wir
T e 1
111 = —E(/ n(s)dW(S)H{G<iR1(T)B1(0,T)}) + 5/ 7]2(3)d5 . P(G < XR_1<T)B_1<O, T)>
0 0
1, |- -1
= ~Violhs(N) + 5 [ (s)ds PG < RTT)BTH0,T)
0
2 A

= —vkp(hz(N)) + 1& : IP(G < lR—l(T)B—l(o, T)). (4.19)

Wir bestimmen nun .
]P’(G < XRl(T)Bl(O,T)),

um den Erwartungwert /1 berechnen zu konnen. Es gilt

]P’(G < %R‘l(T)B‘l(O,T)) _ / " o (y)dy

Y3

1 2
= ex - =
ys V2TK p( 2K )
2
dx

e ()

mit v, 1= 3—% und ¢, als Dichte der NV (0, x)-Verteilung. Ingesamt gilt dann also

IP’(G < %R‘l(T)B‘l(O,T)) = ®(hy(N)) (4.20)

mit ¢ als Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung und

—log(GA) —log(B(0,T)) + 3x _ —log(GA) — log(B(0,T)) +  J n*(s)ds
Vi T
(fo n%(s)ds

Mittels der Gleichungen (4.17)), (4.18]), (4.19) und (4.20) erhalten wir dann fiir den Erwartungs-
wert 1]

h4()\) =

N——
N |—=
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IT = log G)P(G < iR‘l(T)B‘I(O,T)> + 1og(B—1(o,T))1P><G < %R*(T)B*(O,T))
+ E(log(R‘l(T ))ﬂ{a<iRl<T)Bl<o,T>})
— log (%)@(h4()\))+log(3 (0,7))2(ha(N)) = VEd(h3(N))

+ %H : IP’(G < %Rl(T)Bl(O,T))

= log G)@(hz;()\))ﬂog(/? 10, 7))@ (ha(N)) — VE(hs(A ))+%ﬁ¢(h4(k))-

Der optimale erwartete Endnutzen w(\) in Abhéngigkeit des optimalen Lagrangeparameters,
welcher durch die Gleichung (4.13)) eindeutig bestimmt ist, ist gegeben durch

1
w(A) = ]E(log(G)ﬂ{GZ}\R(T)B(O,T)}) + E(log (XR(T)B(O;T)) IL{G<}\R(T)B(O,T)})

= 10g(G)B(ha(V) + o 5 ) 2(ha(0) + log(B~ (0. T)B(A(Y) — VRo(la()

+ 5N,

wobei ¢ beziehungsweise ® die Dichte beziehungsweise die Verteilungsfunktion der Standard-
normalverteilung ist. O]

Analog zu Satz erhalten wir das folgende Resultat fiir die optimale Handelstrategie:

Satz 4.9 Betrachte eine logarithmische Nutzenfunktion. Seien die Annahmen von Abschnitt
erfillt und sei b > G - B(0,T) mit B(0,T) gegeben wie in Gleichung (4.11)). Dann ist die
optimale Strategie gegeben durch:

i) kaufe G Nullkuponanleihen mit Maturitit T fir einen Preis von jeweils B(0,T) und

ii) investiere das restliche Startkapital b — G - B(0,T) in eine Strategie, welche eine Call-
Option auf #(T) repliziert. Diese ist das optimale Vermdgen in einem unbeschrdnkten
Portfoliooptimierungsproblem mit modifizierten Anfangskapital.

Kommen wir nun zur Optimierung im Fall einer Power-Nutzenfunktion. Auch hier wollen wir
zunéchst das unbeschréankte Portfolioproblem 16sen und halten uns dafiir an [I7, Abschnitt 4.2].
Es muss also gepriift werden, dass fiir die beiden Erwartungswerte

E(H(T)) <oco  und E(H(T)—li‘a) <00
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gilt, um Satz anwenden zu koénnen. Die Giiltigkeit der ersten Ungleichung wurde bereits
im Abschnitt gezeigt. Um die zweite Ungleichung zu zeigen, nutzen wir wieder das Forward-
Martingalmafl. Mittels eines Maflwechsels gilt

o

(#r) % ) = 5((rr)B0. )
~ (e (RDBO.7) )
= B(0,T) T EFT (R(T)lla).

Da es sich bei dem Prozess (R(t)) um einen Dichtequotientenprozess handelt, welcher nach

[.7) die Darstellung

r(t) = ([ a3 [ (o)is)

besitzt, n nach Bemerkung deterministisch ist und Wy ein Wiener-Prozess beziiglich des
MaBes Pr ist, ist R(t) eine log-normalverteilte Zufallsvariable beziiglich des Mafles Py. Somit
ist der obrige Erwartungswert auch endlich. Also sind die Voraussetzungen von Satz[1.23]erfiillt
und nach obriger Gleichung ist das optimale erwartete Endvermdégen gegeben durch

1

CA) = (AH(T))=T,

wobei der optimale Lagrangeparameter A eindeutig bestimmt ist.

Betrachten wir nun das Portfoliooptimierungsproblem mit Garantie. Zu Zeitpunkt 7" muss der
Fond eine Auszahlung von G > 0 garantieren konnen. Dazu benotigt er ein Startkapital von
mindestens

G- B(0,7T),

wobei B(0,7) in Gleichung (4.11) gegeben ist. Wir nehmen also nun an, dass b > G - B(0,7)
ist. Das optimale Endvermégen C' = C'(\) in Abhéngigkeit des Lagrangeparameter A ist dann
gegeben durch

C(\) = max{G, (AH(T))=7}. (4.21)
Der optimale Lagrangeparameter kann berechnet werden durch 16sen der Gleichung
Vo(C(N) = G - B(0,T) + C(AH(T))77,G) = b, (4.22)

wobei auch hier die Call-Option C((/\H(T))ﬁ, G) die Maturitdt 7' mit 7' < 7% und das Un-
derlying (AH(T))s1 die Maturitéit T* besitzt.

Um den optimalen erwartete Endnutzen bestimmen zu konnen, ist es wieder wichtig diese
Call-Option in Gleichung bewerten zu konnen. Durch diese ist der optimale Lagrange-
parameter A\ eindeutig bestimmt. Da wir uns in einem Vasicek-Modell befinden, ist die in der
Gleichung auftretende Call-Option bewertbar, weil in dem Vasicek-Modell die Volatilitit eines
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4 Portfoliooptimierung mit deterministischer Garantie

Bonds deterministisch ist, siehe Satz Mittels der Bewertungsformel einer Call-Option in
diesem Modell, Satz [2.10] ergibt sich fiir die Gleichung (4.13) hier, dass

CUNH(T))57,G) = Aa1d(dy) — GA=TD(d,) (4.23)
mit
0 1
_ = — :1
d; 273 og(G)
dy = dy — 9,
wobei
<= 0 (T —T) 1 — e 20T
=3 (1 ‘ 2

und ¢ die Verteilungsfunktion einer Standardnormalverteilung ist.

Satz 4.10 Der optimale erwartete Endnutzen w(\) ist in einem FEinfaktor Vasicek-Modell mit
einer Power-Nutzenfunktion U(z) = £, a € (0,1) gegeben durch

wuy:é@ww@@»+»&3mjw%@ymgn)
wobei
oo ()
K= /OTHQ(S)CZS
und

ks(\) = —(or— 1) log(G) + log\(/)%) +1log(B(0,T)) — %,{7
B (a — 1) 1log(G) — log(\) — log(B(0,T)) + 2(02:111)5
ks(X) = 7 |

Beweis: Die Berechnung des optimalen erwarteten Endnutzens erfolgt mithilfe des Forward-
Martingalmafles. Es gilt

w(A) = ggg(}g)E(U(C))

= Genn) E(%)
=E <é(maX{G, [(AH(T»})Q)
- é]E ((maX{G, ()\H(T))‘*ll})a)
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E( (max{G*,(AH(T))>—7 }))

-2
(

ax{G®, )\R(T)B(O,T))Oﬁl})>

m
( gz ormBom) =T 1}> +E((AR(T)B (O’T))alH{G"‘<(>\R(T)B(O,T))agl}>)

-~

I 11

QI*—‘ QI*—‘ QI*—‘

—— =

(4.24)

Eine zu (4.15)) analoge Rechnung liefert uns mittels

R = e (= ([ aae) - 5 [ osas) )

G* > (AR(T)B(0,T))a71 < G* > A\a1R(T)=1B(0,T)a1
& GO\ a1B(0,T) a1 > R(T)a1

-1 o o g I
log (G"‘)\MB(O,T)M) > / A(s)AW (s) 5 / 7 (s)ds
0 0
a—1 __a _ o 1 T 2 T
& — log | G\ =-1B(0,T) a1 +§/ n (s)dsZ/ n(s)dW (s)
0 0

dass

Q
=

gilt. Mittels der Logarithmengesetze ergibt sich fiir den linken Teil der Ungleichung

O‘; ! log (GaAa“lB(o,T)a“l) +%/0 n?(s)ds = log <Ga—1m) +%/O n?(s)ds
= (a — 1)log(G) — log(A) — log(B(0,T))

—1—%/0 n*(s)ds
und insgesamt
(a—l)log(G)—log()\)—log(B(O,T))—i—% /0 n2(s)ds > /0 n(s)dIV (s). (4.25)

=Y

Mittels einer zu dem Fall elner logarithmischen Nutzenfunktion analogen Argumentation mittels

[16, Theorem 4.4.9] ist fo (s)dW (s) eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert
0 und Varianz fo s)ds. Auch hier wollen wir die Notation
T
K= / n*(s)ds (4.26)
0
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verwenden. Nun betrachte den Erwartungswert /. Dieser ldsst sich berechnen zu

=k (G 1{@&>(AR(T>B<0¢>)&“1}>

=C E@{G@(AR(T)B(O,T))J“})

=GP (GO‘ > (AR(T)B(O,T))&)

=G / ox(y)dy
Y

4

Ge / — ( yQ)d
= exp | —=—
vs V2TK P 26 ) Y

mit g, 1= 3—‘% und ¢, als Dichte der NV (0, x)-Verteilung. Insgesamt ist dann
I =G*®(k3(N)) (4.27)
mit
—(a — 1) log(G) + log(\) + log(B(0,T)) — 1
k3()\) = (C( ) Og( >+ Og\(/_) _'_ Og( ( ’ )) 2’% (428)
K

und ¢ als Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Nun kann der Erwartungswert
11 berechnet werden zu

1= E((AR(T)B(O, )1, (AR(T)B(QT)MJ

= <)‘°‘1 B(0,T)>= R(T)>= ]1{G0<()\R(T)B(O,T))aal}>

= \a-1B(0,T)a1 E(R(T)al1{G0<(>\R(T)B(0,T))aa1}> . (4.29)

(& J/
-~

117

Auch in diesem Fall wird zunéchst den Erwartungswert 111 bestimmt:

[T =K (R(T) e cormomy T })

o T
:E<6Xp (m</0 n(S)dW(S) )) {Go<(AR(T (OT))&%I}>
B Sy )

(. J/

(4.30)
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Der Erwartungwert I'V ergibt sich wie folgt:

T
IV = E(exp (%/0 n(s)dW(s)) 1{G“<()\R(T)B(O,T))aa1}>
= /y4 exp (%?O e (y)dy
0 o 1 2
= /y4exp (a— 1y) mexp (— %)dy
> a y? 1
= /_y4 exp (Ey - %) mdy

Wir betrachten den Exponenten der Exponentialfunktion:

Also folgt

IV:/ exp
—Y4

) ()

xp [ — — K
. P YT o V21K Y

(o]
—x Yat gk

mit v = N Es ergibt sich dann fiir den Erwartungswert I'V:

o T
1V = E(exp (—a — /0 n(s)dW(s)) IL{G%()\R(T)B(O’T))&J
1 « 2
= exp (ﬂ (a — 1&) ><I>(k4()\)), (4.32)

wobei
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(o — 1) 1og(G) — log(A) — log(B(0,T)) + 3 fOT n*(s)ds + 25k

\/E
(o —1)1og(G) — log(\) — log(B(0,T)) + 52H-k

2(a—1)
Ve |
Durch Einsetzen der Gleichung (4.32)) in (4.30)) erhalten wir fiir den Erwartungswert 111:

k4()\) .=

(4.33)

[II=FE (R(T)al Lo a5 (O,T»aa_l})

— exp ( - ﬁ /OT n2(s)ds) exp (i(oﬁ 1/{)2>(I>(k4(/\))

= exp ( - ﬁn) exp (i (a = 1K>2) O(ka(N)) (4.34)

und durch Einsetzen von in (4.29) den Erwartungswert I/

7= E<(AR(T)B(O, L0V ES DU (O,T»a%})

- A&B(O,T)cﬁlfxp ( - 2(%_1),{) exp (i(af 1,@)2)/@(1@4@))

-~

=C2
= \a-1B(0,T)a- 1640 (ky(N)). (4.35)

Insgesamt erhalten wir dann durch Einsetzen der Gleichungen (4.27) und (4.35) in (4.24) fiir

den optimalen erwarteten Endnutzen in Abhéngigkeit des Langrangeparameters

1 (e e
wd) = a (E (G H{G">(/\R(T)B(0,T))aa1}) + E(O‘R(T)B(O’T))al IL{Ga<(AR(T)B(0,T))aal}))

1
a

(G“@(kg()\)) + a1 B(0, T)a“—l@@(,&(A))),

wme (=)o (5 (5557) )

k3(A) wie in (4.28)), k4(A) wie in (4.33]) und x wie in (4.26)) definiert sind. Der optimale Lagran-
geparameter A kann durch 16sen der Gleichung (|4.22 ermittelt werden. O]

wobel
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Analog zu Satz erhalten wir das folgende Resultat fiir die optimale Handelstrategie:

Satz 4.11 Seien die Annahmen von Abschnitt[1.4] erfillt und sei b > G - B(0,T) mit B(0,T)
gegeben wie in Gleichung (4.11). Dann ist die optimale Strategie fir das in diesem Abschnitt
beschriebene Portfoliooptimierungsproblem bei einer Power-Nutzenfunktion gegeben durch:

i) kaufe G Nullkuponanleihen mit Maturitdt T fiir einen Preis von jeweils B(0,T) und

i1) investiere das restliche Startkapital b — G - B(0,T) in eine Strategie, welche eine Call-

Option auf(/\H(T))ﬁ repliziert. Diese ist das optimale Vermdgen in einem unbeschrdankten
Portfoliooptimierungsproblem mit modifizierten Anfangskapital.

4.4 Optimierung in einem Mixed Stock Bond Markt

In diesem Abschnitt betrachten wir einen Mixed Stock Bond Markt und ausschliellich eine
Power-Nutzenfunktion. Es soll eine Optimierung zum Zeitpunkt 7', mit 7' < T™* durchgefiihrt
werden. Der Fond hat hier also die Moglichkeit neben dem Geldmarktkonto und dem 7™-Bond,
in eine Aktie mit Preisprozess S zu investieren. Das betrachtete Finanzmarktmodell wird in
diesem Abschitt somit zu einem hoherdimensionalen Finanzmarktmodell erweitert. Es gelten
fiir die Preisprozesse der drei Giiter die folgenden stochastischen Differentialgleichungen:

dp(t) = B(t)r(t)dt
dB(t, T*) = B(t,T*)(r(t)dt + op(t, T)dAW}(1))
dS(t) = St)(r(t)dt + os(t)dWE(E) + osp(t)dWE(L)),

wobei W = (Wpg, Ws)' ein 2-dimensionaler Wiener Prozess beziiglich des Mafles P und
W+ = (Wg, W) ein 2-dimensionaler Wiener Prozess beziiglich des dquivalenten Martingal-
mafBes P* ist. Durch Anwendung des Satzes von Girsanov folgt, dass

fiir previsibles ¥ = (9p5,95)" gilt. Gilt zudem

us(t) + ot T (1) =r(2),
ps(t) + os(t)Vs(t) + osp(t)dp(t) =r(t),

so ist der Markt vollstéindig und arbitragefrei. Weiter konnen wir den Dichtequotientenprozess

L wie folgt beschreiben

_dP”

Loy = dP

N = exp (/Ot Ip(s)dWg(s) + /Ot Vs(s)dWs(s) — %/Ot 105 (s) + 79%(5)’(18).

Zudem treffen wir die Annahmen, dass die Volatilitatfunktion og(t) # 0 fiir alle ¢, sowie ¥ als
auch die hier auftretenden Volatilitdten deterministisch sind.
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Ziel ist es zunéchst, die Funktion 7, welche das T-Forward-Martingalmafl Py sowie den Dich-
tequotientenprozess

% . = R(t) = exp (/Otn(s)dW(s) — %/Ot 172(s)ds)

determiniert, neu zu ermitteln. Dies ist durch die Hinzunahme der Aktie notwendig geworden.
Durch eine zu ([2.10) analogen Rechnung erhalten wir fiir einen 7-Bond:

dR(t) = B

0,7)"d(B"(t, T)L(t))

0,7)"M(L(t)dB*(t,T) + B*(t,T)dL(t) + d (B*, L),)

0,7) " (L(t)B*(t,T)op(t, T)dWg(t) + B*(t, T)L(t)(Ip(t)dWp(t) + Is(t)dWi(1)))
)((Ip(t) +op(t,T))dWp(s) + Js(t)dWs (1))

)

H(Wp(t) +o(t,T),05(t))dW (t)

(
B(
B(
B(
R

und somit gilt
Als néchstes wird das statische Problem fiir das Portfoliooptimierungsproblem ohne Garantie
gelosen. Mittels eines Maflwechsels zum dquivalenten Martingalmafles sieht man, dass

E(H(T)) < oo

ist. Mit einer analogen Rechnung zu oben erhalten wir

E(H(T)—l”‘a) < 00,

da der Erwartungswert einer logarithmisch normalverteilten Zufallsvariable gebildet wird. Somit
ist Satz anwendbar und wir erhalten fiir das optimale Endvermogen

1

C(A) = (AH(T))>T
mit einer eindeutig bestimmten Konstanten .

Nun wird das Portfoliooptimierungsproblem deterministischer Garantie gelost. Um am Ende
des Optimierungszeitraumes 7' eine garantierte Auszahlung in Hohe von G > 0 garantieren zu
konnen, ist ein Startkapital von mindestens

G- B(0,T)

erforderlich, wobei mit B(t,T) der Preis einer Nullkuponanleihe zur Zeit ¢ bezeichnet wird, die
eine Auszahlung von 1 zur Maruritat 7" besitzt. Wir nehmen also nun an, dass b > G-B(0,T) ist.
Auch hier kann das optimale Endvermogen C' = C'()) in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters
durch punktweise Lagrangemaximierung bestimmt werden zu

C(\) = max {G, (\H(T))="1}. (4.36)
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Der Lagrangemultiplikator A kann berechnet werden durch Losen der Gleichung
Vo(C(\) = G- B0, T) + C((AH(T))a1,G) = b, (4.37)

wobei C((AH (T))ﬁ,G) den Anfangspreis einer Call-Option mit Strike G auf ein Asset mit
Auszahlung (AH (T))ﬁ zur Zeit T ist. Um das optimale Endverméogen explizit berechnen zu
konnen, ist es wieder wichtig den Anfangspreis der Call-Option in Gleichung exakt be-
stimmen zu konnen. Da wir in diesem vollstdndigen Mixed Stock Bond Modell vorausgesetzt
haben, dass die Volatilitdten deterministisch sind, ist der Anfangspreis dieser Call-Option be-
stimmbar. Der optimale erwartete Endnutzen wird mittels des folgenden Satzes bestimmt.

Satz 4.12 Der optimale erwartete Endnutzen w(\) ist bei einem Mized Stock Bond Modell

fiied

und einer Power-Nutzenfunktion U(x) = =, a € (0,1) gegeben durch

0 = 2 (G B(h(0) + AT BO. TG0 (N) ),

wober
o 1 «
(o i=exp ( -1 ) exp (§ (a > ) (4.38)
K= /0 n*(s)ds = / s)ds +/0 nz(s) (4.39)
- (1= a)log(G) +log(A) +log(B(0,T)) — 35
ks(N) : = NG
(1 —a)log(G) +log(\) +log(B(0,T)) — %(fOT n5(s)ds + fOT ng(s)ds)
\/fOT n%(s)ds + [ n3(s)ds
und
(o= 1)10g(G) ~ oY) ~ ox(B(0.) — (2% )
kﬁ()\) .=

\/E
(o= 1)108(6) ~ oY) ~ 0g(50.7)) ~ (5585 ) (7 b ohds + J) w5

VI n3(s)ds + [ n3(s)ds
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Beweis: Beachte zunéchst folgende Notation:

T T T
| neaws) = [ st + [ staws(s)
0 0
/ 193 + O'(S T dWB / 195 dWS
Der Beweis folgt auf analoge Weise zu dem Beweis von Satz Fiir den optimal erwarteten
Endnutzen in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters gilt

1 . o
w(A) = a (E(G l{Gaz(AR(T)B(o,T))%}) +E<()‘R(T)B(O’T)>a_lﬂ{Ga<(AR(T)B(o,T))cﬁ1}> )
7 '

11

(4.40)

r)s = e (=5 [Oawawts) -5 [ ares) )

gilt, liefert uns eine zu (4.15)) analoge Rechnung

G > (AR(T)B(0,T))aT & — ! log (GQA&B(O,T)&) +1/0 n?(s)ds > /0 n(s)dW (s),

2
/OT n(s)dW (s) = /OT ng(s)dWp(s) + /OT ns(s)dWs(s)

definiert ist. Da sowohl ng(s), als auch ng(s) deterministisch sind und

wobei hier

t t
/ n%(s)ds < oo und / n%(s)ds < oo
0 0

fir alle ¢t < T gilt, sind die beiden Integrale fo np(s)dWp(s) und fo ns(s)dWs(s) nach [16),
Theorem 4.4.9] normalverteilt. Fiir zwei Zufallsvariablen X ~ N(uy,0%) und Y ~ N (2, 03)
gilt

X +Y ~ N+ 2, 07 + 03).

/DTn(s)dW(s) ~N<0, /DT ng(s)der/oT n%(S)di)

,fo 2(5 s

K= /OT n*(s)ds = /OT n%(s)ds + /OT nz(s)ds. (4.41)

Also folgt

Wir definieren wieder
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Mittels der Logarithmengesetze erhalten wir

a—1

log (Gak_aalB(O,T)_aal> = (o — 1) log(G) — log(A\) — log(B(0,T))

und insgesamt

(a — 1) 1log(G) — log(\) — log(B(0,T)) + %/0 n*(s)ds > /0 n(s)dW(s). (4.42)

(&

-~

=Ys

Mittels dieser Vorarbeit liasst sich der Erwartungswert I berechnen zu

-k (G H{Gaz(ARmB(o,T))ﬁ})

=G E(ﬂ{cw(w 7B <0T>>fﬁ1}>

—crp RT) B0, 7))

(
ma
A
- [ 7

mit J; = ¥z und ¢, als Dichte der N(0, k) = N(0, fo 2(s)ds + fo n%(s)ds)-Verteilung.
Insgesamt ist dann

I=G®(ks(N\)) (4.43)
mit
(1= a)log(G) +log(A) +log(B(0,T)) — 5
ks(N) - = NG
(1 — a)log(G) +log(N\) + log(B(0,T)) — %( OT n5(s)ds + fOT n%(s)ds)
= (4.44)
VI 3 (s)ds + [ nd(s)ds

und ® als Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.
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Als néchstes berechnen wir den Erwartungswert /1:

II=F <()\R(T)B(0, T))a1 1{Ga<(AR(T)B(07T))aa1})

=k (AM B(0,T)== R(T)== ﬂ{Ga<(AR(T)B(o,T))of’1})

= \a1B(0,T)a 1 E (R(T)a—l L o cinrimB (O’T))ﬁ}) . (4.45)

. 7

-~
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Auch in diesem Fall bestimmen wir zunéchst den Erwartungswert [11:

{Ga<<AR(T>B(0,T)>ﬁ})

= o) T 1T,
— exp o i n(s)dW(s)—§ i n-(s)ds ]I{G%(/\R(T)B(O’T))%}

o o o T
= exp (— m/o n (s)ds) EE(eXp <m/o n(s)dW(s)) IL{GQ<(AR(T)B(O7T))$1})J.

-~

1V

III=TF (R(T)Jil 1

(4.46)

Analog zu dem Beweis von Satz erhalten wir fiir den Erwartungswert I'V:

T
Q@
i :E<eXp (ﬁ/o ”<3)dW(S)) 1{@&<(AR(T)B(0,T))&}>
1 « 2 /y; x? 1 d
Plola-1" o P 2 )27 v

= exp (i( a /4:)2>(I>(k6()\)), (4.47)

26\ —1

wobei

o
—% Ys + oa—lK'

3/5 T \/E

und

kg(\) : = (o —1)log(G) —log(}) — 10g(f%<0, 7)) =L [ nP(s)ds + -2k

(v — 1) log(G) — log(\) —log(B(0,T)) — <ﬁ - %)I{
- NG
(o= 1)10g(G) ~ oY) ~ 0g(50.7)) — (585 ) (b ohds + J w5

\/foT np(s)ds + fOT nz(s)ds

(4.48)
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Durch Einsetzen der Gleichung (4.47)) in (4.46|) erhalten wir fiir den Erwartungswert 111:

HI=1E (R(T)a_l IL{Ga<(m(T)B(0,T))aal})

o g f o (& ) Yo

o 1 a 2
= - — D(kg(A 4.4
o (- g ) = (g (7277) oo 49
und durch Einsetzen von (4.49) in (4.45) den Erwartungswert I1:

II=E (()\R(T)B(O, TN s (O,T))aa_l})

— AT B(0, T) TG (ks (V) (4.50)

( o 1 « 2

=e ——— ke — :

2= P T o)) P ek 1"

Insgesamt ergibt sich durch Einsetzen der Gleichungen (4.43)) und (4.50)) in (4.40))

1 @ S
w(d) = a (E (G ﬂ{G“Z(AR(T)B(O»T))‘f—l}) * E(()\R(T>B(O’T>)al H{GQ<(/\R(T)B(O7T))aa—1}))

=§memu»+mﬂmanfw@www)

e _ o o 1 o} 2
2= P\ T o)) P\ \a 1) )
ks(\) wie in (4.44), kg(A) wie in (4.48) und k wie in definiert sind. O

Bemerkung 4.13 Wie wir sehen, ist der optimale erwartete Endnutzen in Abhéngigkeit des
Lagrangeparameters exakt durch eine zu Satz analoge Rechnung ermittelt worden. Auch
die Struktur der Losung unterscheidet sich nicht vom Fall des Vasicek-Modells. Der Unterschied
besteht jedoch bei den Werten der verwendeten Parameter wie beispielsweise von 7. Da dies im
Fall der logarithmischen Nutzenfunktion nicht anders ist, betrachten wir hier nur die Power-
Nutzenfunktion.

mit

wobel

Die optimale Strategie erhalten wir analog zu Satz [£.1}

Satz 4.14 Seien die Annahmen von Abschnitt[1.4] erfillt und sei b > G - B(0,T). Dann ist
die optimale Strategie fiir das in diesem Abschnitt beschriebene Portfoliooptimierungsproblem
gegeben durch:

i) kaufe G Nullkuponanleihen mit Maturitit T fir einen Preis von jeweils B(0,T)

i1) investiere das restliche Startkapital b — G - B(0,T) in eine Strategie, welche eine Call-

Option auf(/\H(T))ﬁ repliziert. Diese ist das optimale Vermdgen in einem unbeschrdnkten
Portfoliooptimierungsproblem mit modifizierten Anfangskapital.
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4 Portfoliooptimierung mit deterministischer Garantie

4.5 Optimierung in einem GauBBschen HJM-Modell

In diesem Abschnitt wird das Portfoliooptimierungsproblem mit deterministischer Garantie
in einem Gaufischen HJM-Modell mit Markovscher Short-Rate gelost. Hierfiir verweisen wir
nochmals auf die Annahmen fiir dieses Modells aus Abschnitt [3.3] Zudem muss die Martingal-
methode anwendbar sein. Da die Optimierung im HJM-Modell iiber das Thema dieser Mas-
terarbeit hinausgeht, werden hier nur die Ergebnisse dargestellt. Nach [9, Abschnitt 3.1] ist
die Martingalmethode bei einer logarithmischen Nutzenfunktion in einem allgemeinen HJM-
Modell anwendbar, bei einer Power-Nutzenfunktion aufgrund der deterministischen Bondpreis-
volatilitdten jedoch nur in Gauflschen HJM-Modell mit einem deterministischen Marktpreis
des Risikos. Aus diesem Grund betrachten wir auschlielich das im Abschnitt B.3] beschriebene
Gauflsche HJM-Modell mit Markovscher Short-Rate.

Zunéchst betrachten wir das Optimierungsproblem im Fall einer logarithmischen Nutzenfunk-
tion. In diesem Abschnitt wird von einem Handelszeitraum [0, 77| ausgegangen, jodoch zu dem
Zeitpunkt T < T™ optimiert. Des Weiteren wird angenommen, dass das Geldmarktkonto nicht
zur Verfiigung steht. Dies bedeutet, dass das Numeraire-Asset das n + 1-ste Asset ist. Dessen
Preisprozess wird zum Zeitpunkt ¢t < T mit B(¢,T,, ;1) bezeichnet. Somit ist

H() = m”ﬂ

mit

L(t) = exp (é/ot 9, () AW (u) — %/Otéﬁg(u)du>
~ exp (Z:;/Ot 9 (u)dW; () + XZ; /Ot 9 (u)du — %/{:éﬁ?(u)du),
denn mit [9, Korollar 3.4] ist

Wi(0) = W50 = [ (i

Das optimale Endvermogen C'(\) in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters fiir das Portfolio-
optimierungsproblem mit Garantie ergibt sich nach nach (4.3) zu

C(\) :maX{G,%(T)}.

Die Gleichung (4.4)) fir ein G > 0, sodass b > G - B(0,T) ist dann gegeben durch

G-B(O,T)+C()\H;(T),G> — b, (4.51)
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4 Portfoliooptimierung mit deterministischer Garantie

wobei B(0,T') hier gegeben ist durch

B(0,T) = exp ( - /OTf(O, s)ds>

und C ()\ T G) der Anfangspreis einer Call-Option auf das Asset mit Strike G und

1
XH (T
Maturitdt 7' mit 7" < T™ ist. Des Weitern hat das Underlying ﬁ(T) dieser Call-Option die
Maturitéat 7.

Diese Call-Option C (/\H(T),G) lasst sich mittels [13, Satz 2.18] wie folgt bewerten:

1 1 1
c( G> = B0, T2, 8(dh) — G5 B0, T ) (d)
mit

i log ( (083) ) + 27 (0% (u, T*) — o (u, T))du

GB(0T011)

dl - )
\/fo (u, T*) — o*(u, T))%du
(013) Y — ol T2
] log (GB(O Tn+1)) 3 fo (u, T*) (u, T))?du
2 =

\/fo (u, T*) — o*(u, T))%du
sowie o*(t,T) = ftT o(t,u)du und ® als Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

Wir bestimmen nun den optimalen erwarteten Endnutzen in Abhéngigkeit des Lagrangepara-
meters A, welcher eindeutig durch Gleichung (4.51f) bestimmt ist.

Satz 4.15 Der optimale erwartete Endnutzen w(X) ist bei einem Gauf$schen HJM-Modell mit
Markovscher Short-Rate bei einer logarithmischen Nutzenfunktion gegeben durch

() =og(G)0(1s() + 1o 5 ) 2(ha() = VE(hs(N)
(log( (T, Tpi1)) Z/ w)du + = /Zﬁ?(u}du)@(hﬁ()\)),

wobes

log(GAB™ (T, T,,11)) + Z fo 0% (u)du — —fo 2192
\/; Iy 92 (u)du
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—1og(GAB (T, T, 11)) — 231 fOT 02 (w)du + § fOT 23119%“)6[“
j= j=

\/il fOT ﬂ?(u)du

und v = Z fo 192 Ydu. Des Weiteren sind ¢, ® die Dichte beziehungsweise die Verteilungs-

hG()‘) =

funktion der Standard-Normalverteilung. X ist eindeutig bestimmt als Losung der Gleichung
(4.51]).

Beweis: Es gilt

w(A) = max E({U(C(V))

1
= E<10g(G)1{G>)\H(T)}> +E(10g (m) ]‘{G< AHI(T)}> .

~~ ~\~
I

11

Um den Erwartungswert I zu bestimmen, betrachten wir zunéchst wieder die Indikatorfunktion.
Es gilt

& GAB YT, Tyi1) > (—

—log(GAB™ (T, T,,11) /192 Ydu + = /ZﬁQ Ydu < Q

(. J

= _yG

@ = SHD)

mit
Q=3 [ aitmaww

Da jedoch ¥ deterministisch ist und

t
/ 93 (u)du < oo fir alle t <7 und fiir alle j
0

S [ vswason ~ (0.3 [ ).

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit definieren wir

n_T
U= Z/ 03 (u)du
j=1""

Es ergibt sich dann fiir den Erwartungswert I mittels Substitution:

gilt, ist
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4 Portfoliooptimierung mit deterministischer Garantie

I=EK ( lOg(G):H_{G> S })
= log(G)E (Il‘{G> /\H(T) })

_ log(G)IP’<G = Hlm)

= log(G) /OO oo (y)dy

—Ye

o) 2
Y 1
= log(G - = d
og( )/_% eXP( 2v) ey
Yo 2 1
= log(G) / exp ( — %) \/_Q_de

mit g := = und ¢, als Dichte der N (0, v)-Verteilung. Also ist dann

I =1og(G)®(hs(N)),
wobei

log(GAB™(T, T, 1)) + Zfo 0% (u)du — —fo 2192

h5(>\) =
;fOT ﬁ?(u)du

Fiir den Erwartungswert /1 ergibt sich:

I = E(log <%<T)) ﬂ{ag,;m})
_ IE( i)l{GﬁHﬂm}) +E(log(H_1(T))1{G<M;(T)}>
( E(ﬂ{G</\H(T)}) +]E(log(H (T))H{Gq}}m})
( (G < ) + E(log(H_l(T))ﬂ{Gng(T)})

Bl () + (log<H-1<T>>ﬂ{G<A;m})-

v~

111

._.
o
(0]

/\\

,_‘
o
o

5

03
N

=

P S N S

/\
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Es ist nun:
17— E(logw—l(z’))ﬂ{eg;m})
s (LR oY QUDTIATES oy ACTUUES Y B 0T
T
(log (T, Ti1) Z/ w)du + 3 /2192 )( AH1<T))
_ E(Z RO —
:(mg(B(T,TnH))—i/OTﬂ Jdu+ 5 /Zﬁ? ) o)
2( 3 [ B 01y

= (tout(r. 1) Z/ w)du+ - /2192 D )1 () V00

mit
—log(GAB™YT, Ty, 1)) 2 Jy 2 (w)du+ L [T ZW
he(\) = : (4.53)
;fo ﬁ?(u)du

Somit ergibt sich die Behauptung:

1
) +E (18 (77 o)

w(\) = ]E(log(G)]l{G> 1

— 108(G)(hs() + 1og ( 5 ) (A1) ~ VF0(Bs(Y)
<log (T, Tns1)) Z/ w)du + = /202 du) (hs(\)

mit hs(A) und hg(\) definiert wie in und (4.53). O
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4 Portfoliooptimierung mit deterministischer Garantie

Auch hier leitet sich die optimale Strategie von Satz [4.1] ab:

Satz 4.16 Seien die Annahmen von Abschnitt sowie von Kapitel [q erfillt und sei b >
G-B(0,7)) mit B(0,T) = exp ( fo f(0,s ds) . Dann ist die optimale Strategie gegeben durch:

i) kaufe G Nullkuponanleihen mit Maturitit T fiir einen Preis von jeweils exp (—fOT f(0, s)ds)

ii) investiere das restliche Startkapital b— G - exp ( fo f(0,s ds) in eine Strategie, welche

eine Call-Option auf /\H;(T) repliziert. Diese ist das optimale Vermdogen in einem unbe-
schrinkten Portfoliooptimierungsproblem mit modifizierten Anfangskapital.

Als néchstes wird das Portfoliooptimierungsproblem in einem HJM-Modell fiir eine Power-
Nutzenfunktion gelost. Es wird exakt derselbe Finanzmarkt wie im Fall der logarithmischen
Nutzenfunktion betrachtet. Auch hier wird wieder angenommen, dass das Geldmarktkonto nicht
zur Verfiigung steht und die Laufzeit der Bonds betrdgt T*. Das optimale Endvermogen C/()\)
in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters fiir das Portfoliooptimierungsproblem mit Garantie
ergibt sich nach nach zZu

C(A) = max {G, (/\H(T))all}.

Die Gleichung (4.4) fiir ein G > 0, sodass G exp ( fo > < b, ist dann gegeben durch

Gexp ( - /OTf(O, s)ds) +c((AH(T))a1—1,G) — b, (4.54)

wobei C <()\H (T))ﬁ, G> der Anfangspreis einer Call-Option mit Maturitat 7, T" < T*, auf
das Underlying (AH (T))ﬁ und Strike G ist. Des Weiteren hat das Underlying die Maturitét
T*. Diese Call-Option C <()\H(T))a£1, G> lasst sich mittels [13] Satz 2.18] wie folgt bewerten:

c((AH(T))(ﬁl,G>:Aci1<B(+%)QL O(ds) — GAa—1 (myil@(@)
mit

—1log(G) 4+ =45 log ( (0 Tnt1) > + 3 fo (u, T*) — o*(u, T))*du
d3 = )
\/fo (u, T*) — o*(u, T))*du
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_ log(G) + ﬁ log (ggg?}fﬂ;) . % 0T (g*(u, T*) _ g*(u,T))2du

d4 = )
\/fo (u, T*) — o*(u, T))?du

sowie o* ft (t,u)du und P als Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

Satz 4.17 Der optimale erwartete Endnutzen w(\) ist in einem Gaufsschen HJM-Modell mit
Markovscher Short-Rate bei einer Power-Nutzenfunktion gegeben durch

w(\) = a(aa (k7(\)) + A\e 1B~ al(TTn+1)exp( _1(2/ ¥ (u du——/ ZW ))

exp (2111 (a « 1U>2> @(kg(x)))

wobei
(1 —a)log(G) +log(A\) —log(B(T, Ty11)) + Z fo 03 (u)du — 5 fo Z 03 (u
kr(A) = )
5
(a — 1) log(G) — log(A) + log(B(T, T41)) — zi: f u)du + 5 fo Z 03 (u)du 4+ 25v
ks(A) = —

Jo

und v = Z fo 192 Ydu, sowie ¢, ® sind die Dichte beziehungsweise die Verteilungsfunktion
der Standard Normalverteilung. X ist eindeutig bestimmt durch Losen der Gleichung (4.54]).

Beweis: Es gilt

w(A) = C%Sfi)E(U(C))

- 523<)§>E(ia)

—E (é(maX{G, I(\H (T))})“>

- éE((max{G, ()\H(T))all})a)
((max{Ga, (AH(T))“al}))

)
_ (g +E( (\H(T))a>11
T {Go>(\H(T))a~T} (AH(T))a= {Ge<(AH(T))a~T}

N J/ N J/
-~ -~
1

11

4
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Die Ungleichung
GN"a1 > B a1 (T, Typa) Lot (T)

ist dquivalent zu

(a — 1)10g(G) — log(\) + log(B(T, Th11)) Z/ 2 (u)du + = / 2192 Ydu > Z

=7

Z = Z_;/o Vi (w)dW; (u)

n_T
Z hat somit nach [16, Theorem 4.4.9] eine N/ (O, Z / 19?(u)du> Verteilung, da v; determi-

mit

N J/
-~

=v

nistisch und

t
/ Yj(u)du < oo fiir alle ¢ < T und alle j
0

ist. Der Erwartungswert I lasst sich mit der Substitution x = \% wie folgt berechnen:

- E(Gal{caz@flm)ﬁ})
- GQE(E{GQZM(T»%})
= G°P (Ga > ()\H(T))aa—l>
=G" / po(y)dy

y7
T x? 1
—00 P < 2 ) V 27’1’
mit ¢, als Dichte der A'(0, v)-Verteilung und 7, = “&. Somit ist
I =G*®(ks(N))
wobei

(1 — a)log(G) +log(A\) — log(B(T, Ty11)) + Z fo 03 (u)du — 5 fo Z 03 (u

¢2Lm

kf?()\) =

(4.55)
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Fiir den Erwartungswert 11 gilt:
= E<(AH< DTG (AH(T))@‘L})

a a - T 1 &
= Ao 1B o 1(T,T,41) exp (%(Z/ ﬁ?(u)du - 5/ Zﬂ?(u)du))
- — Jo 0o

E(exp( )Z/ ﬂ{Ga <OH (T))ﬁ}du).

J/

N

=: II

Berechnen wir nun den Erwartungswert I11. Es gilt

11T = E(exp( _1)2/ ﬂ{Ga<(>\H( ))aal}du)

2/:; exp (my) o(y)dy

_ —1 2v ) /270

yr

Der Exponent der Exponentialfunktion lasst sich mittels der Binomischen Formel wie folgt

umformen:
2 2 2
« Y 1 « «
-5 = — v| — v
a—1"" 20 QU((y a—l) (a—l))

und somit folgt

Q

00 2
Y 1
= ex s — d
/W p(a—ly QU)\/Zﬂvy
() o)
=exp | — xp [ —
p 20\ a—1 s b 2v 2mv Y
o (5(:2) ) [ ()
=exp | — v xp | — | —=dzx
Plav\a—1 P\ 727 ) Von
1 a 2 vz —x? 1 d
oo (5, (50) ) Lo (5 ) e

e
o2l henutzt wurde und

Q

Q

wobel bei dem vorletzen Gleichheitszeichen die Substitution x = NG
s = a1 R Y ist. Also ist dann

II7T = exp (% <a « 10)2) B(ks(M))
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mit ¢ als Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung und

(v — 1) 1log(G) — log(N) +log(B(T, Ty41)) Z fo 03 (u)du + 3 fo Z V3 (u)du 4 25 v

ks(A) = \/5

(4.56)
Durch suksessives Einsetzen der Gleichungen erhalten wir

1 «
w) = E(E(G Jl{Ga><MuI<T>>cf”1}) +E((AH(T>) "Ligecone ))a‘“}))

Q(GO‘ (kz(\) + A\a1B~ al(TTnH)eXp( _1<Z/ 92 (u du——/ 2192 ))

exp (21,0 (a « 1U)2> Q)(kg()\)))

mit k7(\) und ks(\) wie in ([£.55) und (4.56)). O

Auch hier leitet sich die optimale Strategie von Satz [4.1] ab:

Satz 4.18 Seien die Annahmen von Abschnitt[1.4 sowie von Kapitel [q erfillt und sei
b>G-exp ( fo f(0,s ds). Dann ist die optimale Strategie gegeben durch:

i) kaufe G Nullkuponanleihen mit Maturitiat T fiir einen Preis von jeweils exp (—fOT f(0, s)ds)

i) investiere das restliche Startkapital b— G - exp (— fOT f(0, s)ds) in eine Strategie, welche

eine Call-Option auf ()\H(T))ﬁ repliziert. Diese ist das optimale Vermogen in einem
unbeschrdankten Portfoliooptimierungsproblem mit modifizierten Anfangskapital.

Insgesamt wurde das Portfoliooptimierungsproblem mit deterministischer Garantie in einem
einfachen Black-Scholes Modell bis hin zu einem mehrdimensionalen HJM-Modell gel68t. Im
nachsten Kapitel wird dieser Ansatz zu einer stochastischen Garantie verallgemeinert.
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In diesem Kapitel wird das Optimierungsproblem aus Kapitel [f] verallgemeinert. Die anfangs
gesetzte Garantie, die der Fonds am Ende des Handelszeitraums auszahlen muss, soll jetzt keine
deterministische Konstante mehr sein, sondern eine Zufallsvariable.

Wir leiten fiir diesen allgemeineren Ansatz zunéchst einen allgemeinen Losungweg fiir das Op-
timierungsproblem her und wenden diesen anschlieend auf verschiedene Modelle und verschie-
dene Nutzenfunktionen an.

5.1 Allgemeine Methode

Zunachst wird das Portfoliooptimierungsproblem mit stochastischer Garantie allgemein be-
trachtet und eine Losung hergeleitet. Wie schon beschrieben ist der Unterschied zu Kapitel [4]
dass der anfangs festgelegte Benchmark G, den das Endvermdégen des Fonds mindestens errei-
chen muss, nicht mehr deterministisch, sondern stochastisch ist. Wir nehmen nun an, dass der
Fond zum Zeitpunkt 7" mindestens ein Endvermégen von G haben muss, wobei G jetzt eine
Fr-messbare, nicht-negative Zufallsvariable ist. G’ kann somit als T-Claim gesehen werden. Wir
verwenden die folgende Schreibweise:

Glt) =E* (%T)\ft)ﬁ(t).

Somit gilt fiir den Anfangswert von G

G
W(G)=G0)=E( — ).
Sel weiter
Al (b) == {r € A(b) : X"™ > G fast sicher}
und

Bi(b) :={C € B(b) : C > G fast sicher}.

Hierbei sind die Mengen A(b) und B(b) wie in (1.20) und ([1.21)) definiert. Das Optimierungs-
problem mit stochastischer, garantierter Auszahlung G' zur Endzeit T ist gegeben durch

max E(U(X""(T))) (5.1)
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und das statische Problem durch

EU(C)). 5.2

Jnax () (5.2)

Damit der Fond am Ende des Handelszeitraums T eine Auszahlung in Hohe von GG garantieren
kann, ist ein Startkapital von mindestens

notwendig. Wir nehmen also nun an, dass b > G(0) ist. Auch hier kann das optimale End-
vermogen C' = C'(A) in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters durch punktweise Lagrangema-
ximierung bestimmt werden zu

C(\) = max{G, INH(T))} = G + (I(AH(T)) — G)*. (5.3)

Um den optimalen Lagrangeparameter zu bestimmen, kann nicht mehr auf eine Call-Option
zuriickgegriffen werden. Wir betrachten dafiir eine Exchange-Option. Der Lagrangemultiplika-
tor A kann berechnet werden durch das Losen der Gleichung

Vo(C(A) = G(0) + E(I(AH(T)), G) = b, (5:4)

wobei E(I(AH(T)), C') den Anfangspreis einer Exchange-Option auf die beiden Claims I(AH (T'))
und G ist. Wir erhalten analog zu Satz die folgende Aussage:

Satz 5.1 Seinen die Annahmen von Abschnitt [1.4] erfillt und sei b > G(0). Dann ist eine
Lésung des Optimierungsproblems (5.2)) gegeben durch (5.3)) mit X als eindeutige Losung von
(5.4). Die optimale Strategie von (5.1) kann bestimmt werden durch

i) handel gemdf der Replikationsstrategie von der stochastischen Garantie G

i) investiere das restliche Startkapital in eine Strategie, welche die Exchange-Option
(I(AH(T)) — G)* repliziert.

Betrachte die Exchange-Option aus der Nebenbedingung . Wie zuvor bei der Call-Option
ist es fiir exakte Berechnungen wichtig, dass die Volatilitdten in dem jeweils betrachteten Fi-
nanzmarkt deterministisch sind. Das die Exchange-Option theoretisch bewertet werden kann,
liegt daran, dass wir ausschlieflich vollstdndige Mérkte betrachten. Wir geben wie im Fall einer
deterministischen Garantie eine Zusammenfassung des Losungswegs an:

i) Lose mittels der Martingalmethode das statische Problem des Portfoliooptimierungspro-
blems ohne Garantie in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters \.

ii) Bestimme mittels Gleichung die Nebenbedingung fiir das Portfoliooptimierungs-
problem mit stochastischer Garantie, um den Lagrangeparameter fiir dieses Problem
eindeutig festzulegen. Hierfiir muss eine Exchange-Option in dem jeweils betrachteten
Finanzmarkt bewertet werden.
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iii) Bestimme mittels Gleichung (5.3) das optimale Endvermogen in Abhéngigkeit des Lagran-
geparameters A. Das optimale Endvermogen ergibt sich anschlieSfend durch Einsetzen des
in (ii) festgelegten Parameters in das so erhaltene Endvermégen nach Satz

iv) Bestimme den optimalen erwarteten Endnutzen in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters
A

v) Bestimme mittels Satz die optimale Strategie.

5.2 Optimierung in einem Black-Scholes Modell

Die im vorherigen Abschnitt beschriebene Methode zur Losung der Portfoliooptimierung mit
stochastischer Garantie wird in diesem Anschnitt in einem Black-Scholes Modell auf eine loga-
rithmische und eine Power-Nutzenfunktion angewendet.

Dazu betrachten wir ein Black-Scholes Modell mit zwei Aktien S;, ¢ = 1,2, einem Bankgeldkon-
to [/ gemaf und eine logarithmische Nutzenfunktion. Wir gehen von einem Black-Scholes
Modell mit konstanten Koeffizienten aus. Die Aktien folgen der folgenden stochastischen Dif-
ferentialgleichung

wobei W = (Wi, W) ein zweidimensionaler Wiener-Prozess ist. Des Weiteren soll fiir die
Wiener-Prozesse

(Wi, Ws), =0 firallet <T

gelten und der Marktpreis des Risikos 9 = ()1, 1s) deterministisch sein. Es wird die folgende
stochastische Garantie

ausgestellt. Die Martingalmethode fiir das Portfoliooptimierungsproblem ohne Garantie kann
analog zu dem Fall einer logarithmischen Nutzenfunktion in Abschnitt angewendet werden.
Es ergibt sich ebenfalls das Ergebnis

wie in Beispiel gesehen.

Betrachten wir nun die Portfoliooptimierung mit stochastischer Garantie. Das optimale End-
vermoOgen C'(A) in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters fiir das Portfoliooptimierungsproblem

mit Garantie ergibt sich nach nach ([5.3)) zu

O\ :maX{G,)\H;m}.

Die Gleichung ([5.4) fiir eine nicht-negative Zufallsvariable G, sodass b > G(0), ist dann gegeben
durch

G(0) + E(TNH(T)), G) = G(0) +8<%(T),G> s (5.6)
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Nun ist es fiir die Berechenbarkeit des Optimierungsproblems von Bedeutung, dass die Exchange-
Option in dieser Gleichung bewertet werden kann. Eine allgemeine Bewertung einer Exchange-
Option in einem zweidimensionalen Black-Scholes Modell wird durch folgende Proposition
getatigt:

Proposition 5.2 FEs sei ein von einem Wiener-Prozess getriebenes zweidimensionales Se-
mimartingalmodell wie in Kapitel[1] gegeben. Wir nehmen an, dass die Volatilititen der Aktien,
der Drift als auch die Zinsrate Konstanten sind und die geeigneten Integrabilititsbedingungen
aus Kapitel[]] erfillt sind. Des Weitern gehen wir davon aus, dass

<W1, W2>t - O

gilt. Dann ist der Wert einer Exchange-Option, die dem Inhaber das Recht einrdumt, am Ende
des Handelszeitraumes [0, T| das eine Asset gegen das andere zu tauschen gegeben durch

8(81, 82) = Slq)(dl) — qu)(dg), (57)

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist und

log (‘;—;) + 30°T log (i—;) — 30°T
dl == d -

ovVT ’ oVT

maut
o:=1/0? + 03
Beweis: Ein Beweis ist in [12, Satz 1.3.2] zu finden. O

Als Startpreise haben wir in unserem Fall

und
SS9 = Sl (O)
Damit ldsst sich die Exchange-Option in Gleichung ({5.6|) wie folgt bestimmen:

E(INHT)).0)) = 177757 2() — S1(0)2(ck)

= %Q)(dl) — 51(0)®(dy)

mit
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5 Portfoliooptimierung mit stochastischer Garantie

1 1

IOg ()\51(0)) —+ 50‘21—‘
VTo ’
1 1

lOg (m) — 50'2T

VTo

o:= /0 + 0l

Der optimale erwartete Endnutzen ist in diesem Fall dann durch den folgenden Satz gegeben:

dy =

dy =

und

Satz 5.3 FEs sei ein 2-dimensionales Black-Scholes Modell mit konstanten Koeffizienten und
einer logarithmischen Nutzenfunktion gegeben und wir nehmen an, dass b > G(0) gilt. Weiter
setzen wir als Garantie G = S1(T) voraus, also ist

G = $1(0) exp ( /0 L ordWi(s) — % /0 ' afds) exp ( /0 ' ulds>. (5.8)

Dann hat das Optimierungsproblem die Lésung
1 , 1 , 1 .
w) =(1og(51(0) + (1 — 503 ) 7)) + o (5 ) 200 + (r + 30) TR

+E (alwl(T)n{G>mlm}> —-E (0W(T)1{G<M;(T)}> ,

wobes
L) = log(A) +10g(51(0)) + (1 — 20)T — (r + $9*)T
g VT + 03T
_ 108(3) +10g(S1(0)) + (i — So})T — (r + 3% + 0T
VBT + 3T + 03T
und
() —log(A) — log(S1(0)) — (1 — 202)T + (r + 20T
2 prmy

VT + 02T
_ —log(3) — log($1(0)) — (1 — JoNT + (r + 3(03 + 03)T
VOIT + 93T + 03T

Beweis: Es gilt, analog zum Beweis von Satz dass

H(T) = exp < — 7T +9W(T) — %ﬁQT>
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5 Portfoliooptimierung mit stochastischer Garantie

und der optimale erwartete Endnutzen w(\) in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters A gegeben
ist durch

w(y) = max EU(COV)

— max E(log(C(A)))

CEeB'(b)

-5 (s 0 )

1
= E<10g(G)IL{GZAH1(T)}> +E(10g <m) ]]‘{G< AHl(T)}> . (59)

-~ -~

1 11

Bestimmen wir zunéchst den Erwartungswert /. Hierzu betrachte zunéchst log(G). Mittels der
Voraussetzung (5.8) aus dem Satz ist

1
log(G) = log(S1(0)) + oy WA (T) — 50%T + T

und somit

I=E ( 10g(G) ]l{G> ET })

1
E ( ( log(51(0)) + o1 WA (T) — 5‘71T + /“T) Lia> AH(T)}>

1
)\HI(T)}> +<log(Sl(0)) + <u1 — 50%) T> ]E(]l{G> AH(T)})

J/

= E<0'1W1(T>I]_{GZ

-~ -~

117 1V

Nun betrachten wir die Indikatorfunktion ein bisschen genauer:

G > NH(T) & 1og(G) +log(N) > T — 9W(T) + %ﬁQT
& log(A) + log(S1(0)) + (p1 — %Jf)T —(r+ %02)7’ > W (T) — oW1 (T)
—log(A) —log(S1(0)) — (1 — éa%)T +(r+ %192)T < OW(T) + o WA (T).

Vv
=—21

(5.10)
Beachte, dass auch hier die folgende Notation
IW(T) 4+ oy Wi (T) = HWWi(T) + 9. Wo(T) + o1 WA (T)
benutzt wird. Es ergibt sich somit, dass

IW(T) + oy Wi(T) ~ N(0,9°T + 0iT) = N(0,97T + 95T + o3T)
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gilt und wir definieren w := 92T + ¢7T. Die Berechnung des Erwartungswertes I1] ist somit
ohne weitere Angaben von Parametern nicht moglich. Der Erwartungswert IV jedoch ist analog
zu dem Beweis von Satz [£.2] berechenbar und es gilt

mit z; = \j—% Insgesamt ist dann

IV = ®(j1(N),
wobei @ die Verteilungsfunktion der A/(0, 1)-Verteilung ist und

_ log(A) +10g(81(0) + (i — 301)T — (r + 50*)T

i\
A VT + 02T
_log(A) +10g(51(0)) + (111 — 30T — (r+ (93 + 03))T
VOIT + 3T + 03T '

Fiigen wir diese Ergebnisse nun zusammen so ergibt sich fiir den Erwartungswert

NH(T)

= IE<<71W1(T)]1{G> . }) + (log(Sl(O)) + (m — 1af)T)cp(jl(A)). (5.11)

NH(T) 2

Um den Beweis abzuschlieSen, muss noch der Erwartungswert I/ bestimmt werden. Hier gilt

1
_[I = E(log ()\H—(j—')) 1{G<AH1(T)})
1
wﬂw}) “E(log (H(T)) H{wam})
1 1
P(G < wm) * E(log <H<T>> H{Gﬂﬂin})
1
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5 Portfoliooptimierung mit stochastischer Garantie

mit ¢, als Dichte der N (0, w)-Verteilung und ® als Verteilungsfunktion der A/(0, 1)-Verteilung,.
Abschlielend wird noch der Erwartungswert V' berechnet:

1
v = (v (5 ) o)
1 2

1 2
= (TT+ 5'19 T>E<1{G<>\H1(T)) — E(/ﬁW(T)I]_{G<)\H1(T)})

_ ( ; %ﬁQ)Tq)(jz()\)) - E(W <T>H{G<A;m})'

Auch hier bezeichnet ® die Verteilungsfunktion der A/(0, 1)-Verteilung und

() = —log(\) — 10g(51(0)) — (1 — 6T + (r + 20T
VT + 03T

_ —log(A) ~log(81(0)) — (= 301)T + (r + 595 + 03))T

) VOIT + 03T + 02T :

Insgesamt ergibt sich dann fiir den Erwartungswert 17

7= E(log (AHL(T)) ]1{G<AHI(T)}>
~ log G) B(ja(\) + (r + %0) To(jo(N)) — E(q?W(T)IL{G<M{1(T)}>. (5.12)

Setzen wir nun die Ergebnisse der Erwartungswerte aus Gleichung (|5.11]) beziehnungsweise aus
(5.12) in Gleichung (5.9)) ein, so erhalten wir das zu zeigende Ergebnis. H

Bemerkung 5.4 Die Erwartungswerte

E <O'1W1(T)]]_{G> 1 })

ZXNH(T)

und
E (19W(T)IL{G< s })

lassen sich ohne konkrete Angabe der Koeffizienten nicht weiter 16sen. Der Grund hierfiir
ist, dass die beiden Zufallsvariablen oyW;(7") und 1 (G2t b sowie JW(T) und T 1y

NH(T)
abhéngig voneinander sind. Es lésst sich jedoch eine Naherung der Ergebnisse durch ein nume-

risches Losungsverfahren, wie das Monte-Carlo-Verfahren, erzielen.

Mittels Satz [5.1] erhalten wir die folgende Stategie:
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Satz 5.5 Seinen die Annahmen von Abschnitt erfillt und sei b > G(0). Die optimale
Strategie von (b.1) fir ein 2-dimensionales Black-Scholes Modell mit konstanten Koeffizienten
und einer logarithmischen Nutzenfunktion kann bestimmt werden durch

i) handel gemdf der Replikationsstrategie von der stochastischen Garantie G = Sy(T)

i) investiere das restliche Startkapital in eine Strategie, welche die Exchange-Option
(I(AH(T)) — G)* repliziert.

Bemerkung 5.6 Auch in diesem Fall lasst sich die Investitionsstrategie spezifizieren. Dies
erfolgt analog zu der Bemerkung (4.4l Es muss jedoch eine Exchange-Option anstatt einer Call-
Option betrachtet werden. Das Verfahren zur Bestimmung des Delta-Hedges dndert sich da-
durch jedoch nicht.

Nun zur Optimierung im Fall einer Power-Nutzenfunktion, dass heifit die Nutzenfunktion U ist
gegeben durch

fir ein o € (0, 1). Die Inverse der Ableitung von U ist somit I(y) = yﬁ. Wir betrachten exakt
dasselbe Finanzmarktmodell wie im Fall einer logarithmischen Nutzenfunktion. Des Weiteren
geben wir wieder die Garantie G = S1(7T)).

Aus Beispiel ist bekannt, da auch hier analog zu Abschnitt die Martingalmethode
anwendbar ist, dass das optimale Endvermogen in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters A bei
einer Power-Nutzenfunktion in dem Portfoliooptimierungsproblem ohne Garantie, gegeben ist
durch

C(N) = (AH(T))s1.

Das optimale Endvermogen C'(A) in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters fiir das Portfolio-
optimierungsproblem mit Garantie ergibt sich nach ([5.3)) zu

C(A) = max {G, (/\H(T))all}.

Wir bestimmen wieder den optimalen erwarteten Endnutzen in Abhéngigkeit von A und die
Nebenbedingungsgleichung mithilfe derer, der optimale Wert von A bestimmen werden kann.
Die Gleichung ({5.4)) fiir eine nicht-negative Zufallsvariable G, sodass b > G/(0), ist dann gegeben
durch

G(0) 4+ E(I(NH(T)),G) = G(0) + & (()\H(T))all, G) = b. (5.13)

Wie in dem Fall einer logarithmischen Nutzenfunktion dieses Abschnitts [5.2] 14sst sich der An-
fangswert dieser Exchange-Option & (()\H (T))ﬁ, G) mittels der Proposition wie folgt

bestimmen:
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Die Aktienstartpreise sind in diesem Fall
1

Co(A) = (AH(0)= = Aa=s

und S7(0). Damit lésst sich die Exchange-Option wie folgt bestimmen

5(<AH<T>>51, G) _AETD(dy) — 5 (0)D(dy)

mit
ﬁ log(\) — log(51(0)) + %O’QT
dl == 5
oVT
o —L-log(\) —1og(51(0)) — £0°T
? ovT
und

Y 2
o =1/0]+ 03.

Hiermit lasst sich der optimale Lagrangeparameter explizit bestimmen. Nun wird mittels dem
folgenden Satzes der optimale erwartete Endnutzen in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters
A bestimmt. Der optimale erwartete Endnutzen und somit die Losung des Optimierungspro-
blems fiir ein Portfoliooptimierungsproblem mit stochastischer Garantie ist dann durch
das Einsetzen des optimalen Lagrangeparameters in den optimalen erwarteten Endnutzen in
Anhénigkeit des Lagrangeparameters gegeben.

Satz 5.7 FEs sei ein 2-dimensionales Black-Scholes Modell mit konstanten Koeffizienten und
eine Power-Nutzenfunktion gegeben und wir nehmen an, dass b > G(0) gilt. Wir setzen weiter

G = S, (0) exp ( /0 " oy dW (s) % /O : afds) exp ( /0 : ,u1d8> (5.14)

voraus. Dann hat das Optimierungsproblem (5.2) die Ldosung

1 1
w(A) = (Slo‘(O) exp (Oz,ulT — 5040%T)E(exp(omlW(T))IL{GQZ(AH(T))ﬁ})
o o 1 «
+ \o—T exp (—a — ( —rT — 519 T))E(exp (—a — 119W(T)> IL{G%(/\H(T))&})),
(5.15)

Beweis: Analog zum Fall einer Power-Nutzenfunktion im Abschnitt [£.2]ist der optimale erwar-
tete Endnutzen gegeben durch

w(A) = max E(U(C))

CEeB' (b)

= max E(C—>
CeB(b) «
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_E (é(maX{G, I(\H (T))})“>

_ éE((max{G, ()\H(T))all})a>

_ éE(maX{GO‘, (/\H(T))“al}>

1 . o
== <E(G Jl{aa><m<cr>>a‘“—1}) +E<<AH(T))“1]1{Ga<(AH(T>>a‘11}> >

J/ N
~~ ~~
1

11

Um den Erwartungswert I berechnen zu kénnen, betrachten wir zunédchst G*. Mit der Voraus-
setzung ([5.14]) aus dem Satz folgt

T 1 /7 T
G* = S(0) exp (a/ o1 dWi(s) — 504/ a%ds) exp (a/ ulds)
0 0 0

1
= 57(0) exp (0401W1 (T) — §aafT + aulT).

Somit folgt fiir den Erwartungswert [

I=k <Gaﬂ{caz(AH(T>)a‘il})

1
=E (Sf“(O) exp (0401W1 (T) — 5040%T + aulT) 1

{GazuH(T))ﬁl})
« 1 2
= 57(0) exp <oz,u1T - 50401T)]E(exp(ozalW(T))I[{GQZ(/\H(T))&}>. (5.16)
Nun zum Erwartungswert /1. Hier gilt

1= E((AH(T))a—l]l{Ga<(AH(T))ac_v1}>

_a (0] 1 2 Q
= \a-T exp (—a — ( —rT — 519 T))E(exp (—a — 119W(T)) 1{Ga<(>\H(T))a31})'

Durch Zusammensetzen der Ergebnisse folgt die Behauptung. O

Es ist jedoch zu sehen, dass die Indikatorfunktionen in Gleichung ([5.15)) normalverteilt sind.
Die Ungleichung G® > (AH (T'))a-7 ist dquivalent zu

g

! SWA(T). (5.17)

(a—1) <10g<51<0)> (- go—%w) ~log(N) + (r + ST > IW(T) -

TV
=:z9

Betrachtet man den rechten Teil der Ungleichung, so ergibt sich

2
IW(T) — —2W(T) ~ N (0,027 — —2L_T
~—— a-—1 (v — 1)?
~N(092T) T ~ ~~ 4
~N (0,745 7) -
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und somit ergibt sich

mit Zo = % Also ist
P(Ga > <AH<T>>a“1) ()

mit ¢ als Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung und

(1—-a) <10g(51(0)) + (1 — 300)T ) +log(A) — (r + 30°)T

N—

L(N) =

<

(1-a) <log<sl<o>> (- gam) log(N) — (r + 209)T
\/192T - GO

o

Auf analoge Weise erhalten wir fiir den Fall G* < (AH(T"))=—1

P(G“ < (AH(T))JL) = d(ly(N)), (5.18)
wobei
(—1) <10g(51(0)) + (pn — %ﬁ)T) —log(A) + (r + 30*)T
() = 7
(a—1) (10g(5’1(0)) + (11 — %ﬁ)T) —log(\) + (r + $93)T
VT — 5T
ist.

Bemerkung 5.8 Ein Vergleich mit dem erwarteten optimalen Endnutzen im Fall einer Power-
Nutzenfunktion im Black-Scholes Modell mit konstanten Koeffizienten zeigt, dass die Verall-
gemeinerung zu der stochastischen Beschriankung G = Si(T') die Struktur der Lésung nicht
verdndert hat.
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Nun zur optimalen Strategie:

Satz 5.9 Seien die Annahmen von Abschnitt erfillt und sei b > G(0). Die optimale
Strategie von (5.1)) fir ein 2-dimensionales Black-Scholes Modell mit konstanten Koeffizienten
und einer Power-Nutzenfunktion kann bestimmt werden durch

i) handel gemdfS der Replikationsstrategie von der stochastischen Garantie G = Sy(T')

i1) investiere das restliche Startkapital in eine Strategie, welche die Exchange-Option
(I(ANH(T)) — G)* repliziert.

Bemerkung 5.10 Auch hier ldsst sich die Investitionsstrategie mittels eines Delta-Hedges
genauer angeben. Dazu wird auf die Bemerkungen [£.4) und [5.6] verwiesen.

5.3 Optimierung in einem Mixed Stock Bond Markt

In diesem Abschnitt wird die Portfoliooptimierung mit stochastischer Garantie in einem Mixed
Stock Bond Markt durchgefiihrt. Wir betrachten ein Finanzmarktmodell mit einem Bankgeld-
konto, einem Bond und einer Aktie. Diese Finanzgiiter haben folgende Preisdynamiken

dp(t) = Bt)r(t)dt,
dB(t,T\) = B(t,Th)(r(t)dt + o1 (t, T1)dWT (1)),
dS(t) = S(t)(r(t)dt + o2(t)dW5 (1)), (5.19)
wobei W* = (W}, W5) ein zweidimensionalen Wiener-Prozess beziiglich des Mafies P* und

W = (W, Ws) ein zweidimensionaler Wiener-Prozess beziiglich des Mafles PP ist. Mittels des
Satzes von Girsanov ist

W () = W(t) /0 9(s)ds

fiir previsibles ¥ = (¢4, 92). Gilt
pa(t) + o1 (¢, Ty) o (8) =r(t),
pa(t) + o2 (t)0a(t) =r(t),

so ist der Markt arbitragefrei und vollstandig. Wir erhalten

H(T) = exp < _ /OTr(s)der/OT??(s)dW(s) _ %/OTﬁ(u)du).

Zudem sei
(Wi, Wa), = p(t)t,

wobei (p(t))o<t<r ein previsibler Prozess ist, welcher ein Maf fiir die Stirke der Abhéngigkeit
der Wiener-Prozesse zur Zeit t < T ist. Weiter seinen sowohl die Volatilitaten o;(t,77) # 0
fiir ¢ = 1,2, als auch der Marktpreis des Risikos ¥} deterministisch. Fiir die Zeithorizonte gelte
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T < T;. Wir erhalten dieselben Dichtequotientenprozesse L(t) und R(t) wie in Abschnitt
und es gilt

n(t) = (m(t), n2(t)) = (91(t) + 01 (2, T1), V(1))

Anders als im Abschnitt zuvor wollen wir hier folgende Garantie aussprechen:
G=K-B(T,T})

mit K € R>Y. Es wird also garantiert, dass am Ende des Handelszeitraumes T, K T;-Bonds
zur Verfiigung stehen. Wir fithren somit eine Optimierung zum Zeitpunkt T durch.

Mittels analoger Argumentation zu Abschnitt [.4] folgt, dass auch hier die Martingalmethode
angewendet werden darf. Man erhélt somit fiir das Portfoliooptimierungsproblem ohne Garantie
das optimale Endvermdogen im Fall der logarithmischen Nutzenfunktion

1
MH(T)

()

Das optimale Endvermogen C'(\) in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters fiir das Portfolio-
optimierungsproblem mit Garantie ergibt sich nach nach (5.3) zu

C(N) :maX{G,ﬁm}.

Die Gleichung (5.4) fiir eine logarithmische Nutzenfunktion und eine nicht-negative Zufallsva-
riable G, sodass b > G(0), ist dann gegeben durch

G(0)+ € (AHl(T) : G) =b. (5.20)

Nun ist es fiir die Berechenbarkeit des Optimierungsproblems von Bedeutung, dass die Exchange-
Option in dieser Gleichung bewertet werden kann. Mittels [12, Satz 1.3.2] ist fir den Fall einer
logarithmischen Nutzenfunktion

E(TNH(T)), €) = {®(dy) ~ K - BO, T)#(d.)

mit
T
log (—/\KB%(),TI)) + fo o?(s)ds

fT o?(s)ds

0

dy =

und

o(t) = \/ou (8. 1) — 204 (¢, Ty)ou(t)p(t) + o3 (1).

Der optimale erwartete Endnutzen ist in diesem Fall durch den folgenden Satz gegeben:
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Satz 5.11 FEs sei das zu Beginn dieses Abschnitts beschriebene Mixed Stock Bond Markt Modell
und eine logarithmische Nutzenfunktion gegeben und wir nehmen an, dass b > G(0). Weiter
setzen wir als Garantie G = K - B(T,Ty) mit T < Ty voraus, also gilt

G = K- B(0,T}) exp (/T o1 (5, TV (5) — %/T af(s,Tl)ds) exp (/T ,ul(s)ds). (5.21)

T T T

Dann hat das Optimierungsproblem (5.2)) die Lisung

w) =g K BO. 1)@ + [ (s = 5 [ ot Tpds Joiatn)

T T

+ (log (;) + /OTr(s)ds+%/0T292(s)ds>61>(j4()\))

T T
—I—E(/T o1(s,T1)dWi (s )1{G>AH(T }) —E(/O Q9(S)dW(S>]]_{G<)\H1(T)})’

wobei
| —log(AB(0,T)K) +§(J"OT 0%(s)ds + [ al(s,Tl)ds) T (s)ds — [ r(
R VI 92(s)ds + [ o3(s, Ty )ds
und
| log(AB(0, T)K) — g( [ 92(s)ds + [ al(s,Tl)ds) + 2 (s)ds + [ r(s)ds
Jja(A) =

\/fOTQS‘Q ds+f o2(s,T1)ds

/OT P (s)ds = /OT 92 (s)ds + /OT 92(s)ds.

w(y) = max EU(C(Y)

— max E(log(C()\)))

CeB(b)

Es qilt die Notation

Beweis: Auch hier gilt

= E(log(maX{G, [()\H(T))}))

(e (e 3 )

=FE < log(G)Ligs -

N J/ J/
—~ N

1 11

92



5 Portfoliooptimierung mit stochastischer Garantie

Analog zu vorherigen Beweisen dieser Arbeit betrachten wir zunéchst die Indikatorfunktion.

Aquivalent zu G > #(T) ist
T T T T
/ 192(3)ds—|—/ 0'1(8,T1)d8> —/ ,ul(s)ds—/ r(s)ds
0 T T 0 .

/ 9()dWV (s / o1 (5, T AW ().

::Z

—log(AB(0, T)K) + %(

Beachte die Notation

/ " ()W () + / " (s, TAIWA(s) — / "y ()W () + / " u(s)dWa(s) + / " (5, T AW (5)

T T

Diese Zufallsvariable besitzt eine Normalverteilung, da nach Voraussetzung sowohl ¢ als auch
o1 deterministisch sind und

t
/ ¥?(s)ds < oo firallet <T
0

und

t
/ o2(s,Ty)ds < oo firalle T <t <T)
T

T T
Z NN(O,/ ¥?(s)ds +/ Jf(s,Tl)ds).
0 T

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit definieren wir

T 7
6:/ 192(3)ds+/ oi(s,Th)ds
0

T

gilt. Es ist also

und somit besitzt die Zufallsvariable Z eine N (0, ) Verteilung. Mit diesen Erkenntnissen 14sst
sich der Erwartungswert I wie folgt berechnen:

I=E ( 1Og(G)I]_{G> v e })

~E ( ( log(KB(0,T})) + /Tl o1 (s, T1)dW, (s)

T

1 Th ) Ty
- i/T 01(57T1)d5+/T m(s)ds) '1{G>M11<T)})

= log(KB(Oa Tl))E (1{G> )\H(T) })

Ty 1 [3 9
([ e )
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Ty
+E</ o1(s,T1)dW, (s )1{G>AH(T>}>

T

Berechnen wir nun den Erwartungswert der Indikatorfunktion:

1
1 = > —
=t ) = (¢ > s
—/ %exp( — |dy

= (j3(A)) (5.22)
mit zZ3 = \2/—35 und
—1log(AB(0, T)K) —l—%(fOTﬁQ Yds + fT o1(s,Th)d ) fT p(s)ds — fOTr(s)ds

\/fOT 192<S)d3 + fgl O'%(S7 Tl)dS

Ja(A) =

(5.23)

Insgesamt ist dann

= 1os( B 01000500 + ([ mtonts = 3 [ ot Tis i)

T T

T
+E(/ Ul(S,Tl)dWI(S):H'{GZ/\Hl(T)})'

T

Nun berechnen wir Erwartungswert /7. Es gilt

Il = E(log (AH;(T)) 1{G<M{1(T)}>
(o5 0] ([ 0000)

Weiter berechnen wir mittels Substitution auf analoge Weise wie bei der Berechnung ([5.22)

L (1{G< AHI(T)}> = (ja(N))

mit
log(AB(0, T)K) — %(fOT ¥?(s)ds + ffl o1(s, Ty)d ) f s)ds + fo

VI 92(s)ds + [ 0%(s, T1)ds

j4<)\) =

(5.24)
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Insgesamt folgt somit

H:]E(log()\Hl( ){Gﬂm})
T Y Y N Py ey

Abschlieflend ist dann

w(y) = mpx EU(C()

1
T>}) ! E(log <AH<T>) H{wam})

= tog( 201000 ) + ([ s = 3 [ oo T )i

T T

+ (log (%) + /OTr<s)ds+%/0T192<s)ds)q>(j4<A))

+E(/T1 (s, T WA (5) Ly > _E(/OTQS‘(S)CZW(S)H{G<AHI<T>})

T
mit j3(A) und js(\) wie in (5.23)) und (5.24). O
Bemerkung 5.12 Die Erwartungswerte

E(/Tl o1(s, T1)dWi(s)Lgs T>}>

T

E ( /OT ﬁ(s)dW(s)ﬂ{Gg;m})

lassen sich ohne konkrete Angabe der Koeffizienten nicht weiter 16sen. Der Grund hierfiir ist,
dass die beiden Zufallsvariablen fTTl o1(s, T1)dWi(s) und Lygs 1 s} sowie fo (s)dW (s) und

Lo ) abhéngig voneinander sind. Es lésst sich jedoch eine Naherung der Ergebnisse durch

und

ein nummerisches Losungsverfahren, wie das Monte-Carlo-Verfahren, erzielen.
In Anlehnung an ist die optimale Strategie gegeben durch:

Satz 5.13 Seinen die Annahmen von Abschnitt [1.4] erfillt und sei b > G(0). Dann ist die
optimale Strategie von i dem zu Beginn dieses Abschnitts beschriebenen Mixed Stock
Bond Markt bei logarithmischer Nutzenfunktion und einer Garantie von G = K - B(T,Ty) mit
T <T, und K € Ry gegeben durch

i) handel gemdf$ der Replikationsstrategie von der stochastischen Garantie G = K - B(T,Ty)

i1) investiere das restliche Startkapital in eine Strategie, welche die Exchange-Option

(INH(T)) — G)" repliziert.
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5 Portfoliooptimierung mit stochastischer Garantie

Nun wird dasselbe Finanzmarktmodell wie zuvor betrachtet. Allerdings wird die Portfolioopti-
mierung mit stochastischer Garantie nun fiir eine Power-Nutzenfunktion gelost. Auch in diesem
Fall ist fiir die Bestimmung des optimalen erwarteten Endnutzen in Abhéngigkeit des opti-
malen Lagrangeparameters fiir das Optimierungsproblem ohne Garantie die Martingalmethode
anwendbar. Dies ergibt sich aus analoger Argumentation wie in 4.4l Das optimale Endvermogen
in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters ist somit gegeben durch

C(\) = (AH(T))="T.

Ebenso sprechen wir die Garantie G = K- B(T,T}) mit K € R>% und T' < T} aus. Das optimale
Endvermégen C'(A) in Abhéngigkeit des Lagrangeparameters fiir das Portfoliooptimierungspro-
blem mit Garantie ergibt sich nach nach (5.3) zu

C(A) = max {G, ()\H(T))all}.

Die Gleichung (5.4) fiir eine nicht-negative Zufallsvariable G, sodass b > G(0) gilt, ist dann
gegeben durch

G(0) 4+ E((NH(T))a"1,G) = b. (5.25)

Nun ist es fiir die Berechenbarkeit des Optimierungsproblems von Bedeutung, dass die Exchange-
Option in dieser Gleichung bewertet werden kann. Mittels [12], Satz 1.3.2] ist dann fiir den Fall
einer Power-Nutzenfunktion die Exchange-Option in der Nebenbedingung ([5.25)) gegeben durch

E(NH(T))a7,G) = \a1d(d,) — K - B(0,T})®(d_)

mit

=2 log(A) — log(KB(0, T1)) £ [ 0%(s)ds
fT o?(s)ds

0

dy =

und

o(t) = \Jou (£, T1) — 200(¢. T )oa(t)p(t) + 03(0).

Der optimale erwartete Endnutzen ist in diesem Fall durch den folgenden Satz gegeben:

Satz 5.14 FEs sei das zu Beginn dieses Abschnitts beschriebene Mixed Stock Bond Markt Modell
und eine Power-Nutzenfunktion gegeben und wir nehmen an, dass b > G(0) ist. Weiter setzen
wir als Garantie G = K - B(T,Ty) mit T < T}, also

G = K - B(0,T}) exp (/TI o1(s, Ty)dW,(s) — %/Tl af(s,Tl)ds> exp (/Tl ul(s)ds) (5.26)

T T T

voraus. Dann hat das Optimierungsproblem (5.2) die Losung
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1

w(\) a(K‘“BO‘ (0, Ty) exp (a(/ s)ds — —/TTl af(s,Tl)ds»E
e 1exp< a 1(%/ ds+/ r(s)ds))E2>,

T
El = E(eXp (CY/ al(s,Tl)dT/Vl(s)) E{GQZ(AH(T))O&}>

T

— (% T
E, = E(QXP (a 1 /0 ﬁ(s)dW(5)> 1{0&<(AH(T))“Q1}>'

Beweis: Analog zu dem Beweis von Satz erhalten wir

wobei

und

w(A) = Crgggg)E(U(C))

- e (<)
IE< (max{G, I(\H(T))})* >
— 28 (tmax(6, (7))

_ éE((max{Ga, (AH(T))a“l}))
:é(E(Gal{Gaz( (T))ﬁ}) \ (O\H( et H{G““AH(T”TI}))

(&

11

NV TV
I
Des Weiteren erhalten wir

H=1(T) = exp (af 1(/0T19(s)dW(s) - %/OTW(S)ds—/OTT(S)ds))
und

G* = K*B*(0,T}) exp (a(/Tl o1(s, T1)dW,(s) — %/Tl oi(s,T1)ds + /Tl ul(s)ds)>.

T T

Nun kann der Erwartungswert I berechnet werden. Es gilt

- E(G E{GazuH(T»a‘il})

_ E(KC“BC“(O,TI) exp (a( / (s T AW (s)

T
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1 T1 ) Ty
_§/T al(s,Tl)ds—l—/T Ml(s)d3)>ﬂ{caz(,\H(T))rﬁ1}>
T1 1 Tl
= K*B*(0,T})exp | « / ul(s)ds——/ o7(s,Ty)ds
T 2 Jr
T
.E(exp <oz/T al(s,TI)dI/Vl(s)) IL{G@>()\H(T))aal}>

und fiir den Erwartungswert 11 gilt
= E<<AH( DT g (AH(T));I})

- E(AJ‘I exp (L(/OT 9(s)dW (s) — %/OT 92(s)ds — /OTT(s)ds>)

a—1
IL{Ga<<MﬁI<T)>ff'1})
(67

— A" exp ( - (% /0T192(s)ds—|— /OTr(s)ds)>
E<eXp (a - 1 /OT ﬂ<5)dW(S)) 1{@&<<AH(T))£1})'

Somit ergibt sich

w(A\) = max E(U(C))

(o) 5

_! (KO‘B"‘(O Tl)exp( (/T (s)ds——/ al(s,Tl)ds))
.E(exp (a / ! m(s,Tl)dWl(s))ﬂ . 1})
+A&exp( _1( / ﬁ25d5+ (s )>
e e L) Ly

zé(KaBaon exp( (/ (5) s——/T a%<s,T1>ds))E
o (= (5 [ st [roas) )B)

Ty
Ey = E(GXP (@/T 01(5»T1)dW1(3)> ﬂ{GD‘Z(AH(T))O‘%I}>

mit
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und

— « T
Ey = E(eXp (a . /0 ﬂ(S)dW(S)> ﬂ{aa<(AH<T))a“—l}>'
O

Bemerkung 5.15 Auch hier lassen sich die in der Losung auftretenden Erwartungswerte nicht
explizit berechnen. Jedoch kann man sich beispielsweise durch eine Monte-Carlo Simulation
nummerisch einer Losung anndhern. Zur Begriindung siehe Bemerkung [5.12]

Weiterhin kann man auch hier sehen, dass die in den Erwartungswerten auftretenden Indika-
torfunktionen normalverteilt sind. Zunéchst gilt:

G* > (AH(T))=1
&K B0, T)) exp (a(/Tl o1 (5, T )dIW (5) — %/T af(s,Tl)ds—l—/Tl ,ul(s)ds))

T T T

> \a°T exp (%(/OT 9(s)dW (s) — %/OT 92(s)ds — /OTT(s)ds>)
1

/ ") (s) / s, T ()

T

Sz >
a_

-~

=X

mit

1 T
a—l/o r(s)ds

1 T 1M,
- - T))d
+2(a_1)/0 V7 (s)ds 2/T oi(s,T1)ds

Betrachten wir nun die Zufallsvariable X. Hier ist es von elementarer Bedeutung, dass sowohl
Y(s), als auch oy(s,T}) deterministisch sind, sowie dass

T
24 :=log (KB(O,Tl))\_al—l) +/ [ (s)ds +
0

t
/ ¥?(s)ds < firallet <T
0

und .
/ o2(s,Ty)ds < 0o fir alle T <t < T}

gilt. Dann ist
1

o —

X = 1\/{)%@)dW@)-\/ﬁ al(s,Tl)dWl(s)J.

NN(O,foT 192(5)d5> N/\/(Ong O'%(S,Tl)ds)

N J/
-~

~N (0,(0[7;1)2 fOT 192(8)ds)

99



5 Portfoliooptimierung mit stochastischer Garantie

Da fiir zwei Zufallsvariablen Y; ~ N (11, 0%) und Yz ~ N (g, 03) gilt, dass

Yi+Ye ~ Ny + o, 07 + 03),

X~N<O,ﬁ/oTn2(s)ds—/TTl a%(s,Tl)di).

-~

=

erhalten wir

Somit handelt es sich bei der Indikatorfunktion um eine normalverteilte Zufallsvariable.

Kommen wir nun zur optimalen Strategie. In Anlehnung an [5.1]ist diese gegeben durch:

Satz 5.16 Seinen die Annahmen von Abschnitt [1.]] erfillt und sei b > G(0). Dann ist die
optimale Strategie von in dem zu Beginn dieses Abschnitts beschriebenen Mized Stock
Bond Markt bei logarithmischer Nutzenfunktion und einer Garantie von G = K - B(T,Ty) mit
T < T, und K € Ryg gegeben durch

i) handel gemdf der Replikationsstrategie von der stochastischen Garantie G = K - B(T,T1)

i) investiere das restliche Startkapital in eine Strategie, welche die Exchange-Option

(I(ANH(T)) — G)* repliziert.

Es wurde das Portfoliooptimierungsproblem mit stochastischer Garantie somit fiir ein klas-
sisches, zweidimensionales Black-Scholes Modell und ein Mixed Stock Bond Modell fiir eine
logarithmische- und eine Power-Nutzenfunktion geltst. Schon bei einfachen stochastischen Ga-
rantien, konnte der optimale erwartete Endnutzen nicht explizit berechnet werden, ohne néhere
Angaben zu den Parametern.
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Fazit und Ausblick

Ziel dieser Masterarbeit war das optimalen Management eines Garantiefonds in verschiende-
nen Finanzmarktmodellen mittels der Portfoliooptimierung mit einer Garantie. Es wurde also
ein optimales Endvermdgen und eine optimale Strategie unter bestimmten Restriktionen be-
stimmt. Die Optimierung wurde zunéchst fiir eine deterministische Garantie und anschlieffend
fiir eine stochastische Garantie durchgefiihrt. Die Préiferenzen des Investors wurden durch eine
logarithmische und eine Power-Nutzenfunktion dargestellt.

Ausgehend von der Losung des Mertonproblems, wurde fiir die Portfoliooptimierung mit deter-
ministischer Garantie ein allgemeiner Losungsweg hergeleitet. Hierbei wurde die Lagrangeme-
thode angewendet. Um den optimalen Lagrangeparameter zu ermitteln, musste in dem jeweils
betrachteten Finanzmarktmodell eine Call-Option auf das optimale Endvermogen im Fall oh-
ne Garantie bewertet werden. Dies war jedoch nur moglich, wenn die Volatilitdten der Bonds
deterministisch waren. Zunéchst wurden zwei eindimensionale Modelle, das Black-Scholes- und
das Vasicek-Modell betrachtet. Anschliefend betrachteten wir mittels des Mixed Stock Bond
Marktes ein zweidimensionales und abschliefend ein mehrdimensionales Finanzmarktmodell,
das GauBsche HJM-Modell. Im letzten Fall stand das Geldmarktkonto nicht zur Verfiigung,
sondern ein weiteres risikobehaftetes Asset war als Nummeraire vorgesehen.

In Kapitel [5] wurde die Annahme einer deterministischen Garantie zu einer stochastischen Ga-
rantie verallgemeinert. Grundlage fiir eine Losung war wieder die durch die Martingalmethode
gefundene Losung des Portfolioproblems ohne Garantie. Bei der Herleitung des allgemeinen
Losungsweges konnte analog zu der Optimierung mit deterministischer Garantie argumentiert
werden. Jedoch musste nun eine Exchange-Option anstatt einer Call-Option bewertet werden.
Die Exchange-Option erlaubt es dem Inhaber am Ende des Handelszeitraums das eine Asset
gegen das andere zu tauschen. Auch hier wurde unter Betrachtung der logarithmischen und der
Power-Nutzenfunktion das Optimierungsproblem fiir ein Black-Scholes Modell mit konstanten
Koeffizienten und in einem Mixed Stock Bond Modell gelost. Es wurde zudem gesehen, dass bei
der Optimierung mit stochastischer Garantie das optimale erwartete Endvermogen, aufgrund
von stochastischen Abhéngigkeiten, nicht explizit angegeben werden konnte, ohne konkreten
Angaben der Koeffizienten. Naherungen sind jedoch moglich.

Offengelassen wurde hier die Frage nach der Handhabbarkeit der berechneten Ergebnisse. Oh-
ne ein computerbasiertes Rechenprogramm sind konkrete Berechnungen schwer durchzufiihren,
wobei dies jedoch mit den in dieser Masterarbeit prisentierten Losungen theoretisch moglich
wiére. Auch die Annahme, dass zeitstetig zu jedem Zeitpunkt ¢t ohne Transaktionskosten gehan-
delt werden kann, ist in der Realitdt nicht zu beobachten.

Ein weiterer kritischer Gesichtspunkt ist die Kalibierung der hier betrachteten Modelle. Die Pa-
rameter wie beispielsweise Zinsrate, Drift und Volatilitdt miissen natiirlicherweise so gewahlt
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Fazit und Ausblick

werden, dass sie relativ nah an den Werten sind, die in der Realitdt auftreten. Hier sind weitere
Techniken der Statistik notwendig, um gute und realitdtsnahe Ergebnisse bei den konkreten
Berechnungen zu erzielen.

Weiterfithrend kann das hier vorgestellte und geloste Portfoliooptimierungsproblem spezifiziert
werden durch die Hinzunahme einer Konsumfunktion. In dieser Modellerweiterung hat der
Investor somit die Option, zu jedem Zeitpunkt ¢ zu konsumieren. Auch eine Anwendung fiir eine
Erlebensfallversicherung ist durchfithrbar. Hierfiir miissten Modellierungen der entsprechenden
Garantien und der Mortalitatsrisiken durchgefiihrt und betrachtet werden.
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