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1 Einleitung

Eines der wichtigsten Forschungsgebiete der Finanzmathematik ist die Bewertung
amerikanischer Optionen. Selbst im bekanntesten Finanzmarktmodell, dem Black-
Scholes-Modell, existiert keine geschlossene Formel fiir die Wertbestimmung be-
stimmter Optionen, wie zum Beispiel der amerikanischen Put-Option mit endlicher
Laufzeit. Daher wird versucht, den Wert dieser Optionen mittels numerischer Me-
thoden zu bestimmen. Klassische Verfahren sind z.B. die Finite-Differenzen-Methode
oder das CRR-Modell!. Ein wesentlicher Nachteil dieser Verfahren ist, dass fiir kom-
plexere Probleme die Laufzeit zu hoch ist. Insbesondere mit Zunahme der Einfluss-
groffen kann die Laufzeit exponentiell steigen.

Abhilfe leistet eine andere sehr beliebte Klasse von Verfahren, die unter dem
Begriff Monte-Carlo-Simulation zusammengefasst wird. Hierbei wird versucht, den
Wert einer Option anhand simulierter Informationspfade zu bestimmen.

Eines dieser Verfahren ist der Longstaff-Schwartz-Algorithmus? (LS-Algorithmus),
der als Informationsverlauf eine Markovkette voraussetzt. Aufgrund von sehr guten
Ergebnissen bei praktischen Problemen der Wertbestimmung von Optionen, die nicht
zu weit aus dem Geld sind, erfreut sich dieser Algorithmus zunehmender Beliebtheit.
Auch ist dieser Algorithmus auf eine Fiille von Optionen anwendbar, fiir die klassi-
sche Verfahren eine zu lange Laufzeit haben oder iiberhaupt nicht anwendbar sind?.
Weiterhin kénnen die benétigten Informationspfade mit einfachen, wenn notig, par-
allel rechnenden Computerprogrammen erzeugt werden.

Mathematische Konvergenzaussagen sind allerdings von sehr pessimistischer Na-
tur und liefern nur unter sehr restriktiven Bedingungen praxisrelevante Ergebnis-
se. Stellt man keine weiteren Bedingungen an die Verteilung der Markovkette, so
kann man fiir den Tsitsiklis-Van-Roy-Algorithmus (TR-Algorithmus) Ergebnisse, mit
weitaus besserer Konvergenz bestimmen. Eine Erkldarung, warum der LS-Algorithmus
in den meisten praktischen Anwendungen trotzdem besser abschneidet, wird im letz-
ten Kapitel gegeben.

Das wichtigste Merkmal des LS-Algorithmus ist, dass dieser zu jedem Zeitpunkt
die bestmogliche Appoximation des Optionswerts in Abhéngigkeit des aktuellen In-
formationsstandes, d.h. des aktuellen Zustands der entsprechenden Markovkette,
mittels Kleinster-Quadrate-Methode zu bestimmen versucht. Dazu muss eine Klasse
von Approximationsfunktionen festgelegt werden, aus der eine Lernregel anhand ei-
ner gegebenen Stichprobe die beste Funktion auswéhlt. Die Autoren von [1] konnten
fiir lineare Funktionenrdume die Konvergenz und einen zentralen Grenzwertsatz des
LS-Algorithmus beweisen. In dieser Arbeit, die dem Paper von D. Egloff [4] folgt,
werden Konvergenzsitze fiir VC-Klassen®, die im Allgemeinen nicht linear sind, her-

'Das Cox-Ross-Rubinstein-Modell nach [2], auch Binomialmodell, ist ein einfaches diskretes
Modell zur Modellierung von Aktienkursen. In jedem Zeitschritt ist dabei eine Aufwérts- und ei-
ne Abwirtsbewegung des Aktienkurses moglich. In diesem Modell kann mithilfe des risikoneutra-
len Wahrscheinlichkeitsmafles ein Optionswert exakt durch Riickwértsinduktion berechnet werden.
Hierbei miissen alle Zusténde des Zustandsraumes zur Berechnung herangezogen werden.

2Dieser wurde 2001 in [12] eingefiihrt.

3Unter anderem sind dies exotische Optionen, pfadabhingige Optionen, Jump-Diffusion-Prozesse
und Optionen auf hochdimensionalen Zustandsrdumen. Siehe [12] fiir weitere Beispiele.

4Fiir eine Beschreibung von Vapnik-Chervonenkis-Klassen siehe Kapitel 5.



geleitet.

Die Betrachtung eines Zinssatzes grofier 0 bietet nur wenig mathematischen Mehr-

wert, weshalb wir diesen als 0 annehmen.
Ist eine Option in einem bestimmten Zustand nicht im Geld, so ist es nicht notwen-
dig, diesen zur Bestimmung des Optionswertes heranzuziehen, da die Entscheidung,
ob verkauft werden soll, in diesem Fall immer negativ ausfallt. In allen praktischen
Anwendungen werden diese Zusténde ausgeschlossen, da sie nur die Laufzeit erh6hen
und dabei die Ergebnisse nicht verbessern. Auf die allgemeinen Konvergenzaussagen
hat dies jedoch keinen Einfluss, weshalb wir der Einfachheit halber auf den Aus-
schluss dieser Zustédnde verzichten wollen.

Auf Optimierung der Konstanten in den Konvergenzsétzen wird kein besonders
grofler Wert gelegt, da die Séatze fiir in der Praxis tibliche Stichprobenmengen keine
wertvollen Ergebnisse liefern.

Es werden alle Resultate bewiesen, die nicht aus grundlegenden Mathematik-
vorlesungen bekannt sind oder keine wohlbekannten Ergebnisse der Mathematik®
darstellen.

Fiir das bessere Verstéindnis des LS-Algorithmus empfiehlt sich die Lektiire eines
Beispiels, siehe zum Beispiel Abschnitt 2.2. in [15].

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut. Die Grundlagen der Optionspreisbestimmung
mithilfe des LS-Algorithmus werden in Kapitel 2 beschrieben. In Kapitel 3 wird die
Preisbestimmung als statistisches Lernproblem dargestellt. Da es sich um mehre-
re, sich beeinflussende Lernprobleme handelt, muss anschliefend eine Fehlerunter-
scheidung durchgefithrt werden. Kapitel 5 und 6 behandeln VC-Klassen und deren
Uberdeckungseigenschaften. In Kapitel 7 und 8 werden allgemeine Konvergenzaus-
sagen fiir statistische Lernprobleme getroffen, bei denen die Approximationsrdume
gut iiberdeckt werden konnen, wobei eine Anwendung der Resultate und die Her-
leitung von Konvergenzséitzen in Kapitel 9 erfolgen. Kapitel 10 gibt schliefflich eine
Diskussion der Ergebnisse.

An dieser Stelle gebiihrt Herrn PD Dr. Volkert Paulsen mein Dank fiir die gute
Betreuung bei der Anfertigung dieser Arbeit und die Bereitstellung dieses interes-
santen Themas.

50Ohne Beweis verwendet werden das Lemma von Sauer, das Optimalititsprinzip von Bellmann,
der Heiratssatz von Hall, die Hoeffding-Ungleichung und der Satz iiber das optimale Stoppen bei
amerikanischen Optionen aus [8].



2 Grundlagen

Definition 2.1. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit einer Mar-
kovkette X = (Xo,...,Xr), ausgestattet mit der kanonischen Filtration (F;);—o,.r,
wobei die X; fiir ¢t = 0,...,T Werte im R annehmen. Den Startwert der Markov-
kette Xy wollen wir als konstant voraussetzen. Wir bezeichnen mit y; die Verteilung
von X, auf R™ und mit ; die Verteilung von X auf X = R™7*1 d.h. = PX. Wir
fithren den L,-Raum

Ly(X) = {f = (fo, s fr)|fr € Ly(R™, ) ¥Vt € {0, ..., T}}

ein und definieren die Norm

T
1Rl = 1l = D 11Ael e
t=0

Zur abkiirzenden Schreibweise sei ||h|| = ||h]]1.

Wir gehen nun von einem diskreten arbitragefreien T-Perioden-Finanzmarktmodell
aus, wobei der Informationsverlauf durch die Markovkette gegeben sei. Unter den
gegebenen Voraussetzungen nennen wir eine messbare Funktion

[ =(fo,... Jr) € Li(X) mit f; >0

Auszahlungsfunktion. Eine Betrachtung von negativen Auszahlungen ist nicht erfor-
derlich. Alle unbeschrankten Auszahlungsfunktionen werden in dieser Arbeit durch
trunkierte Versionen approximiert, die wiederum ohne Einschrinkung positiv® ge-
wéhlt werden konnen.

Definition 2.2. Sei f eine Auszahlungsfunktion. Eine amerikanische Option bietet
dem Inhaber die Moglichkeit, diese zu jedem Handelszeitpunkt 0, ..., T auszuiiben,
d.h. sie gegen die Auszahlung f einzutauschen.

Der wahre Wert einer amerikanischen Option zum Zeitpunkt ¢ ist daher gegeben
durch
sup  E[f-(X:)|F].

T,7>1 ist Stoppzeit

Ziel ist es, eine Stoppzeit 7" zu bestimmen, so dass E[f;+(X,+)] maximal ist und
somit den Wert der Option bestimmt. Wie solch eine optimale Stoppzeit in unserem
Modell gefunden werden kann, sagt der folgende wohlbekannte Satz 2.4.

Definition 2.3. Seien f, g Auszahlungsfunktionen mit fr = gr und t € {0,...,T—1}.
Dann wird mit

vagvt = Tgut = lnf{s E {t + 17t + 27 }‘fs(Xs) Z gS(XS)}

eine Stoppzeit definiert, die fast sicher spétestens zum Zeitpunkt 7" stoppt.

6 Auf alle beschriinkten Auszahlungsfunktionen kann ein konstanter Wert addiert werden, ohne
dass dies die Konvergenzaussagen verdndert.



Satz 2.4. Sei f eine Auszahlungsfunktion und sei ¢ gegeben durch ¢y = f7 und

g (7¢) = Emax(fre1 (Xev1), @ (Xe1))| X = 24 (2.1)

firt € {T —1,...,0}. Dann ist 7,; optimal und es gilt

Q) = sup Elf: (X )|Xe = 2] = E[fr, (X5, )| X = 4.

T,7>1 ist Stoppzeit

Die Funktion ¢ wird als continuation value bezeichnet. Dieser gibt den Wert der
amerikanischen Option zum Zeitpunkt ¢ an unter der Bedingung, nicht in ¢ zu ver-
kaufen. Der continuation value ist dhnlich definiert wie das minimale dominierende
Supermartingal (engl. Snell envelope, vgl. [8, Kapitel 4]) zu f, nur dass eine sofortige
Ausiibung der Option ausgeschlossen wird.

Definition 2.5. Seien f, h Auszahlungsfunktionen, ¢ € {0,...,T} und w € {0, ..., T —
t — 1}. Dann heifit

v: X —=R Vpp = Ve p(T) = (2.2)
t+w s—1 t+w
> @) oz ] 1@o<n @ + Pesw @) [ ] 1 <neten)
s=t r=t r=t

Cashflowfunktion.

Die Cashflowfunktion ist gerade die Auszahlung, die wir erhalten, wenn wir auf
eine Realisation der Markovkette die durch f,h und ¢ induzierte Stoppzeit aus Defi-
nition 2.3 anwenden. Sollte die Stoppzeit nicht nach spétestens w Perioden stoppen,
so liefert sie den Funktionswert von A zu diesem Zeitpunkt.

Das néchste Korollar besagt, dass der erwartete Cashflow der optimalen Stoppre-
gel gleich dem continuation value ist.

Korollar 2.6. Sei f eine Auszahlungsfunktion, ¢t € {0,...,T—1},w € {0,..., T—t—1}
und ¢ wie in Satz 2.4. Dann gilt fiir den continuation value

Qt(l‘t) = E[Ut+1:w,q|Xt = $t]~

Beweis. Fur w = 0 folgt die Behauptung direkt aus (2.1), da

Ut+1;0,q(I) = maX(ft+1(=Tt+1)a C]t+1(It+1))-
Durch wiederholtes Anwenden von (2.1) folgt diese fiir alle w. O

Da der urspriingliche Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) im Folgenden keine Rolle
spielt, soll im weiteren Verlauf der Wahrscheinlichkeitsraum (X, B(X), u) betrachtet
werden, wobei B(X) die Borelsche o-Algrebra von X ist.



3 Die Lernregel fiir das statistische Lernproblem

Wir gehen davon aus, dass die Ubergangswahrscheinlichkeiten der Markovkette nicht
bekannt sein miissen. Lediglich eine Stichprobe von Pfaden D = (Dy,...,D,) der
Markovkette wird vorausgesetzt, d.h. D; sind Werte aus X, die geméf ;1 bestimmt
wurden. Die Bestimmung des Wertes der Option erfolgt nun in zwei Schritten. Zuerst
muss anhand der Daten mithilfe einer Lernregel eine Stoppregel bestimmt werden.
Anschlielend kann der Wert der Option als gemittelte Auszahlung der auf die Stich-
probe angewandten Stoppregel festgelegt werden.

Wir haben in Satz 2.4 gesehen, dass der continuation value q eine optimale
Stoppregel liefert. Die Bestimmung von ¢ stellt ein statistisches Lernproblem dar.

Exkurs 3.1. In der statistischen Lerntheorie geht man von einer gegebenen Stich-
probe D = (X1,Y1),...,(X,,Y,) (Trainingsdaten) aus, die beziiglich der gemein-
samen Verteilung zweier Zufallsvariablen (X,Y’) auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) simuliert wurde. Die erste Komponente X; € X bezeichnet einen beobacht-
baren Wert (beispielsweise verfiighare Marktdaten) und Y; € Y ein Label (beispiels-
weise der bestmdogliche zu realisierende Erlos einer amerikanischen Option). Wahrend
in den Trainingsdaten das Label noch gegeben ist, soll dieses fiir eine weitere Stich-
probe (Testdaten) anhand des beobachtbaren Wertes durch eine Funktion g : X — Y
geschitzt werden. Dazu bendtigt man eine Klasse von Funktionen, aus der die Funk-
tion g gewihlt werden kann. Als Giite fiir ein Element g dieser Klasse wird das
Risiko .

R(g) = 5lly - 9(x)

verwendet, wobei p 1 oder 2 gewéahlt wird. Wiinschenswert ist es, dass ¢ als g*(z) :=
E]Y|X = z] gewéhlt wird. Da die Verteilung aber nicht bekannt ist und E[Y|X = z]
sowie R(g) nicht berechnet werden kénnen, wird das empirische Risiko eingefiihrt.
Fiir den Fall p = 1 ist dies definiert als

Renl9) = (% > g(Xi>|) .

Es gibt nun zwei Moglichkeiten, ein geeignetes Element der Klasse zu wiahlen: Das
Prinzip der empirischen und das der strukturellen Risikominimierung, wobei uns nur
erstgenanntes Prinzip hier beschéftigen soll. Dabei ist eine Klasse von Funktionen
geschickt zu wihlen. Als Schétzung wird dann das Element aus der Klasse gewihlt,
welches das empirische Risiko minimiert.

Es treten dabei zwei Fehler auf. Ist die Klasse nicht grofl genug gewéhlt, so wird
sogar das beste Element aus der Klasse eine unzureichende Approximation von g*
liefern. Dies ist der sogenannte bias-Fehler. Ist die Klasse zu komplex, so kann die
Differenz aus Risiko und empirischem Risiko (Varianz) sehr grof sein. Die Varianz
abzuschétzen, ist eines der Hauptanliegen der statistischen Lerntheorie.

p,P(2,y)

Um eine Funktion g wie in vorstehender Bemerkung zu finden, ben6tigt man eine
Lernregel.



Definition 3.2. Sei f € Ly(X) eine Auszahlungsfunktion. Eine Abbildung von
D— H= (HQ, ...,HT), wobei

H, C Ly(R™, )

eine Klasse von Funktionen darstellt, heifit Lernregel.

Unter Beachtung von g;(x:) = Efvir1,4| Xt = x¢) und der Eigenschaft der Cash-
flowfunktion, nur von @11, ...,qr abzuhingen, kann nun mithilfe einer gegebenen
Stichprobe D, einer Lernregel und bereits gegebenen g1, ..., ¢r die Funktion ¢; in
Abhéngigkeit von X; approximiert werden.

Da wir ein Gesamtproblem vorliegen haben (Approximation von ¢), das aus vielen
gleichartigen Teilproblemen (Approximation der ¢;) besteht, mochten wir, motiviert
durch das Optimalititsprinzip von Bellmann’, eine weitere Forderung an die Lern-
regel stellen - die Zuléssigkeit.

Definition 3.3. Eine Lernregel ¢ heifit zuldssig, falls g7 = fr und ¢ nur von den
Pfaden der Stichproben ab Zeitpunkt ¢ + 1 abhéngt.

Definition 3.4. Sei H = (Hy, ..., Hr—1) C L2(X) ein unter der Ly-Norm abgeschlos-
sener Funktionenraum. Weiterhin sei D eine Stichprobe und w(t) € {0,...,7—t—1}.
Wir definieren rekursiv ¢r = fr und

qm,pt = ¢; = arg min (9(Di,) = ves1,4(Di)) (3.1)
gEH, il
firt =T7-1,...,0. Dann heit ¢ = ¢u.p = (u.po, ---, u.pr) empirischer Ly-Schitzer.
Wir verzichten in der Notation die Abhéngigkeit der Lernregel von w, dem Raum H
und der Stichprobe D darzustellen, wenn eine Verwechslung nicht méglich ist.

Dieser Schétzer minimiert den gemittelten Lo-Abstand zum simulierten Cash-
flow und ist zuléssig, wie man sieht. Zu beachten ist, dass §u p.(z) einerseits von
der zufélligen Stichprobe D, andererseits aber auch von einem zuféllig geméaf3 ;1 wéhl-
baren x € X abhéngt.

Der Parameter w kann zeitpunktabhéngig frei gewéhlt werden. Dieser gibt an,
wie weit der Algorithmus in die Zukunft blickt. Setzen wir w(t) = T — ¢ — 1 ma-
ximal, so erhalten wir den LS-Algorithmus, wenn der Optionswert durch Mittelung
der Auszahlungen, die durch Anwendung der von ¢ erzeugten Stoppregel auf die
Stichprobe bestimmt werden, berechnet wird. Die Wahl von w = 0 entspricht dem
TR-Algorithmus. Eine weitere Diskussion erfolgt in Kapitel 10.

"Das Optimalitiitsprinzip von Bellmann (engl. dynamic programming principle) besagt frei iiber-
setzt:
Eine optimale Entscheidungsfolge hat die Eigenschaft, dass, wie auch immer der Anfangszustand
war und die erste Entscheidung ausfiel, die verbleibenden Entscheidungen wiederum eine optimale
Entscheidungsfolge in Anbetracht jedes spéateren Zustands, der aus der ersten Entscheidung resul-
tierte, bilden miissen.



Bemerkung 3.5. In dieser Arbeit wird der Beweis gefiihrt, dass der empirische Lo-
Schéitzer unter gewissen Voraussetzungen gegen den continuation value konvergiert
und somit eine entsprechend genaue Wertbestimmung einer amerikanischen Option
ermoglicht. In der anschlieSenden Fehlerbetrachtung moéchten wir zeigen, dass es dazu
geniigt, mithilfe der Stichprobe D ein §; zu finden, welches die Cashflowfunktion im
Lo-Sinne gut approximiert. Eine sehr dhnliche Forderung ist, wie man vermuten
kann, dass fiir n neu gezogene Stichproben D* = (D, ..., D}) der Term

Ro@ =+ 3 (@ns(Diy) — ven (D)) 3.2

i=1,....,n

moglichst klein ist.

Nun wissen wir, dass Rp fiir den empirischen Lo-Schéitzer gerade minimal wird.
Besteht die Funktionenklasse aus nur einem Element, so gibt folgende Uberlegung
einen Beweisansatz: Da D und D* unabhéngig gezogen werden, ist es sehr unwahr-
scheinlich, dass Rp gerade sehr klein und Rp+ sehr grof3 ist. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir konvergiert exponentiell in n gegen 0. Enthélt die Klasse endlich viele Ele-
mente, konnen wir die Wahrscheinlichkeiten aufsummieren und erhalten immer noch
Konvergenz, solange die Anzahl der Funktionen in der Klasse nicht exponentiell mit
Zunahme der Stichprobenmenge n steigt.

Fiir normale Funktionenklassen werden wir versuchen, diese zu iiberdecken (engl.
to cover), d.h. eine endliche Teilmenge (genannt Deckungsmenge, engl. Cover) zu
finden, so dass alle anderen Funktionen sich in einem Abstand kleiner als € im L4-
Sinne beziiglich des empirischen Wahrscheinlichkeitsmafles von D und D* zu dieser
Teilmenge befinden.

Wir mochten nun eine geeignete Klasse von Funktionen wihlen. Wie in der statis-
tischen Lerntheorie iiblich, ist dabei eine Abwéagung beziiglich der Grofle der Klasse
zu treffen, bekannt als Bias- Variance-Trade-off. Auf der einen Seite sollte die Klasse
den Raum Lo(X) gut iiberdecken (bias-Fehler), im besten Fall dicht in Ly(X) liegen.
Auf der anderen Seite sollte die Klasse nicht zu komplex sein, damit die Varianz
Rp+«(q) — Rp(q) nicht zu grofl wird. Wie bereits erwéhnt, wollen wir die Varianz
durch eine Uberdeckung der Klasse kontrollieren. Klassen, die sich gut iiberdecken
lassen und nicht zu restriktiv im Hinblick auf den bias-Fehler sind, sind sogenannte
VC-Klassen. Der Fehler ¢, der durch die Uberdeckung auftritt, ist fiir unsere Zwecke
leicht zu kontrollieren, da die Deckungszahlen® von VC-Klassen nur polynomiell in
1/e wachsen?, wir jedoch exponentielle Konvergenz in n, der Gréfle der Stichproben-
menge, erhalten werden.

Definition 3.6. Sei H = (H,, ..., Hr—1) C Ly(X). Nach den Eingangsiiberlegungen
werden an die Funktionenklassen H; folgende Voraussetzungen gestellt:

1. Die VC-Dimension der Klasse ist beschrankt.

2. Die Funktionen sind positiv und durch M beschrankt.

8D.h. die Michtigkeit der Deckungsmenge, sieche Definition 5.1.
9Dieses Resultat wird in Kapitel 5 bewiesen.



3. Die Klasse ist eine konvexe abgeschlossene Teilmenge des Lo(R™, p¢).
4. Die Klasse ist zuliissig.!”

Die Beschréanktheit wird benttigt, um den Fehler abschitzen zu kénnen. Der Wert
M kann jedoch mit Zunahme der Stichprobenmenge n gegen oo konvergieren. Die
Konvexitét erleichtert die Fehlerbetrachtung. Die Abgeschlossenheit wird bendétigt,
damit das Infimum einer Folge in H; angenommen wird, insbesondere damit die
Existenz des empirischen Lo-Schétzers (3.1) gewéhrleistet ist. Da wir bei der Aus-
zahlfunktion f von einer Lo-Funktion ausgehen, ist auch ¢ eine solche Funktion und
es ist nur notig, Funktionenklassen im Raum Ly(X) zu betrachten.

4 Fehlerbetrachtung

Die Bestimmung von ¢; in (3.1) folgt mithilfe der Funktionen §;11, ..., gn, die aller-
dings nur eine Ndherung an ¢4, ...,q, darstellen. Da gleich T" Lernprobleme vor-
liegen, die voneinander abhéngen, tritt neben dem Approximationsfehler (bias) und
dem Schétzfehler (Varianz) auch noch ein Fortpflanzungsfehler auf, den wir zuerst
kontrollieren wollen.

Wir kénnen die Fehlertrennung im Ly(X)™ mithilfe der Lyo-Norm beziiglich p
vornehmen.

Definition 4.1. Die Abbildung
pr: Ly(R™) — H,

bezeichnet die Projektion!'? einer Funktion auf die konvexe Funktionenklasse H,.
Zur abkiirzenden Schreibweise sei

i (1) := pr(Evegl Xe = 24]).

Dies kann als bestmogliche Funktionen fiir den empirischen Lo-Schétzer ¢; aufgefasst
werden.

Satz 4.2. Sei f € Ly(X) eine Auszahlungsfunktion und H wie in Definition 3.6. Sei
et = ||@ — @f|l2 + |lpr(g:) — ql|2- Fiir alle ¢ gilt dann

A < w—+1
||qt qt||2 - 2 sztf{l,?i(’w+l<65)

0Djese Voraussetzung wird aus Mefbarkeitsgriinden gestellt (siehe 7.7 und Anhang fiir Definition
und Erliuterungen). Sie ist nicht sehr restriktiv und braucht uns nicht weiter zu beschiftigen. Ein
Zusammenhang zur Zulédssigkeit von Lernregeln besteht nicht.

1Es sei darauf hingewiesen, dass der Raum Lo(X) ein Hilbertraum mit dem kanonischen Ska-
larprodukt ist und die entsprechenden Rechenregeln gelten.

12Dje Existenz und Wohldefiniertheit der Projektion im Lo(R™) ist aus den Grundvorlesungen
bekannt.



Bewess.

G — @]z < |G — a;ll2 + 1@ — pr(Ewe,q Xe = )]l
+ [lpr(Elve ¢/ Xe = -]) — @ill2
< Gt = G712 + [[(E[ve141Xe = ) = (Elvegq| Xe = ])]]2
+ HPT(E[UHLq’Xt =) —qll2
14w
< G — drll2 + Z G — aill2
i—t+1

+ Hpr(qt) - QtH2

Die zweite Ungleichung nutzt die Konvexitéit der Funktionenrdume. Die letzte Unglei-
chung l&asst sich einfach zeigen: Sei eine Realisation = gegeben. Dann ist der Verlust
eines Handlers, der eine Option beziiglich ¢ verkauft nicht grofler als der Abstand der
tatséchlichen continuation value zu ¢. Unter Bildung des bedingten Erwartungswerts
und Normierung bleibt diese Ungleichung erhalten.

Wiederholtes Anwenden der Ungleichung ergibt die Behauptung:

||@t - QtHz <er+ e+ 260+ 463+ .+ 2% 001 < gutl max (es)
{s=t,...,t+w+1}

Bemerkung 4.3. Die Summanden aus der ersten Abschatzung

t+14+w

e = aello < g — dilla+ 3 Nl — ailla + llpr(ae) — ailla
1=t+1

in Satz 4.2 werden Schdtz-, Fortpflanzungs- und Approximationsfehler genannt.
[|G: — @||2 wird als Gesamtfehler bezeichnet.

Wir méchten nun den Schétzfehler durch die Wurzel des Erwartungswertes der
sogenannten zentrierten Verlustfunktion 1;(¢) : X — R mit

1:(q) () == (vir1,4(7) — @t($t))2 — (Veg1,4(2) — (L*(%))Q

abschétzen.



Elvg1,4 Xi="]
q;

Qt:E[UH_Lq Xt: ]

Definition 4.4. Sei h} := pr(E|[viy1.4| Xt = -]). Die Funktionenklasse
Li(H) = {(ves10 — he)* = (veyrn — By)?|h € H}

heiit Zentrierte Verlustklasse (engl. centered loss class) oder kurz Verlustklasse. Je-
des Element der Klasse, welches wir mit [;(h) bezeichnen wollen, wird von einem
Element h € H erzeugt.

Die Funktionen dieser Klasse haben den Vorteil, dass sie auch negative Werte
annehmen konnen. So ist der Erwartungswert beziiglich des durch die Stichprobe D
erzeugten empirischen Wahrscheinlichkeitsmafles

Z 1(dm,p,0)(Ds) (4.1)

negativ, was bei einem Blick auf den empirischen Lo-Minimierer (3.1) ersichtlich wird.
Dieser Umstand ermoglicht den Beweis einer besseren Konvergenzgeschwindigkeit bei
Anwendung des Ansatzes 3.5 auf die Verlustfunktion. Es folgt die eingangs erwéhnte
Abschétzung:

Satz 4.5. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.2 gilt
G — ;113 < E[l(q)).

Beweis. Die Skizze veranschaulicht diese Aussage. Aufgrund der Orthogonalitit des
bedingten Erwartungswertes folgt

Hﬁt - E[Ut+1,cj‘Xt = ]Hg = H@t - Ut+17q’|g - HE[Ut-i-l,d‘Xt = ] - Ut+1,zi’|g

und
G5 — Elves1,6l Xe = 1115 = 16 — ver1,4l15 — || Elves1,6l Xe = ] — viga6l5-
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Aufgrund der Konvexitéit von Hy gilt
1G: — Elvir1glXe = 13 > 1g: = G115 + 167 — Elvi,al Xo =I5

Einsetzen der ersten beiden Gleichungen in die dritte Ungleichung ergibt die Be-
hauptung. O]

Abschlieend werden noch einige benotigte Eigenschaften der Verlustklasse ge-
zeigt.

Lemma 4.6. Sei f eine Auszahlungsfunktion mit Werten in [0, M] und H geméif
Definition 3.6. Fiir | € L;(H) auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (X, B(X), u) gilt
dann:

1. E[l] >0
2. |I| < M?
3. E[I?] < AMZE]l]

Beweis. Behauptung (1) folgt direkt aus dem vorstehenden Satz.

Mit f ist natiirlich auch v,;; 4 und ¢ nach Voraussetzung durch M beschrénkt und
es folgt (2).

Setzen wir

@ = Vt41,4 — th
b= vit1,4 — pr(Efve gl Xil)
c= C.?;Sk - (jta
dann gilt (3) mit Verwendung des vorstehenden Satzes wegen

l=a®>—b"=(a+b)(a—0b)=cla+b)= E[I?] < El(a+0b)*? <4AM?E[).

5 Uberdecken von VC-Klassen

Die Darstellung dieses Kapitels folgt [7]. Wir mochten, wie bereits angedeutet, eine
Klasse von Funktionen mit beschriankter VC-Dimension durch eine begrenzte Anzahl
von Reprisentanten iiberdecken, sodass jede beliebige Funktion in ihrer Nihe einen
Reprisentanten im Sinne der L;-Metrik beziiglich eines Wahrscheinlichkeitsmafles
besitzt. Es werden dazu folgende Begriffe eingefiihrt:

Definition 5.1. Sei (M, d) ein pseudometrischer Raum und U C M. Dann wird die
Deckungszahl (engl. covering number) definiert als

N(e,U,d) =min{n € N|Fzy, ...z, € M : Ve € U Ji < n d(z;,z) < e}
und die eng verwandte Packzahl (engl. packing number) als

M(e,U,d) = max{n € N|3zy,...,x, € M : d(x;,xj) > Vi,j <ni#j}

11



Die Deckungszahl gibt an, wie viele Repréasentanten man bendétigt, damit jedes
Element aus M in e-Nihe eines der Repréasentanten liegt. Die Packzahl dagegen gibt
an, wie viele Elemente man wéhlen kann, sodass keines dieser Elemente einen Ab-
stand kleiner € zu einem anderen besitzt. Als e-Deckungsmenge bzw. e- Packmenge
wird dabei die Menge der Repriasentanten bei einem gegebenen Abstand ¢ bezeichnet.
Zwischen der Pack- und Deckungszahl besteht ein enger Zusammenhang. In dieser
Arbeit wird jedoch nur das folgende Resultat benétigt, welches man sich leicht {iber-
legt. Jede e-Packmenge ist eine 2e-Deckungsmenge oder etwas schwécher

N(2e,U,d) < M(e,U,d).

Definition 5.2. Sei A eine Klasse von Teilmengen einer Obermenge A. Seien x4, ..., T4
aus A paarweise verschieden. Wir sagen, dass A die Elemente z1,...,z4 zerbricht
(engl. to shatter), wenn es fiir jeden Vektor p = (py, ..., pq) auf {0,1}¢ ein Element
a, € A gibt, so dass

x; €ap, falls p; =1

x; ¢ a, falls p; = 0.

Die VC-Dimension von A ist d (vc(A) = d), falls es keine x4, ..., x411 aus A gibt, so
dass A die Elemente x1, ..., 2441 zerbricht und d maximal gew#hlt ist.

Beispiel 5.3. Sei A die Klasse aller offenen Mengen der Form (a,b) in A = R.
Dann gibt es fiir jeweils drei beliebige verschiedene Punkte keine offene Menge, die
die duBleren beiden Punkte iiberdeckt, aber den mittleren nicht. Drei ist maximal
gewihlt, also ve(A) = 2.

Die Klasse der durch n — 1-dimensionale Hyperebenen separierten Teilmengen des
R™ hat VC-Dimension n + 1.

Die Klasse der konvexen Teilmengen des R? hat VC-Dimension oo. Es reicht, fiir jedes
n eine Menge von Punkten anzugeben, die zerbrochen wird. Das wéren beispielsweise
die Eckpunkte eines regelméfligen n-Ecks.

Es folgt das Lemma von Sauer:

Lemma 5.4. Gegeben die Situation von 5.2 gilt fiir n € N und beliebige Punkte
T1,..., T, € A, dass

d

Han{zy, ...,z a € A} < Z < (en/d)“.

i=0
Beweis. Siehe S. 174 in [16]. O

Definition 5.5. Wird eine Funktion f : R™ — R mit dem unterhalb des Funktions-
graphen liegenden Unterraum des R™"!, also

{ZE S ]Rm—‘rllf(xh 7'7;771) S xm-‘rl}

identifiziert, so kann die VC-Dimension auf Klassen von Funktionen von R™ — R
ausgeweitet werden.

12



Bemerkung 5.6. Zerbrechen fiir Funktionenklassen [F erfolgt dann auf die folgende
Weise: Wir sagen, dass [F die Elemente x4, ..., x4 € R™ zerbricht, wenn es ry, ...,r4 € R
gibt, sodass es fiir jeden Vektor p = (p;...pa) auf {0,1}? ein Element f, € F gibt mit

fp(zi) >r;falls p; =1

fp(xz) < r; falls p; = 0.
Falls d maximal gew#hlt ist, wird ve(F) := d definiert.

Wir moéchten nun die Deckungszahl von beschrénkten Funktionenklassen endli-
cher VC-Dimension abschétzen. Der Beweis lasst sich zuriickfithren auf beschrénkte
[0, 1]-wertige Funktionen und unter Ausnutzung der Definition der VC-Dimension oh-
ne weitere Verluste auf {0, 1}-wertige Funktionen. Schliefilich reicht es unter Ausnut-
zung der Eigenschaft, dass das Maximum aller x; zur Bestimmung der VC-Dimension
fest gewdhlt werden muss, den n-dimensionalen Wiirfel zu betrachten. Dies wird in
5.15 ausfiihrlich beschrieben und soll nun ausschlieflich als Motivation dienen. Der
Abstand e zweier Funktionen entspricht dabei der Anzahl der unterschiedlichen Wer-
te der Koordinatendarstellung zweier Punkte des n-dimensionalen Wiirfels geteilt
durch n.

Definition 5.7. Man stelle sich als Klasse V' eine Auswahl von Eckpunkten des
n-dimensionalen Wiirfels vor. Jedes Element von V' hat somit eine eindeutige n-
dimensionale Koordinatendarstellung. Sei £ die Anzahl der Kanten, d.h. alle Paare
(wobei jedes Paar doppelt zdhlt) von Elementen von V', die sich nur in einer Ko-
ordinate unterscheiden. Wir sagen, V' habe Dimension d (dim(V) = d), wenn die
Projektion V; von V', wobei die Elemente von V' auf eine Teilmenge I = {1, ..., 7441}
projiziert werden, niemals einen Wiirfel mit allen Ecken der Dimension d + 1 ergibt.
Ergibt auf der anderen Seite die Projektion V; einen vollen Wiirfel der Dimension
d + 1, so sagen wir, dass I von V' zerbrochen wird. Fiir V;; schreiben wir auch V;.
Bei gegebenen V' und einer gegebene Richtung der Kanten, bezeichne out(v) fiir alle
v € V die Anzahl der vom Punkt v wegfithrenden Kanten aus F.

Definition 5.8. Sei ¢ = k/n fiir ein k € {1,...,n}. Die Klasse V wird als e-separiert
bezeichent, falls je zwei Elemente von V' sich in mindestens en Komponenten unter-
scheiden.

Die e-Separierung entspricht dem Umstand, dass V' eine Packmenge auf dem
n-dimensionalen Wiirfel darstellt. Nehmen wir auf der Klasse V' eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung P an, so kann V; als {0, 1}-wertige Zufallsgrofie aufgefasst werden.
Fiir diese sei

P(V;=1):=PlveVy =1).

Um die Packzahl zu beschréanken wird ausgenutzt, dass aufgrund der VC-Dimension,
die Varianz von V,, 1 gegeben Vi, ..., V,, klein wird. Gleichzeitig wird diese bedingte
Varianz bei gegebener e-Separierung auch gréfer, sofern noch gentigend Elemente in
V' enthalten sind, die auf den ersten m Komponenten iibereinstimmen. Somit erhélt
man zwei Ungleichungen fiir die bedingte Varianz, wobei die zweite von |V| abhéngt.
Ein geschickt gewihltes m liefert auf diese Weise eine Schranke fiir |V|.
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Lemma 5.9. Unter den Bedingungen von Definition 5.7 gilt:
|E| < d|V|

Beweis. Wir fithren fiir ¢ € {1,...,n} folgende Shiftabbildung ein:
Jedes v € V' der Form

(Uh ey Vi1, 17 Vig1y -0y Un)
wird durch v der Form

(Ub ey Vi1, 07 Vi1 -0y Un)
ersetzt, falls dieses Element noch nicht in V enthalten ist, ansonsten bleibt v un-
veréndert. Somit erhalten wir eine neue Klasse mit Kanten, die mit (5;(V), S;(£))
bezeichnet sei. Es gilt:

L [Si(V)] = [V|
2. |Si(E)| > |E|
3. dim(S;(V)) < dim(V)

4. Nach endlich vielen Anwendungen der Shiftabbildung fiir alle i € {1,...,n}
erhalten wir ein V*, in dem kein Element enthalten ist, in dessen Koordinaten-
darstellung mehr als d Einsen vorkommen.

Jedes Element in V* besitzt somit maximal d Kanten. Daher folgt
[E/VI<|ET[/IV] < d.

(1) ist offensichtlich.

(2) Man kann jeder Kante aus E eine Kante aus S;(£) zuordnen. Seien also u,v € V
beliebig und j die Komponente, an der sich v und v unterscheiden. Werden beide
Vektoren unter S; geshiftet, bleiben beide unverdndert oder ist ¢ = j, so bleibt die
Kante zwischen v und v erhalten. Wird u geshiftet, aber v nicht, dann heifit dies,
dass v’ bereits in V' enthalten ist, v’ aber nicht. Die Kante von u und v wird in diesem
Fall auf die Kante von »’ und v" abgebildet.

(3) Wir zeigen: Wird eine beliebige Teilmenge I von {1,...,n} durch S;(V) zerbro-
chen, so wird sie auch von V' zerbrochen. Sei 0.B.d.A. i =1 und I = {1,...,k}. Aus
den Voraussetzungen folgt sofort, dass alle Mengen der Form {1,vs,.., v} € V sein
miissen. Folglich miissen nun aber auch alle Mengen der Form {0, vo, .., v;} € V sein,
da sonst nicht alle Mengen der ersten Form in S;(V') liegen wiirden, da sie geshiftet
worden wéren. Dies wire ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass I durch S;(V)
zerbrochen wird.

(4) Angenommen es gibt ein v, dass auf d + 1 Komponenten 1 ist. Dann miissen
aber auch alle Vektoren, die auf diesen d + 1 Komponenten andere Werte annehmen,
enthalten sein, da v sonst geshiftet werden kénnte. Das wiirde aber bedeuten, dass
dim(V*) > d + 1. Widerspruch zu (3). O

Definition 5.10. V heifit bipartit, falls sich seine Elemente in zwei disjunkte Teil-
mengen aufteilen lassen, sodass zwischen den Elementen innerhalb beider Teilmengen
keine Kanten verlaufen.
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Wir benétigen den Heiratssatz von Hall fiir bipartite Graphen. Um nicht Begriffe
der Graphentheorie einfithren zu miissen, erfolgt die Formulierung in angewandter
und gleichzeitig sehr verstdndlicher und einprégsamer Version. Bipartit entspricht
dem Umstand, dass es (zumindest in der damaligen Zeit) nicht moglich ist, zwei
Personen gleichen Geschlechts miteinander zu verheiraten.

Satz 5.11. Es ist moglich jede Frau zu verheiraten, falls es fiir jede Gruppe von
Frauen mindestens ebensoviele Ménner gibt, die sich fiir wenigstens eine der Frauen
in der Gruppe interessieren.

Beweis. Siehe S.26-30 in [5]. O

Lemma 5.12. Gegeben seien die Bedingungen aus Definition 5.7. Dann koénnen die
Kanten so ausgerichtet werden, dass out(v) < d.

Beweis. Wir suchen eine bipartite Paarung der Menge der Kanten auf die Menge
der anliegenden Ecken, wobei jede Ecke d-mal z&hlt. Nach dem Heiratssatz von Hall
reicht es aus zu zeigen, dass es fiir jede Menge von Kanten der Machtigkeit nd,
mindestens n Ecken gibt, die zu mindestens einer Kante der Menge gehoren. Sei
V' C V also beliebig mit entsprechenden Kanten E’. Aus Lemma 5.9 folgt aber, dass
|E'| < d|V'| und somit die Behauptung. O

Lemma 5.13. Gegeben seien die Voraussetzungen aus Definition 5.7. Sei P eine
beliebige Verteilung auf V. Fiir alle ¢« < k < n gilt dann

k
> Var(ViVi, .., Viey, Vigr, o, i) < d
=1

Beweis. Seien F; die Kanten, deren zugehorige Punkte sich in der i-ten Koordinate
unterscheiden. Die Kanten fiir die Eckpunkte « und v werden mit (u,v) bezeichnet.
Dann gilt:
Var(V1|Va, ..., Vi)
= > P(Va=uy,...V, = v,) Var(Vi|Va = vs, ., Vi = v,)
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Daraus folgt die Behauptung fiir den Fall £ = n mit Lemma 5.12 aus

- P(u)P(v)
;var(wvl, o Vi, Vigty oy V) < 2 P+ P
< Z min(P(u), P(v))
(u,v)EE
< ZP(U) out(v)
<

Fir k& < n projizieren wir V' beziiglich I = {1, ..., k} und definieren die Verteilung
P auf kanonische Weise, d.h.

Pr(u) = P(v|v; = w; Vi < k).
Da dies die bedingten Varianzen nicht dndert, folgt die Behauptung aus dem Fall
k =n. ]

Lemma 5.14. Sei P die Gleichverteilung auf V' und sei V' e-separiert, i < n beliebig,
I'={1,...,1} und r eine Zufallsvariable mit Gleichverteilung auf {i +1,...,n}. Dann
gilt

s (vl
EVar(V,|Vi, ..., V;)] > =) (1 \VI)'

Beweis. Es gilt:
E[Var(V,|V4, ..., Vi)]
=Y PVi=uv,..Vi=v0)Var(V,[Vi = v1,....,V; = vy)

V14 Vs
= Z P(‘/l—vl7 7‘/Z:'U’L>p(1_p)

1
=D _P(C)5Plu# wlu,w, € C)
7=1

> ) P(Oj)z(ngfm)ccfgj_]l)

§=1...21:|C;|>1
(-
2(n—m) V]
Die Mengen C; € V werden entsprechend kanonisch'® gewéhlt. Die Varianz einer
Bernoulli-verteilten Zufallsgrofie ist gleich der Hélfte der Wahrscheinlichkeit, dass
zwei unabhéngige Realisation verschieden sind. Die Anzahl der Elemente von V;

entspricht der Anzahl der C; von positiver Wahrscheinlichkeit. Da Gleichverteilung
vorliegt, folgt die letzte Gleichung. O]

BDh Oy ={veVjuyy=0,..,v;, =0}, Co ={ve Vv =1,v3 =0,...,v; = 0} usw.
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Zusammen ergibt sich so eine Grenze fiir |V| in Abhéngigkeit von d. Vorher
bendétigen wir noch eine Version des Lemmas von Sauer.

Lemma 5.15. Fiir V € {0,1}" mit dim(V') < d gilt

d
VIS Y () < enfa)’

Beweis. Die Dimension von V kann als VC-Dimension wie in 5.2 mittels folgender
Identitét aufgefasst werden.

Sei die Obermenge A gegeben durch {z1 ¢, %11, %20, T21, ..., Tn1}. Die Klasse A der
Teilmengen sei eine Auswahl von Mengen der Form {1 ;,, %2, .., Tnj, } mit j; €
{0,1}. Jede dieser Teilmengen kann nun auf kanonische Weise als ein Element in V/
aufgefasst werden und V' daher mit A identifiziert werden. Es ist nun zu sehen, dass
die Definitionen von ve(A) und dim(V') iibereinstimmen. Somit folgt die Aussage aus
dem Lemma von Sauer 5.4. O

Bemerkung 5.16. Die Teilmengen der Form {z1 j,, 2 j,, ..., T ;, } im eben gefithrten
Beweis konnen auch als Realisationen von {0, 1}-wertigen Funktionen f, g auf den
Punkten zi, ..., x, interpretiert werden. Der Abstand zwischen zwei Elementen auf
V' entspricht dann

- Z | f (@) — g(zi)]-
Satz 5.17. Sei V ¢ = k/n-separiert und dim(V') = d. Dann gilt

V| < e(d+1) <M)d <e(d+1) <§)d

k-4 2d+2 €

Beweis. Fiir allem < n wahle iy, ..., i,,11 zufillig gleichverteilt aus {1, ..., n} beziiglich
eines Wahrscheinlichkeitsmafies P. Lemma 5.13 und 5.14 ergeben
m+1
d Z E[Z Var(%]l%l? ) ‘/;j—lﬂ ‘/;
j=1

= (m —+ ].)E[Va/r(‘/;l |‘/Z'2) (R3] ‘/;erl)]

> (m+1) <ﬁ (1_%))
> (m+1) (ﬁ <1_(6T—‘;!d)d))'

Die Gleichheit folgt, da die ¢; zuféllig gewéhlt werden. Bei der letzten Ungleichung
wurde das Lemma von Sauer angewandt. Sei k > 3, sonst folgt die Aussage direkt
aus dem Lemma von Sauer.

Wird

Y ‘/;m+1 )]

FESRREE

(2d+2)(n+1) <n

E+2d+2 —
gewihlt, so erhdlt man durch elementare Umformungen die Behauptung. Auf die
Durchfithrung der Rechenschritte wird an dieser Stelle verzichtet. O
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Satz 5.18. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) und eine Klasse F
von messbaren Funktionen von €2 nach {0, 1} mit ve(F) = d. Sei

dp(f,g9) = P(x € Q|f(z) # g(x)).

Dann gilt
M(e,F,dp) < e(d+1)(2e/e)".

Beweis. Angenommen, es gibt eine groflere Packmenge, dann existieren x4, ..., z, €
Q, sodass fiir alle verschiedenen Funktionen f, f; mit k,j € {1,...,e(d+1)(2¢e/e)?+1}
aus der Packmenge

L . Z | ful@i) — fi(@i)| = €

gilt. Unter Beachtung der Identitét aus dem Beweis von Lemma 5.15 und Bemerkung
5.16 widerspricht dies aber Satz 5.17. O]

Bemerkung 5.19. Die Punkte x4, ..., z, im vorigen Beweis konnen z.B. einfach als
Realisationen von P gewihlt werden. Da

Pz e X| |fu(z) = fi(z)| =1) 2 e+
folgt die gewiinschte Eigenschaft aus dem Gesetz der groflen Zahlen.

Korollar 5.20. Gegeben ein Wahrscheinlichkeitsraum (£2, A, P) und eine Klasse
F von messbaren Funktionen von €2 nach [—M, M| mit vc(F) = d. Sei di(f,g9) =

||f = gl|p- Dann gilt
N(e,F,dy) < e(d+1)(8eM/e)?.

Beweis. Fir f € T sei

. A 1 >
FiFx[0,1] = {0,1}  mit f(w,r):{ . wemn f(z) > 7

0 sonst.
Sei F = {f|f € F}. Dann gilt unter Ausnutzung der Definition der VC-Dimension
5.6 fiir Funktionenklassen

ve(F) < ve(F).
Denn fiir eine beliebige Wahl der Zerbrechnungsmenge (z1,71), ..., (£, 7,,) von F mit
71, .., 7 € (0,1) beliebig liefert 1, ..., 2z, mit r,...,r, eine Zerbrechungsmenge fiir
F.
Nun gilt mit P = P ® [0, 1:

M(e,F,dyp) = M(e,F,d, p) < e(d+1)(2e/e)"
Die Gleichheit folgt aus der Tatsache, dass dl’p(f, g) = dip(f,g) fir f,g € F gilt.

Die Ungleichung folgt aus Satz 5.18. Da jede e-Packmenge eine 2¢-Deckungsmenge
induziert, folgt mit einem Skalierungsargument die Behauptung. O]

18



6 Die Deckungszahl der Verlustklasse

Wir mochten nun die Deckungszahl der Klasse
Li(H) = {(ver1n — he)* = (verrn — hy)?|h € H)}

bestimmen. Im spéteren Beweis werden wir als Pseudometrik die L;-Norm des em-
pirischen Wahrscheinlichkeitsmafes, bezeichnet als dy ., ..., von jeweils n zufélligen
unabhéngigen Stichproben D und D* benétigen. Zu beachten ist, dass die Deckungs-
menge in diesem Fall nicht fix ist, sondern von der Stichprobe abhéangt, d.h. die
Deckungszahl kann als Zufallsgréfie aufgefasst werden. Wir wollen also eine obere
Schranke fiir

N(&’, Lt<H)7 dlqu,D*)

finden. Das heiflt, fiir alle | € L,(H) soll ein I* € L,(H)* existieren mit |L,(H)*| =
N(e, Li(H), d1, 1. ), sodass fiir die Stichprobe Dy, ...Dy,, D7, ..., Dy € X gilt, dass

%il(Di) —1"(Ds) + % izw;) —"(D))| <e.

Wir haben dabei als Voraussetzung gegeben, dass die VC-Dimension der Klassen H,
mit s = 0,...,T — 1 durch d beschrénkt ist. Diesen Umstand wollen wir ausnutzen,
um die VC-Dimension der Cashflowklasse

G, = {Ut+17h|h € H}

und letztendlich der gesamten Verlustklasse als Komposition der Cashflowklasse und
H, abzuschétzen.

Lemma 6.1. Seien X,Y Mengen und A, B VC-Klassen von Teilmengen von X,Y
mit

1 <ve(A),ve(B) <d.
Fir A x B:={A x B|A € A, B € B} gilt dann

ve(A x B) < 2d1og,(26).

Beweis. Angenommen, es sei ve(A x B) > k = 2dlog,(26). Dann existieren Punkte
(1’17 y1), orey (:lik, yk), sodass

19



und mit einem einfachen Argument!4 folgt

2" = {(Leaxm) (@i, 4:))i=1,..k| A € A, B € BY|
< (ek/d)*.

Aber k ist gerade so gewiihlt, dass 2% > (ek/d)*®. Widerspruch. O

Bemerkung 6.2. Aus dem Beweis von Lemma 6.1 folgt die Behauptung auch fiir
n > 2 VC-Klassen
ve(Ap X ... x Ay) < 2ndlog,(en),

denn es gilt
2k > (ek/d)™ fiir k£ > 2ndlog,(en).

Bemerkung 6.3. Diese Figenschaft kann natiirlich auch fiir Funktionenklassen ge-
zeigt werden. Aufgrund der Eigenschaft der VC-Dimension fiir Funktionenklassen,
die Werte r; frei wihlen zu konnen (vgl. Definition 5.2), wird die VC-Dimension nicht
groffer unter Multiplikation mit einer beliebigen fixen anderen Funktion. Also gilt

ve({fglg € G}) < ve(G).

Mit dieser Bemerkung und einem Blick auf die Definition der Cashflowfunktion
2.2 folgt nun unter Anwendung der Beweisidee in 6.1 die Abschétzung der VC-
Dimension der Cashflowklasse.

Lemma 6.4. Sei G; = {vi11.wn(x)|h € H}. Fiir alle s € {t,....,t +w} sei ve(Hy) < d
und
¢ :=c(w) = 2(w + 2) log,(e(w + 2)). (6.1)
Dann gilt:
ve(Gy) < cd

Beweis. Die Cashflowfunktion (2.2) kann mit h, = 1,5, verkiirzt geschrieben wer-
den als

Vt,n (T) = Z fs(@s)hs(xs) 1:[(1 — he (7)) + oo (T140) H(l — hy ().

Wegen der vorhergehenden Bemerkungen kann fiir alle s zur Betrachtung der VC-
Dimension fs(zs) 0.B.d.A. 1 gesetzt werden.

HSeien (z,y) = ((x1,91), -, (Tn,Yn)) fest. Angenommen, es gibt mehr als (ek/d)2? unterschiedli-

che Vektoren py,ps, ... (alle p; sollen k-dimensionale 0,1-Vektoren sein), sodass (1 axp)(7,¥)) = p;
fiir beliebige Mengen A x B € A X B.
Nun gibt es aber nach dem Lemma von Sauer maximal (ek/d)? unterschiedliche Vektoren p, o, ...
mit (1(4))(z) = p; fiir beliebige Mengen A € A und ebenso maximal (ek/d)? verschiedne py, pa, ...
mit (1¢p)(y)) = p; fiir beliebige Mengen B € B. Daraus folgt, dass es maximal (ek/d)?® unterschied-
liche Vektoren p7, p3, ... gibt mit (1 4y (x))(1(5)(y)) = pipm = p} fiir beliebige Mengen Ax B € AxB.
Dies steht jedoch im Widerspruch zur Annahme.
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Sei nun angenommen, die Behauptung gelte nicht. Dann gibt es fiir £ > c¢d Elemente
x1,...,2°€ X und rq, ..., 7, mit

|{(1Ut:w,h(mi)>7‘i) 77777 k|h E H}| = 2k (ek/d)d(w+2)

Die Cashflowfunktion besteht aus w + 2 Summanden, wobei fiir ein x € X maximal
einer einen Wert grofier 0 annimmt. Die ersten w + 1 Summanden sind dabei {0, 1}-
wertig. Nach dem Lemma von Sauer kann jedes h, maximal (ek/d)? unterschiedliche
Vektoren p 1, ps2.-'® mit (15,4, ysr)im1,..k = Ps; fiir beliebige h, € H, erzeugen.

.....

Damit gilt:
{ Loy @i >ri)i=t,...k|h € H}Y|
tw  s—1 t+w
< H{I( ZPSH (1—pr) +ht+w(xt+w)H(1_pr) > ;)]
r=t r=t

Nisw € Hypo,pr € {pt,b D € {pt+1,1, .

Dabei ist I die Indikatorfunktion. Da fixe Werte fiir die Betrachtung der VC-Dimension
keine Rolle spielen, kann dies weiter abgeschéitzt werden durch:

(ek/d) D sup {(I (hesu (@igrw)D} > 17))im,ckl P € Hevw}]

7«*7p*
< (ek/d>(w+2)d
Widerspruch. O

Bis jetzt konnen wir Korollar 5.20 nur auf die Cashflowklasse und H; anwen-
den. Wir benotigen noch folgende einfache Rechenregeln fiir Deckungszahlen, um
die Verlustklasse abzuschétzen.

Lemma 6.5. Seien F und G Funktionenklassen, ausgestattet mit einer Pseudometrik
d.FirF+G = {f +g|f € F,g € G} gilt dann

5 5
< — — .
N(F+G,d) <N (2,F,d> N (2,G,d>
Ist F durch M beschrinkt, so folgt fiir F2 = {f?|f € F} :

N(e,F?,d) < N( F d)

2M°

Beweis. Der Beweis ist offensichtlich. OJ

Korollar 6.6. Es gilt

N (e, Ly(H), dy) < €'(d + 1)*(cd + 1)*(64e M? /) 24D

15Dabei sei die Schreibweise z; = (240, ..., ;1) eingefiihrt.
16Djes sind k-dimensionale {0,1}-wertige Vektoren.
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Bewess.

N (8,Lt(H)7d1> < N (E, (Ht — Gt)2 -+ (Ht — Gt> ,dl)
€
S N (57 (Ht - Gt)27 dl)
c 2
<N <m7Ht Gt,d1>
€ 2 € 2
<N (m,Ht,dl) N (myGt,Ch)
< e*(d+1)*(8eM8M/e)* e (cd + 1)*(8e MSM /¢)*

Die letzte Ungleichung folgt mit Korollar 5.20 und Lemma 6.4. [

7 Der Schitzfehler fiir positive iiberdeckbare Funk-
tionenklassen

Die Darstellung dieses Kapitels folgt in den Grundziigen [6].

In Satz 4.5 haben wir gesehen, dass wir statt des Schétzfehlers auch den Erwar-
tungswert der Verlustklasse minimieren kénnen. Um den Ansatz aus 3.5 anzuwenden,
miissen wir auf dieser Klasse eine Deckungsmenge finden und eine Abstandsdefinition
festlegen. Fiir die klassische Li-Pseudometrik erhalten wir leider nur eine Konver-
genz fiir ne? — oo (vgl. in Lemma 7.3 a und v), wobei n die Anzahl der Stichproben
darstellt und e der Schranke des Erwartungswerts der Verlustklasse entspricht. Nutzt
man aus, dass die Summe der Verlustfunktionen sehr nahe bei 0 liegt, erhélt man
durch ein geschickt gewéhltes Abstandsmafl auch Konvergenz des Schétzfehlers fiir
ne — Q.

Definition 7.1. Dazu definieren wir fiir v, z,y > 0

[z — |

do(z,y) = Tty to

Fir d, gilt die Dreiecksungleichung. Weiterhin seien mit D und D* jeweils n

gemaf p gezogene Stichproben aus X gegeben. D kann als Stichprobe zur Erzeu-
gung des Schétzers (3.1) und D* als Kontrollstichprobe angesehen werden.
Wir finden in diesem Kapitel ein Resultat fiir positive Funktionenklassen. Mit der
Eigenschaft, dass sich E[f?] durch K E[f] abschiitzen lisst (vgl. Lemma 4.6), konnen
wir im néchsten Kapitel das Resultat auf allgemeine Funktionenklassen wie die Ver-
lustklasse ausweiten.

Um das fiir den Beweis erforderliche Vertauschen der Stichproben besser formu-
lieren zu koénnen, fithren wir fiir die restlichen Kapitel ein:

Definition 7.2. P sei das 2n-dimensionale Produktmafl von p. Sei o eine Zufalls-
grofle, sodass fiir 1 = 1, ..., n gilt:

1. 0(i) =i,0(n+1) =n+ifalls U; =1
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2. o(i)=n+i,on+i)=1ifalls Uy = —1
Dabei sind U = (U;) unabhéngige, identisch verteilte Bernoulli-1-ZufallsgroBen beziiglich
P mit Werten in {—1,1}, die unabhéngig von den Stichproben D und D* sind.
Um eine komfortablere Schreibweise zu erméglichen, sei D,y; = D}. Somit ist
D = (Dy,...,Dy,) und D* = (Dyy1, ..., Day).

Es folgen einige vorbereitende Lemmata.

Lemma 7.3. Seien z; € [0, M] und 5 = > x; + x,,;. Dann gilt
i=1

3 2a’nv
i (l Z (To(i) = To(mes)| > alnv + ﬁ)) < 2exp (— i ) )
i=1

Beweis. Unter Verwendung der Hoeffding-Ungleichung gilt:

a*(nv + B)?

P <| ng(i) — To(nti)| = alnv + ﬂ)) <2exp | —
i=1

M=

(901‘ - fEn+i)2
=1

2a’nv
<2exp | — i

Die Nichtnegativitéit der z; ist dabei eine entscheidende Voraussetzung. Eine &hn-
liche Rechnung ergibt:

-
Il

Q
[N

]

Lemma 7.4. Seien (Z;);—1.., unabhingige identisch verteilte ZufallsgroBen mit

Werten in [0, M]. Dann gilt

1 « 2a%nv
Plld,(=S"Z,EZ)| >a] <2 - .
(\ (32 7 B2 ) ow (24

Und der Ausdruck wird fiir n > % kleiner als %

77777

Beweis. Es gilt wie im vorherigen Lemma

P<|2Zi_EZi| 2a<nU+ZZ1+EZi>> < 2exp (- a]wmj)‘

=1 i=1

]

Wir moéchten nun eine Pseudometrik auf der Funktionenklasse definieren, welche
unter o stabil ist.
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Definition 7.5. Gegeben sei eine Klasse von Funktionen F mit Werten in R™ und
eine Stichprobe D, D*. Dann wird fiir deren Elemente f, g definiert:

CZ’U,D,D* (f; 9) = InéiX dv ( Z f a(z Zg o(i) )
< Zg a(n+z Zf o(n+i) )

Die Abbildung sz, p,p~ erfiillt die Dreiecksungleichung und ist eine Pseudometrik
auf der Funktionenklasse.

Lemma 7.6. Gegeben die Situation von 7.5, sei F*(D, D*) eine §-Deckungsmenge
der Funktionenklasse beziiglich cZu p.p+- Dann gilt fiir ein g € F*(D, D*):

Beweis. Mit der Dreiecksungleichung gilt
dy (ﬁ > f(D), - > f(D%k)> <d, <g > F(Dy), - Zg(&))
i=1 i=1 —1 —
1 < 1 <
i=1 i=1

und somit folgt die Behauptung. O

Es sei noch einmal daran erinnert, dass die Deckungsmenge F*(D, D*) der Funk-
tionenklasse F von den Stichproben D und D* abhéngt.

Satz 7.7. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (X, B(X), ), jeweils n Realisa-
tionen D und D* beziiglich 1 und eine zuléssige!” Klasse F von messbaren Funktionen
von X — [0, M]. Weiterhin sei p1p p. das empirische von D, D* erzeugte Wahrschein-

lichkeitsmafl auf X. Fiir alle n > 21n( )
> a)

i (% > 1) E[f])

< 2 sup N( g I dI#DD*>e_“2”"/8M.

D,D*

gilt dann

P(DBfeF:

17 Aus Messbarkeitsgriinden muss an die Klasse eine milde Voraussetzung gestellt werden, die auf
die meisten erdenklichen Klassen von Funktionen zutrifft. Die Definition befindet sich im Anhang
sowie Erlduterungen, welche Probleme auftauchen konnen, wenn Zuléssigkeit nicht gefordert wird.
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Beweis. Fiir alle D, D* und alle g € F*(D, D*) mit b = 2exp(—22™) gilt nach
Lemma 7.3:

< b|F(D, D7)

Der Wert |F*(D, D*)| kann durch einen von D und D* unabhéngigen Wert ab-
geschétzt werden. Wird auf beiden Seiten iiber D, D* integriert, so folgt mit der
Unabhéngigkeit von D, D* und o:

a
P DD El F*DD o(n+i > —
(0 |39 € F( (Eg Eg +>>_4>
<bsup |F(D,D")|
D,D*

Das Vertauschen in der zufillig gewéhlten Stichprobe &ndert die Wahrscheinlichkeit
nicht. Also gilt:

P (D D*|3g € F*(D, D*) ( Zg %ig(Df)) > a/4>

< bsup |[F*(D, D)
D,D*

Mit Lemma 7.6 folgt nun:

P <D, D*|3f € F : d, (% Zn:f(pi), % if(D;“)) > a/2>

< bsup N(a/4,T, CZ'L),D,D*)

D,D*

Die Bedingung an n garantiert mit Lemma 7.4, dass £ >~ f(D;) nur mit Wahrschein-
i=1

lichkeit kleiner 3 von E[f] um mehr als ¢ beziiglich d, abweicht. Also folgt:

D,D*

P <D|3f cF:d, (% if(Di), E[f]) > a) < 2b sup N(a/4,F,dyp p-)

Zum Schluss miissen wir noch die gewiinschte Pseudometrik wiederherstellen.
Dazu wird gezeigt, dass

N(a/4,F,dyp p+) < N(av/8,F, i e )-
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Sei fiir beliebige f,g € F der Abstand dy ,,, ,,.(f,g) < %. Dann folgt:

n 2n
A | Z f(Dogiy) = 9(Doa))] | 22 f(Dow) = 9(Doii))|
dvpp-(f,9) = + Z_nﬂzn
vm + z f( a (i) ) (Da(i)) vm + Z f(DU(Z')) + g(DJ(i))
i=n+1
n 2n
|22 f(Dotiy) = 9(Do)l | 22 F(Dotiy) = 9(Dogi)]
< =1 + i=n+1
o um um
< dl MDD, D* (f g) %

]

8 Der Schatzfehler fiir iiberdeckbare Funktionen-
klassen

In diesem Kapitel soll ein dhnliches Resultat ohne die Voraussetzung der Nichtne-
gativitdt der Funktionenklasse gezeigt werden. Die Resultate entstammen eigenen
Uberlegungen und stellen eine Verbesserung des in [4] verwendeten Theorems 6.12
dar.

Lemma 8.1. Seien U = (U;) unabhéngige, identisch verteilte Bernoulli-1-Zufalls-
2n
variablen mit Werten in {—1,1}. Seien x; € [-M, M] und 8 := >_ z?. Dann gilt

i=1

(Z Ui(z; — Tpys) > a(nv + 35)) < exp(—4a*nv).

Bewess.

[]

Um das Aquivalent zu Lemma 7.4 zu zeigen, bendtigen wir folgende Version der
Bernstein-Ungleichung:
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Satz 8.2. Seien Y7, ..., Y, unabhingige Zufallsgrofien mit Erwartungswert 0, die fiir
alle k£ > 2 der Bedingung

EY?2k\hF—2
E[lY ] < — < 00
geniigen. Fiir die Summe der Y; von 1 bis n gilt dann

w2
P(Q_Yizw) <exp (_QZEY;HW) '

Beweis. Der Beweis folgt [3]. Fiir alle ¢ mit 1 > ¢ > th gilt

t?EY?2  $EY3 t?EY? t?EY?
Elet ] =1+0 : Ly <14 —1t < U
=10 S g e S g g s el

Aus der Markov-Ungleichung P(X > E[X]e™) < e ™ folgt mit X = ¢'XY: dass
t> EY? 2
(E Y, > Z +T—)§e_72.
2(1—c¢) t

Wir machen den Ansatz, den rechten Term in der Klammer unter ¢ zu minimieren.
2(1—c)7?
Y EY?

P(ZYi > 2;) (Zy > 7 (QZEE/Q) /> <e ™. (8.1)

. . . (23 EY?N\1/2 . .
Wir setzen zur besseren Schreibweise w = 7(=5—+)"/%. Zu beachten ist, dass dabei
2(1—¢)7* c)r?

S EY?

Dieser wird minimal fiir > = und es ergibt sich

die Bedingung =12 < 2—22 gelten muss. Da

2l—¢)m* 2 (1—c)*r?
SEYVE 1o SEY

und alle Werte positiv sind, ist diese Bedingung dquivalent zu

(%) G

und nach Eliminierung von 1—c im Z&hler durch kanonische Umformungen dquivalent
zZu:

hw <
S EY2+hw —
Die Werte ¢ und ¢ konnen daher wie gewiinscht gewéhlt werden, ohne dass die Be-
dingung 1 > ¢ > th verletzt wird. Setze nun ¢ = % Aus der Defintion von w
folgt, dass
7_2 = w2 l—c = 2 Z EY2 = w2 .
23 EY? OCEY?2+hw)2>  EY? 2> EY?+ 2hw
Somit ergibt sich die Behauptung mit (8.1). ]
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Lemma 8.3. Seien (Z;);—1. ., unabhéngige, identisch verteilte Zufallsgrofien mit
Werten in [-M, M|, EZ, >0, EZ? < KEZ; und K > 1. Fiir alle a < 1 gilt dann

1 — 3a%vn
Pl - 7. —BEZ > EZ < e —
(nz =B zalv+ 1)> —eXp( 2(M+3K)>

i=1

und der Ausdruck wird fir n > W}#jw kleiner als =

Beweis. Sei Y; = Z; — E|[Z;]. Die Bedingung der Bernstein-Ungleichung an die zen-
trierten Zufallsgrofien

EY2k\hF—2
B[] < ———  Vk>2

wird fiir h = % erfiillt. Anwendung von Satz 8.2 mit der Bedingung an E[f?] und
K > 1 ergibt

n*a®(v + E[f])?
p (ZY’ > na(v + E[f])) < exp (_2nKE[f] + 2hna(v + E[f])>

< nazv
<exp |~ |

Es wird noch eine weitere Hilfsaussage benotigt.

Definition 8.4. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (X, B(X), p1), jeweils n
Realisationen D und D*, sowie eine Funktionenklasse [F mit messbaren Funktionen
f X — [-M, M]. Bezeichne pp p- das von D und D* erzeugte empirische Wahr-
scheinlichkeitsmafl auf X. Dann ist

_ Tv
N <7CLU, ]F, dLMD,D“ ﬁ)

eine E-Deckungszahl von T, falls eine Menge F*(D, D*) mit

« Tv
|F*(D, D*)| = N (7ade1#DD ’27K)

existiert, sodass

Vf eF 3g € F*(D,D*) : |E[f] - und d ,;, . (f,9) < Tav.

[”_271;(

F*(D, D*) heiBt 52%-E-Deckungsmenge.

Lemma 8.5. Gegeben sei die Situation von 8.4 und F sei zuléssig. Dann gilt
P <D,D*]Elf elF: Zf(Di) — f(D}) > 3an(Tv + 9KE[f})>

<P (D D*|3g € F*(D, D*) Zg : ) > an(Tv + 27K Elg ])) .
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Beweis. Sei f beliebig und £ 3~ f(D;) — f(D}) > 3a(Tv+9K E[f]). Da eine Tav — E-
i=1

Deckungsmenge vorliegt, gibt es ein g € F*(D, D*) mit = Y g(D;) — g(D}) + Tav >
i=1

S =

Zn: f(D;) — f(D*) und E[f] > E[g] — 52%. Daraus folgt, dass
i=1

T 2TK

% >~ 9(D)) —(D;) = a(Tv + 2K E[g).

]

Satz 8.6. In der Situation von 8.5 gelte fiir die Funktionen der Klasse F, dass
E[f] = 0 und E[f?*] < KE[f].

Fiir alle n > max <81n(i)M2, 81n(§%(7];42J;3K)> gilt dann:

P(DI3f €F: ) _E[f] - f(D:) > an(Tv + 27E[f]))
i=1
_ 4 2
SQSUPN Maﬂ?7dlu *aL CXp |\ — e
D,D* 6 0.0 . 36

v vn
e (R oo -2
LR RS TR S R A T Ve

Beweis. Fiir alle D,D*, g € F*(D, D*) und b, := exp(—4“;g“) gilt nach Lemma 8.1:

=P (D,D*|E|g € F*(D, D*) : Zg(D;") —g(D;) > % (nv + 3Zg(Di)2>>

- (“7 D,D*[3g € F*(D,D*) : > 9(D3)) — 9(Dogy))

1+ a)nEg?) + a2 _
I m) < sup [F*(D, D")|by

D,D*
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n

=P <D7 D*3g € F*(D,D*): Y g(D}) — g(Di) >

=1

2n _ _
_ 1 Elg?] + a2
<P (D,D*Elg eF(D,D): Y g(D)? > (L+apnblg]+a m’)

=1

+ sup |F*(D, D*)|b,
D,D*

_p (D, D*|3g € F*(D, D) : 3" (9(Dy)* — Elg?) > a (m +3 9D + E[g2]>>

i=1

+ sup [F*(D, D*)|by
D,D*

2
< sup |[F*(D, D*)[bs + SupN<8 F dlﬂw*)exp( o ”)

D,D* D,D* 8M?
Bei der letzten Ungleichung wurde Satz 7.7 mit der Bedingung 2n > M ange-
wandt. Sei
a*vn
Ny := ;ugN( g I dy D*> und by := exp <_W> )
Mit der Abschétzung von E[g*] und a = £ folgt
P<DD|39€IF*DD Zg z§(7v+9KE[ ]))

< sup [F*(D, D*)[by + Ngbg.
D,D*

Unter Verwendung von Lemma 8.5 gilt dann:

P(D,D*|3f € F: Zf(D;“) — (D) > 7”(71} + 27K E[f]))

_ (Tav v
_ v (1 g I A Nsb
< sz%j* ( 6 Lup,p*> G - 27K> ! +E}11§)* o

Die zweite Bedingung an n liefert mit Lemma 8.3, dass + 2 f(Df) nur mit Wahr-

7v+27E[ )

scheinlichkeit kleiner 1/2 von E[f] um mehr als “ abwelcht Also folgt

p (Dlﬂf clF: ZE[f] — f(Di) = an(Tv +27E[f])>

Tv

_ (Tav
s2gp N (?F’ oo § 37

D,D*

) by + 2Nybs.
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Wir fithren unsere Ergebnisse zusammen und erhalten eine Abschéatzung fiir die
Li-Norm der Verlustklasse und damit den Lo-Schéatzfehler.

Definition 8.7. Zur einfacheren Schreibweise werden fiir den spéateren Gebrauch die
von v, M und n unabhéngigen Terme im folgenden Satz zusammengefasst:

Cy = (64e)?4 0 (d + 1)*(cd + 1)?
Cy = 371(30)2d0+¢)
C3 — 2(16)2d(1+c)

Dabei ist ¢ wie in (6.1).

Lemma 8.8. Sei H geméf} Definition 3.6 und f eine Auszahlungsfunktion mit Wer-
ten in [—~MY2 M*'?]. Fiir die E-Deckungszahl der Verlustklasse gilt:

o 2M
N (E’Lt(H)’dlvﬂD,D*?(s) < 764(614— 1)2(Cd—|— 1)2(64€M2/€)2d(c+1)

Beweis. Sei 0.B.d.A. § = 1. Aus Lemma 4.6 folgt, dass die Verlustklasse Werte in
[—M, M] annimmt. Die Verlustfunktionen kénnen in 2M Klassen beziiglich ihres
Erwartungswertes aufgeteilt werden, so dass in jeder Klasse der Abstand der Erwar-
tungswerte der Funktionen kleiner als ¢ ist. Die Giiltigkeit von Korollar 6.6 bleibt
fiir kleinere Klassen natiirlich erhalten. O]

Satz 8.9. Sei f eine Auszahlungsfunktion mit Werten in [—M'/2 M'/?) und H gemif
Defintion 3.6. Mit ¢ wie in Satz 6.4 und fiir alle

8In(2)M?2 8-175In(2)(M + 3K)

n > max( ” : 1 )
gilt:
P(D|E[li(qu,p)] > v)
M2\ 24059 oo s wn un
< il _ o
=G ( v ) ( v eXp( 1052> +C36Xp< 16M2)>
Beweis.

P(D|E[l:(Gup)) >v) =P (D|E[lt((jH7D)] Y + 4E[h(6}H,D)]>

5

Wir nutzen aus, dass die Verlustfunktion angewendet auf ihren Erzeuger negativ ist
und erhalten:

P(D|E[l:(Gu,p)] > v)

<P <D|E[lt(ﬁH,D)] — %th(CjH,D)(Di) - v+ 4E[ét(éH,D>])

< P(D|3l € Ly(H) iﬁ;El —U(D;) > g(v + 4E1))

31



Setze a = % Dann folgt mit Satz 8.6:
P(DI|E[l(Gu,p)] > v)

P(D|3l € Ly(H) En: (EL— (D)) > na(Tv + 27E))

=1

Tav v 4a’nv
<2 N L (H),d _—
gug) < G +(H), 1’“D’D*’6-27K> < 36 )

vn
2 s N (16 Li(H), dy D*) °xp ( 16M2>

324MK v

DD v %7 Lt(H)7 dl,#D,D ) exp(

e Lt(H>7 dl»,u‘D,D*) exp(—

1()52)

vn

16M2)

Mit Korollar 6.6 und Lemma 4.6 folgt:
P(D|E[li(4n,p)] > v)

24M K deM? - 30 240+
p32ME 4 g f 1 (ed 1) (%—%) exp (0

- Tv 1052
64eM? - 16 240+ un
2¢* 1)2 0?2 — <——>
+2e*(d+1)*(cd + 1) ( ” ) S TE

2d(14-c)
< (64eM?)?40+9 A (d + 1) (ed + 1)? <—>
v

v 2d(14-c) (_ un )
1052>+2(16) RESTIVE

371 M3
(—(30)2“”0) exp <—
v

]

Das Resultat kann im Falle M > 1 durch Skalierung der Klasse noch verbes-
sert werden, da v linear in die Konvergenzgeschwindigkeit eingeht, die Schranke der
Funktionenklasse M? jedoch quadratisch.

Korollar 8.10. In der Situation von 8.9 sei f eine Auszahlungsfunktion mit Werten

in [-M, M]. Fiir alle n > max{Bln(Q)MQ, 8175 In( g&wz{) } gilt dann:

P(DI|E[l(qu,p)] > v)

<c M2 20 Cy M? ( vn)+0 ( vn)
="\ v P\TT052) TP\ T 6
Beweis. Sei | die um M? skalierte Funktion, die nach 4.6 durch 1 beschréankt ist.
Dann gilt

P(D|Ell(n.p)] > v) = P(D|Ell(an.p)] > 775)

und Anwendung von Korollar 8.9 ergibt die Behauptung. O]
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9 Konvergenzsitze

Satz 9.1. Gegeben sei die Situation von 2.1. Sei (f,,) eine Folge durch (M,) be-
schrankter Auszahlungsfunktionen. Weiterhin sei eine aufsteigende Folge von Funk-
tionenklassen ((Hy, ..., Ho1))nen gegeben, deren Limes dicht in Ly(X) liegt. Die
Funktionenklassen seien geméfl Definition 3.6 gewihlt und dabei beschrankt durch
M,, und von VC-Dimension kleiner gleich d,,. Gegeben seien auflerdem n Realisatio-
nen von p, bezeichnet mit D = (Dy, ...., Dy,).

Seil ¢, = §n,m,.p der empirische Lo-Schétzer (3.1) zu f,, H, und D, sowie P das
n-dimensionale Produktmafl von p. Falls

dn M2 In(M,,) n-seo

M,,d, — oo und i ) noeeq (9.1)
n

folgt
n—oo

P(D] n.#,04 = ill2 > v) — 0,

sowie
n—oo

E(||Gn,m,.04 — qtll2) — 0.
Gilt zusatzlich
M2In(n) n-seo

0 9.2
n — U, ( )

so folgt auch fast sichere Konvergenz:
P (DI T ||gn, 0.0 = G712 = 0) =1

Beweis. Die Annahme der Dichtheit der Folge liefert die Konvergenz des Approxima-
tionsfehlers gegen 0. Nach Satz 4.2 geniigt es daher, die Konvergenz des Schatzfehlers
zu zeigen. Mit Satz 4.5 und Korollar 8.10 gilt

P(D| ||Gn, .06 — |13 > v)
<P(D| E[l(¢n,u,.0)] > v)

M2 2 (1) CyM? un un
< - _ _
= ( v ) ( v eXp( 1052> +Caexp ( 16Mg>)

=Cexp (an(l +¢)In(M?) — 1(:}]\722) ,

wobei C' den Term zusammenfasst, der vernachléssigbar fiir das Konvergenzverhalten
ist. Die erste Konvergenzaussage ist nun mit (9.1) offensichtlich. Fiir alle ¢ > 0 gilt
des Weiteren

A ~ 2
E(|lgn 10,00 = @noll2) < E(1l(dn,m,.0)l117)

<ct [ Pldun )l >
(£,00)

t?n
2
<e+ - Cexp(2d,(1 4 ¢)In((M;,)) — 1602

—n—oo E-

)dt
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Und es folgt die zweite Behauptung. Die fast sichere Konvergenz kann mithilfe des
Borel-Cantelli-Lemmas gezeigt werden:

ZP(D|E[lt(ﬁn,Hn,D)] > v)

n=1

~ nv

< Z Cyexp(In(d,) + 4(1 + ¢)d, (In(M,) + Cs5) — 16M,%)

n=1

n=1

In(dn)Mn2 M24(1+c)dn(In M+C5) | o
+1

B e
n=1

Dabei sind Cy und Cs konstante Terme. Fiir festes v und grofie n wird der rechte
Term grofer 0. Falls der Exponent fiir groflie n grofler als 2 wird, ist die Summe
endlich und es folgt fast sichere Konvergenz aus (9.2). O

Satz 9.2. Gegeben die Situation von 2.1, eine durch M beschrankte Auszahlungs-
funktion f und ein zuldssiger durch M beschriankten Funktionenraum (Hy, ..., Hr)
mit jeweils VC-Dimension kleiner gleich d. Gegeben seien weiterhin n Realisationen
D = (Dy, ..., D,) beziiglich p. Sei ¢ der empirische Lo-Schétzer (3.1) und M > 1.
Dann gilt:

~ w ~ 2
Ellinm.pe - al) <2 (mag (inf [10 = 012) + (w0 + 206+ )

s=0..T \ heHg

Der Wert k ist im Beweis definiert und konvergiert mit der Rate In(n)/n gegen 0.

Beweis. Aus Korollar 8.10 folgt

Eolllan [ <kt [ Pl || > v)do

k,00

M2 20+ CyM? N un
< - _ _
_k+/kooC1( ” > < » exp( 1052) +Cgexp< 16M2>>dv
k

fiir alle n > 20M?/k. Somit gilt fiir 1/v < 1/k < 325
Ep|[llgs,p .|
n \ 2d(1+c) n un —nu
<k ¢ (55) Cooexp (—ooy ) + Caexp (2 ) ) d
= +/,wo "\20 < 290 *P\"1032) TP \1eaz ) )
n \ 2d(1+0) 1052 kn 16 M* —nw
<k <_> _m e
<k 5 (02 20 eXp( 1052> Cs eXp(mM?))
A2
<k+ —
n
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Der Wert k wird gerade so gewihlt, dass die Bedingung an k erfiillt ist und der rechte
Term kleiner als % ist:

>

16 M2 1602
k:max{ 6 In(Cs 6 Cy( " )2+

n n 20M2 ’
1052 1052 nog 20M?
1057 1+
n CopnCilgge) = }

Insgesamt ergibt sich damit:

Ep(|[dn 0,6 — a]13]
<Ep[2¥* max(e,)?]

<Bpf2** max( inf |[h— q,|[3) + max Iy .

)]

<2 max(inf [|h—q.lB)+ 2" Epl Y [L(gna)ll

s=t,...,t+w+1
<2 max( inf [[h— g[[3) + 2" (w + 2) max Ep|[[|Ls(gs,0.0)|]

N 2
<gw+2 max( inf ||h — q5||§) + 2w+2(w +2)(k+-)
heH, n

]

Bemerkung 9.3. Die Konvergenz kann nun auch fiir allgemeine quadratintegrierba-
re Auszahlungsfunktionen f gezeigt werden. Dazu brauchen wir noch eine Aussage,
die im nachstehenden Satz bewiesen wird: Der empirische Lo-Schétzer fiir die Kon-
tinuitdtswertfunktion der geniigend hoch trunkierten Auszahlungsfunktion ist eine
gute Approximation der Kontinuitdtswertfunktion der Auszahlungsfunktion im Lo-
Sinne.

Satz 9.4. Sei f € Ly(X) eine Auszahlungsfunktion und g, ¢+ der continuation value
fiir die bei M,, trunkierten Auszahlungsfunktionen. Falls M,, — oo, dann gilt

@ — qar,, tl|2 =m0 O.

Beweis. Es gilt

@ — au,tlle < ||E[max(firr, gee1)] — Emax(T fir1, @ar, 1+1)] ]2
<||(fear = M) 1g,small2 + [l@een — Gar, 1 ]]2-

Mit der Voraussetzung folgt, dass der erste Summand gegen 0 konvergiert. Durch
rekursive Anwendung der Ungleichung folgt die Behauptung. [

Um eine Konvergenzgeschwindigkeit dieses durch Trunkierung entstandenen Feh-
lers angeben zu konnen, miissen wir die Existenz hoherer Momente annehmen:
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Satz 9.5. Gegeben sei die Situation von Satz 9.4. Fiir f € L,(X) mit p > 2 gilt:
g = qarall2 < O(MEZTP2)

Beweis. Fiir ZufallsgroBlen mit existierendem r-ten Moment gilt:

o0

E[[Y[] =r / yIP(Y] > y)dy

Da die Funktionen g(z) = |z|" und die Dichte von X nichtnegative Funktionen dar-
stellen, folgt die Aussage durch Anwendung partieller Integration fiir das Riemann-
Stieltjes-Integral.

Damit folgt:

EH 1ft+1>Mn (ft+1 - Mn) |T]

_ / P Lo (frs = M) > 9) dy
0

n

—r / (4= M) P\t (foot — My)| > y — M) dy
M,

</ / yLP(fP > o) dy

M
r— - -r r—
< T/y YE[ffa)y T dy < erM” PE[f{]
My,
Aus dem Beweis der vorherigen Satzes folgt nun die Behauptung. O
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10 Diskussion und Ausblick

Zu Beginn des Kapitels 3 wurde beschrieben, dass die Optionspreisbestimmung in
zwei Schritten geschieht: Zuerst wird mithilfe gegebener Daten eine Stoppregel be-
stimmt und anschlieffend wird diese Stoppregel auf eine Stichprobe angewendet, so-
dass durch Mittelung der Auszahlungen der Optionswert approximiert werden kann.
Da wir aber bereits beweisen konnten, dass wir eine beliebig genaue Approximation
des continuation values erhalten, der den Optionspreis direkt angibt, eriibrigt sich
der zweite Schritt.

Wir stellen also fest, dass wir eine stiarkere Aussage als die blofle Konvergenz des
LS-Algorithmus bewiesen haben. Dafiir hdtte es geniigt zu zeigen, dass der induzier-
te Cashflow des Lo-Schétzers viy1.,,4 gegen den Cashflow vii1.,4 konvergiert. Das
Bedauerliche daran ist, dass wir das volle Potential des LS-Algorithmus im Beweis
nicht ausschopfen konnten. Sein Vorteil gegeniiber anderen Verfahren besteht gera-
de darin, dass es bei beschrinkten Ausazhlungsfunktion fiir die Konvergenz geniigt,
dass die symmetrische Differenz u({f > q} A {f > ¢}) klein wird. Dies ist auch der
Grund, warum der LS-Algorithmus in den meisten Anwendungen bessere Resulta-
te liefert als der TR-~Algorithmus, auch wenn die Schranke in Korollar 8.10 fiir den
TR-Algorithmus (w = 0) minimal ist.

Der TR-Algorithmus wurde entwickelt, um Stoppprobleme mit unendlichem Zeit-
horizont zu 16sen. Auch falls ¢, bereits eine sehr gute Approximation von ¢, dar-
stellt, so ist der TR-Algorithmus ausreichend, um einen guten Schétzer fiir ¢; zu
finden. In den meisten anderen Féllen liefert der LS-Algorithmus bessere Ergebnisse,
da dieser weitaus mehr Informationen in der Berechnung beriicksichtigt. Natiirlich
kann auch zwischen dem LS- und TR-Algorithmus interpoliert werden und w in
Abhéngigkeit des Zeitpunktes frei gew#hlt werden, insbesondere bei einem sehr lan-
gen Zeithorizont. Bei Markovketten, die nur langsam ihren Startpunkt verlassen,
konnte es zum Beispiel sinnvoll sein, w fiir die ersten Zeitpunkte grofier zu wéhlen.

Ein alternativer Beweis fiir die Konvergenz des LS-Algorithmus kénnte darin
bestehen, direkt die Konvergenz des induzierten Cashflows von ¢ gegen viii., 4 zU
zeigen. Als Aquivalent zur Verlustklasse (vgl. 4.4) konnte bei diesem Ansatz die
Klasse

L:(H) R - R = {Ut—l-l,h* — Ut+17h|h € H}
gewihlt werden. Auch

Z(Ut-i-l,é}}p — Ut+1,4u,0) (Di)

i=1
ist wie (4.1) negativ. Das Problem dabei ist, dass die Funktionen aus der Klasse
L;(H) sehr stark um 0 schwanken koénnen. Fiir den Beweis wurde jedoch die Vor-
aussetzung bendtigt, dass fiir alle Funktionen der Klasse

E|f*] < KE|f]

gilt. Dies trifft auf L;(H) im Allgemeinen nicht zu. Diese Eigenschaft ist jedoch ent-
scheidend, um eine Konvergenz des LS-Algorithmus fiir ne — oo zeigen zu konnen.
Der Fehler ¢ ist hierbei die Schranke fiir den Erwartungswert der Verklustfunktion
und n die Stichprobengrofle.
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Fiir ein universell besseres Konvergenzergebnis wiiren zusitzliche Annahmen!®

an die Verteilung der Markovkette notwendig. Daher musste der umsténdliche Weg
iiber die Verlustklasse und die Fehlerabschitzung gegangen werden, mit der Folge,
dass wir nur bedingt praxisrelevante Konvergenzergebnisse zeigen konnten.

In dieser Arbeit wurden keine Forderungen an die Verteilung der Markovkette ge-
stellt. Der erste Konvergenzbeweis fiir den LS-Algorithmus in [1] hingegen, benotigte
die Annahme p(q = f) = 0. In diesem Artikel konnte fiir lineare Funktionenrdume
im Ly(X) mit m Basisfunktionen' die fast sichere Konvergenz von ¢ gegen ¢* mit
zunehmender Stichprobenmenge gezeigt werden. Mit einer Unabhéngigkeits- und
Dichtheitsannahme an die Basisfunktionen konnte auch die Lo-Konvergenz von ¢*
gegen ¢ mit zunehmender Anzahl der Basisfunktionen bewiesen werden. Dies kann
damit begriindet werden, dass der Lo-Raum als Hilbertraum eine abzéhlbare Basis
besitzt. Die Wahl der Funktionenrdume kann als Vektorraum der ersten m Basisfunk-
tionen erfolgen. Man erhélt das Ergebnis, dass der Limes dieser Funktionenrdume
dicht in Ly liegt.

Es stellt sich die Frage, ob im Falle von linearen Funktionenrdumen der Beweis
ohne den Umweg iiber VC-Klassen gefiihrt werden kann. In der Tat kénnen lineare
Ré&ume sehr gut iiberdeckt werden. Leider kann man die Linearitét nicht wie die VC-
Dimension auf die Cashflowklasse iibertragen. Diese ist in der Regel nicht linear und
daher kann die Deckungszahl ohne weitere Annahmen nicht polynomiell im Fehler ¢
kontrolliert werden.

Ein weiterer Vorteil des in dieser Arbeit gefiihrten Beweises ist, dass die Vor-
aussetzung der Linearitéit entspannt wird und die Komplexitat der Funktionenklasse
simultan mit der Stichprobenmenge erhoht wird.

Es wird nun eine kurze informelle Zusammenfassung des gefiithrten Beweises ge-
geben. Fiir den Beweis ist entscheidend, dass Rp(¢) — Rp(¢*) (vgl. (3.2)) negativ
ist. Da ¢ von D abhéngt miissen wir sicherstellen, dass ¢ eine Funktion aus ei-
ner kontrollierbaren Klasse ist. In dieser Klasse gibt es also ein Element [*, sodass
Rp(I*) — Rp(I*) negativ ist. Mit einem Vertauschungs- und Uberdeckungsargument
kénnen wir nun zeigen, dass fiir alle Elemente | der Klasse, Rp(l) — Rp(l) und
auch dessen Erwartungswert mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit nicht gréfler als
¢ ist. Aufgrund der Eigenschaften der Verlustklasse kann durch Einfithrung der d,
Metrik sogar eine exponentielle Konvergenz fiir ne — oo gezeigt werden. Fiir al-
le Elemente der Klasse, insbesondere auch ¢ kann somit unter Beachtung von Satz
4.2 der Schéatzfehler kontrolliert werden. Um die Verlustklasse kontrollierbar, d.h.
polynomiell {iberdeckbar, zu gestalten, ist es notwendig, die VC-Beschranktheit der
Funktionenklasse vorauszusetzen. Denn die VC-Beschrénktheit kann auf die Cash-
flowklasse und schliellich auf die gesamte Verlustklasse iibertragen werden. Aufgrund
der guten Uberdeckungseigenschaften von VC-Klassen kann somit der Fehler durch
die vorgenommene Uberdeckung kontrolliert werden.

Auch wenn der zweite Schritt des LS-Algorithmus fiir den Konvergenzbeweis un-
erheblich ist, wird dieser dennoch in den meisten praktischen Anwendungen durch-

18Moglich wiren zum Beispiel Stetigkeitsannahmen an die Funktion f — ¢ um den Wert 0.
19 Als Basisfunktionen werden zum Beispiel trigonometrische Funktionen, Laguerre, Legendre,
Chebyshev, Gegenbauer, Jacobi oder einfache Polynome verwendet.
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gefiihrt. Ist die Stichprobenmenge nicht groff genug, so wird ¢; tendenziell zu hoch
geschétzt. Bei einer zu klein gewéhlten Funktionenklasse ist oft das Gegenteil der
Fall. Der zweite Schritt des Algorithmus kann diese Effekte etwas dampfen. Der
zweite Effekt liefert uns auf einfache Weise eine Hilfestellung bei der Wahl der Funk-
tionenklasse. Ist ein linearer Funktionenraum mit endlicher Dimension gegeben, so
ist im Limes mit zunehmender Stichprobenanzahl der vom LS-Algorithmus berech-
nete Optionswert fast sicher kleiner als der wahre Optionswert?®. Eine geniigend
grofle Stichprobenmenge voraussgesetzt, kann die Funktionenklasse nun so lange er-
weitert werden, wie sich der errechnete Optionswert signifikant &ndert. Empirische
Versuche in [12] zeigen auf diese Weise, dass in vielen Beispielen bereits sehr wenige
Basisfunktionen ausreichen, um den Optionswert mittels LS-Algorithmus sehr gut
zu approximieren. Auch nach empirischen Ergebnissen von K. Judd in [9] geniigt
es, mit Anstieg der Dimension des Zustandsraumes die Anzahl der Basisfunktionen
nur polynomiell zu erh6hen um gute Approximationsergebnisse zu erhalten. Dies ist
einer der wesentlichen Vorteile des LS-Algorithmus gegeniiber klassischen Verfahren,
die oft am sogenannten Fluch der Dimensionalitdt scheitern.

Eine weitere niitzliche Eigenschaft des LS-Algorithmus ist, dass dieser ohne Pro-
bleme auf pfadabhéngige Optionen angewandt werden kann, wihrend klassische
Verfahren hierfr nur mit sehr viel Aufwand verwendet werden koénnen. Die pfa-
dabhéngige Komponente wird dabei einfach mit in den Zustandsraum der Markov-
kette aufgenommen. Auch die Ubergangswahrscheinlichkeiten dieser neuen Kompo-
nenten miissen nicht aufwendig berechnet werden, da der LS-Algorithmus ausschlief-
lich die simulierten Pfade benotigt.

Insgesamt ist der beschriebene Algorithmus auf ein breites Spektrum von Optio-
nen und Funktionenklassen anwendbar. Unter Umstédnden kann in folgenden Arbei-
ten versucht werden, die Forderung der Konvexitédt der Funktionenrdume zu lockern.
Einige beliebte Verfahren werden durch diese Annahme ausgeschlossen, zum Beispiel
Wavelet-Thresholding oder Neuronale Netze.

20Dieses einleuchtende Resultat wurde bereits in [12], Proposition 1 gezeigt.
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A Zuliassigkeit

Es kann ohne Beschrankung angenommen werden, dass eine Funktionsklasse durch
eine Indexmenge T indiziert wird. Ist T iiberabzéhlbar, so kénnen bei einigen Ope-
rationen Messbarkeitsprobleme auftauchen. Die Menge

{wlsup f(w, 1) > a}
teT

muss in diesem Fall nicht messbar sein.
Fiir Klassen von messbaren Funktionen f : (X,B(X)) — (R, B(R)) definieren
wir daher:

Definition A.1. Eine Klasse F = { f;|t € T'} von messbaren Funktionen f : (X, B(X)) —
(R, B(R)) heifit zulassig, falls gilt:

L. fi(w) = f(w,t) ist B(X) ® B(T") messbar.

2. Es existiert ein kompakter metrischer Raum 7', und T ist ein Element der
kleinsten o-Algebra, die die von der Metrik erzeugten offenen Mengen auf T’
enthélt.

B(X) ® B(T) entspricht gerade der kleinsten o-Algebra, die alle Mengen A x B
mit A € B(X) und B € B(T') enthilt. Die durch die Metrik erzeugten offenen Kugeln
in T erzeugen eine Topologie und eine o-Algebra B(T'). T soll nun ein Element dieser
o-Algebra sein. Die Metrik bleibt auf 7" erhalten. Auch erbt T" eine o-Algebra, diese
entspricht B(T) = {BNT|B € B(T)}.

Satz A.2. Gegeben ein messbarer Raum (€2, A) und eine zuldssige Klasse F =
{fi|t € T} von messbaren Funktionen von (€2, A) nach (R, B), so ist fiir alle a € R
die Menge

{wlsup f(w,t) > a}

messbar.

Beweis. Aus 1. folgt, dass H, = {(w,t)|f(w,t) > a} messbar ist. Unter den gegebe-
nen Voraussetzugen ist nach [13] auch die Projektion von H, auf € messbar. Dies
bedeutet aber gerade, dass alle Mengen {sup,c; f(w,t) > a} messbar sind. O
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