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Einleitung

Wie wiirden Sie sich entscheiden?

Stellen Sie sich vor, Sie wollen Ihr Kapital vermehren. Sie haben die Wahl zwischen zwei
verschiedenen Wertpapieren, in die Sie investieren kénnen. Beide Anlagemoglichkeiten
liefern im Mittel den gleichen Ertrag, doch die Varianz des einen Wertpapiers ist gréfer
als die des anderen. Intuitiv ist sofort klar, was in diesem Fall Risiko heif3t:

Groflere Varianz bedeutet groflere Risiko.

Ist man also eher konservativ eingestellt, wird man sich fiir das erste Wertpapier entschei-
den. Ist man hingegen risikofreudig und auf einen ,;schnellen® Gewinn aus, wird man sich
fiir die zweite Moglichkeit entscheiden.

Wie kann man Risiken messen?

Wenn man jeder Anlagemdoglichkeit eine Zahl zuordnen kann, die ihr Risiko angibt, kann
man anhand dieser Werte die Risiken der jeweiligen Positionen vergleichen. Haufig ge-
schieht diese Zuordnung durch Berechnung des mittleren Verlustes. Dazu addiert man
einen gewissen Anteil der Varianz. Ist X die betrachtete Position, so wird das Risiko z.B.
durch

—E(X)+ a-/Var(X)

berechnet, wobei o > 0 ist. Dieses Risikomaf ist aber nicht monoton, d.h. betrachtet man
zwei Positionen, bei denen die erste immer einen hoheren Gewinn erzielt als die zweite, die
damit offensichtlich riskanter ist, so liefert dieses Risikomafl hiufig fiir die zweite Position
kein groferes Risiko (vgl. Abschnitt 1.3.6).

In dieser Arbeit wird eine spezielle Klasse von Risikomaflen vorgestellt, die als kohéren-
te Risikomafe bezeichnet werden. Diese werden durch vier Eigenschaften definiert, die
natiirliche Anforderungen an ein Risikomaf darstellen (Abschnitt 1.3). Weiter werden die
in der Praxis genutzten Risikomafe:

e die SPAN-Methode,
e die SEC-Regeln,
e die auf Quantilen basierende Value-at-Risk-Methode,

die dhnliche Eigenschaften wie kohdrente Mafle aufweisen, untersucht.



EINLEITUNG

Die Value-at-Risk-Messung wird in der Praxis hdufig verwendet, z.B. von Banken, weil sie
einfach anzuwenden ist. Sie hat jedoch einen groflen Nachteil, da sie nicht subadditiv ist,
d.h. moéchte man das Risiko seiner Gesamtposition abschétzen, kann man dies nicht tun,
indem man das Risiko jeder einzelnen unterliegenden Position berechnet. Die Summe der
einzelnen Risiken kann kleiner als das Gesamtrisiko sein.

Ahnliche Probleme treten auch bei den beiden anderen oben genannten RisikomaBen
auf (Kapitel 2). Die Grundideen dieser Risikomafle werden aber benutzt, um spezielle
kohédrente MaBe zu entwickeln (Kapitel 3). Die erzielten Ergebnisse werden im letzten
Kapitel benutzt, um Risikomafie zu konstruieren, die verschiedene Risikoklassen, z.B.
Kredit- und Marktrisiken, miteinander verbinden.



Kapitel 1

Definition von Risiko und
koharenten Risikomaflen

1.1 Risiko als Zufallsvariable

1.1.1 Modellbildung

Sei () eine endliche Menge. Die Elemente w € 2 heilen states of nature. Eine Zufalls-

variable
X:Q—-R

heifit Risiko. G bezeichnet die Menge aller Risiken, d.h.
G={G|G:Q—R}.
Da Q endlich ist, folgt mit |Q] =n
g~ R"
Eine Abbildung p : G — R wird als Risikomaf} bezeichnet, aulerdem werden zu jeder
Zufallsgrofie X € G die Zufallsvariablen X und X~ definiert durch
Xt :=max(0,X) und X :=max(—X,0).

Der Kegel! der nicht negativen Elemente in G sei mit L, bezeichnet, der der negativen
entsprechend mit L _.

Sei r € R die total rate of return einer risikofreien Anlage. Diese wird durch den
Anfangspreis 1 und den echt positiven Preis r fiir jedes w € 2 am Ende der Periode
modelliert.

1.1.2 Interpretation des Modells

Betrachtet wird der zukiinftige zufillige Nettoendwert einer jetzt gehaltenen Position nach
ewner Handelsperiode.

1K C R™ heifit Kegel, falls fiir z,y € K,c > 0 gilt
(i) r+yeK,
(i) z-ce K.



KAPITEL 1. DEFINITION VON RISIKO UND KOHARENTEN RISIKOMASSEN

e Da angenommen wird, dafl nur endlich viele Werte moglich sind, wird €2 als endlich
vorausgesetzt.

e Der Nettoendwert einer Position ist fiir jedes w € €2 durch den Wert
X(w)
gegeben.

e Ist der Endwert immer positiv, ist die Position risikolos, ist er immer negativ,
handelt es sich auf jeden Fall um eine riskante Position. Riskante Positionen
konnen aber auch anders aussehen.

e Es wird angenommen, dafl die moglichen Zustdnde bekannt sind, nicht aber ihre
Verteilungen.

e Die Risikobewertung p(0) > 0 kann als Risikokapital interpretiert werden, das in die
risikofreie Anlage investiert werden muf3, um den Ausgleich des Risikos der Position
X herbeizufiihren.

e Ist p(X) < 0, hat die Position X {iberschiissiges Risikokapital, das um p(X) verrin-
gert werden kann.

Die Bewertung eines Risikos, also einer Zufallsvariablen, durch einen reellen Wert bringt
in natiirlicher Weise einen Informationsverlust mit sich. Dies ist aber zwingend notwendig,
um Risiken miteinander zu vergleichen. Auch kann dies zum Auffinden von versteckten
Risiken benutzt werden, die ohne Risikobewertung nicht erkannt wiirden.

1.2 Risikomafle und annehmbare Mengen

1.2.1 Definition (annehmbare Mengen)
Eine Menge A C G heiit annehmbar, falls sie die folgenden Axiome erfiillt.

(1.1) L, CA,
(1.2) L_NA=0mit L__:={X|Vw € Q: X(w) < 0}, dabei gilt L_ D L__,
(1.3) A ist konvex, d.h. fiir alle X, Y € Aund A € [0,1] gilt: A- X +(1—-))-Ye€A

(1.4) A ist ein positiver homogener Kegel (X =0 € A)

1.2.2 Bemerkung

Eine stiarkere Forderung als Axiom (1.2) ist das Axiom
(1.27) L_nA={0},

denn (L__NA)=L__nNn(L_NA) (: : L__n{0} =0, d.h. aus Axiom (1.2’) folgt Axiom (1.2).
1.2’

1.2.3 Bemerkung
Eine annehmbare Menge A hilft, Risiken abzuschétzen:
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1.3 KOHARENTE RISIKOMASSE

e Ist 0 < X, so gilt X € A, und die betrachtete Position ist risikolos (Axiom 1.1).

e Ist 0 > X, so gilt X ¢ A, und die betrachtete Position ist riskant (Axiom 1.2).

Ist die Position nicht annehmbar, so versucht man sie durch Investieren in risikofreie
Anlagen (z.B. Bonds) geeignet abzuéndern. Die laufenden Kosten fiir diese Investitionen
sind ein gutes Maf fiir das Risiko der urspriinglich unannehmbaren Position.

1.2.4 Definition (Risikomafli ~ annehmbare Menge)

Sei die total rate of return r gegeben. Das Risikomaf3, das durch die annehmbare Menge
A gegeben wird, ist die Abbildung p4, : ¢ — R mit

par(X)= inf{m € [R‘X-l—m-r € A}

1.2.5 Bemerkung
Es gilt p4,(X) € R fiir alle X € G.

Beweis:
Sei X € G. Mit Hilfe von Axiom (1.2) folgt p (X)) # —oo. Da Q endlich ist, kann man

. X(w)
m = — min
weN r

betrachten und erhdlt auch p4 ,(X) # oco. O

1.2.6 Definition (Annehmbare Menge ~ Risikomaf})

Die durch ein Risikoma$l p erzeugte Menge A, von annehmbaren Risiken ist definiert
durch
A, = {X € G|p(X) <0}.

Die Menge A, ist nicht annehmbar im Sinne der Definition 1.2.1, wird es aber unter
gewissen Voraussetzungen, die in den ndchsten Abschnitten behandelt werden (s. insb.
Satz 1.4.2).

1.3 Kohirente Risikomafle

1.3.1 Definition (Koh&rentes Risikomaf)

Ein Risikomafl p aut G heifit kohdrent, wenn es die folgenden Axiome erfiillt:
T Translation: Fiir alle o € R, X € G gilt
p(X +a-7) = p(X) - o
S Subadditivitit: Fiir alle X, Xy € G gilt
p(Xi + X3) < p(X1) + p(Xo).
PH Positive Homogenitét: Fiir alle A > 0 und alle X € G gilt

p(A- X) = X-p(X).
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M Monotonie: Fiir alle X, Y € G mit X <Y gilt
p(X) = p(Y)

1.3.2 Bemerkung (zum Axiom T)
Durch das Axiom T gilt

p(X +p(X)-r)=0 firalle X €3.

Damit kann p(X) als Risikokapital interpretiert werden, das in die risikofreie Anlage
investiert werden mufl, um eine risikoneutrale Position zu erhalten.

1.3.3 Bemerkung (zum Axiom S)

e Das Axiom S erlaubt die Bewertung einer Gesamtposition durch die Bewertung von
Einzelpositionen: Will eine Firma das Risiko fiir X; + X5 absichern, wiirde sie, falls
Axiom S verletzt wire, mit p(X;) + p(Xs) zu wenig Risikokapital zuriickhalten.

e Falls das Axiom S nicht gilt, konnte das Risiko einer Position durch blofle Aufteilung
in Teilpositionen reduziert werden, was nicht sinnvoll ist.

1.3.4 Bemerkung (zum Axiom PH)

e Das Axiom PH liefert, dafl das Risiko einer Position X proportional zum investierten
Geld ist. Die positive Homogenitét stellt

p(0) =0
sicher.

e Beeinflufit die Positionsgrofie das Risiko, d.h. sind Positionen z.B. so grof3, daf} die
zu ihrer Liquidierung erforderliche Zeit von ihren Grofien abhéangt, mufl man Liqui-
ditatsprobleme bei der Berechnung des zukiinftigen Wertes beachten.

e Die Axiome T und PH liefern
pla-(—r)) =a fir jedes a.

Beweis:
Es gilt p(a- (—7)) =p(0 — - 7) ?p(O)—Foz:p(O-X)—i-a;_'0-p(X)+oz=a. 0

1.3.5 Bemerkung (zum Axiom M)
Je grofler der Nettoendwert ist, desto kleiner ist das Risiko der Position.

1.3.6 Zusammenhang zu anderen Risikomaflen

e Axiom M schlieffit das Risikomaf3
p(X) = —Ep(X)+a-op(X)

mit & > 0 und der Standardabweichung op(X) von X unter einem Wahrscheinlich-
keitsmafl P, d.h. op(X) =/ Var X = vVEX?2 — E?X, aus.
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1.3 KOHARENTE RISIKOMASSE

Beweis:
Betrachte 2 = {w1,ws}, @ = 1 und definiere

X(wl) == l,Y(wl) == 2,X(w2) == Y(WQ) =0.

Dann ist X < Y. Definiert man ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf Q mit P({w;}) = 1 und
P({ws}) = 2, so folgt

Ep(X)=0,25Ep(X?) =0,25Ep(Y)=0,5Ep(Y?) =1,
FE%(X)=0,06 und E%(Y)=0,25.
Damit gilt p(X) = 0,18 < 0,37 = p(Y') im Widerspruch zu Axiom M. O
e Axiom S schlielt das ,semi-variance“-Risikomafl aus:
P(X) = —Ep(X) + op(IX — Bp(X)]"

Beweis:
Betrachte 2 = {wy, w2} und definiere

X(w1) =1,Y(w1) =0, X (w2) =0, sowie Y (ws2) = 1.

Dann gilt (X+Y)(w1) =1 = (X+Y)(wa). Definiert man ein WahrscheinlichkeitsmaB P durch
P({w1}) = 1 und P({ws}) = 3, so folgt Ep(X) =0,5,Ep(Y) =0,5und Ep(X +Y) = 1.
Setze

X1 =X-Ep(X), =Y -Ep{Y)] .

Dann gllt Xl(wl) = O,Yl(wl) = 0,5,(X1 + YI)(wl) = O,XI(WQ) = 0,5,Y1(W2) = 0 und
(Xl + Y]_)(WQ) = 0. Damit ist

Ep(X})=0,125 Ep(Y}) =0,125 Ep((X:+Y1)?) =1
E3(X1) =0,0625 FE3(Yi) =0,0625 ER(Xi+Yi) =0,

also folgt
p(X+Y)=0>-0,5=-0,25—-10,25=p(X) +p(Y)

im Widerspruch zu Axiom S. |

1.3.7 Definition (Axiom R)

Eine weitere wiinschenswerte Eigenschaft fiir kohdrente Risikomafe ist das folgende Axiom
R Fiir alle X € G mit X <0, X # 0 gilt

p(X) > 0.

Dieses Axiom liefert, dafl eine Position mit strikt negativem Endwert als riskant erkannt
wird, d.h. das Axiom ist notwendig, aber nicht hinreichend, um zu verhindern, dafl Risiken
nicht entdeckt werden.

1.3.8 Bemerkung

Ist A > 0 und erfiillt p die Axiome S, PH, M und R, so gilt dies auch p - A\. Das gilt nicht
fiir das Axiom T (da als Summand X - o auftritt und nicht «).
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1.4 Kohirente Risikomafle und annehmbare Mengen

1.4.1 Proposition

Erfiillt eine Menge B die Axiome (1.1),(1.2),(1.3) und (1.4), so ist das Risikomaf
DBy = inf{m € [R‘X+m-7" € B}

kohirent, und auBerdem gilt A,, = B.

Beweis:
Aufgrund der Bemerkung 1.2.5 ist pp ,(X) endlich.

(T) Wegen

inf{p|X + (a+p)-r€ B} =inf{g— ao|X + (a+q—«a) -7 € B}
=inf{g—a|X+q-r€ B} =inf{q|X +q¢-r€ B} —«
gilt ppr(X +7-a) = p(X) — a. Damit erfiillt pp, das Axiom T.

(S) Sind X+m-rund Y +n-r € B, so gilt aufgrund der Kegeleigenschaft X +Y + (m+n)-r € B.
Damit folgt

pe(X +Y) =if{k|X +Y +k-r € B} <m+n < pp,(X) +pp.(Y).
Damit erfiillt pp , das Axiom S.

(PH) e Istm>pp,(X) soist \- X +X-m-r € B fiir jedes A > 0, denn mit Definition 1.2.4
gilt X +m - r € B, und mit Axiom (1.4) folgt A- (X +m -r) € B. Damit ist wiederum
mit der Definition 1.2.4 pp (A- X) < A-m.

o Istm < pp,(X) soist X+m-r¢gB. Damitgilt \- X +X-m-r ¢ B fiir alle A > 0,
denn wire A- X + A -m -r € B, so mit Axiom (1.4) auch

AN X+AXm-r]=X+m-re€B.

> =

Es folgt ppr(A- X) > X - m. Insgesamt erfiillt pp, das Axiom PH.

(M) Ist X <Y und X +m-r € B, so folgt Y — X > 0. Mit Axiom (1.1) gilt dann Y — X € B,
und mit Axiom (1.3) folgt Y — X + (X +m - r) € B. Insgesamt gilt also

Y+m-reB.
Damitfolgt Y +m-r € Bfirallem e Rmit X +m -r € B, also
{m|X+m-re B} C{n|Y +n-r € B}.
Mit Definition 1.2.4 erfiillt pp, das Axiom M.
Damit ist pg, koharent.
»2* Fiir jedes X € B gilt pp,(X) < 0. Mit Def. 1.2.6 folgt
XeA,,.

Also gilt B C A,, . Mit Proposition 1.4.2 und dem bereits Gezeigten folgt, daB A,
abgeschlossen ist, also gilt B C App.-



1.4 KOHARENTE RISIKOMASSE UND ANNEHMBARE MENGEN

»C% Ist andererseits X € A, , so gilt per(X) <0, also
M :=inf{m : X +m-r € B} <O0.
Da —M -r > 0ist, gilt =M -r € L;. Mit den Axiomen (1.1) und (1.3) folgt
X=X+M-r—M-re BCB,

also gilt X € B und somit auch A4,, C B.

1.4.2 Satz

Ist p ein kohédrentes Risikomaf, so ist die Menge A, abgeschlossen und annehmbar, d.h.
sie erfiillt die Axiome (1.1)-(1.4). Zusétzlich gilt

P=Dpa,,-

Beweis:
Esgilt fir A >0, XY €G:

p(/\-XJr(l—/\)-Y)%p(A-XHp((l—)\)-Y);A-p(X)Jr(l—A)-p(Y)-

Also ist p eine konvexe Funktion in G und somit stetig (G = RIYl). Da (—oo0, 0] abgeschlossen ist,
folgt, daB
Ay = {X € G[p(X) <0} =p~'((~00,0])

abgeschlossen ist.
(1.1) Sei X € L. Dann gilt X > 0. Mit dem Axiom M folgt
p(X) < p(0) = 0.
Also ist X € A, und somit gilt L, C A,.
(1.2) Sei X € L__. Dann existiert ein & > 0 mit X + a - r < 0. Aufgrund der Monotonie folgt
p(X +a-r)>p(0)=0.

Wegen Axiom T gilt p(X) —a = p(X +a-r) > 0. Damit folgt p(X) > a >0, also X ¢ A,,.
Deshalb ist
L. _NnA,=0.

(1.3) SeiA>0und Z=X-X+(1-X)-Y mit X,Y € A,. Dann gilt

p(Z)=pA-X+(1-X)-Y) < X-p(X)+(1—X)-p(Y)<0+0=0,

S, PH
Die letzte Ungleichung folgt mit der Definition 1.2.6. Damit ist Z € A,, also ist A, konvex.

. elen X,Y € un > 0. Dann gilt p(X + <p +p yalsoist X +Y € .
1.4) Seien X,Y € A, und A > 0. D ilt p(X+Y X Y) alsoist X +Y € A,
S

AuBerdem gilt
p(A- X) P:H)\-p(X) <0.

Damit ist A- X € A,. Also ist A, ein positiver homogener Kegel.
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Damit ist A, annehmbar.
»<“ Zu jedem X sei § € R mit py,,(X) < 6. Dannist X +6 -7 € A,, also

OZP(X—F(S'T)?])(X)—(S.

Es folgt 6 > p(X). Damit ist p(X) < pa,.(X), alsop <pa,,.
5> Zu jedem X sei 6 € R mit p(X) < 4. Dann ist mit Axiom T
p(X+46-7r)<0.

Damit gilt X + 6 -7 € A, also pa,, (X +6-7r) < 0. Es folgt pa,, (X) < 6 mit Axiom T.
Somit ist pa, . (X) < p(X), d.h. pg,, <p.

1.4.3 Proposition

Sei B eine abgeschlossene Teilmenge von G.

(i) Erfullt B die Axiome (1.1),(1.2%), (1.3) und (1.4), so erfiillt das kohérente Risikomaf
pB,r das Axiom R.

(ii) Erfiillt ein kohédrentes Risikomafl p das Axiom R, so erfiillt die annehmbare Menge
A, das Axiom (1.2).

Beweis:

(i) Sei X € G mit X < 0und X # 0. Also ist X € L_. Aus X # 0 und Axiom (1.2") folgt,
X ¢ B. Somit ist pp,(X) > 0 und es gilt Axiom R.

(i) Ist X € L_ und X #0, so ist X < 0. Mit Axiom R gilt p(X) > 0. Es folgt
X Q/ ApB,T'

Damit ist L N A,, = {0}, und es gilt Axiom (1.2').

1.5 Referenzinstrumente mit zufilligem Endwert

Bisher wurden nur Referenzinstrumente mit deterministischem Wertzuwachs r > 0 be-
trachtet. Dies kann z.B. ein Bankkonto oder eine Staatsanleihe sein. Man kann aber auch
u.a. Aktien als Referenzposition betrachten. In diesem Fall wird das Referenzinstrument
als Wertpapier mit Anfangswert 1 und strikt positivem, aber zufilligem Endwert

0:Q — (0,00)

modelliert.

1.5.1 Definition

Ein Risikomafl p : G — R heifit kohdrent beziiglich des Referenzfinanzguts o, falls
p kohérent im urspriinglichen Sinn ist, aber anstelle des Axioms T das folgende Axiom
T erfiillt:

10



1.5 REFERENZINSTRUMENTE MIT ZUFALLIGEM ENDWERT

T’ Fiir alle « € R und X € G gilt

pX +a-0) =pX)—a

Das Axiom T7 wird auch als Translationsbedingung bzgl. o bezeichnet.

1.5.2 Bemerkung

p(X) kann ebenso wie im Abschnitt 1.2 als Risikokapital interpretiert werden, das in das
Referenzpapier investiert werden muf}, denn mit

p(X +p(X) - 0) =p(X) —p(X) =0
ist die Position X + p(X) - o risikoneutral.

Mochte man einen Wechsel im Referenzfinanzgut durchfiithren, so liefert die folgende Pro-
position, wie man die kohédrente Risikobewertung dndern mu$.

1.5.3 Proposition
Seien 01, 0o strikt positive Zufallsgroflen. Dann gilt fiir ein Risikomafl p: G — R:

p ist kohérent bzgl. 0; genau dann, wenn p,, kohérent bzgl. o, ist.

Hierbei ist das Risikomaf} p,, : ¢ — R definiert durch

Per(X) = p(5 - X)

02

Bewels:
Direktes Nachrechnen der Axiome S, PH, M und T bzw T'.
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KAPITEL 1. DEFINITION VON RISIKO UND KOHARENTEN RISIKOMASSEN
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Kapitel 2

Drei zur Zeit genutzte Risikomalfle

In diesem Kapitel werden drei Risikomafle vorgestellt, die in der Praxis angewendet wer-
den. Der Grundgedanke dieser Risikomafle wird nun erldutert und auftretende Nachteile
beschrieben. In Kapitel 3 werden dann Mdglichkeiten vorgestellt, aus den hier beschrie-
benen, zum Teil nicht kohdrenten Risikomaflen kohérente zu erzeugen. Die im folgenden
betrachteten Risikomafle sind:

(a) SPAN (Standard Portfolio Analysis of Risk) an der Chicago Merchentile Exchange
entwickelt,

(b) Securities Exchange Commission (SEC) Regeln, die von Héndlern der National Asso-
ciation of Securities benutzt werden, und &hnliche Regeln, die an der Pacific Exchange
und an der Chicago Board of Option Exchange benutzt werden,

(¢) die auf Quantilen basierende Value-at-Risk Methode (VaR).

2.1 Begriffe aus der Finanzmarkttheorie

Zunichst werden einige Begriffe aus der Finanzmarkttheorie eingefiihrt, siehe [Hull].

- Ein Future ist ein Kontrakt, ein Handelsgut zu einem heute festgelegten Preis
(Erfiillungspreis) F' zu einem bestimmten zukiinftigen Zeitpunkt (Ausiibungszeit-
punkt) T zu kaufen bzw. zu verkaufen. Das Handelsgut kann eine Aktie oder ein
dhnliches Finanzgut sein, aber auch Waren, wie eine Unze Gold oder ein Doppel-
zentner Getreide.

Man kann zeigen, dafl der faire Erfiillungspreis der auf den Zeitpunkt 7" aufdiskon-
tierte Tagespreis ist.

- Eine Option gibt dem Ké#ufer das Recht, ein bestimmtes Handelsgut (Underlying)
an einem zukiinftigen Zeitpunkt (Ausiibungszeitpunkt) 7" zu einem vereinbarten
Preis (Strike) K zu kaufen oder zu verkaufen. Der Optionskontrakt verpflichtet im
Gegensatz zum Future nicht zum Ausiiben. Aus diesem Grund ist der Future bei
Vertragsabschlufl auch kostenlos, die Option hingegen nicht.

— Beim Kaufrecht spricht man von einem Call, beim Verkaufsrecht von einem
Put.

13
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— Der Kauf einer Option wird als long position bezeichnet, der Verkauf als
short position.

- Ein Spread setzt sich aus zwei Optionen zusammen. Die in diesem Kapitel betrach-
teten Spreads bestehen aus dem Kauf eines Calls und dem Verkauf eines zweiten.
Die Ausiibungszeitpunkte beider Calls sind gleich, die Strikes nicht.

Mit der Berechnung des Optionspreises haben sich F. Black und M. Scholes beschiftigt
und 1973 die sogenannte Black-Scholes-Formel entwickelt, siehe [Black,Scholes]. Diese hat
sich in der Praxis der Finanzmérkte bewéhrt.

Der letzte Begriff, der in diesem Kapitel noch wichtig ist, ist der Begriff der Volati-
litat. Diese Grofle gibt die unbekannte zukiinftige Schwankung des Preises des betrach-
teten Handelsgutes an. Ist die Volatilitit grof, so ist die Wahrscheinlichkeit eines starken
zukiinftigen Preisanstieges, bzw. -abfalles sehr hoch. Dieser Parameter spielt eine wichtige
Rolle in der Preisberechnung von Optionen.

2.2 SPAN

2.2.1 Modell zur SPAN Berechnung

Die SPAN-Methode dient der Risikobewertung eines Portfolios bestehend aus einem Ba-
sisfinanzgut und dessen Call- und Putoptionen. In der Regel wird als Basisfinanzgut ein
Future betrachtet. In Deutschland kénnen dies sein:

e Dax-Future als Basisfinanzgut
e Dax-Call und -Put als Optionen

Um die SPAN-Berechnung [SPAN] zu erkliren, wird zunéchst beschrieben, wie sich das
Risiko fiir einen Call auf einem Futurekontrakt berechnet. Seien dazu

0< T <Ty < Ty

Zeitpunkte und o, < o, Volatilitdten. Als Basisfinanzgut wird ein Future mit Ausiibungs-
zeitpunkt T3 betrachtet. Sei Fy dessen gegenwértiger Preis. Es wird angenommen, daf}
sich der Futurepreis zum Zeitpunkt 77 in folgender Art verdndert:
F1 - (1 + (Si)ilFO

mit J; € {0, %, %, %} Damit erhélt man sieben verschiedene Futurepreise zum Zeitpunkt
Ti. Der betrachtete Call auf dem Future hat den Ausiibungszeitpunkt 7, und den An-
fangspreis Cy. Der Preis des Calls zum Zeitpunkt 7} héngt vom zufélligen Futurepreis F}
und der angenommenen Volatilitdt ab. Insgesamt erhélt man also vierzehn verschiedene
Callpreise. Seien

IT={(1+8)""Fls €{0,1,2 3}}
die Menge der moglichen Futurepreise und ¥ = {0y, 09} die moglichen Volatilitdten. Dann
ist 2o = I1 x ¥ die Menge der states of nature. Dazu kommen noch zwei weitere Zustande,

beschrieben durch eine zwei-elementige Menge

1

=11 +0)F. ({5

JEo}
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2.2 SPAN

mit §, >> 1. §, entspricht einer extremen Futurepreisbewegung, also F; = (1 + 5e)i1F0.
Man kann also 2 = Qg U €2y setzen. Der zukiinftige Preis eines Calls zum Zeitpunkt T} ist
eine auf € definierte Zufallsvariable C. Zur Risikobewertung des Calls wird betrachtet:

sup _C(w)

w€eNp r

und

(_C(w:) B C(%)) et (1-0)- <_C(wn))

T T T

mit wh = (1+0.)Fy,w, = ﬁFg und w,, = (Fy, 0y).

Bemerkung

Der erste Term stellt den maximalen Verlust bei normalem Verlauf der Preise dar.

Der zweite Term ist eine Mittlung aus dem Verlust bei extremaler Preisveranderung
und dem Verlust, wenn keine Veranderung des Preises eintritt.

Das Extremszenario wird mit dem Faktor ¢ gewichtet. Ublich ist etwa ¢ = 0.35.

Als Risikomalf3 des Calls wird schlieilich das Maximum der beiden Werte betrachtet.

Definiert man fiir alle w € €2y die Wahrscheinlichkeitsmafle B, = 1.y, so gilt:

!

r

Das bedeutet, dal die SPAN-Berechnung das Eintreten jedes moglichen Ereignisses ab-
sichert. Nimmt man aber an, dafl jedes Ereignis mit Wahrscheinlichkeit 1 auftritt, so ist
das berechnete Risiko viel zu grofl, d.h. man sichert sich zu stark ab. Daher ist es sinnvoll,
die moglichen Ereignisse mit verschiedenen Wahrscheinlichkeitsmafien zu gewichten. Dies
fiihrt zur folgenden Verallgemeinerung der SPAN-Berechnung;:

2.2.2 Definition

Das Risikoma$, das durch eine nichtleere Menge P von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf €2
und den total return r definiert wird, ist eine Funktion pp auf G mit

pp(X) = sup{Ep|

2P er)

Bemerkung

- Der zufillige Endwert wird abdiskontiert. Anschliefend wird unter jedem Wahr-
scheinlichkeitsmaf} der Verlust berechnet.

- Jedes w € ) entspricht einem Szenario. Daher heiflen die Wahrscheinlichkeitsmaifle
P € P auch generalized scenarios.

Das Problem des so gewonnenen Risikomafles ist offensichtlich:

Wie ist die Menge P zu bestimmen?
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Wahlt man zu viele Wahrscheinlichkeitsmafle, so ist das berechnete Risiko zu grof}, wahlt
man zu wenige, so ist es zu klein.

2.2.3 Bemerkung
Das Risikoma8 pp ist kohérent, d. h. es erfiillt die Axiome (T),(PH),(S) und (M).

Beweis:

(T) Sei o> 0. Dann gilt

X+a-r

pp(X +a-r)= SUP{EP[—THP € P} = sup{Ep| X] + Ep[—a]|P € P}

r

)~ alP € P} = sup{Bp[~]|P € P} —a = pp(X) ~ o

= SHP{EP[—7

(PH) Sei A > 0. Dann gilt

X X
r r

pp(A- X) = sup{Ep] I|P € P} = sup{\- Ep[-—]|P € P}

= \-sup{Ep|

~2IP € PY =2 pp(X).

(M) Seien X,Y mit X <Y. Dann gilt —= > —X und somit

Ep[-—]> Ep[

X Y
——] fiiralle P € P.
r

T
Daraus folgt pp(X) = sup{Ep[—=]|P € P} > sup{Ep[-L]|P € P} = pp(Y).

(S) Esist

X1+ X X X
pp(X1 + Xp) = sup{Ep[~———"]|P € P} = sup{Ep[-—+ — ~7||P € P}

; T
X X
< Sup{EP[_Tl] + EP[_T2|P € P}

X X
< sup{Ep[~—]|P € P} +sup{Ep[~—7|P € P} = pp(X1) + pp(X2).

2.2.4 Proposition

Sei P eine nichtleere Menge von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf 2 und r der total re-
turn eines Referenzinstrumentes. Das kohérente Risikomafl pp aus Definition 2.2.2 erfiillt

zusdtzlich das Axiom R genau dann, wenn die Vereinigung der Trager der Wahrschein-
lichkeitsmafle P € P gleich (2 ist.

Beweis:
Zeige zunichst, daB das Axiom R genau dann erfiillt ist, wenn das Negative jeder Indikatorfunktion
11} ein echt positives RisikomaB besitzt.

»= Das RisikomaB pp erfiillt das Axiom R. Sei w € . Dann ist —17,, < 0 und =1y (w) # 0.
Also gilt mit dem Axiom R pp(—1y,3) > 0.
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2.3 EIN MODELLFREIES RiIsIKOMASS: SEC

»<* Es gelte, daB das Negative jeder Indikatorfunktion 1y, ein echt positives RisikomaB hat. Sei
X € G mit X <0 und X # 0. Dann existieren endlich viele a; € R mit a; < 0 und

X =2 oLy =2 =i ().
Damit gilt X < —a; - (=1,,;) fiir jedes j, und es folgt
pp(X) > pr(=0y - (—liw;y) 5~ pr(=1g3) > 0,
da —ca; > 0 und nach Voraussetzung —1¢,.1 > 0.

Damit gilt fiir alle w € Q2

1, 1
0> pp(—l{w}) = Sup{Ep[%”P S P} = sup{; : Ep[l{w}]lp S P}

= sup{-- P({})|P € P}.

Dieses Supremum ist gleich Null, wenn w zu keinem Trager gehort, und groBer als Null, wenn w in
einem Trager liegt. O

2.3 Ein modellfreies Risikomafl: SEC

Die SEC-Methode bewertet das Risiko von Portfolios aus Calloptionen. Dies geschieht,
indem fiir bestimmte Portfolios -Basisrisiken genannt- das Risiko festgesetzt wird. Aus-
gehend von den Basisrisiken wird dann das Risiko fiir die Calloptionen berechnet. Als
Basisrisiken werden Spreads, bestehend aus einem long Call mit Strike H und einem
short Call mit Strike K und gemeinsamem Ausiibungszeitpunkt, betrachtet. Fiir die Aus-
zahlung eines solchen Spreads ergeben sich zwei Fille:

‘KﬁH 01
1 r-x
0 ¢
(a) H< K (b) H> K

Abbildung 2.1: Auszahlung des Spreads

Damit wird fiir Basisrisiken mit H < K kein Risikokapital benotigt. Basisrisiken mit
H > K werden mit dem Maximalverlust H — K bewertet.

Das Risiko eines Portfolios A aus Calloptionen wird auf folgende Weise abgeschétzt: Dazu
bezeichne Cy einen Call mit Strike H und Félligkeit am Ende der Handelsperiode. Sy i
beschreibt einen Spread bestehend aus einem long call C'y und einem short call Cg,
genauer ist

SH,K = CH — CK.
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Existiert ein Portfolio aus Basisrisiken, wobei ng k die Anzahl des Spreads Sy g im Port-
folio angibt, mit

(%) Az ZnH,K - SH K,
HK
so gilt fiir das Risiko von A
HK
Verallgemeinert bedeutet dies: Betrachtet wird ein Portfolio
A= Z Q- CH
HeH

Dabei ist H eine endliche Menge von Strikes und ay € Z fiir alle H € H. Um das
Portfolio mit Hilfe von Spreads abschétzen zukonnen (vgl. (x)), mu die Summe der ag
gleich null sein. Das Risikokapital fiir ein derartiges Portfolio A erhélt man durch Losen
des Problems:

(2.1) inf Y gk (H-K)*
() g g
KeMH,H#K
unter den Bedingungen: Fiir alle H # K gilt ngx >0und A= > nyx-Syk.

HK HAK

2.3.1 Beispiel
Zur Berechnungsweise der SEC- Regeln wird das folgende Portfolio A bestehend aus:

—2 long calls mit Strike 10
—3 short calls mit Strike 30
—2 short calls mir Strike 20
—4 long calls mit Strike 40
—1 short call mit Strike 50

betrachtet. Der Ausiibungszeitpunkt 7' ist bei allen Calls gleich. Hierbei sind
H = {10, 20, 30,40, 50},

ajg = 2, agg = —2, azg = —3, ago = 4 und azp = —1. Lost man das Problem (2.1), so
erhalt man

(i*nf) > npg (H—=K)T =2-(10 = 20)" 4 (40 — 50)" 4 3 - (40 — 30)" = 30

0K g KH+K

also njy, = 2,ny95 = 1,m)p30 = 3 und fiir alle anderen njy , = 0. Dies liefert den
minimalen Absicherungsbetrag von 30 fiir das Portfolio A, d.h. das Konto des Investors
mufl mindestens den aktuellen Wert des Portfolios plus den Risikobetrag der Hohe 30
aufweisen.
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2.3.2 Problem der SEC- Methode
Bei den SEC-Regeln tritt das Problem auf, daf3 zu viel Risikokapital berechnet wird. Dies
kann man mit Hilfe des eben betrachteten Portfolios A leicht einsehen:

St bezeichne den zufélligen Wert des Underlyings zum Zeitpunkt 7. Dann ist der Wert
X des Portfolios:

X = 2(Sp — 10) — 3(Sp — 30)* — 2(Sp — 20)* + 4(Sy — 40)* — (Sp — 50)*
= 2(Sy — 10)1(5,510) — 3(S — 30) 18,5305 — 2(S7 — 20)1 (5,520}
+4(S — 40)1{s,>40y — (ST — 50) 15,50}
= 2(Sp — 10)110<s7<20} + 20+ Laocs<s0p + (=3 - Sy + 110) 130 57<a0}
+ (St — 50)1{40<5,<50}-

Die ersten beiden Summanden sind immer positiv, die letzten beiden nie kleiner als —10.
Daher fallt der Wert des Portfolios nie unter —10. Es muf also eigentlich nur ein zuséatz-
liches Kapital der Hohe 10 angefordert werden.

10 20 30 W

Abbildung 2.2: Das Portfolio A aus Beispiel 2.3.1

Man erkennt, dafl die SEC-Methode zu wenig Basisrisiken verwendet. Es reicht nicht
aus, nur den Spreads Sy g Risikokapital zuzuordnen. Dadurch ist die Abschédtzung des
Portfolios von Calloptionen durch die Basisrisken zu grob, und es wird ein zu hohes
Risiko berechnet. Im Abschnitt 3.2 wird eine Methode vorgestellt, wie man mit Hilfe der
Standardrisiken kohérente Risikomafle erzeugen kann.

2.3.3 Risikobewertung iiber den maximalen Verlust

Man kann das Risiko eines Portfolios iiber dessen maximalen Verlust berechnen. Als Ri-
sikomaf} ergibt sich

p(X) = max(- ) = ip K

weR r weN r

).

Dies wurde anhand eines speziellen Portfolios im Beispiel 2.3.1 schon gezeigt. Verallge-
meinert bedeutet das: Sei
i=1

ein Portfolio aus Calloptionen. Dabei sind 0 < H; < ... < H, die Strikes der einzelnen
Calls und a; ihre jeweilige Anzahl im Portfolio. Alle Calloptionen haben den gleichen
Austibungszeitpunkt 7. St ist der zufillige Wert des Underlyings zum Zeitpunkt 7'. Be-
schreibt X den Wert des Portfolios, so gilt unter der Annahme, dafl die Summe der a;
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gleich Null ist:

n

X(w) = a;(Sr(w) — H)" = Zai(ST(W) — Hi) s, (w)>H)

=1

=Y a;-Sr(w)+ Y a; - H)Lncsp@) <o)
=1

i=1 j=1

Da der Wert Sp(w) fiir jedes w € Q nur in einem der Intervalle (H;, H; 1] liegt, ergibt sich
mit

H;-% aj, falls >~ a; >0
A; = =1, =t
Hi;i1-) aj, sonst.

j=1

als Maximalverlust des Portfolios:

X

m%x(— min ( ) ))

=1 wes?, T
H;<Sp(w)<H;i1

7 %

wix(— min (2 (- Snw) - Y, 1))

H;<Sp(w)<H;yq Jj=1 Jj=1
1 i i 1 i
n . n
= max| —— min St(w E a')—g a'-H-):maX(—— A; — w-H-).
i1 ( 7,( wEQ, < T( ) : J : J ]) il r( g . J ])
H;<Sp(w)<H;yq Jj=1 Jj=1 Jj=1

Damit kann man das Risiko fiir Portfolios aus Calloptionen durch

p(A) = m%x(—l(Ai - Zaj : Hj))a

=1 T -
Jj=1

berechnen.

2.4 Auf Quantilen basierende Risikomafle

Eine modellabhéngige Risikomessung ist die Value-at-risk (VaR)-Methode. Sie ist iiber die
Gewinn/Verlust-Spanne(P /L) definiert und ignoriert somit die Differenz von dem Kapital
an einem Tag und dem Kapital an einem anderen Tag. Das ist fiir kleine Zeitintervalle
akzeptabel. Diese Methode verwendet Quantile, d.h. man mufl auf Unstetigkeitsstellen
achten.

2.4.1 Definition

Sei a € (0,1) gegeben. ¢ ist ein a-Quantil von der Zufallsvariablen X unter der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung P, wenn eine der drei folgenden Ungleichungen erfiillt ist:

a) P(X<¢q)>a>P(X <q),
b) P(X <q)>aund P(X >¢q)>1—a,
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¢) Fx(q) > aund Fx(¢—) < o mit

Fx(¢—) = lim F(z),

r—q,x<q

wobei F' die Verteilungsfunktion von X ist.

/

Go

Abbildung 2.3: Das a-Quantil

2.4.2 Bemerkung

- Die drei Ungleichungen sind dquivalent.

Es existiert ein endlicher linker (bzw. rechter) Endpunkt ¢, (bzw. ¢}) mit

q, = inf{z|P(X < z) > a} =sup{z|P(X < x) < a} bzw.
¢ = inf{z|P(X < z) > a}.

- Ist © endlich, so ist die Verteilungsfunktion von X eine Treppenfunktion. Damit ist
nur im Fall, daBl « eine Unstetigkeitsstelle ist, ¢, ungleich ¢!, d.h mit Ausnahme
von abzéhlbar vielen « gilt die Gleichung ¢, = ¢ .

- Die Menge der a-Quantile ist [, , ¢7].

2.4.3 Definition

Seien @ € (0,1) und das Referenzinstrument r gegeben. Das Value-at-Risk VaR,-
Risikomafl zum Level o des Endwertes X mit der Verteilung P ist das Negative des
Quantils ¢} von &, d.h.

VaR,(X) = —inf{z|P(X <z -r) > a}.

Entscheidend fiir Risikobetrachtungen ist nur der Fall, da} X negativ ist, denn X < 0
bedeutet, dafl eine riskante Position vorliegt. Im Idealfall sucht man ein x > 0 so, daf}
X + x-r =0 ist. Da dieses in nichttrivialen Fallen nicht moglich ist, berechnet man ein
x, fiir daf§ die Wahrscheinlichkeit, dafl X + x - r < 0 ist, hochstens « betrigt.

Man beachte, dafl die hier benutze Definition des VaR,, in Wirklichkeit der Betrag des
zusétzlichen Kapitals ist, den eine VaR,-Berechnung liefert, denn nach Definition 2.4.3
besitzt eine riskante Position ein positives Risiko.

2.4.4 Bemerkung
VaR,, erfiillt die Axiome T,PH,M.
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Beweis:
(T) Sei > 0. Dann gilt

VaRo(X + 8- 1)
—inf{z|P(X+8-r<z-r)>a}=—inf{z|P(X <z-r—3-1)>a}
= —inf{z|P(X < (& - B) 1) > a} = —inf{%—i—mP(X <y)>a}

= —inf{%|P(X <y)>a}-p=—-mf{y|P(X <y-r)>a} - F=VaR,(X) - .

(PH) Sei A > 0. Dann gilt

VaR,(A - X) = —inf{z|P(\- X <z-7r) > a}
= —1nf{x|P(§ < %) > a} = —inf{y- )\|P(X <y)>a}
—) (—mf{yuoé <y)>a}) = A- VaRa(X)

(M) Sei X <Y. Dann gilt P( < z) > P(¥ <z) und damit

).<

{:c|P( <z)>a}C {r|P(X z) > a}l.
Es folgt 1nf{$|P( <z)>al> 1nf{a:|P( < ) > a} und somit
1nf{:v|P(Y <z)>a}<— 1nf{x|P(X z) > al,
d.h. VaR,(Y) < VaR,(X).

|

Im folgenden Beispiel wird gezeigt, daf fiir VaR, das Axiom S - die Subadditivitéat -
verletzt ist:

2.4.5 Beispiel

Betrachtet werden zwei Digitale Optionen (cash-or-nothing) auf einer Aktie mit dem
gleichen Ausiibungszeitpunkt 7. St gibt den zufalligen Wert der Aktie zum Zeitpunkt T
an.

e Die erste Option, Option A mit Anfangspreis u, zahlt 1000 aus, falls der Aktienpreis
bei Falligkeit grofler als U ist.

e Die zweite Option, Option B mit Anfangspreis [, zahlt 1000 aus, falls der Aktienpreis
bei Filligkeit kleiner als L ist, mit L < U.

e Im jeweils anderen Fall liefern die Optionen keine Auszahlung.

Jetzt wihlt man L und U so, daB P(Sy < L) = P(Sy > U) = 0.008 ist. Héndler 1
verkauft zweimal die Option A und Héandler 2 zweimal die Option B. Berechnet wird nun
das VaRg; der zukiinftigen Nettowerte der Positionen der Héandler. Zur Vereinfachung
ist » = 1. Fiir Handler 1 ist sein Nettoendwert

X = 2u — 2000 - 15,50},
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d.h. falls Sy < U ist, verliert die Option ihren Wert, und der Héndler verdient den
Optionspreis im Wert von 2u. Im anderen Fall mufl er an der Kédufer 2000 bezahlen, hat
also einen Gesamtverlust von 2000 — 2u. Es gilt also

P(X < 2u—2000) =0, P(2u — 2000 < X < 2u) =0.008 und P(2u< X)=1.

Damit ergibt sich VaRgo1(X) = —inf{z|P(X < z) > 0.01} = —2u. Analog erhilt man
fiur Handler 2 VaRg g1 (X )=-21. Verkauft man A + B, so ist der Nettoendwert

X =1 + u — 1000 - ]-{ST>U oder Sp<L}>

d.h. falls L < Sy < U ist, verliert die Option ihren Wert, und man verdient den Opti-
onspreis [ + u. Anderenfalls mufl man 1000 bezahlen, hat also einen Gesamtverlust von
1000 — [ — w. Damit gilt

P(X <14u—1000) =0, P(l+u—1000 < X < 1+u)=0.016 und
Pl+u<X)=1

Fiir diese Position folgt VaRg 1 (X) = —inf{z|P(X < ) > 0.01} = 1000 — I — u. Damit
ist insgesamt:

1 1
VaR0701(§ -2A + 5 . 2B) = VaR0701(A + B) =1000 — 1 —u
1 1
>—l—u= 5 : V&R0701(2A) + 5 : VaR0701(2B).
Das bedeutet, dafl die Menge der beziiglich des Value-at-risk-Mafles annehmbaren End-

werte nicht konvex ist.

2.4.6 Bemerkung

Nimmt man jedoch an, dafl die Preise normalverteilt sind, dann ist VaR, subadditiv,
solange die Wahrscheinlichkeiten der Ausdehnung kleiner als 0, 5 sind. Es gilt fiir beliebige
quadratintegrierbare Zufallsvariablen

Ox1y = Var(X+Y)

=\/VarX +VarY +2- E[(X — EX)(Y — EY)]

< \/VarX +VarY +2-VE[(X — EX)YE[Y — EY)?]

Cauchy-_Schwarz

= \/VarX +VarY +2 - VVarX + Vary

= \/(\/VG,TX +VVarY)? = ox + oy,

Binomgche F.

also

(*) oxt+y < ox +oy.

fiir jedes normalverteilte Paar (X,Y’) von Zufallsvariablen. Fiir eine normalverteilte Zu-
fallsvariable X haben wir dann:

VaRq(X) = —(Ep(X) + @ H(a) - op(X))
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Dabei ist @ die Standardnormalverteilungsfunktion mit ®~*(0.5) = 0. Damit ist VaR,
subadditiv, denn es gilt

VaR, (X +Y)=—(Ep(X+Y)+ @ '(a) - op(X +Y))
< —(Ep(X) + Ep(Y) + @7} (a) - (0p(X) + op(Y))

*

—
~

= —(Ep(X) + @ H(a) - 0p(X)) — (Ep(Y) + & (@) - 0p(Y))
=VaR,(X) + VaR,(Y),

da @~ !(a) <0 fiir a <0,5 ist.

2.4.7 Bemerkung
Aufgrund der obigen Eigenschaft und der Tatsache, dafl Aktienkurse durch geometrisch
Brownsche Bewegungen modelliert werden, wird vielfach die Value-at-Risk-Berechnung
bei Banken benutzt.

2.4.8 Ein weiteres Beispiel fiir die Nichtsubadditivitit

Seien  unendlich und X7, X, unabhéngig identisch verteilte Zufallsvariablen mit der
Dichte 0.9 in [0, 1] und 0.05 in [—2,0]. Beide Zufallsvariablen représentieren einen zufalli-
gen zukiinftigen Nettowert mit positivem Erwartungswert. Es gilt

VaR071(X1) = VaR071(X2) = 0,
da X7 und X, mit neunzigprozentiger Wahrscheinlichkeit grofier als 0 sind. Andererseits

gilt:

’ 5 ! 9
PG+ X 20) = [ PGy <o) gy [ POy <0) T dy
_ 0

2

5 0 5 ! 9
= —+ P(X1+y§0)-—dy+ P(X1+y§0)-—dy
0

100  J_, 100 10
> i-|-/OP(X1<0)-idy+/1P(X1<—1)-3dy

100  J_, - 100 0 - 10

5 5 1 9 5

= —+

— 4+ —. =01
100~ 100 10 10 100

Damit ist VaRg1(X7 + X3) > 0. Daran ist zuerkennen, daf man nicht von den Risiken
der einzelnen Positionen auf das Gesamtrisiko schlieflen kann.

2.4.9 Value-at-Risk und Risikokonzentrationen

Die Value-at-risk-Methode erkennt keine Risikokonzentration. Hierfiir liefert Claudio Al-
banese ein einfaches Beispiel [Alba]:

Die Zinsrate wird gleich Null gesetzt. Betrachtet werden Firmenbonds, die einen Spread
von 2% liefern, deren Verfallsraten bei 0,01 liegen und unabhéngig voneinander sind.
Wird nun 1.000.000 zur Zinsrate geliehen und in eine einzige Firma investiert, so gilt fiir
den zukiinftigen Nettoendwert X:

P(X =0)=0,01 und P(X = 20.000) = 0,99.
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Damit ist VaRgps = —20000, also handelt es sich um eine risikolose Investition. Wird
dieses Geld aber auf 100 verschiedene Firmen gleichméfig verteilt, erhilt man als Wahr-
scheinlichkeit, dal mehr als zwei Firmen Verzugsprobleme haben:

P(mindestens zwei Firmen haben Probleme) > P(genau zwei Firmen haben Probleme)

100!
= 5 ogi -0,01%-0,99% > 0.18.

Dies fithrt zu einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 5%, dafi das Portfolio der Bonds
einen negativen Endwert aufweist. Das bedeutet, dafl durch die Investition in mehrere
Firmen das Risiko gestiegen ist, wohingegen ein riskanter Bond einer einzelnen Firma
nicht entdeckt wurde.

Insgesamt gilt, dafl die Value-at-Risk-Messung nicht sinnvoll ist:

e Value-at-Risk ist nicht subadditiv. Das bedeutet, dafl man das Risiko seiner Ge-
samtposition nicht durch die Risiken der einzelnen Positionen abschétzen kann.

e Risikokonzentrationen werden durch die Value-at-Risk-Messung héufig nicht ent-
deckt.
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Kapitel 3

Darstellungstheoreme fiir kohirente
Risikomafle

In diesem Kapitel werden zwei Methoden erlautert, wie kohdrente Risiokomafle erzeugt
werden konnen. Die erste entspricht der SPAN-Methode aus Abschnitt 2.2, die zweite ist
eine Verallgemeinerung der SEC-Regeln aus Abschnitt 2.3.

3.1 Auf Szenarien basierende koharente Risikomafle

Dieser Abschnitt bezieht sich auf Definition 2.2.2. Es wird weiterhin angenommen, daf3
2, die Menge der states of nature, endlich ist. Die auf 2 betrachtete o-Algebra sei die
Potenzmenge von 2. Anfangs liegt kein spezielles Wahrscheinlichkeitsmafl auf €2 vor.
3.1.1 Darstellungssatz

Gegeben ist der total return r eines Referenzinstrumentes. Ein Risikomafl p ist genau

dann kohérent, wenn es eine Familie P von Wahrscheinlichkeitsmafien auf € gibt mit

X
r

p(X) = sup{Ep(=—)[P € P}.

fir alle X € G.

Beweis:
»<=* gilt nach der Bemerkung 2.2.3 aus dem vorigen Kapitel.

»=* Sei p ein koharentes RisikomaB. Sei P die Menge aller WahrscheinlichkeitsmaBe P auf Q2 mit

Ep(—%) <p(X) firalle X €G.

Zu zeigen ist: p(X) = sup{Ep(—§)|P € P}, d.h. zu zeigen ist, daB zu jedem X € G ein
P € P mit den Eigenschaften Ep(—=) < p(X) fiir alle X € G und Ep(—%) = p(Xo)
existiert. Sei dazu Xy € G und

U={XeG:p(—r-X)<1}.

(1) Beh.: Man kann p(—r - Xy) = 1 annehmen.
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()

(3)

(4)

(5)

Ist p(Xo) > 0, so folgt fiir A = m aufgrund des Axioms PH die Behauptung. Ist
p(Xo) <0, so setze Yy = Xg + 2-r- p(Xp). Dann gilt

p(Yo) = p(Xo+2-7- p(Xo) = p(Xo) = 2-p(Xo) = —p(Xo) > 0.

Damit folgt die Behauptung analog zum ersten Fall.

Beh.: U ist offen.
Betrachte die co-Norm auf G. Sei X € U. Wahle e < 1 — p(—r - X). Dann gilt:

p(—r- (X +¢)) ?p(—r-X)—i—e < 1.
Aufgrund der Monotonie von p folgt p(—r-Y') < 1 fiir jedes Y aus der e-Umgebung von

X, d.h. Y € U. Damit ist U offen.

Beh.: U ist konvex.
Seien XY € U. Dann gilt fiir alle @ < 1:

p=r(eX + (1 —a)Y)) <p(=r-a- X)+p(-r-(1-a)-¥)

—ap(-r-X)+ (1-a)-p(-r-Y)

< a+1l—a=1.
X,YeU

Also gilt X + (1 — )Y € U.
Da p(—r - Xy) = 1 ist, gilt Xo & U, d.h. es existiert ein lineares Funktional A, das X
von U trennt, es gilt also:

(%) AMX) < MXp) fiiralle X € U.

Da X =0 € U, ist A(Xp) echt positiv. Dadurch kann man A so normieren, daB A\(Xy) =
1 =p(—r- Xo) gilt. Aus (x) folgt
() p(—r-X)<1=AX) <1,
denn ist p(—r- X) <1, soist X € U, also \(X) < A\(Xy) = 1.
Beh.: Fiir alle X € G mit X > 0 gilt A(X) > 0:
Seice Rypund X € G mit X > 0. Es gilt p(—r-(—c- X)) < p(—r-0) =p(0) =0< 1.
M
Mit () folgt
AM—c-X)<1.

Da A linear ist, ergibt sich ¢- A(X) > —1, d.h. A\(X) > —1. Da c beliebig gewihlt wurde,
folgt A(X) > 0.

Beh.: A(1) = 1.
Ist ¢ < 1, so ist p(—7 - ¢) < 1. Also gilt mit (xx) A(c) < 1 und damit A(1) < 1. Ist
c>1, so gilt

p(—r(Z-Xg—C)T?HQ-p(—r-XO)—c:2—c<1.

Mit (xx) ergibt sich

1>A2-Xo—c¢)=2-ANXo) —c- A1) =2—-c- (D).
Daraus folgt 1 < c- A(1), also A(1) > 1 fiir alle ¢ > 1, also A(1) > 1. Insgesamt gilt
A1) =1.
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(7) Ist 0 < p(—7r - X) = «, so gilt fiir alle £ > 0 aufgrund des Axioms PH

1
a—+e

p(—r- X)<1.

Es folgt A\(=2=- X) < 1 aus (%), d.h. A\(X) < a+¢ fiir alle £ > 0. Also gilt A\(X) < .
)

a-+te
Ist 0 > p(—r- X)=a, sosetze Y = X — 2 . Dann gilt:

p(—r-Y):p(—r-X—l—Z-a-r)?p(—r-X)—2-a:—a>0

Damit folgt aus dem ersten Fall —a=p(—r-Y) > A(Y), also

a2 MY) = MX) ~2 A1) = AX) - 2-a,

d.h. AM(X) < a. Insgesamt gilt A\(X) < p(—r - X) fiir alle X € G.
(8) Das gesuchte WahrscheinlichkeitsmaB P wird dann definiert durch:

P(A) = X(1a) fiir alle Teilmengen A von Q.

(5) und (6) stellen sicher, daB P ein WabhrscheinlichkeitsmaB ist. Die gewiinschten Ei-
genschaften erfiillt P durch die Normierung von A und (7).

3.1.2 Bemerkung

- Je michtiger die Menge P ist, desto konservativer (d.h. grofier) ist das gewonnene
Risikomaf.

- Man beachte Proposition 2.2.4. Dort wurde bewiesen, dafl das Mafl p das Axiom R
genau dann erfiillt, wenn die Vereinigung der Trager der Wahrscheinlichkeitsmafie in P
ganz ) ergibt.

3.1.3 Anwendung bei Versicherungen

Sei X € G. Dann entspricht in der Versicherungsmathematik die Zufallsvariable —%

abdiskontierten zufélligen Verlust. Der Mittelwertansatz liefert als Pramie den Wert

dem

EP[_g]'

Aus dem Darstellungssatz folgt Ep[—2] < p(X) fiir alle P € P. Damit kann p als ab-
sicherndes Anfangskapital (insurance premium principle) gesehen werden. (vgl. [Gerber])
Auf diesen Ansatz wird im Buch von [Hattendorf] niher eingegangen. Im Paragraph 3 auf
Seite 5 wird ein Risikomaf fiir Lebensversicherungen mit dem Namen , mittleres Risiko®
angegeben. Es ist definiert als:

p(X) = Ep(—X).

r wird 1 gesetzt, da man als X die abdiskontierte Gesamtzahlung betrachtet. Das Wahr-
scheinlichkeitsmafl P erhélt man aus einer -den Versicherungen vorliegenden- Sterbetafel.
Dieses Risikomaf ist kohéarent. Es erfiillt anstelle der Subadditivitat sogar die stérkere
Eigenschaft der Additivitét.
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Beispiel

Eine Person im Alter x méchte von heute an ein Rente der Hohe R jahrlich vorschiissig er-
halten. Mit zp, bezeichnet man die k-jahrige Uberlebenswahrscheinlichkeit einer z-jihri-
gen Person. Diese Wahrscheinlichkeit kann man der Sterbetafel entnehmen. T, sei die
zufillige Restlebenszeit einer z-jdhrigen Person in Jahren, d.h. T}, ist eine Zufallsvariable
in {1,..., N}, wobei N die maximalen Restlebensjahre angibt. Die Wahrscheinlichkeits-
verteilung von T, ist durch .p, gegeben, also

P(T’ﬂlj > k) =k Pz-

Die Gesamtzahlung X der Versicherung, abdiskontiert bei jahrlicher Zinsrate r, ist dann:

T
—X:ZR-Tk:

k=0

N
R- Tk - 1{k<TI}

k=0

Der Barwert dieser Sofortrente wird berechnet als:

N

Ep(=X)=R-) r*p,
k=0
Das Risiko, das eine Versicherung nun hat, ist folgendes:

e Was bewirkt eine Verdnderung der Sterbetafel?

Durch medizinische Fortschritte oder biologische Forschung (z.B Chromosomenentschliisse-
lung) kann sich die Lebenserwartung erhohen, somit kann sich die Sterbetafel, die der
Pramienberechnung fiir die Lebensversicherung zugrunde liegt, wihrend der Versiche-
rungsdauer dndern. Bei einer hoheren Lebenserwartung fithrt dies zu einem Verlust beim
Versicherungsunternehmen. Indem ein Versicherungsunternehmen nicht nur die aktuelle
Sterbetafel betrachtet, sondern auch Abénderungen (z. B. Wahrscheinlichkeiten um einen
gewissen Faktor verbessert) in Betracht zieht, kann es eine Risikobewertung durch das
Risikomafl

p(X) = sup{Ep(—X)|P € P}

durchfiithren. Die Menge P ist hierbei die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle aus den
betrachteten Sterbetafeln.

3.1.4 Folgerung

Proposition 3.1.1 zeigt, dafl die Idee der Risikomessung aus dem Abschnitt 2.2 sinnvoll ist.
Jedes kohérente Risikomafl kann im Rahmen der generalized scenarios durch die Methode
des ,,worst case® beschrieben werden.

- An diesem Punkt ist es wichtig, daf} die Szenarien allen Héndlern einer Firma (durch
den Manager) oder allen Firmen (durch den Regulator) bekannt gegeben werden.

- Im ersten Fall ist zu bemerken, dafl die Verteilung vom Risikomanagement erst nach
der Bekanntgabe der Szenarien moglich ist.
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3.1.5 Darstellungssatz bei zufilliger Referenzposition

Betrachtet man kohérente Risikomafle mit Referenzfinanzgut o (vgl. Abschnitt 1.5), so
kann man fiir diese Risikomafie einen dhnlichen Darstellungssatz wie 3.1.1 zeigen: Ein
Risikomafl p ist genau dann kohérent bzgl. o, wenn es eine Familie von Wahrscheinlich-
keitsmaflen P gibt mit

pX) = sup{Ep(~=) i P P),

Beweis:

<= Folgt durch Nachrechnen der Axiome S, PH, M und T'.

»="* Sei p ein kohirentes RisikomaB bzgl o. Fiir o = 1 gilt:
o
Pe(X) :=p(5 - X) =ple- X).

Also ist mit Proposition 1.5.3 p;(X) koharent bzgl o. Damit existiert aufgrund des bisherigen
Darstellungssatzes 3.1.1 eine Familie P von WahrscheinlichkeitsmaBen auf €2, so daB fiir alle
X egGgilt

plo-X) = p@(X) =sup{FEp(—X): P € P}.

Also folgt fiir alle Y € G

p(Y) = p(g%)) — sup{Ep<—§> PeP).

3.2 Erweiterung von Risikomafien

In diesem Abschnitt werden Risikomafle nach den Ideen des Abschnitts 2.3 entwickelt.
Der Grundgedanke ist, auf bestimmte Portfolios, Standard- oder Basisrisiken genannt,
Absicherungskapitalforderungen festzulegen. Neue Risiken werden durch die Basisrisiken
abgeschitzt und ihr absicherndes Kapital aus den Kapitalanforderungen der Standardri-
siken errechnet.

3.2.1 Definition

Gegeben sei eine Menge ) von Funktionen auf 2 und X € G. Betrachtet wird eine Familie
von nicht negativen Zahlen y = (py )y ey, von denen alle bis auf endlich viele gleich 0 sind.
Ein Portfolio (i,v),v € R, heifit riskanter als X, falls gilt:

X > [Zﬂy'Y]-F’Y‘T.
Yey

Ist dies der Fall, so heifit (u,v) auch absicherndes Portfolio fiir X. Mit Sy(X) wird
die Menge aller absichernden Portfolios fiir X bezeichnet.
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Bemerkung

e Die Menge ) ist die Menge der Standardrisiken.
e ;1 beschreibt ein Portfolio, das sich aus den Basisrisiken zusammensetzt.

e 7 gibt den Anteil an, der in die risikofreie Anlage investiert wird.

Damit ist

[ZNY'Y} +oyer

Yey

der Wert des Basisportfolios.

3.2.2 Bemerkung

Da Q endlich ist, existiert zu jedem Risiko X ein absicherndes Portfolio; man betrachte
dazu

(#,7) = (0, min Xiw)

).

Das Ziel ist es, ein bestehendes Risikomafl ¥ auf ) zu einem Risikomafl auf ganz G zu
erweitern.

3.2.3 Definition

Gegeben seien eine Menge ) von Funktionen auf  und eine Funktion ¥ : Y — R. ¥
heifit zulassig, falls fiir jedes absichernde Portfolio (u,v) von X = 0 gilt:

Zuy-\I/(Y)—'yZO.
Yey

Bemerkung

o > uy-U(Y) - ist die Kapitalanforderung fiir das Basisportfolio.
Yey

e Durch die zulédssigen Funktionen ist sichergestellt, dal man keinen risikolosen Ge-
winn erzielen kann, denn betrachtet man eine nicht zuldssige Funktion W', so existiert
ein Portfolio (¢/,+") mit

oy () -4 <.
Yey
Das bedeutet, man erhélt fiir die Position X = 0 Geld.

3.2.4 Bemerkung

Ist (p,7) ein absicherndes Portfolio von 0, so ist fiir alle ¢ > 0 auch (¢ - p,c - 7) ein
absicherndes Portfolio von 0.

Beweis:
Seien (1, ) ein absicherndes Portfolio von 0 und ¢ > 0. Dann gilt

X=0>[ Y v]+qr
Yey

also auch 0 > [Z C-/Ly-Y] +c-v-r. Damitist (c- u,c- ) € Sy(0). O
Yey
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3.2.5 Proposition

Gegeben seien eine Menge ) von Funktionen auf €2 und eine Funktion ¥ : )) — R. Dann
wird durch

pe(X) = inf Z 1y - —

)ES
(1y)ESY(X Yey

genau dann ein kohédrentes Risikomafl py definiert, wenn W zuléssig ist.

Beweis:
=" Ist U nicht zulassig, so existiert ein absicherndes Portfolio (,7) von 0 mit

> uy-¥(Y)—y <0,
Yey

Aus Bemerkung 3.2.4 folgt, daB (¢ - u,c - ~y) fiir jedes ¢ > 0 ein absicherndes Portfolio von 0
ist, und es gilt

Zc-,uy-\II(Y)—c-7<0.

Yey
Daraus folgt py(0) = —oo, und py ist somit nicht kohérent.

»=* Da U zul3ssig ist, ist sichergestellt, daB fiir jedes absichernde Portfolio von 0 die zugehorige
Kapitalanforderung nicht-negativ ist. AuBerdem ist (0, 0) ein absicherndes Portfolio von 0 € G,
und es folgt pg (0) = 0.

(S) Seien Xi,X5 € G, (11,71) € Sy(X1) und (u2,v2) € Sy(X2). Dann ist

X1+ X9 > [Zuly'y}+71'T+[ZM2Y‘Y]+72'7“

Yey Yey
:[Z (M1 +M2y)'Y] + (1 +2) -
Yey
Damit ist (u1 + p2,71 +72) € Sy(X1 + X3), also gilt
(%) Sy(X1) + Sy(X2) C Sy(X1 + X2).
Weiter gilt:
pu (X1 + Xz) = inf{ {Z py - ‘I’(Y)} —7: (1,7) € Sy(X1+ Xz)}
Yey
(%) inf{ [Yzeyuy \I/ ] (M 'y) S Sy(Xl) + Sy(X2)}
=inf{| > (my +p12,) - TV = (n+72)
vey (1 + p2,m +72) € Sy(X1)+5y(X2)}

= py(X1) + pw(X2)
Damit gilt das Axiom S.
(PH) Ist A > 0 so gilt:
(1) € Sy(X) & X >[> py-Y]+v-r
Yey

& XX ApyY]+X oy
Yey
& (A A-y) € Sy(h- X)),
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das bedeutet (u,y) ist riskanter als X genau dann, wenn (- u, A - ) riskanter als A - X
ist. Damit folgt:

o3 X) =int{ [ 3y - (V)] =71 (m7) € Sy(h - X) }
Yey
= inf{ :nguy U(Y)] = (% -m% ) € Sy(X)}
= inf{ Z Apy - W(Y) =Xy (p,7) € Sy(X)}
Yey
=A-inf{ [ 30 ay OO =7 (7)€ Sy(X) |} = A pu(X),
Yey

also gilt das Axiom PH.
(T) Sei a € R, und sei (u,7) ein absicherndes Portfolio zu X + « - r. Dann gilt:

X+or>[> py-Y]+y-r
Yey

also X > [ > puy - Y]+ (y—a)-r, d.h. (u,v— «) ist ein absicherndes Portfolio zu X.

Damit folg}c/:ey
pu(X +a-r) =i :Yz;w-w{ — 71 (1,7) € Sy(X +a-r)}
= inf{ :Yzeyuy : \I'(Y): —v: (Y —a) € Sy(X)}
= inf{ Y% py - B(Y)] = (v+a): (1,7) € Sp(X) } = pu(X) - o

eien € g mit < Z un € . Dann gilt
(M) Seien X,Z € G mit X < Z und (4,7) € Sy(X). Dann gil

ZZXZ[Zuy-Y]Jrv-T-
Yey

Also ist (u,7y) € Sy(Z), und es gilt
() Sy(Z) 2 Sy(X).
Damit folgt:

pu(Z) = inf{ [Z py - \IJ(Y)} — 7t (1) € Sy(Z)}
Yey

34



3.2 ERWEITERUNG VON RISIKOMASSEN

3.2.6 Satz
py ist das grofite kohdrente Mafl p mit p < ¥ auf Y.
Beweis:

Seien p ein kohirentes RisikomaB auf ) mit p < ¥ und (u,) ein absicherndes Portfolio von X.
Dann gilt:

p(X) < p([Y py Y] =7 1) =p(Y_myY) =7
M Yey Yey
%ZP(MY'Y)—’Y PZHZMY'I?(Y)—’YSZMY"I’(Y)—V-
Yey Yey Yey

Da diese Ungleichung fiir jedes absichernde Portfolio von X gilt, folgt p(X) < pg(X).Sei Y € Y. Das
Portfolio (i,0) mit puy = 1 und pyr = 0 fiir Y/ # Y ist riskanter als Y. Damit ist pg(Y) < ¥(Y).
Insgesamt gilt daher fiir alle Y € V:

p(Y) < pa(Y) < ¥(Y),
also die Behauptung. a

3.2.7 Bemerkung

Je weniger anfangliche Standardrisiken betrachtet werden, umso konservativer ist das
gewonnene kohéarente Risikomafl. Dieses Verhalten dhnelt dem der SEC-Regeln. Abschnitt
2.3 hat gezeigt, dafl zu wenige Standardrisiken betrachtet wurden.

Ausgehend von ¥ kann aufgrund der Zuldssigkeit ein kohérentes Risikomafl py konstru-
iert werden. py hat den Nachteil, dafl es auf den Basisrisiken nicht mit ¥ iibereinstimmt.
Insofern ist py keine Fortsetzung von W. Damit W tatsidchlich zu einem kohéarenten Risi-
komaf fortgesetzt werden kann, muf eine stirkere Bedingung als die Zuldssigkeit an U
gestellt werden:

3.2.8 Definition

Gegeben seien eine Menge )Y von Funktionen auf €2 und eine Funktion ¥ : Y — R. ¥
heifit stark zuléssig, falls fiir jedes Z € ) und jedes absichernde Portfolio (i, ) von Z
gilt:

W(Z) <3y W) -
Yey

Bemerkung

Ist W stark zuléssig, so ist gewéhrleistet, dafl kein Z € ) durch eine Aufteilung in ein
Portfolio verbessert werden kann, d.h jedes riskantere Portfolio (1, ) bendtigt ein grofieres
Risikokapital.

e U(Z) gibt das Risikokapital von Z an,

e > uy-U(Y)—~ ist das Risikokapital des Portfolios (p, ).
Yey

3.2.9 Bemerkung

Ist U stark zuldssig, so ist es auch zuléssig.
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Beweis:
Seien Y und ¥ so gewahlt, daB ¥ zulissig ist. Sei Z € ) sowie (1,y) ein absicherndes Portfolio von
Z, dann gilt

W(2) <Yy w(Y) -7,

also

0< >y U(Y)+ (uzr—1)-¥(2)—7.
YEV,Y#Z

Da (u,~y) ein absicherndes Portfolio von Z ist, gilt

Z>[> oy Y4y,
Yey
also0>[ > wy Y]+ (puz—1)-Z+~-r.Somit kann man jedes absichernde Portfolio (1, )

YEVY#Z
von Z in ein absicherndes Portfolio (1i,7) von 0 umrechnen und umgekehrt in der folgenden Weise:

wy =py firY £ Zund pyz = py — 1.

Daraus folgt insgesamt:

Yoy ¥Y)-F= > vy -V(Y)+paz-¥(2) -7
Yey YeEVY#Z
= Y YY)+ (uz—1)-U(Z) -y >0
YEV,Y£Z
Also ist ¥ zuldssig. a

3.2.10 Proposition

Gegeben seien eine Menge ) von Funktionen auf Q2 und eine Funktion ¥ : Y — R, die
stark zuléssig ist. Dann ist das kohérente Risikomafl py die grofitmogliche Erweiterung
von ¥ zu einem kohérenten Risikomaf.

Beweis:

(1) Sei Z € Y. Da V¥ stark zulassig ist, gilt fiir jedes absichernde Portfolio (u,~) von Z
V(Z) <> py - ¥(Y) -7,
Yey

also auch

v(2) <inf{[ 3wy -0 (V)] =7 = pa(2) : (1,7) € S3(2) }.

Yey
Damit gilt ¥ < pg auf V. Mit Satz 3.2.6 folgt ¥ = pg auf V.

(2) Sei p ein koharentes RisikomaB, ebenfalls eine Erweiterung von ¥. Da p = ¥ auf ), also
insbesondere p < ¥ auf ) ist, liefert Proposition 3.2.6 p < py.

3.2.11 Satz

Ein Risikomafl p ist kohdrent genau dann, wenn p von der Form pg fiir eine zulissige
Funktion W ist.
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Beweis:
»<=" Dies ist mit Proposition 3.2.5 fiir p = py schon bewiesen worden.

»="* Setze ¥ =p und ) = G. Sei (p,7) ein absicherndes Portfolio von X, also

X>[D py-Y]+v-m
Yeg

Dann gilt:

p(X) S my YI+y )z p(3my V) =y < D wluy -Y) =

<
M yes YeG Yeg

Damit ist p stark zuldssig. Da ) = G ist, folgt py = ¥ = p aus Proposition 3.2.10.

3.2.12 Folgerung

Ist U eine zuldssige Funktion auf ganz G, so kann man die Funktion py mit Hilfe des
Darstellungssatzes 3.1.1 auf folgende Weise beschreiben:

pu(X) = sup{Ep(~)|P € Py}

mit Py = {P| fiiralle X € G: Ep(—=) < ¥(X)}

Bewels:
Sei P ein WahrscheinlichkeitsmaB auf 2 mit
X .
Ep(——) < V¥(X) fiiralle X €g.
r

Dann gilt Ep(—2) < ¥(.). Da Ep(—*) koharent ist, folgt mit Satz 3.2.6 Ep(—*%) < py(«) und

T T

damit die Behauptung. a

3.3 Risikomafle bei unterschiedlichen Risikoklassen

Proposition 3.2.10 kann auf irgendeine Menge ) von Risiken angewendet werden, auch
wenn diese iiberhaupt keine Struktur besitzt. Es kann die Vereinigung einer Familie

(Vj)ies
von Mengen von Risiken sein. Dabei ist fiir jedes j eine Funktion ¥; auf ); mit
\Ifj = \I/j/ auf yj N yj’

gegeben. Die Funktion W ist dann definiert als ihre Einschrénkung auf jedes );. Die
verschiedenen Mengen ); konnen Borsenrisiken auf der einen Seite und over-the-counter-
Risiken auf der anderen Seite sein oder aber auch Markt- und Kreditrisiken. Die Funk-
tionen W¥; konnen von vorgegebenen Regeln, die von der Borse oder den Regulierern
aufgestellt worden sind, kommen ([Basle]).
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3.3.1 Bemerkung

Angenommen, die W, sind stark zuldssig. Dann erlaubt einem Propositon 3.2.10, ein
kohérentes Risikomaf ,,mechanisch® zu berechnen. Dieses erweitert die Familie der ¥;
und dominiert jedes andere kohérente von der Borse oder den Regulatoren zur Erweite-
rung der Familie ¥, gewihlte Risikomafl. Es liefert daher ein konservatives kohérentes
Werkzeug zum Risikomanagement.

3.3.2 Beispiel

Betrachte den Spezialfall 2 = ; X Q5 mit kohédrenten Risikomaflen p; auf G;, 1 = 1,2. ),
seien die Mengen aller Funktionen auf €2 der Form

fiopr;.

Dabei ist f; eine Funktion aus G; und pr; die Projektion von €2 auf die i-te Komponente.
W, wird auf V; definiert durch

U, (f; o pri) = pilfi).

(1) Y1 N Y, besteht nur aus konstanten Funktionen. Damit sind ¥; und ¥y auf V) N Y,
gleich.

Beweis:
Ist g € V1 N s, so existieren Funktionen f1, fo mit g = f1 o pry = fo 0 pry. Damit gilt

fl(wi) = fg(wj) fiir alle w; € Ql,w]' € .

Also ist f; = f» konstant. |
(2) Wy, Uy definieren eine stark zulissige Funktion U auf Y; U ).

Beweis:
Seien Z € Y1 U Y, und (u,7y) ein absicherndes Portfolio von Z. O. E. ist Z € );. Damit existiert
eine Funktion f; € G mit

Z = fropry.
Dann gilt fiir alle (wy,wq) € Q1 X Qs

(floprl)(wlaWZ):Z(wlaW2)Z( > MY‘Y+’Y‘7’>(W1,W2)

YeyuYq
= Z py - Y (wi,ws) + Z py - Y (wi,we) +y -7
YeV: Yey\V1
= > wy-frw)+ Y my-frlw)Fyer
Yey, YeYo\V1,
Y=fyopry Y =fy opro

Da diese Ungleichung fiir alle (wy,ws) aus Q1 x Q5 gilt, folgt

F2 Yy Y4 sup Y opy - fy(wa) +y-r

Yeo @€ y ey,
Y=fyopra

38
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Insgesamt gilt nun:

U(Z) = W1(f10pr1) =pi(f1) ngm( Sy Y+ sup > py - fr(ws) +7.T>

Yen w2602 y e\,
Y=fyopry
1
=p( ) py Y) =~ sup Yy fr(we) =
Ye ©2E02 y e y\y,
Y=fyopry
1
< Ny (V) - — sup S oy fr(we) =
S,PH y oy, wa €8 YeV\W,
Y=fyopra
= > w-p(Y) +p2< sup >y fY(W2)) -
Ye ©2€8 y ey,
Y:fyoprz
<y uy-p1(Y)+p2< > oy (fr 0p7°2)) -
Myen YEV:\)1,
Y=fYopr2
=y MY'pl(Y)Jer( > MY'Y> -
Yey Ye\W
< DS pyep()+ Y pyep(Y) -y
S,PH Yey Yey\)1
= Z py - U1 (Y opri) + Z py - ¥2(Y opra) —v
Yel Ye),
Damit ist ¥ stark zulassig. a

Auf diese Weise kann man die Funktion W auch aus beliebig vielen €2; konstruieren.
Sei P; die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle, die p; darstellen, d.h.

X
r

pi(X) = sup{Ep| |P € P;}.

Sei P die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle auf €2 mit Komponenten in P; bzw. in P,

und %
pp(X) = Sup{Ep[—7

Der folgende Satz zeigt, dafl das Risikomaf pg, welches das grofite kohédrente Risikomaf ist,
das ¥y und ¥, erweitert (vgl. Proposition 3.2.10), auf der Menge G gleich dem Risikomaf}

pp ist.
3.3.3 Satz

Die zwei Risikomafle pp und py sind gleich.

I|P € P}.

Beweis:
»<% Fir jede Funktion f; auf ; gilt:

:Poprit € Pr,Popry' € Pa}

pp(fi o pro) = sup{Bp[-L-22"

fi

=sup{E, —?] : Poprit € P} = pi(fi) = Wil fi o pri).

op?“;1 [
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Also ist die Einschrankung von pp auf ); gleich ¥;. Daraus folgt pp < pg mit Proposition
3.2.5.

»=>% Im Beweis des Darstellungssatzes 3.1.1 wurde gezeigt

pp(X) =sup{Ep[-2]: P € P} mit P = {P|Ep[—X] < pp(X) fiir alle X € G},

pu(X) =sup{Eg[-=]: Q € Py} mit Py = {Q|Eg[—=X] < pu(X) fiir alle X € G}.
Zu zeigen ist nun Py C P, denn dann gilt

PP 2 pu.

d. h. zu zeigen ist, daB jedes WahrscheinlichkeitsmaB @ auf Q mit Eg[—=] < py(X) fiir alle
X € G Komponenten @1 und Q2 in P; bzw. in Py hat. Sei dazu @Q ein solches Wahrschein-
lichkeitsmaB. Dann ist Eg[—£%%] = Eq,[—1i], also gilt

EQi[_é] < pu(fiopri) =pp(fiopr;) fir jedes f; € G;.
Die letzte Gleichheit wurde beim Beweis der anderen Ungleichung gezeigt. Damit gilt Q; € P;.

|

3.4 Kohirente Risikomafle und Preisbewertung von
Derivaten im Einperiodenmodell

Es wird ein arbitragefreier Markt angenommen. Sei Q = {wi,...,w,}. Es werden N
Finanzgiiter am Markt gehandelt, deren zufilliger Wert S = (Si,...,Sy) am Ende der
Handelsperiode durch

S;:Q— Rfiralleie {1,..., N}

modelliert wird. r ist die Zinsrate der risikofreien Anlage.

3.4.1 Definition
Ein Wahrscheinlichkeitsmafl @) heifit risikoneutral, falls gilt:

S .
Eo(—)=1firallei e {l,...,N}.
r
3.4.2 Bemerkung

Die Menge @, der risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmafie ist nicht leer, konvex und
abgeschlossen.

Beweis:
Die Arbitragefreiheit impliziert, daB die Menge @, nicht leer ist. Seien Q, P € @, und A > 0. Dann
gilt fir allei € {1,...,N}:

Exqra-np(o) = > —— (AQW) + (1 =} P(w))
weR
_ Si(w) Si(w)
= D T QW+ ) = —(1-N)Pw)
weN weN
= A+1-A=1
Damit ist ), konvex. Die Abgeschlossenheit folgt durch dhnliche Rechnungen. O
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3.4.3 Definition (Claim und Hedge)

Ein Claim ist eine Zufallsgrofie

C: Q00— R

Ein Portfolio z € RY heifit Hedge, falls der Wert H des Portfolios am Ende der Handel-
speriode mit dem Wert des Claims bei jeder zufélligen Entwicklung {ibereinstimmt,d.h

H=22"S=C.

Es wird nicht vorausgesetzt, dafl es zu jedem Claim einen Hedge gibt. Ein Claim heift
hedgebar, falls ein Hedge existiert.

Bemerkung

Ein Claim berechtigt den Inhaber zum Erhalt der im allgemeinen zufélligen Auszahlung
C' am Ende der Periode. Claims sind z. B. Optionen oder Futures.

3.4.4 Definition (upper und lower hedging)

Sei ‘H der Raum der hedgebaren Claims und () ein risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsmaf.
Dann wird fiir einen Claim C der upper hedging price definiert durch:

s4(C) = inf{Eg(£)|H € H,H > C}

und der lower hedging price durch:
s_(C) :=sup{Eq(Z)|H e H,H < C}.
Dabei setzt man inf () = 400 und sup ) = —oo.

3.4.5 Bemerkung

Damit die Arbitragefreiheit des Marktes erhalten bleibt, wird der Preis s(C') eines hedge-
baren Claims zum Zeitpunkt 0 festgesetzt als Preis des Hedges zum Zeitpunkt 0. Mit Hilfe
eines risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmafi (Q kann man den Preis beschreiben durch

(vgl. [Irle]):
S(C) = Fo(9).

Bei Vorliegen eines nicht hedgebaren Claims C bleibt die Arbitragefreiheit erhalten wenn
s(C) € [s_(C),s:(C)] = {Eq(£) : Q € Q,}

gilt.

3.4.6 Kohirente Risikomafle und Claimpreise

Sei p ein Risikomaf}. Bei der Preisbewertung von Claims wird an Finanzmérkten folgende
Eigenschaft gefordert:

Forderung Fiir alle Risikomafe p und alle Claims C' mit p(C) < 0 gilt
s(C) > 0.

Bemerkung

Durch dieses Forderung soll verhindert werden, daf§ man kostenfrei eine Position beliebig
oft zu seinem Portfolio hinzufiigen kann, ohne zusétzliches Kapital anzufordern.
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Sei p ein kohérentes Risikomafl auf G und P die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafie P

auf €2 mit o
Ep(——) <p(C) fiir alle Claims C.

r
Mit dem Darstellungssatz folgt

C
p(C) = sup{Ep(=—)|P € P}.
Angenommen: Die Menge @), ist keine Teilmenge von P . Dann existiert ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl () und ein zukiinftiger Nettoendwert C' mit

p(C) < Eo(~<)

T
d.h. Eg(%) + p(C) < 0. Das um das Finanzgut C erweiterte Modell bleibt arbitra-
gefrei, wenn 5(C) = Eg(—%) gilt. Definiert man Z durch Z = C+p(C) -7, so erhélt
man:

p(2) =p(C+p(C)-7) = p(C) = p(C) = 0.

Also ist p(C) das erforderliche Risikokapital, damit die Position C' risikoneutral
wird. Andererseits gilt

5(2) = Bo(2) = Bo(C +9(0)) = Bo(9) +0(0) <0

r r
Damit ist die obige Forderung verletzt. 4 Also gilt @, C P.

Fiir alle Y € G folgt
Y
p(Y) > sup Eg(——).
QEQr r
Ist Y ein hedgebarer Claim, so gilt p(Y) > s(—=Y"). Dies ist sinnvoll, da —Y ein Hedge fiir

Y ist. Ist der Claim Y nicht hedgebar, so gilt:

P(Y) = sup Eg(——) = s,(~Y).
QEQ: r

Das bedeutet, daf3 das Risikomaf p fiir einen nicht hedgebaren Claim genug Risikokapital
errechnet, um den besten upper hedging price fiir —Y bezahlen zu konnen. Insgesamt
stellt man fest, dafl, wenn man die risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmafie kennt, das
kohérente Risikomaf} p eine gute Risikobewertung fiir jeden Claim C' liefert.
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Kapitel 4

Koharente Risikomafle und
Value-at-Risk

4.1 Risikomaf} der schlechtesten bedingten Erwartung

In diesem Kapitel wird mit Hilfe des nicht kohérenten Risikomafles Value-at-Risk ein
kohérents Maf3 entwickelt.

4.1.1 Definition (Risikomafie TCE und WCE)

Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf €2, die total rate of return r des Refe-
renzinstrumentes und ein Level a € (0, 1).

(i) Die Tail conditional expectation ist das Risikomaf}, definiert durch
TCE.(X) = —Ep[2]|% < — VaR,(X)].

Dabei gilt: {£ < — VaR,(X)} = {w € Q‘@ < inf{z|P(X <z) > a}}.
(ii) Die schlechteste bedingte Erwartung ist das RisikomaB, definiert durch
WCE,(X) = —inf{ Ep[Z|A] : P(A) > a}.
4.1.2 Bemerkung
WCE,, ist kohéarent.

Beweis:
Fiir o > 0 setze P = {P4 = P(-|A) : A C Q mit P(A) > a}. Dann ist

WCEq(X) = —inf{Ep[X|A] : P(A) > a} = sup{Ep[-X|A] : P(A) > a}
= sup{EpA [—%] Py € 73}.

Damit ist WCE,, aufgrund des Darstellungssatzes 3.1.1 koharent. a

4.1.3 Proposition
Es gilt TCE, < WCE,,.
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Beweis:
Seien Y := £ und ¢} (Y) das a-Quantil zu Y.

1. Fall: Es gilt P(Y < —VaRq(X)) > «, d.h. das Infimum wird nicht angenommen. Dann folgt mit

M = {w € QY () < — VaRa(X)}

TCE.(X) = —E[£|M] P(N%m —inf{ Ep[X|A] : P(A) > a} = WCE,(X).

2. Fall: Es gilt P(Y < —VaR,(X)) = Fy(q}(Y)) = «, wobei Fy die Verteilungsfunktion von Y
bzgl. P ist. Aus der Definition von g und der Monotonie von Fy folgt, daB fiir jedes € > 0 gilt :

Fy(e+qt(Y)) > a.
Definiere A, := {w|Y (w) < e+ ¢} (Y)}. Dann ist P(A.) > « und

 EplY - 1]

WCEa(X) 2 —EplY|Ad] = - —5 75

Damit folgt mit der rechtsseitigen Stetigkeit von Fy und liII(l) P(A.) = Fy (gt (Y)) sowie A, | Ay
e—

lim —Ep(Y|A.) = ~Ep(Y|Ao) = TCEq(X).
e—

4.1.4 Proposition
Fiir jedes Risiko X gilt:

VaR,(X) = inf{p(X)|p kohérent und p > VaR, }.
Zum Beweis wird das folgende Lemma bendotigt:

4.1.5 Lemma

Sei p ein kohérentes Risikomafl und P die Menge von Wahrscheinlichkeitsmaflen aus dem

Darstellungssatz 3.1.1, d.h.
p(X) =sup{Ep(—2): P € P}.

T

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) p> VaRa.

(ii) Fiir alle B C Q mit P(B) > « und fiir jedes € > 0 existiert ein @ € P mit

Q(B)>1-—c¢.

Beweis:
(i)=(ii): Sei B C Q mit P(B) > . Setze X := —r - 1p. Dann gilt:

VaRo(—7 - 1) = —inf{z|P(—r-1p <z -r) > a} = —inf{z|P(—1p < z) > o}

= —inf{-1} =1
Damit folgt mit Hilfe von (i):

1<p(=r-1p) = sup Eg(lp) = sup Q(B).
11 Qep QeP

Also existiert zu jedem e > 0ein Q € P mit Q(B) > 1 —e.
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(ii)=(i) Sei ¢f (%) das a-Quantil von £, also —¢} (£) = VaR,(X). Dann ist

PX <gt(X) r) >a

r fetl

Damit gilt P(X < (¢f(2) +¢) - 7) > o fiir jedes € > 0. Sei ¢ € Rso und @ € P ein nach
Voraussetzung existierendes WahrscheinlichkeitsmaB mit

Dann folgt:

X X
EQ(—%:/—7 dQ = / -—dQ+ -—dQ
X<(qd () +e)r X>(qa () +e)r

T

> —(ga () +) - QX < (qx (5) +¢) -7) —sup[F]- QX > (g (5) +¢) - 7)

> (@ (X) +2)- (1-2) —sup X -

£—00 _qg(%)'

Damit existiert ein Q € P mit Eg(2) > —gt (), also gilt p(X) > —qt ().

T

d

Beweis:  (von Proposition 4.1.4)
Seien 0 < a < 1 und X € G. ¢F (%) bezeichne das a-Quantil von 2. Mit Definition 2.4.1(b) gilt
X X
P(=2qi(=) 21-a
T r

Fiir jede Menge B C Q mit P(B) > «a ist

PBA{X > (3))) >0,

denn wire P(BN{X > r-q¢f(2)}) =0, so wiirde 1 = P(Q) > P(B) + P(X > - g} (X)) >

T

a+1—a = 1 folgen 4. Daher kann man fiir jedes B C Q und jedes X € G das WahrscheinlichkeitsmaB
Qpx =P(-[1BN{X >7r-qf(3)})

definieren. Sei Px = {Qp x|B C Q mit P(B) > a} und px das durch Px definierte koharente
RisikomaB, also

px (V) = sup{Eq(-—)|Q € Px}.

Y
r
Dann gilt:
(i) px > VaR,, fiir alle X € G,
i) inf = VaR,,.
(“) )I(Iéng aly
zu (i): Ist B C Q mit P(B) > «, so gilt:

_P(Bﬂ{XZr-q;t(
 PBN{X>r- g

Qpx(B) = P(BIBN{X 27-45(3)})
Damit folgt (i) aus dem Lemma 4.1.5.
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zu (ii): Sei Y € G. Fiir das koharente RisikomaB py folgt py (Y') = VaR,(Y'), denn fiir alle B C Q
mit P(B) > « gilt

EQuy (=) = Ep(=FIBN{Y >7r-¢f(7)}) < —ad (7) = VaRa(Y)
Damit ist py (Y) < VaR,(Y). Mit (i) folgt die Gleichheit.
Aus (i) und (ii) folgt die Behauptung. O

4.1.6 Proposition
Sei P die Laplace-Verteilung auf €. Ist X € G derart, dafl

» X(ws)

r r

so folgt TCE,(X) = WCE,(X).

fiir alle wy, wy € Q2 mit wy # wy gilt,

Beweis:
Sei a € (0,1). gf (£) bezeichne das a-Quantil von <. Damit gilt

VaR,(X) = —g5(%).
Setze Y := % Seien y; < y2 < ... < yp die Bilder von Y unter €. Dann ist
qq (5) = inf{z|P(Y < z) > a} = g7 (V).
Sei k€ Nmit 0 <k <nund a € [£ EL) Zeige zunichst

7t (%) = Yt

Fiir jedes u > g} (%) gilt aufgrund der Laplace-Verteilung oo < P(Y < u) = w also ist die
natiirliche Zahl #{i|y; < u} echt groBer als a-n und somit, durch die Wahl von k, mindestens &+ 1.

Setzt man u = yg1, so folgt #{ily; <u} = min #{i|; < v} und damit gilt
v>qa (%)

y1 =, (V) = q:f(%)
Definiert man eine Menge B C Q durch B = {X < g} (X) -7}, so gilt

(i) Y(B) ={y1,-- -, yrs1},

(i) TCE4(X) = —E(£|X < ¢} (£) -r) = —E(Y|B) = —25 241 (Laplace-Verteilung),

. . Ep(Y-
(i) WOE,(X) = —inf{ Ep[X[A]|P(4) > a} = — inf {25554 | P(4) > o).
Damit bleibt zu zeigen: Fiir alle A C Q mit P(A) > «a gilt

Ep(Y-14) _ 1+ +yrn1
P(A) Fr1

denn dann gilt WCE, (X ) < TCE,(X), und mit Proposition 4.1.3 folgt WCE, (X) = TCE,(X).
Sei also A C Q mit P(A) > «. Dann existiert ein £ € {k +1,...,n} mit |A| = ¢. Aufgrund der
Laplace-Verteilung und der Definition der y; gilt:
1
Ep(Y -14) > (y1+"‘+yl)'ﬁ-
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Daraus folgt:

Ep(Y -14) yrt+-+ye
pPA)  — %

it Fye it At Yk
4 - k+1 ’

S|

denn fiir reelle Zahlen z; < zy < ... <z, gilt: zl‘*"}'ﬂ"*‘l‘k < Il+};'i-11k+1 firalle 1 <k <n-—1. O

4.1.7 Proposition

Sei P die Laplace-Verteilung auf 2 und p ein kohdrentes Wahrscheinlichkeitsmaf, das nur
von der Verteilung von 2 abhéngt, d.h. ist X ~ Y, so gilt p(£) = p(¥). Dann gilt:

p > VaR, = p > WCE,.

Beweis:
Es gelte p > VaR,,. Sei X ein Risiko und ¢ (X) das dazugehdrige a-Quantil. Dann gilt

VaRo (X) = —q5 (X).

Seien weiterhin Y := % und A = {w|Y (w) < ¢} (X)}. Wie im vorigen Beweis gezeigt, gilt a =
|A| > n - a. Mit geeigneter Numerierung ist dann A = {wq,wa, . ..,w,} mit

Y(wj) <Y (wiy1) furallel <i<a-—1.

Sei o eine Permutation der ersten a natiirlichen Zahlen. Definiere weitere Zufallsvariablen Y,Y?
durch

Y (wi), falls ¢ > a, Y (wi), falls ¢ > a.
Y (1) Y (wa) Yo lwi)=
2oyt t¥Wa) — o falls 4 < a. Y(wo(y), fallsi<a.

a

Y (wi) =

e Aufgrund der Laplace-Verteilung und der Definition von A ist
y* = B(Y|Y < g5 (X)).
Man kann Y auch als Mittel der p! Zufallsvariablen Y7 beschreiben.
e Y besitzt dieselbe Verteilung wie Y.
Die Annahme, daB p nur von der Verteilung von % abhangt, liefert
p(r-Y?)=p(r-Y)=pX).
Weiter gilt:
p(Y =Y7) =p((Y =Yy +--+ (¥ -Y)1y)

p(Y =Y )) 4+ +p((Y = Y)11)

= Y(w)+Y(w) = = Y(wo) + Y (wa) = —a-y* +a-y* =0.

WA

Also ist p(r-Y —r-Y?) < 0. Dies ist gleichbedeutend zu p(r - Y)) < p(r - Y7). Daraus folgt
p(r-Y) < p(X).
Die Annahme, p > VaR,, liefert:

p(r-Y) > VaR,(r-Y).
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Insgesamt gilt also

(%) VaR,(r-Y) <p(r-Y) < p(X).

Fiir alle i < a ist Y (w;) < Y (w,). Da a der groBte Index mit YV (w,) < ¢F (X) = — VaR,(r - Y) ist,
folgt:
VaR,(r-Y) = —y* = E(-Y|Y < ¢} (X)).

Zusammen mit (*) gilt somit
p(X) > BE(-¥|X < ¢f(X)-r).

Definiere M = {X : Q = R|Vi,j € {1,...,n}: i#j= X(w;)# X(w;)} Da Q endlich ist, ist
M eine dichte Teilmenge von G. Aus Proposition 4.1.6 folgt fiir alle X € M

X
TCEL(X) = WCE4(X) = E(——|X < ¢ (X) - 7),
r
d.h. die Ungleichung p(X) > WCE,(X) gilt fiir eine dichte Teilmenge von G. Da sowohl p als auch
WCE, koharent, also insbesondere stetige Funktionen auf G (siehe Beweis zu Prop.1.4.2) sind, folgt

p > WCE,, auf ganz G. O

Damit ist WCE,, das beste koharente Risikomafl oberhalb von VaR,,.
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Kapitel 5

Risikomafle bei allgemeinerem
Grundraum

Mit Hilfe der Funktionalanalysis ist es moglich, den Darstellungssatz 3.1.1 aus einem
anderen Blickwinkel herzuleiten. Bislang sind die betrachteten Risikomafle p nur auf dem
endlichdimensionalen Raum G definiert.

In diesem Kapitel werden auch nicht-endlichdimensionale Rdume betrachtet. Es wird ge-
zeigt, dafl die Axiome S, PH und M weiterhin gelten (5.1.1, 5.2.3) und dafl man fiir das
Translationsaxiom eine andere, dquivalente Forderung erhélt (5.2.9).

5.1 Praliminarien

Im folgenden bezeichne E einen reellen Vektorraum.

5.1.1 Definition (sublineares Funktional)
Eine Abbildung p : £ — R heifit sublinear, falls gilt:

() p(z+y) <p(x)+p(y) fir alle z,y € E

(ii) p(A-z) = X p(x) fir alle z € E, X € Rxy.
Diese beiden Eigenschaften entsprechen der Subadditivitdt und der positiven Homoge-
nitat.
5.1.2 Satz von Hahn-Banach

Zu jeder sublinearen Abbildung p : E — R gibt es eine lineare Abbildung ¢ : £/ — R mit

O(z) < p(z) firallez € E.

5.1.3 Fortsetzungssatz von Hahn-Banach

Sei L ein Teilraum von F, p: E — R sei sublinear und ¢ : L — R linear mit

o(x) < p(z) firalle z € L.
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Dann gibt es eine Fortsetzung ® von ¢ auf £ mit & < p, d.h.
®|;, =¢ und O(z) < p(z) firallexe E.
Sei E* die Menge der linearen Abbildungen von £ nach R.

5.1.4 Folgerung

Sei p ein sublineares Funktional und zy € E. Dann gibt es ein ® € E* mit
O(z9) = p(xo) und @ <p.

Beweis:
Sei L der von xg € E erzeugte eindimensionale Teilraum, also

L={\-zp: A€ R}.
Definiere eine lineare Abbildung ¢ : L. — R durch
(A xz0) = A-p(xg) fiir alle A € R.

Aufgrund der Subadditivitit gilt 0 = p(x — z) < p(z) + p(—z), also —p(z) < p(—z) fiir alle z € E.
Somit ist p(—xz0) = —p(zo) < p(—xp), und damit gilt ¢ < p auf L. Nach dem Fortsetzungssatz
existiert ein ® € E* mit

®|,=¢, und D <p.

Also ist ®(z¢) = ¢(x0) = p(zo) und ¢ < p. O
5.1.5 Folgerung
Fiir jedes sublineare Funktional p: £ — R gilt

p=sup{® € E*: & <p}

Beweis:
Sei ¢ : F — R definiert durch

q(z) = sup @(z)
deM

mit M = {® € E* : & < p}. Nach Definition gilt g(z) < p(x) fir alle z € E. Andererseits gibt
es zu jedem z € E ein ® € M mit ®(z) = p(x) (vgl. vorigen Satz). Also ist ¢(z) = p(x) und der
Beweis erbracht. a

5.2 Anwendung bei Risikomaflen

Nun wird der Spezialfall betrachtet, dal £ der Raum der meBbaren reellwertigen Abbil-
dungen eines meBbaren Raumes (€, F) ist. Definiere dazu

E={X:Q— R|X ist meBbar bzgl. F}.

5.2.1 Definition (antitones Funktional)
Ein sublineares Funktional p : E — R heifit antiton, falls fiir alle X € F gilt:

X >0=pX)<o.
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5.2.2 Lemma

Sei p ein antitones, sublineares Funktional und ® € E* mit ® < p. Dann ist ¢ antiton.

Beweis:
Sei X > 0. Da p antiton ist, gilt 0 > p(X) > ®(X). ]

5.2.3 Bemerkung

Folgende Aussagen sind fiir ein sublineares Funktional dquivalent:

(i) p: E — R ist antiton.

(ii) Fir alle X,Y € F gilt: X <Y = p(X) > p(Y).

Beweis:
(i) = (ii): Sei X <Y, d.h. Y — X > 0. Da p antiton ist, gilt p(Y — X) < 0. Aus der Sublinearitat
von p folgt

p(Y) =p(X + (¥ — X)) <p(X) +p(Y — X) < p(X).
(ii) = (i): Setze X = 0. Dann gilt mit (ii) und wiederum mit der Sublinearitt von p fiir Y € E

0<Y=pY)<p0)=0

a
Diese Bemerkung zeigt, daf ein sublineares, antitones Funktional das Axiom M erfiillt.

5.2.4 Folgerung

Sei p ein antitones, sublineares Funktional. Dann gilt:
p =sup{p € E*|¢ < p und ¢ ist antiton }.

Beweis:
Mit Satz 5.1.5 gilt:
p =sup{p € E*|p < p}.
Sei p <pund X € E mit X > 0. Dann gilt ¢(X) < p(X) <0, da p antiton ist. Also ist ¢ ebenfalls
antiton, und es folgt die Behauptung. a

5.2.5 Lemma

Sei L ein Teilraum von E und p ein sublineares Funktional, so daf p|; linear ist. Sei
® € E* mit & < p. Dann gilt
|l =plL

Beweis:
Sei z € L. Dann ist nach Voraussetzung ®(x) < p(z). Andererseits folgt damit und mit der Linearitat
von p auf L

Esist < 1 > der Raum aller konstanten Funktionen auf E, d.h. es gilt

Xe<l> <= JceRVWwe: Xw)=c

ol



KAPITEL 5. RISIKOMASSE BEI ALLGEMEINEREM GRUNDRAUM

5.2.6 Folgerung

Sei p ein sublineares antitones Funktional auf E mit p(A-1) = A-p(1) fiir alle A € R und
® € E* mit ® < p. Dann gilt fiir alle A € R:

(A1) = A-p(1)

Weiter wird durch

1
o F—1[0,1], A»—)m-é(u)

ein Inhalt auf (Q, F) definiert. Ist Q endlich, so ist pe ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, und

es gilt:
ZX w)pe({w}) = /Xdﬂé

weN

Beweis:
(1) Da p linear auf < 1 > ist, gilt mit Lemma 5.2.5 p|<1> = ®|<1>, also

d(A-1) =A-p(1) firalle A € R.

(2) Esist uo(0) = ;g7 - ®(1p) = 0. Seien A, B € F disjunkt. Aus der Linearitt von @ folgt

1

Ho(AUB) = —— - &(Lyup) = 6

p(1)
= pa(A) + peo(B).
Damit ist ug eine Inhaltsfunktion.

(3) Es gilt na(Q) =
Linearitat von ¢ ,u

- ®(1a+1p) = (2(1a) +2(1p))

1
p(1)

’H

) - ®(1) = 1. Ist Q endlich, so auch F = P(€2). Damit ist aufgrund der
ein WahrscheinlichkeitsmaB.

[N

(4) Sei X € E. Dann gilt:

=D X (W)lfw}) = Y X(w)®(1,)

weN weN
(1)) X(w)pe({w}) =p(1 /Xdﬂcb
wes

5.2.7 Folgerung

Sei €2 endlich und p : E — R ein antitones, sublineares Funktional, das auf < 1 > linear
ist. Dann gibt es eine Menge P von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf (€2, F) mit

p(X) =sup{p(1) - EpX|P € P}

Beweis:
Sei X € E. Mit Satz 5.1.5 gilt

p(X) = sup{@®(X)|® € E* mit & < p}

Sei M := {® € E*|® < p}. Dann existiert nach dem vorherigen Satz zu jedem ® € M genau ein
WahrscheinlichkeitsmaB pe mit ®(X) = p(1) [ Xdug. Setze nun P = {pa|® € M}. Damit gilt die
Behauptung. O
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5.2.8 Spezialfall

Setze r = —ﬁ. Dann ist » > 0, und Satz 5.2.7 entspricht dem Darstellungssatz 3.1.1.

Die folgende Aussage erhélt man insbesondere aus Satz 5.2.7, sie kann aber auch direkt
nachgewiesen werden:

5.2.9 Proposition

Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) p ist ein kohérentes Risikomaf

(ii) p ist ein antitones, sublineares Funktional, das linear auf < 1 > ist.

Beweis:
(1) = (29) : Ist klar.
(77) = (i) : Aufgrund der Folgerung 5.2.7 ist nur noch das Axiom T nachzuweisen, d.h. zu zeigen
ist:
1
p(1)
Aufgrund der Sublinearitat von p und der Linearitdt von p auf < 1 > gilt

P(X+)\'T)=p(X)—)\ mit r = —

PX 4+ A7) <p(X)+p(A-r) =p(X) - A
Ebenfalls aus der Sublinearitdt von p folgt

p(X)=p(X+X-7=XA-7r)<pX+A-7)+p(=A-r)=p(X+A-r)=X-r-p(1)
=p(X+X-7)+ A\

Damit gilt p(X + A7) > p(X) — A, also insgesamt p(X + A -r) = p(X) — A
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