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Einleitung
Wie w�urden Sie sih entsheiden?Stellen Sie sih vor, Sie wollen Ihr Kapital vermehren. Sie haben die Wahl zwishen zweivershiedenen Wertpapieren, in die Sie investieren k�onnen. Beide Anlagem�oglihkeitenliefern im Mittel den gleihen Ertrag, doh die Varianz des einen Wertpapiers ist gr�o�erals die des anderen. Intuitiv ist sofort klar, was in diesem Fall Risiko hei�t:Gr�o�ere Varianz bedeutet gr�o�ere Risiko.Ist man also eher konservativ eingestellt, wird man sih f�ur das erste Wertpapier entshei-den. Ist man hingegen risikofreudig und auf einen "shnellen\ Gewinn aus, wird man sihf�ur die zweite M�oglihkeit entsheiden.Wie kann man Risiken messen?Wenn man jeder Anlagem�oglihkeit eine Zahl zuordnen kann, die ihr Risiko angibt, kannman anhand dieser Werte die Risiken der jeweiligen Positionen vergleihen. H�au�g ge-shieht diese Zuordnung durh Berehnung des mittleren Verlustes. Dazu addiert maneinen gewissen Anteil der Varianz. Ist X die betrahtete Position, so wird das Risiko z.B.durh �E(X) + � �pVar(X)berehnet, wobei � > 0 ist. Dieses Risikoma� ist aber niht monoton, d.h. betrahtet manzwei Positionen, bei denen die erste immer einen h�oheren Gewinn erzielt als die zweite, diedamit o�ensihtlih riskanter ist, so liefert dieses Risikoma� h�au�g f�ur die zweite Positionkein gr�o�eres Risiko (vgl. Abshnitt 1.3.6).In dieser Arbeit wird eine spezielle Klasse von Risikoma�en vorgestellt, die als koh�aren-te Risikoma�e bezeihnet werden. Diese werden durh vier Eigenshaften de�niert, dienat�urlihe Anforderungen an ein Risikoma� darstellen (Abshnitt 1.3). Weiter werden diein der Praxis genutzten Risikoma�e:� die SPAN-Methode,� die SEC-Regeln,� die auf Quantilen basierende Value-at-Risk-Methode,die �ahnlihe Eigenshaften wie koh�arente Ma�e aufweisen, untersuht.
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EINLEITUNG
Die Value-at-Risk-Messung wird in der Praxis h�au�g verwendet, z.B. von Banken, weil sieeinfah anzuwenden ist. Sie hat jedoh einen gro�en Nahteil, da sie niht subadditiv ist,d.h. m�ohte man das Risiko seiner Gesamtposition absh�atzen, kann man dies niht tun,indem man das Risiko jeder einzelnen unterliegenden Position berehnet. Die Summe dereinzelnen Risiken kann kleiner als das Gesamtrisiko sein.�Ahnlihe Probleme treten auh bei den beiden anderen oben genannten Risikoma�enauf (Kapitel 2). Die Grundideen dieser Risikoma�e werden aber benutzt, um speziellekoh�arente Ma�e zu entwikeln (Kapitel 3). Die erzielten Ergebnisse werden im letztenKapitel benutzt, um Risikoma�e zu konstruieren, die vershiedene Risikoklassen, z.B.Kredit- und Marktrisiken, miteinander verbinden.
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Kapitel 1
De�nition von Risiko undkoh�arenten Risikoma�en
1.1 Risiko als Zufallsvariable1.1.1 ModellbildungSei 
 eine endlihe Menge. Die Elemente ! 2 
 hei�en states of nature. Eine Zufalls-variable X : 
! Rhei�t Risiko. G bezeihnet die Menge aller Risiken, d.h.G = �G��G : 
! R	:Da 
 endlih ist, folgt mit j
j = n G �= Rn:Eine Abbildung p : G ! R wird als Risikoma� bezeihnet, au�erdem werden zu jederZufallsgr�o�e X 2 G die Zufallsvariablen X+ und X� de�niert durhX+ := max(0; X) und X� := max(�X; 0):Der Kegel1 der niht negativen Elemente in G sei mit L+ bezeihnet, der der negativenentsprehend mit L�.Sei r 2 R die total rate of return einer risikofreien Anlage. Diese wird durh denAnfangspreis 1 und den eht positiven Preis r f�ur jedes ! 2 
 am Ende der Periodemodelliert.1.1.2 Interpretation des ModellsBetrahtet wird der zuk�unftige zuf�allige Nettoendwert einer jetzt gehaltenen Position naheiner Handelsperiode.1K � Rn hei�t Kegel, falls f�ur x; y 2 K;  > 0 gilt(i) x+ y 2 K,(ii) x �  2 K.
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Kapitel 1. Definition von Risiko und koh�arenten Risikoma�en
� Da angenommen wird, da� nur endlih viele Werte m�oglih sind, wird 
 als endlihvorausgesetzt.� Der Nettoendwert einer Position ist f�ur jedes ! 2 
 durh den WertX(!)gegeben.� Ist der Endwert immer positiv, ist die Position risikolos, ist er immer negativ,handelt es sih auf jeden Fall um eine riskante Position. Riskante Positionenk�onnen aber auh anders aussehen.� Es wird angenommen, da� die m�oglihen Zust�ande bekannt sind, niht aber ihreVerteilungen.� Die Risikobewertung p(0) > 0 kann als Risikokapital interpretiert werden, das in dierisikofreie Anlage investiert werden mu�, um den Ausgleih des Risikos der PositionX herbeizuf�uhren.� Ist p(X) < 0, hat die Position X �ubersh�ussiges Risikokapital, das um p(X) verrin-gert werden kann.Die Bewertung eines Risikos, also einer Zufallsvariablen, durh einen reellen Wert bringtin nat�urliher Weise einen Informationsverlust mit sih. Dies ist aber zwingend notwendig,um Risiken miteinander zu vergleihen. Auh kann dies zum AuÆnden von verstektenRisiken benutzt werden, die ohne Risikobewertung niht erkannt w�urden.

1.2 Risikoma�e und annehmbare Mengen1.2.1 De�nition (annehmbare Mengen)Eine Menge A � G hei�t annehmbar, falls sie die folgenden Axiome erf�ullt.L+ � A;(1.1) L�� \A = ; mit L�� := �X��8! 2 
 : X(!) < 0	, dabei gilt L� � L��,(1.2) A ist konvex, d.h. f�ur alle X; Y 2 A und � 2 [0; 1℄ gilt: � �X + (1� �) � Y 2 A(1.3) A ist ein positiver homogener Kegel (X � 0 2 A)(1.4)1.2.2 BemerkungEine st�arkere Forderung als Axiom (1.2) ist das AxiomL� \A = f0g;(1.2')denn (L�� \A) = L�� \ (L� \A) =(1.2') L�� \f0g = ;, d.h. aus Axiom (1.2') folgt Axiom (1.2).1.2.3 BemerkungEine annehmbare Menge A hilft, Risiken abzush�atzen:4



1.3 Koh�arente Risikoma�e
� Ist 0 � X, so gilt X 2 A, und die betrahtete Position ist risikolos (Axiom 1.1).� Ist 0 � X, so gilt X =2 A, und die betrahtete Position ist riskant (Axiom 1.2).Ist die Position niht annehmbar, so versuht man sie durh Investieren in risikofreieAnlagen (z.B. Bonds) geeignet abzu�andern. Die laufenden Kosten f�ur diese Investitionensind ein gutes Ma� f�ur das Risiko der urspr�unglih unannehmbaren Position.1.2.4 De�nition (Risikoma� � annehmbare Menge)Sei die total rate of return r gegeben. Das Risikoma�, das durh die annehmbare MengeA gegeben wird, ist die Abbildung pA;r : G ! R mitpA;r(X) = inf�m 2 R��X +m � r 2 A	1.2.5 BemerkungEs gilt pA;r(X) 2 R f�ur alle X 2 G.Beweis:Sei X 2 G. Mit Hilfe von Axiom (1.2) folgt pA;r(X) 6= �1. Da 
 endlih ist, kann manm = �min!2
 X(!)rbetrahten und erh�alt auh pA;r(X) 6=1. 21.2.6 De�nition (Annehmbare Menge � Risikoma�)Die durh ein Risikoma� p erzeugte Menge Ap von annehmbaren Risiken ist de�niertdurh Ap = �X 2 G��p(X) � 0	:Die Menge Ap ist niht annehmbar im Sinne der De�nition 1.2.1, wird es aber untergewissen Voraussetzungen, die in den n�ahsten Abshnitten behandelt werden (s. insb.Satz 1.4.2).

1.3 Koh�arente Risikoma�e1.3.1 De�nition (Koh�arentes Risikoma�)Ein Risikoma� p auf G hei�t koh�arent, wenn es die folgenden Axiome erf�ullt:T Translation: F�ur alle � 2 R, X 2 G giltp(X + � � r) = p(X)� �:S Subadditivit�at: F�ur alle X1; X2 2 G giltp(X1 +X2) � p(X1) + p(X2):PH Positive Homogenit�at: F�ur alle � � 0 und alle X 2 G giltp(� �X) = � � p(X):5



Kapitel 1. Definition von Risiko und koh�arenten Risikoma�en
M Monotonie: F�ur alle X; Y 2 G mit X � Y giltp(X) � p(Y )1.3.2 Bemerkung (zum Axiom T)Durh das Axiom T gilt p(X + p(X) � r) = 0 f�ur alle X 2 G.Damit kann p(X) als Risikokapital interpretiert werden, das in die risikofreie Anlageinvestiert werden mu�, um eine risikoneutrale Position zu erhalten.1.3.3 Bemerkung (zum Axiom S)� Das Axiom S erlaubt die Bewertung einer Gesamtposition durh die Bewertung vonEinzelpositionen: Will eine Firma das Risiko f�ur X1+X2 absihern, w�urde sie, fallsAxiom S verletzt w�are, mit p(X1) + p(X2) zu wenig Risikokapital zur�ukhalten.� Falls das Axiom S niht gilt, k�onnte das Risiko einer Position durh blo�e Aufteilungin Teilpositionen reduziert werden, was niht sinnvoll ist.1.3.4 Bemerkung (zum Axiom PH)� Das Axiom PH liefert, da� das Risiko einer PositionX proportional zum investiertenGeld ist. Die positive Homogenit�at stelltp(0) = 0siher.� Beeinu�t die Positionsgr�o�e das Risiko, d.h. sind Positionen z.B. so gro�, da� diezu ihrer Liquidierung erforderlihe Zeit von ihren Gr�o�en abh�angt, mu� man Liqui-dit�atsprobleme bei der Berehnung des zuk�unftigen Wertes beahten.� Die Axiome T und PH liefernp(� � (�r)) = � f�ur jedes �.Beweis:Es gilt p(� � (�r)) = p(0� � � r) =T p(0) + � = p(0 �X) + � =PH 0 � p(X) + � = �. 21.3.5 Bemerkung (zum Axiom M)Je gr�o�er der Nettoendwert ist, desto kleiner ist das Risiko der Position.1.3.6 Zusammenhang zu anderen Risikoma�en� Axiom M shlie�t das Risikoma�p(X) = �EP (X) + � � �P (X)mit � > 0 und der Standardabweihung �P (X) von X unter einem Wahrsheinlih-keitsma� P , d.h. �P (X) = pVarX = pEX2 � E2X, aus.6



1.3 Koh�arente Risikoma�e
Beweis:Betrahte 
 = f!1; !2g; � = 1 und de�niereX(!1) = 1; Y (!1) = 2;X(!2) = Y (!2) = 0:Dann ist X � Y . De�niert man ein Wahrsheinlihkeitsma� P auf 
 mit P (f!1g) = 14 undP (f!2g) = 34 , so folgtEP (X) = 0; 25; EP (X2) = 0; 25; EP (Y ) = 0; 5; EP (Y 2) = 1;E2P (X) = 0; 06 und E2P (Y ) = 0; 25:Damit gilt p(X) = 0; 18 < 0; 37 = p(Y ) im Widerspruh zu Axiom M. 2� Axiom S shlie�t das "semi-variane\-Risikoma� aus:p(X) = �EP (X) + �P ([X � EP (X)℄�Beweis:Betrahte 
 = f!1; !2g und de�niereX(!1) = 1; Y (!1) = 0;X(!2) = 0; sowie Y (!2) = 1:Dann gilt (X+Y )(!1) = 1 = (X+Y )(!2). De�niert man ein Wahrsheinlihkeitsma� P durhP (f!1g) = 12 und P (f!2g) = 12 , so folgt EP (X) = 0; 5; EP (Y ) = 0; 5 und EP (X + Y ) = 1.Setze X1 := [X �EP (X)℄�; Y1 := [Y �EP (Y )℄�:Dann gilt X1(!1) = 0; Y1(!1) = 0; 5; (X1 + Y1)(!1) = 0;X1(!2) = 0; 5; Y1(!2) = 0 und(X1 + Y1)(!2) = 0. Damit istEP (X21 ) = 0; 125 EP (Y 21 ) = 0; 125 EP ((X1 + Y1)2) = 1E2P (X1) = 0; 0625 E2P (Y1) = 0; 0625 E2P (X1 + Y1) = 0;also folgt p(X + Y ) = 0 > �0; 5 = �0; 25� 0; 25 = p(X) + p(Y )im Widerspruh zu Axiom S. 21.3.7 De�nition (Axiom R)Eine weitere w�unshenswerte Eigenshaft f�ur koh�arente Risikoma�e ist das folgende AxiomR F�ur alle X 2 G mit X � 0; X 6� 0 gilt p(X) > 0:Dieses Axiom liefert, da� eine Position mit strikt negativem Endwert als riskant erkanntwird, d.h. das Axiom ist notwendig, aber niht hinreihend, um zu verhindern, da� Risikenniht entdekt werden.1.3.8 BemerkungIst � > 0 und erf�ullt p die Axiome S, PH, M und R, so gilt dies auh p � �. Das gilt nihtf�ur das Axiom T (da als Summand � � � auftritt und niht �).7



Kapitel 1. Definition von Risiko und koh�arenten Risikoma�en
1.4 Koh�arente Risikoma�e und annehmbare Mengen1.4.1 PropositionErf�ullt eine Menge B die Axiome (1.1),(1.2),(1.3) und (1.4), so ist das Risikoma�pB;r = inf�m 2 R��X +m � r 2 B	koh�arent, und au�erdem gilt ApB;r = B.Beweis:Aufgrund der Bemerkung 1.2.5 ist pB;r(X) endlih.(T) WegeninffpjX + (�+ p) � r 2 Bg = inffq � �jX + (�+ q � �) � r 2 Bg= inffq � �jX + q � r 2 Bg = inffqjX + q � r 2 Bg � �gilt pB;r(X + r � �) = p(X)� �. Damit erf�ullt pB;r das Axiom T.(S) Sind X+m �r und Y +n �r 2 B, so gilt aufgrund der Kegeleigenshaft X+Y +(m+n) �r 2 B.Damit folgtpB;r(X + Y ) = inffkjX + Y + k � r 2 Bg � m+ n � pB;r(X) + pB;r(Y ):Damit erf�ullt pB;r das Axiom S.(PH) � Ist m > pB;r(X), so ist � �X +� �m � r 2 B f�ur jedes � > 0, denn mit De�nition 1.2.4gilt X +m � r 2 B, und mit Axiom (1.4) folgt � � (X +m � r) 2 B. Damit ist wiederummit der De�nition 1.2.4 pB;r(� �X) � � �m.� Ist m < pB;r(X), so ist X +m � r 62 B. Damit gilt � �X + � �m � r 62 B f�ur alle � > 0,denn w�are � �X + � �m � r 2 B, so mit Axiom (1.4) auh1� � [� �X + � �m � r℄ = X +m � r 2 B:Es folgt pB;r(� �X) > � �m. Insgesamt erf�ullt pB;r das Axiom PH.(M) Ist X � Y und X +m � r 2 B, so folgt Y �X � 0. Mit Axiom (1.1) gilt dann Y �X 2 B,und mit Axiom (1.3) folgt Y �X + (X +m � r) 2 B. Insgesamt gilt alsoY +m � r 2 B:Damit folgt Y +m � r 2 B f�ur alle m 2 R mit X +m � r 2 B, alsofmjX +m � r 2 Bg � fnjY + n � r 2 Bg:Mit De�nition 1.2.4 erf�ullt pB;r das Axiom M.Damit ist pB;r koh�arent."�\ F�ur jedes X 2 B gilt pB;r(X) � 0. Mit Def. 1.2.6 folgtX 2 ApB;r :Also gilt B � ApB;r . Mit Proposition 1.4.2 und dem bereits Gezeigten folgt, da� ApB;rabgeshlossen ist, also gilt B � ApB;r . 8



1.4 Koh�arente Risikoma�e und annehmbare Mengen
"�\ Ist andererseits X 2 ApB;r , so gilt pB;r(X) � 0, alsoM := inffm : X +m � r 2 Bg � 0:Da �M � r � 0 ist, gilt �M � r 2 L+. Mit den Axiomen (1.1) und (1.3) folgtX = X +M � r �M � r 2 B � B;also gilt X 2 B und somit auh ApB;r � B. 21.4.2 SatzIst p ein koh�arentes Risikoma�, so ist die Menge Ap abgeshlossen und annehmbar, d.h.sie erf�ullt die Axiome (1.1)-(1.4). Zus�atzlih giltp = pAp;r :Beweis:Es gilt f�ur � > 0, X;Y 2 G :p(� �X + (1� �) � Y ) �S p(� �X) + p((1� �) � Y ) =PH � � p(X) + (1� �) � p(Y ):Also ist p eine konvexe Funktion in G und somit stetig (G �= Rj
j). Da (�1; 0℄ abgeshlossen ist,folgt, da� Ap = �X 2 G��p(X) � 0	 = p�1((�1; 0℄)abgeshlossen ist.(1.1) Sei X 2 L+. Dann gilt X � 0. Mit dem Axiom M folgtp(X) � p(0) = 0:Also ist X 2 Ap und somit gilt L+ � Ap.(1.2) Sei X 2 L��. Dann existiert ein � > 0 mit X + � � r � 0. Aufgrund der Monotonie folgtp(X + � � r) � p(0) = 0:Wegen Axiom T gilt p(X)�� = p(X +� � r) � 0. Damit folgt p(X) � � > 0, also X 62 Ap.Deshalb ist L�� \ Ap = ;:(1.3) Sei � > 0 und Z = � �X + (1� �) � Y mit X;Y 2 Ap. Dann giltp(Z) = p(� �X + (1� �) � Y ) �S, PH � � p(X) + (1� �) � p(Y ) � 0 + 0 = 0:Die letzte Ungleihung folgt mit der De�nition 1.2.6. Damit ist Z 2 Ap, also ist Ap konvex.(1.4) Seien X;Y 2 Ap und � � 0. Dann gilt p(X + Y ) �S p(X) + p(Y ), also ist X + Y 2 Ap.Au�erdem gilt p(� �X) =PH � � p(X) � 0:Damit ist � �X 2 Ap. Also ist Ap ein positiver homogener Kegel.9



Kapitel 1. Definition von Risiko und koh�arenten Risikoma�en
Damit ist Ap annehmbar."�\ Zu jedem X sei Æ 2 R mit pAp;r(X) < Æ. Dann ist X + Æ � r 2 Ap, also0 � p(X + Æ � r) =T p(X)� Æ:Es folgt Æ � p(X). Damit ist p(X) � pAp;r(X), also p � pAp;r ."�\ Zu jedem X sei Æ 2 R mit p(X) < Æ. Dann ist mit Axiom Tp(X + Æ � r) < 0:Damit gilt X + Æ � r 2 Ap, also pAp;r(X + Æ � r) � 0. Es folgt pAp;r(X) � Æ mit Axiom T.Somit ist pAp;r(X) � p(X), d.h. pAp;r � p. 21.4.3 PropositionSei B eine abgeshlossene Teilmenge von G.(i) Erf�ullt B die Axiome (1.1),(1.2'), (1.3) und (1.4), so erf�ullt das koh�arente Risikoma�pB;r das Axiom R.(ii) Erf�ullt ein koh�arentes Risikoma� p das Axiom R, so erf�ullt die annehmbare MengeApB;r das Axiom (1.2').Beweis:(i) Sei X 2 G mit X � 0 und X 6� 0. Also ist X 2 L�. Aus X 6� 0 und Axiom (1.2') folgt,X 62 B. Somit ist pB;r(X) > 0 und es gilt Axiom R.(ii) Ist X 2 L� und X 6� 0, so ist X � 0. Mit Axiom R gilt p(X) > 0. Es folgtX 62 ApB;r :Damit ist L� \ApB;r = f0g, und es gilt Axiom (1.2'). 2
1.5 Referenzinstrumente mit zuf�alligem EndwertBisher wurden nur Referenzinstrumente mit deterministishem Wertzuwahs r > 0 be-trahtet. Dies kann z.B. ein Bankkonto oder eine Staatsanleihe sein. Man kann aber auhu.a. Aktien als Referenzposition betrahten. In diesem Fall wird das Referenzinstrumentals Wertpapier mit Anfangswert 1 und strikt positivem, aber zuf�alligem Endwert% : 
! (0;1)modelliert.1.5.1 De�nitionEin Risikoma� p : G ! R hei�t koh�arent bez�uglih des Referenz�nanzguts %, fallsp koh�arent im urspr�unglihen Sinn ist, aber anstelle des Axioms T das folgende AxiomT 0 erf�ullt: 10



1.5 Referenzinstrumente mit zuf�alligem Endwert
T' F�ur alle � 2 R und X 2 G gilt p(X + � � %) = p(X)� �:Das Axiom T' wird auh als Translationsbedingung bzgl. % bezeihnet.1.5.2 Bemerkungp(X) kann ebenso wie im Abshnitt 1.2 als Risikokapital interpretiert werden, das in dasReferenzpapier investiert werden mu�, denn mitp(X + p(X) � %) = p(X)� p(X) = 0ist die Position X + p(X) � % risikoneutral.M�ohte man einen Wehsel im Referenz�nanzgut durhf�uhren, so liefert die folgende Pro-position, wie man die koh�arente Risikobewertung �andern mu�.1.5.3 PropositionSeien %1, %2 strikt positive Zufallsgr�o�en. Dann gilt f�ur ein Risikoma� p : G ! R:p ist koh�arent bzgl. %1 genau dann, wenn p%2 koh�arent bzgl. %2 ist.Hierbei ist das Risikoma� p%2 : G ! R de�niert durhp%2(X) = p(%1%2 �X)Beweis:Direktes Nahrehnen der Axiome S, PH, M und T bzw T'. 2
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Kapitel 1. Definition von Risiko und koh�arenten Risikoma�en
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Kapitel 2
Drei zur Zeit genutzte Risikoma�e
In diesem Kapitel werden drei Risikoma�e vorgestellt, die in der Praxis angewendet wer-den. Der Grundgedanke dieser Risikoma�e wird nun erl�autert und auftretende Nahteilebeshrieben. In Kapitel 3 werden dann M�oglihkeiten vorgestellt, aus den hier beshrie-benen, zum Teil niht koh�arenten Risikoma�en koh�arente zu erzeugen. Die im folgendenbetrahteten Risikoma�e sind:(a) SPAN (Standard Portfolio Analysis of Risk) an der Chiago Merhentile Exhangeentwikelt,(b) Seurities Exhange Commission (SEC) Regeln, die von H�andlern der National Asso-iation of Seurities benutzt werden, und �ahnlihe Regeln, die an der Pai� Exhangeund an der Chiago Board of Option Exhange benutzt werden,() die auf Quantilen basierende Value-at-Risk Methode (VaR).
2.1 Begri�e aus der FinanzmarkttheorieZun�ahst werden einige Begri�e aus der Finanzmarkttheorie eingef�uhrt, siehe [Hull℄.- Ein Future ist ein Kontrakt, ein Handelsgut zu einem heute festgelegten Preis(Erf�ullungspreis) F zu einem bestimmten zuk�unftigen Zeitpunkt (Aus�ubungszeit-punkt) T zu kaufen bzw. zu verkaufen. Das Handelsgut kann eine Aktie oder ein�ahnlihes Finanzgut sein, aber auh Waren, wie eine Unze Gold oder ein Doppel-zentner Getreide.Man kann zeigen, da� der faire Erf�ullungspreis der auf den Zeitpunkt T aufdiskon-tierte Tagespreis ist.- Eine Option gibt dem K�aufer das Reht, ein bestimmtes Handelsgut (Underlying)an einem zuk�unftigen Zeitpunkt (Aus�ubungszeitpunkt) T zu einem vereinbartenPreis (Strike) K zu kaufen oder zu verkaufen. Der Optionskontrakt verpihtet imGegensatz zum Future niht zum Aus�uben. Aus diesem Grund ist der Future beiVertragsabshlu� auh kostenlos, die Option hingegen niht.{ Beim Kaufreht spriht man von einem Call, beim Verkaufsreht von einemPut. 13
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{ Der Kauf einer Option wird als long position bezeihnet, der Verkauf alsshort position.- Ein Spread setzt sih aus zwei Optionen zusammen. Die in diesem Kapitel betrah-teten Spreads bestehen aus dem Kauf eines Calls und dem Verkauf eines zweiten.Die Aus�ubungszeitpunkte beider Calls sind gleih, die Strikes niht.Mit der Berehnung des Optionspreises haben sih F. Blak und M. Sholes besh�aftigtund 1973 die sogenannte Blak-Sholes-Formel entwikelt, siehe [Blak,Sholes℄. Diese hatsih in der Praxis der Finanzm�arkte bew�ahrt.Der letzte Begri�, der in diesem Kapitel noh wihtig ist, ist der Begri� der Volati-lit�at. Diese Gr�o�e gibt die unbekannte zuk�unftige Shwankung des Preises des betrah-teten Handelsgutes an. Ist die Volatilit�at gro�, so ist die Wahrsheinlihkeit eines starkenzuk�unftigen Preisanstieges, bzw. -abfalles sehr hoh. Dieser Parameter spielt eine wihtigeRolle in der Preisberehnung von Optionen.

2.2 SPAN2.2.1 Modell zur SPAN BerehnungDie SPAN-Methode dient der Risikobewertung eines Portfolios bestehend aus einem Ba-sis�nanzgut und dessen Call- und Putoptionen. In der Regel wird als Basis�nanzgut einFuture betrahtet. In Deutshland k�onnen dies sein:� Dax-Future als Basis�nanzgut� Dax-Call und -Put als OptionenUm die SPAN-Berehnung [SPAN℄ zu erkl�aren, wird zun�ahst beshrieben, wie sih dasRisiko f�ur einen Call auf einem Futurekontrakt berehnet. Seien dazu0 < T1 < T2 < T3Zeitpunkte und �1 < �2 Volatilit�aten. Als Basis�nanzgut wird ein Future mit Aus�ubungs-zeitpunkt T3 betrahtet. Sei F0 dessen gegenw�artiger Preis. Es wird angenommen, da�sih der Futurepreis zum Zeitpunkt T1 in folgender Art ver�andert:F1 = (1 + Æi)�1F0mit Æi 2 f0; 13 ; 23 ; 33g. Damit erh�alt man sieben vershiedene Futurepreise zum ZeitpunktT1. Der betrahtete Call auf dem Future hat den Aus�ubungszeitpunkt T2 und den An-fangspreis C0. Der Preis des Calls zum Zeitpunkt T1 h�angt vom zuf�alligen Futurepreis F1und der angenommenen Volatilit�at ab. Insgesamt erh�alt man also vierzehn vershiedeneCallpreise. Seien � = �(1 + Æi)�1F0jÆi 2 f0; 13 ; 23 ; 33g	die Menge der m�oglihen Futurepreise und � = f�1; �2g die m�oglihen Volatilit�aten. Dannist 
0 = ��� die Menge der states of nature. Dazu kommen noh zwei weitere Zust�ande,beshrieben durh eine zwei-elementige Menge
1 = f(1 + Æe)F0; ( 11 + Æe )F0g14



2.2 SPAN
mit Æe >> 1. Æe entspriht einer extremen Futurepreisbewegung, also F1 = (1 + Æe)�1F0.Man kann also 
 = 
0 [
1 setzen. Der zuk�unftige Preis eines Calls zum Zeitpunkt T1 isteine auf 
 de�nierte Zufallsvariable C. Zur Risikobewertung des Calls wird betrahtet:sup!2
0�C(!)rund ��C(!+e )r � C(!�e )r � � + (1� ) � ��C(!n)r �
mit !+e = (1 + Æe)F0; !�e = 11+ÆeF0 und !n = (F0; �1):Bemerkung- Der erste Term stellt den maximalen Verlust bei normalem Verlauf der Preise dar.- Der zweite Term ist eine Mittlung aus dem Verlust bei extremaler Preisver�anderungund dem Verlust, wenn keine Ver�anderung des Preises eintritt.- Das Extremszenario wird mit dem Faktor  gewihtet. �Ublih ist etwa  = 0:35.- Als Risikoma� des Calls wird shlie�lih das Maximum der beiden Werte betrahtet.De�niert man f�ur alle ! 2 
0 die Wahrsheinlihkeitsma�e P! = 1f!g, so gilt:�C(!)r = EP!(�Cr ):Das bedeutet, da� die SPAN-Berehnung das Eintreten jedes m�oglihen Ereignisses ab-sihert. Nimmt man aber an, da� jedes Ereignis mit Wahrsheinlihkeit 1 auftritt, so istdas berehnete Risiko viel zu gro�, d.h. man sihert sih zu stark ab. Daher ist es sinnvoll,die m�oglihen Ereignisse mit vershiedenen Wahrsheinlihkeitsma�en zu gewihten. Diesf�uhrt zur folgenden Verallgemeinerung der SPAN-Berehnung:2.2.2 De�nitionDas Risikoma�, das durh eine nihtleere Menge P von Wahrsheinlihkeitsma�en auf 
und den total return r de�niert wird, ist eine Funktion pP auf G mitpP(X) = supfEP [�Xr ℄jP 2 PgBemerkung- Der zuf�allige Endwert wird abdiskontiert. Anshlie�end wird unter jedem Wahr-sheinlihkeitsma� der Verlust berehnet.- Jedes ! 2 
 entspriht einem Szenario. Daher hei�en die Wahrsheinlihkeitsma�eP 2 P auh generalized senarios.Das Problem des so gewonnenen Risikoma�es ist o�ensihtlih:Wie ist die Menge P zu bestimmen?15
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W�ahlt man zu viele Wahrsheinlihkeitsma�e, so ist das berehnete Risiko zu gro�, w�ahltman zu wenige, so ist es zu klein.2.2.3 BemerkungDas Risikoma� pP ist koh�arent, d. h. es erf�ullt die Axiome (T),(PH),(S) und (M).Beweis:(T) Sei � > 0. Dann giltpP(X + � � r) = supfEP [�X + � � rr ℄jP 2 Pg = supfEP [�Xr ℄ + EP [��℄jP 2 Pg= supfEP [�Xr ℄� �jP 2 Pg = supfEP [�Xr ℄jP 2 Pg � � = pP(X)� �:(PH) Sei � � 0. Dann giltpP(� �X) = supfEP [�� �Xr ℄jP 2 Pg = supf� � EP [�Xr ℄jP 2 Pg= � � supfEP [�Xr ℄jP 2 Pg = � � pP(X):
(M) Seien X;Y mit X � Y . Dann gilt �Xr � �Yr und somitEP [�Xr ℄ � EP [�Yr ℄ f�ur alle P 2 P.Daraus folgt pP(X) = supfEP [�Xr ℄jP 2 Pg � supfEP [�Yr ℄jP 2 Pg = pP(Y ).(S) Es istpP(X1 +X2) = supfEP [�X1 +X2r ℄jP 2 Pg = supfEP [�X1r � X2r ℄jP 2 Pg� supfEP [�X1r ℄ + EP [�X2r jP 2 Pg� supfEP [�X1r ℄jP 2 Pg+ supfEP [�X2r jP 2 Pg = pP(X1) + pP(X2): 22.2.4 PropositionSei P eine nihtleere Menge von Wahrsheinlihkeitsma�en auf 
 und r der total re-turn eines Referenzinstrumentes. Das koh�arente Risikoma� pP aus De�nition 2.2.2 erf�ulltzus�atzlih das Axiom R genau dann, wenn die Vereinigung der Tr�ager der Wahrshein-lihkeitsma�e P 2 P gleih 
 ist.Beweis:Zeige zun�ahst, da� das Axiom R genau dann erf�ullt ist, wenn das Negative jeder Indikatorfunktion1f!g ein eht positives Risikoma� besitzt.")\ Das Risikoma� pP erf�ullt das Axiom R. Sei ! 2 
. Dann ist �1f!g � 0 und �1f!g(!) 6= 0.Also gilt mit dem Axiom R pP(�1f!g) > 0.16



2.3 Ein modellfreies Risikoma�: SEC
"(\ Es gelte, da� das Negative jeder Indikatorfunktion 1f!g ein eht positives Risikoma� hat. SeiX 2 G mit X � 0 und X 6� 0. Dann existieren endlih viele �i 2 R mit �i < 0 undX =X�i � 1f!ig =X��i � (�1f!ig):Damit gilt X < ��j � (�1f!jg) f�ur jedes j, und es folgtpP(X) >M pP(��j � (�1f!jg) =PH ��j � pP(�1f!jg) > 0;da ��j > 0 und nah Voraussetzung �1f!jg > 0.Damit gilt f�ur alle ! 2 
0 � pP(�1f!g) = supfEP [1f!gr ℄jP 2 Pg = supf1r � EP [1f!g℄jP 2 Pg= supf1r � P (f!g)jP 2 Pg:Dieses Supremum ist gleih Null, wenn ! zu keinem Tr�ager geh�ort, und gr�o�er als Null, wenn ! ineinem Tr�ager liegt. 2
2.3 Ein modellfreies Risikoma�: SECDie SEC-Methode bewertet das Risiko von Portfolios aus Calloptionen. Dies geshieht,indem f�ur bestimmte Portfolios -Basisrisiken genannt- das Risiko festgesetzt wird. Aus-gehend von den Basisrisiken wird dann das Risiko f�ur die Calloptionen berehnet. AlsBasisrisiken werden Spreads, bestehend aus einem long Call mit Strike H und einemshort Call mit Strike K und gemeinsamem Aus�ubungszeitpunkt, betrahtet. F�ur die Aus-zahlung eines solhen Spreads ergeben sih zwei F�alle:

0 K�H
(a) H � K H�K0

(b) H > KAbbildung 2.1: Auszahlung des Spreads
Damit wird f�ur Basisrisiken mit H � K kein Risikokapital ben�otigt. Basisrisiken mitH > K werden mit dem Maximalverlust H �K bewertet.Das Risiko eines Portfolios A aus Calloptionen wird auf folgende Weise abgesh�atzt: Dazubezeihne CH einen Call mit Strike H und F�alligkeit am Ende der Handelsperiode. SH;Kbeshreibt einen Spread bestehend aus einem long all CH und einem short all CK ,genauer ist SH;K = CH � CK :17
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Existiert ein Portfolio aus Basisrisiken, wobei nH;K die Anzahl des Spreads SH;K im Port-folio angibt, mit A �XH;K nH;K � SH;K ;(�)
so gilt f�ur das Risiko von A p(A) �XH;K nH;K(H �K)+:
Verallgemeinert bedeutet dies: Betrahtet wird ein PortfolioA = XH2H aH � CH :Dabei ist H eine endlihe Menge von Strikes und aH 2 Z f�ur alle H 2 H. Um dasPortfolio mit Hilfe von Spreads absh�atzen zuk�onnen (vgl. (�)), mu� die Summe der aHgleih null sein. Das Risikokapital f�ur ein derartiges Portfolio A erh�alt man durh L�osendes Problems: inf(nH;K) XH;K2H;H 6=K nH;K � (H �K)+(2.1)
unter den Bedingungen: F�ur alle H 6= K gilt nH;K � 0 und A = PH;K;H 6=K nH;K � SH;K .2.3.1 BeispielZur Berehnungsweise der SEC- Regeln wird das folgende Portfolio A bestehend aus:�2 long alls mit Strike 10�3 short alls mit Strike 30�2 short alls mir Strike 20�4 long alls mit Strike 40�1 short all mit Strike 50betrahtet. Der Aus�ubungszeitpunkt T ist bei allen Calls gleih. Hierbei sindH = f10; 20; 30; 40; 50g;a10 = 2, a20 = �2, a30 = �3, a40 = 4 und a50 = �1. L�ost man das Problem (2.1), soerh�alt maninf(n�H;K) XH;K;H 6=K n�H;K � (H �K)+ = 2 � (10� 20)+ + (40� 50)+ + 3 � (40� 30)+ = 30
also n�10;20 = 2; n�40;50 = 1; n�40;30 = 3 und f�ur alle anderen n�H;K = 0. Dies liefert denminimalen Absiherungsbetrag von 30 f�ur das Portfolio A, d.h. das Konto des Investorsmu� mindestens den aktuellen Wert des Portfolios plus den Risikobetrag der H�ohe 30aufweisen. 18



2.3 Ein modellfreies Risikoma�: SEC
2.3.2 Problem der SEC- MethodeBei den SEC-Regeln tritt das Problem auf, da� zu viel Risikokapital berehnet wird. Dieskann man mit Hilfe des eben betrahteten Portfolios A leiht einsehen:ST bezeihne den zuf�alligen Wert des Underlyings zum Zeitpunkt T . Dann ist der WertX des Portfolios:X = 2(ST � 10)+ � 3(ST � 30)+ � 2(ST � 20)+ + 4(ST � 40)+ � (ST � 50)+= 2(ST � 10)1fST>10g � 3(ST � 30)1fST>30g � 2(ST � 20)1fST>20g+ 4(ST � 40)1fST>40g � (ST � 50)1fST>50g= 2(ST � 10)1f10<ST�20g + 20 � 1f20<ST�30g + (�3 � ST + 110)1f30<ST�40g+ (ST � 50)1f40<ST�50g:Die ersten beiden Summanden sind immer positiv, die letzten beiden nie kleiner als �10.Daher f�allt der Wert des Portfolios nie unter �10. Es mu� also eigentlih nur ein zus�atz-lihes Kapital der H�ohe 10 angefordert werden.

10 20 30 40 50
Abbildung 2.2: Das Portfolio A aus Beispiel 2.3.1

Man erkennt, da� die SEC-Methode zu wenig Basisrisiken verwendet. Es reiht nihtaus, nur den Spreads SH;K Risikokapital zuzuordnen. Dadurh ist die Absh�atzung desPortfolios von Calloptionen durh die Basisrisken zu grob, und es wird ein zu hohesRisiko berehnet. Im Abshnitt 3.2 wird eine Methode vorgestellt, wie man mit Hilfe derStandardrisiken koh�arente Risikoma�e erzeugen kann.2.3.3 Risikobewertung �uber den maximalen VerlustMan kann das Risiko eines Portfolios �uber dessen maximalen Verlust berehnen. Als Ri-sikoma� ergibt sih p(X) = max!2
 (�X(!)r ) = �min!2
(X(!)r ):Dies wurde anhand eines speziellen Portfolios im Beispiel 2.3.1 shon gezeigt. Verallge-meinert bedeutet das: Sei A = nXi=1 ai � CHiein Portfolio aus Calloptionen. Dabei sind 0 < H1 < : : : < Hn die Strikes der einzelnenCalls und ai ihre jeweilige Anzahl im Portfolio. Alle Calloptionen haben den gleihenAus�ubungszeitpunkt T . ST ist der zuf�allige Wert des Underlyings zum Zeitpunkt T . Be-shreibt X den Wert des Portfolios, so gilt unter der Annahme, da� die Summe der ai19
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gleih Null ist:X(!) = nXi=1 ai(ST (!)�Hi)+ = nXi=1 ai(ST (!)�Hi)1fST (!)>Hig

= nXi=1 ( iXj=1 aj � ST (!) + iXj=1 aj �Hj)1fHi<ST (!)�Hi+1g:Da der Wert ST (!) f�ur jedes ! 2 
 nur in einem der Intervalle (Hi; Hi+1℄ liegt, ergibt sihmit Ai = 8>><>>:Hi � iPj=1 aj; falls iPj=1 aj � 0Hi+1 � iPj=1 aj; sonst.als Maximalverlust des Portfolios:nmaxi=1 �� min!2
;Hi<ST (!)�Hi+1(X(!)r )�
= nmaxi=1 �� min!2
;Hi<ST (!)�Hi+1�1r � � iXj=1 aj � ST (!)� iXj=1 aj �Hj���
= nmaxi=1 ��1r � min!2
;Hi<ST (!)�Hi+1�ST (!) � iXj=1 aj�� iXj=1 aj �Hj�� = nmaxi=1 ��1r�Ai � iXj=1 aj �Hj��:
Damit kann man das Risiko f�ur Portfolios aus Calloptionen durhp(A) = nmaxi=1 ��1r �Ai � iXj=1 aj �Hj��;berehnen.
2.4 Auf Quantilen basierende Risikoma�eEine modellabh�angige Risikomessung ist die Value-at-risk (VaR)-Methode. Sie ist �uber dieGewinn/Verlust-Spanne(P/L) de�niert und ignoriert somit die Di�erenz von dem Kapitalan einem Tag und dem Kapital an einem anderen Tag. Das ist f�ur kleine Zeitintervalleakzeptabel. Diese Methode verwendet Quantile, d.h. man mu� auf Unstetigkeitsstellenahten.2.4.1 De�nitionSei � 2 (0; 1) gegeben. q ist ein �-Quantil von der Zufallsvariablen X unter der Wahr-sheinlihkeitsverteilung P , wenn eine der drei folgenden Ungleihungen erf�ullt ist:a) P (X � q) � � � P (X < q),b) P (X � q) � � und P (X � q) � 1� �, 20



2.4 Auf Quantilen basierende Risikoma�e
) FX(q) � � und FX(q�) � � mitFX(q�) = limx!q;x<qF (x);wobei F die Verteilungsfunktion von X ist.

q�
�
Abbildung 2.3: Das �-Quantil

2.4.2 Bemerkung- Die drei Ungleihungen sind �aquivalent.- Es existiert ein endliher linker (bzw. rehter) Endpunkt q�� (bzw. q+� ) mitq�� = inffxjP (X � x) � �g = supfxjP (X � x) < �g bzw.q+� = inffxjP (X � x) > �g:- Ist 
 endlih, so ist die Verteilungsfunktion von X eine Treppenfunktion. Damit istnur im Fall, da� � eine Unstetigkeitsstelle ist, q�� ungleih q+� , d.h mit Ausnahmevon abz�ahlbar vielen � gilt die Gleihung q�� = q+� .- Die Menge der �-Quantile ist [q�� ; q+� ℄:2.4.3 De�nitionSeien � 2 (0; 1) und das Referenzinstrument r gegeben. Das Value-at-Risk VaR�-Risikoma� zum Level � des Endwertes X mit der Verteilung P ist das Negative desQuantils q+� von Xr , d.h. VaR�(X) = � inffxjP (X � x � r) > �g:Entsheidend f�ur Risikobetrahtungen ist nur der Fall, da� X negativ ist, denn X � 0bedeutet, da� eine riskante Position vorliegt. Im Idealfall suht man ein x � 0 so, da�X + x � r = 0 ist. Da dieses in nihttrivialen F�allen niht m�oglih ist, berehnet man einx, f�ur da� die Wahrsheinlihkeit, da� X + x � r � 0 ist, h�ohstens � betr�agt.Man beahte, da� die hier benutze De�nition des VaR� in Wirklihkeit der Betrag deszus�atzlihen Kapitals ist, den eine VaR�-Berehnung liefert, denn nah De�nition 2.4.3besitzt eine riskante Position ein positives Risiko.2.4.4 BemerkungVaR� erf�ullt die Axiome T,PH,M. 21
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Beweis:(T) Sei � > 0. Dann gilt VaR�(X + � � r)= � inffxjP (X + � � r � x � r) > �g = � inffxjP (X � x � r � � � r) > �g= � inffxjP (X � (x� �) � r) > �g = � inffyr + �jP (X � y) > �g= � inffyr jP (X � y) > �g � � = � inffyjP (X � y � r) > �g � � = VaR�(X)� �:(PH) Sei � > 0. Dann giltVaR�(� �X) = � inffxjP (� �X � x � r) > �g= � inffxjP (Xr � x�) > �g = � inffy � �jP (Xr � y) > �g= � � (� inffyjP (Xr � y) > �g) = � �VaR�(X)(M) Sei X � Y . Dann gilt P (Xr � x) > P (Yr � x) und damitfxjP (Yr � x) > �g � fxjP (Xr � x) > �g:Es folgt inffxjP (Yr � x) > �g � inffxjP (Xr � x) > �g und somit� inffxjP (Yr � x) > �g � � inffxjP (Xr � x) > �g;d.h. VaR�(Y ) � VaR�(X). 2Im folgenden Beispiel wird gezeigt, da� f�ur V aR� das Axiom S - die Subadditivit�at -verletzt ist:2.4.5 BeispielBetrahtet werden zwei Digitale Optionen (ash-or-nothing) auf einer Aktie mit demgleihen Aus�ubungszeitpunkt T . ST gibt den zuf�alligen Wert der Aktie zum Zeitpunkt Tan. � Die erste Option, Option A mit Anfangspreis u, zahlt 1000 aus, falls der Aktienpreisbei F�alligkeit gr�o�er als U ist.� Die zweite Option, Option B mit Anfangspreis l, zahlt 1000 aus, falls der Aktienpreisbei F�alligkeit kleiner als L ist, mit L < U .� Im jeweils anderen Fall liefern die Optionen keine Auszahlung.Jetzt w�ahlt man L und U so, da� P (ST < L) = P (ST > U) = 0:008 ist. H�andler 1verkauft zweimal die Option A und H�andler 2 zweimal die Option B. Berehnet wird nundas VaR0;01 der zuk�unftigen Nettowerte der Positionen der H�andler. Zur Vereinfahungist r = 1. F�ur H�andler 1 ist sein NettoendwertX = 2u� 2000 � 1fST>Ug;22



2.4 Auf Quantilen basierende Risikoma�e
d.h. falls ST < U ist, verliert die Option ihren Wert, und der H�andler verdient denOptionspreis im Wert von 2u. Im anderen Fall mu� er an der K�aufer 2000 bezahlen, hatalso einen Gesamtverlust von 2000� 2u. Es gilt alsoP (X < 2u� 2000) = 0; P (2u� 2000 � X < 2u) = 0:008 und P (2u � X) = 1:Damit ergibt sih VaR0;01(X) = � inffxjP (X � x) > 0:01g = �2u. Analog erh�alt manf�ur H�andler 2 VaR0;01(X)=-2l. Verkauft man A+B, so ist der NettoendwertX = l + u� 1000 � 1fST>U oder ST<Lg;d.h. falls L < ST < U ist, verliert die Option ihren Wert, und man verdient den Opti-onspreis l + u. Anderenfalls mu� man 1000 bezahlen, hat also einen Gesamtverlust von1000� l � u. Damit giltP (X < l + u� 1000) = 0; P (l + u� 1000 � X < l + u) = 0:016 undP (l + u � X) = 1:F�ur diese Position folgt VaR0;01(X) = � inffxjP (X � x) > 0:01g = 1000 � l � u. Damitist insgesamt:VaR0;01(12 � 2A + 12 � 2B) = VaR0;01(A+B) = 1000� l � u> �l � u = 12 � VaR0;01(2A) + 12 � VaR0;01(2B):Das bedeutet, da� die Menge der bez�uglih des Value-at-risk-Ma�es annehmbaren End-werte niht konvex ist.2.4.6 BemerkungNimmt man jedoh an, da� die Preise normalverteilt sind, dann ist VaR� subadditiv,solange die Wahrsheinlihkeiten der Ausdehnung kleiner als 0; 5 sind. Es gilt f�ur beliebigequadratintegrierbare Zufallsvariablen�X+Y =pV ar(X + Y )=pV arX + V arY + 2 � E[(X � EX)(Y � EY )℄�Cauhy-Shwarz qV arX + V arY + 2 �pE[(X � EX)2℄E[(Y � EY )2℄=qV arX + V arY + 2 � pV arX + V arY=Binomishe F. q(pV arX +pV arY )2 = �X + �Y ;also �X+Y � �X + �Y :(�)f�ur jedes normalverteilte Paar (X; Y ) von Zufallsvariablen. F�ur eine normalverteilte Zu-fallsvariable X haben wir dann:VaR�(X) = �(EP (X) + ��1(�) � �P (X))23
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Dabei ist � die Standardnormalverteilungsfunktion mit ��1(0:5) = 0. Damit ist VaR�subadditiv, denn es giltV aR�(X + Y ) = �(EP (X + Y ) + ��1(�) � �P (X + Y ))�(�) �(EP (X) + EP (Y ) + ��1(�) � (�P (X) + �P (Y ))= �(EP (X) + ��1(�) � �P (X))� (EP (Y ) + ��1(�) � �P (Y ))= V aR�(X) + V aR�(Y );da ��1(�) � 0 f�ur � � 0; 5 ist.2.4.7 BemerkungAufgrund der obigen Eigenshaft und der Tatsahe, da� Aktienkurse durh geometrishBrownshe Bewegungen modelliert werden, wird vielfah die Value-at-Risk-Berehnungbei Banken benutzt.2.4.8 Ein weiteres Beispiel f�ur die Nihtsubadditivit�atSeien 
 unendlih und X1; X2 unabh�angig identish verteilte Zufallsvariablen mit derDihte 0.9 in [0; 1℄ und 0.05 in [�2; 0℄. Beide Zufallsvariablen repr�asentieren einen zuf�alli-gen zuk�unftigen Nettowert mit positivem Erwartungswert. Es giltVaR0;1(X1) = VaR0;1(X2) = 0;da X1 und X2 mit neunzigprozentiger Wahrsheinlihkeit gr�o�er als 0 sind. Andererseitsgilt:P (X1 +X2 � 0) = Z 0�2 P (X1 + y � 0) � 5100 dy + Z 10 P (X1 + y � 0) � 910 dy= 5100 + Z 0�1 P (X1 + y � 0) � 5100 dy + Z 10 P (X1 + y � 0) � 910 dy> 5100 + Z 0�1 P (X1 � 0) � 5100 dy + Z 10 P (X1 � �1) � 910 dy= 5100 + 5100 � 110 + 910 � 5100 = 0; 1Damit ist VaR0;1(X1 + X2) > 0. Daran ist zuerkennen, da� man niht von den Risikender einzelnen Positionen auf das Gesamtrisiko shlie�en kann.2.4.9 Value-at-Risk und RisikokonzentrationenDie Value-at-risk-Methode erkennt keine Risikokonzentration. Hierf�ur liefert Claudio Al-banese ein einfahes Beispiel [Alba℄:Die Zinsrate wird gleih Null gesetzt. Betrahtet werden Firmenbonds, die einen Spreadvon 2% liefern, deren Verfallsraten bei 0; 01 liegen und unabh�angig voneinander sind.Wird nun 1:000:000 zur Zinsrate geliehen und in eine einzige Firma investiert, so gilt f�urden zuk�unftigen Nettoendwert X:P (X = 0) = 0; 01 und P (X = 20:000) = 0; 99:24



2.4 Auf Quantilen basierende Risikoma�e
Damit ist VaR0;05 = �20000, also handelt es sih um eine risikolose Investition. Wirddieses Geld aber auf 100 vershiedene Firmen gleihm�a�ig verteilt, erh�alt man als Wahr-sheinlihkeit, da� mehr als zwei Firmen Verzugsprobleme haben:P (mindestens zwei Firmen haben Probleme) � P (genau zwei Firmen haben Probleme)= 100!2 � 98! � 0; 012 � 0; 9998 > 0:18:Dies f�uhrt zu einer Wahrsheinlihkeit von mehr als 5%, da� das Portfolio der Bondseinen negativen Endwert aufweist. Das bedeutet, da� durh die Investition in mehrereFirmen das Risiko gestiegen ist, wohingegen ein riskanter Bond einer einzelnen Firmaniht entdekt wurde.
Insgesamt gilt, da� die Value-at-Risk-Messung niht sinnvoll ist:� Value-at-Risk ist niht subadditiv. Das bedeutet, da� man das Risiko seiner Ge-samtposition niht durh die Risiken der einzelnen Positionen absh�atzen kann.� Risikokonzentrationen werden durh die Value-at-Risk-Messung h�au�g niht ent-dekt.
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Kapitel 3
Darstellungstheoreme f�ur koh�arenteRisikoma�e
In diesem Kapitel werden zwei Methoden erl�autert, wie koh�arente Risiokoma�e erzeugtwerden k�onnen. Die erste entspriht der SPAN-Methode aus Abshnitt 2.2, die zweite isteine Verallgemeinerung der SEC-Regeln aus Abshnitt 2.3.
3.1 Auf Szenarien basierende koh�arente Risikoma�eDieser Abshnitt bezieht sih auf De�nition 2.2.2. Es wird weiterhin angenommen, da�
, die Menge der states of nature, endlih ist. Die auf 
 betrahtete �-Algebra sei diePotenzmenge von 
. Anfangs liegt kein spezielles Wahrsheinlihkeitsma� auf 
 vor.3.1.1 DarstellungssatzGegeben ist der total return r eines Referenzinstrumentes. Ein Risikoma� p ist genaudann koh�arent, wenn es eine Familie P von Wahrsheinlihkeitsma�en auf 
 gibt mitp(X) = supfEP (�Xr )jP 2 Pg:f�ur alle X 2 G.Beweis:"(\ gilt nah der Bemerkung 2.2.3 aus dem vorigen Kapitel.")\ Sei p ein koh�arentes Risikoma�. Sei P die Menge aller Wahrsheinlihkeitsma�e P auf 
 mitEP (�Xr ) � p(X) f�ur alle X 2 G:Zu zeigen ist: p(X) = supfEP (�Xr )jP 2 Pg, d.h. zu zeigen ist, da� zu jedem X0 2 G einP 2 P mit den Eigenshaften EP (�Xr ) � p(X) f�ur alle X 2 G und EP (�X0r ) = p(X0)existiert. Sei dazu X0 2 G undU = fX 2 G : p(�r �X) < 1g:(1) Beh.: Man kann p(�r �X0) = 1 annehmen.27
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Ist p(X0) > 0, so folgt f�ur � = 1p(X0) aufgrund des Axioms PH die Behauptung. Istp(X0) < 0, so setze Y0 = X0 + 2 � r � p(X0). Dann giltp(Y0) = p(X0 + 2 � r � p(X0) =T p(X0)� 2 � p(X0) = �p(X0) > 0:Damit folgt die Behauptung analog zum ersten Fall.(2) Beh.: U ist o�en.Betrahte die 1-Norm auf G. Sei X 2 U . W�ahle " < 1� p(�r �X). Dann gilt:p(�r � (X + ")) =T p(�r �X) + " < 1:Aufgrund der Monotonie von p folgt p(�r �Y ) < 1 f�ur jedes Y aus der "-Umgebung vonX, d.h. Y 2 U . Damit ist U o�en.(3) Beh.: U ist konvex.Seien X;Y 2 U . Dann gilt f�ur alle � < 1:p(�r(�X + (1� �)Y )) �S p(�r � � �X) + p(�r � (1� �) � Y )=PH � � p(�r �X) + (1� �) � p(�r � Y )<X;Y 2U �+ 1� � = 1:Also gilt �X + (1� �)Y 2 U .(4) Da p(�r �X0) = 1 ist, gilt X0 62 U , d.h. es existiert ein lineares Funktional �, das X0von U trennt, es gilt also: �(X) < �(X0) f�ur alle X 2 U .(�)Da X � 0 2 U , ist �(X0) eht positiv. Dadurh kann man � so normieren, da� �(X0) =1 = p(�r �X0) gilt. Aus (�) folgtp(�r �X) < 1) �(X) < 1;(��)denn ist p(�r �X) < 1, so ist X 2 U , also �(X) < �(X0) = 1.(5) Beh.: F�ur alle X 2 G mit X � 0 gilt �(X) � 0:Sei  2 R>0 und X 2 G mit X � 0. Es gilt p(�r � (� �X)) �M p(�r �0) = p(0) = 0 < 1.Mit (��) folgt �(� �X) < 1:Da � linear ist, ergibt sih  ��(X) > �1, d.h. �(X) > �1 . Da  beliebig gew�ahlt wurde,folgt �(X) � 0.(6) Beh.: �(1) = 1.Ist  < 1, so ist p(�r � ) =T  < 1. Also gilt mit (��) �() < 1 und damit �(1) � 1. Ist > 1, so gilt p(�r(2 �X0 � ) =T;PH 2 � p(�r �X0)�  = 2�  < 1:Mit (��) ergibt sih1 > �(2 �X0 � ) = 2 � �(X0)�  � �(1) = 2�  � �(1):Daraus folgt 1 <  � �(1), also �(1) > 1 f�ur alle  > 1, also �(1) � 1. Insgesamt gilt�(1) = 1. 28



3.1 Auf Szenarien basierende koh�arente Risikoma�e
(7) Ist 0 < p(�r �X) = �, so gilt f�ur alle " > 0 aufgrund des Axioms PHp(�r � 1�+ " �X) < 1:Es folgt �( 1�+" �X) < 1 aus (��), d.h. �(X) < �+ " f�ur alle " > 0. Also gilt �(X) � �.Ist 0 > p(�r �X) = �, so setze Y = X � 2 � �. Dann gilt:p(�r � Y ) = p(�r �X + 2 � � � r) =T p(�r �X)� 2 � � = �� > 0Damit folgt aus dem ersten Fall �� = p(�r � Y ) � �(Y ), also�� � �(Y ) = �(X)� 2 � � � �(1) =(6) �(X)� 2 � �;d.h. �(X) � �. Insgesamt gilt �(X) � p(�r �X) f�ur alle X 2 G.(8) Das gesuhte Wahrsheinlihkeitsma� P wird dann de�niert durh:P (A) = �(1A) f�ur alle Teilmengen A von 
.(5) und (6) stellen siher, da� P ein Wahrsheinlihkeitsma� ist. Die gew�unshten Ei-genshaften erf�ullt P durh die Normierung von � und (7). 23.1.2 Bemerkung- Je m�ahtiger die Menge P ist, desto konservativer (d.h. gr�o�er) ist das gewonneneRisikoma�.- Man beahte Proposition 2.2.4. Dort wurde bewiesen, da� das Ma� p das Axiom Rgenau dann erf�ullt, wenn die Vereinigung der Tr�ager der Wahrsheinlihkeitsma�e in Pganz 
 ergibt.3.1.3 Anwendung bei VersiherungenSei X 2 G. Dann entspriht in der Versiherungsmathematik die Zufallsvariable �Xr demabdiskontierten zuf�alligen Verlust. Der Mittelwertansatz liefert als Pr�amie den WertEP [�Xr ℄:Aus dem Darstellungssatz folgt EP [�Xr ℄ � p(X) f�ur alle P 2 P . Damit kann p als ab-siherndes Anfangskapital (insurane premium priniple) gesehen werden. (vgl. [Gerber℄)Auf diesen Ansatz wird im Buh von [Hattendorf℄ n�aher eingegangen. Im Paragraph 3 aufSeite 5 wird ein Risikoma� f�ur Lebensversiherungen mit dem Namen "mittleres Risiko\angegeben. Es ist de�niert als: p(X) = EP (�X):r wird 1 gesetzt, da man als X die abdiskontierte Gesamtzahlung betrahtet. Das Wahr-sheinlihkeitsma� P erh�alt man aus einer -den Versiherungen vorliegenden- Sterbetafel.Dieses Risikoma� ist koh�arent. Es erf�ullt anstelle der Subadditivit�at sogar die st�arkereEigenshaft der Additivit�at. 29
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BeispielEine Person im Alter x m�ohte von heute an ein Rente der H�ohe R j�ahrlih vorsh�ussig er-halten. Mit kpx bezeihnet man die k-j�ahrige �Uberlebenswahrsheinlihkeit einer x-j�ahri-gen Person. Diese Wahrsheinlihkeit kann man der Sterbetafel entnehmen. Tx sei diezuf�allige Restlebenszeit einer x-j�ahrigen Person in Jahren, d.h. Tx ist eine Zufallsvariablein f1; : : : ; Ng, wobei N die maximalen Restlebensjahre angibt. Die Wahrsheinlihkeits-verteilung von Tx ist durh kpx gegeben, alsoP (Tx > k) =k px:Die Gesamtzahlung X der Versiherung, abdiskontiert bei j�ahrliher Zinsrate r, ist dann:

�X = TxXk=0 R � rk = NXk=0 R � rk � 1fk<TxgDer Barwert dieser Sofortrente wird berehnet als:
EP (�X) = R � NXk=0 rk �k pxDas Risiko, das eine Versiherung nun hat, ist folgendes:� Was bewirkt eine Ver�anderung der Sterbetafel?Durh medizinishe Fortshritte oder biologishe Forshung (z.B Chromosomenentshl�usse-lung) kann sih die Lebenserwartung erh�ohen, somit kann sih die Sterbetafel, die derPr�amienberehnung f�ur die Lebensversiherung zugrunde liegt, w�ahrend der Versihe-rungsdauer �andern. Bei einer h�oheren Lebenserwartung f�uhrt dies zu einem Verlust beimVersiherungsunternehmen. Indem ein Versiherungsunternehmen niht nur die aktuelleSterbetafel betrahtet, sondern auh Ab�anderungen (z. B. Wahrsheinlihkeiten um einengewissen Faktor verbessert) in Betraht zieht, kann es eine Risikobewertung durh dasRisikoma� p(X) = supfEP (�X)jP 2 Pgdurhf�uhren. Die Menge P ist hierbei die Menge der Wahrsheinlihkeitsma�e aus denbetrahteten Sterbetafeln.3.1.4 FolgerungProposition 3.1.1 zeigt, da� die Idee der Risikomessung aus dem Abshnitt 2.2 sinnvoll ist.Jedes koh�arente Risikoma� kann im Rahmen der generalized senarios durh die Methodedes "worst ase\ beshrieben werden.- An diesem Punkt ist es wihtig, da� die Szenarien allen H�andlern einer Firma (durhden Manager) oder allen Firmen (durh den Regulator) bekannt gegeben werden.- Im ersten Fall ist zu bemerken, da� die Verteilung vom Risikomanagement erst nahder Bekanntgabe der Szenarien m�oglih ist.30



3.2 Erweiterung von Risikoma�en
3.1.5 Darstellungssatz bei zuf�alliger ReferenzpositionBetrahtet man koh�arente Risikoma�e mit Referenz�nanzgut % (vgl. Abshnitt 1.5), sokann man f�ur diese Risikoma�e einen �ahnlihen Darstellungssatz wie 3.1.1 zeigen: EinRisikoma� p ist genau dann koh�arent bzgl. %, wenn es eine Familie von Wahrsheinlih-keitsma�en P gibt mit p(X) = supfEP (�X% ) : P 2 Pg:Beweis:"(\ Folgt durh Nahrehnen der Axiome S, PH, M und T'.")\ Sei p ein koh�arentes Risikoma� bzgl %. F�ur b% � 1 gilt:pb%(X) := p(%b% �X) = p(% �X):Also ist mit Proposition 1.5.3 pb%(X) koh�arent bzgl b%. Damit existiert aufgrund des bisherigenDarstellungssatzes 3.1.1 eine Familie P von Wahrsheinlihkeitsma�en auf 
, so da� f�ur alleX 2 G gilt p(% �X) = pb%(X) = supfEP (�X) : P 2 Pg:Also folgt f�ur alle Y 2 Gp(Y ) = p(%(Y% )) = supfEP (�Y% ) : P 2 Pg:

2
3.2 Erweiterung von Risikoma�enIn diesem Abshnitt werden Risikoma�e nah den Ideen des Abshnitts 2.3 entwikelt.Der Grundgedanke ist, auf bestimmte Portfolios, Standard- oder Basisrisiken genannt,Absiherungskapitalforderungen festzulegen. Neue Risiken werden durh die Basisrisikenabgesh�atzt und ihr absiherndes Kapital aus den Kapitalanforderungen der Standardri-siken errehnet.3.2.1 De�nitionGegeben sei eine Menge Y von Funktionen auf 
 und X 2 G. Betrahtet wird eine Familievon niht negativen Zahlen � = (�Y )Y 2Y , von denen alle bis auf endlih viele gleih 0 sind.Ein Portfolio (�; );  2 R, hei�t riskanter als X, falls gilt:X � hXY 2Y �Y � Y i+  � r:
Ist dies der Fall, so hei�t (�; ) auh absiherndes Portfolio f�ur X. Mit SY(X) wirddie Menge aller absihernden Portfolios f�ur X bezeihnet.31
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Bemerkung� Die Menge Y ist die Menge der Standardrisiken.� � beshreibt ein Portfolio, das sih aus den Basisrisiken zusammensetzt.�  gibt den Anteil an, der in die risikofreie Anlage investiert wird.Damit ist hXY 2Y �Y � Y i+  � rder Wert des Basisportfolios.3.2.2 BemerkungDa 
 endlih ist, existiert zu jedem Risiko X ein absiherndes Portfolio; man betrahtedazu (�; ) = (0;min!2
 X(!)r ):Das Ziel ist es, ein bestehendes Risikoma� 	 auf Y zu einem Risikoma� auf ganz G zuerweitern.3.2.3 De�nitionGegeben seien eine Menge Y von Funktionen auf 
 und eine Funktion 	 : Y ! R. 	hei�t zul�assig, falls f�ur jedes absihernde Portfolio (�; ) von X � 0 gilt:XY 2Y �Y �	(Y )�  � 0:
Bemerkung� PY 2Y �Y �	(Y )�  ist die Kapitalanforderung f�ur das Basisportfolio.� Durh die zul�assigen Funktionen ist sihergestellt, da� man keinen risikolosen Ge-winn erzielen kann, denn betrahtet man eine niht zul�assige Funktion 	0, so existiertein Portfolio (�0; 0) mit XY 2Y �0Y �	0(Y )� 0 < 0:Das bedeutet, man erh�alt f�ur die Position X � 0 Geld.3.2.4 BemerkungIst (�; ) ein absiherndes Portfolio von 0, so ist f�ur alle  > 0 auh ( � �;  � ) einabsiherndes Portfolio von 0.Beweis:Seien (�; ) ein absiherndes Portfolio von 0 und  > 0. Dann giltX � 0 �h XY 2Y �Y � Y i+  � r;also auh 0 � � PY 2Y  � �Y � Y �+  �  � r. Damit ist ( � �;  � ) 2 SY(0). 232



3.2 Erweiterung von Risikoma�en3.2.5 PropositionGegeben seien eine Menge Y von Funktionen auf 
 und eine Funktion 	 : Y ! R. Dannwird durh p	(X) = inf(�;)2SY(X)[XY 2Y �Y �	(Y )℄� genau dann ein koh�arentes Risikoma� p	 de�niert, wenn 	 zul�assig ist.Beweis:"(\ Ist 	 niht zul�assig, so existiert ein absiherndes Portfolio (�; ) von 0 mitXY 2Y �Y �	(Y )�  < 0:Aus Bemerkung 3.2.4 folgt, da� ( � �;  � ) f�ur jedes  > 0 ein absiherndes Portfolio von 0ist, und es gilt XY 2Y  � �Y �	(Y )�  �  < 0:Daraus folgt p	(0) = �1, und p	 ist somit niht koh�arent.")\ Da 	 zul�assig ist, ist sihergestellt, da� f�ur jedes absihernde Portfolio von 0 die zugeh�origeKapitalanforderung niht-negativ ist. Au�erdem ist (0; 0) ein absiherndes Portfolio von 0 2 G,und es folgt p	(0) = 0.(S) Seien X1;X2 2 G; (�1; 1) 2 SY(X1) und (�2; 2) 2 SY(X2). Dann istX1 +X2 � hXY 2Y �1Y � Y i+ 1 � r + hXY 2Y �2Y � Y i+ 2 � r=h XY 2Y (�1Y + �2Y ) � Y i+ (1 + 2) � r:Damit ist (�1 + �2; 1 + 2) 2 SY(X1 +X2), also giltSY(X1) + SY(X2) � SY(X1 +X2):(�)Weiter gilt:p	(X1 +X2) = infnhXY 2Y �Y �	(Y )i�  : (�; ) 2 SY(X1 +X2)o�(�) infnh XY 2Y �Y �	(Y )i�  : (�; ) 2 SY(X1) + SY(X2)o= infnhXY 2Y (�1Y + �2Y ) �	(Y )i� (1 + 2) :(�1 + �2; 1 + 2) 2 SY(X1) + SY(X2)o= p	(X1) + p	(X2)Damit gilt das Axiom S.(PH) Ist � > 0 so gilt:(�; ) 2 SY(X) , X � [XY 2Y �Y � Y ℄ +  � r, � �X � [XY 2Y � � �Y � Y ℄ + � �  � r, (� � �; � � ) 2 SY(� �X);33
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das bedeutet (�; ) ist riskanter als X genau dann, wenn (� ��; � � ) riskanter als � �Xist. Damit folgt:p	(� �X) = infnhXY 2Y �Y �	(Y )i�  : (�; ) 2 SY(� �X)o= infnhXY 2Y �Y �	(Y )℄�  : ( 1� � �; 1� � ) 2 SY(X)o= infnhXY 2Y � � �Y �	(Y )℄� � �  : (�; ) 2 SY(X)o= � � infnhXY 2Y �Y �	(Y )℄�  : (�; ) 2 SY(X)o = � � p	(X);also gilt das Axiom PH.(T) Sei � 2 R, und sei (�; ) ein absiherndes Portfolio zu X + � � r. Dann gilt:X + � � r � [XY 2Y �Y � Y ℄ +  � r;also X � [ PY 2Y �Y � Y ℄ + ( ��) � r, d.h. (�;  ��) ist ein absiherndes Portfolio zu X.Damit folgt:p	(X + � � r) = infnhXY 2Y �Y �	(Y )i�  : (�; ) 2 SY(X + � � r)o= infnhXY 2Y �Y �	(Y )i� : (�;  � �) 2 SY(X)o= infnhXY 2Y �Y �	(Y )i� ( + �) : (�; ) 2 SY(X)o = p	(X)� �:

(M) Seien X;Z 2 G mit X � Z und (�; ) 2 SY(X). Dann giltZ � X � [XY 2Y �Y � Y ℄ +  � r:Also ist (�; ) 2 SY(Z), und es giltSY(Z) � SY(X):(�)Damit folgt:p	(Z) = infnhXY 2Y �Y �	(Y )i�  : (�; ) 2 SY(Z)o�(�) infnhXY 2Y �Y �	(Y )i�  : (�; ) 2 SY(X)o = p	(X): 2
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3.2 Erweiterung von Risikoma�en3.2.6 Satzp	 ist das gr�o�te koh�arente Ma� p mit p � 	 auf Y.Beweis:Seien p ein koh�arentes Risikoma� auf Y mit p � 	 und (�; ) ein absiherndes Portfolio von X.Dann gilt: p(X) �M p([XY 2Y �Y � Y ℄�  � r) =T p(XY 2Y �Y � Y )� �S XY 2Y p(�Y � Y )�  =PH XY 2Y �Y � p(Y )�  � XY 2Y �Y �	(Y )� :Da diese Ungleihung f�ur jedes absihernde Portfolio vonX gilt, folgt p(X) � p	(X). Sei Y 2 Y. DasPortfolio (�; 0) mit �Y = 1 und �Y 0 = 0 f�ur Y 0 6= Y ist riskanter als Y . Damit ist p	(Y ) � 	(Y ):Insgesamt gilt daher f�ur alle Y 2 Y: p(Y ) � p	(Y ) � 	(Y );also die Behauptung. 23.2.7 BemerkungJe weniger anf�anglihe Standardrisiken betrahtet werden, umso konservativer ist dasgewonnene koh�arente Risikoma�. Dieses Verhalten �ahnelt dem der SEC-Regeln. Abshnitt2.3 hat gezeigt, da� zu wenige Standardrisiken betrahtet wurden.Ausgehend von 	 kann aufgrund der Zul�assigkeit ein koh�arentes Risikoma� p	 konstru-iert werden. p	 hat den Nahteil, da� es auf den Basisrisiken niht mit 	 �ubereinstimmt.Insofern ist p	 keine Fortsetzung von 	. Damit 	 tats�ahlih zu einem koh�arenten Risi-koma� fortgesetzt werden kann, mu� eine st�arkere Bedingung als die Zul�assigkeit an 	gestellt werden:3.2.8 De�nitionGegeben seien eine Menge Y von Funktionen auf 
 und eine Funktion 	 : Y ! R. 	hei�t stark zul�assig, falls f�ur jedes Z 2 Y und jedes absihernde Portfolio (�; ) von Zgilt: 	(Z) �XY 2Y �Y �	(Y )� :BemerkungIst 	 stark zul�assig, so ist gew�ahrleistet, da� kein Z 2 Y durh eine Aufteilung in einPortfolio verbessert werden kann, d.h jedes riskantere Portfolio (�; ) ben�otigt ein gr�o�eresRisikokapital.� 	(Z) gibt das Risikokapital von Z an,� PY 2Y �Y �	(Y )�  ist das Risikokapital des Portfolios (�; ).3.2.9 BemerkungIst 	 stark zul�assig, so ist es auh zul�assig.35



Kapitel 3. Darstellungstheoreme f�ur koh�arente Risikoma�e
Beweis:Seien Y und 	 so gew�ahlt, da� 	 zul�assig ist. Sei Z 2 Y sowie (�; ) ein absiherndes Portfolio vonZ, dann gilt 	(Z) � XY 2Y �Y �	(Y )� ;also 0 � XY 2Y;Y 6=Z �Y �	(Y ) + (�Z � 1) �	(Z)� :Da (�; ) ein absiherndes Portfolio von Z ist, giltZ � [XY 2Y �Y � Y ℄ +  � r;also 0 � [ PY 2Y;Y 6=Z �Y � Y ℄ + (�Z � 1) �Z +  � r. Somit kann man jedes absihernde Portfolio (�; )von Z in ein absiherndes Portfolio (e�; e) von 0 umrehnen und umgekehrt in der folgenden Weise:f�Y = �Y f�ur Y 6= Z und f�Z = �Z � 1.Daraus folgt insgesamt:XY 2Y f�Y �	(Y )� e = XY 2Y;Y 6=Z f�Y �	(Y ) + f�Z �	(Z)� e= XY 2Y;Y 6=Z �Y �	(Y ) + (�Z � 1) �	(Z)�  � 0:Also ist 	 zul�assig. 23.2.10 PropositionGegeben seien eine Menge Y von Funktionen auf 
 und eine Funktion 	 : Y ! R+, diestark zul�assig ist. Dann ist das koh�arente Risikoma� p	 die gr�o�tm�oglihe Erweiterungvon 	 zu einem koh�arenten Risikoma�.Beweis:(1) Sei Z 2 Y. Da 	 stark zul�assig ist, gilt f�ur jedes absihernde Portfolio (�; ) von Z	(Z) � XY 2Y �Y �	(Y )� ;also auh 	(Z) � infnhXY 2Y �Y �	(Y )i�  = p	(Z) : (�; ) 2 SY(Z)o:Damit gilt 	 � p	 auf Y. Mit Satz 3.2.6 folgt 	 = p	 auf Y.(2) Sei p ein koh�arentes Risikoma�, ebenfalls eine Erweiterung von 	. Da p = 	 auf Y, alsoinsbesondere p � 	 auf Y ist, liefert Proposition 3.2.6 p � p	. 23.2.11 SatzEin Risikoma� p ist koh�arent genau dann, wenn p von der Form p	 f�ur eine zul�assigeFunktion 	 ist. 36



3.3 Risikoma�e bei untershiedlihen Risikoklassen
Beweis:"(\ Dies ist mit Proposition 3.2.5 f�ur p = p	 shon bewiesen worden.")\ Setze 	 = p und Y = G. Sei (�; ) ein absiherndes Portfolio von X, alsoX � [XY 2G �Y � Y ℄ +  � r:Dann gilt:p(X) �M p([XY 2G �Y � Y ℄ +  � r)=T p(XY 2G �Y � Y )�  �S XY 2G p(�Y � Y )� 

Damit ist p stark zul�assig. Da Y = G ist, folgt p	 =  = p aus Proposition 3.2.10. 23.2.12 FolgerungIst 	 eine zul�assige Funktion auf ganz G, so kann man die Funktion p	 mit Hilfe desDarstellungssatzes 3.1.1 auf folgende Weise beshreiben:p	(X) = supfEP (�Xr )jP 2 P	gmit P	 = fP j f�ur alle X 2 G : EP (�Xr ) � 	(X)gBeweis:Sei P ein Wahrsheinlihkeitsma� auf 
 mitEP (�Xr ) � 	(X) f�ur alle X 2 G.Dann gilt EP (� �r ) � 	( � ). Da EP (� �r ) koh�arent ist, folgt mit Satz 3.2.6 EP (� �r ) � p	( � ) unddamit die Behauptung. 2
3.3 Risikoma�e bei untershiedlihen RisikoklassenProposition 3.2.10 kann auf irgendeine Menge Y von Risiken angewendet werden, auhwenn diese �uberhaupt keine Struktur besitzt. Es kann die Vereinigung einer Familie(Yj)j2Jvon Mengen von Risiken sein. Dabei ist f�ur jedes j eine Funktion 	j auf Yj mit	j = 	j0 auf Yj \ Yj0gegeben. Die Funktion 	 ist dann de�niert als ihre Einshr�ankung auf jedes Yj. Dievershiedenen Mengen Yi k�onnen B�orsenrisiken auf der einen Seite und over-the-ounter-Risiken auf der anderen Seite sein oder aber auh Markt- und Kreditrisiken. Die Funk-tionen 	j k�onnen von vorgegebenen Regeln, die von der B�orse oder den Regulierernaufgestellt worden sind, kommen ([Basle℄). 37



Kapitel 3. Darstellungstheoreme f�ur koh�arente Risikoma�e3.3.1 BemerkungAngenommen, die 	j sind stark zul�assig. Dann erlaubt einem Propositon 3.2.10, einkoh�arentes Risikoma� "mehanish\ zu berehnen. Dieses erweitert die Familie der 	jund dominiert jedes andere koh�arente von der B�orse oder den Regulatoren zur Erweite-rung der Familie 	j gew�ahlte Risikoma�. Es liefert daher ein konservatives koh�arentesWerkzeug zum Risikomanagement.3.3.2 BeispielBetrahte den Spezialfall 
 = 
1�
2 mit koh�arenten Risikoma�en pi auf Gi, i = 1; 2. Yiseien die Mengen aller Funktionen auf 
 der Formfi Æ pri:Dabei ist fi eine Funktion aus Gi und pri die Projektion von 
 auf die i-te Komponente.	i wird auf Yi de�niert durh 	i(fi Æ pri) = pi(fi):(1) Y1 \ Y2 besteht nur aus konstanten Funktionen. Damit sind 	1 und 	2 auf Y1 \ Y2gleih.Beweis:Ist g 2 Y1 \ Y2, so existieren Funktionen f1; f2 mit g = f1 Æ pr1 = f2 Æ pr2. Damit giltf1(!i) = f2(!j) f�ur alle !i 2 
1; !j 2 
2.Also ist f1 = f2 konstant. 2(2) 	1;	2 de�nieren eine stark zul�assige Funktion 	 auf Y1 [ Y2.Beweis:Seien Z 2 Y1 [ Y2 und (�; ) ein absiherndes Portfolio von Z. O. E. ist Z 2 Y1. Damit existierteine Funktion f1 2 G1 mit Z = f1 Æ pr1:Dann gilt f�ur alle (!1; !2) 2 
1 � 
2(f1 Æ pr1)(!1; !2) = Z(!1; !2) � � XY 2Y1[Y2 �Y � Y +  � r�(!1; !2)= XY 2Y1 �Y � Y (!1; !2) + XY 2Y2nY1 �Y � Y (!1; !2) +  � r= XY 2Y1;Y=fY Æpr1 �Y � fY (!1) + XY 2Y2nY1;Y=fY Æpr2 �Y � fY (!2) +  � r
Da diese Ungleihung f�ur alle (!1; !2) aus 
1 � 
2 gilt, folgtf1 � XY 2Y1 �Y � Y + sup!22
2 XY 2Y2nY1;Y=fY Æpr2 �Y � fY (!2) +  � r:
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3.3 Risikoma�e bei untershiedlihen Risikoklassen
Insgesamt gilt nun:	(Z) = 	1(f1 Æ pr1) = p1(f1) �M p1�XY 2Y1 �Y � Y + sup!22
2 XY 2Y2nY1;Y=fY Æpr2 �Y � fY (!2) +  � r�

=T p1( XY 2Y1 �Y � Y )� 1r � sup!22
2 XY 2Y2nY1;Y=fY Æpr2 �Y � fY (!2)� 
�S;PH XY 2Y1 �Y � p1(Y )� 1r � sup!22
2 XY 2Y2nY1;Y=fY Æpr2 �Y � fY (!2)� 

=T XY 2Y1 �Y � p1(Y ) + p2� sup!22
2 XY 2Y2nY1;Y=fY Æpr2 �Y � fY (!2)�� 
�M XY 2Y1 �Y � p1(Y ) + p2� XY 2Y2nY1;Y=fY Æpr2 �Y � (fY Æ pr2)�� 
= XY 2Y1 �Y � p1(Y ) + p2� XY 2Y2nY1 �Y � Y �� �S;PH XY 2Y1 �Y � p1(Y ) + XY 2Y2nY1 �Y � p2(Y )� = XY 2Y1 �Y �	1(Y Æ pr1) + XY 2Y2 �Y �	2(Y Æ pr2)� Damit ist 	 stark zul�assig. 2Auf diese Weise kann man die Funktion 	 auh aus beliebig vielen 
i konstruieren.Sei Pi die Menge der Wahrsheinlihkeitsma�e, die pi darstellen, d.h.pi(X) = supfEP [�Xr ℄jP 2 Pig:Sei P die Menge der Wahrsheinlihkeitsma�e auf 
 mit Komponenten in P1 bzw. in P2und pP(X) = supfEP [�Xr ℄jP 2 Pg:Der folgende Satz zeigt, da� das Risikoma� p	, welhes das gr�o�te koh�arente Risikoma� ist,das 	1 und 	2 erweitert (vgl. Proposition 3.2.10), auf der Menge G gleih dem Risikoma�pP ist.3.3.3 SatzDie zwei Risikoma�e pP und p	 sind gleih.Beweis:"�\ F�ur jede Funktion fi auf 
i gilt:pP(fi Æ pri) = supfEP [�fi Æ prir ℄ : P Æ pr�11 2 P1; P Æ pr�12 2 P2g= supfEPÆpr�1i [�fir ℄ : P Æ pr�1i 2 Pig = pi(fi) = 	i(fi Æ pri):39



Kapitel 3. Darstellungstheoreme f�ur koh�arente Risikoma�e
Also ist die Einshr�ankung von pP auf Yi gleih 	i. Daraus folgt pP � p	 mit Proposition3.2.5."�\ Im Beweis des Darstellungssatzes 3.1.1 wurde gezeigtpP(X) = sup�EP [�Xr ℄ : P 2 Pg mit P = fP jEP [�Xr ℄ � pP(X) f�ur alle X 2 Gg;p	(X) = supfEQ[�Xr ℄ : Q 2 P	g mit P	 = fQjEQ[�Xr ℄ � p	(X) f�ur alle X 2 Gg:Zu zeigen ist nun P	 � P, denn dann giltpP � p	:d. h. zu zeigen ist, da� jedes Wahrsheinlihkeitsma� Q auf 
 mit EQ[�Xr ℄ � p	(X) f�ur alleX 2 G Komponenten Q1 und Q2 in P1 bzw. in P2 hat. Sei dazu Q ein solhes Wahrshein-lihkeitsma�. Dann ist EQ[�fiÆprir ℄ = EQi [�fir ℄, also giltEQi [�fir ℄ � p	(fi Æ pri) = pP(fi Æ pri) f�ur jedes fi 2 Gi.Die letzte Gleihheit wurde beim Beweis der anderen Ungleihung gezeigt. Damit gilt Qi 2 Pi.2

3.4 Koh�arente Risikoma�e und Preisbewertung vonDerivaten im EinperiodenmodellEs wird ein arbitragefreier Markt angenommen. Sei 
 = f!1; : : : ; !ng. Es werden NFinanzg�uter am Markt gehandelt, deren zuf�alliger Wert S = (S1; : : : ; SN ) am Ende derHandelsperiode durh Si : 
! R f�ur alle i 2 f1; : : : ; Ngmodelliert wird. r ist die Zinsrate der risikofreien Anlage.3.4.1 De�nitionEin Wahrsheinlihkeitsma� Q hei�t risikoneutral, falls gilt:EQ(Sir ) = 1 f�ur alle i 2 f1; : : : ; Ng:3.4.2 BemerkungDie Menge Qr der risikoneutralen Wahrsheinlihkeitsma�e ist niht leer, konvex undabgeshlossen.Beweis:Die Arbitragefreiheit impliziert, da� die Menge Qr niht leer ist. Seien Q;P 2 Qr und � > 0. Danngilt f�ur alle i 2 f1; : : : ; Ng:E�Q+(1��)P (Sir ) = X!2
 Si(!)r (�Q(!) + (1� �)P (!))= X!2
 Si(!)r �Q(!) +X!2
 Si(!)r (1� �)P (!)= �+ 1� � = 1:Damit ist Qr konvex. Die Abgeshlossenheit folgt durh �ahnlihe Rehnungen. 240



3.4 Zusammenhang von koh�arenten Risikoma�en und Preisbewertung3.4.3 De�nition (Claim und Hedge)Ein Claim ist eine Zufallsgr�o�e C : 
! R:Ein Portfolio x 2 RN hei�t Hedge, falls der Wert H des Portfolios am Ende der Handel-speriode mit dem Wert des Claims bei jeder zuf�alligen Entwiklung �ubereinstimmt,d.hH = xTS = C:Es wird niht vorausgesetzt, da� es zu jedem Claim einen Hedge gibt. Ein Claim hei�thedgebar, falls ein Hedge existiert.BemerkungEin Claim berehtigt den Inhaber zum Erhalt der im allgemeinen zuf�alligen AuszahlungC am Ende der Periode. Claims sind z. B. Optionen oder Futures.3.4.4 De�nition (upper und lower hedging)SeiH der Raum der hedgebaren Claims undQ ein risikoneutrales Wahrsheinlihkeitsma�.Dann wird f�ur einen Claim C der upper hedging prie de�niert durh:s+(C) := inffEQ(Hr )jH 2 H; H � Cgund der lower hedging prie durh:s�(C) := supfEQ(Hr )jH 2 H; H � Cg:Dabei setzt man inf ; = +1 und sup ; = �1.3.4.5 BemerkungDamit die Arbitragefreiheit des Marktes erhalten bleibt, wird der Preis s(C) eines hedge-baren Claims zum Zeitpunkt 0 festgesetzt als Preis des Hedges zum Zeitpunkt 0. Mit Hilfeeines risikoneutralen Wahrsheinlihkeitsma� Q kann man den Preis beshreiben durh(vgl. [Irle℄): s(C) = EQ(Cr ):Bei Vorliegen eines niht hedgebaren Claims C bleibt die Arbitragefreiheit erhalten wenns(C) 2 [s�(C); s+(C)℄ = fEQ(Cr ) : Q 2 Qrggilt.3.4.6 Koh�arente Risikoma�e und ClaimpreiseSei p ein Risikoma�. Bei der Preisbewertung von Claims wird an Finanzm�arkten folgendeEigenshaft gefordert:Forderung F�ur alle Risikoma�e p und alle Claims C mit p(C) � 0 gilts(C) � 0:BemerkungDurh dieses Forderung soll verhindert werden, da� man kostenfrei eine Position beliebigoft zu seinem Portfolio hinzuf�ugen kann, ohne zus�atzlihes Kapital anzufordern.41



Kapitel 3. Darstellungstheoreme f�ur koh�arente Risikoma�e
Sei p ein koh�arentes Risikoma� auf G und P die Menge aller Wahrsheinlihkeitsma�e Pauf 
 mit EP (�Cr ) � p(C) f�ur alle Claims C.Mit dem Darstellungssatz folgtp(C) = supfEP (�Cr )jP 2 Pg:Angenommen: Die Menge Qr ist keine Teilmenge von P . Dann existiert ein Wahr-sheinlihkeitsma� Q und ein zuk�unftiger Nettoendwert C mitp(C) < EQ(�Cr )d.h. EQ(Cr ) + p(C) < 0. Das um das Finanzgut C erweiterte Modell bleibt arbitra-gefrei, wenn s(C) = EQ(�Cr ) gilt. De�niert man Z durh Z = C+p(C) �r, so erh�altman: p(Z) = p(C + p(C) � r) =T p(C)� p(C) = 0:Also ist p(C) das erforderlihe Risikokapital, damit die Position C risikoneutralwird. Andererseits gilts(Z) = EQ(Zr ) = EQ(Cr + p(C)) = EQ(Cr ) + p(C) < 0:Damit ist die obige Forderung verletzt. � Also gilt Qr � P .F�ur alle Y 2 G folgt p(Y ) � supQ2Qr EQ(�Yr ):Ist Y ein hedgebarer Claim, so gilt p(Y ) � s(�Y ). Dies ist sinnvoll, da �Y ein Hedge f�urY ist. Ist der Claim Y niht hedgebar, so gilt:p(Y ) = supQ2Qr EQ(�Yr ) = s+(�Y ):Das bedeutet, da� das Risikoma� p f�ur einen niht hedgebaren Claim genug Risikokapitalerrehnet, um den besten upper hedging prie f�ur �Y bezahlen zu k�onnen. Insgesamtstellt man fest, da�, wenn man die risikoneutralen Wahrsheinlihkeitsma�e kennt, daskoh�arente Risikoma� p eine gute Risikobewertung f�ur jeden Claim C liefert.
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Kapitel 4
Koh�arente Risikoma�e undValue-at-Risk
4.1 Risikoma� der shlehtesten bedingten ErwartungIn diesem Kapitel wird mit Hilfe des niht koh�arenten Risikoma�es Value-at-Risk einkoh�arents Ma� entwikelt.4.1.1 De�nition (Risikoma�e TCE und WCE)Gegeben seien ein Wahrsheinlihkeitsma� P auf 
, die total rate of return r des Refe-renzinstrumentes und ein Level � 2 (0; 1).(i) Die Tail onditional expetation ist das Risikoma�, de�niert durhTCE�(X) = �EP �Xr jXr � �VaR�(X)�:Dabei gilt: fXr � �VaR�(X)g = �! 2 
��X(!)r � inffxjP (Xr � x) > �g	.(ii) Die shlehteste bedingte Erwartung ist das Risikoma�, de�niert durhWCE�(X) = � inf�EP �Xr jA� : P (A) > �	:4.1.2 BemerkungWCE� ist koh�arent.Beweis:F�ur � > 0 setze P = �PA = P ( � jA) : A � 
 mit P (A) > �	. Dann istWCE�(X) = � inf�EP �Xr jA� : P (A) > �	 = sup�EP ��Xr jA℄ : P (A) > �	= sup�EPA��Xr � : PA 2 P	:Damit ist WCE� aufgrund des Darstellungssatzes 3.1.1 koh�arent. 24.1.3 PropositionEs gilt TCE� �WCE�. 43



Kapitel 4. Koh�arente Risikoma�e und Value-at-Risk
Beweis:Seien Y := Xr und q+� (Y ) das �-Quantil zu Y .1. Fall: Es gilt P (Y � �VaR�(X)) > �, d.h. das In�mum wird niht angenommen. Dann folgt mitM = f! 2 
jY (!) � �VaR�(X)gTCE�(X) = �E�Xr jM� �P (M)>� � inf�EP �Xr jA� : P (A) > �	 = WCE�(X).2. Fall: Es gilt P (Y � �V aR�(X)) = FY (q+� (Y )) = �, wobei FY die Verteilungsfunktion von Ybzgl. P ist. Aus der De�nition von q+� und der Monotonie von FY folgt, da� f�ur jedes " > 0 gilt :FY ("+ q+� (Y )) > �:De�niere A" := f!jY (!) � "+ q+� (Y )g. Dann ist P (A") > � undWCE�(X) � �EP [Y jA"℄ = �EP [Y � 1A" ℄P (A") :Damit folgt mit der rehtsseitigen Stetigkeit von FY und lim"!0P (A") = FY (q+� (Y )) sowie A" # A0lim"!0�EP (Y jA") = �EP (Y jA0) = TCE�(X): 24.1.4 PropositionF�ur jedes Risiko X gilt:VaR�(X) = inf�p(X)jp koh�arent und p � VaR�	:Zum Beweis wird das folgende Lemma ben�otigt:4.1.5 LemmaSei p ein koh�arentes Risikoma� und P die Menge von Wahrsheinlihkeitsma�en aus demDarstellungssatz 3.1.1, d.h. p(X) = supfEP (�Xr ) : P 2 Pg:Dann sind folgende Aussagen �aquivalent:(i) p � VaR�.(ii) F�ur alle B � 
 mit P (B) > � und f�ur jedes " > 0 existiert ein Q 2 P mitQ(B) > 1� ":Beweis:(i))(ii): Sei B � 
 mit P (B) > �. Setze X := �r � 1B. Dann gilt:VaR�(�r � 1B) = � inffxjP (�r � 1B � x � r) > �g = � inffxjP (�1B � x) > �g= � inff�1g = 1Damit folgt mit Hilfe von (i):1 � p(�r � 1B) =3:1:1 supQ2P EQ(1B) = supQ2PQ(B):Also existiert zu jedem " > 0 ein Q 2 P mit Q(B) � 1� ".44



4.1 Risikoma� der shlehtesten bedingten Erwartung
(ii))(i) Sei q+� (Xr ) das �-Quantil von Xr , also �q+� (Xr ) = V aR�(X). Dann istP (X � q+� (Xr ) � r) � �:Damit gilt P (X � (q+� (Xr ) + ") � r) > � f�ur jedes " > 0. Sei " 2 R>0 und Q 2 P ein nahVoraussetzung existierendes Wahrsheinlihkeitsma� mitQ(X � (q+� (Xr ) + ") � r) � 1� ":Dann folgt:EQ(�Xr ) = Z �Xr dQ = ZX�(q+� (Xr )+")�r �Xr dQ+ ZX>(q+� (Xr )+")�r �Xr dQ

� �(q+� (Xr ) + ") �Q(X � (q+� (Xr ) + ") � r)� sup[Xr ℄ �Q(X > (q+� (Xr ) + ") � r)� �(q+� (Xr ) + ") � (1� ")� sup Xr � "-"!1 � q+� (Xr ):Damit existiert ein Q 2 P mit EQ(Xr ) � �q+� (Xr ), also gilt p(X) � �q+� (Xr ). 2Beweis: (von Proposition 4.1.4)Seien 0 < � < 1 und X 2 G. q+� (Xr ) bezeihne das �-Quantil von Xr . Mit De�nition 2.4.1(b) giltP (Xr � q+� (Xr )) � 1� �:F�ur jede Menge B � 
 mit P (B) > � istP (B \ fX � r � q+� (Xr )g) > 0;denn w�are P (B \ fX � r � q+� (Xr )g) = 0, so w�urde 1 = P (
) � P (B) + P (X � r � q+� (Xr )) >�+1�� = 1 folgen �. Daher kann man f�ur jedes B � 
 und jedesX 2 G das Wahrsheinlihkeitsma�QB;X := P � � jB \ fX � r � q+� (Xr )g�de�nieren. Sei PX := fQB;X jB � 
 mit P (B) > �g und pX das durh PX de�nierte koh�arenteRisikoma�, also pX(Y ) = supfEQ(�Yr )jQ 2 PXg:Dann gilt:(i) pX � VaR� f�ur alle X 2 G,(ii) infX2G pX = VaR�.zu (i): Ist B � 
 mit P (B) > �, so gilt:QB;X(B) = P (BjB \ fX � r � q+� (Xr )g) = P (B \ fX � r � q+� (Xr )g)P (B \ fX � r � q+� (Xr )g) = 1:Damit folgt (i) aus dem Lemma 4.1.5. 45
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zu (ii): Sei Y 2 G. F�ur das koh�arente Risikoma� pY folgt pY (Y ) = VaR�(Y ), denn f�ur alle B � 
mit P (B) > � giltEQB;Y ��Yr � = EP ��Yr jB \ fY > r � q+� (Yr )g� � �q+� �Yr �:= VaR�(Y )Damit ist pY (Y ) � VaR�(Y ). Mit (i) folgt die Gleihheit.Aus (i) und (ii) folgt die Behauptung. 24.1.6 PropositionSei P die Laplae-Verteilung auf 
. Ist X 2 G derart, da�X(!1)r 6= X(!2)r f�ur alle !1; !2 2 
 mit !1 6= !2 gilt,so folgt TCE�(X) = WCE�(X).Beweis:Sei � 2 (0; 1). q+� (Xr ) bezeihne das �-Quantil von Xr . Damit giltVaR�(X) = �q+� (Xr ):Setze Y := Xr . Seien y1 < y2 < : : : < yn die Bilder von Y unter 
. Dann istq+� (Xr ) = inffxjP (Y � x) > �g = q+� (Y ):Sei k 2 N mit 0 � k < n und � 2 [ kn ; k+1n ). Zeige zun�ahstq+� (Xr ) = yk+1:F�ur jedes u > q+� (Xr ) gilt aufgrund der Laplae-Verteilung � < P (Y � u) = #fijyi�ugn , also ist dienat�urlihe Zahl #fijyi � ug eht gr�o�er als � �n und somit, durh die Wahl von k, mindestens k+1.Setzt man u = yk+1, so folgt #fijyi � ug = minv>q�(Xr )#fiji � vg und damit giltyk+1 = q+� (Y ) = q+� (Xr ):De�niert man eine Menge B � 
 durh B = fX � q+� (Xr ) � rg, so gilt(i) Y (B) = fy1; : : : ; yk+1g,(ii) TCE�(X) = �E(Xr jX � q+� (Xr ) � r) = �E(Y jB) = �y1+���+yk+1k+1 (Laplae-Verteilung),(iii) WCE�(X) = � inffEP [Xr jA℄jP (A) > �g = � inffEP (Y �1A)P (A) jP (A) > �g.Damit bleibt zu zeigen: F�ur alle A � 
 mit P (A) > � giltEP (Y � 1A)P (A) > y1 + � � �+ yk+1k + 1 ;denn dann gilt WCE�(X) � TCE�(X), und mit Proposition 4.1.3 folgt WCE�(X) = TCE�(X).Sei also A � 
 mit P (A) > �. Dann existiert ein ` 2 fk + 1; : : : ; ng mit jAj = `. Aufgrund derLaplae-Verteilung und der De�nition der yi gilt:EP (Y � 1A) � (y1 + � � �+ yl) � 1n:46



4.1 Risikoma� der shlehtesten bedingten Erwartung
Daraus folgt: EP (Y � 1A)P (A) � y1 + � � �+ y`ǹ � 1n = y1 + � � �+ y`` � y1 + � � �+ yk+1k + 1 ;denn f�ur reelle Zahlen x1 � x2 � ::: � xn gilt: x1+���+xkk � x1+���+xk+1k+1 f�ur alle 1 � k � n� 1. 24.1.7 PropositionSei P die Laplae-Verteilung auf 
 und p ein koh�arentes Wahrsheinlihkeitsma�, das nurvon der Verteilung von Xr abh�angt, d.h. ist X � Y , so gilt p(Xr ) = p(Yr ). Dann gilt:p � VaR� ) p � WCE�:Beweis:Es gelte p � VaR�. Sei X ein Risiko und q+� (X) das dazugeh�orige �-Quantil. Dann giltVaR�(X) = �q+� (X):Seien weiterhin Y := Xr und A = f!jY (!) � q+� (X)g. Wie im vorigen Beweis gezeigt, gilt a =jAj > n � �. Mit geeigneter Numerierung ist dann A = f!1; !2; : : : ; !ag mitY (!i) � Y (!i+1) f�ur alle 1 � i � a� 1.Sei � eine Permutation der ersten a nat�urlihen Zahlen. De�niere weitere Zufallsvariablen Y ; Y �durh Y (!i) = 8<:Y (!i); falls i > a,Y (!1)+���+Y (!a)a = y�; falls i � a. Y �(!j)= 8<:Y (!i); falls i > a.Y (!�(i)); falls i � a.� Aufgrund der Laplae-Verteilung und der De�nition von A isty� = E(Y jY � q+� (X)):Man kann Y auh als Mittel der p! Zufallsvariablen Y � beshreiben.� Y besitzt dieselbe Verteilung wie Y �.Die Annahme, da� p nur von der Verteilung von Xr abh�angt, liefertp(r � Y �) = p(r � Y ) = p(X):Weiter gilt:p(Y � Y �) = p�(Y � Y �)1f!1g + � � �+ (Y � Y �)1f!ng��S p((Y � Y �)1f!1g) + � � �+ p((Y � Y �)1f!ag)= �Y (!1) + Y �(!1)� � � � � Y (!a) + Y �(!a) = �a � y� + a � y� = 0:Also ist p(r � Y � r � Y �) � 0. Dies ist gleihbedeutend zu p(r � Y ) � p(r � Y �). Daraus folgtp(r � Y ) � p(X):Die Annahme, p � VaR�, liefert: p(r � Y ) � VaR�(r � Y ):47
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Insgesamt gilt also VaR�(r � Y ) � p(r � Y ) � p(X):(�)F�ur alle i < a ist Y (!i) � Y (!a). Da a der gr�o�te Index mit Y (!a) � q+� (X) = �VaR�(r � Y ) ist,folgt: VaR�(r � Y ) = �y� = E(�Y jY � q+� (X)):Zusammen mit (�) gilt somit p(X) � E(�Xr jX � q+� (X) � r):De�niere M = fX : 
! R j 8i; j 2 f1; : : : ; ng : i 6= j ) X(!i) 6= X(!j)	 Da 
 endlih ist, istM eine dihte Teilmenge von G. Aus Proposition 4.1.6 folgt f�ur alle X 2MTCE�(X) = WCE�(X) = E(�Xr jX � q+� (X) � r);d.h. die Ungleihung p(X) �WCE�(X) gilt f�ur eine dihte Teilmenge von G. Da sowohl p als auhWCE� koh�arent, also insbesondere stetige Funktionen auf G (siehe Beweis zu Prop.1.4.2) sind, folgtp �WCE� auf ganz G. 2Damit ist WCE� das beste koh�arente Risikoma� oberhalb von VaR�.
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Kapitel 5
Risikoma�e bei allgemeineremGrundraum
Mit Hilfe der Funktionalanalysis ist es m�oglih, den Darstellungssatz 3.1.1 aus einemanderen Blikwinkel herzuleiten. Bislang sind die betrahteten Risikoma�e p nur auf demendlihdimensionalen Raum G de�niert.In diesem Kapitel werden auh niht-endlihdimensionale R�aume betrahtet. Es wird ge-zeigt, da� die Axiome S, PH und M weiterhin gelten (5.1.1, 5.2.3) und da� man f�ur dasTranslationsaxiom eine andere, �aquivalente Forderung erh�alt (5.2.9).
5.1 Pr�aliminarienIm folgenden bezeihne E einen reellen Vektorraum.5.1.1 De�nition (sublineares Funktional)Eine Abbildung p : E ! R hei�t sublinear, falls gilt:(i) p(x + y) � p(x) + p(y) f�ur alle x; y 2 E(ii) p(� � x) = � � p(x) f�ur alle x 2 E; � 2 R�0.Diese beiden Eigenshaften entsprehen der Subadditivit�at und der positiven Homoge-nit�at.
5.1.2 Satz von Hahn-BanahZu jeder sublinearen Abbildung p : E ! R gibt es eine lineare Abbildung � : E ! R mit�(x) � p(x) f�ur alle x 2 E.5.1.3 Fortsetzungssatz von Hahn-BanahSei L ein Teilraum von E, p : E ! R sei sublinear und ' : L! R linear mit'(x) � p(x) f�ur alle x 2 L.49



Kapitel 5. Risikoma�e bei allgemeinerem Grundraum
Dann gibt es eine Fortsetzung � von ' auf E mit � � p, d.h.�jL = ' und �(x) � p(x) f�ur alle x 2 E.Sei E� die Menge der linearen Abbildungen von E nah R.5.1.4 FolgerungSei p ein sublineares Funktional und x0 2 E. Dann gibt es ein � 2 E� mit�(x0) = p(x0) und � � p:Beweis:Sei L der von x0 2 E erzeugte eindimensionale Teilraum, alsoL = f� � x0 : � 2 Rg:De�niere eine lineare Abbildung ' : L! R durh'(� � x0) = � � p(x0) f�ur alle � 2 R.Aufgrund der Subadditivit�at gilt 0 = p(x� x) � p(x) + p(�x), also �p(x) � p(�x) f�ur alle x 2 E.Somit ist '(�x0) = �p(x0) � p(�x0), und damit gilt ' � p auf L. Nah dem Fortsetzungssatzexistiert ein � 2 E� mit �jL = '; und � � p:Also ist �(x0) = '(x0) = p(x0) und � � p. 25.1.5 FolgerungF�ur jedes sublineare Funktional p : E ! R giltp = supf� 2 E� : � � pgBeweis:Sei q : E ! R de�niert durh q(x) = sup�2M �(x)mit M = f� 2 E� : � � pg. Nah De�nition gilt q(x) � p(x) f�ur alle x 2 E. Andererseits gibtes zu jedem x 2 E ein � 2 M mit �(x) = p(x) (vgl. vorigen Satz). Also ist q(x) = p(x) und derBeweis erbraht. 2
5.2 Anwendung bei Risikoma�enNun wird der Spezialfall betrahtet, da� E der Raum der me�baren reellwertigen Abbil-dungen eines me�baren Raumes (
;F) ist. De�niere dazuE = �X : 
! RjX ist me�bar bzgl. F	:5.2.1 De�nition (antitones Funktional)Ein sublineares Funktional p : E ! R hei�t antiton, falls f�ur alle X 2 E gilt:X � 0) p(X) � 0:50



5.2 Anwendung bei Risikoma�en5.2.2 LemmaSei p ein antitones, sublineares Funktional und � 2 E� mit � � p. Dann ist � antiton.Beweis:Sei X � 0: Da p antiton ist, gilt 0 � p(X) � �(X). 25.2.3 BemerkungFolgende Aussagen sind f�ur ein sublineares Funktional �aquivalent:(i) p : E ! R ist antiton.(ii) F�ur alle X; Y 2 E gilt: X � Y ) p(X) � p(Y ).Beweis:(i) ) (ii): Sei X � Y , d.h. Y �X � 0. Da p antiton ist, gilt p(Y �X) � 0. Aus der Sublinearit�atvon p folgt p(Y ) = p(X + (Y �X)) � p(X) + p(Y �X) � p(X):(ii) ) (i): Setze X � 0. Dann gilt mit (ii) und wiederum mit der Sublinearit�at von p f�ur Y 2 E0 � Y ) p(Y ) � p(0) = 0 2Diese Bemerkung zeigt, da� ein sublineares, antitones Funktional das Axiom M erf�ullt.5.2.4 FolgerungSei p ein antitones, sublineares Funktional. Dann gilt:p = supf' 2 E�j' � p und ' ist antiton g:Beweis:Mit Satz 5.1.5 gilt: p = supf' 2 E�j' � pg:Sei ' � p und X 2 E mit X � 0. Dann gilt '(X) � p(X) � 0, da p antiton ist. Also ist ' ebenfallsantiton, und es folgt die Behauptung. 25.2.5 LemmaSei L ein Teilraum von E und p ein sublineares Funktional, so da� pjL linear ist. Sei� 2 E� mit � � p. Dann gilt �jL = pjLBeweis:Sei x 2 L. Dann ist nah Voraussetzung �(x) � p(x). Andererseits folgt damit und mit der Linearit�atvon p auf L �(x) = ��(�x) � �p(�x) = p(x): 2Es ist < 1 > der Raum aller konstanten Funktionen auf E, d.h. es giltX 2< 1 > () 9 2 R 8! 2 
 : X(!) = :51



Kapitel 5. Risikoma�e bei allgemeinerem Grundraum5.2.6 FolgerungSei p ein sublineares antitones Funktional auf E mit p(� � 1) = � � p(1) f�ur alle � 2 R und� 2 E� mit � � p. Dann gilt f�ur alle � 2 R:�(� � 1) = � � p(1)Weiter wird durh �� : F ! [0; 1℄; A 7! 1p(1) � �(1A)ein Inhalt auf (
;F) de�niert. Ist 
 endlih, so ist �� ein Wahrsheinlihkeitsma�, undes gilt: �(X) = p(1)X!2
X(!)��(f!g) = p(1) Z Xd��Beweis:(1) Da p linear auf < 1 > ist, gilt mit Lemma 5.2.5 pj<1> = �j<1>, also�(� � 1) = � � p(1) f�ur alle � 2 R.(2) Es ist ��(;) = 1p(1) � �(1;) = 0. Seien A;B 2 F disjunkt. Aus der Linearit�at von � folgt��(A [B) = 1p(1) � �(1A[B) = 1p(1) � �(1A + 1B) = 1p(1) � (�(1A) + �(1B))= ��(A) + ��(B):Damit ist �� eine Inhaltsfunktion.(3) Es gilt ��(
) = 1p(1) � �(1) = 1. Ist 
 endlih, so auh F = P(
). Damit ist aufgrund derLinearit�at von � �� ein Wahrsheinlihkeitsma�.(4) Sei X 2 E. Dann gilt: �(X) = �(X!2
X(!)1f!g) = X!2
X(!)�(1!)= p(1)X!2
X(!)��(f!g) = p(1)Z Xd�� 25.2.7 FolgerungSei 
 endlih und p : E ! R ein antitones, sublineares Funktional, das auf < 1 > linearist. Dann gibt es eine Menge P von Wahrsheinlihkeitsma�en auf (
;F) mitp(X) = supfp(1) � EPXjP 2 PgBeweis:Sei X 2 E. Mit Satz 5.1.5 giltp(X) = supf�(X)j� 2 E� mit � � pgSei M := f� 2 E�j� � pg. Dann existiert nah dem vorherigen Satz zu jedem � 2 M genau einWahrsheinlihkeitsma� �� mit �(X) = p(1) R Xd��. Setze nun P = f��j� 2Mg. Damit gilt dieBehauptung. 252



5.2 Anwendung bei Risikoma�en5.2.8 SpezialfallSetze r = � 1p(1) . Dann ist r > 0, und Satz 5.2.7 entspriht dem Darstellungssatz 3.1.1.Die folgende Aussage erh�alt man insbesondere aus Satz 5.2.7, sie kann aber auh direktnahgewiesen werden:5.2.9 PropositionFolgende Aussagen sind �aquivalent:(i) p ist ein koh�arentes Risikoma�(ii) p ist ein antitones, sublineares Funktional, das linear auf < 1 > ist.Beweis:(i)) (ii) : Ist klar.(ii)) (i) : Aufgrund der Folgerung 5.2.7 ist nur noh das Axiom T nahzuweisen, d.h. zu zeigenist: p(X + � � r) = p(X)� � mit r = � 1p(1) .Aufgrund der Sublinearit�at von p und der Linearit�at von p auf < 1 > giltp(X + � � r) � p(X) + p(� � r) = p(X)� �:Ebenfalls aus der Sublinearit�at von p folgtp(X) = p(X + � � r � � � r) � p(X + � � r) + p(�� � r) = p(X + � � r)� � � r � p(1)= p(X + � � r) + �:Damit gilt p(X + � � r) � p(X)� �, also insgesamt p(X + � � r) = p(X)� �. 2
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