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Einleitung

Zinssensitive Produkte gehoren fiir Banken zu den wichtigsten Finanzinstrumenten. Ak-
tuelle Zahlen der European Exchange belegen auch nach der Finanzkrise wieder einen
Anstieg der Zinsderivat—Kontrakte um 23,4% auf 574,8 Mio. im Jahr 2010 (Vorjahr 465,7
Mio. Kontrakte). Vor allem im Zusammenhang mit dem Risikomanagement, haben Zins-
derivate fir Finanzinstitute einen hohen Stellenwert. Sie werden zur Absicherung gegen
das vom Kunden iibernommene Risiko genutzt, was als Hedging bezeichnet wird.

Fiir das Zinsmanagement besteht auf der Kundenseite zunehmend der Wunsch nach in-
dividuellen Produktlosungen. Diese bedarfsgerecht entwickelten Zinsderivate steigern die
Komplexitat, wodurch sich die mathematische Bewertung wesentlich aufwéandiger gestaltet
als bei Plain—Vanilla—Geschéften. Zudem lassen aufsichtsrechtliche Vorgaben die Anforde-
rungen an eine prézise finanzmathematische Modellierung bemerkenswert ansteigen.

Ein Zinsstrukturmodell, das diesen insgesamt sehr hohen Anforderungen gerecht wird,
ist das LIBOR-Markt—Modell. Es handelt sich um eines der angesehensten, aber auch
mathematisch anspruchsvollsten Finanzmarktmodelle, das zur Bewertung von exotischen
Produkten eingesetzt wird. Im Gegensatz zu anderen Modellen, legt es direkt am Markt
beobachtbare Groéfsen, namlich die ,,London Interbank Offered Rates* zu Grunde.

Doch wie kénnen in einem diskreten Finanzmarktmodell LIBOR-Raten mit beliebigen
Start— und Endzeitpunkten bestimmt werden, die fiir die Bewertung komplexer und exo-
tischer Zinsderivate benotigt werden? Diese Frage wird in der vorliegenden Diplomarbeit

mit der Vorstellung ausgewahlter Interpolationsansétze behandelt.

Das erste Kapitel fiihrt den Leser iiber eine Einordnung des LIBOR-Markt—Modells in
die Finanzmarktmodelle zu einer Diskussion des LIBOR~Zinssatzes. Weitere Schwerpunkte
stellen die verschiedenen Zinsarten, sowie die am héufigsten gehandelten Zinsderivate dar.

Im Anschluss befassen wir uns im zweiten Kapitel mit der mathematischen Einfiih-

rung in das Standard LIBOR-Markt—Modell, d.h. mit deterministischer Volatilitdt. Im



Mittelpunkt steht hierbei die Herleitung der Dynamik unter einem einheitlichen Mafs, dem
Terminal-Measure. Anschliefend wollen wir eine Moglichkeit zur Kalibrierung des Modells
nach Schoenmakers und Coffey vorstellen. Schlieflich betrachten wir die Simulation des
Modells, die uns die Forward-LIBOR-Raten liefert.

Ausgehend von diesen Gegegebenheiten erortern wir die Notwendigkeit einer Interpo-
lation im LIBOR-Markt—Modell. Das dritte Kapitel stellt den Hauptteil der Arbeit
dar. Nachdem wir Uberlegungen zu geeigneten Giitekriterien fiir die Interpolationsansit-
ze angestellt haben, werden wir sieben unterschiedliche Ansétze analysieren, um beliebige
LIBOR-Raten auf Basis des im zweiten Kapitel vorgestellten Modells zu bestimmen.

Ergéanzend zum vorherigen theoretischen Teil, wird anschliefend das vierte Kapitel den
praktischen Bezug herstellen. In diesem Abschnitt wird es um die detaillierte Auswertung
der Interpolationsansétze gehen. Dabei wird der Fokus sowohl auf die LIBOR—Raten selbst,
als auch auf die mit ihnen bewerteten Zinsderivate gelegt.

Das Fazit, welches wir im fiinften Kapitel zichen werden, sowie der sich anschlieffende

Anhang und das Literaturverzeichnis runden die Arbeit ab.

Die vorliegende Arbeit wurde in Kooperation mit der ,HSH Nordbank AG* angefertigt.
Aus diesem Grund gilt der Abteilung ,Financial Engineering” der HSH Nordbank AG unter
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1 Grundlagen

In dem ersten Abschnitt dieser Arbeit wird zunéchst eine Einordnung des LIBOR-Markt—
Modells in die verschiedenen Modelle der Finanzmathematik vorgenommen. Es werden
dariiber hinaus relevante Begriffe fiir die weiteren Betrachtungen eingefiihrt. An die De-
finition des ,,LIBORs* schliefst sich eine ausfiihrliche Diskussion zu diesem Zinssatz an.
Nach der Einfiihrung des wahrscheinlichkeitstheoretischen Rahmens, der dieser Arbeit zu
Grunde gelegt wird, werden die ,Nullkupon—Anleihen“ definiert. Hierauf bauen verschiede-
ne Zins—Definitionen auf, insbesondere die formale Definition der Forward—-LIBOR-Rate.

Ebenso werden dann die am haufigsten gehandelten Zinsderivate eingefiihrt.

Ein wichtiger Aspekt auf dem Kapitalmarkt ist die prézise Bewertung von Zinsderi-
vaten. Dies sind Derivate, deren Underlying ein Zins ist. Die dazugehorigen Modelle zur
Bewertung dieser Geschéfte werden Zinsstrukturmodelle genannt. Nachfolgend stellen wir
iiberblicksartig die drei Klassen dieser Modelle vor.

Die erste Modellart bilden die Short—Rate—Modelle, die ausgehend von der Dynamik des
nicht am Markt beobachtbaren augenblicklichen Zinssatzes (Short—Rate), einen Zeitpunkt
der Zinsstruktur beschreiben. Der erste Ansatz stammte von Oldrich Vasicek aus dem Jahr
1977, vgl. [VasT7]. Dieses Modell ist mathematisch relativ einfach zu handhaben. Allerdings
ist aufgrund der Normalverteilung der Short—Rate ein negativer Zins moglich. Ein weiterer
Short-Rate—Ansatz stammt z.B. von Cox, Ingersol und Ross, vgl. [CIR85]. In diesem CIR-
Modell kann im Gegensatz zum Vasicek Modell keine geschlossene Form fiir die Short—Rate
angegeben werden. Dennoch wird das Problem der moglichen negativen Zinssitze gelost.
Fiir sehr komplexe Derivate sind Short—-Rate-Modelle jedoch ungeeignet.

Ebenso gehen auch die Forward—Rate Modelle von nicht am Markt beobachtbaren Gro-
$en aus. In diesen Modellen wird aber ausgehend von den Terminzinssétzen die gesamte
Zinsstruktur modelliert. Hierbei ist vor allem das Heath—Jarrow—Morton-Modell zu nen-

nen, vgl. [HIM92], das als Modellrahmen fungiert.
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Als dritte Klasse sind die Markt—Modelle zu nennen. Es wird zwischen den LIBOR-
Rate und den Swap-Rate Modellen unterschieden. Im Folgenden wird das LIBOR-Markt—
Modell detailliert analysiert. Es handelt sich um ein diskretes Zinsstrukturmodell, das im
Jahre 1997 zum ersten Mal in den Artikeln von Brace, Gatarek und Musiela, vgl. [BGM97],
sowie von Miltersen, Sandmann und Sondermann, vgl. [MSS97] und von Jamshidian, vgl.
[Jam97] behandelt wurde.

Da das LIBOR-Markt—Modell Grundlage dieser Arbeit ist, wird die Definition des LI-
BORs voran gestellt. Fiir die Definition des LIBORs und die anschliefende genauere Be-
trachtung vgl. [Hul09] sowie [BBA].

Definition 1.1 (LIBOR). Der LIBOR (London InterBank Offered Rate) ist ein am Markt
beobachtbarer Interbankenzins. Dieser Zinssatz wird an jedem Bankentag von zwélf Banken
der British Bankers’ Association festgelegt. Er stellt einen Zins dar, zu dem die Banken

Geld aufnehmen, bzw. selbst anbieten.

Nachfolgend ist eine mit dem Statistikprogramm , R erzeugte Grafik dargestellt, die den
Verlauf des in Euro quotierten 6-Monats LIBORs vom 01.01.2008 bis zum 01.01.2011 zeigt:

LIBOR BMEUR in %
3
|

2008 2009 2010 2011

Zeit

Abbildung 1.1: Verlauf des 6-Monats EUR LIBORs 2008-2010

Der in Grafik gezeigte Chart weist einen sehr ungewohnlichen Verlauf fiir den (in die-
sem Fall 6-Monats) LIBOR auf. Der drastische Abfall der Kurve in der Zeit von Ende 2008



bis zum Ende des Jahres 2009 erklért sich durch die Interventionen der Européischen Zen-
tralbank wahrend der Finanzkrise. Der Hochststand des LIBORs wird am 9. Oktober 2008
mit 5,4375% erreicht, also kurz nach der Insolvenz der Investmentbank , Lehman Brothers®.
Das Vertrauen der Banken untereinander ist drastisch zuriickgegangen. Da der LIBOR, ge-
rade den Zinssatz darstellt, zu dem Banken bereit sind einander Geld auszuleihen, spiegelt
der hohe Stand des LIBORs genau das Missvertrauen der Banken untereinander wieder.
Die Eingriffe der Zentralbank fiihrten zu dem anschliefsenden drastischen Abfall des LI-
BORs, da sich Banken in dieser Zeit fast ausnahmslos ihre Liquiditét iiber die Zentralbank
beschafften. Der LIBOR~Zinssatz fiel somit bis zum Ende des Jahres 2009 auf ein Niveau

von etwa 1% ab.

Bemerkung 1.2. Die Grindung des LIBORs resultierte in den 1980er Jahren aus dem
Wunsch nach einem Leitzinssatz. Die Notierung des LIBORs erfolgt seit 1986. Der LIBOR
besitzt eine Orientierungsfunktion, genauer bietet er ein Maf fir den tatsdchlichen Zins-
satz, zu dem Banken bereit sind einander Geld zu leihen. Wegen der Finanzkrise (2008) hat
sich hier ein jedoch ein Wandel vollzogen, worauf wir in dieser Bemerkung spdter noch ein-
gehen werden. Dennoch wird an dieser Stelle deutlich, dass es sich bei den LIBOR—-Raten
um ,offered rates“ handelt, d.h. um einen Briefkurs.

Der LIBOR wird tdglich in zehn verschiedenen Wdihrungen und mit etwa 15 unterschied-
lichen Laufzeiten verdffentlicht. Die Fristigkeiten lauten hierbei ,Overnight“ (je nach Wih-
rung: und bzw. oder ,Tomorrow next“), eine Woche, zwei Wochen und ein Monat, sowie
anschlieffend weiter in Abstinden von einem Monat bis hin zu zwolf Monaten Laufzeit. Die
British Bankers’ Association besteht aus tiber 200 Banken in 60 Lindern. Die LIBOR-
Raten werden je nach Wihrung von 8 bis 16 Banken festgelegt. Die Zahl von zwdlf Banken
in der obigen Definition steht fiir die LIBOR-Raten, die in Euro quotiert werden.

Ein weiterer wichtiger Aspekt ist das Rating der Banken. Diese miissen mindestens eine
Ratingeinstufung ,AA“ vorweisen, damit sie einen Kredit zum LIBOR-Zinssatz erhalten
kénnen. Hierbei steht ,AA“ fiir die zweitbeste Ratingeinstufung. Die beste Finstufung der
Agentur S&P ist ,AAA“ Somit hat der LIBOR insbesondere eine Tendenz zu einem ri-
sikolosen Zinssatz, da die Ausfallwahrscheinlichkeit bei einer Ratingeinstufung von ,AA*
in der Prazis als vernachldssigbar angesehen wird. Dies werden wir auch im Weiteren so

annehmen. Allerdings sei an dieser Stelle bemerkt, dass ein deutlicher Wandel im Zuge der
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Finanzkrise zu verzeichnen ist. Da das Vertrauen der Banken untereinander zunehmend
geringer wurde, sind die LIBOR—-Raten nicht mehr als risikolos anzusehen. Diese Stellung
eines risikolosen Referenzzinses nimmt heute in der Praxis der EONIA (Euro QuerNight
Index Average) ein. Der EONIA stellt ebenfalls einen Interbankenzins dar, der sich aus
dem gewichteten Durchschnitt aller unbesicherten Ausleihen von Tagesgeld ergibt.

Um tiber zwdlf Monate hinaus eine Zinsstrukturkurve aufbauen zu konnen, werden in der
Prazxis fiir Laufzeiten zwischen einem und zwei Jahren Futures oder Forward Rate Agree-
ments benutzt. Fir noch lingere Laufzeiten werden dann Swap-Rates verwendet. Diese
nutzt man fir Laufzeiten von bis zu 30 oder sogar bis zu 50 Jahren. Die resultierende
Zinskurve wird oft LIBOR-Spot—Rate—Strukturkurve genannt.

Abschlieffend wird die tigliche Bestimmung der LIBOR—Raten erldutert. Diese erfolgt
z.B. iiber Thomson Reuters, einen Informationsdienstleister. Die einzelnen Banken geben
dort bis 11h thre tdglichen Zinssdtze ein, zu denen sie bereit sind einer anderen Bank
Geld fir die verschiedenen Laufzeiten auszuleihen. Fiir die einzelnen Akteure ist nicht er-
sichtlich, was die anderen eingeben oder bereits eingegeben haben. Anschlieffend werden die
einzelnen Zinssdtze, getrennt nach Laufzeit und Wahrung, jeweils aufsteigend sortiert und
aus den mittleren 50% ergibt sich tber das arithmetische Mittel die LIBOR-Rate fiir eine
bestimmte Wihrung mit einer bestimmten Laufzeit. Durch die ausschliefliche Betrachtung

der mittleren 50% kann eine Manipulation einzelner Banken ausgeschlossen werden.

In der folgenden Definition wird der wahrscheinlichkeitstheoretische Rahmen festgelegt.

Dieser bildet die Grundlage fiir die gesamte nachfolgende Arbeit.

Definition 1.3 (Wahrscheinlichkeitstheoretischer Rahmen). Es sei (Q, F, P, (Ft)t>0) ein
filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum. (Wy)i>o sei eine N—1-dimensionale Brownsche Bewe-
gung bzgl. (Fi)i>0 unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf8 P. Die Filtration erfille zudem die

‘usual conditions’, d.h.
(i) (Ft)e>0 ist rechtsseitig stetig, d.h. Fy = Fpv = (\esg Fite
(ii) Fo enthdlt alle P—Nullmengen und alle Teilmengen von P—Nullmengen

Die Filtration (F¢)e>o stellt den Informationsverlauf dar, so dass F den Informationsstand

zum Zeitpunkt t angibt.



Bei den weiteren Betrachtungen wird von einem endlichen Handelszeitraum ausgegangen.
Dazu wird ein Zeitpunkt 7™ fixiert mit 0 < 7™ < oo, der einen endlichen Zeithorizont [0, 7]

vorgibt. T™ wird somit der letzte mogliche Filligkeitszeitpunkt sein.

Definition 1.4 (Nullkupon—Anleihe). Die Nullkupon—Anleihe, auch Zero—Coupon—Bond
genannt, ist ein festverzinsliches Wertpapier ohne laufende Verzinsung. Zu einem fest ver-
einbarten, zukinftigen Zeitpunkt T mit 0 < T < T* erhdlt der Inhaber der Nullkupon—
Anleihe eine Auszahlung in Héhe von (normiert) 1,-€. Es bezeichne P(t,T) den Wert der

Nullkupon—Anleihe mit Auszahlung 1 bei Fdilligkeit in T zum Zeitpunkt t.

Es miissen nun einige Annahmen fiir das Modell getroffen werden. Zunéchst unterstellen
wir, dass es kein Bonitétsrisiko, also kein Ausfallrisiko, fiir die Nullkupon—Anleihen gibt.
Somit liegt zum Zeitpunkt T eine sichere Auszahlung in Hohe von einer Geldeinheit vor:
P(T,T)=1.

Weiter wird angenommen, dass der Briefkurs dem Geldkurs entspricht. Am Markt gibt
es in der Realitét einen sogenannten Spread, der die Differenz zwischen Brief- und Geldkurs
darstellt. Der Geldkurs driickt den Preis aus, zu dem ein Marktteilnehmer einwilligt, das
Produkt (im obigen Fall die Nullkupon—Anleihe) zu kaufen. Der Briefkurs dagegegen gibt
den Preis an, zu dem ein anderer Marktteilnehmer bereit ist, das Produkt zu verkaufen.
Der Geldkurs ist somit in der Praxis immer geringer als der Briefkurs.

Es wird dartiber hinaus gefordert, dass fiir jede beliebige Laufzeit und zu jedem beliebigen
Zeitpunkt eine Nullkupon—Anleihe am Markt erhéltlich ist. Auferdem soll die No—arbitrage
with cash Bedingung erfiillt sein. Dies bedeutet, dass der Wert einer Nullkupon—Anleihe
stets positiv ist. Insbesondere kann man so eine sichere Auszahlung von einer Geldeinheit
in T nicht kostenlos zu einem Zeitpunkt ¢ < T erhalten .

Schliefslich wird angenommen, dass P(t,7) nach T differenzierbar ist, um in Definiti-

on [I.7] die augenblicklichen Zinsformen erklaren zu konnen.

Ausgehend von der Nullkupon—Anleihe wird zwischen mehreren Zinssétzen unterschie-
den. Eine grobe Unterscheidung ist zunéchst zwischen einer Spot—Rate und einer Forward-—
Rate vorzunehmen. Bei einer Spot—Rate ist der Beobachtungszeitpunkt der Startpunkt des

Anlagezeitintervalls. Handelt es sich stattdessen um eine Forward—Rate, so liegt das Zeit-
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intervall der Anlage in der Zukunft. Der Forward—Zins wird in einem Zeitpunkt ¢ fiir ein
zukiinftiges Zeitintervall [T7, To| festgelegt.
Des Weiteren unterscheidet man zwischen stetigen und diskreten Zinsraten. Einen Zu-

sammenhang zwischen den Zinsarten erhélt man iiber die folgende Gleichung:
exp (s(Te = Th)) =1+ d(Tx — Th), (1.1)

wobei s fiir einen stetigen Zins und d fiir einen diskreten Zinssatz steht. Aufserdem ist
[T, T5] das zugehorige Anlagezeitintervall.
Man erhélt die folgenden Definitionen, vgl. hierzu [Sch05] und [BMO06]:

Definition 1.5 (Diskrete Zinssitze). Sei 0 < ¢t < Ty < Ty < T*. Die folgende diskrete
Forward—Rate entspricht der Forward-LIBOR-Rate, die im Verlauf der Arbeit themati-

stert wird. Zum Zeitpunkt t ist diese fir das Zeitintervall [Ty, Ts] gegeben durch:

1 P(t,Ty)
L(t.T,.Ty) = ~1).
(t. 71, 1) Ty, — Ty (P(t,Tg) >

Betrachtet man die obige Forward—-Rate fir das Zeitintervall [t,T1], so ergibt sich wegen
P(t,t) = 1 unmittelbar fir den Zeitpunkt t die diskrete Spot—Rate (oftmals auch als
Spot-LIBOR-Rate bezeichnet):

L(t,Ty) = L(t,t,T}) = Tll_ t (P(tlTl) _ 1) .

Als néchstes werden die stetigen Zinssitze definiert. Diese Definitionen ergeben sich iiber
den in (1.1)) angegebenen Zusammenhang mit den diskreten Zinssétzen. Setzt wir in diese
Formel die diskrete Forward-Rate ein und stellen die Gleichung nach der stetigen Zinsrate

um, so ergibt sich:

eR(t,T17T2)(T2—T1) =1+ L(t7 T1, T2)(T2 — TI) ‘L(t, Ty, Tg) einsetzen
1 P(t,T
o RETL)(T=T1) — ¢ T (PEt:T;; - 1) (Th — Ty) ‘logarithmieren, umstellen
1 P(t,T:
= R(t,Tl,TQ) = log ( : 1)

T Th-T P(t,Ty)

Die letzte Umformung ist erlaubt, da 15 — 17 > 0.



Definition 1.6 (Stetige Zinssétze). Sei 0 < t < Ty < Ty < T*. Die stetige Forward—
Rate zum Zeitpunkt t fir das Zeitintervall [T1,T5] ist definiert durch:

log P(t, Ty) — log P(t, T
R(t,T1,Ty) = -2 (’;Z_j‘flg 7))

Die stetige Spot—Rate ist dann aufgrund von log(P(t,t)) = log(1) = 0 gegeben durch:

R(t,T1) = R(t,t,T1) = —

Als weitere Zinsarten werden die augenblicklichen Zinsen definiert. Hierzu lassen wir das

zu betrachtene Zeitintervall beliebig klein werden:

: . IOgP(t,TQ) - IOgP(t7T1)
t,T1)= 1 t, T, T5) = 1 — .
f( ’ 1) TQI—I}}Tl R( b 2) T21—1>1"1111 T2 — T1

Definition 1.7 (Augenblickliche Zinssétze). Sei 0 < t < Ty < Ty < T*. Die augen-
blickliche Forward—Rate beobachtet in t fiir den zukiinftigen Zeitpunkt T7 ist gegeben

durch:
_Olog P(t,Th)
0Ty

f(tv TI) =

Ebenso kann der augenblickliche Zins zum Zeitpunkt t definiert werden. Dieser Zinssatz
wird Short-Rate genannt. Anschaulich handelt es sich hierbei um eine Nullkupon—Anleihe,

die im ndchsten Moment fallig wird. Die Short—Rate wird mit r(t) bezeichnet:

r(t) == f(t,t) = TliriltR(t,Tl).

Wir wollen jetzt die bekanntesten und am héufigsten gehandelten Zinsderivate einfiihren.
Fiir die anschliefende Darstellung dienen die Biicher von Piterbarg [PA10al, Hull [Hul09],
sowie von Brigo und Mercurio [BMO06| als Quelle. Zunéchst werden Zins—Caps und deren
Gegenstiicke, die Zins—Floors vorgestellt. Anschlieffend wird eine Beschreibung von Swaps

und Swaptions erfolgen.



Grundlagen

Zins—Cap

Ein Zins—Cap ist eine Zinsoption. Ist das betrachtete Underlying z.B. der LIBOR, so wird in
der Praxis auch von einem LIBOR-Cap gesprochen. Mit dem Kauf eines Zins—Caps sichert
sich der Inhaber gegen steigende Zinsen ab. Es handelt sich somit um eine Call-Option
(genauer um ein Portfolio von Call-Optionen) auf den betrachteten Referenzzinssatz.

Es sei im Folgenden ein Cap betrachtet, dessen Referenzzinssatz der LIBOR ist. Wei-
ter sei ein Notional, d.h. ein Nominalbetrag, in Héhe von X Geldeinheiten vorgegeben.
Aufserdem wird der Strike—Zinssatz K fixiert. Bei den Floating Rate Notes, d.h. bei den
zinsvariablen Schuldverschreibungen, wird als Zinssatz der variable Referenzzinssatz ver-
wendet, um Zinszahlungen zu bestimmen. Zu Beginn festgelegte Zeitpunkte Tg, ..., Ty mit
Ty < --- < Ty bilden die Tenorstruktur. Zu den Zinsanpassungsterminen, dies sind die
Zeitpunkte T; mit ¢ = 0,..., N — 1, wird jeweils der variable Zinssatz fiir das nachfolgende
Zeitintervall [T}, T;41] der Lange 0; = T;11 — T; fixiert und in den Zeitpunkten 7;1; mit
1=20,...,N — 1, also erst nach Ablauf der néchsten Periode, miissen die Zinszahlungen
vorgenommen werden.

Genauer gesagt besteht ein Cap also aus N einzelnen Caplets. Jedes Caplet stellt ei-
ne Call-Option auf den Referenzzinssatz dar. An dieser Stelle wird deutlich, dass ein
Zins-Cap einem Portfolio von Call-Optionen auf den Referenzzinssatz entspricht. Wird
das Caplet betrachtet, dessen Zinsanpassungstermin der Zeitpunkt 7; ist und der Zins—
Zahlungszeitpunkt T;41, so ist die Auszahlung dieses Caplets zum Zeitpunkt 7;11 gegeben
durch:

Vcaplet(Tzdrl) = X0; maX(L(E’7Tz';Tz‘+1) - K, 0)- (1-2)

Es erfolgt demnach genau dann eine Auszahlung in T;41, bzw. die Option wird ausgeiibt,
wenn der Referenzzinssatz hoher ist, als der Strike—Zinssatz. Die Differenz zwischen LIBOR
und Strike wird dann auf das Zeitintervall der Lénge §; bezogen und mit dem Nennwert
multipliziert. Mit der Formel kann man nun die Auszahlung des Caps als Summe {iber
die Auszahlungen der Caplets bestimmen. Dabei ist zu beachten, dass bei einem Cap in
der Praxis keine Zahlung zum Zeitpunkt 77 vorgenommen wird, auch wenn zum Zeitpunkt

T, bei Abschluss des Vertrags, der Referenzzinssatz iiber dem Strike—Zinssatz lag.



Zins—Floor

Ein Zins-Floor ist das Gegenstiick zum Zins—Cap und sichert den Inhaber gegen fallen-
de Zinsen ab. Ein Floor besteht aus einer Summe von Floorlets und kann als Portfolio
von Put-Optionen auf den Referenzzinssatz angesehen werden. Legt man wie beim Cap
auch ein Notional von X Geldeinheiten, einen Strike—Zinssatz K, sowie eine Tenorstruktur
To < -+ < Ty mit §; = Tjy1 — T; zu Grunde, so ist die Auszahlung eines Floorlets mit

Zinsanpassungstermin T; und Payment—Date T;;1 zum Zeitpunkt T;,1 gegeben durch:
VFloorlet(T’iJrl) = X0; maX(K - L(Tla T;, 7—‘7:+1) ) 0) (13)

Uber das Portfolio, bestehend aus den einzelnen Floorlets fiir i = 1,..., N — 1, kann man

die Auszahlung des Floors iiber die Summe der Auszahlungen der Floorlets bestimmen.

Zins—Swap

Ein Swap ist allgemein als ein Kontrakt auf Finanzméarkten zu verstehen, bei dem zwischen
zwei Marktakteuren zu vereinbarten Bedingungen ein zukiinftiger Austausch von Finanz-
giitern vertraglich geregelt ist. Im Folgenden soll unter einem Zins—Swap, bzw. kurz Swap,
ein Austausch von festen und variablen Zahlungen verstanden werden. Man unterscheidet
weiter zwischen Payer—Swaps und Receiver—Swaps. Liegt ein Payer—-Swap vor, so wird ein
fester Zinssatz auf ein fiktives Notional gezahlt und eine variable Zahlung in Abhéngigkeit
des Referenzzinssatzes erhalten. Beim Receiver—-Swap ist es umgekehrt, d.h. der Inhaber
erhélt feste Zahlungen und muss variable geméaf dem Refernzzinssatz auf das fiktive No-
tional zahlen. Es handelt sich um ein fiktives Notional, da das Kapital nur zur Berechnung
der Zinszahlungen genutzt wird und nicht ausgetauscht wird.

In der Praxis erfolgen in der Regel nicht die einzelnen festen und variablen Zahlungen,
sondern es wird nur die Differenz der Zahlungen in die entsprechende Richtung zwischen
den Vertragspartnern gezahlt. Zudem sei bemerkt, dass die Zahlungsfrequenzen der varia-
blen und fixen Seite nicht iibereinstimmen miissen. Setzt man ,Furo“ als Wahrung voraus,
so ist die Zahlungsstruktur typischerweise gegeben durch jahrliche Zahlungen auf der fixen,
und halbjdhrliche Zahlungen auf der variablen Seite. Fiir einen solchen Swap werden wir
die Bewertungsformeln in Kapitel ausfithrlich behandeln.

In der nachfolgenden Abbildung wird ein Swap schematisch anhand eines Zeitstrahls

dargestellt. Es werden gleiche Zahlungsfrequenzen fiir die variable und fixe Seite vor-



Grundlagen

ausgesetzt. Die Zeitpunkte auf der Tenorstruktur sind gegeben durch T; o, ..., T;12 mit
0<Ti—g <--- <Tjya < T*. Die Zeitpunkte F;_o, ..., F;is sind die sogenannten Fixing—
Dates an denen der Referenzzinssatz fiir das néchste Zeitintervall festgelegt wird. Sie liegen
in der Regel zwei Geschéftstage vor dem néchsten Punkt auf der Tenorstruktux{ﬂ Die Tage,
an denen die Zahlungen erfolgen, werden Payment—Dates genannt. Sie liegen auf der Tenor-
struktur und werden nachfolgend mit P;_3, ..., P;11 bezeichnet. Die festen Zins—Zahlungen
auf den gegebenen fiktiven Nennwert werden in der Abbildung durch Pfeile dargestellt, die

variablen Zinsen werden durch gestrichelte Pfeile entlang der Payment—Dates dargestellt.

Fi_a TPL'S Fi_1 TP'L2 F; sz‘l Fitq T T
I I I I

Pi z+2 L+1

§Ti—2 gTi—l ﬂ Tz+1 ETH'Q
\ \ \ \ \{
Abbildung 1.2: Schematische Darstellung eines Swaps

Fiir die mathematische Herangehensweise vernachléssigen wir die zwei Geschéftstage vor
den Zeitpunkten auf der Tenorstruktur. Wir treffen die Annahme, dass die Fixing— und
Payment—Dates auf der gegebenen Tenorstruktur liegen. Dann zahlt ein Payer—-Swap bei
einem gegebenen Nominalbetrag X, einer fixen Rate K und der variablen LIBOR-Rate
L(T;, T;, Ti+1) zum Zeitpunkt T, fuiri=1,...,N — 1:

Uber eine allgemeine Bewertungsgleichung, siehe auch Kapitel , folgt fiir ¢t < Ti:

N-1

Vswap(t) = X D P(t, Tix1)8i(L(t, T3, Ti1) — K). (1.4)
=1

Als Par-Swap-Rate wird die iiber die Tenorstruktur einheitliche fixe Rate S(t) angesehen,
fiir die der Swap den Wert 0 hat. Hierzu muss der Gesamtwert der Zahlungen 0 sein, so

dass die folgende Bedingung erfiillt sein muss:

N-1 N-1
X 7 Pt Tiyn) L T, Tigr) = XS(8) Y Pt Ti1)d = 0.
i=1 i=1

!Dies ist abhéngig von der Wahrung, zwei Tage gilt z.B. fiir ,,Euro®.
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Dies ist genau dann erfiillt, wenn fiir die Swap—Rate gilt:

S(t) — Zﬁ;l P(t’ ,Ti—i-l)(SiL(t, E, Ti—i—l) (;) P(t, Tl) — P(t, TN) ‘ (15)
Zf\izl P(ta E+1)52 Zi\;;l P(t7 E+1)(5Z

Es gilt (x), da aus der Definition folgt:

1 [ P(tT;
L(t, T, Tir) = 5 <P(t(T+)1) - 1)
1 (P(t,T;) - P(t,T;
N L(t,Ti,TH-l):(g,< ( P)(t T'+(1) +1)>

~ P<t7T‘Z+1)5zL(ta TiaT‘i—‘rl) = P(taﬂ) - P(taﬂ—i-l)'

Swaption

Swaption ist ein verkiirzter Ausdruck fiir eine Swap—Option. Somit ist eine Swaption eine
Option auf einen Zins—Swap. Auch hier unterscheidet man zwischen Payer— und Receiver—
Swaption. Eine Payer—-Swaption entspricht dabei einer Put—Swaption, bei der der Ké&ufer
das Recht erwirbt in einen Swap einzutreten, indem er einen festen Zinssatz auf ein gegebe-
nes Notional zahlt und einen variablen Zins empfingt. Dagegen entspricht eine Receiver—
Swaption einer Call-Swaption, bei der der Kaufer der Receiver-Swaption das Recht er-
wirbt, in einen Swap einzutreten, bei dem er sich vertraglich bindet einen festen Zinssatz
zu empfangen und einen variablen Zinssatz zu zahlen.

Auch die Swaption soll im Folgenden grafisch veranschaulicht werden. Im Gegensatz
zum Swap ist hier auch die Zeit vor dem ersten Fixing-Date von besonderer Relevanz.
Wir betrachten eine Tenorstruktur, die gegeben sei durch Ty = 0 und die Gitterpunkte
T1,..., Ty mit Ty < --- < Ty. Bei dem ersten Fixing, dem so genannten Expiry—Date, kann
der Inhaber der Swaption wéhlen, ob er in den Swap eintreten moéchte, oder nicht. Tritt
der Swaption—Inhaber in den Swap ein, so wird beim Expiry—Date, zwei Geschéftstage vor
dem ersten Tenor—Date T}, der variable Zins fiir das erste Zeitintervall [T7, Ts| gefixt. Das
erste Payment—Date P; ist dann der Zeitpunkt 75 der Tenorstruktur. Zwei Geschéftstage
vor To wiederum wird der variable Referenzzins fiir das anschlieBende Zeitintervall und
das Payment—Date P, gefixt. So fahrt man weiter fort bis zum letzten Zeitpunkt T der
Tenorstruktur. Zwei Geschéaftstage vor Ty liegt kein Fixing—Date. Das letzte Payment—

Date ist dann Py_1, das den letzten Zeitpunkt T der Tenorstruktur darstellt.

11
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Beobachtungszeitpunkt
Expiry Date
L il oy

1 I 1
| | T I T
0 t T §T2 §T3 gTN—l ;TN

Y

Abbildung 1.3: Schematische Darstellung einer Swaption

Die Abbildung[I.3] verdeutlicht, dass bei N Zeitpunkten auf der Tenorstruktur nur N —1
Zahlungen erfolgen. Um eine Formel fiir den Wert einer Swaption anzugeben, gehen wir von
der Annahme aus, dass die Fixing— und Payment—Dates auf der gegebenen Tenorstruktur
liegen. Da eine Swaption wie oben bereits beschrieben eine Option auf einen Swap darstellt,
ist der Wert einer Payer—Swaption zum Expiry—Zeitpunkt 77 mit der Formel gegeben
durch:

VSwaption(Tl) = maX(VSwap(Tl) s O) (16)

Im Abschnitt [2.I] werden die analytischen Formeln von Black fiir die Bewertung von
Caps und Swaptions prasentiert. Mit Black’s Formel fiir Swaptions, vgl. , kann man
schliefslich auch zum Zeitpunkt 0 den Wert einer Swaption bestimmen. Diese Formel soll
als Referenz dienen, wenn im Kapitel [£.3] ein Maf fiir die Giite der Interpolationsansitze

benotigt wird.

Bemerkung 1.8. Die vorgestellten Zinsderivate sind vergleichsweise einfach zu bewertene
Zinsderivate. In der Prazis werden diese daher nicht mit dem LIBOR-Markt—Modell bewer-
tet. Dieses wird zur Bewertung von komplexeren Derivaten eingesetzt, die typischerweise

pfadabhdngig oder kiindbar sind.
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2 Einfihrung LIBOR—-Markt—Modell

Bevor LIBOR-Markt—Modelle in der Praxis eingesetzt wurden, verwendete man Short—
Rate— bzw. Forward—-Rate-Modelle, um Preise oder Hedgestrategien fiir Zinsderivate zu
bestimmen. In beiden Modelltypen werden jedoch infinitesimale Zinssétze als Ausgangs-
punkt angesetzt, die sowohl im Short—Rate, als auch im Forward—Rate Fall ein mathema-
tisches Konstrukt sind, sie sind also nicht am Markt beobachtbar.

Das LIBOR-Markt—Modell hingegen legt LIBOR~Zinssétze zu Grunde, die am Markt
quotiert sind. Die Zinsstrukturkurve wird in diskretisierter Form ausgehend von den an-
fanglichen LIBOR-Raten als Ganzes modelliert. Die Diskretisierung bezieht sich auf die
Falligkeiten der LIBOR-Zinssétze. Hierzu wird in der Einfiilhrung des ersten Unterab-
schnitts eine Tenorstruktur vorgegeben. Die Modellierung des Modells erfolgt stetig. Das
LIBOR-Markt—Modell ist ein hochdimensionales Modell, das von einer N—1-dimensionalen
Brownschen Bewegung angetrieben wird.

In dem nun folgenden Teil der Arbeit wird als erstes die allgemeine Theorie des LIBOR-
Markt—Modells erldutert. Diese Darstellung orientiert sich an [PAI0D], sowie an [BMOG].

Im ersten Abschnitt wird zundchst das Setting vorgestellt. Bei der Herleitung der Black—
Formel fiir Caplets (,,Black 76) liegt den Betrachtungen nur eine Differentialgleichung zu
Grunde. Mit dieser Formel kann man Caplet—Preise analytisch bestimmen. Ebenso wird
eine analytische Berechnungsmoglichkeit fiir Swaptions angegeben. Diese Formeln werden
bei der Untersuchung der Interpolationsansitze in Kapitel .3 die Referenzpreise analytisch
festlegen. Anschlieffend werden die Begriffe Spot—Measure und Terminal-Measure, sowie
der Satz von Girsanov eingefiihrt. So kann schlieklich das LIBOR-Markt—Modell in seiner
Gesamtheit, d.h. mit N —1 Differentialgleichungen betrachtet werden. Genauer erméoglicht
der Satz von Girsanov eine Darstellung der LIBOR-Dynamik unter einem einheitlichen
Maf, dem Terminal- oder Spot—Measure.

Im zweiten Unterkapitel wird die Kalibrierung des LIBOR-Markt—Modells besprochen.

13



Einfiihrung LIBOR—-Markt—Modell

Unter der Kalibrierung eines Modells versteht man die Anpassung des Modells an gegebene
Marktdaten. Da es zahlreiche unterschiedliche Ansétze zur Kalibrierung gibt, wird ein
Verfahren von Schoenmakers und Coffey vorgestellt, welches besonders praxisrelevant ist.
Dieses Unterkapitel orientiert sich somit an [SC00].

Das abschlieffende Unterkapitel behandelt die Simulation des aufgestellten Modells. Wir
stellen das praktische Vorgehen bei der Monte—Carlo—Simulation vor. Da die Performance
der Simulation fiir die Praxis von grofser Bedeutung ist, gehen wir im Anschluss tber-
blicksartig auf die Verfahren der Varianz— und Faktorreduktion ein. Als Literatur wird fiir
diesen Abschnitt insbesondere das Buch [Jac02| dienen, sowie der Artikel [Jos03|. Weitere
Literaturquellen sind unter anderem [PA10a] und [PPVRO3].

2.1 Theorie des LIBOR—Markt—Modells

Vorab erfolgen einige Erlauterungen zu den Rahmenbedingungen des Modells. Wir setzen
fiir alle nachfolgenden Betrachtungen voraus, dass wir uns heute im Zeitpunkt 0 befinden.

Von dort aus werden zukiinftige, diskrete Zeitpunkte T; fiir ¢ = 0, ..., N vorgegeben mit:
O=To<Ti<---<Tn<TH

die sogenannte Tenorstruktur. Weiter sei die Lénge der Periode von T; bis T;41 in der

Tenorstruktur gegeben durch:
0; =Ty — T; firi=0,...,N — 1.

Die Abstédnde §; ergeben sich aus der Wahl der zu betrachtenen LIBOR—Raten. Unter-
sucht man, wie z.B. in der Wahrung ,Euro* iiblich, die 6-Monats-LIBORen, so ergeben
sich Abstdnde von etwa 6 Monaten. Die Tenorstruktur ist in der Regel nicht dquidistant,
da die Tenorzeitpunkte, die auf einen Feiertag oder einen Wochenendtag fallen, auf den
néchsten Bankentag verschoben werden.

Das LIBOR-Markt—Modell ist ein diskretes Zinsstrukturmodell, das die LIBOR—-Raten
L(t,T;,Tiy1) fir i = 1,...,N =1 mit 0 < t <T; < T;41 < Tn beschreibt. Zur Vereinfa-
chung der Schreibweise sei L;(t) := L(t,T;, T;+1). Aukerdem wird definiert:

n(t) :=max{ie{1,...,.N} | T,_1 <t}. (2.1)

14



2 Theorie des LIBOR—Markt—Modells

Somit ist T;,;) gerade der von ¢ aus nachst grofere Punkt auf der gegebenen Tenor-
struktur. Im weiteren Verlauf der Arbeit werden alle Zeitpunkte, die auf der Tenorstruktur
liegen, auch als Gitterpunkte bezeichnet. Entsprechend der Definition[I.5] sind die LIBOR~

Raten allgemein gegeben durch:

1/ P(t,T;
Li(t) = 5 (P(t(Tz—:)l) - 1) . (2.2)

Das Ziel des LIBOR-Markt—-Modells ist, ausgehend von den LIBOR-Raten zum Zeit-
punkt 0, die Bestimmung der Forward-Raten Ly )(t), Ly#)+1(t), - - -, Ln-1(t). Die LIBOR~
Raten L;(t) mit T; < t werden als tote Raten bezeichnet, da der Startzeitpunkt der Rate
vor dem Beobachtungszeitpunkt liegt und sie somit bereits gefixt sind.

Die Basisfinanzgiiter in unserem Modell stellen die Nullkuponanleihen P(¢,T;) fir i =
1,..., N mit ¢ < 7T; dar. Dies sind genau die Zerobonds, deren Filligkeitsdatum auf der
vorgegebenen Tenorstruktur liegt. Eine wichtige Forderung an das Modell ist die Arbitra-
gefreiheit. Hierunter ist das Nichtvorhandensein einer Moglichkeit zum risikolosen Profit

beim Handel mit Finanzgiitern innerhalb des Modells zu verstehen (vgl. [Paul0]).

Nach der Definition der LIBOR-Raten ([2.2)) gilt:

1 1
Li(t)P(t,Ti+1) = EP(t’Ti) - gp(taTi+1)7

i i
so dass L;(t)P(t,T;+1) ein handelbares Finanzgut ist, da es in Einheiten der Basisfinanzgii-
ter ausgedriickt werden kann. Wir wollen den Zerobond P(t,T;41) als Numérairﬂ voraus-
setzen. Da wir Arbitragefreiheit fiir das Modell fordern, muss nach dem Fundamentalsatz
der Preistheorie (vgl. [Paul0]) ein zu dem in Definition vorausgesetzten Mak P dqui-
valentes Maf P71 fiir das Numéraire P(t,T;;1) existieren, unter dem alle handelbaren
Finanzgiiter, ausgedriickt in Einheiten des Numéraires, Martingale bilden. Das zu dem
Numéraire P(t,T;;1) gehorige Maf PTi+1 heift T;,1-Forward Martingalmag.

Driicken wir L;(t)P(t,T;+1) in Einheiten des Numéraires aus, so folgt, dass L;(t) ein
Martingal unter dem Maf PTi+1 ist. Da zudem &; > 0 und P(t,T;) > P(t,T;y1) gilt, ist

L;(t) insbesondere ein positives Martingal.

'Ein Numéraire bezeichnet eine Verrechnungsgréfe. Beispielsweise fungiert das Bankkonto als ein
Numéraire, wenn der Wert eines Derivates in Einheiten des Bankkontos ausgegeben wird. Gleicher-
mafen ist es aber auch moglich jedes andere Asset als Verrechnungseinheit anzugeben, falls sein Preis

strikt positiv ist.
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Einfiihrung LIBOR—-Markt—Modell

Aufgrund der soeben hergeleiteten Martingaleigenschaft der LIBOR-Raten unter ihren

natiirlichen Forward Mafen findet man eine Darstellung der Form:
dLi(t) = Li(t)os()dW " (1) firallei=1,...,N — 1, (2.3)

wobei W T die i-te Komponente einer N — 1-dimensionalen Brownschen Bewegung
unter dem 7;1—Forward Maf PTi+1 bezeichnet und 0;(t) im Allgemeinen ein stochastischer
Prozess ist. Fiir das Standard LIBOR-Markt-Modell nehmen wir die Volatilitét o(t) als
eine N —1-dimensionale deterministische Funktion arﬂ Als Anfangsbedingung fiir ([2.3)

setzen wir voraus:
Li(O) = li,() mit l@o Z 0 fir alle ¢ = 1, . .,N — 1.

Die Werte fiir I; o werden der gegebenen Zinskurve zum Zeitpunkt 0 entnommen. Genauer
kennt man die Zerobonds P(0,7;) und P(0,T;+1), so dass auch die Forward-LIBOR~-Rate
L(0,T;,T;4+1) fir ¢ = 1,...,N — 1 bekannt ist. Fiir die N — 1-dimensionale Brownsche
Bewegung fordern wir eine Korrelation der Form d [W]P s , W,f Ti“L = pjrdt fiir j,k =

1,..., N —1. Die Korrelationsmatrix ist dann definiert iiber (p; ) Beispielhafte

jk=1,..,N—1-
funktionale Formen fiir die Volatilitéit und die Korrelation sind im Abschnitt angegeben.

Zusammenfassend haben wir iiber die Dynamiken aus unter dem jeweiligen For-
ward Maf fiir alle i = 1,..., N — 1 lognormalverteilte Martingale (L;(t)) o<t<r, definiert.
Dieses Vorgehen wird auch als ,Martingale Modelling“ bezeichnet. Jedoch wird bisher jede
LIBOR-Rate unter einem eigenen, dem natiirlichen Forward Maf betrachtet. Das Ziel ist

die Darstellung der LIBOR-Raten unter einem einheitlichen Mafs.

Da das LIBOR-Markt—Modell als ein Modell aufgefasst werden kann, welches eine gleich-
zeitige Betrachtung von N —1 Black—Modellen vornimmt, stellen wir zunéchst das Black—
Modell vor. ,,Black’s Formel fiir Caplets”, die auch kurz ,,Black 76“ genannt wird, ermdglicht
eine analytische Bewertung von Caplets und somit auch fiir Caps. Statt der in ange-
gebenen N—1 stochastischen Differentialgleichungen betrachtet man lediglich eine einzelne.
Im Folgenden wird der Preis fiir ein Caplet analytisch hergeleitet, vgl. [BM06]. Wir wollen
die Formel fiir ein Caplet auf die LIBOR-Rate zwischen T; und 15,1 zeigen.

2Varianten, in denen die Volatilitdt durch einen zusitzlichen stochastischen Prozess modelliert wird, also

Modelle mit stochastischer Volatilitit, gehen iiber den Rahmen der vorliegenden Arbeit hinaus.
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2 Theorie des LIBOR—Markt—Modells

Satz 2.1 (Black 76). Sei 0 < t < T; < Tj41 < T*. Der Preis eines Caplets auf die
LIBOR-Rate L;(t) = L(t,T;,Ti+1) mit Strikezinssatz K und Notional normiert auf eine

Geldeinheit ist zum Zeitpunkt O bestimmt durch:

Voapter(0) = P(O, Tys1)(Tiyn — T3) (Li(0)6(dh) — K (da) ) (2.4)

mit di und dsy:

log LZ'I((O) + %fonai(t)th

VS o(t)2dt

Es bezeichne ¢(t) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

dio =

Beweis: Zum Zeitpunkt T;y1 besitzt das Caplet nach Formel (1.2) den Wertﬂ
+
Voupter(Tei1) = ( (Tian = T0) (Li(T) ~ K) )

Nun ist der Wert des Caplets im Zeitpunkt 0 zu bestimmen. Hierzu wird die Bewer-

tungsformel V(0) = N(0)EP" [%] verwendet, wobei das Numéraire gegeben sei durch

N(t) = P(t,T;+1) und damit als Mak das zugehorige T;41—Forward Maf verwendet wird.
Wir erhalten auf diese Weise fiir den Wert des Caplets in 0:

+
Veoan t(O) = P(O T,+1)EPT1'+1 (Ti—&-l - Tz) (LZ(TZ) — K) ]
apie - y L :

P(E+17 E—}—l)

Da P(Tj4+1,Ti+1) = 1 gilt, miissen wir den Erwartungswert EP [ (Li(Ty) — K)Jr] be-
stimmen. Fiir die LIBOR-Rate L;(t) ist die Dynamik unter P%i+! gegeben durch:

dLi(t) = Li(t)o: () dWE ™ (1),

wobei Wip "1 eine Brownsche Bewegung unter dem Forward Maf PT+1 bezeichnet. Mit

der It6—Formel erhélt man zunéchst die Dynamik von log (L;(t)):

_ Jlog(Li(t)) 1 9% log(Li(t))
- oL 2 L2

1 1 1
= I t) dLi(t) + 5 <—W> d[Li]t

(
T OLOa ) -

dlog(L;(t)) dLi(t) + d[Ll;

5 1
= oy () dW P (t) — Soi(t)’d.

3 Als Notation wird verwendet: T = mazx(z,0).
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Integriert man beide Seiten der obigen Gleichung von 0 bis 7; und stellt nach L;(7;) um,

so ergibt sich:

nit) = oo ([ awar? w1 [Caera)

=X

Da sich X als Ito—Integral iiber die deterministische Funktion o;(t) schreibt und das
zweite Integral deterministisch ist, folgt, dass X eine normalverteilte Zufallsgrofse ist. Der

Erwartungswert ergibt sich als:

=0
da Martingal

und die Varianz bestimmt sich zu:

v? = Var [X] = Var [ /0 " W (t)] ~ Var B /0 Tiai(t)Zdt}

=0

_e|( [ oityaw @) 1oz Y W (1) :
0 0

da M;rotingal
T;
¢ / o (t)2dt.
0

() gilt aufgrund der Ito-Isometrie, da E[( fot f(s)d ) ] fo 5)2ds fiir deterministische

Funktionen erfiillt ist. Daher folgt, dass L;(7;) entsprechend lognormal verteilt ist. Wir
schreiben L;(T;) = L;(0) exp(m + vY) wobei Y eine N (0, 1)-verteilte Zufallsvariable ist.

So kann nun EF"*! [(Li(T;) — K)" | bestimmt werden. Fiir (L;(0) exp(m + vy) — K)*
gilt die Aquivalenz:

_logLi0) _
L;(0)exp(m+vy) — K >0 < y> W. (2.5)

_logZi® _,
Definiere § = 97T ind sei far0,1)(y) die Dichte bzw. ¢(t) die Verteilungsfunktion

v

der Standardnormalverteilung. Man erhélt so flir den Erwartungswert:

EPTi+1 [(Lz(Tz) _K)+] _ EPT,H[(L (O) mvY K)+]

m+vy )+ fN(U,l)(y)dy

Y

2T
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2 Theorie des LIBOR—Markt—Modells

= L;(0) /+ - ezl Hmb g, K/ e 2V’ dy
- K3
g VvV 7 2m

madez [T°1 —1(y—v)? too _1,2
=L;(0)e""2 \/276 2 dy—K ﬁe 2¥ dy
Y n Y 7T

=1
=1-6(F—v)=¢(~7+v) =1-6(7)=0(~7)
= Li(0)p(=7 +v) — Ko(-9).

Wahlt man dy = —y + v und do = —7, so ergibt sich durch Einsetzen der Definitionen

von g, m und v die Behauptung. O

Mit der obigen Formel kann der Preis eines Caplets analytisch bestimmt werden. Um
auch den Preis fiir einen Cap zu erhalten, werden die Preise der einzelnen Caplets, aus
denen der Cap besteht, aufsummiert. Ein analoges Vorgehen fiihrt zu Preisen fiir Floorlets

bzw. durch Aufsummieren gleichermafen zu Preisen fiir Floors.

Analog zur obigen ,,Black 76“ Formel gibt es auch eine Black—Formel fiir Swaptions. Das

folgende Resultat wird ohne Beweis angegeben. Fiir genauere Betrachtungen siehe [BMO06].

Satz 2.2 (Black’s Formel fiir Swaptions). Es sei eine Tenorstruktur 0 =Ty <Th < --- <
Tn <T* gegeben. Weiter seien a, 5 € N mit 0 < a < 8 < N gegeben, so dass T, das erste
Fizing-Date und To41 das erste Payment-Date darstellen. Der Zeitpunkt Tg bezeichnet
das letzte Payment-Date. Fiir den Preis einer Payer—Swaption mit Swap—Rate Sq (-),

Strikezinssatz K und einem Nominal 1, gilt zum Zeitpunkt 0:

B—1
Vuwaption(0) = Y P(0, Ti:1)0 (S, 5(0)8(dr) — Ko(dy) ), (2.6)

=

mit di und dsy:

So 5(0 2
log *¢® + § (o54)° T,

SM
P T

1,2 =

Aujflerdem bezeichne 05%1 die am Markt quotierte Swaption—Volatilitit, sowie ¢(t) die Ver-
teilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Die Swap-Rate S 5(0) ist nach (1.5) ge-

geben durch:
P(0,To) — P(0,T)
C!,IB( ) = ﬁ*l .
Zi:a P(07E+1)6Z
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Bemerkung 2.3. Da in die analytische Formel und implizit in nur die LIBOR-
Raten L;(0) = L(0,T;,T;+1) eingehen und diese — auch fir den Fall, dass T; und Tj+q
nicht auf der Tenorstruktur liegen — zum Zeitpunkt 0 gegeben sind, werden die obigen
Formeln als Referenzwert dienen, wenn es um die Bewertung von zeitlich verschobenen

Caps und Swaptions mit Hilfe von interpolierten LIBOR—-Raten geht.

Nun gehen wir zuriick zur Beschreibung des LIBOR-Markt—Modells unter N —1 stochas-
tischen Differentialgleichungen. Das Ziel besteht darin, alle N — 1 Differentialgleichungen,
also den Ausdruck , unter einem einheitlichen Mafs zu betrachten. Die iiblichen Ma-
e, die zu dieser Betrachtung herangezogen werden, sind das Terminal-Measure und das

Spot—Measure. Diese sollen zunéchst eingefiihrt werden.

Das Terminal-Measure und das Spot—Measure
Das sogenannte Terminal-Measure bezeichnet im Kontext des LIBOR-Markt—Modells bei
einer vorgegebenen Tenorstruktur 0 = Ty <17 < --- < T das Tny—Forward Maf PIN. Es
ist das dquivalente Martingalmaf zu dem Numéraire N(t) = P(t,Tx). Die Bezeichnung
Terminal-Measure wird also verwendet, da T der letzte Zeitpunkt auf der Tenorstruk-
tur ist. Alle in Einheiten des Numéraires ausgedriickten Preisprozesse besitzen somit die
Martingaleigenschaft unter dem Terminal-Measure.

Das Spot—Measure dagegen ist das dquivalente Martingalmafs zu dem Numéraire, das

als Roll-over-Bankkonto definiert wird. Es sei im Folgenden mit ) bezeichnet.

Wir wollen jetzt die Dynamik der LIBOR-Raten unter dem Terminal-Measure betrach-
ten. Fiir den Beweis dieser Darstellung ist der Satz von Girsanov wesentlich, welcher nun
prasentiert wird. Auf den Beweis des Satzes wird an dieser Stelle jedoch verzichtet. Er kann

unter Verwendung von n—dimensionalen Prozessen nachgelesen werden in [Paul0].

Satz 2.4 (Satz von Girsanov). Es sei Py ein zu Py dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaj$
auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, (Ft)i>0). Die Filtration (Fi)e>o sei
die von der Brownschen Bewegung (W)i>o erzeugte vollstindige Filtration. Dann existiert

ein previsibler Prozess (Hy)i>o mit

P. t 1 [t
dPy :exp</Hdes—/Hs2dS>.
Fit 0 2 0

t

~ dp,
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2 Theorie des LIBOR—Markt—Modells

Auflerdem ist der Prozess (Wt) definiert durch

>0’
o t
Wi=W; — / Hds,
0
eine Brownsche Bewegung beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafes Ps.
Ist umgekehrt fir einen reellwertigen previsiblen Prozess (Hy)i>o der Prozess

t 1 t
Li = exp (/ H,dW, — / Hfds)
0 2 0

ein gleichgradig integrierbares Martingal beziiglich Py, so kann ein zu P dquivalentes Wahr-

scheinlichkeitsmafl Py auf (, Foo) definiert werden durch % e

= Loo. Auflerdem ist auch

in diesem Fall der Prozess, definiert durch
o t
Wt = Wt — / Hsds,
0

eine Brownsche Bewegung beziiglich dem Wahrscheinlichkeitsmafl Ps.

Jetzt sind die Vorbereitungen abgeschlossen, um die Dynamik der LIBOR-Raten unter
dem Terminal-Measure herzuleiten. An dieser Stelle sei betont, dass der Driftterm nur
unter dem natiirlichen Forward Maifs verschwindet. Wechselt man zu einem anderen Maf,
so muss der Driftterm berticksichtigt und neu bestimmt werden. Der folgende Satz zeigt

die Darstellung unter dem Terminal-Measure, vgl. [PA10b] oder [BMOG].

Satz 2.5 (Die LIBOR-Dynamik unter dem Terminal-Measure). Es sei die Tenorstruktur
0=Ty <Ti < - < Tn < T* vorgegeben. Unter dem Terminal-Measure P™N ist die

Dynamik der LIBOR-Raten fiir 0 <t <T; gegeben durch:

N-1
dL;(t) PTN Ok (t) Ly (t) .
= o;(t)dW; t) — o;(t — 0, 1dt uri=1,...,N —1. (2.7
L ~ o0 0 -t 30 (2.7
wobei WE™ (1), ..., Wﬁ?}f (t) Brownsche Bewegungen unter PTN sind und (p; ;); i1 N-1

die Korrelationsmatriz bezeichnet. Die deterministische Volatilitdt ist wie ublich mit o;(t)

bezeichnet und die Abstinde auf der Tenorstruktur mit §; = T4 — T;.
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Beweis: Die Idee des Beweises besteht darin, in einem ersten Schritt, ausgehend von der
Dynamik fiir L;(t) = L(t,T;, Tj+1) unter dem natiirlichen Forward Maf PTi+1 die For-
mel (2.7) fiir den Makwechsel von PTi+1 nach PTi+2 zu zeigen.

Unter dem natiirlichen Forward Maf PT#+! ist die Dynamik fiir L;(t) gegeben durch
dLi(t) = o () L)W " (1) fiwri=1,...,N — 1.

Bei dem durchzufiithrenden Numéraire—Wechsel ist die Radon—Nikodym Dichte zur De-
finition des Wahrscheinlichkeitsmafes PTi+2 mit ¢ < T;,; nach [BMO6] ,,The Change—of-

Numeraire Technique” gegeben durch

dPTi2 P(t,Tip2)P(0, 1) 1
dPTevlr — P(0,Tio)P(t, Tix1) — Zi
Wegen
P(t,Ti+1)
Pt Tiva) + 041 +1<)

konnen wir Z; auch schreiben als:

1+ dip1Lit1 ()
1+ 6;41Li+1(0)

Da L;y1(t) unter dem Wahrscheinlichkeitsma P7i+2 die Martingaleigenschaft besitzt,

Ly =

fir ¢ S ﬂ+1.

ist auch Z; ein (positives) Martingal unter dem Maf PTi+2. Wir wollen die Dynamik von

Z; betrachten. Diese ist gegeben durch:

14 041 Liga(t) > dit1
dZ; =d = dL; 1 (t
! <1 + di+1Li+1(0) 1+ 6i4+1Li+1(0) (0
diy1 plite
- i1 (8) Lt (£)dW;
1 +5i+1Li+1(0)0+1( ) +1( ) +1 ( )
_ T+ 6ipiLita(t) divr1oip1 () Liva(t) | 0 pTive
- ] ] ] ] dWH—l ( )
14 0i+1Li+1(0) 14 6i41Liy1(t)

=74 Z:Xi+1(t)

Wir wollen Z; als Lésung der stochastischen Differentialgleichung schreiben. Beispielswei-
se nach [Paul0Q] erhalten wir fiir dZ; = ZtXl-H(1t)dVVZ-]flji+2 (t) mit der Martingaleigenschaft

und Zy = 1 ein exponentielles Martingal der folgenden Form:

7 = exp </ Xip1 (w)dWE T () —/X,H 2du> (2.8)

Beziehungsweise fiir Z% gilt entsprechend
WwEit2 I 2
— =exp Xz+1 Wil (u)+ B Xit1(u)du ) . (2.9)
0
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T.
Nun muss jedoch I/Vi]if+2 keine Brownsche Bewegung mehr unter dem Wahrscheinlich-
keitsma® PTi+1 sein. Wir verwenden den Satz von Girsanov [2.4] unter zusitzlicher Beriick-

sichtigung der Korrelation, so dass

t
T’L T’L
WET () = WET (6) — proninn /0 Xip1 (u)du (2.10)

eine Brownsche Bewegung beziiglich PTé+1 ist. Die Korrelation Pi+1,i+1 ergibt sich aus der
Korrelation der Brownschen Bewegungen aus den Gleichungen (2.8)) und - Es muss

d [Wif“ lerf” . = pit1,i+1dt gelten, so dass aus d [Wﬁf” le_f“L = dt bereits

(3 2 (3 2

pi+1,i+1 = 1 folgt. Wir schreiben (2.10)) in der Form:
AW (8) = dWET (1) + Xoa (00t

Setzt man dies in die Gleichung (2.9) ein, so ergibt sich:

1 ¢ :
Z = exp (—/ Xi+1(u d le_l +2 / X1+1 du>
= eXP( /Xz+1 zI—DI—IH_l( )+ Xiya(u /Xz+1 du)
whhit Lt 2
== X1+1 H—l (’LL) — 5 Xi+1(u) du | . (211)
0

So hat Z% wieder eine Darstellung als Exponentialmartingal und es folgt mit dem Satz von

Girsanov, angewendet auf die Radon—Nikodym-Dichte

dPTi+2 1
dPTivt|\r, — 7,

dass die i-te Brownsche Bewegung unter dem Maf P72 aus der Brownschen Bewegung

unter PTi+1 hervorgeht durch:
plit2 pPlit1 t
L R UET Y (S (2.12)
0

wobei die Korrelation p; ;41 gegeben ist iiber die Korrelation der Brownschen Bewegungen
wF fi (t) aus (2.12) und I/Vi]_ﬁ“rl (t) aus (2.11)), genauer durch:

d |:WiPTi+1 WZ]—D"_lerl} = pi,i—i—ldt-
Aus (2.12) erhalten wir die Beziehung;:

dWE ™ (1) = dWF " (1) = piipa Xisa (£)dE. (2.13)
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Jetzt wissen wir, wie die i—te Brownsche Bewegung W[ fi (t) unter dem Maf PTi+
beschrieben werden kann, nédmlich durch die entsprechende i—te Brownsche Bewegung
wk T2 (t) unter dem Maf PTi+2. Setzen wir dies schlieklich in die Ausgangsdynamik von
L;(t) ein, so erhalten wir die Dynamik von L;(t) statt unter dem natiirlichen Forward Mafs

PTit1 jetzt unter PTit2:
dLi(t) = oy () Li( ) AW (¢)
= 0i(t)Li(t) (dWipTHQ (t) — Pi,i—i—lXi—i-l(t)dt)

= oi() Li(t)dWE ™ (t) — 03 () Li(t) pripr Xigr (¢t

dit10i41(t) Lit1(t)
14+ 6i41Liv1(t)

In weiteren Schritten kann dieses Verfahren geméaf [PA10b| iterativ fortgefiihrt werden,

=0; (t)Li (t)dWiPTi+2 (t) — 05 (t)LZ' (t) pmqudt.

um letztendlich zur gewiinschten Darstellung unter dem Terminal-Measure zu gelangen.
Aus der Gleichung ([2.13)) kénnen wir folgern:
Tr_
AWE™ () = dW P V7 () + pin-1 X1 (t)dt
pIN—2
= dWi (t) + Pi,N—zXN—Q (t)dt + pi7N_1XN_1(t)dt
T
= dW () + prin Xip (B)dt + - + pn—2 XN_2(t)dt + pi N1 X n-1(t)dt
- N-1
= dWT (6 4+ D piaXe(t)dt.
k=i+1

Also erhalten wir insgesamt:

N-1
i 50 (1) Li(t)
AWF " () = aw P () - Y RIEDR .

Setzt man dies wiederum in die Ausgangsdynamik von L;(t) ein, so erhélt man

dLi(t) = oy () Li(H)dWF ™ (1)

N-1
Orok(t) Li(t)
— oy Li(t) | dWE™ (1) — kORI TR dt
=i+1
T I Spon(t) Li(t)
= oy () Li(t) AW ™ (t) — o3 (t) Li(t SRERTZRA s
(t)Li(t) (t) (t) ()k§11+5kLk(t>p,k
und damit die Behauptung. O

Ahnlich kann man auch die Dynamik unter dem Spot-Measure herleiten. Man erhélt

dann die folgende Aussage:
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Satz 2.6 (Die LIBOR-Dynamik unter dem Spot-Measure). Es sei die Tenorstruktur 0 =
To < Ty < -+ < Ty < T* vorgegeben. Unter dem Spot-Measure @ st die Dynamik der
LIBOR—-Raten fir 0 <t <T; gegeben durch:

dL;(t) 0  Gpo(t) L) .
— 0, (OdWE(t) + o4 (t R ANl ASTP —1,...,N—1, (2.14
O CLAURIDID DI S ot L (2.14)
k=n(t)
wobei WlQ(t), ce Wf\?il(t) Brownsche Bewegungen unter @ sind und die Korrelationsma-

triz durch (pij); ;=1 n_y gegeben ist. Weiter ist n(t) nach (2.1) definiert durch n(t) :=

max{i €{1,...,N} | T;_1 <t}.

2.2 Kalibrierung des Modells

In dem folgenden Unterkapitel wird eine Moglichkeit aufgezeigt, wie das LIBOR-Markt—
Modell an gegebene Marktdaten kalibriert werden kann. Unter einer Modellkalibrierung
versteht man eine Anpassung der freien Parameter, so dass man die am Markt zu beob-
achtenen Preise moglichst genau mit dem Modell trifft. Es gibt zahlreiche Moglichkeiten zur
Kalibrierung des LIBOR-Markt—Modells an Marktdaten. Eine sehr ausfiihrliche Darstel-
lung einiger Ansétze findet sich in [BMOG]. In einem ersten Schritt wollen wir eine Formel
zur Kalibrierung an Caps und einen Ansatz zur Kalibrierung an Swaptions vorstellen. Da
fiir die Praxis eine simultane Kalibrierung an Caps und Swaptions von grofser Wichtigkeit
ist, wollen wir anschliefsend diese Moglichkeit der Kalibrierung anhand eines Artikels von

Schoenmakers und Coffey, vgl. [SCOQ], vorstellen.

Es sei die Dynamik der LIBOR-Raten unter dem Terminal-Measure vorausgesetzt.
Aus der Darstellung wird deutlich, welche freien Parameter fiir das Modell noch
bestimmt werden miissen, um eine Bewertung durchzufiihren. Bei der Kalibrierung des
Modells sind die Volatilitatsfunktionen o;(t) und auch die Eintrége der Korrelationsmatrix
pij fiir i,j7 = 1,..., N — 1 so zu bestimmen, dass das Modell die Marktdaten moglichst
genau abbildet. Um den Ausdruck der ,méglichst genauen Anpassung® des Modells zu spe-
zifizieren, wird zuvor ein Maf fiir die Giite der Anpassung festgelegt. So wird zumeist die
mittlere quadratische Abweichung von Markt— und Modellpreisen minimiert.

Das Ziel der Kalibrierung nach Schoenmakers und Coffey ist es, das Modell zugleich

an Caps und Swaptions zu kalibrieren, da exotische Optionen z.B. nicht nur von den
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Cap—Preisen, sondern zusétzlich auch von den Swaption—Preisen abhéngen konnen. An
dieser Stelle sei jedoch bemerkt, dass Cap— und Swaption-Maérkte keinesfalls konsistent
zueinander sind. Ein weiterer Aspekt, der fiir die Kalibrierung nach Schoenmakers und
Coffey spricht, ist die Robustheit der Kalibrierung bei sich &ndernden Marktdaten.

Wir wollen nun die Idee des Ansatzes von Schoenmakers und Coffey vorstellen, um ei-
ne in der Praxis notwendige simultane Kalibrierung des Modells an Caps und Swaptions
durchzufiihren. Da wir das Standard LIBOR-Markt—Modell (also ohne Smile-Effekte) be-
trachten, soll die Kalibrierung jeweils an ,at the money* Caps und Swaptions erfolgen.
Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die Formel von Rebonato. Diese Approximation soll

nun als erstes hergeleitet werden. Die Ausfithrungen orientieren sich an [BMOG6.

Sei , 8 € Nmit 0 < a < < N wie im Satz [2.2] so dass T, das erste Fixing-Date,
To41 das erste und Ty das letzte Payment-Date darstellen. Dann kann zur Kalibrierung
des LIBOR—Markt—Modells die am Markt quotierte Swaption—Volatilitdt nach Rebonato
approximiert werden durch:

B o (0Vwr (VL ()L (0) s T
(o5 ~Y ( i(0) J(giL;((g))QLj(o)pz,J ;a /O oi(H)os(8) dt>’ (2.15)

wobei S, g(-) die Swap—Rate ist und die Gewichte w;(-) gegeben sind durch:

0i [T (1 + 0 Li(t)) ™

) (5 [Tr—a (1 + 0rLi(t) 1>'

W (t)

Um die Approximation (2.15)) zu zeigen, schreiben wir die Swap-Rate S, g(t) zundchst

fiir t < T, als eine gewichtete Summe von LIBOR-Raten:

P(t,T,) — P(t,Ts)
ST 6, P(t, Thyn)
_ X SLi(t)P(t Tivn)
SO 5. P(t, This)
_ X W)

1 (t,Tn
S O e

_ Zi:a L;(t)6; Hk:a (14 0pLy(t) "
St 0n e (14 S5 Li(1)) !

Sa,p(t) =

26



2 Kalibrierung des Modells

mit
N | N (R 2C) I
St (0n Thie (14 8Le(®) )

Hierbei folgen die ersten zwei Zeilen der Gleichungskette aus der Definition der Swap—Rate,

wi(t)

vgl. Formel (1.5)). In der dritten Zeile wurde erweitert, worauthin in der vierten Gleichung

die Beziehung zwischen LIBOR-Rate und Zerobond genutzt wurde, genauer

P(t’EJrl) _ 1
P(t,T;)  1+8Li(t)

Der erste Schritt bei der Approximation lautet:

B—1 B—1
Sap(t) = Z w;i(t)Li(t) ~ Z wi(0)L;(t),

es werden also die Gewichte w;(t) durch ihre Ausgangswerte zum Zeitpunkt 0 ersetzt (Free-

zing). Mit der Dynamik fiir die LIBOR-Raten ergibt sich nun

B—1 B-1
S, 5(t) ~ Z wi(0)dL;(t) = Z wi(0)a; () Li () dWi(t) + (... )dt.

Dies gilt fiir ein beliebiges dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf mit entsprechendem
Driftterm (...)dt. Da wir im Folgenden nur an der quadratischen Variation interessiert
sind, muss der Driftterm nicht weiter spezifiziert werden, da dt dt = 0 und dt dW; = 0 gilt.

Die quadratische Variation ist dann wegen d[W;, Wj], = p; jdt gegeben durch:

B—1
d[Sapl, = > wil0)w;(0)os(t)os(t) Li(t) L (t) pi st (2.16)

Lj=a

Andererseits hat man in dem Modell fiir Swaptions unter dem Forward-Swap Maf P®#

mit der Swaption—Volatilitit o, 5(t) den Ansatz:
S05(t) = 00 5(t) S s () AW ™ (8).
Auch hier kann man die quadratische Variation bestimmen. Es ergibt sich:

d [Sa»ﬁ]t = Jaﬁg(t)QSa’g(t)th. (2.17)
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Durch Gleichsetzen der Ausdriicke (2.16)) und (2.17) fiir die quadratischen Variationen
erhélt man die Gleichung:

-1
Ja75(t)25a7ﬁ(t)2dt = Z wi(O)OJj(O)O'i(t)O'j(t)Li(t)Lj(t)pLjdt.

1,]=a
Ersetzt man in einem weiteren Approximationsschritt noch die in der Formel enthalte-
nen LIBOR-Raten sowie die Swap—Rate durch ihre Anfangswerte (erneutes Freezing) und

benutzt die Integrationsschreibweise mit (o2 ﬁ)2 = T%,L Jo “0a,p(t)?dt, so gelangt man zu:

To 30 it wi(0)w; (0)0i (1) (£) Li(0)L; (0)pi

SM
Tu(o ,B) ~ 0 Sav@() :
-1 g
SM 2 wi (0)w () i(OL;(0)pij 17
& (o) Ni;a< - 5(0)2 Ta/o i(t) g(t)dt>.

Dies ist die in (2.15)) behauptete Approximation von Rebonato.

Mit der obigen Formel ist es moglich das LIBOR-Markt—Modell an Swaptions zu kalibrie-
ren. Um es andererseits an Caps (bzw. genauer an die einzelnen Caplets) zu kalibrieren, hat
man die folgende Bedingung zu erfiillen. Wie auch im Beweis von Satz gezeigt wurde,
ist log(L;(T;)) unter seinem natiirlichen Forward Maf PTi+! normalverteilt, wobei die Va-
rianz gegeben ist durch fOTiUi(t)th. Am Markt werden wegen der 1:1-Beziehung zwischen
Volatilitat und Preis die Cap—Volatilitdten quotiert. Uber das sogenannte ,Cap-to-Caplet—
Stripping” erhélt man die Caplet—Volatilitdten a . Die Bedingung zur Kalibrierung des
Modells an den Caplet—Markt ergibt sich zu:

oz LT
(o7™)" = T /0 o;(t)°dt. (2.18)

Da in der Gleichung keine Korrelation steht, sind die Caplet—Preise nicht korrelati-
onssensitiv. Bei einer alleinigen Kalibrierung an Caps wiirde man also nicht auf die Eintrage
der Korrelationsmatrix schliefen kénnen. Die Idee bei dem Vorgehen von Schoenmakers
und Coffey in ihrem Artikel [SCO0] ist nun, dass man die Bedingung zur Kalibrierung an
Caps mit der Bedingung zur Kalibrierung an Swaptions vereint.

In einem ersten Schritt geben wir uns funktionale Formen fiir die Volatilitdtsfunktion
oi(t) und fiir die Eintrége p;; der Korrelationsmatrix vor. Fiir die Volatilitatsfunktion

CM

wiirde man im einfachsten Fall die Volatilitét als konstante Funktion o;(¢) = o;”" voraus-

setzen. Dies erweist sich allerdings in den meisten Féllen als unzureichend und 6konomisch
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2 Kalibrierung des Modells

nicht zweckméfig, sodass man in der Praxis haufig die folgende Form verwendet:
oi(t) = i [(a(T; —t) + d) exp ( — b(T; — t)) + ] . (2.19)

Am Markt wird ein sogenannter ,Hump®, also ein Buckel, in der Volatilitdtsstruktur
beobachtet. Die Volatilitét steigt bis zu einem Maximum, das bei einer Falligkeit von etwa
2-3 Jahren liegt, an und féllt mit weiter zunehmender Félligkeit ab. Geht man von dem
Ansatz aus, so kann man diese Hump-Eigenschaft der Volatilitatsstruktur abbilden.
Dariiber hinaus wird mit eine Zeithomogenitét der Volatilitdtsstruktur erreicht. Ein
dritter Vorteil, der fiir die Verwendung in der Praxis spricht ist, dass man eine analytische
Losung fiir Integrale der Form fOTaO'i(t)O'j (t)dt angeben kann. Fiir andere Ansétze sei an

dieser Stelle auf [BM06] verwiesen.

Fiir die Korrelationsmatrix (p; ;) _, sollen die folgenden Eigenschaften erfiillt

ij=1,...,N
sein. Das erste notwendige Kriterium ist, dass die Matrix positiv semidefinit ist, d.h. die
Eigenwerte der Korrelationsmatrix diirfen nicht negativ sein. Aufserdem werden negative
Korrelationen ausgeschlossen, also p; ; > 0 fiir alle ¢,7 = 1,..., N — 1. Optional kann
man dariiber hinaus noch fordern, dass die Korrelationen umso geringer sind, je grofer
der Abstand der zu den Brownschen Bewegungen gehorigen Raten ist. Genauer ist dann
pij,» als Funktion von ¢ betrachtet, fallend fiir ¢ > j. Zuletzt kann optional angenommen
werden, dass benachbarte Raten, und damit ihre zugehorigen Brownschen Bewegungen,
umso korrelierter sind, je weiter man in der Zeit voranschreitet. Dies wiirde bedeuten, dass

fiir ein festes p die Werte p;yp;, betrachtet als Funktion in 7, wachsend sind in 7. Ein

Beispiel fiir eine funktionale Form der Korrelationen ist:

pij(7: Poc) = €xp (—(N|Z__1)j|_1 (— log(pmo) + 1L (_]\;)__1; — ; — ‘7)) . (220)

Wir schreiben nun (2.19) in folgender Form:

0i(t) = @i Japea(Ti —t) mit  ggpeals) = (as + d) exp ( — bs) +c. (2.21)

Setzt man die obige funktionale Form der Volatilitat in (2.18)) ein, so erhdlt man:

2_1

T; (,02 T;
(oM = L / os(t)2dt = FL / Gopea(Th — 1)2dt. (2.22)
111' 0 112 O A hg]
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Einfiihrung LIBOR—-Markt—Modell

Jetzt folgt der entscheidende Schritt nach [SC00|, bei dem wir die Caplet—-Bedingung in
die Swaption—Bedingung (2.15) einflieffen lassen. Hierzu wird definiert:

gabed . _ 1/T°“ 9i(t)o;(t) .,

bie T T CM ,CM

dt

0 a; O'j
/Ta i Jap.e,d(Ti — 1) 05 Gapc,a(Tj — 1)
; 5OV OM

1
Ty ;

_ L _viv
Ta O'Z-CMO']CM
To
\/TZ\/TJ fo ga,b,c,d(Ti - t) ga’b’C’d(Tj — t)dt
= 0 = i .
i \/fo JapedTi = t)th\/ Jo? GapealT; — t)2dt

T
/ ga,b,c,d(Ti - t) ga,b,c,d(Tj - t)dt
0

Der Ausdruck 6%7“? kann analytisch bestimmt werden. Es sei bemerkt, dass sich die Ko-

Z7J7a
a,b,c,d

effizienten ¢; in der obigen Gleichung herausgekiirzt haben. Verwenden wir nun 6; o

zusammen mit den funktionalen Formen fiir die Volatilitét (2.19) bzw. (2.21]) und die Kor-

relation ([2.20)), so definiert man unter Beriicksichtigung der Formel von Rebonato (2.15):

g1
w;i(0)w;(0)L;(0)L;(0 b.ed
NICA TR ENDY ( (0 fq( )(ng) 10 pig (Vs poc) oMo SMOT )
ij=a @,
Insgesamt erhalten wir mit
SM 2
2 Uaﬂ —Oq,pB (aa b7 ¢, d7 e pOO)
RMS(avbacade’pOO) = (N—l)(N—2> Z ( O'SM )
1<a<f—2B<N a,B

ein Minimierungsproblem iiber die Parameter a, b, ¢, d,~y, poo der folgenden Art:

a’b’gli’ﬁpoo RMS(a,b,c,d,~, poo)- (2.23)
Haben wir schliefslich die Parameter a, b, ¢, d, 7, pso iiber das Minimierungsproblem
festgelegt, so werden zuletzt die Koeffizienten ¢; iiber die Gleichung bestimmt.
Somit ist das LIBOR-Markt—Modell gleichzeitig an Caps und Swaptions kalibriert, wobei

die Caplets sogar exakt getroffen werden.

Bisher wurde das Modell also allgemein aufgestellt und die freien Parameter wurden in
der Kalibrierung an die entsprechenden Marktwerte fiir Caps und Swaptions angepasst. In

dem nun folgenden Abschnitt wird die Simulation des Modells erléautert.
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2 Simulation des Modells

2.3 Simulation des Modells

Das LIBOR-Markt-Modell wird in erster Linie fiir die Bewertung sehr komplexer Derivate
benutzt. Fiir die meisten Anwendungen wird die Monte—Carlo—Simulation verwendet. Vor
allem stark pfadabhéngige Derivate kdnnen {iber diesen Ansatz sehr gut bewertet werden.
Fiir einfache Derivate wird das LIBOR-Markt—Modell in der Regel nicht verwendet.

In diesem Kapitel werden wir zundchst das allgemeine Vorgehen bei der Monte—Carlo—
Simulation erldutern. Das Ziel ist dann eine Effizienzsteigerung dieser Simulation. Daher
werden wir in einem néchsten Schritt {iberblicksartig geeignete Verfahren vorgestellt, die
die Performance der Simulation entscheidend verbessern. Als Literatur dienen fiir diesen
Abschnitt insbesondere die Biicher [PA10a], [Hul09], [Eri07], [BMO06] und [Jac02], sowie die
Artikel [PPVRO3| und [Jos03].

Zur Bewertung von Caplets und Swaptions wurden mit den Formeln und Mog-
lichkeiten aufgezeigt, einfache Derivate mit einer analytischen Formel zu bewerten. Da es
aber in den meisten Féllen nicht moglich ist, eine geschlossene Formel anzugeben, wird die
Monte—-Carlo—Simulation verwendet. Sie basiert auf dem ,Starken Gesetz der Grofsen Zah-
len“. Statt den Erwartungswert analytisch zu berechnen, werden zufallige Pfade simuliert
und anschliefsend der Durchschnitt iiber alle diese Realisationen gebildet.

Um mit den in Abschnitt festgelegten Paramtern jetzt eine Monte—Carlo—Simulation
durchfiithren zu kénnen, miissen wir zunachst eine Diskretisierung der stochastischen Diffe-
rentialgleichung vornehmen. Dies geschieht z.B. mit dem Euler—Schema, das im Folgenden

erdrtert wird. Die Darstellung erfolgt geméf [Fri07] und [Jac02].

Definition 2.7 (Euler-Schema). Es seien dX; = pdt + o dW, eine stochastische Dif-
ferentialgleichung und ts fir s = 0,...,n, die Zeitpunkte der Zeitdiskretisierung, wobei

0=ty <--- <ty gelte. Dann ist das Euler—Schema fiir X gegeben durch:
th+1 = th + L, Ats + UtSAWtS7 (2.24)

wobei Aty :=to 1 —ts, sowie AWy, =W, ., — W, .

E]

Alternativen zu dem Euler-Schema aus Definition sind zum Beispiel das Milstein—
Schema oder das Pradiktor—Korrektor Verfahren, siehe hierzu [Jac02] und [PPVRO3|. Die
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Einfiihrung LIBOR—-Markt—Modell

Erfahrungen in der Praxis zeigen jedoch, dass das Euler—Schema zusammen mit einer klei-
nen Schrittweite den besten Kompromiss aus Genauigkeit und Performance liefert. Statt
ein komplizierteres Diskretisierungsverfahren zu implementieren, ist es in vielen Fiéllen ef-
fektiver, das im Vergleich relativ einfache Euler—Schema mit kleiner Schrittweite zu wéhlen
und dafiir Ansitze zur Faktorreduktion und Varianzreduktion zu implementierenfl]

Wir wollen die LIBOR-Raten ausgehend von der Dynamik unter dem Terminal-Measure
simulieren. Um Fehler zu vermeiden, wendet man das in Definition [2.7] vorgestellte Sche-
ma nicht direkt auf die LIBOR-Raten an, sondern auf die log~-LIBOR-Raten unter dem

Terminal-Measure. Diese erhélt man mit Hilfe der It6—Formel wie folgt:

dlog(Li(t)) = LOBLO) 4y 1P IoBLi®) 1y

oL 2 OL?

1 1 1
= LT 2<5mw9dmh

! T L = o) Llt)
= Ll(t) oi(t) Li(t )dWP (t) — mUz(t)Lz(t) kzz—:’— mpi xdt

1
§Lz( ) N———r

N-1 o gj 2
= oi()dW ™ (1) — ("z‘(t) Z;l mﬂk ! (;)> "

Beriicksichtigt man, dass die Differenzen AW (t,) = WE™ (t,11) — W™ (t,) nach
Definition einer Brownschen Bewegung normalverteilt sind unter PT¥, so ist die Zeitdis-
kretisierung fiir ¢ = 1,..., N — 1 geméf nach Anwendung der Exponentialfunktion
gegeben durch:

N-1
ook (ts) Li(ts)
Li(tss1) = Li(ts) exp ( — oi(ts) kz mﬂi7k(t5+1 —ts)
=1+1
(¢ 2
—“ggaﬁr%g+mm>uﬂ—unq, (229
wobei wir Y7 4,...,Yn_1, fiir s =0,...,n — 1 annchmen als standardnormalverteilte Zu-

fallsvariablen. Mit (2.25)) konnen wir schrittweise die gewiinschten LIBOR-Raten simulie-

ren. Die Diskretisierungszeitpunkte ts mit 0 = ¢35 < --- < t, sind hierbei mindestens so

4Dies trifft vor allem fiir Erweiterungen des LIBOR-Markt—Modells zu, die das Smile abbilden, wie etwa
stochastische Volatilitdt. Hier ist ein Schema hoherer Ordnung (das Euler—Schema ist ein Schema 1.

Ordnung) oft nicht einfach zu berechnen und zu implementieren.
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2 Simulation des Modells

fein gewdhlt, wie das LIBOR-Grid 0 = Ty < 11 < --- < Ty, d.h. es gilt n > N. Die
Diskretisierungszeitpunkte werden auch Simulationsgrid genannt.

Fiir jede LIBOR-Rate werden jeweils M Realisierungen erzeugt. Ist man nur an der ent-
sprechenden Forward-LIBOR-Rate interessiert, so mittelt man iiber diese M Realisatio-
nen. Die Monte-Carlo-Simulation dient aber vorrangig der Bewertung von Zinsderivaten.
Implementiert man das LIBOR-Markt—Modell, so wiirde man die Interpolationsansétze,
die im nachfolgenden Kapitel [3| vorgestellt werden, in die Simulation integrieren. Die In-
terpolationen werden dann in jedem der M Pfade durchgefiihrt. Schlieklich werden die
M Payoffs gemittelt, um eine Bewertung fiir das Zinsderivat zu erhalten. In Kapitel

werden auf diese Weise beispielhafte Zinsderivate bewertet.

Um eine hohe Genauigkeit fiir den simulierten Mittelwert zu erreichen, ist es nétig M sehr
grofs zu wihlen. Wir wollen zuerst den Standard—Fehler betrachten, der bei einer Monte—
Carlo-Simulation entsteht, siche hierzu auch [BMO06] Kapitel 6.11. Zur einfachen Veran-
schaulichung seien hierzu p der Erwartungswert, der iiber die Monte—Carlo—Simulation
bestimmt werden soll, und X; die Realisationen fiir ¢ = 1,..., M. Die X; werden als
unabhéngig und identisch verteilt angenommen. Dann gilt zunéchst fiir die Varianz des

Monte—Carlo Schétzers fiir den Erwartungswert:

Var [Xl]

M
1 1
Var | ar 2% “] = M VerlX] = =5

Ist ox, die Standardabweichung von Xj, so ist der Standard-Fehler der Monte-Carlo—-

Simulation gegeben durch f/% Mit der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung

gilt 20(z) — 1 =98% < z ~ 2,33. Also ist das 98%—Konfidenzintervall gegeben durch:

M M
1 ox 1 ox
—NX;—2,3328 0 NTx, 12,3355
[MZ vM M; vM

i=1
Um nun die Genauigkeit der Aussage zu erhéhen, d.h. das Konfidenzintervall zu verklei-
nern, ergibt sich — wie auch in [BMO06] oder [Hul09] beschrieben — das Problem, dass bei
einer Intervallverkleinerung um den Faktor 10, die Anzahl der Realisationen M um den
Faktor 100 erhéht werden muss. Dieses Vorgehen ist fiir die Praxis nicht effizient genug, da
man M entsprechend grofs wahlen muss, um gute Ergebnisse zu erzielen. Aus diesem Grund
stellen wir in einem kurzen Uberblick ausgewshlte Moglichkeiten vor, um die Performance

der Simulation entscheident zu verbessern.
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Einfiihrung LIBOR—-Markt—Modell

Die erste Moglichkeit zur Steigerung der Performance ist die Durchfithrung einer Vari-
anzreduktion. Statt M zu erhohen, wird hierbei die Varianz und damit ebenfalls der Fehler
verringert. Eine Auswahl unterschiedlicher Ansétze zur Varianzreduktion findet sich z.B.
in [Jac02| oder [PA10al. Zu diesen Ansétzen gehort beispielsweise das ,Moment Matching®,
bei dem die Simulationen so angepasst werden, dass die Mittelwerte der in der Simu-
lation erzeugten Realisationen mit den entsprechenden theoretischen Erwartungswerten
iibereinstimmen. Aufserdem zéhlen das Verfahren ,Importance Sampling” und der ,Control
Variates“—Ansatz zu den varianzreduzierenden Techniken.

Auch die Faktorreduktion verbessert die Performance bei der Monte—Carlo—Simulation.
Hierbei wird die Anzahl der unabhéngigen Brownschen Bewegungen reduziert. Ein fiir die
Praxis gut umzusetzendes Verfahren stellt Joshi in dem Artikel [Jos03] vor. Alternativ ist
eine Faktorreduktion auch iiber die Eigenwerte der Korrelationsmatrix moglich. Hierzu sei
z.B. auf [Fri07] oder [PA10b] verwiesen.

Die Faktorreduktion alleine ergibt schon eine enorme Einsparung bei der Rechenzeit.
Um eine noch prézisere Simulation zu erhalten, ist z.B. die Ergénzung der Faktorreduk-
tion durch das sogenannte ,Brownian Bridge“—Schema moglich. Bei dieser Idee werden,
ausgehend von der geringeren Anzahl an unabhingigen Brownschen Bewegungen in Folge
der Faktorreduktion diskrete Pfade der Brownschen Bewegungen erzeugt, deren Volati-
litdt moglichst grofs ist. Zur Umsetzung dieser Technik findet sich z.B. ein ausfiihrlicher
Algorithmus in [Jac02|. Zusétzlich greift man in der Praxis héufig anstelle von Pseudo—
Zufallszahlen auf sogenannte Quasi—Zufallszahlen zurtick.

Wird die positive Wirkung der einzelnen Verfahren zusammen genutzt, so erhélt man
eine sehr effiziente Simulation fiir das LIBOR-Markt—Modell. Die erwéhnten Ansétze ha-
ben sich als sehr wirkungsvoll erwiesen. Es handelt sich aber keineswegs um die einzigen

Moglichkeiten, um die Simulation effizienter zu gestalten.

Zusammenfassend ist die Simulation der LIBOR-Raten daher Bestandteil der Payoff-
Simulation eines Zinsderivates. Allerdings ergeben sich bei der Simulation nur die LIBOR-
Raten von einem Zeitpunkt der Tenorstruktur zu einem weiteren. LIBOR-Raten, die zwi-
schen solchen Zeitpunkten starten oder fallig werden, konnen nicht simuliert werden. Be-
nétigt man fiir die einzelnen Pfade der Payoff-Simulation auch solche Raten, so miissen

wir eine Interpolation durchfiihren. Die Interpolation ist das Thema des néchsten Kapitels.
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LIBOR—Markt—Modell

Im vorherigen Kapitel haben wir analysiert, wie man die Forward-LIBOR-Raten ent-
lang der vorgegebenen Tenorstruktur simuliert. Die Tenorstruktur ist festgelegt iiber die
verwendeten LIBOR—Raten, also z.B. {iber die sechs Monats LIBORen und schrinkt somit
die Verfiigbarkeit der LIBOR-Raten auf die vorgegebenen Zeitintervalle des LIBOR-Grids
ein. Die Zahlungsstruktur des Zinsderivates stimmt aber in vielen Féllen nicht mit der
Tenorstruktur des Modells iiberein, so dass in den Pfaden der Payoff-Simulation LIBOR-
Raten erforderlich sind, die nicht simuliert werden koénnen.

Selbst wenn man in der Theorie die Tenorintervalle kleiner wéhlt, ist es unter Umsténden
nicht méglich die Zahlungsstruktur des Zinsderivates genau zu treffen oder die erforderli-
che Frequenz geht iiber die heutigen Computerleistungen hinaus. Zudem ist es auch nicht
zweckméfig bei jedem neuen Zinsderivat das Modell an die Zahlungsperioden anzupassen,
es neu zu kalibrieren und erneut zu simulieren, um die gewiinschten Zinsraten fiir die Be-
wertung zu erhalten. Vielmehr méchte man ein bestehendes Modell so flexibel wie moglich
benutzen, um Bewertungen verschiedener Zinsderivate durchzufiihren.

Ausgehend von dem bestehenden Modell bendtigen wir somit LIBOR-Raten, deren Peri-
ode zwischen zwei beliebigen Zeitpunkten auf der Tenorstruktur beginnen und enden kann.
Da diese Raten aber nicht simuliert wurden, stellen wir in diesem Kapitel ausgewahlte In-
terpolationsanséitze vor, um auch diese Raten bestimmen zu kénnen.

In dem ersten Unterkapitel wird anhand einfacher Beispiele die Problemstellung her-
ausgearbeitet, die eine Interpolation erstrebenswert macht. Um einen Interpolationsansatz
bewerten zu kénnen, wird im anschliefenden Abschnitt auf die Kriterien eingegangen, die
ein Interpolationsansatz erfiillen muss bzw. sollte. Im Anschluss daran werden die unter-

schiedlichen Interpolationsansitze vorgestellt.
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3.1 Problemstellung

Im Folgenden soll in einem ersten Schritt die Problematik erldutert werden, die eine Unter-
suchung der Interpolationsmoglichkeiten begriindet. Wir werden hierzu erneut reflektieren,
welche Daten fiir ein beispielhaftes Zinsderivat zur Verfiigung stehen und darauf aufbauend

die Notwendigkeit der Interpolation im LIBOR-Markt-Modell verdeutlichen.

Wir geben uns beispielhaft zwei Zinsderivate vor, die eine Interpolation im LIBOR-
Markt—Modell erfordern. Hierzu setzen wir voraus, dass wir uns heute im Zeitpunkt 7y = 0
befinden und bereits ein kalibriertes LIBOR-Markt—Modell mit der festen Tenorstruktur
0 =Ty < --- < Ty gegeben haben. In diesem Modell kénnen wir auf die LIBOR-Raten
Lyy(#); Lpy+1(t), - - -, Lv—1(t) zuriickgreifen, wobei ¢ ein Zeitpunkt der Zeitdiskretisierung
aus der Simulation sein muss, siche auch Abschnitt

Das erste Zinsderivat, das wir betrachten wollen, sei eine Swaption mit der folgenden
Zahlungsstruktur: Es sei 75"* > 0 das erste Fixing-Date und Tgwap mit a < 3 das letzte
Payment-Date. Weiter gelte TkSwap ¢ {Ty,...,Tn} fir alle K = «,...,3. In die Bewer-
tung der Swaption gehen LIBOR-Raten ein, deren Start— und Enddatum nicht auf dem
LIBOR-Grid liegen. Genauer gesagt handelt es sich um die Raten L(TkS wap T, ks wap, Tksjrvfp)
fir k € {a, ..., —1}. Diese konnen jedoch nicht mit dem vorgegebenen Modell bestimmt
werden. Um auch fiir diese Perioden LIBOR-Raten ausgehend von der urspriinglichen
Tenorstruktur des Modells zu bestimmen, ist eine Interpolation erforderlich.

Als zweites Beispiel betrachte man einen ,,Range Accrual“ auf den 6—Monats—LIBOR.
Dies ist ein Zinsderivat, welches seinem Inhaber eine tégliche Auszahlung liefert, sofern der
vorgegebene LIBOR~Zinssatz zwischen zwei festgelegten Schranken liegt. Fiir die Bewer-
tung ist somit eine tégliche 6-Monats-LIBOR-Rate erforderlich. Das Zeitdiskretisierungs-
grid fiir den téglichen Beobachtungszeitpunkt kann man feiner wéhlen, das LIBOR-Grid
ist jedoch durch die 6-Monats Absténde fest vorgegeben. Auch in diesem Fall muss auf
Interpolationstechniken zuriickgegriffen werden, um die téglichen Raten fiir die Bewertung
eines ,,Range Accruals” zu bestimmen.

Es sei bemerkt, dass selbst wenn das LIBOR-Grid an einem anderen Bewertungstag
festgelegt wird, man im ersten Beispiel unter Umstdnden wieder das Problem hétte, dass
die Zahlungsstruktur des Zinsderivates nicht mit der Tenorstruktur des Modells tiberein-

stimmt, da diese iiber die verwendeten LIBOR-Raten, also z.B. die 6-Monats-LIBORen
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vorgegeben wird. Eine beliebig feine Tenorstruktur ist zwar in der Theorie moglich, aber
wie bereits erldutert in der Praxis nicht umzusetzen. Zusammenfassend sind wir also in
vielen Fillen auf eine Interpolation der LIBOR-Raten angewiesen. Zudem ist eine Imple-
mentierung der Interpolation wiinschenswert, um das LIBOR-Markt—Modell fiir eine grofse

Menge von Bewertungen verschiedener Zinsderivate moglichst effizient einzusetzen.

3.2 Giitekriterien einer Interpolation

Bevor wir die verschiedenen Ansétze zur Interpolation im LIBOR-Markt—Modell vorstellen
und schlieflich beispielhafte Bewertungen durchfiihren, wollen wir iiberblicksartig Kriterien

vorgeben, die zur Bewertung der Qualitidt der entsprechenden Ansétze dienen sollen.

Grundsétzlich ist in der Finanzmathematik die Arbitragefreiheit von grofer Bedeutung.
Die in der Modellherleitung angenommene No—Arbitragebedingung bezieht sich auf die
Basisfinanzgiiter des Modells, also auf die Zerobonds mit Falligkeit zu den Tenorzeit-
punkten. Das Ausgangsmodell soll nun durch die Interpolationsansétze erweitert werden.

Nach [Werl(] ist ein Interpolationsansatz im LIBOR-Markt—Modell arbitragefrei, falls

1. unter Voraussetzung von positiven, simulierten LIBORfRatenE] auch die interpolier-

ten LIBOR-Raten nicht negativ sind.

2. fur alle ¢t,T € [0, Tn] mit ¢t < T die folgende Gleichung gilt

P(0,T) = NoEPY [P(;Vf)] :

wobei N das Numeéraire und PV das zugehérige dquivalente Martingalmaf ist.

Die zwei Bedingungen fiir die Arbitragefreiheit nach Werpachowski sind offensichtlich
darin begriindet, dass auch bei Erfiillung der zweiten Bedingung eine Arbitragemdoglichkeit
existiert, falls die interpolierten Raten negativ werden konnen. Nachfolgend werden wir
jedoch beide Eigenschaften separat diskutieren, um genauere Aussagen zu den Ansétzen
zu treffen. Mit anderen Worten werden wir auch die Positivitéit tiberpriifen, obgleich die

zweite Bedingung, also die No—Arbitragebedingung, bereits nicht erfiillt ist.

!da ein log-normales Modell verwendet wird, sind die simulierten Raten positiv
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Eine weitere wichtige Eigenschaft zur Beurteilung der Ansitze ist der stetige Ubergang
zwischen LIBOR-Raten auf dem Gitter und den interpolierten Raten, genauer soll fiir 7
mit 7 ¢ {T(), ... ,TN} und T}, € {TU(T)’ ... ,TN} gelten:

lim L(t,7,Tx) = L(t, T, (1, T) und  lim  L(t, 7,T%) = L(t, T ry—1, Tk)-
Jm (t, 7, 1) = L(t, Tyr), Ti) i (t, 7, Tx) = L(t, Tyr)-1, Ti)

Analog soll diese Stetigkeitsbedingung auch fiir die zweite Komponente erfiillt sein.

Des Weiteren ist die Stochastizitat der interpolierten Zinsraten ein bedeutender Aspekt,
der bei der Bewertung eines Ansatzes beriicksichtigt werden sollte. Genauer betrachtet
man die Volatilitdt der zugehorigen Zerobonds und unterscheidet zwischen Ansétzen, die
eine Bond—Volatilitdat von 0 voraussetzen und solchen bei denen der Zerobond P(s,t) fiir

alle s < t stochastisch ist, vgl. [BJ09].

Auferdem wollen wir die numerischen Ergebnisse beriicksichtigen, vergl. Abschnitt [£.2]
Anhand beispielhafter Derivate, die man auch mit analytischen Formeln bewerten kann,
sollen die unterschiedlichen Interpolationsansétze aus numerischer Sicht bewertet werden.
Das Bewertungskriterium ist hierbei der Abstand zu dem analytischen Preis. Im anschlie-

Kenden Fazit wird diesem Kriterium die grofte Bedeutung zugesprochen.

3.3 Die Interpolationsansatze

Im vorliegenden Abschnitt werden wir ausgewéhlte Ansétze zur Bestimmung von allge-
meinen LIBOR-Raten vorstellen, deren Zeitintervall auch zwischen zwei Punkten auf der
Tenorstruktur beginnen bzw. enden kann.

Grundsétzlich betrachtet man den Zusammenhang der LIBOR—-Rate zu den Nullkupon—
Anleihen, vgl. Definition Die Nullkuponanleihen kénnen auf mehrere Weisen interpo-
liert werden, um so insgesamt eine Interpolation fiir die LIBOR-Rate herzuleiten.

Im Folgenden werden zunéchst in den Abschnitten bis verschiedene Ansét-
ze der Bond-Preis—Interpolation beschrieben. Diese Ideen stammen von Piterbarg und
Schlogl, vgl. [Pit03], [PAL0D] und [Sch02]. Beveridge und Joshi erweitern diese Betrach-
tungen in ihrem Artikel, vgl. [BJ09).
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Die Passage der Arbeit befasst sich mit einem weiteren Ansatz von Piterbarg, siehe
[PAI0D]. Hierbei kann man das Problem der Bond—Preis—Interpolation auf eine Interpola-
tion der Volatilitdt der Bond—Preise reduzieren. Grundlegende No—Arbitrage-Bedingungen
geben einen Hinweis auf einen Zusammenhang zwischen Bond—Preisen, die von 0 und von ¢
aus beobachtet werden. Wird dieser Zusammenhang unterstellt, so kann man unter Zuhil-
fenahme von Ansétzen aus dem HJM—Modellrahmen und dem Extended—Vasicek—Modell
eine Interpolationsformel fiir die Zerobonds herleiten. Der Vorteil der Reduzierung auf eine
Volatilitats—Interpolation liegt darin, dass man bei der Interpolation der Volatilitat laut
Piterbarg, vgl. [PA10b], nur wenige No—Arbitrage-Bedingungen einhalten muss (falls es
iiberhaupt welche gibt).

Anschliefsend wird im Unterabschnitt die Idee beschrieben, wie man direkt die
Bond—Preis—Formel aus dem Extended—Vasicek—Modell nutzen kann, um eine Interpola-
tionsformel iiber die Beziechung zwischen Zerobonds mit den Beobachtungszeitpunkten 0
und ¢ herzuleiten. Auch diese Interpolationsmoglichkeit bezieht sich auf [PA10D].

Zuletzt kann auch die Volatilitdt der LIBOR-Raten interpoliert werden, um so iiber
die Zusammenhinge des LIBOR-Markt—Modells eine Interpolation der zu bestimmenden
LIBOR-Rate zu erhalten. Diese Idee wird im Unterkapitel behandelt. Hierzu dient

das 8. Kapitel des Buches von Brace als Literatur, vgl. [Bra07].

Die folgende Grafik soll zunachst veranschaulichen, wie die LIBOR-Rate, die bestimmt
werden soll, zu verstehen ist. Hierzu sei eine Tenorstruktur mit 0 =Ty < T} < -+ < Ty
vorgegeben. Weiter seien 7,79 beliebig mit 0 < t < 7 < 7 < Tn. Wir nehmen fiir
die folgenden Grafiken an, dass beide Zeitpunkte nicht auf der Tenorstruktur liegen, also
11,72 ¢ {T0,...,Tn}. Dies soll ausschlieflich zur Verdeutlichung dienen, die Ausfithrungen

gelten auch weiterhin fiir Zeitpunkte auf dem LIBOR-Grid.

L(tv 71, TQ)
| I I ¢ I I Tl I I 2 I >
0=7 h Tw-1 Ty Toeo-1 Tomy Inm)- o Inee)

Abbildung 3.1: Die allgemeine LIBOR-Rate
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Der vertikale Pfeil iiber 0 = Ty bringt zum Ausdruck, dass man sich im Zeitpunkt 0
befindet und von dort aus die LIBOR-Raten modelliert. Die gewiinschte Rate L(t, 71, 72)
besitzt den Beobachtungszeitpunkt . Von dort aus soll sie fiir die Laufzeit von 71 bis 7
betrachtet werden. Die folgende wichtige Formel stellt erneut den Zusammenhang zwischen

Bond-Preisen und LIBOR-Raten dar, siehe auch Definition

L(t, 71, 79) = — (P(t’ﬁ)—1). (3.1)

7o — 11 \ P(t,72)

Wir bestimmen also die zwei Zerobond—Preise P(t,71) und P(¢,72), um einen Wert fiir
die gesuchte LIBOR-Rate zu erhalten. Diese Bondpreise sind im LIBOR-Markt—-Modell
nicht bekannt. Aus der Simulation der LIBOR-Raten kennt man fiir ein ¢ auf dem Simu-
lationsgrid lediglich die Bondpreise, die exakt an die Tenorstruktur gebunden sind, also
P(t,T;,Tiy1) firi =0,...,N — 1 und t € tg,...,t, mit t < T;. Hieraus konnen tiber die
Formel

P(tvﬂaﬂ+2) = P(t>n7n+1)P(t7T’i+lan+2)a

alle von t aus beobachteten Bondpreise bestimmt werden, die auf einem Gitterpunkt starten
und auch auf einem Zeitpunkt der Tenorstruktur fillig werden.

Genauer stellt sich dies wie folgt dar. Sei kK € Nmit 0 < k¥ < N — 1. Fiir den Forward-—
Bond von einem Gitterpunkt 7} zu dem néchsten Ty gilt nach Gleichung :

1
L+ (Tygr — Tr) L(t, T, Tior)

P(t, Ty, Ti+1) =

Da die LIBOR-Raten L(t,T}),Ti+1) aus der Simulation bekannt sind, ist P(¢, Tk, Tk+1)
bekannt fiir alle 0 <k < N —-1mit 0 < ¢t < Ty < Tpa1 < Tn. Fir 0 <i < j < N und
0<t<T; <T; <Ty folgt somit fiir den von ¢ aus beobachteten Forward Zerobond von

einem beliebigen Gitterpunkt T} zu einem weiteren beliebig gewéhlten Gitterpunkt 7}:

Jj—1 Jj—1

P(t,T;,T) = [ [ Pt Tk, Trsr) = [ |

k=i k=i

1
LA (Thyr — Ti) L(t, T, Thoy1)

(3.2)

Auf diese Weise kann man jedoch nicht auf die Bond—Preise P(t,71) und P(t,72) schlie-
fen, um die LIBOR-Rate zwischen den Gitterpunkten zu bestimmen. Um die gesuchten

Bond-Preise P(t, 1) und P(t, 12) ebenfalls zu veranschaulichen, betrachte man die folgende

Abbildung zusammen mit Gleichung (3.1)) und Abbildung
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P(t, 1)
| [P N
| | | t | | 71 | | 72 | .
| | | | | | | | >
0="Tp T Ty)—1 Ty Ty(r)—1 Tyy(ry) Toy(rp)—1 Tiy(ry)

Abbildung 3.2: Die zur Bestimmung der allgemeinen LIBOR-Rate relevanten Bonds

Die zu bestimmenden Zerobonds mit 73 < 7 aus der obigen Abbildung kann man
auf zwei Arten aus Produkten von abschnittsweisen Zerobonds zusammensetzen. Da die
Uberlegungen fiir die Zerobonds P(t,7) und P(t,75) identisch sind, werden wir die nach-
folgenden Formeln fiir 7 vorstellen mit 0 <t <7 < Th.

Die erste Unterteilungsmoglichkeit lautet:

1
P(t,7) = P(t, Ty)) P(t, Ty0), T, (3.3)

) n(T))P(th, Tn(q—))

Diese Aufteilung wird an folgender Grafik am Beispiel von P(t, 7)) veranschaulicht:

P(t7 Tn(t)> Tn(ﬁ))

! PUT0)” PO
TN /N

| ! ! t ! ! 1 ! ! 2 !
| T T T T T T T

Y

0=To TN L1 Ty Tyey-r Tym) Tyt Ty
Abbildung 3.3: Aufteilung 1 der Bonds am Beispiel von P(t, 1)

Fiir die zweite Mdoglichkeit zur Aufteilung der gewiinschten Zerobonds miissen wir eine
Fallunterscheidung vornehmen, damit diese wohldefiniert ist. Fiir 7 > T, ;) ist die Auftei-

lung gegeben durch:
P<t7 T) = P(t7 Tn(t))P(tv Tn(t)a Tn(T)—l)P(ta T’I](T)—l? T)' (34)

Fir 7 < T, folgt T))(r) = T, so dass die Bedeutung des mittleren Faktors zundchst
unklar ist. Um die Aufteilung dennoch betrachten zu kénnen, definieren wir in Anlehnung

an die Formel
P(tv ﬂ+1)

P(taﬂuﬂ-‘rl) = P(t T) 3
9y (]
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fiir den mittleren Faktor im Fall 7 < T} :

P, Tyw-1) _ 1
P(t,Tyw) P(t, Tyy—1, Tye))

(t)) bestimmt werden, dessen Startzeit-

P(ta Tn(t)a Tn(r)—l) = P(ta Tn(t)>T77(t)—1) =

Jetzt muss jedoch der Zerobond P(t, T, -1, T,
punkt vor dem Beobachtungszeitpunkt liegt. Auch bei dem hinteren Faktor P(t,T};)—1,T)
aus ergibt sich im Fall 7 < T, ;) dieses Problem. Fiir die Fille, in denen der Startzeit-
punkt vor dem Beobachtungszeitpunkt liegt, vereinbaren wir an dieser Stelle den Beobach-
tungszeitpunkt auf den Startzeitpunkt zuriick zu verlegen. Mit dieser Konvention erhalten
wir fiir die zweite Aufteilung im Fall 7 < T} ;):
1
P(Ty0)-1 Tywy-15 Te))

P(t,r) = P(t, Tyw) P(Tyy-15 Ty(t)-1,7)-

n n

Zur Veranschaulichung ist auch fiir die zweite Aufteilung eine Grafik am Beispiel von

P(t, ) fiir den Fall 7y > T, abgebildet:

P( t,Tn(t) (n )

l / \ Tyr)—1,T1)

| I I I I 2 I
| T T T T T

0="Tp T Ty)—1 Tn(t) Tn(nH Toiry  Tomy—1 Tyem)

Y

Abbildung 3.4: Aufteilung 2 der Bonds am Beispiel von P(t, 1)

An dieser Stelle wird zudem deutlich, dass wir fiir alle nachfolgenden Uberlegungen die
Annahme ¢ > 0 voraussetzen miissen, da sonst 7;,;)_1 nicht definiert ist. Da aber fiir ¢ =0
alle beliebigen LIBOR-Raten iiber die in 0 bekannte Zinskurve gegeben sind, stellt diese
Annahme keine Einschrankung fiir die sich anschliefsenden Betrachtungen dar.

Wird im weiteren Verlauf von den unterschiedlichen Aufteilungen gesprochen, so sind
die Bond—Aufteilungen geméfs Grafik und Grafik gemeint. Ist die Rede von der
ersten Aufteilung, so handelt es sich um die Moglichkeit der Aufteilung in Abbildung [3.3]
Entsprechend um die Moglichkeit der Bond—Aufteilung in Abbildung [3:4] wenn von der
zweiten Aufteilung gesprochen wird.

Wie oben beschrieben, kennt man alle Bond-Preise von einem Gitterpunkt zu einem

anderen. Die Aufteilungen sind somit zweckmaéfig, da jetzt nicht mehr der gesammte Zero-
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bond, sondern nur noch die jeweils vorderen und hinteren Faktoren aus den Formeln ((3.3))
und unbekannt sind. P(t,T,)), also der erste Faktor in den Formeln, wird Front—
in der ersten Aufteilung, vgl. bzw.
P(t, Ty (r)—1,7) in der zweiten Aufteilung, vgl. (3-4), wird Back-Stub genannt.

Stub genannt. Der hintere Faktor, also m

Mochte man schliefslich die allgemeine LIBOR-Rate L(t, 71, 72) bestimmen, so setzt man
die entsprechenden Aufteilungsformeln fiir die Zerobonds P(t,71) und P(t,72) in die Defi-
nition der Forward—LIBOR—-Rate ein. Fir m = 79 ist die LIBOR-Rate gegeben durch
L(t,71,7) = 0. Zu beobachten ist, dass der Front—Stub sich lediglich im Fall ¢ = 71 mit
To > 71 nicht herauskiirzt, sondern in P(t, 12) aufgrund von P(t, 1) = 1 zu beriicksichtigen

ist. Beispielhaft wird dies fiir die erste Aufteilungsmoglichkeit aufgezeigt:

L(t, 71, m) = — <P“”ﬂ1>

T9 — T1 P(t,TQ)

1 1
o a \ PO T PET i Tt !
» (1) v En(t)s Fn(m2)) Plt,72,T ()

Nachfolgend werden aufbauend auf den allgemeinen Uberlegungen zu den Aufteilungs-

moglichkeiten der Zerobonds die verschiedenen Interpolationsansitze vorgestellt.

3.3.1 Lineare Interpolation der Bond—Preise

Der erste Ansatz ist ein intuitiver, es wird ndmlich eine lineare Interpolation benutzt. Ge-
nauer werden die Nullkupon—Anleihen linear interpoliert, um so iiber den Zusammenhang
zwischen Nullkupon—Anleihen und LIBOR-Rate (Formel (3.I))) auch eine Interpolation
fiir die LIBOR-Rate zu erhalten, siehe [PA10b|. Zunéchst werden die beiden Aufteilungs-
moglichkeiten der Bonds getrennt voneinander betrachtet. Anschliefend wird ein eigener
Vorschlag unterbreitet, wie man die lineare Interpolation durch die Kombination der bei-
den Ansédtze noch optimieren kénnte. Ob diese Moglichkeit auch in der Praxis bessere

Ergebnisse liefert, wird in Abschnitt behandelt.

Wir betrachten als erstes die Interpolation der Bonds unter der ersten Aufteilung, also

nach der Formel (3.3) fir 7 mit 0 <t <7 < Tn:

1
P(t,T) = P(t7T17(t))P(t7T’r](t) T

T ) 3.5
il ))P(th’ T?](T)) ( )
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Der mittlere Faktor aus der Gleichung (3.5) kann direkt iiber die simulierten LIBOR~-
Raten bestimmt werden, da es sich um einen Zerobond mit Start und Endzeitpunkt auf

dem Gitter handelt. Genauer ist dieser Faktor nach (3.2)) gegeben durch:

1
T T , (3.6)
n(t)> Ln(r) HZ(:Tv);(;)l (1+ 0pL(t, Tr, Thv1))

Fiir die lineare Interpolation verwenden wir den allgemeingiiltigen Ansatz nach Isaac
Newton. Fiir eine Funktion f mit bekannten Werten f(z;) an der Stelle z; und f(z2) an
der Stelle z2, ist damit die lineare Interpolation an der Stelle z fiir f(z) gegeben durch:

f(z2) — f(21)

T2 — a1

flx) = flz1) + (z —x1). (3.7)

Wir beginnen mit dem Back-Stub, d.h. wir wollen P(t,7,T),;)) bestimmen. Wir wissen,
dass Ty (-1 < 7 < Ty gilt. Fiir die Grenzwerte von 7 in den Grenzen des Intervalls
[Tn(T),l, TW(T)} erhélt man fiir den Back—Stub:

T\%inr(rql-)_l P(ta T, Tn(r)) = P(ta Tn('r)—la Tn(T)) und T/l‘iir"?(_r> P(ta Ty Tn(T)) = P(tv Tn(T)7T7](T))'

Deshalb verwenden wir fiir die lineare Interpolation die Stiitzwerte P(t, Ty 1, Ty(r))
und P(t, Ty Tn(.r)). Diese sind iiber die simulierten LIBOR-Raten bekannt, da sie jeweils
an einer Gitterstelle starten und enden. Weiter gilt offensichtlich P(t, Ty, Ty r)) = 1. Mit

n
der Formel (3.7)) ergibt sich fiir P(t,7,T;,)) die in [PA10b] vorgestellte Form:

P(ta Tn(r)an(‘r)) - P(t7T77(‘r)71a Tn(T)) (7_ -7 ") 1)
n(r)—

P, 7, Tym) = P, Tyr)—1.Tyer) +
n(7) n(7) n(7) Tyiry — Tr)-1

P(tv T’I’](T)—l’ Tn(T))(Tn(T) - T77(7')—1)

Tyiry = Tyiry—1
(7 = Tyir)—1) — Pt Tyiry—15 Ty (T — Tyry—1)
+
Tyiry = Ty —1
7= Ty Tyery =7

P(th T—l?T T )
Ty = Tom—1 - Toir) = Tym—1 nr)=1 Zaln)

Anschaulich entspricht dieser Ansatz der Auswertung einer Geraden, die durch die Werte

P(t, Tyry—1, Ty(ry) und P(t, T, (7, T(7)) gelegt wird. Fiir den Back-Stub erhalten wir so:

1 < 7= Ty Tyery =7 -1
- + P(taT T —17T T ) . (3.8)
P(t,7,Tyr) Tyir) = To—1  Tytr) — Tner—1 n(r)—=1>dn(r)

Im Fall 7 < T),;) wiirde in den Back—Stub (3.8)) der Zerobond P(t,T;,)—1,T;)) einge-

hen, dessen Startzeitpunkt vor seinem Beobachtungszeitpunkt ¢ liegt. In diesem Fall setzen

44



3 Die Interpolationsansitze

wir P(t, Tn(t)—lv T,

n) = P(Tyy—1, Tye)—1, Tyr))- Diese Annahme, den Beobachtungszeit-

punkt auf den Startzeitpunkt zuriickzusetzen, gelte auch fiir alle nachfolgenden Formeln,
die auf ein derartiges Problem stofsen.

Auferdem miissen wir den Front-Stub P(t,T,)) = P(t,t, 1)) bestimmen. Wiirden
wir vorgehen, wie zur Bestimmung des Back—Stubs zuvor, so wiirde man die Zerobonds
P(t, Tyty—1, Tyr)) sowie P(t, T, Ty)) als Stiitzwerte voraussetzen. In diesem Kontext
taucht somit direkt bei der Herleitung ein toter Zerobond auf und nicht nur fiir spezielle

Félle wie zuvor. Um dieses Problem zu l6sen, nehmen wir an, dass der Front—Stub in dem

zugehorigen Intervall eine Volatilitdat von 0 hat:
P(t, Tn(t)) = P(tv 2 Tn(t)) = P(Tn(t)—b t T'r](t))7

so dass wir den Front—Stub analog zum Back—Stub bestimmen kénnen. Wir erhalten dann

mit den bekannten Werten P(T,)—1, Ty)—1, Tyy) und P(Ty)—1, Tyys Typy) = 1

P(Tywy—1,tThwy) = P(Thwy—1> Towy—15 Tyer)
P(Ty0 -1, Tywy: Tow) — P(Tyw—1: Ty -1, Tywy)
Ty = Toe)—
t—T T n—1
n(t)—1 n(t)
= + P(Ty)-15 Toe)—15 Toe))- (3.9)
To) = Toy1 Doy — Tyy—1 0707070700

Fiir den ersten Fall der Bondaufteilung setzen wir die Formeln (3.6)), (3.8) und (3.9)) ein

und die Gleichung (3.5 ist vollstandig bestimmt.

+ (t = Ty)—1)

Als néchstes wird die zweite Aufteilungsmoglichkeit analysiert. Fir rmit 0 < ¢t <7 < Ty

setzen wir die Formel (3.4)) voraus:
P(t7 T) = P(t7 Tn(t))P(tv Tn(t), TT](T)—I)P(t? TT](T)—I? T)' (310)

Der Front—Stub ist in beiden Aufteilungsvarianten (3.5)) und (3.10)) identisch, so dass dieser
nicht erneut betrachtet werden muss (vgl. hierzu Formel (3.9)). Da sich auch der mittlere
Faktor nach (3.2]) wieder {iber die LIBOR-Raten bestimmt, genauer durch:

1
P(t, Ty(e), Tyry-1) = ’ o
n(t)> “n(r)—1 2(2737&)2 (14 6, L(t, T, Tiy1))

muss nur noch eine Formel fiir den Back—Stub P(t,T),;)_1,7) aus Gleichung (3.10) fiir die

lineare Interpolation angegeben werden.

45



Ansitze zur Interpolation im LIBOR—-Markt—Modell

Wir verwenden wiederum P(t, T, -1, Ty (7)) und P(t, Ty, Ty(r)) als Stiitzwerte fiir
die Interpolation. Da wir den Zerobond P(t,T) 71, 7) bestimmen wollen und dieser den
Endzeitpunkt 7 hat, verwenden wir zusétzlich den Bond P(t,7,7) = 1. Fiir die lineare

Interpolation des Back—Stubs setzen wir:

P(t, Ty Tyn) — P& Tyry -1, Tyir))
P(t,Tyz)-1,7) = P(t,7,7) — ! < (7= Tyr)-1)
" Tor) = Ty "
1= P(t, Tyr)—1, Tyir))
=1- U K (7- -7 T —1)
Ty = Ty(ry—1 "o
_ Ty =Ty = (7 = Ty 1) + PO Ty 1 Ty ) (7 = Ty 1)
Ty(ry = Tyr)—1
T (\—T T—T
n() n(r)-1
= + P(t7T 7'717T ‘r)' (312)
Ty =Tyt Ty = Tyemya 1070700

Anschaulich gesprochen nehmen wir P(¢,7,7) mit bekanntem Wert 1 an, von dem wir
aufgrund der Eigenschaft, dass ein Zerobond in einem arbitragefreien Modell monoton
wachsend ist, noch einen Betrag abziehen miissen, um den Zerobond mit der Laufzeit von
T,(r)—1 bis 7 zu erhalten. Da wir uns innerhalb des Intervalls [Tn(T),l,Tn(T)] befinden,
nutzen wir die Interpolation iiber die Werte P(t, T, —1, Ty (7)) und P(t, T, 7), Ty(r)) aus,
um den Subtrahend zu bestimmen. Wie bereits angenommen, setzen wir auch in ((3.12))
P(t, Tn(t)—l’ Tn(t)) = P(Tn(t)—h Tn(t)—h Tn(t)) fiir den Fall 7 < Tn(t) voraus.

Insgesamt ist jetzt die Gleichung (3.10]) auch fiir die zweite Variante der Bondaufteilung

vollstandig bestimmt iiber die Formeln (3.9)), (3.11]) und (3.12).

Aufgrund der Vermutung, dass der Wert fir L(t,71,72) bei der Interpolation von der
Aufteilung abhéngt, wird eine Abhéngigkeit der Aufteilung zu der Lage von 7 bzw. 7
vorgeschlagen. Die Hypothese lautet, dass der auftretende Fehler bei der Interpolation umso
grofer wird, je groker das zu interpolierende Intervall ist. Es sollte also die Aufteilung 1
verwendet werden, falls der Abstand von 71 bzw. von 75 zu dem jeweils oberen Gitterpunkt
Tyr) bzw. Ty (7, geringer ist, als zu dem jeweils unteren T}, ,)_1 bzw. T} ;,)_1. Genauer
geben wir die vorgeschlagene Form fiir ein beliebiges 7 an:

Plt.7) P(t, Ty P(t, Tyry, Tyry-1) Pt Tyry—1,7)  filir 7 € [Tn(T)A,Tn(T)Aer}
) T =
1 ..
Pt Tyw)) Pt Tyays Tor) Py fir 7 € (Tnm—W Tn(ﬂ}

wobel m =

M. Ob die vorgeschlagene Moglichkeit in der Praxis bessere Ergeb-

nisse liefert, wird am Beispiel der linearen Interpolation in Kapitel [4] analysiert.
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Als néchstes wollen wir die in Abschnitt vorgestellten Giitekriterien iiberpriifen. In
einem ersten Schritt zeigen wir, dass die lineare Interpolation nicht arbitragefrei ist. Dazu

formulieren wir zunéichst die No—Arbitrage Bedingung 2 aus dem Abschnitt um. Aus

P(0,T) = NoEP" [P(&T)} ,

folgt mit dem Numéraire N (t) = P(t, T;(;)—1) und dem zugehorigen Forward Maf Plnem-1;

Ty (r)— P(t,7)
P(0,7) = P(0, T, ) EP "7 []
( ) ( (r) 1) P(t7T’V](T)—1)

P(0,7) pTn(r)—1 [ P(t,T) :|
& 00 g 0T
P(07T’I7(T)—l) P(t7T’I7(T)—1)
& PO, Tyry_1,7) = P "7 [P(t, Ty 1, 7)] (3.13)

Fiir Zerobonds mit Félligkeit auf der Tenorstruktur haben wir die Arbitragefreiheit in

der Modellformulierung vorausgesetzt. Schreibt man diese analog zu (3.13)), so ergibt sich:

Tn(r)~
P(OaTn(T)—laT (7‘)) =E"" 1 [P(ta Tn(T)—laTn(T))] : (314)

n

Verwenden wir die Interpolationsformel (3.12)), so kénnen wir folgern:

B . pTur-
P(O,TW(T),l,T) ! EP - [P(t,Tn(T),l,T)]

n(r)— T T) =T T)—
ER grio | 2Ly T O p T T)
Ty = Tomy—1 - Ty = Tyry—1
T -7 T—1T, T
n(T) n(r)—1 pIn(r)—1
= + E P(t’T T*l?TT)
Tyiry = Tyy-1 - Ty = Ty P T2 T
B Ty —T 7= Ty
& + PO, Ty 1 Toir))- (3.15)
Tyiry = Tomy-1 - Tyir) — Tyr)—1 (A

Es ist aber sehr unwahrscheinlich, dass die Zinskurve in 0 die Zerobonds so festlegt, dass
die Form (3.15)) erfiillt ist. Verwenden wir diese Darstellung, so konnen wir sogar zeigen,
dass fiir Tn(f)fl <71t < Tﬁ(T) und P(07T77(T)717T7’)(T)) < 1 gilt:

P(O7Tn(7)7177_)P(077_7 Tn(‘r)) > P(()?Tn(T)flaTr](T))' (316)

Wir setzen die linearen Interpolationsformeln

Toy(r)

Tyiry = Tyry-1 - Tyr) = Ty(r)—1

-7 T — TW(T)_l

P(O7 T?’](T)—l’ 7—) = P(O’ TW(T)_l’ T”](T))’

und

P(07 Tn('r)fla Tn(T))7
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in ((3.16)) ein und erhalten mit den Schreibweisen

oo 0 =T Tl p0 T T
Tory = Tomy—1 Tor) = T(r)—1 b S

die folgende dquivalente, zu zeigene Aussage:

(a+(1—-a)P)((1-a)+aP)>P

& (a—a®)P? —2(a—a*)P + (a—a?) >0 a—a? >0, da Tyry—1 <7 <Dy
& P?—2P+1>0
& (P—1)*>0.

Da P < 1 gilt, folgt die behauptete Ungleichung . Um die Arbitragemdglichkeit zu
verdeutlichen kénnen wir eine genaue Handelsstrategie angeben:

Im Zeitpunkt 0 verkaufe man P(0,, T} ,))-Stiick des Zerobonds P(0, T} y—1,7). Au-
ferdem kaufe man einen Zerobond P(0, T} 7)—1, T)(7)) und lege wegen die Differenz
aus diesen beiden Geschéften (wir wollen diese mit d bezeichnen) zum Zinssatz p > 0 von

0 bis T))(r) an. Des Weiteren verkaufe man auf Termin einen Zerobond P(0, 7, T} ;)) zum

Zeitpunkt 7. Aus dieser Strategie resultieren die folgenden Zahlungsstrome:
Zum Zeitpunkt 0:
P(Oa T, T’V](T)) ’ P(Ov T’V](T)—l’ 7-) -1 P(O> T77(7')—17 Tn(T)) —d=0.

Zum Zeitpunkt 7:

P(0,7,Tyiry) - (—1) + 1+ P(0,7,T,)) = 0.

Zum Zeitpunkt T}, ;)
1—1+de!Tn=0 > .

Diese Strategie erméglicht es, ohne eine Investition, einen positiven Payoff zu erwirtschaf-
ten. Mit anderen Worten liegt aufgrund des risikiolosen Gewinns eine Arbitragemdoglichkeit
vor, wenn man die lineare Interpolation verwendet. Méchte man eine arbitragefreie Inter-

polationsmoglichkeit benutzen, so ist die lineare Interpolation nicht geeignet.

Als néchsten Punkt untersuchen wir die Eigenschaft der Nichtnegativitdt fiir die linear
interpolierten LIBOR—-Raten unter Voraussetzung der ersten Aufteilungsmdglichkeit fiir

die Zerobonds. Hierfiir unterscheiden wir die Falle t < 71 < 5 und ¢t = 7 < 79. Hierin sind
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bereits alle relevanten Félle eingeschlossen. Fiir den Fall ¢ = 7 = 1 ist die LIBOR-Rate
gegeben durch L(t, 7, m) = 0.
Wir untersuchen zunédchst den ersten Fall und setzen t < 7 < 7o voraus. Mit der

Formel (3.1) ergibt sich fiir die LIBOR-Rate:

L(t,11,7)

- L (fen) )

1
_ 1 ((PETw)PE T Ton) Pem ey
- - -
2= 11\ P& Ty)) Pt Tty Toes) Pl
(2 Tyry—1 Ty(rp) = T2 )
_ 1 1 <Tn<f2>*Tn<m>—1 1 Ty o L b Ty -1 D)) 1
T —T1 Tyt Toyrp =7t ’
Ton(r)=Tn(r—1 Tn(ﬁ)_Tn(‘q)*lP(t’Tn(n) b To)

wobei IT gegeben ist durch IT = Hn 72 (1 + 0k Li(t)).
Um zu zeigen, dass die LIBORfRate L(t, T1,72) mit 71 < 7 nicht negativ ist, geniigt es

zu zeigen, dass die folgende Ungleichung erfiillt ist:

n(m2)—1
T2 — T (7‘2)—1 Tn(TZ) — Ty
kzln_[(ﬁ) Tﬁ(T?) B TTI(TQ)*l Tﬂ(TQ) — TT](T2)71 n(r2)— n(rz2)
e DTt Ty )1, Ty (3.17)
T sy En(r) /- .

— Ty~ Tye-1 - Ty = Tngr—1
Wir unterscheiden an dieser Stelle zwischen n(71) = n(m2) und n(m) < n(72). Fiir den Fall,
dass 71 und 79 in dem selben Gitterintervall liegen, also wenn 7(71) = n(72) gilt, dann

vereinfacht sich die zu zeigende Ungleichung zu:

72 — Ty(r)-1 Ty — 72
P(th T laT T )
Tn(ﬁ) - T’V](7'1)—1 TT](Tl) - T’V](Tl)—l n(r1)= n(ry)
T1 -1 1)—=1 T ) — T1
> 77( 1) 77( 1) P(t7T17(T1) 17T7](7'1))’ (3.18)

Ty = Tnry-1 - To(m) = Tngr—1
da II ein leeres Produkt ist und somit IT = 1 gilt. Vereinfachen wir die Ungleichung (3.18)

weiter, so ergibt sich:

72 (1= Pt Tyry) -1 Tyr))) = 71 (1= P Ty 15 Tyi) 2 04

was offensichtlich erfiillt ist, da aus der Eigenschaft 0 < P(¢, 71,71, T,

yLn r](n)) < 1 folgt,

dass 1— P(t, Tyir)—15 Tn(n)) > 0 gilt und 71 < 7 vorausgesetzt ist. Insgesamt ist damit im
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Fall n(71) = n(72) die Ungleichung (3.17) erfiillt und es folgt, dass die LIBOR-Rate nicht
negativ ist.

Im Fall (1) < n(r2) ist das Produkt II nicht leer. Wir schreiben es in der Form:

n(r2)—1 n(r2)—2
[T C+6Le(®) =1+ 6)m) 1 Lywmya () | T] (1 +6Li(®)
k=n(r1) k=n(r1)
1 n(r2)—2
= (14 0k Ly (1))
P(taTn(Tg)—lﬂTn(TQ)) k‘];:([Tl)
Unter Verwendung dieser Schreibweise ergibt sich aus Ungleichung (3.17):
n(r2)—2
72 ~ Ty(r)-1 1 Tors) — 72
(L + G Li(t)) < ? - +
kzl;(ITl) Tora) = Tomy-1 P Ty Ty)  Tntra) = Tira)-1
71— Ty Ty =7
> P(t, Ty =1, L)) (3.19)
Tyr) = Tum-t Dyt = Tyt 070 7n)

Da die simulierten LIBOR-Raten nicht negativ sind und 0 > O fiir alle k =0,...,N — 1
erfiillt ist, gilt:

n(r2)—2
H (14 0 Li(t)) > 1.
k=n(r1)
Fiir die rechte Seite der Ungleichung ist offenbar erfiillt:
71— Ty(r—1 Ty(r) — 71
0< P(t,Tyiry—1, Tyiry) < U P(t,T,iry—1, Tpry) < 1.
M T Ty = Tt Ty = Tyt 07

Es geniigt also jetzt zu zeigen, dass die folgende Aussage gilt:

- T _ T ) —
72 77(7_2) 1 . 1 4 77( 2) 72 Z 1. (320)
Tora) = Tory1 PO Ty 1. Tyma) Ty = Tyry 1
Die linke Seite von (3.20) nimmt Werte zwischen 1 und P )1 Ty A Da aber
stn(rg)—1stn(ro

0 < P(t, Ty(rp)—15 Ty(ry)) < 1 gilt, folgt Py )1 o) > 1 und (3.20) ist erfiillt. Somit
sin(rg)—1rEtn(re
ist auch fiir den Fall (71) < n(72) die Bedingung (3.17)) erfiillt, so dass die LIBOR-Raten

L(t, 71, 72) fiir den ersten Fall ¢ < 71 < 7 nicht negativ sind.

Als néchstes betrachten wir den zweiten Fall, also t = 7 < 7. Unter dieser Vorausset-

zung folgt fiir die LIBOR-Rate:

L(ta T1, 7_2)

1 1
_ -1

i
27N P(t’Tn(t))P(t’Tn(t)’Tn(rz))P(t@,Tn(TQ))
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Zu zeigen ist dann die Ungleichung:

1
P(t,Tn(t))P(t,Tn(t),T <1

Y I— 3.21
") Bl 7 o) 20

mit den einzelnen Faktoren

t=Tyyr  Tow —

P<t,Tt): P(Tt—laTt—laTt)
77( ) Tn(t) — T’I](t)*l Tfi(t) — Tn(t)fl 77( ) 77( ) 77( )
n(r2)—1 -1
P(t, Ty, Tyery) = | [T (14 0kL(t Th Tioyr))
k=n(t)
1 < 72— Ty(ry)-1 Tyr) — T2 -1
_ + Pt Ton 1, Toien) )
P(t’TQ’TW(TQ)) Tn(TQ) - Tn(Tg)—l TT](TQ) — T77(7'2)—1 n(72) n(r2)

wobei wir in dem Back-Stub y im Fall ¢t =7 <1 < Ty, also falls n(t) =

1
6,72, T (7g)

n(72) gilt, den Zerobond P(t, T, -1, Ty(ry)) durch P(T5 )1, Ty(rp)—1, Ty(ry)) €rsetzen
miissen, da es sich sonst um einen toten Bond handeln wiirde. Wir nehmen also eine

erneute Fallunterscheidung in die Falle n(t) = n(m) und n(t) < n(m2) vor.

Wir setzen zuerst n(t) = n(m2) voraus. Dann gilt fiir den mittleren Faktor in ([3.21)

P(t, T4, Tyy(ry)) = 1 , da es sich um ein leeres Produkt handelt. Somit bleibt zu zeigen:

b= Ty Ty — 1
P<T t—17T t—l:T t)
To) — Ta—1 | Ty — Ty~ 070 7070200
T2 — Ty Ty — 72

>~ P(T t —laT t —laT t ) (322)
Tow) — Ty—1 Ty) — Ty—1 "7 @02

Vereinfachen wir die Ungleichung (3.22), so ergibt sich:

72 (1= P(Ty)—1: Ty -1, Tyry)) — t (1= P(Tyity—1, Tyoy—15 Tory)) = 0.

Diese Bedingung ist erfiillt, da 1—P(T}, )1, Tyt)—1, Tyy¢)) = 0 gilt und ¢ < 73 vorausgesetzt
ist. Fiir n(t) = n(m2) ist damit die Ungleichung (3.21)) erfiillt und die resultierenden LIBOR~

Raten sind nicht negativ.

Wir betrachten jetzt den Fall n(t) < n(72). Ahnlich wie auch im vorhergehenden Fall
t < 71 < 7o unter der Voraussetzung n(7m1) < n(72) schreiben wir das nicht leere Produkt

um. Wir ziehen den letzten Faktor aus dem Produkt heraus und multiplizieren diesen in
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den Back—Stub hinein. Dergestalt erhalten wir die zu zeigende Bedingung;:

t—T T —t
n(t)—1 n(t)
P(Tt—hTt—lth)
Tot) = Tu-1 | Ty — Ty—a .~ 0707071200
n(m2)—2
T2 = Ty(ry)—1 1 Ty(ry) — T2
< (1+ 6pLi(t)) ( f : + :
11 Tor) = Tyira)=1 - P& Tyra)—1, To(r)) D) — Tpra)—1

k=n(t)
(3.23)

Die linke Seite nimmt nur Werte zwischen P(T;,)—1, Ty4)—1, Tj)+)) und 1 an, wohingegen
die rechte Seite einen Wert grofler oder gleich 1 annimmt. Insgesamt ist die Bedinung
also erfiillt und fiir den Fall n(t) < n(m2) folgt, dass die LIBOR-Raten nicht negativ sind.
Damit ist der Fall t = 7 < 79 abgeschlossen.

Zusammenfassend wurde gezeigt, dass die LIBOR-Raten L(t, 71, T2) unter Verwendung

der linearen Interpolation nicht negativ sind.

Die nichste Eigenschaft, die wir iiberpriifen wollen, ist der stetige Ubergang von den
interpolierten auf die simulierten LIBOR—-Raten. Nach den grundlegenden Eigenschaften
der linearen Interpolation, anschaulich durch das Auswerten einer Geraden, die durch die
gegebenen Stiitzwerte gelegt wird, ist der Ubergang zwischen den Zerobonds an den Stiitz-
stellen und den linear interpolierten Zerobonds stetig. Uber den direkten Zusammenhang
von den Zerobonds zu den LIBOR-Raten (vgl. ), ist so auch die Stetigkeit fiir den

Ubergang der simulierten LIBOR-Raten auf die interpolierten gegeben.

Die Annahme einer Volatilitdt von 0 fiir die Bestimmung des Front—Stubs impliziert,
dass die Stochastizitatseigenschaft bei der linearen Interpolation (zumindest bei der Ver-
wendung des Front-Stubs) nicht erfiillt ist, da nicht jeder Zerobond P(s,t) fiir alle s < ¢
stochastisch ist. Zudem sei darauf hingewiesen, dass die Vereinbarung den Beobachtungs-
zeitpunkt in den Féllen toter Raten zuriickzusetzen grundsétzlich (dies bezieht sich auch

auf alle weiteren Interpolationsmoglichkeiten) die Stochastizitét der Zerobonds &ndert.

Insgesamt sind zwar die linear interpolierten LIBOR-Raten positiv und die Ubergéinge
zwischen den simulierten und den interpolierten Raten stetig, aber das wichtigste Kriteri-
um, die Arbitragefreiheit, ist nicht erfiillt. Auch die Stochastizitét der Zerobonds P(s,t)
ist nicht fiir alle s < t erfiillt, da fiir den Front—Stub eine Volatilitiat von 0 angenommen
wurde. Ob es sich aus numerischer Sicht dennoch rentiert diesen Ansatz zu implementieren,

wird im Kapitel [ diskutiert.
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3.3.2 Logarithmische Interpolation der Bond—Preise

Der zweite Ansatz zur Interpolation der LIBOR-Raten ist wie die lineare Interpolation aus
Abschnitt ebenfalls eine in [PA10b] vorgestellte, intuitive Methode. In diesem Unter-
kapitel wird die logarithmische Interpolation vorgestellt. Wie bei der linearen Interpolation
werden auch hier die Stiitzwerte P(t, Ty (r)—1, Tyy(r)) und P(t, T} (ry, T))(r)) zur Interpolation
verwendet. Der Unterschied liegt darin, dass bei dieser Moglichkeit keine lineare, sondern

eine logarithmische Funktion zur Verbindung der Stiitzstellen vorausgesetzt wird.

Wir verwenden fiir die logarithmische Interpolation das allgemeingiiltige Schema, bei
dem fiir eine Funktion f mit bekannten Werten f(z1) an der Stelle z; und f(z2) an der

Stelle z9, die Interpolation fiir f(z) an der Stelle = gegeben ist durch:

In f(z) —In f(zo) _ = —xo
In f(z1) —In f(zo) @1 — 0

(3.24)

Als erstes wird wieder die Aufteilung 1 der Zerobonds betrachtet, vgl. (3.5):

1
» Ty LT

Analog zur linearen Interpolation miissen auch bei der logarithmischen nur Formeln fiir
den Front— und Back—Stub angegeben werden, da sich der mittlere Faktor direkt iiber die

simulierten Raten ergibt. Wir bestimmen zunéchst den Back—Stub

in (3.24) die bekannten Werte P(t, T, -y-1, T,

1 .
PUrT, )" Setzen wir
(7—)) und P(t)TT](T)7TT](T)) ein und beachten,
dass In P(t, Tyy(r), Ty(ry) = In1 = 0 gilt, so konnen wir fiiv P(t, 7, T;)) folgern:

lnp(t)Ta T'r](T)) - lnP(taTn(T)—lan(T)) T Tn(T)—l

—In Pt Ty(r)-1, Ty(r) Tyry = Tor-1
7= Ty
& In P(t, 7, Tyr) = (1 — Tn(r)—Tn(r)—l) In P(t, Tyry—1, Ty(7))
Ty =7
& P(t,7,Tyr)) = P(t, Tyir)—1, Ty(ry) 70~ n(0=1, (3.25)

Den Front—Stub kénnen wir auch bei der logarithmischen Interpolation nur bestimmen,
wenn wir fiir den Front—Stub in dem zugehorigen Intervall eine Volatilitdt von 0 voraus-
setzen, also wenn P(t,T,)) = P(t,t,T,4) = P(Ty4)—-1,t Tyr)) angenommen wird. Ein

analoges Vorgehen liefert dann die folgende Gleichung fiir den Front—Stub:
IO

P(t, Ty0) = P(Tywy-1:t, Tyw) = P(Tyy—1: Tygey—1, Tyry) O~ 01 (3.26)
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Fiir die Aufteilung 2 der Zerobonds, vgl. (3.10)
P(t,7) = P(t, Ty)) P(t, Ty, Tyyir)—1) P(t, Tyry—1, 7)),

konnen wir die Interpolationsformel (3.26) fiir den Front-Stub iibernehmen, da sich der
Front—Stub in den verschiedenen Aufteilungen nicht unterscheidet. Der mittlere Faktor er-
gibt sich auch wieder direkt aus den simulierten LIBOR—-Raten, so dass nur noch der Back—
Stub P(t, T} (ry—1,7) bestimmt werden muss. Diesen kdnnen wir dhnlich zu Formel ({3.25))

angeben durch:

7—_Tn(‘r)—l

P(t7 T’I](T)—l? T) = P(t7 Tn(r)—la Tn(T)) ()~ nm—1 ) (327)

so dass auch in der Aufteilung 2 alle Faktoren vollstdndig bestimmt sind.

Da es sich bei der logarithmischen Interpolation um ein sehr &hnliches Schema handelt
wie bei der linearen Interpolation, sind auch die Kriterien aus Kapitel genau analog
erfiillt bzw. nicht erfiillt. So gilt auch fiir die logarithmische Interpolation, dass sie die No—
Arbitrage Bedingung 2 nicht erfiillt. Die Uberginge der simulierten zu den interpolierten
LIBOR-Raten sind aufgrund der Eigenschaften der logarithmischen Interpolation stetig.
Ebenso sind die interpolierten Raten nicht negativ, falls die simulierten LIBOR-Raten
positiv sind. Neben der nicht gegebenen Arbitragefreiheit ist ein weiterer Kritikpunkt, dass
wie auch bei der linearen Interpolation zur Bestimmung des Front—Stubs eine Volatilitat

von 0 angenommen werden musste, so dass das Stochastizitdtskriterium nicht erfiillt ist.

3.3.3 Konstante Interpolation der Bond—Preise

Ein Interpolationsansatz von Schlogl, vgl. [Sch02] und Piterbarg, vgl. [Pit03], ist die kon-
stante Interpolation der LIBOR—-Raten. Auch bei dieser Méglichkeit wird die Beziehung zu
den Zerobonds verwendet, so dass man anstelle der LIBOR~Raten die Zerobonds konstant

interpoliert, siche Gleichung ({3.1)).

Wir setzen die Aufteilung 1 des Bonds P(t,7) fur 7 € [Ty, Ty] mit 7 > ¢ voraus:

1
Pt,7) = P(tyTn(t)>P(thn(t)7Tﬁ(T))W'
s Ly En(r
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Zur Bestimmung der einzelnen Faktoren legen wir fiir das Intervall des Front—Stubs
wieder eine Volatilitdt von 0 fest, so dass wir P(t, Ty ) = P(Ty)-1,t, Ty ) annehmen
konnen. Es ist aus dem Zusammenhang von Zerobonds und LIBOR-Rate bekannt (siehe

Formel (3.1)), dass fiir den Zerobond P(7T5,y—1, Tyt)—1, Tys)) gilt:

1
P(Tpy 1. T, To)) = .
O L+ (Tyy — Tyey-1) LTyt -1 Tyoy -1 Do)

Die konstante Interpolation des Front-Stubs, der in dem Intervall [T}, ;_1, Ty )] liegt,
ist dann gegeben durch:

1
L+ Ty — O L(Tywy—1, Toy—1 Tyry)
Aus der Gleichung (3.28]) wird deutlich, dass bei der konstanten Interpolation des Front—

P(t, Ty)) = P(Tyy—1,t Tyy) = (3.28)

Stubs nur die Intervalllinge der LIBOR-Rate angepasst wird. Die Voraussetzung des
Front—Stubs ohne Volatilitdt ermoglicht die Benutzung der LIBOR-Rate, die bereits von
T}(t)—1 aus beobachtet wird. Ansonsten wiirde erneut das Problem auftreten, dass die Ra-

te L(t, Tn(t)fh T,

n(t)) einer toten LIBOR-Rate entspricht, da der Startzeitpunkt vor dem

Beobachtungszeitpunkt liegen wiirde und die Rate somit schon gefixt wére.
Bei der konstanten Interpolation wollen wir in Anlehnung an [Pit03] fiir den Fall t < 7 <

T,

n(t) €ine separate Interpolationsformel fiir den Zerobond P(t,7) angeben. Wir verfahren

analog zu den Uberlegungen zuvor und setzen wieder eine Volatilitdit 0 voraus. Ahnlich
zu (3.28)) definieren wir die konstante Interpolation fiir ¢ < 7 < Tj,(;) durch:

1
P(t, 1) = . 3.29
(tr) =1 + (7 = ) L(Tyy=1> Tyey—15 Toe)) (3.29)

Der vorliegende konstante Interpolationsansatz ist der einzige, bei dem wir das Defi-
nitionsproblem eines vor dem Beobachtungszeitpunkt startenden Zerobonds (bzw. einer
LIBOR-Rate) umgehen durch eine separate Definition fiir P(t, 7).

Der mittlere Faktor in der Aufteilung ist, wie auch zuvor bei der linearen und
logarithmischen Interpolation, eindeutig tiber die simulierten LIBOR-Raten festgelegt:

1

P(t, Ty, Tyir)) = '
n(t)s £n(r) Z(:T%(_t)l (1 + 6pL(t, T, Thet1))

Der Back—Stub P(”%T()) wird tiber den Front—Stub bestimmt. Wir verwenden die No—
shdn(r
Arbitragebedingung und erhalten fiir den Back—Stub:

1 _ Ptr)  _pTn | P(7,7) T 1

P(tv T, TT](T)) P(ta Tn(T))
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Jetzt konnen wir fiir P(7,7;,;)) die Gleichung (3.28)) verwenden und die Martingaleigen-
schaft der LIBOR-Raten nutzen. Damit folgt:

T7 T — T7 T
E” " [P(7,Tyr) ™ | i) = 1+ (Tyiry — DE "7 [L(Tyry -1, Tygry—1: Tyir)) | Fi]

=1+ (Tn('r) - T)L(ta Tn('r)—la Tﬁ(T))'

Fiir den Back—Stub folgt somit insgesamt:

1

P(t, T, TW(T))

=1+ (TT](’T) - T)L(ta T’I](’T)—l? Tn(T))a (330)
so dass alle Faktoren der ersten Aufteilung bestimmt sind.

Auf die Herleitung fiir die Aufteilung 2 wird an dieser Stelle nicht genauer eingegangen.

Wir geben lediglich in folgendem Uberblick die zugehorigen Formeln an. Man erhilt analog:
P(t,7) = P(t, Tyu) Pt Tyy, Tyry—1) Pt Tyiry=157),
mit den einzelnen Faktoren

—1
P(t,Tyy) = (L + Ty — D L(Tyie—1, Tyy—1 Tyge)

~1
(1) -2
P(t) Tn(t)> Tn(T)*l) = H (1 + 5kL(t7 Tk, Tk-i-l))
k=n(t)

—1
P(t7 Tn(T)—la T) = (1 + (T - Tn(T)—l)L(t7 Tn(r)—la T’V](T))) .

Als néchstes sollen die Eigenschaften der konstanten Interpolation untersucht werden.
Auch die konstante Interpolation ist nicht arbitragefrei. Wir wollen nachfolgend ein Ge-
genbeispiel angeben, vgl. hierzu [BJ09).

Wir nehmen ¢ < 71 < 72 < Ty an. Daraus folgt unmittelbar Ty = Tjy7)-1 =

Ty(ro)—1 und Ty ) = Ty (7) = Tyy(rp)- Wir zeigen die Ungleichung

P(t,m)P(m1,m2) < P(t,72), (3.31)
die ein Arbitrageportfolio ermdglicht. Nachfolgend verwenden wir die in Kapitel 2.1] einge-

fithrte Kurzschreibweise L;(t) := L(t,T;, Ti+1). Fiir die kurzen Bonds folgt mit der Eigen-
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schaft n(t) = n(m1) = n(72) und der Formel (3.29):
-1
P(t,71)P(11,72) [ 71— ) Ly)-1(Tyey-1)) (1 + (12 = Tl)Ln(ﬁ)—1(Tn(n)—1))]
~1
[ (12 = 1) Lyy(ty 1 (Tyy—1) + (11 — ) (72 — Tl)Ln(t)A(Tn(t)A)ﬂ

[ (T2 —t) L) — 1(T()—1)}_1

= P(t, 1),

wobei die Ungleichung gilt, da nach Voraussetzung (7, —t) > 0, (72 — 71) > 0 gilt und
die Eigenschaften L, )_1(T,z)—1) > 0 und Lyiy—1(Ty—1)* > 0 gelten. Mit der Unglei-
chung kénnen wir nun wieder ein Arbitrageportfolio angeben:

Man kaufe im Zeitpunkt ¢ einen Zerobond P(t,72) und verkaufe Pgt TQ; —Stiick des Zero-

bonds P(t,71). Das Portfolio hat dann zum Zeitpunkt ¢ einen Wert von 0:

—1-P(t, )+ ig?:ﬁi -P(t,m1) =0.

Zum Zeitpunkt 71 hat dieses Portfolio aufgrund der Ungleichung (3.31)) einen positiven

Wert, so dass wir einen risikolosen Gewinn erwirtschaften konnen und damit eine Arbitra-

gemoglichkeit aufgezeigt haben, genauer gilt in 7:

P(t, 1)

—1-P(t,m2) + Pl )

-1>0.

Allerdings ist die Nichtnegativitdt der interpolierten LIBOR-Raten bei vorgegebenen
positiven simulierten Raten erfiillt. Um dies zu zeigen, nehmen wir eine Fallunterscheidung
in Typ—1 <t < Ty <711 <1y sowie in Ty <t <71 < Ty < mpund Ty <t <
T < 19 < Tyy(p) vor und betrachten jeweils die LIBOR-Rate L(t, 71, 72). In den aufgefiihrten
drei Fiéllen sind alle méglichen Anordnungen von ¢, 7 und 79 enthalten.

Wir wenden uns zunéchst der Aufteilung 1 zu und benutzen die Formel (3.1). Fiir den

ersten Fall Tn(t),l <t< Tn(t) < 711 < 719 ergibt sich
1 P(t,m)
Lt = -1
( 77-177-2> Ty — T1 <P(t,7’2) >

1
. P(t, Tn(t)’ Tn(n))m

I
n(t) P(t, Tty Tn(Tz)) P(t,72,Ty(ry))

1 (2 (U 8La(®)) (1 Ty = 1) L)1 (1)
Ty — T L4 (Tyyry) = 72) L) -1 (1)

—1
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Damit die LIBOR-Rate nicht negativ ist, muss gelten:

n(r2)—1
[T Q+aLu®) | 1+ Ty = 71)Lyery-1(0) 2 1+ (Tyry) = 72) Ly -1 (0.

k=n(m1)
(3.32)

An dieser Stelle miissen wir weiter zwischen n(7) = n(m2) und n(m) < n(m2) unterscheiden.
Fiir n(11) = n(m2) folgt zunichst:

n(r2)—1

[T G+6elet) =1,

k=n(m1)

da es sich um ein leeres Produkt handelt. Damit bleibt zu zeigen:

1+ (Tn(n) - Tl)Ln(n)fl(t) > 1+ (Tn(‘rz) - TQ)Ln(Tz)*l(t)’

Aufgrund von n(7) = n(m2) und 71 < 79 ist diese Ungleichung aber erfiillt und ist
gezeigt, so dass die LIBOR-Raten nicht negativ sind.

Im Fall n(m) < n(m2) ist das Produkt HZ(:TZz;:; (1 4+ 0, Ly(t)) nicht leer und der letzte
Faktor ist gegeben durch 1+ 6, (r,)—1 Ly(ry)—1(t). Wir notieren die Ungleichung in der Form

n(r2)—2
(1 + 577(72)—1L77(T2)—1(t)) H (14 6 Ly (1)) (1 + Ty — Tl)Lﬂ(Tl)—l(t))
k=n(1)

> 1+ (T’I’](Tg) - 7—2>Lr](7'2)71(t)'

Die simulierten LIBOR-Raten sind als nicht negativ vorausgesetzt. Weiter gilt 71 < 7T},
und d; > 0 fiir alle K =0,..., N — 1, woraus folgt:

n(r2)—2
I Q+6Li®) | (1 + Ty — 71) Lyiry-1 () > 1.
k=n(r1)

Aufgrund von (5,](7.2),1 = T’I](Tz) - TT](T2)*1 > Tn(Tz) — 7o gilt:

L+ 0y(r)—1 L) -1 () 2 1+ (Ty(ry) — 72) Lyy(ry)—1 ()

Somit ist auch in diesem Fall die Ungleichung (3.32) erfiillt und insgesamt ist die LIBOR-

Rate fiir den Fall 1 nicht negativ.

Jetzt betrachten wir den Fall 2, d.h. T;,;)_y <t < 71 < T4 < 7. Dieser Fall wird

im Vergleich zum Nachweis bei der linearen Interpolation zusédtzlich beriicksichtigt, da
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fir P(t,71) im Fall 7 < T, anstelle von P(t,71) = P(t’TTi(t))P(t%T()) die direkte
) »n T1

Interpolationsformel nach [Pit03] eingesetzt wird. Fiir P(t,2) verwenden wir wiederum

die Aufteilung 1, so dass sich fiir die LIBOR-Rate der folgende Ausdruck ergibt:

L(t, 11, 72)
-1 \P(t, ™)
— 1 P(ta Tl) 1

1
Ty —Ti P(taTn(t))P(thn(t)’Tn(ﬁ))m

1 (L4 (T — t) Lywy—1(Tye-1)) ( 2(272251 (1+ 5kLk(t)>>

_ -1
72 =7\ (L4 (1= O Ly 1 Ty 1)) (L4 (Tyiry) = 72) Ly (1)
Damit auch in diesem Fall die LIBOR—Rate nicht negativ ist, muss gelten:
n(72)—1
1+ (Tye) — O Ln1 (Ty—1)) | J] @+ Li(t)
k=n(t)
> (14 (n - t)Ln(t)—l(Tn(t)—l)) 1+ (Tyry) — TZ)Ln(m)—l(t)) : (3.33)

Da der Faktor (1 + (Ty(r) — TQ)LU(TQ)_l(t)) aufgrund von 75 < T} (,,) und positiven simu-
lierten LIBOR-Raten nicht negativ ist, konnen wir die Gleichung umstellen zu:
T2)—1
(1+ (Tyy = O Lyiy1 (Tyy-1) (T2 (1 + kLi(1))
1 + (T'f](’TQ) - TQ)L’V](TQ)—l(t)

Es geniigt nun zu zeigen, dass gilt:

> 1+ (11— ) Lyy—1 (Typ—1)-

n(r2)—1
k=t (LHOLe(®) ) (3.34
L+ (Tyry) = 72) L)1 (t) — 7

da damit wegen t < 71 < T,;) und positiven simulierten LIBOR-Raten die Unglei-

chung (3.33) erfiillt ist.

Wir wollen jetzt die Ungleichung (3.34) zeigen. Dazu wissen wir nach Voraussetzung,

dass T}y < 72 gilt und somit das Produkt HZ(:T;GI (1 + g Ly(t)) nicht leer ist. Wir schrei-
ben (3.34) in der Form:

(14 (Tytrz) = Ty 1) iy 1 (1) (T2 (14 0k Lk(1)))

> 1.
L+ (Toy(ry) — T2) Lip(ry) -1 ()

Weiter gilt
n(72)—2
I @+6kLi(t) =1,
k=n(t)
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da 6 > 0 fir alle k = 0,..., N —1 und die simulierten Raten als positiv vorausgesetzt sind.
Damit folgt aber sogleich die Ungleichung , da T5)(7,)—1 < T2 < Tj)(5,). Insgesamt folgt
damit , so dass die interpolierten LIBOR-Raten auch im Fall 2 nicht negativ sind.
Der letzte Fall T),;)_1 <t <71 < 75 < T;(4) kann im Vergleich sehr schnell abgehandelt
werden, da fiir den Zerobond P(t,71) die Interpolation (1 -+ (1 — t)Ln(t)_l(Tn(t)_l))fl
und fiir P(t,72) die Interpolation (1 + (72 — t)Ln(t)_l(Tn(t)_l))_l verwendet wird. Nach

Voraussetzung gilt 7 < 7, so dass igig; > 1 gilt und die LIBOR-Rate positiv ist.

Analog kann auch fiir die zweite Aufteilung argumentiert werden, so dass sich bei der
konstanten Interpolation der LIBOR-Raten unter Voraussetzung von positiven simulierten

Raten nicht negative interpolierte LIBOR-Raten ergeben.

Auch die Stetigkeit der LIBOR-Raten beim Ubergang von den simulierten zu den in-
terpolierten Raten ist gegeben. Dies folgt wiederum iiber die Formel , wenn wir die
Stetigkeit flir die Zerobonds gegeben haben. Die konstante Interpolation der Zerobonds ist
gerade so konzipiert, dass man die simulierte LIBOR-Rate verwendet, die genau das Git-
terintervall als Anlagezeitraum zugrunde legt, in dem auch der Zeitpunkt 7 bzw. 7 liegt.
Bei dem interpolierten Bond wird die Zeitdifferenz angepasst. Somit folgt aus der Definiti-
on der konstanten Interpolation die Stetigkeitseigenschaft fiir die Zerobonds. Beispielhaft
soll dies an dem Back—Stub der Aufteilung 2 gezeigt werden:

g P Ty, = i (14 (7 = Ty ) L Ty 1 To))
= (14 (Tyr)-1 = Tyr)-1) Lt Tyry-1, Tyi))

=1,
und fiir den zweiten Grenzwert:

. ] .
lim P(t, T, _1,7)= lim (14 (7 =T, —1)L{E Thimy—1, Trir
T Ty ( n(r)—1 ) T/T’fl("'>( ( n(7) 1) L( n(r)—1> Ln( )))

= (L + (Tyir) = Tyr)—1) Lt Tyiry -1 Tyr)))

= Pt Tyr)-1: Tyir))-

-1

Analog folgt dies auch fiir die iibrigen interpolierten Bonds. Bei der Stetigkeitsiiberpriifung
des Front—Stubs verwendet man P(t, T;,)) = P(t,t, T, )), wobei zu beachten ist, dass man

in die Grenzwertbetrachtung nicht den Beobachtungszeitpunkt ¢ einschliefst. Des Weiteren
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wird der Grenzwert des Startzeitpunktes ¢ gegen T}, ;)_1 nicht betrachtet, da man wie zuvor
geschildert den Beobachtungszeitpunkt nicht variiert und somit tote Zerobonds betrach-
ten wiirde. Insgesamt folgt iiber die Gleichung die Stetigkeit fiir die Uberginge der
LIBOR-Raten.

Das Kriterium der Stochastizitét ist auch bei der konstanten Interpolation nicht erfiillt,
da der Front-Stub P(t,T))) nicht stochastisch ist. Der Front-Stub wird durch den fol-

genden Ausdruck bestimmt, der bereits zum Zeitpunkt 7;,;)_; festgelegt ist:

1
1+ (Tyy — O L(Tyey—15 Tyey—1, Tnry)

P(t’Tn(t)) =

Zusammenfassend ist also auch die konstante Interpolation weder arbitragefrei, noch
erfiillt sie die Eigenschaft der Stochastizitdt. Dennoch sind auch in diesem Fall die interpo-
lierten LIBOR-Raten nicht negativ und die Ubergéinge zwischen den simulierten und den

interpolierten Raten sind stetig.

3.3.4 Einfithrung einer Abhdngigkeit zu den umliegenden Gitterstellen bei

der konstanten Interpolation der Bond—Preise

In diesem Unterkapitel wird die Idee aus dem Abschnitt von Schlégl und Piterbarg
erweitert durch die Einfiihrung einer Abhéngigkeit zu den umliegenden Gitterstellen, vgl.
[Sch02] und [BJ09]. Durch diese Erweiterung wird in diesem Interpolationsansatz das Kri-

terium der Stochastizitat erfiillt sein.

Wir wollen die Einfiihrung der Abhéngigkeit zu den umliegenden Gitterstellen genauer
betrachten. Nachfolgend setzen wir nur noch die erste Aufteilungsmoglichkeit voraus:

1
P(th) = P(taTn(t))P(taTn(t)aT'r](T))P(t r T( ))
y Ty dn(r

Im Fall der einfachen konstanten Interpolation im obigen Abschnitt wird fiir die
Interpolation eine LIBOR—Rate verwendet, deren Start— und Endzeitpunkt jeweils eine
Stelle auf der gegebenen Tenorstruktur ist. Genauer sind es die benachbarten Gitterpunkte,
die die zur Interpolation verwendete Stelle 71 bzw. 7 umgeben. Setzen wir wieder ein 7
die

mit Ty -1 < 7 < Tyr) voraus, so wiirde man z.B. fiir den Back-Stub m
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LIBOR-Rate L(t, Ty ()1, T)(r)) zur Interpolation verwenden, unabhéngig davon, wo sich
7 innerhalb des Intervalls [T}y, T)r)] genau befindet.

Die Idee besteht darin, dass z.B. der Back—Stub m, wenn 7 sehr nah an der obe-
ren Intervallgrenze liegt, starker von der LIBOR-Rate L(t, T77(7')7T7](7')+1) beeinflusst wird.
Diese Abhéngigkeit soll von einer Funktion £ gesteuert werden. Wir nehmen im Folgenden
T € [To,Tn—1] an. Alternativ muss man, wie auch in Kapitel , die LIBOR-Raten iiber
T'n hinaus simulieren. Genauer ergibt sich dann unter Verwendung der Kurzschreibweise

fiir die LIBOR-Raten das folgende Schema fiir den Front—Stub:

1
a 1+ (Tr](t) - t) (g(t)Ln(t)—l(Tn(t)—l) + (1 - g(t))Ln(t) (t)) 7

wobei die Funktion ¢ fir alle i = 0,..., N — 1 gegeben ist durch:

(3.35)

P(tv Tn(t))

ImET =1 wd T8 =0
. . . o T, (t) —t
Man kann die Funktion £ z.B. in der Form £(t) = 7%(””_%@71 annehmen.

Der mittlere Faktor P(t,T) ), Ty (r)) ergibt sich analog zu den iibrigen Ansétzen direkt
iiber die simulierten LIBOR-Raten:
1
HZ(:T,),(;)I (1+ 0k L(t, T, Tis1))

Wie in Kapitel bestimmen wir den Back—Stub iiber die No—Arbitragebedingung.

P<t7 Tn(t)7 Tn(r)) = (336)

Gleichermafien gilt auch hier:

1 _ P(t,7) _EPTU(T) [ P(r,7)
P<7—? Tn(‘r))

Wiederum setzen wir fiir P(7,T;,)) den Kehrwert der Definition des Front-Stubs (3.35)

T
f} =E" "7 [P(r, Tym) | F] -
P(t7T7 Tn(q-)) P(t7T77(T)) ‘ t [ ( 77( )) ‘ t]

ein und nutzen die Martingaleigenschaft der LIBOR-Raten:
PT77<7') -1 PT77<7') ]
E P(1,Ty 7)) ‘ft} =14+ Ty —7) (f(T)E |:Lr](T)1(Tn(T)1) | Fi

1= EmE” Ly ()| 7

+(1— 5(7))EPTW> Ly () | Fi >

T
Zur Bestimmung des zweiten Erwartungswertes EP () [LW(T) (1) ‘ ]-}] konnen wir aller-

dings nicht direkt die Martingaleigenschaft anwenden, da L, ;)(7) unter dem Forward Maf
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P nicht zwingend die Martingaleigenschaft besitzt. Um auch diesen Erwartungswert
zu bestimmen, miissen wir eine Konvexitatskorrektur durchfithren. Fiir eine ausfiihrliche
Darstellung des Themas siehe beispielsweise [Pel01]. Wir wollen an dieser Stelle auf die de-
taillierte Herleitung verzichten. Der Beweis fiir die verwendete Formel findet sich in [Rut97].
Setzen wir diesen Korrekturfaktor ein, so erhalten wir insgesamt fiir den Back—Stub:

1

m =1+ (T7’](’T) - 7_) (g(T)Lﬂ(T)—l(t) + (1 - 5(7—))L77(7') (t)h(t7 T, LT](T) (t))) ) (3'37)

wobei h(t, T, L,(;)(t)) den Konvexititskorrekturfaktor bezeichnet, der gegeben ist durch:

(Tyir)+1 = To(r) L) () (exp ([} o) (5)%ds) — 1)
L+ (L)1 = Ty L (1)

Mit den Formeln ({3.35)), (3.36]) und (3.37) ist die konstante Interpolation des Zerobonds

P(t,7) unter der Aufteilung 1 fiir 7 beliebig mit Ty < t < 7 < T vollstindig bestimmt.

h(t, T, L77(7') (t)) =1+ (3.38)

Wir wollen uns jetzt wieder den Kriterien aus Kapitel zuwenden. Durch die Be-
stimmung des Front—Stubs {iber , ist unter der Voraussetzung £(t) < 1 fir alle
Ty)—1 <t < Ty das Kriterium der Stochastizitat erfiillt, da nicht mehr nur die LIBOR~
Rate Lyy—1(Tyw-1) = L(Tyw)—1, Tye)—15 Tyry), die bereits zum Zeitpunkt T, gefixt
wird, sondern auch Ly (t) = L(t, Ty ), Tyyt)+1) zar Bestimmung von P(t, T; ;) herangezo-
gen wird. Zwischen zwei Gitterpunkten gilt £ < 1, so dass beide Anteile nicht verschwinden.
Mit dem Einfluss durch Ly (t) ist die Stochastizitdtseigenschaft gegeben. Allerdings ist
zu beobachten, dass die Volatilitdt der interpolierten LIBOR-Raten durch den Anteil der
Rate Ln(t),l(Tn(t),l) insgesamt auf einem niedrigeren Niveau ist, als bei den simulierten

LIBOR-Raten, vgl. auch [Werl0].

Neben der Stochastizitat ist auch das viel bedeutendere Kriterium, namlich die Arbi-
tragefreiheit erfiillt. Da wir aus dem fiir jeden Zeitpunkt stochastischen Front—Stub, den
Back—Stub iiber die No—Arbitragebedingung definieren, gibt es in diesem Interpolations-
ansatz keine Arbitragemoglichkeiten beim Handel mit den interpolierten Zerobonds bzw.

mit den interpolierten LIBOR-Raten (keine interne Arbitragemoglichkeit).

Allerdings ist eine Arbitragemdglichkeit gegeben, falls die LIBOR-Raten negativ werden.
Dies ist moglich, falls die Struktur der LIBOR-Raten stark ansteigend ist. Wir orientie-
ren uns nachfolgend an [BJ09] und geben ein dhnliches Beispiel, in dem die interpolierte

LIBOR-Rate negativ wird.
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Wir wollen die konstante Interpolation mit Abhéngigkeit zu den n#chstgelegenen Git-
terstellen anwenden zur Bestimmung der LIBOR-Rate L(t, 7, T + d,(;)—1), wobei wir an-
nehmen, dass 0 = Ty < Tyry—; <t <7 < Ty < T gilt. AuRerdem sei d,r)—1 =

T,

n(r) — Ty(r)—1 und wir nehmen 0,(;) so grob an, dass T;)(;) < 7 + 0y(r)—1 < Tyy(r)41 erfillt

ist. Schematisch wollen wir also den folgenden Fall betrachten:

L(t7 T, T—"_én(T)fl)

| RN

| l ¢ T l 7__‘_677(7—)_} !
| | | |

0="Tp Ty(ry—1 Toyry Ty(ry+1 TN

Y

Abbildung 3.5: Beispiel LIBOR-Rate L(t,7,7+d,(r)—-1)

Verwenden wir die Formel (3.1]) und nutzen im vorliegenden Fall T}y = T, aus, so folgt

fiir die LIBOR-Rate L(t,7,T + d,(;)—1) unter Verwendung der konstanten Interpolation
mit Abhéngigkeit zu den Gitterstellen:

1 P(t,T)
L(t, 7, 748,00 _1) = 1
( nr () 1) 57}(7’)—1 (P(t77+5n(7)—1) >

_ 1 ( P<t’ Tn(t)> P(t,T,T (t)) 1)
= - —
Opr-1 \ P(t, Ty P(t, Towy Tn(7)+1) P(t,m0, () —1:Iy(r)+1)

_ 1 ( P(t,T}Tn(T)) _ 1)
Snry—1 \ P& Tytr)s Too) 1) Bimsdy s o)

_ 1 ((1 + 0 Ly @) A+ Ty —7) - A) 1)
On(r)-1 L+ (Tyrpa = (T+0y(pa)) - ¥ ’

wobei A und ¥ gegeben sind durch:

A= (g(T)Ln(T)—l(Tn(T)—l) =+ (1 - 5(7—))1177(7) (t)> und
U= (§(T+5W(TH)LT,(T) (t) + (L=&(7+0y(ry1)) Ly(rya () R(E, T+0y (15 Ly(ryn (t)))

Im Beispiel des Anhangs wird gezeigt, dass der Bruch

(14 0y Ly (1) (14 (Tyry — 7) - A)
L+ (Tyiry = (T+0y(rya)) - @

einen Wert kleiner als 1 annehmen kann, so dass die LIBOR-Rate L(t, 7, 7+d,()—1) negativ

, (3.39)

wird. Dies ist der Fall, wenn eine stark ansteigende LIBOR-Struktur vorliegt. Um dies
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zu verdeutlichen wéhlen wir beispielhaft Ly ) _1 (T r—1) = 1,5%, Ly (t) = 3,5% und
Ly(r)4+1(t) = 18,5%. Dieses Beispiel sieht zunichst unrealistisch aus, allerdings kénnen
solche oder ahnliche Werte bei einer Monte—Carlo—Simulation durchaus auftreten. Der
vorliegende Interpolationsansatz wird also in den meisten, aber nicht in allen Féllen zu

nicht negativen LIBOR-Raten fiihren.

Ein weiteres bedeutendes Merkmal ist die Stetigkeit. Diese ist aber analog zu dem Ansatz
der einfachen konstanten Interpolation auch bei der Einfilhrung einer Abhéangigkeit erfiillt,

da die Funktion £ im Grenzfall jeweils 1 bzw. 0 wird.

Im direkten Vergleich zur konstanten Interpolation aus Abschnitt erhélt man infolge
der Einfiihrung der Gewichtung durch die Funktion £ die Arbitragefreiheit und die Eigen-
schaft der Stochastizitét. Allerdings kann sich bei stark ansteigenden LIBOR-Strukturen

das Problem der negativen Raten ergeben.

Beveridge und Joshi verallgemeinern und erweitern in ihrem Artikel [BJ09] die Interpo-
lationsméglichkeit von Schlgl. Der von Beveridge und Joshi vorgeschlagene Ansatz wird
im sogenannten ,Displaced Diffusion LIBOR-Markt—Modell* betrachtet. Zudem wird ein
Skalierungsfaktor eingefiihrt, so dass dieser Interpolationsansatz unter gegebenen Voraus-

setzungen arbitragefrei ist und zu positiven Raten fiihrt.

3.3.5 Ansatz zur Interpolation der Bond—Volatilitat

In dem nachfolgenden Interpolationsansatz wird die Interpolation der LIBOR-Raten nicht
nur auf die Interpolation der Zerobonds reduziert, sondern durch einen Zusammenhang zwi-
schen Bond—Preisen, die von 0 und von ¢ aus beobachtet werden, und durch die Verwendung
der Bond—Preis—Dynamik aus dem HJM-Modell, wird eine Reduktion auf die Interpolation

der Bond—Volatilitét erreicht. Die Ausfithrungen orientieren sich hierbei an [PA10b].

Das Standard LIBOR-Markt-Modell, wie es in Kapitel eingefiihrt wurde, ist nach
Konstruktion ein arbitragefreies Modell, d.h. fir ¢,7 € [0,Tn] mit ¢t < T ist fiir die
Zerobonds die folgende No—Arbitragebedingung erfiillt:

P(0,T) = NoEP" [P(;\QT)} ,
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wobei N das Numéraire und PV das zugehorige dquivalente Martingalmaf ist. Insbesondere

gilt dann auch die No—Arbitragebedingung (3.14)), die auf Seite [47] hergeleitet wurde:

pIn(r)—1
P(0, Tyry—1, Tyr) =BV "7 [P Ty 1. Ty -

Das Ziel ist die Angabe eines Interpolationsschemas fiir die Zerobonds, das auch die
No—Arbitragebedingung fiir die Zeitpunkte zwischen den Gitterpunkten erfiillt, also die
Bedingung (3.13)), die ebenfalls auf Seite [47| angegeben wurde:

T,y
P(0, Tyry1,7) =B "7 [Pt Tyr)-1,7)] -

Wir betrachten in diesem Abschnitt zundchst den Back—Stub P(t, Tyr)—1s 7) aus der zwei-
ten Aufteilung. Hierflir nehmen wir den folgenden Zusammenhang der Zerobonds zu den

Beobachtungszeitpunkten 0 und ¢ an:

P(t, Tyr)—1,7) = P(0,Tyry—1,7) + (1) (P(t, Tyry—1, Tyry) — PO, Tyry—1, Tyr))) »
(3.40)

wobei die Funktion « zunéchst eine beliebige Funktion ist, die nur an den Stellen 75,4
und 7,y festgelegt sein muss durch die Werte o (T}, ry—1) = 0 und o(T)5)) = 1.

Dergestalt wird wegen der natiirlichen Erfiillung von Bedingung auch die No—
Arbitragebedingung eingehalten, denn:

EP"O [P(L, Ty -1, 7)]
— B [P, Tyry17) + () (P Ty 1 Tyr)) = PO Ty 1, Tyr)]

[Pt T2 Tom))] = PO, Ty, Tn(T)))

(3.14)
! P(Oa T'r](T)—la 7_) + a(T) (P(07 Tn(T)—la T'r](T)) - P(Oa T'q(’r)—la T?’](T)))

T)—1

T,
= P(0, Tyr)-1,7) +alr) (BF

= P(O’ Tn(T)—lv 7-)'

Das Ziel ist nun die Funktion « genauer zu spezifizieren. In einem ersten Schritt geben
wir als Motivation den zu Grunde gelegten Zusammenhang der Zerobonds (3.40) in Form

einer Differentialgleichung an, wobei D(dt) ein Platzhalter fiir auftretende Driftterme sei:

dP(t, Tn(‘r)fh T) = D(dt) + (X(T)dp(t, TW(T)*M Tn(f))' (341)

Aus dem HJM-Modellrahmen sind die Dynamiken der Zerobonds P(t,T);)—1,7) und
P(t, T, (7)1, Ty(r)) bekannt, die gegeben sind durch:

dP(t7 Tn('r)—h 7—)
P(tv TT](T)*17 T)

= D(dt) + (Up(t,Tn(T),l) - O'p(t,T)) th,
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und

dP(t, Tn(‘r)flu TT](T))

P(t’ Tn(T)—lv Tn(T))

wobei op jeweils die Bondvolatilitdt bezeichnet. Zur genaueren Beschreibung des HJM-

= D(dt) + (UP(ta T’I](T)*l) - UP(t7 Tn(T))) dWr,

Modells sei auf den Abschnitt des Anhangs verwiesen.
Man erkennt an den Gleichungen aus dem HJM-Modellrahmen, dass zwischen der Funk-
tion v in (3.41)) und den Bondvolatilitdten aus den Darstellungen des HIM—Modellrahmens

ein Zusammenhang besteht. Fiir die Funktion o wéhlt man aus diesem Grund den Ansatz:
P(t’ TT?(T)—:[’ T) HUP(t? Tr](r)—l) —op(t,T) H
= Q(T)P<t7 Tn(T)717 Tr](r)) HO’P(t, Tn(T)—l) — O'P(t, TU(T)) H .

Stellen wir die Gleichung um, so erhalten wir fiir a:

P(t7TT](’T)71’T) HUP(t)Tn(T)fl) - O-P(th)H
P(t, Tyir)—1, Tyr) [|op (8, Tyry—1) — op(t, Ty )|

a(r) =

Da in dieser Definition von o noch der Zerobond P(t, T} (;)—1,T) auftritt, der nicht be-
kannt ist, fithren wir eine Approximation durch. Genauer gesagt benutzen wir das Freezing,

das wir auch im Beweis zu Satz 77 von Seite 7?7 verwendet haben. Da wir das Freezing so-
P(t7T7](T)717T’I](T))

der Approximation sehr klein. Fiir « erhalten wir somit:

OZ(T ~ P(07TT](T)717T) HO’P(t,Tn(T),l) - O-P(taT)H
P(0, Tyr)—1, Tyr) [|op (8, Tyry—1) — op(t, Ty )|

Das Ziel ist die Interpolation des Zerobonds P(t, Ty (-1, 7). Aus Gleichung (3.40) sind

wohl im Zéhler, als auch im Nenner des Bruchs durchfiihren, ist der Fehler

(3.42)

jetzt bis auf die Bondvolatilitéit op(t, 7) alle Bestandteile bekannt. Insgesamt haben wir al-
so die Interpolation des Zerobonds auf die Interpolation der Bondvolatilitéit reduziert. Die
Interpolation der Volatilitit eines Zerobonds gestaltet sich aufgrund der wenigen einzuhal-
tenden No—Arbitragebedingungen (falls es tiberhaupt welche gibt, vgl. [PA10b]) wesentlich
einfacher. Beispielsweise ist es moglich, die Interpolation der Bondvolatilitéit op(t,7) in
Form einer linearen Interpolation aus den Werten op(t,T);)—1) und op(t, T, (;)) vorzu-

nehmen. Mit der linearen Interpolationsformel [3.7] folgt:

op(t,Tyr) — op(t, Tyir)-1)
op(t,7) = op(t, Tym—1) + 177“7(7(; - Tn('r)—ln( T
T y—T T—1T
() n(r)—1
= Up(t,T - 71)77— + O'p(t,T T )—
"V Ty = Ty 1 " ey = Tory—1
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Andererseits wird in [PA10bD| ein Vorschlag unterbreitet, der vorsieht die Bondvolati-
litdt aus dem Extended—Vasicek—Modell mit positiver und konstanter Mean—Reversion—
Geschwindigkeit k anzusetzen. Fiir eine iiberblicksartige Beschreibung dieses Short—Rate—
Modells sei auf den Abschnitt des Anhangs verwiesen. Die Bondvolatilitat ist im

Extended—Vasicek—Modell allgemein gegeben durch:
op(t,T) =0o,(t)G(t,T), (3.43)

wobei o,(t) die Short-Rate—Volatilitdt im Zeitpunkt ¢ bezeichnet und G(¢,T") gegeben ist

durch: :
G(t,T) = /t exp <_ /t um(s)ds) du,

wobei hier x(s) fiir die Mean—Reversion-Geschwindigkeit steht und im allgemeinen Fall

zeitabhéngig sein kann. Da wir eine konstante Mean—Reversion—Rate x annehmen, ergibt

sich (3.43)) zu:
1 — e—=(T—t)

T
op(t,T) = o,(t) /t exp (—k(u —t)) du = o, (t) ————. (3.44)

K

Eine Ergénzung durch 0 und die Anwendung der Funktionalgleichung fiir die Exponen-
tialfunktion liefert mit (3.44) die Differenzen der Bondvolatilitidten aus (3.42)):
1— e—H(Tn(T),l—t) 1— e—/{(T—t)

HO-P(t7T’r](T)71) - UP(t’T)H = Ur(t) i - Ur(t) P

— UT(t) (e_K(TT](T)*l_t+7-_T’I](T)71) _ e—l’i(Tn(T),l—t)) H

_ _UT(t) efﬁ(Tn(T)—lft) (1 _ e*l{(T*Tn(T)_l)) H

— | — e_H(Tn(‘r)fl_t)

)

. Hl _ e_H(T_Tn(T)fl)

und mit einer dhnlichen Erginzung folgt mit dem gleichen Argument:

r(t) _ _
HO—P(t7T7;(—r)—1)—O'P(t,Tn(T))H = —O-Ii)e #(Ty(r)-1—1)

. H1 — e Ty =Ty 1)

Nach Voraussetzung ist T;)(-y—1 < 7 < T;(;) und die Mean-Reversion-Rate « eine posi-

tive Konstante. Damit folgt
1—e "m0 >0  und 11— e Bo=Tm-1) >0

Fiir die Funktion « aus (3.42) folgt damit schliefslich die Approximation:

( P(O, T??(T)—l? T) 1— e_H(T_TW(T)*l)
aT) = P(O, Tn(T)fl’ T?](T)) 1 — e Ty =Tyr)-1)’

(3.45)
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die insbesondere die erforderlichen Eigenschaften a(T;-—1) = 0 und o(T);)) = 1 erfiillt.
Obgleich der Ansatz iiber das Extended—Vasicek—Modell gewahlt wurde, der die Volati-
litdt der Short—-Rate o, beinhaltet, erhélt man mit der Formel eine Darstellung fiir
die Funktion «, in der die Short—-Rate—Volatilitdt nicht mehr beriicksichtigt werden muss.
Setzen wir schlieflich die Funktion a aus in ein, so ergibt sich fiir den
Back—-Stub die Form:

P, Tyr)-1,Tor)) w) ’

P, T, n_1,7) = PO, T _1,7) [ 1+ T
( n(r)—1 ) ( n(r)—1 )( P(O,Tn(q—)—17T7](T))

mit
1 — e F(T=Tyr)-1)

V. =
T 2 e Ty —Tyry-1)’

wobei die Mean—Reversion—Geschwindigkeit x wahlweise durch eine Kalibrierung des ver-

wendeten Extended—Vasicek—Modells oder individuell festlegt wird.

Um auf die allgemeinen LIBOR-Raten L(t, 7y, 72) mit 71 < 79 schliefsen zu koénnen, be-
notigen wir noch eine Interpolation fiir den Front—Stub der Bondaufteilung. In der Quel-
le [PA10b| wird jedoch fiir die Front—Stub—Interpolation kein Vorschlag unterbreitet. Fiir
den Front—Stub ist es erforderlich die Verwendung von toten Zerobonds auszuschliefsen,
das heifst die Benutzung von Zerobonds, deren Beobachtungszeitpunkt nach dem Laufzeit-
start des Bonds liegt. Wiirde man das oben beschriebene Verfahren fiir den Back—Stub
auf den Front-Stub iibertragen wollen, so miisste man unter anderem den toten Zero-
bond P(t,Tn(t),l,Tn(t)) betrachten. Setzt man andererseits eine Volatilitdat von 0 fiir die
kurzen Bonds voraus, wie es z.B. bei der lineraren Interpolation in Abschnitt an-
genommen wurde, so wiirde dies der Idee der Bondvolatilitdts—Interpolation von Grund
auf widersprechen. Auch die Idee als Referenz in dem Zusammenhang zwischen Bonds mit
den Beobachtungszeitpunkten 0 und t das néchste Gitterintervall, also das Zeitintervall
[T5yt)s Ty(t)+1] zu verwenden, liefert nicht den gewiinschten Erfolg, da man in diesem Fall
keine geeignete Darstellung fiir die Funktion « erhéihﬂ

Um dennoch eine vollstandige Interpolation durchfiihren zu kénnen, greifen wir bei der

Front-Stub—Interpolation auf die konstante Interpolation aus dem Abschnitt [3:3.3] zuriick.

2 Aufgrund der unterschiedlichen Zeitintervalle die zu Grunde gelegt wurden, kiirzt sich die Short-Rate—

Volatilitat o, nicht mehr heraus.
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Auch bei diesem Interpolationsverfahren wollen wir die Giitekriterien aus dem Unterka-
pitel [3.2] iberpriifen.

Die erste Eigenschaft, die wir iiberpriifen wollen, ist die Arbitragefreiheit. In der Herlei-
tung des Interpolationsansatzes haben wir genau einen solchen Ansatz konstruiert, der auch
fiir alle beliebigen Stellen zwischen den Gitterpunkten die No—Arbitrage—Bedingung erfiillt.
Es existiert also keine interne Arbitragemoglichkeit bei der Verwendung des Back—Stubs.
Allerdings mussten wir feststellen, dass es keine Moglichkeit gab, um diese Interpolations-
idee auch auf den Front—Stub zu iibertragen. Je nach dem welchen Ansatz man dann fiir
den Front—Stub verwendet, kann also doch eine Arbitragemoglichkeit existieren.

Des Weiteren ist zu beriicksichtigen, dass bei diesem Ansatz auch negative LIBOR-
Raten moglich sein kénnen. Dies wiirde zusétzlich zu einer Arbitragemoglichkeit fithren,
dem sogenannten Arbitrage with cash. Ein Beispiel fiir eine negative LIBOR-Rate wird
im Anhang gegeben, siehe Beispiel

Ahnlich wie bei der Arbitragefreiheit ist zumindest auch fiir den Back-Stub das Stochas-
tizitdtskriterium erfiillt, da der Zerobond P(t,T;,()—1, T)(r)) die in ¢ beobachtete LIBOR~
Rate beriicksichtigt. M6chte man eine LIBOR-Rate interpolieren, die den Front—Stub be-
notigt, so ist die Stochastizitdt abhéngig von dem verwendeten Interpolationsansatz.

Die Stetigkeit der interpolierten LIBOR-Raten beim Ubergang auf die umliegenden
Gitterpunkte, d.h. beim Ubergang auf die simulierten LIBOR-Raten, ist im Fall der aus-
schliefslichen Verwendung des Back—Stubs offensichtlich gegeben, da es geniigt die Stetigkeit
flir die Zerobonds nachzuweisen. Schon bei der Konstruktion dieser Interpolationstechnik
wurden Bedingungen an die Funktion o gestellt, die den stetigen Ubergang zu den Zero-
bonds auf den Gitterpunkten ermdéglichen. Wir wollen nachfolgend die Stetigkeit fiir den
Zerobond P(t,T, -1, 7) aus Gleichung nachweisen. Fiir v, erhalten wir:

1— e_K(T_Tn(T)fl)

lim v,= lim =
TNy (1) -1 ! ™NTp(ry-1 1 — eiK(TMT)*Tn(T)fl)
und
]_ — e_H(T_T'r](T)fl)
lim v; = lim 7 =1,
T/(TTI(T) T/(TTI(T) ]_ — 6_5( n(T) ™ 77(7')*1)

so dass sich fiir die Grenzwerte des Back—Stubs (3.46]) ergibt:

P(t, Ty -1, To(r))
lim  P(t, Ty 1,7 :PO,TT,TT)<1+ iU il -0—0)
dim P Ty 7) = PO Ty 1 Ty PO, Ty 12Ty

= P(07T77(7')—1aTn(7')—1) =1,
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sowie

lim P(t, Tn(T),l, T) = P(0, Tn(-r)—la Tn(r)) <1 +

P(t7T77(7')—17T77(7')) 1 1)
T/(Tn(r)

P(07 Tr](q’)—l) T?](T))

= P(tv T’I](T)—l? Tn('r))

Insgesamt sind im Fall der Bond—Volatilitats—Interpolation die Stetigkeit und die Sto-
chastizitat gegeben. Wir konnten allerdings ein Gegenbeispiel fiir die Positivitdt der inter-
polierten LIBOR-Raten angeben, wodurch die Arbitragefreiheit des Modells unter Hinzu-

nahme dieser Interpolationstechnik nicht mehr in vollem Umfang gegeben ist.

3.3.6 Interpolation der Zerobonds iiber die Bond—Preis—Formel aus dem

Extended—Vasicek—Modell

Der vorliegende Abschnitt befasst sich mit einem Interpolationsschema fiir Zerobonds, bei
dem wir iiber die Bond—Preis—Formel aus dem Extended—Vasicek—-Modell mit konstanter,
positiver Mean—Reversion—-Geschwindigkeit £ (auch Mean—Reversion—Rate genannt), einen
Zusammenhang der Zerobonds mit Beobachtungszeitpunkt 0 und ¢ herleiten. Die Ausfiih-
rungen beziehen sich hierbei erneut auf die Quelle [PA10D].

Die Idee, in einem Interpolationsansatz fiir die LIBOR—-Raten eine bekannte Bewertungs-
formel aus einem Short—Rate-Modell zu verwenden, ist darin begriindet, dass iiber diese
Formel die Stochastizitat flir das Interpolationsintervall beriicksichtigt wird. Bei den zuerst
vorgestellten Interpolationsanséitzen, wie beispielsweise der linearen Interpolation, hat man
die Stochastizitédt ausgeblendet. Fiir lange Interpolationsintervalle muss man hierbei mit
Ungenauigkeiten rechnen. Mit dem Interpolationsansatz aus dem vorliegenden Abschnitt
erhoffen wir uns auch fiir langere Zeitrdume gute Interpolationsergebnisse zu erzielen.

Wir werden Formeln fiir den Front— bzw. den Back—Stub erhalten, die die Short-Rate
nicht explizit einfliefen lassen (wohl aber die Short—Rate—Volatilitédt). Somit ist eine tiefer-

gehende Betrachtung der Short—Rate selbst in diesem Zusammenhang nicht nétigﬁ

Wir wollen die zweite Unterteilungsmoglichkeit der Zerobonds voraussetzen:

P(t, 7’) = P(t7T?’](t))P(t’Tn(t))T?’](T)—I)P(t?TT](T)—I’ 7’) fir0<t<7<Th.

3Eine solche Betrachtung ist an dieser Stelle auch nicht gewollt, da die Short-Rate eine nicht am Markt

zu beobachtene Grofie ist. Genauer handelt es sich um ein mathematisches Konstrukt.
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Wie bereits ausfiihrlich erlautert, ergibt sich der mittlere Faktor aus der Bondaufteilung
direkt aus den simulierten LIBOR-Raten. Der Front— und auch der Back—Stub erfordern

dagegen eine Interpolation.

Fiir eine iiberblicksartige Darstellung des Extended—Vasicek—Modells sei erneut auf den
Abschnitt [A73 des Anhangs verwiesen. Wir werden verwenden, dass der Zerobond—Preis in

diesem Short—Rate-Modell gegeben ist durch die nachfolgende Formel:

P(0,7)

P(LT) = B e (—m(t)G(t,T) - %y(t)G(t, T)2> , (3.47)

mit den abkiirzenden Schreibweisen

x(t) =r(t) - f(0,1)

t
y(t) — e—2nt/ 62nso_r(s)2d8
0
_ —k(T—t)
Gty =1
K

wobei f die Forward—Rate und r die Short-Rate, also die augenblicklichen Zinsen aus

Definition bezeichnen und & fiir die konstante, positive Mean—Reversion—Rate steht.

Wir beginnen zunéchst mit dem Back—Stub, also mit der Bestimmung des Zerobonds
P(t, Tyr)-1,T)- Uber die Formel (3.47) aus dem vorausgesetzen Short-Rate-Modells er-

halten wir die Formel:

P(t,7)
P(t7T77(T)— )

1
- POT exp (~()G(t7) — Sy(t)C(t,7)?)
— PO0,T,r_
PO oxp (—a(H)G(t Tyry1) — Syt Tyry-1)?)

= PO, Tyry1,7)exp (= a(t) (G(t,7) = G(t, Ty )

) (G Gt Ty ) ), (3.48)

P(t, Tn(T)—la 7_) =

wobei wir die Differenz G(t,7) — G(t, T;(r)—1) schreiben als

1— e_H(T_t) 1— e_H(TT](T)*l_t)
G(t,7) = G(t, Ty -1) = -
( 7T) ( » Ln(T) 1) K K
e_R(Tn(T)—l_t) — e_H(Tn(‘r)—l_t'i'T_Tn(r)—l)

K

— 7'{(777‘ (7‘)—1)
_ 1 € K e_’i(Tr](T)fl_t)
K

= G(Tyy1, 7)o T2,

72



3 Die Interpolationsansitze

In der Formel ist in z(t) noch die Short-Rate enthalten, deren genauere Unter-
suchung an dieser Stelle nicht gewiinscht ist. Um die Short-Rate aus der Darstellung fiir
den Back-Stub zu entfernen, betrachten wir auch den Zerobond P(t, T} -1, Ty (r)) (des-
sen Wert iiber das LIBOR-Markt-Modell bekannt ist) mit der Formel (3.47). Das Ziel ist
hierbei eine zu dghnliche Form anzugeben und beide Formeln nach der Short—Rate

aufzulésen, um sie gleichsetzen zu kénnen:

P(t.T T o P(t7T’I7(T))
( » Ly(r)—1> 17(7')) - P(taTn(T)—l)
P(0,T(7))

PO e (<a(0G (L Ty) - (G Ty)?)
= PO, Ty

W exp (—z(t)G(t, Tyr)—1) — 5y()G(t, Ty1-1)?)
= P(0, Tyr)-1, Ty(r)) exp ( = (1) (Gt Ty) = G(t: Tyry-1))

— ) (G Ty — Gt Tyy1)?) )

= P(O’ T?](T)—l’ T'r](T)) exp ( - l‘(t) (G(Tn(T)—lv Tn(T))e_H(Tn(T)_l_t))
1
- iy(t) (G(t7 Tn(T))2 - G(tv T’V](T)—l)2) )
(3.49)

Wir 16sen jetzt die Gleichungen (3.48) und (3.49) jeweils nach —:z:(t)eiH(T’lW*l*t) auf.
Fiir (3.48) erhalten wir:

_ x(t)e—H(Tn(T)—1—t)

- 1 < P(taTn(T)—laT)
= og
G(Tn(‘r)fla T) P(O7 Tn(T)717 T)

und analog fiir (3.49) ergibt sich:

+ %y(t) (Gt,7)? - G(t, Tn(r)—l)z)) )

_ x(t)efﬁ(Tn(‘r)—lft)

P(t, Ty -1, Ty(r
_ 1 )<log (6 Tyiry-1, Tnir) 1
(7)

B G(Tn(r)—lv Tn P(Oa T??(T)—l? Tn(r)) 2

V0 (010 Ty = Gl Ty 1))

Die obigen zwei Ausdriicke kénnen wir nun gleichsetzen und nach einigen Umformungen

ergibt sich wie folgt eine Darstellung fiir den Back-Stub P(t,T),;)_1,7):

P<t?Tn('r)—1a7—) 1 2 2
—y(t t — t,T

P(O,TH(T),l,T) + 2y( )(G( 77-) G( ) 77(7')71) )

_ G(Tn(T)—laT) ) <10g P(t7T7](T)—17T7’](7'))

G(Tyir)—1: Tyr

log

1
P(0,T, (7-)71,T (T)) + Zy(t) (G(t’ "(T)) G(t, U(T)—l) ))

ren n
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g log P(ta Tn(T)flv T)

1
= IOgP((), Tﬂ(’T)*l’ T) - iy(t) (G(t) 7—)2 - G(t) Tn(‘r)fl)Q)
+ G(Tn(T)flv T) P(ta TT](T)*l? Tn(‘r))
P(Oa Tn(T)—la T’V](T))

G(Tyry—-1, Tyry)
) (G(ta TT](T))2 - G(tv Tn(7)71)2)

log

1 G(T 7)—1s T)
+ Sy(t)
27 G Ty -1 Tty

< log P(ta Tn(T)—la T)

G(Ty(r)—17)
P(t, Tyr)—1, Ty(r)) ETnm)—1T0r)

P(Ov Tn(T)—l: Tr]('r))
y(t) (G(ta T)2 - G(ta Tn(T)fl)z)

G(T T —1a7—)
v a7 1) T
(Ty(r)—1, Ty(r))

= log P(0,T}(r)—1,7) + log

_l’_

N = N =

(G(ta Tn(T))2 - G(t7 Tn(7)71)2)

A P(ta Tn(r)—lv T)

Gy (r)—1-7)
P, Tyr)-1, Ty(r) > Gy (r)—1 T (r)

P(Ov T’I7(T)—1 ) Tn('r))

= P(Oan(T)—lvT) <

exp (—;y(t) (G(t,m)? G(t7Tn(7)—l)2)>

1 G(Ty(r)-1,T) 9 2 )
exp | ~y(t G(t,Toi)? — G, T : 3.50
P (590 g 22 (G0 Ty = Gl Ty 1)) (3.50)

Die Short-Rate—Volatilititen o, (t) aus (3.50) erhdlt man aus einer Kalibrierung des

Short—Rate-Modells an die gegebenen Marktdaten. Die Mean—Reversion-Rate kann eben-

falls kalibriert, oder individuell festgelegt werden.

Ahnlich wie bei der Bestimmung des Back-Stubs, bestimmen wir mit der Formel
auch bei der Berechnung des Front—Stubs P(t, T))), neben dem Zerobond P(t, T, ) selbst,
noch einen weiteren Bond iiber die Bond—Preis—Formel aus dem Extended—Vasicek—Modell,
um die Short-Rate zu eliminieren. Da bei dem Zerobonds P(t, T, )—1, Ty 1)) der Beobach-
tungszeitpunkt nach dem Startzeitpunkt liegt, wahlen wir als zweiten, im LIBOR-Markt—
Modell bekannten Bond, den Zerobond P(t, T ), Tr()+1)-

Mit (3.47) ergibt sich fiir den Front-Stub P(t,T,)) direkt die Darstellung:
P(Oa Tn(t))

P Ty) = g 8 e <—x(t)G(t,Tn(t)) _ %y(t)G(t, Tn(t))2> . (3.51)
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Fiir den Preis des Zerobonds P(t, T} ), T+)+1) ergibt sich:
P(t, Ty)+1)
P(ta Tn(t))

P(0,T,
O exp (—a ()Gt Tyey41) — Sy Ty 1)?)

P(OT,
(P(O,nt(;)) exp (—z(t)G(t, Tyw) — 359G, Tyr)?)

= P(0, Tyyt), Tyyt)+1) €xp < —x(t) (G(t, Tyy+1) — Gt Tyy))
1

L) (G Ty ) — G Ty)))
(3.52)

P(t7 Tn(t)7 T’r](t)Jrl) =

Die Gleichungen (3.51]) und (3.52]) werden nun nach —z(t) aufgelost. Fiir (3.51)) ergibt sich:

(t) = ( UL OV

—— (log =T G, T 2),
G(t, Ty) gP(O,t,Tn(t)) V(G Tyr))

sowie fiir (3.52)):

() = 1 ( P(t, Ty)> Toy+1)

log
G(t, Tn(t)+1) - G(ta Tn(t)) P(07 T’](t) ’ Tn(t)H)

#5000 (G0 Ty = Gt Ty ) ).

Jetzt konnen wir durch Gleichsetzen die gewiinschte Formel fiir den Front—Stub bestimmen:

P(t7 Tn(t) ) 1

log ————— + —y(t)G(¢, T, 2
0og P(O,t,Tn(t)) + 2y( )G( ) n(t))

G(t, Tyw) < P(t’Tn(t)’Tn(t)H)
G(ta Tn(t)+1) - G(ta Tn(t))

P(t) Tn(t) )

& log —————
P(Oa t Tn(t))

G Tyt))
P(t, Ty Ty)+1) C0Tnm+0-CETh)

= log
P(07 Tn(t)7 Tn(t)-i—l)

1 G(t, T 2 _Gt, T, %) Gt T
+ L (Gt Tyny41)* — G(t, Tyw)?) G, Tyr) Gt Ty’
G(t7 Tn(t)—i—l) - G(t¢ Tn(t))

2

)
=G T 1)+1)GEThw)
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= P(t,Tn(t))
G(t’Tn(t))
= P(0,t,T,p) Pt Tyr), Ty(ey+1) | FETo0+0)-CET0)
" OT PO, Ty, Ty 1)

Iy
1
€xp <2y(t)G(t) Tn(t)Jrl)G(ta Tn(t))) ;

(3.53)

wobei () erfillt ist wegen:

(G(t, Typn)* — G(t, Tyw)?) G(t, Ty
G(t, Tyya) — G(E, Tywy)

G(t, Tyy1)?G(t, Tyry) — G(t, Ty))*G(t, Tyey) — Gt Ty (G (8, Tyyin) — Gt Tyqry))

Ui
G(t, Tywyn) — G Tyw)

G(t, Ty )*G(t, Tywy) — G(t, Tye))*G(t, Ty )
Gt Tyuyn) — G Tye)

G(t, Ty )Gt Tyy) (Gt Tyy) — Gt Thywy)
G(tv Tn(t)+1) - G(ta Tn(t))

= G(t, Ty) G (L, Tywy)-

Insgesamt ist mit den Formeln (3.53|) fiir den Front—Stub und (3.50) fiir den Back—Stub

die zweite Aufteilungsmoglichkeit des Zerobonds P(t, 7) vollstandig bestimmt.

Bei der vorliegenden Interpolationstechnik ist es nicht mehr so einfach moglich die Giite-
kriterien aus Abschnitt [3.2| zu tiberpriifen. Wir wollen uns auf die Ausfithrungen in [PA10D]
iiber den Back—Stub beziehen. Es wird gesagt, dass es bei dieser Interpolationsmoglich-
keit keine eindeutigen Nachteile gibe. Zudem sei sie in der Praxis vergleichsweise einfach
zu implementieren und fast arbitragefrei. In [PA10D] ist dieser Ansatz also die préferier-
te Interpolationstechnik. Die , Fastarbitragefreiheit wird damit begriindet, dass man die
No—-Arbitragebedingung zwar in dem verwendeten Extended—Vasicek—Modell zeigen
kann, man aber innerhalb des LIBOR-Markt—Modells nur eine gute Approximation be-
kommt. Kritisch zu bemerken ist jedoch, dass an dieser Stelle auch in der Quelle nicht
eindeutig ist, wie gut die Approximation wirklich ist, so dass wir keine Moglichkeit ha-

ben zu beurteilen, wie die ,Fastarbitragefreiheit zu interpretieren ist. Auflerdem haben
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wir keine Hinweise darauf, wie sich der Front—Stub verhélt, in den bei der Herleitung
Eigenschaften aus dem Short-Rate-Modell des Zerobonds P(t, T, ), T)t)+1) anstelle von
P(t, )1, Ty ) einflieRen.

Stochastizitét ist ein weiteres Kriterium, das im vorliegenden Fall aber eindeutig erfiillt
ist, da in die Konstruktion der Interpolationsmoglichkeit das Extended—Vasicek—Modell
einflieftt und die Formeln jeweils die Short—Rate—Volatilitit beriicksichtigen. Zudem sind
die in den Formeln enthaltenen, in ¢ beobachteten Zerobonds stochastisch, da sie jeweils
iiber die zugehorige stochastische LIBOR-Rate in ¢ gegeben sind.

Zur Positivitat ist an dieser Stelle allerdings keine genaue Aussage moglich. Es ist be-
kannt, dass in dem verwendeten Short—-Rate-Modell die Short—Rate auch negativ werden
kann. Da diese jedoch in den Interpolationsformeln nicht explizit auftritt, sind die Auswir-
kungen auf die Positivitdt der LIBOR-Raten unklar. Da dieser Ansatz aber die favorisierte
Interpolationstechnik darstellt, liegt die Vermutung nahe, dass die resultierenden LIBOR~-
Raten nicht negativ sind. Zu eventuellen Ausnahmen existieren jedoch keine Informationen
und ein Gegenbeispiel konnte ebenfalls nicht gefunden werden.

Ein letztes wichtiges Kriterium ist die Stetigkeit beim Ubergang von den interpolierten
LIBOR~-Raten zu den simulierten Raten auf den Gitterpunkten. Auch in diesem Fall wer-
den wir anstelle der LIBOR-Raten die Zerobonds untersuchen, genauer gesagt den Front—
und den Back—Stub aus den Formeln und . Im Fall des Front—Stubs kénnen
wir nur den Fall t /T, zeigen, da sich die Grenzwerte nur auf den Anlagezeitraum der
Rate beziehen und nicht den Beobachtungszeitpunkt einschlieffen. Wiirde man auch den
Grenzwert ¢ \,T},;)—1 betrachten, so wiirde man damit eine tote Rate interpretieren wollen.

Fiir die Funktion G(¢,T') ergibt sich:

1 — e_“(Tn(t)_t)

lim G(t,Typ)= lim — =0,
t/ Tt 6 Tw) t/ Tt K

so dass schliefslich fiir den Front—Stub (3.53) folgt:

P(t, Ty, T, —
7Tty t/ T (
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Ansitze zur Interpolation im LIBOR—-Markt—Modell

Um den stetigen Ubergang des Back-Stubs zu den Zerobonds auf dem Gitter zu zeigen,
betrachten wir zunichst das Verhalten des Bruchs _GTyn-17)
G(T77(T)—17Tn(7'))
G(Ty(r)-1,T) G(Ty(r)-1,T)
lim iU =0 sowie lim iU
Nory-1 G(Tyr) -1, Tor)) 7/ Toiry G(Tyry—1, Ty(r)
Fiir den Back—Stub (3.50)) folgt somit:

. Wir erhalten:

= 1.

lim P(t, T, _1,T
TNT(r)—1 (& Toirr207)

—0

G(Tr](‘r)fla T)

P(t, Tory 1, T
—  lim P(O,Tnm_l,f)< (& ey 1 T )))G(Tn(T)—l’Tn(T))
NI (ry—1 P(O7T77(T)—1?T77(T))

exp ( - %y(t) (G(t,7)* = G(t, Tyr)-1)?) )
—0

1 G(Tn(r)—la T) 2 2
exp | =y(t G, Ty —G(t, Ty —
<2y< ) Gy 1 Ty (G(t, Tyr)* = G(t, Tyr)-1)%)

—0

sowie

lim P(t,T T _1,7’)
7/ Ty(r) 7

-1
G(Tn(‘r)fla T)

Tyr)-15 To(r)) > G(Tyry—1, ()

7T77(7—)—17 Tn(T))

(t,7)

CeXp <_;y(t) (G ’ - G(t7Tn(T)—1>2)>

P(t,
P(0

= lim P(O,T 7—_1,7') <
7/ Ty(r) ()

G _1,T
exp <1y(t) -1, ) (G(t,Tnm)Q—G(taTn(r)1)2)>

exp (| +

7 N N

=Pt Tyr)-1: Tyir))-

Obwohl die vorliegende Interpolationstechnik der von Piterbarg préferierte Ansatz ist
und die Giitekriterien dem Anschein nach erfiillt sind, erhalten wir nur wenige eindeutige

Aussagen. Umso wichtiger werden die numerischen Ergebnisse aus dem Kapitel [4] sein.
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3 Die Interpolationsansitze

3.3.7 Lineare Interpolation der LIBOR—-Volatilitat

In diesem Interpolationsansatz wird im Gegensatz zu den vorhergehenden Moglichkeiten
direkt die Volatilitat der LIBOR-Raten interpoliert. Man kann hierbei eine vergleichsweise
einfache, ndmlich die lineare Interpolation unterstellen, da man bei der Interpolation der
Volatilitdt keine besondere Riicksicht auf No—Arbitragebedingungen nehmen muss. An-
schliefsend werden wir Eigenschaften des LIBOR-Markt—Modells ausnutzen, um iiber die
lineare Interpolation der Volatilitat auch eine Interpolation der stochastischen Gréfen, d.h.
der LIBOR~Raten und der Zerobonds zu erhalten. Die nachfolgenden Ausfiihrungen ori-
entieren sich an dem Buch von Brace, vgl. [BraQ7|, und erweitern die darin enthaltenen

Ideen, um eine allgemeine LIBOR-Rate L(t, 71, 2) bestimmen zu konnen.

Das Ziel bei diesem Interpolationsansatz ist die Bestimmung der unbekannten LIBOR~-

Raten L(t, 7,7 + 0,(7)—1) und L(t,t,t + 0y (4)—1), wobei 0,(y_1 =T,

() — Tyy—1 gilt. Kennt

man diese Darstellungen, so kann man aus der ersten Aufteilungsmoglichkeit

1
P(t77—) = P(taTn(t))P(thn(t)aTn(T))Wa
y Ty dn(r

den Front— und den Back-Stub bestimmen iiber die Formeln:

Ty —t\
P(t,Tyw) = ((1 + Oy L(t, Lt + 5n(t)—1)) énm_l> ; (3.54)
sowie .
1 67](7')_7—
—— = (1 4+ 6,1 L(t, T, Op(1)— n(r)=1 3.55
P(t,T, Tn(T)) ( + n(t)—1 ( T, T+ n(7T) 1)) ( )

Auf diese Weise ist es iiber die Formel dann auch moglich, alle beliebigen LIBOR-
Raten L(t, 71, 72) zu berechnen. Hierbei miissen wir 0 < ¢t < 73 < 79 < Ty_; voraussetzen,
da sonst simulierte LIBOR-Raten in die Interpolationsformeln eingehen wiirden, die iiber
den Zeithorizont T hinausgehen. Alternativ werden diese Raten, wie auch in Kapitel

geschehen, mitsimuliert.

Der Vorteil der Formeln (3.54)) und (3.55) im Gegensatz zu den Interpolationsformeln aus

der konstanten Interpolation, vgl. Abschnitt ist die Tatsache, dass jeweils direkt die
LIBOR-Rate mit dem passenden Startzeitpunkt interpoliert wird und in die Berechnung
eingeht. Bei der konstanten Interpolation dagegen hat man lediglich die LIBOR-Rate von

den umliegenden Gitterpunkten auf das bendtigte Intervall bezogen.
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In einem ersten Schritt bestimmen wir die Interpolationsformel fiir die LIBOR-Rate
L(t, 7, 7+0,(r)—1). Hierzu wihlen wir einen Ansatz, bei dem wir zunéchst eine Interpolation
fiir die unbekannte Volatilitét o(¢,7) dieser LIBOR-Rate angeben.

Da in diesem Interpolationsansatz die LIBOR—Volatilitdten im Mittelpunkt stehen, ver-
wenden wir die ausfiihrliche Schreibweise fiir die Volatilitdten. Mit der allgemeinen linearen

Interpolationsformel nach Isaac Newton erhalten wir:

U(ta T, (‘r)) - U(tv Tr](‘r)fl)
U(t’T):U(t7T T—l)+ i T—1, 7)—1
n(r) T~ Ty s 0 Tan-1)

1
= Tyir) — Tyir)—1 (U(t7T77(T)—1) (Tyiry = 7) + 0t Tyiry) (7 = Tyry—1) )
Um spéter zusétzliche Bedingungen erfiillen zu kénnen, wollen wir an dieser Stelle bereits
eine Funktion 9(-) mit den Eigenschaften ¥(T, 1) = 1 und ¥(T,(;)) = 1 einfiihren.

Auferdem verwenden wir eine abkiurzende Schreibweise mit den Funktionen:

1 1
a(r) = 577(7_)7119(7) (Tn(T) — T) und  B(7) =

1) (7 — Tyiry—1) »
577(7_)71 ( n(7) 1)

die bei der Implementierung den Vorteil haben, dass man sie schon vorher berechnen kann.

Mit 0y(r)—1 = Tyy(r) — Tiy(r)—1 ergibt sich so schlieflich:

o(t,7) =

5o ) (ot Tor)1) (T = 7) + 06 Tyi) (7 = Ty 1) )
n(r)—

- O‘(T)U(t? Tn(T)—l) + ﬁ(T)U(t7 Tn(T))' (3'56)

Wir gehen aus von der Dynamik der LIBOR-Rate L(t, T} (-1, T})(7)) unter dem natiir-
lichen Forward Maf P™n("). Verwenden wir die Kurzschreibweise, so ergibt sich:

P T,
dLn(-r)fl(t) = O'(t, Tn(T)*l)Ln(T)*l(t)de(q—)—l (t) unter P*n(7),

Hierfiir erhdlt man mit der It6—Formel, die wie auch im Beweis von ,Black 76 wvgl.

Satz (2.1]), auf die log-Dynamik angewendet wird, die folgende Darstellung:

t T 1 t
n(7)
Liyry-1(t) = Ly(z)-1(0) exp (/0 (8, Ty(r)—1) AW,y (8) = 2/0 0(5,Tn<7)—1)2d8> :

In geéinderter Schreibweise erhalten wir den Ausdruck:

Lyry-1(t) t To(r I
n(r)—1 . P () 2
log m = /0 O'(S,Tn(T)_l)dLLn(T)_l (S) - 2/0 U(S7TW(T)—1) ds. (357)

Unter der Annahme, dass wir das Forward Maf P7t%(-1 mit dem Maf PTn) identi-

fizieren, kénnen wir die LIBOR-Rate L(t, 7,7 + d,(;)—1) analog zu (3.57) schreiben. Um
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die Darstellung iibersichtlich zu gestalten, werden wir auch fiir diese LIBOR-Rate eine

Kurzschreibweise verwenden, die wir sinngeméfs definieren durch:
Ly (t) := L(t, 7,7 + dy(r)=1)-

Fiir die LIBOR-Rate L, (t) setzen wir an:

L.(t) [ To(r) 1 [t
log T35 ~ /0 (s, )W () — | /0 o(s,7)2ds, (3.58)

wobei wir als Brownsche Bewegung aufgrund der Forward Maf Identifizierung eine Brown-
T

sche Bewegung WX "™ unter dem Mak PTn(") verwenden. Wir setzen nun in (3.58) die

lineare Interpolation der Volatilitat (3.56)) ein und erhalten:

' T t
o 5:((3)) ~ /o (7)o (s, Tyry1) + B(T)o (5, Tyry)) AW " (s) - 1/0 o(s,7)%ds.

2

Identifizieren wir zusitzlich auch die Forward Mafe PTn() und PTn(")+1 miteinander und
verwenden fiir die Brownschen Bewegungen unter diesen Mafsen gerade die entsprechenden
Brownschen Bewegungen aus dem zu Grunde liegenden LIBOR-Markt—Modell, so kénnen

wir den Ausdruck durch das Addieren einer 0 auch schreiben als:

1 L (1) ' T awk o 1 [t T 2

08 L.(0) o(7) 0 (8, Tyr)-1)dWy )1 (8) = 0‘(7)5 ; o (s, Tyyr)-1)"ds
! pTn(r)+1 1 [t N

+ B(T> 0 0'(37 TW(T))de(T) (3) — ﬂ(T)i ) O'(S7 TW(T)) ds

1 ¢ t t
—1—5 (a(T)/O O'(S,Tn(T)l)QdS—i-B(T)/O O’(S,Tn(T))QdS—/OU(S,T)st),

und erhalten auf diese Weise iiber (3.57) und eine analoge Form fiir L, ,)(¢) die Interpola-

tion der LIBOR-Rate L. (t) = L(t, 7,7 + d,(r)—1):

L)1) log L)
Ly)-1(0) + Bir)log Ly (0)

s <a(7‘) /0 (5, Tymy1)2ds + B(r) /O (s, Ty s — /0 ta(s,7)2d8> .

(3.59)

Da der letzte Term noch die unbekannte Volatilitét o (s, 7) enthélt, setzen wir erneut die

Interpolationsformel (3.56)) ein und 16sen nach L. (¢) auf. Die Interpolationsformel fiir die
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LIBOR-Rate L(t,T,7 + 0,(;)—1) ist dann in ausgeschriebener Form gegeben durch:

L(t, T, T+ 577(7')—1) R L(O’ T+ 5"7(7')_1)
. [ <L(t, Tyr)—1: () )Q(T) . <L(t= Torys Tory+1) >ﬁ(f)

L(07 Tn(T)—la Tn(r)) L(Ov Tn(r) ) Tn(T)-i-l)

I I
exp (a(T)2/OO'(S,Tn(T)1)2d8—|-,8(7')2/0O'(S,Tn(T))QdS

5 [ (a1t Ty )+ Bt n<7>>)2ds>].

(3.60)

Um als niéichstes auch die LIBOR-Rate L(t,t,t+ d,(;)—1) zu bestimmen, miisste man die
Gleichung (3.60|) fiir 7 = t auswerten. Allerdings ergibt sich dann das Problem, dass die
Formel zunéchst nur fiir ¢ <7, ;)_; wohldefiniert ist. Fiir 7 = ¢ stokt man auf das Problem
einen toten LIBOR, genauer die LIBOR-Rate L(t, Tyt)—1 Tn(t)), berechnen zu miissen. Um
auch eine Gestalt fiir L(t,¢,t + d,(;—1) angeben zu kénnen, werden wir nachfolgend eine
geeignete Form fiir die tote LIBOR-Rate Ly )—1(t) = L(t, T})—1, Tyr)) herleiten.

Wir wollen einen Ansatz wihlen, bei dem wir die virtuelle LIBOR-Rate Ly ;)_(t) iiber
einen bedingten Erwartungswert bestimmen, genauer durch:

Liy)-1(t)
Ln(t)—l(Tn(t)—l)
_ Pt exp i ol (t> Ty)— 1)dW1z )n(t)( )
2 ang),sf Ty1)-1)"ds

wobei wir zunéchst fiir die Wohldefiniertheit von (3.61)) fordern missen:

t
o (s, Ty dWhy " s)| . (3.61)
T)—1

o (s, Tyiy—1) = o(Tyy—15 Ty —1) fiir alle 7,1 < s < t.

Zur Verkiirzung der Schreibweise, definieren wir:

: 1/t
X = / Tyw-1)dW,, )n( (s) — 2/ (s, Ty)—1)°ds,

Ty(t)—1 Tyt)-1

sowie

To(t)
Yy .= / San(t d ézt)ltJrl( )

7](t) 1

In dem Ansatz (3.61)) bedingen wir auf die Zufallsvariable Y, die es iiber die Volatili-

tatsfunktion o (s, Tn(t)) ermoglicht, auch das bereits bekannte Zeitintervall [Tn(t),l,t] bei
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der Bestimmung von L, ;)_;(t) zu beriicksichtigen. Bei beiden Zufallsvariablen verwenden
wir die 7(t)—te Brownsche Bewegung aus dem gegebenen LIBOR-Markt—Modell. In der
Zufallsvariable X wird sie unter dem Forward Maf PTn® beriicksichtigt und in die Zu-
fallsvariable Y geht sie ein unter dem Maf PTn)+1. Bereits jetzt sei daran erinnert, dass
wir diese Mafse miteinander identifiziert haben.

Das Ziel ist jetzt die Bestimmung der bedingten Verteilung X|Y. Wir werden zeigen,

dass eine Normalverteilung vorliegt. Schliefslich werden wir
1
E [exp(Z)] = exp (E [(Z] + B Var [Z]) ) (3.62)

flir eine normalverteilte Zufallsvariable Z erweitern zur Bestimmung des bedingten Er-
wartungswertes . Der Beweis und die Erweiterung der Formel finden sich im
Anhang, vgl. Abschnitt Seite

Wir wollen zuséatzlich noch die folgenden abkiirzenden Schreibweisen einfiihren:

t T,

(t)

X1 ::/ a(s,Tn(t)_l)dWﬁt)“(s)
Tn(t)fl

t
Qn(t)—1 = / o (s, Tyy—1)ds = o(Ty)—1, Tyey—1)* (t = Tye)—1)

Tye)-1

t
Tn(t) ::/ O'(S,Tn(t))2d5

n(t)—1

t
m:/gﬂm%b%w4W@ﬂww&
Tot)—1

Offensichtlich sind X und Y beide normalverteilt, da es sich jeweils um ein It6—Integral
iiber eine deterministische Funktion handelt. In einem ersten Schritt bestimmen wir die
genauen Verteilungen von X und Y. Fiir den Erwartungswert von X gilt:

1 0] P |1 1
2qn(t)—1:| =E [Xi1] —E 5%@)—1 = _iqU(t)—la

=0
da Martingal

Ean(t) X] = EPT"“) |:X1 B

und
Ton(t) Top(t) 1
Var” " [X] = Var” ™" {Xl - 2qn(t)—1]
T, T
—EP " [x3] -EP Y (X2

—_—————
=0
da Martingal

2
Tne) ¢ T
=E"™ (/ o (s, Tyy-1)dW, ) t(S)) = Gn(t)-1

T'r](t)—l
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wobei die letzte Gleichheit aufgrund der It6—Isometrie gilt. Fiir X folgt somit:

1
X ~ N( = 5015 qn(t)1>- (3.63)

Der Erwartungswert von Y ist gegeben durch:
EPTn(t> ¢ dW’F Tn(t)+1 .
T()( Ty))dWyy~ (s)| =0,
n(t)—1

da wir die Forward Mage PTn® und PTn(v+1 miteinander identifiziert haben und somit die
Martingaleigenschaft anwenden kénnen. Die Varianz von Y bestimmt sich unter Beriick-

sichtigung der Forward Maf Identifikation und der It6—Isometrie zu:

T, T,
Var” " [¥] =EP " [v2] — EP Y Y] = g0,
da Mglgcingal

so dass wir fiir Y insgesamt erhalten:
Y ~ N(0, gy))- (3.64)
Die Verteilung des Zufallsvektors (X,Y) T ist gegeben iiber

X wx 03( poX0oy

~N , ,
Y Ly poxoy 0%
wobei wir den Erwartungswertvektor mit p und die Kovarianzmatrix mit ¥ bezeichnen.
Auflerdem ist p gegeben durch
Cov(X,Y)

\/ Var? e \/ Var? W)

so dass wir noch die Kovarianz Cov(X,Y’) bestimmen miissen:

Cov(X,Y)

Tt Tt Lot
—_——

=0
To(t) 1
— P [ <X1 - 2qn(t)_1> Y

Tt t n(t
:EP"”[(/ o (Ty(ty-1s Ty 1) AW s ))Y

Tyy-1
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t t
( /T o (Tyy-1, Ty(r) )dWﬁt)”(t>( )) ( /T o(san(t))dW%)n(tm( ))]

n(t)—1 n(t)—1

t
- / o (Tywy—1> Tyy—1)0 (s, Ty )ds = g,
Tye)-1

_ Eanu)

wobei (%) gilt, da wir die Forward MaRe PTn) und PTn+1 miteinander identifiziert haben
und eine Folgerung aus der Ito-Isometrie anwenden, deren Beweis sich im Anhang befindet,

vgl. Lemma . Die Verteilung von (X,Y) " ist schlieklich gegeben durch:

X —Lg _
~ N 2dn(t)—1 : n(t)-1 q ’ (365)
Y 0 q Gy

Hieraus ergibt sich fiir die bedingte Verteilung von X gegeben Y:
<MY~NOM+EMZ§%Y—m%Em—Emgﬁ&Q
NN( 3 9n(t)- 1+ q g (Y =0) gy —q'q;é)-q>

q 1 'S
~N<Yq g 4). (3.66)
Gy 27O g
Jetzt konnen wir die oben bestimmte bedingte Verteilung (3.66)) dazu benutzen, um mit
Hilfe von (3.62) den bedingten Erwartungswert (3.61)) zu bestimmen. Es ergibt sich:

Lyy-1(t) < 1 1 < 2 >)
n(t)-1 q q
= exp Y — —q,-1+ = | @Gh—1 — . 3.67
Lyy-1(Tyy-1) Gy 20T 2\ g (367

Um eine vollsténdige Bestimmung der virtuellen LIBOR-Rate L,)—1(t) zu erhalten, setzen

wir Y in (3.67)) ein. Wegen:

) (t) t + 1 t
T :/ (s, Ty)dWiy " (5) - 2/ o (s, Ty(p)) ds,

log ——————
Ly (Tyy-1) Ity Tyt)-1

schreiben wir Y in der Form:

H+1 1(t) 1 [
Y = / Ty dle )" T(s) = log % + 3 / U(S,Tn(t))zds. (3.68)
Thy—1 n(t)(Tn(e) Tyt)—1
Auf diese Weise erhalten wir fiir (3.67)) unter zusétzlicher Verwendung von g, in (3.68):
Ly@y-1(t) _ g (10 Ly (t) 1 ()) _ }i
ne-1Tnwy-1) oy \ 7 Loy (Tyy—1) - 2

log
L 2 qy(r)

q Ly (1) 1 ( q >
= log +-q{1——). (3.69)
Uity Loy (Tyw-1) 2 T (t)
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Die Gestalt der virtuellen LIBOR-Rate (3.69) wurde benétigt, um die Gleichung
in 7 = t auswerten zu kénnen und auf diese Weise eine Interpolation fiir L(t,¢,t + d,)—1)
zu erhalten. Da es sich einfacher gestaltet, werten wir anstelle von die noch nicht
umgestellte Gleichung flir 7 =t aus und gelangen so zu:

Ly(t)
L.(0)

Ln(t) (t)
Ln(t) (O)

1 t t t
+§ (a(t)/o a(s,Tn(t)1)2d8+B(t)/o U(S,Tn(t))QdS—/OU(S,t)2d8>,

in der die virtuelle LIBOR-Rate L, ;)_1(t) bendtigt wird. Setzen wir (3.69) ein:

Ly(t) < q Ly (1) 1 ( q )
log ~ ot log 4+ —=q(1——— ) +log L, _1(T,—
L(0) Q iy Ly (Tye-1) 2 In(t) (-1 (Tn-1)

Lr](t) (t>
Ln(t) (O)

1 t 1 t
—I—2a(t)/oa(s,Tn(t)_1)2ds—|—25(2&)/0 a(s,Tn(t))2ds

log

~ a(t)log Ly 1 (t) — a(t)log Lyz)—1(0) + 5(t) log

— a(t)log Ly)—1(0) + B(t) log

1

—3 /Ot (Oé(t)O'(S,Tn(t)—l) + ﬁ(t)a(s,Tn(t))de’

so gelangen wir schlieflich zu der Formel fiir L(t,t,t + 0,(4)—1):

L(t, t,t+ 577(75)—1) ~ L(O, t,t+ 577(t)—1)

L, T, T Mz
( (&, Tyce) Tooy+1) ) " exp (1qa(t) (1 _ q))
L(Ty@y—1 Torys Toy+1) 2 I (t)
. <L(Tn(t)17Tn(t)17Tn(t))>a(t) , <L(t=Tn<t>an<t>+1)>5 "

L(0, Tyt)—15 Tov)) L0, Ty, Tyi)+1)
t

1 ! 1
exp <2a(t)/0 U(S,Tn(t)1)2d8+25(t)/o U(San(t))st

1

-3/ (a()o(s, Ty 1) + ﬁ(t)o(s,Tnm))st)] . (3.70)

Die Formeln (3.60) und (3.70) kénnen wir nun verwenden, um den Front—-Stub ((3.54))
und den Back-Stub (3.55) zu bestimmen. Um alle LIBOR-Raten L(t, 7, 72) mit 0 < ¢ <

71 < 19 < Ty zu bestimmen, verwendet man die Formel (3.1]):

L(t, 71, 70) = — (P(t’ ) _ 1) ,

o — 11 \ P(t,72)

zusammen mit der ersten Aufteilungsmoglichkeit fiir die Zerobonds P(t,71) und P(t, 72).
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Auch bei der Interpolation der LIBOR-Volatilitdt wollen wir die Giitekriterien iiberpri-
fen, die wir in Kapitel [3.2] vorgestellt haben.

Die Arbitragefreiheit ist laut Brace, vgl. [BraQ7|, nicht vollstindig gegeben, da wir die
unterschiedlichen Forward Mafse miteinander identifiziert haben. Allerdings sei es durch
eine Unterscheidung der verschiedenen Forward Mafte und eine Approximierung der zu-
gehorigen Drifts mdéglich, Interpolationen herzuleiten, die ndher an der Arbitragefreiheit
liegen. Kritisch zu bemerken ist an dieser Stelle, dass Brace keine Angaben dazu macht,
wie weit die vorliegende Interpolationstechnik noch von der Arbitragefreiheit entfernt ist.

Zur Beurteilung der Positivitdt einer allgemeinen LIBOR-Rate, betrachtet man die
grundlegende Beziehung zu den Zerobonds iiber die Formel . Damit die LIBOR-Rate
L(t, 11, T2) nicht negativ ist, muss man nachweisen, dass P(t,71) > P(t,12) gilt.

Wir wollen uns an dieser Stelle zunéchst darauf beschranken die LIBOR-Raten auf Po-
sitivitdt zu untersuchen, die in die Formeln und des Front— und Back—Stubs
einfliefen. Fiir diese haben wir mit den Formeln und eine direkte Interpola-
tionsformel hergeleitet.

Die LIBOR-Raten L(t, 7,7 +d,(;)—1) und L(t,t,t+0,(;)—1) sind aber offensichtlich nicht
negativ, da sie sich aus einem Produkt von nicht negativen Faktoren ergeben. Die einzelnen
Faktoren sind nicht negativ, da wir alle in 0 beobachteten LIBOR—Raten als nicht negativ
angenommen haben und auch alle simulierten LIBOR-Raten auf den Gitterpunkten nicht
negativ sind. Auflerdem ist e* > 0 fiir alle x € R, so dass alle Faktoren in den Formeln
und nicht negativ sind. Insgesamt nehmen somit die LIBOR-Raten L(t, 7, 7+6,(r)1)
und L(t,t,t + d,()—1) keine negativen Werte an.

Im Hinblick auf die konstante Interpolation[3.3.3|liegt die Vermutung nahe, dass aufgrund
der Positivitdt von L(t, 7,7 + d,(r)—1) und L(t,t,t + 0,)—1), die in den Front— und Back-
Stub einflieken, auch die allgemeine LIBOR-Rate nicht negativ ist. Die LIBOR-Raten,
die in die Formeln fiir den Front— und den Back—Stub eingehen sind zwar nicht negativ,
allerdings handelt es sich im Gegensatz zu Abschnitt um zeitlich verschobene LIBOR~-
Raten, so dass eine analoge Durchfiihrung des Beweises nicht moglich ist.

Im Fall der Stochastizitdt nehmen wir bei der Herleitung des Interpolationsansatzes
fiir die LIBOR-Rate L(t,t,t + d,(+)—1) Einschrdnkungen vor. Diese beziehen sich aller-
dings nicht wie zuvor auf die Volatilitat des Zerobonds, sondern auf die Volatilitat der

LIBOR-Rate. Um die tote LIBOR-Rate Ly )—1(t) = L(t, Ty)—1, Tyt)) herzuleiten, wird
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Ansitze zur Interpolation im LIBOR—-Markt—Modell

die LIBOR~Volatilitit o (s, T;,)—1) fiir Ty)—1 < s <t als konstant angenommen. Grund-
sétzlich ist aber bei diesem Ansatz die Stochastizitét nicht vollstdndig ausgeblendet.

Als letztes Kriterium wollen wir noch die Stetigkeit der interpolierten LIBOR-Raten
beim Ubergang auf die simulierten Raten der Gitterpunkte untersuchen. Hierzu betrachten
wir die LIBOR-Raten L(t, 7,7 + d,(;)—1), die in den Back-Stub eingeht und L(¢,t,t +
On(t)—1), die in den Front-Stub einflieft.

Im Fall des Front—Stubs zeigen wir wiederum lediglich die Stetigkeit fiir den Grenzwert
von ¢ gegen den oberen Gitterpunkt ;). Da sich der Grenzwert nur auf das Anlagezeitin-
tervall bezieht und nicht auf den Beobachtungszeitpunkt, wiirde man bei der Betrachtung
des Grenzwertes gegen T}, ;)_; eine tote LIBOR-Rate untersuchen. ¥ ist als eine Hilfsfunk-
tion definiert, die es ermoglicht zusatzliche Bedingungen zu erfiillen. Sie ist aber auf den

Gitterpunkten durch den Wert 1 festgelegt. Es gilt somit fiir die Funktionen o und g:

1
lim «a(t) = lim

() (Toipy — t) = 0,
t,/ Tyt t,/ Tyt 5n(t)—1 ® ( ®) )

n

sowie

lim A(t) = lim
£/ T () t/Tye) On(t)—1

Damit folgt sogleich fiir die LIBOR-Rate (3.70]), die in den Front—Stub eingeht:

I(t) (t = Ty—1) = 1.

lim L(t,t,t+ 60—
£ T ( n(t) 1)

= lim L(O, t, t+ 577(t)—1)

t/Tn(t)
Lt Typ, T Mz
< (&, Toce)s Toty41) > O o <1qa(t) <1_q>)
L(Ty)-1, Toey> Ty +1) 2 (1)
. <L(Tn(t)_1,Tn(t)—th(t)))a(t). <L(t,Tn(t)aTn(t)+1)>ﬁ(t)
L(0, Tyy0y—1. Tr)) L0, Ty, Ty(ry+1)

1 t 1 t
exp <2a(t)/0 a(SaTn(t)1)2d5+25(t)/o o (s, Ty)*ds

_ % /ot (a(t)o(s, Tywy-1) + Bt)a(s, T"(t)))2d8>]

L(t7 Tn(t)7 Tn(t)Jrl)
L0, Ty, Ty t)+1)

:L(Ov Tn(t) ) Tn(t)-i—l)

=L{t Ty, Tyiey+)-
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3 Die Interpolationsansitze

Bei der Analyse der LIBOR-Rate (3.60)), die im Back—Stub beriicksichtigt wird, geben
wir auch zunéchst die Grenzwerte fiir die Funktionen o und # an. Die Funktion ¥ ist nach

Voraussetzung auf der Tenorstruktur durch den Wert 1 festgelegt.

Fiir den Grenzwert von 7 gegen den unteren Gitterpunkt erhalten wir dann fiir die

Funktion a:
im a(r)= L o) (1, ) =1
im «fr) = im T —7)=1,
T\Tn(r)fl T\Tn(r)fl 577(7')—1 77(7-)
sowie fiir die Funktion :
1

lim [(r)= _ lim
T\Tn(r)fl T\Tn(r)fl 677(7')—1

I(r) (1 — Tn(T)_l) =0.

Fiir den Grenzwert von 7 gegen den unteren Gitterpunkt ergibt sich damit fiir die

LIBOR-Rate (3.60)), die in den Back—Stub eingeht:

lim  L(t, 7,7+ 6pr)—
N ( n(r)—1)

= _lim  LO0,7,7 + dyr)-1)

TN (r)—1
L(t,T, T\ /Lt Ty, Toimran) \ P
( s Ty =15 T > < s Tor)s Ty(r)41 >

L(0, Ty (ry—1, Ty(r)) L(0, Ty (ry, Ty(ry41)

n

1 t 1 t
exp (a(r)2/00(s,Tn(T)1)2d5—|—,6’(7')2/0 O'(S,Tn(T))QdS

_ ;/Ot (a(T)a(s,Tn(T)_l) + B(T)O’(S,Tn(T))>2dS>]

L(ta Tr](‘r)7T17(T)+l)
L(Oa T’V](T)7TT](T)+1)

=L(0, Ty, Tyry+1)

=Lt Ty(r), Tyry+)-

Fiir den oberen Grenzwert, also fiir 7 gegen 7)) erhalten wir fiir die Grenzwerte der

Funktionen « und 8 wie beim Front—Stub:

lim «a(r)=0 sowie lim p(r) =
7/ To(r) 7/ To(r)
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Somit ist fiir die Rate im Back—Stub der obere Grenzwert gegeben durch:

li L(t O (r)—
M T B

= lim L(0,7,7+ ;1)
T n(T)

[ (L(t’ Tn(q—)—la Tn(T)) >a(T) . < L(t7 T?’](T) ) Tn(r)+1) >B(T)
L(Ov T’I](’T)—l? Tn('r)) L(07 Tn(T)a T?](T)+1)

I I
exp <a(7’)2/00(s,T,7(T)1)2d8—|—ﬂ(7)2/0U(S,Tn(T))%iS

_ % /Ot (Q(T)U(S,TW(T)_l) + ,B(T)o(s,Tn(T))>2d8>]

L(ta Tr](T)flv Tn(T))
~HO T o) 7 Tyry-1: Tr))

:L(tv Tn(‘r)—17 Tn(T) )

Fiir die zeitlich verschobenen LIBOR-Raten L(t,t,t+d,)—1) und L(t, 7,7+ d,(r)—1) ha-
ben wir die Stetigkeitsaussage bereits gezeigt. Zur Vollstdndigkeit wollen wir die Stetigkeit
auch auf alle beliebigen LIBOR-Raten iibertragen. Dazu betrachten wir den Zusammen-

hang zu den Zerobonds ({3.1]) und verwenden die Formeln fiir den Front und den Back—Stub,
vgl. (3.54) und (3.55). Fiir den Front-Stub folgt mit P(t, Ty ) = P(t,t, T)):

lim P(t,t, T, = lim
t/Tye) ( ) t/Tna)(

Fir den Back—Stub erhalten wir die Grenzwerte:

-1
(1 + 6y 1 Lttt + 5,]@),1)) On(t)-1 ) 1.

s G
Ty =7
. 1 ) 3
lim _— — hm 1+5 T_Lt’7'77-_|_6 e 7](7’)71
Ny P67, Tyry) NIy ( n(r)-1L( n(7) 1))
= 1+ (Tyir) = Tyry1) Lt Ty -1 Ty )
. 1
Pt Tyir)—1, Tyr)
sowie
1 . TCo i
ilm ——M = lim 1—{—6 T—Lt,T,T+5 e 17(7-)—1:1‘
T/Tn(‘r) P(t7 T, T’I](’T‘)) T/TW(T) ( n(r)—1 ( n(7) 1)>

Insgesamt ist somit die Stetigkeit beim Ubergang von den interpolierten zu den umliegen-

den simulierten LIBOR-Raten gezeigt.
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4 Interpolation in der Praxis

Gegenstand dieses Kapitels ist die praktische Auswertung der vorgestellten Interpolations-
ansétze. Auf der beiliegenden Daten—CD befindet sich die mit Visual Basic for Applicati-
ons (VBA) erstellte Excel-Datei. Obgleich die Verwendung von VBA zusammen mit Excel
keine groften Performance-Leistungen bietet, wurde diese Programmiersprache gewéhlt, da
eine vergleichsweise einfache Verbindung zu Excel mdoglich ist, so dass eine anschauliche
Aufbereitung der Ergebnisse ohne grofsen Aufwand stattfinden kann.

Zunachst werden im Kapitel die Rahmenbedingungen und die Datengrundlage vor-
gestellt, unter denen die Auswertung der Interpolationsansétze vorgenommen wird. Im
Anschluss daran werden wir die numerischen Ergebnisse vorstellen. In dem gesonderten
Kapitel untersuchen wir Zinsderivate, die eine Interpolation der LIBOR-Raten erfor-

dern.

4.1 Umsetzung der Interpolationsansitze mit ,Visual Basic

for Applications”

Bei dem verwendeten Framework handelt es sich um ein leistungsstarkes PC—System mit
Windows XP Home, Version 2002 mit Service Pack 3. Excel wird in der Version Microsoft
Office Excel 2003 SP2 benutzt und Visual Basic for Applications (VBA) als Version Mi-
crosoft Visual Basic 6.0. Die durchgefithrten Berechnungen sind sehr aufwéndig, so dass
auf die Aktualisierung ganzer Tabellenblétter in Excel verzichtet werden sollte. Stattdessen
wurde zur Neuberechnung ausgewéhlter Zellen ein Makro erstellt.

Die Grundlage fiir alle weiteren Betrachtungen stellen die Marktdaten vom 11.03.2011
dar, die sich in Form einer NAO-DateiE] auf der Daten—CD befinden. Ausgehend von die-

INAO steht fiir NordicAnalyticsObject. Die Datei ist mit einem Texteditor zu 6ffnen.
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sen Marktdaten wurde das LIBOR-Markt—Modell geméfs Abschnitt mit Hilfe von Nor-
dicAnalytics 2.0.48.0, einer HSH—Nordbank eigenen Bewertungsbibliothek, simultan an
Caps und Swaptions kalibriert. Zu einem vorgegebenen Zeitdiskretisierungsgrid wurden

die LIBOR~Raten schlieflich simuliert.

In einem ersten Durchlauf wurden 250, in einem weiteren wurden 500 Simulationen
erstellt. Die Ergebnisse aus dem zweiten Durchlauf befinden sich in der Excel-Datei auf
den Tabellenbléttern ,,Sim1“ bis ,,Sim500“. Fiir beide Simulationsdurchgénge finden sich die
entsprechenden Output NAO-Dateien auf der Daten—CD. Es handelt sich um halbj&hrliche
LIBOR-Raten fiir die Wahrung ,,Euro” entlang eines Zeitdiskretisierungsgrids, welches als
zweiwbchig vorgegeben wurde. Der letzte Zeitpunkt auf der LIBOR-Tenorstruktur ist der
11.03.2021, d.h. es wurde ein Zeithorizont von 10 Jahren vorausgesetzt. Die Simulation
erfolgte mit der Darstellung der LIBOR-Raten unter dem Terminal-Forward—Measure
(siehe Satz und dem Diskretisierungsschema nach Euler, vgl. Definition Bei den
vorliegenden Simulationen der LIBOR-Raten wurde keine Faktorreduktion durchgefiihrt,

allerdings wurde das Moment—Matching—Verfahren verwendet.

Es fallt auf, dass die letzte LIBOR-Rate die Forward-LIBOR-Rate mit Startpunkt am
11.03.2021 und Endzeitpunkt 13.09.2021 ist, sie also iiber Ty = 11.03.2021, den letzten
Zeitpunkt der Tenorstruktur, hinausgeht. Dies liegt daran, dass die Ansétze aus den Kapi-
teln[3.3.4lund den Einfluss der LIBOR-Rate aus dem néchsten Tenorintervall fordern.
Liegt der zu interpolierende Zeitpunkt im letzten Tenorintervall, also in [Ty _1, Tx], so geht
in die genannten Interpolationsansitze die LIBOR-Rate L(t, Ty, Ty+1) fiir t < T ein. Da
bei der Simulation keine Probleme entstehen, wurden die entsprechenden LIBOR-Raten
— ebenfalls unter dem Terminal-Measure — mitsimuliert, so dass schlieflich auch fiir die-
se Anséitze beliebige LIBOR-Raten mit Zeitpunkten im letzten Tenorintervall berechnet
werden konnen. Der entscheidende Grund ist jedoch, dass erst auf diese Weise auch das
zur Bewertung erforderliche Numéraire P(t,Ty) eindeutig bestimmt ist, da auch hierfiir

die Interpolationsanséitze benotigt werden.

Die Output—Datei von NordicAnalytics enthélt neben den LIBOR-Raten auch Diskont-
faktoren, aus denen sich die zum Zeitpunkt 0 (dies entspricht dem 11.03.2011) beobachte-

ten Zerobondpreise fiir beliebige Zeitpunkte 71,72 € [0, Tx] mit 71 < 75 ergeben. Auf diese
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Weise sind sogleich mit der Formel

1 P(0,71)
L(0 = -1
( 77-177—2) Ty — 71 <P(0,T2) > 3

auch alle beliebigen in 0 beobachteten LIBOR-Raten bestimmt.

Des Weiteren wurden die Parameter der Hump—Volatilitatsfunktion (2.19)) von Nordic-
Analytics ausgegeben. Fiir die Verwendung von Black’s Formel fiir Swaptions, vgl. Satz
benotigen wir noch die Markt—Volatilitdten, an die das LIBOR-Markt—Modell kalibriert
wurde. Diese befinden sich auf dem Tabellenblatt ,.SW*. Dariiber hinaus befinden sich dort
Volatilitaten, die ausgehend von dem kalibrierten Modell approximiert wurden.

Die in NordicAnalytics verwendete Day Count Convention (ACT/360) und die damit
verbundenen Zeitdifferenzen wurden in Excel nachgebildet, vgl. Tabellenblatt ,Delta“, so
dass im Vergleich zu den NordicAnalytics—Daten keine Konsistenzprobleme entstehen.

Da VBA grundsétzlich nicht fiir gute Performance—Leistungen ausgelegt ist, benotigt die
Berechnung bereits bei 500 Simulationen sehr viel Zeit. Der Hauptgrund fiir die schlechte
Performance liegt neben den grundsétzlich aufwéndigen Berechnungen in der Tatsache,
dass VBA sich auf die Daten aus den zahlreichen Tabellenbléttern stiitzt. Kritisch zu
bemerken ist an dieser Stelle bereits, dass eine Anzahl von 500 Simulationen in der Praxis
nicht ausreicht, da der Monte—Carlo—Fehler noch sehr grofs ist. Auf diesen Fehler werden

wir im Kapitel bei der Bewertung von ausgewéahlten Zinsderivaten erneut eingehen.

4.2 Vorstellung der numerischen Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden wir zunéchst auf die Untersuchung der interpolierten LIBOR-
Raten selbst eingehen, bevor wir im néchsten Unterkapitel die Bewertung von Zinsderivaten
mit den interpolierten LIBOR-Raten analysieren.

In der auf der Daten—CD befindlichen Excel-Datei kann man sich auf dem Tabellenblatt
»Rechnungen* auf Basis der Marktdaten vom 11.03.2011 beliebige LIBOR-Raten bestim-
men lassen. Ein sehr bemerkenswertes Ergebnis der Implementierung ist die Beobachtung,
dass die Ansétze ,Lineare Interpolation Aufteilung 2 und ,Konstante Interpolation Auftei-
lung 1“ zu den selben LIBOR~Raten fiihren, falls sich das Startdatum der Rate mindestens
auf dem néchsten Gitterpunkt nach dem Beobachtungszeitpunkt befindet. Das Ergebnis

wird in der folgenden Bemerkung theoretisch begriindet:
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Bemerkung 4.1. Fiir die Fille 0 <t < Tn(t) <71 <1y < Ty ergibt sich fiir den linearen
und den konstanten Interpolationsansatz die gleiche LIBOR—-Rate, wenn man gegenteilige
Aufteilungsarten der Zerobonds unterstellt. Mit anderen Worten stimmt die LIBOR—Rate
fiir die konstante Interpolation unter Voraussetzung der ersten Bondaufteilungsmdoglichkeit
tberein mit der LIBOR—Rate fir die lineare Interpolation unter der zweiten Bondaufteilung
und umgekehrt. Beispielhaft zeigen wir nachfolgend den ersten genannten Fall:
Konst1
LRt 1) = —— (P =)

Konstl 3
. P onst (t7 77(75)’ ,,7 Tl))PKO"S”(tyTlv
(¢, T

Ty(r1))

-1

1
(t)? 77 TQ))PKonstl(t T2’T7I(72))

%) 1 <F)L'mear,@<t7 Tn(t)a Tﬂ(Tl) )PLmeaTQ(t’ Tr](Tl) 1, Tl) B 1)

T — T PL”Lear’Q(t,Tn(t); (r2)— )PLmearQ(t’Tn(TQ) 1,72)

T —T1 PKonstI

1 <PLmear2(t 7_1)

_ 7L 2
PKanstI(t’T2) B 1) = Lmmer (t77—177_2)‘

T2 —T1

Um (%) zu zeigen, verwenden wir die Definitionen der entsprechenden Interpolationsan-
sdtze und Bondaufteilungen. Die Mid—Stubs der zwei Aufteilungen unterscheiden sich le-
diglich durch den Faktor P(t, T,y—1, Tyr)) = (1+ (Tyry — Tyry—1) L(t, Tyry—1,5 Tn(T)))fl,
der zusdtzlich im Mid—Stub der ersten Aufteilung enthalten ist. Es geniigt somit die folgende
Aussage fiir ein T mit 0 <t < T,y <1 < Ty nachzuweisen:

1
)
(1) PKonstZ (t, T, TT)(T))

P(t, Tn(T)_l’ Tn = PLinearQ(t’ TT](T)-].? 7').

Setzen wir nun die konstante Interpolation fiir den Back—Stub ein, so ergibt sich:

P(t, Tyry—1: Tyiry) (1 + (Tyry — 1)L Ty -1 Tor)))
(ﬂ< Tyery =7 7= Tyr)—1

:P(tv Tn(T)—17 T,

n + (Tn(T) - T)L(ta T?’](’T')—l? Tn(r)))

T—1T, 7)—1
:P(ta Tn(r)—lv TT](T)) (77()

() T —
_ ) jn(1+( 7~ Doy L(t, Ty -1, T))>
Tyiry — Ty(ry—1 B " " "
T ) — T T — 1 T7)—1 l
n(7) + () P(tyjn(T)—17 7](7'))'

Ty = Tnen-1 - Ty = Tyny—1
Da der Ausdruck auf der rechten Seite nun dem Back—Stub der linearen Interpolation unter

Voraussetzung der zweiten Aufteilungsméglichkeit entspricht, ist die Behauptung gezeigt.
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Wiirde man die LIBOR-Rate fiir den Fall 71 < T,y betrachten, so wire die Aussage
nicht mehr giltig. Fir t = 71 wirde sich der Front-Stub nicht herauskiirzen und in den
jeweiligen Interpolationsansdtzen unterschiedliche Werte annehmen. In den tibrigen Fillen
betrachtet man Zerobonds, deren Startzeitpunkt vor dem Beobachtungsdatum liegen. Wie
wir bereits mehrmals erdrtert haben, passen wir das Beobachtungsdatum dann auf den vor-
herigen Gitterpunkt an. Dies ruft wiederum Abweichungen hervor, die keine Gleichheit der

LIBOR—-Raten mehr garantieren.

Als néchstes wollen wir den Verlauf der interpolierten LIBOR-Raten iiber zwei Tenor-
intervalle hinweg betrachten. Dabei untersuchen wir in einem ersten Fall die Abhéngigkeit
vom Startzeitpunkt der LIBOR-Rate. Wir halten den Beobachtungszeitpunkt und den
Endzeitpunkt fest und betrachten die LIBOR-Raten in Abhéngigkeit vom Startdatum,
welches wir innerhalb des Zeitraums von zwei Tenorintervallen variieren. Das Enddatum
liegt dabei auf dem vorgegebenen Tenorgrid. Die nachfolgende Grafik zeigt auf Seite [O0]
fiir den geschilderten Fall die LIBOR-Raten fiir die einzelnen Interpolationsansétze. Die
Zahlen hinter den Kiirzeln in der Legende stehen fiir die Moglichkeit der Zerobondauftei-
lung. Der Ausdruck ,,1,70“ hinter den Interpolationsansétzen ,,BondVola2“ und ,Vasicek2*
steht fiir die Wahl der Mean—Reversion-Rate x, vgl. Kapitel und

Anhand der Grafik [£.1]ist ersichtlich, dass die LIBOR-Raten aller untersuchten Interpo-
lationsarten mit den Startdaten 11.03.2015, 11.09.2015 und 11.03.2016 exakt die gleichen
LIBOR-Raten ergeben. Dies ist darin begriindet, dass der Endzeitpunkt der LIBOR-Raten
einen Punkt der Tenorstruktur darstellt und in diesen Féllen die angegebenen Startdaten
ebenfalls auf der Tenorstruktur liegen. Die Beobachtung entspricht gerade der geforderten
Stetigkeitsbedingung. Wir kénnen somit der Grafik sehr gut entnehmen, dass fiir den
abgebildeten Zeitraum alle Interpolationsansétze die Stetigkeitsbedingung fiir das variable
Startdatum bei festem Endzeitpunkt erfillen.

Eine weitere Beobachtung ist, dass die Interpolationsansétze ,,BondVola2“ und ,Vasicek2“
annahernd die selben Werte fiir die LIBOR-Raten in dem fiir das Startdatum gegebenen
Zeitraum liefern. Insgesamt sind aber sehr unterschiedliche Verlaufe fiir die LIBOR-Raten
ersichtlich. So liegt z.B. die maximale Differenz in dem beobachteten Zeitraum beim Start-
datum 26.06.2015 zwischen den Ansétzen ,Linearl* und ,KonstAbhl® bei 0,029 Prozent-

punkten.
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Abbildung 4.1: LIBOR-Raten mit festem Beobachtungszeitpunkt 04.05.2012, festem End-
datum 12.09.2016, sowie variablem Startdatum zwischen dem 11.03.2015
und dem 11.03.2016 auf Basis der Marktdaten vom 11.03.2011

Auch die Kriimmungen der eingezeichneten Verbindungslinien sind sehr unterschiedlich.
So haben z.B. die Verbindungslinien der linearen, logarithmischen und konstanten Inter-
polation im ersten untersuchten Intervall eine positive Kriimmung, die Kurven der {ibri-
gen Ansétze haben im ersten Untersuchungsintervall hingegen eine negative Kriimmung.
Besonders auffillig ist der Verlauf der Kurve, die zur konstanten Interpolation mit zusétz-
licher Abhéngigkeit zu den umliegenden Gitterstellen gehort. Diese Kurve weist im ersten
Intervall sogar eine Extremstelle auf. Dieser markante Verlauf lasst sich im Vergleich zur
einfachen konstanten Interpolation durch den Einfluss der LIBOR-Rate aus dem néchs-
ten Tenorintervall erkldren. Je néher das Startdatum an dem néchsten Gitterpunkt (im
vorliegenden Fall 11.09.2015) liegt, desto starker wird iiber die Funktion & in den Zerobond—

Interpolationen die LIBOR-Rate aus dem néchsten Tenorintervall berticksichtigt.

Ebenso zeigt die Verbindungslinie des ,LIBORVolal“~Ansatzes einen dhnlichen Verlauf,
wenngleich dieser nicht derart markant ausféllt. Aber auch in den Formeln dieses Ansatzes

wird die LIBOR-Rate aus dem néchsten Intervall beriicksichtigt.
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4 Vorstellung der numerischen Ergebnisse

In dem zweiten untersuchten Intervall weisen die Ansétze, die Einfliissse aus dem Short—
Rate-Modell beriicksichtigen, einen Verlauf mit aufféllig hohen interpolierten LIBOR-
Raten auf. Gleichzeitig sind diese Ansétze iiber beide Intervalle gesehen diejenigen, die

die ,glatteste Kurve in Abhéngigkeit von dem variablen Startdatum erzeugen.

Andererseits erértern wir den Verlauf der LIBOR-Raten bei festem Beobachtungszeit-
punkt und Startdatum, sowie variablem Enddatum am Beispiel von Abbildung [£.2] In
diesem Fall ist es umgekehrt, d.h. das feste Startdatum liegt auf dem gegebenen Tenorgrid

und das Enddatum wird iiber zwei Tenorintervalle hinweg betrachtet.
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Abbildung 4.2: LIBOR-Raten mit festem Beobachtungszeitpunkt 04.05.2012, festem Start-
datum 11.03.2014 und variablem Enddatum zwischen dem 11.09.2015 und
dem 12.09.2016 auf Basis der Marktdaten vom 11.03.2011

Auf den ersten Blick zeigt diese Abbildung deutlich weniger Unterschiede der einzelnen
Interpolationsansétze auf. In diesem Zusammenhang sei allerdings auf die unterschiedliche
Skalierung der Grafiken und hingewiesen. Die wesentlichen Beobachtungen sind
grundsétzlich sehr d&hnlich zu denen aus Abbildung in der ein variabler Startzeitpunkt

betrachtet wurde. Auch in der vorliegenden Grafik mit variablem Enddatum erkennt man
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die geforderte Stetigkeitsbedingung an den Tenorstellen. Die maximale Differenz in dem
beobachteten Zeitraum liegt beim Enddatum 10.06.2016 mit 0,0155 Prozentpunkten zwi-
schen der linearen und der konstanten Interpolation mit Abhéngigkeit. Ebenso beobachtet
man wiederum die unterschiedlichen Kriimmungsrichtungen und Kriimmungsstéirken der
Ansétze. Zusammenfassend sind demnach auch im Fall des variablen Enddatums deutliche
Unterschiede zwischen den Interpolationsansitzen erkennbar.

Weitere Grafiken und die zugehorigen Wertetabellen zu den interpolierten LIBOR-Raten
finden sich in der beigefiigten Excel-Datei auf dem Tabellenblatt ,Grafiken®.

In diesem Abschnitt haben wir bereits bei den interpolierten LIBOR-Raten selbst grofe
Unterschiede zwischen den ausgewédhlten Ansétzen erkennen koénnen. Aufféllig ist die Tat-
sache, dass bei keinem Interpolationsansatz als Ergebnis in der Grafik eine nahezu glatte
Kurve durch die Stiitzstellen auf dem LIBOR-Grid herauskommt. Gleichzeitig gehdren
die markantesten Kurven, ndmlich die zu der konstanten Interpolation mit Abhéngigkeit
zu den umliegenden Gitterstellen (siehe Abschnitt und zur Interpolation iiber die
Bond-Preis—Formel aus dem Extended—Vasicek-Modell (siche Abschnitt [3.3.6)), zu den In-
terpolationsansitzen, die auch die meisten theoretischen Giitekriterien aus dem Unterka-
pitel erfiillen. In dem néchsten Abschnitt dieser Arbeit wollen wir weitere Erkenntnisse

aus der Bewertung von Zinsderivaten mit den interpolierten LIBOR-Raten gewinnen.

4.3 Verwendung der Interpolationen zur Bewertung von

Zinsderivaten

Die Notwendigkeit einer Interpolation der LIBOR-Raten ist in dem Wunsch nach einer
exakten Bewertung von Zinsderivaten begriindet. Um die Qualitét eines Preises zu beur-
teilen, der aus einer Bewertung mit interpolierten LIBOR-Raten stammt, benétigt man
einen Referenzpreis. Swaptions kénnen beispielsweise mit Black’s Formel, vgl. Satz los-
gelost vom LIBOR-Markt—Modell und auf diese Weise auch fiir Payment—Dates aufserhalb
des gegebenen LIBOR-Grids bewertet werden.

Fiir die Auswertung wurden auf dem Tabellenblatt ,,Swaptions”“ der Excel-Datei insge-
samt 85 Payer—Swaptions mit einer Laufzeit von jeweils 5 Jahren aufgesetzt. Die Expiry—

Dates der Swaptions liegen auf dem zweiw6chigen Zeitdiskretisierungsgrid aus der Simu-
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lation der LIBOR-Raten. Die fixen Zahlungen sollen jéhrlich, die variablen halbjéhrlich
erfolgen. Als Strike—Zinssatz setzen wir die faire Swap—Rate voraus, da wir uns in einem
Standard LIBOR-Markt—-Modell befinden, das keinen Smile-Effekt beriicksichtigt. Das No-
minal wird in einer Héhe von 10.000,- Euro angenommen, so dass spatere Abweichungen
direkt in Basispunktenﬂ ausgegeben und interpretiert werden kénnen.

Die erste Swaption hat ihr Expiry-Date in einem Jahr. Eine Untersuchung fritherer
Expiry—Dates wére uniiblich und wiirde zudem nicht zu verwertbaren Ergebnissen fiihren,
da die Volatilitéatsflache in die Richtung von sehr kurzen Expiry—Dates und kurzen Lauf-
zeiten zunédchst ansteigt und dann stark abfillt. Die Payment—Dates der ersten Swaption
liegen exakt auf der Tenorstruktur, so dass keine Interpolation erforderlich ist.

Anschaulich kann man sich vorstellen, dass diese Swaption jetzt entlang des LIBOR-
Grids zeitlich verschoben wird. Durch die Wahl eines zweiwGchigen Simulationsgrids liegt
nur jede 14. Swaption auf dem vorgegebenen LIBOR-Gitter. Alle {ibrigen Bewertungen
sind abhingig von LIBOR-Raten, die nicht aus der Simulation bekannt sind.

In den Excel-Auswertungen wurden aufgrund von Performance-Problemen mit VBA
nur 500 Simulationen vorgenommen. Der Monte—Carlo-Fehler (MC-Fehler) der Swaption-
preise ist dann aber bedeutend grofer, als der Interpolationsfehler. Die Schwierigkeit be-
steht somit in der Isolierung des Interpolationsfehlers, so dass trotz des grofen MC—Fehlers
Aussagen zur Giite der einzelnen Ansitze moglich sind. Hierzu wurde aufgrund einer grafi-
schen Auswertung der MC—Fehler von den Swaptions mit Payment—Dates auf dem Tenor-
grid (diese Bewertungen beinhalten keinen Interpolationsfehler), eine lineare Interpolation
dieses MC—Fehlers fiir die Swaptions mit Payment—Dates zwischen den Tenorzeitpunkten
gewahlt. Den Referenzpreis setzen wir als den analytischen Preis (Black’s Formel) mit
hinzugerechnetem linear interpolierten MC—Fehler voraus, so dass die resultierende Ab-
weichung als reiner Interpolationsfehler interpretiert werden kann. Zu bemerken sei an
dieser Stelle auflerdem, dass in Black’s Formel Markt—Volatilitaten eingehen, die nicht fiir
beliebige Zeitpunkte vorliegen. Da wir Swaptions mit sehr kurzen Expiry—Dates nicht be-
riicksichtigen, sind die Differenzen zwischen den gegebenen Volatilitdtswerten so gering,
dass wir eine linear Interpolation annehmen kénnen.

Auf Basis dieser Uberlegungen fiir die Isolierung des Interpolationsfehlers wurden meh-

rere Auswertungen durchgefiihrt. Die nachfolgende Tabelle zeigt fiir jeden Ansatz die An-

2Es gilt: 100 Basispunkte = 1 Prozentpunkt
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zahl der Félle, in denen er derjenige mit der kleinsten quadratischen Abweichung von dem
analytischen Referenzpreis unter Beriicksichtigung des interpolierten MC-Fehlers ist, also
derjenige mit dem kleinsten Interpolationsfehler. In jedem Intervall liegen 13 Swaptions, die

eine Interpolation erfordern. Insgesamt werden 6 Intervalle, also 78 Swaptions betrachtet.

Ansatz I1 12 13 14 15 16 Gesamt
Linearl O o0 1 1 0 0 2
Linear2 0 0 0 O

Konstant1 1 0 0 0 1 2 4
KonstAbh1 7T 10 9 9 9 10 54
BondVola2 1,35 2 2 1 1 1 1 8
LIBORVolal 3 0 2 2 2 0 9

Tabelle 4.1: Anzahl der Fille je Tenorintervall und insgesamt, in denen der Ansatz derje-
nige mit der kleinsten quadratischen Abweichung von dem analytischen Refe-

renzpreis mit hinzugerechnetem interpolierten MC-Fehler ist (Swaptions)

Es féllt auf, dass die konstante Interpolation mit Abhéngigkeit zu den umliegenden
Gitterstellen bezogen auf alle 78 Swaptions, die eine Interpolation erfordern, fiir die meisten
Swaptions den kleinsten quadratischen Interpolationsfehler liefert (in 54 von 78 Fillen).

Auf dem Tabellenblatt ,,.Swaptions”“ der Excel-Datei sind dariiber hinaus fiir jede Swap-
tion die genauen Abweichungen aller Interpolationsansétze ersichtlich, sowie jeweils der
Ansatz mit dem kleinsten Fehler. Bemerkenswert ist die Tatsache, dass in den Féllen, wo
ein anderer Ansatz einen kleineren Fehler als ,KonstAbh1*“ liefert, das Swaption Expiry—
Date vergleichsweise nah am Tenorgrid liegt.

Als weiteren Indikator haben wir die RMSEs (Root Mean Squared Errors) bestimmt.
Hierbei handelt es sich um die Wurzel aus dem mittleren quadratischen Fehler bezogen
auf alle 78 Swaptions, die eine Interpolation erfordern. Wir wollen nachfolgend zwischen
dem absoluten und dem relativen RMSE unterscheiden. Fiir die Berechnung des absoluten
RMSE werden fiir jeden Interpolationsansatz die quadratischen Interpolationsfehler zu
allen 78 Swaptions gemittelt. Bei dem relativen RMSE dagegen werden die quadrierten
Fehler relativ zu dem Referenzpreis bestimmt. Da wir ein festes Nominal in Héhe von
10.000,- Euro vorausgesetzt haben, konnen wir den absoluten RMSE auch als relativen

RMSE bezogen auf das Nominal, ausgedriickt in Basispunkten interpretieren.
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Die nachfolgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Ansitze mit den kleinsten
RMSEs. Der Ansatz ,Linear3“ steht fiir den Ansatz der linearen Interpolation, der in
Abhéngigkeit von der Lage der geforderten LIBOR-Rate die Zerobondaufteilung zuordnet.

Auch in dieser Auswertung erzielt der Ansatz ,,KonstAbhl“ den im Vergleich kleinsten
durchschnittlichen Fehler. Auffallend ist dagegen der signifikant grofe Fehler der Interpo-
lation iiber die Bond-Preis-Formel aus dem Extended-Vasicek—Modell.

Fiir eine umfassendere Auswertung aller Ansétze sei auf das Tabellenblatt ,,Swaptions”

in der Excel-Datei verwiesen.

Ansatz RMSE (Nominal) RMSE (Referenzpreis)
KonstAbhl 3,2401 BP 1,0989 %
Linearl 6,1430 BP 2,0814 %
Logl 6,2126 BP 2,1057 %
Konstant1 6,2841 BP 2,1305 %
Linear3 9,5552 BP 3,2129 %
Linear2 11,6627 BP 3,9028 %
BondVola2 1,35 12,3750 BP 4,0221 %
LIBORVolal 14,1287 BP 4,6866 %
BondVola2 1,70 17,1054 BP 5,5870 %
Vasicek2 1,25 133,3274 BP 44,3010 %

Tabelle 4.2: RMSEs in Bezug auf das Nominal und den Referenzpreis bei der Bewertung
von 78 Swaptions, wobei der Referenzpreis dem analytischen Preis mit hinzu-

gerechnetem interpolierten MC—Fehler entspricht

Swaptions sind aufgrund ihrer Optionalitdt sehr stark von der Verteilung der simulier-
ten LIBOR-Raten abhéngig. Da aber bei einer geringen Anzahl von Simulationen die
Verteilung nicht gut genug approximiert wird, ist der MC—Fehler entsprechend grofs. Aus
diesem Grund wollen wir jetzt die Betrachtung von 5y—Payer—Swaps anschlieffen. Fiir die
Swaps haben wir ebenfalls eine analytische Bewertungsformel, die sich sogar aufgrund der
fehlenden Optionalitdt einfacher gestaltet. Da wir bei den Swaps keine Optionalitidt be-
riicksichtigen miissen und wir zudem bei der Simulation der LIBOR-Raten das ,,Moment
Matching* verwendet haben, kénnen wir bei der Analyse der Swapbewertung, auch bei
einer geringen Anzahl von Simulationen, genauere Ergebnisse erwarten.

Fiir die Swaps wurde ein analoges Vorgehen gewahlt wie bei den Swaptions. Der erste
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Swap ist jedoch ein Swap, der ,Spot” startet, d.h. das erste Fixing—Date ist der 11.03.2011,
also der heutige Bewertungszeitpunkt. Wie auch bei den Swaptions kann man sich nun an-
schaulich vorstellen, dass dieser Swap zeitlich iiber das zweiwtchige Zeitdiskretisierungsgrid
verschoben wird. Insgesamt wurden 113 Swaps aufgesetzt, von denen 104 eine Interpolati-
on erfordern. Wie auch bei den Swaptions wurde zunéchst als Strike die faire Swap—Rate
gewéhlt. Da aber in die Berechnung eines Swaps keine Volatilitdt (und auch keine impli-
zite Volatilitit) eingeht, trifft man den Swap auch fiir andere Strikes bereits im Standard
LIBOR-Markt—Modell. Deshalb betrachten wir iiber die faire Swap—Rate hinaus auch eine
grofsere bzw. eine kleinere Strike—Rate. Da in allen Féllen sehr dhnliche Ergebnisse resultie-
ren, wollen wir hier lediglich auf den Fall der fairen Swap—Rate eingehen. Fiir die anderen
Betrachtungen sei auf die Auswertungen in der Excel-Datei verwiesen.

Bevor wir auf die Ergebnisse genauer eingehen, wollen wir die genaue Bewertungsformel
fiir die Swaps vorstellen. Fiir die Monte—Carlo—Bewertung eines 5y—Payer—Swaps mit halb-
jahrlichen variablen und jéhrlichen fixen Zahlungen verwenden wir die folgende Formel:

. K§;
; P(Tiy1,Tn)

10 -5 & &=

L(T;,T:, Ti41)0;

Vowap(0) = P(0, TW)EP™ |3 (PJ(TV] 5; — P(0, Ty)EF™
Jj+1, 4N

)

j=1
(4.1)

wobei K die Strike—Rate bezeichnet und als Nominal X = 1 gew#hlt ist. Die Zeitpunkte
der fixen Zahlungsseite seien mit 7T'; fiir i = 1,..., 6 bezeichnet. Hierbei seien die Absténde
§; = Ti41 — T} als jahrlich vorausgesetzt. Des Weiteren seien die Zeitpunkte der variablen
Zahlungsseite festgelegt durch Tj fir j =1,...,11, wobei §; = IN’]-H — TJ als halbjéhrlich
vorausgesetzt werde. Aufierdem sei T = T; das erste Fixing—Date, also der Startzeitpunkt
des Swaps. Zu diesem Zeitpunkt erfolgt noch keine Zahlung. Der Zeitpunkt T bezeich-
net den letzten Zeitpunkt auf der vorgegebenen Tenorstruktur fiir die LIBOR-Raten. Die
LIBOR-Raten wurden unter dem Terminal-Measure simuliert, so dass wir dieses auch fiir
die Bewertung zusammen mit dem zugehorige Numéraire P(¢, Tx) verwenden.
Fiir die analytische Bestimmung kénnen wir dagegen weiter auflésen nach:

5

Vowap(0) = > P(0,T11)8; (S(0) — K), (4.2)
i=1

so dass sich fiir den analytischen Preis 0 ergibt, wenn wir als Strike-Rate die faire Swap—

Rate zum Zeitpunkt 0, in den Auswertungen entspricht dies dem 11.03.2011, voraussetzen.
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In der nachfolgenden Tabelle sind im Vergleich zur Swaptionauswertung die ers-
ten beiden Intervalle hinzugekommen. Aufgrund der fehlenden Optionalitét ist es moglich

Swaps zu betrachten, deren erstes Fixing—Date weniger als ein Jahr in der Zukunft liegt.

Ansatz Im 12 13 14 I 16 I7 18 Gesamt
Linearl 0o 0 1 0 6 0O 6 6 19
Linear2 o 0 0 O O O 0 o 0
Linear3 o 0 0 0 0O 0 0 O 0
Logl o 0o o o0 2 0 1 1 4
Konstant1 o 0o o 1 3 0 2 1 7
KonstAbhl 8 8 6 5 2 7 2 4 42
BondVola2 1,70 0 0 O O 0 0 1 0 1
Vasicek2 1,70 1 2 2 3 0 0 0 1 9
LIBORVolal 2 0 0 1 0 0 0 O 3

Tabelle 4.3: Anzahl der Félle je Tenorintervall und insgesamt, in denen der Ansatz derje-
nige mit der kleinsten quadratischen Abweichung von dem analytischen Refe-

renzpreis mit hinzugerechnetem interpolierten MC-Fehler ist (Swaps)

Wie bereits bei der Bewertung von Swaptions, vgl. Tabelle liegt auch bei der Aus-
wertung der Swaps im Bezug auf die reine Anzahl der Fiélle in denen der Ansatz die kleinste
quadratische Abweichung hervorruft, der Ansatz ,KonstAbhl“ eindeutig an erster Stelle.
Das Ergebnis ist jedoch mit 42 von 104 untersuchten Swaps nicht mehr derart eindeutig
wie bei den Swaptionuntersuchungen mit 54 von 78. Der zweitbeste Ansatz , Linearl” liegt
aber bereits mit 19 Fillen deutlich zuriick.

Zu beachten ist, dass in den Féllen, wo der Ansatz ,Linearl“ den kleinsten Fehler lie-
fert und ,Linear3“ das gleiche Resultat ergibt wie ,Linearl”, nur ein Punkt fir ,Linearl“
vergeben wurde. Die Giite des Ansatzes ,Linear3“ ist aus der Tabelle also noch nicht
eindeutig abzuleiten. Hierzu werden wir die nachfolgende Tabelle auswerten, die uns
bezogen auf alle 104 Swaps, die eine Interpolation erfordern, den RMSE darlegt.

Der Ansatz ,KonstAbhl® ergibt mit einer durchschnittlichen Abweichung von 1,0566
Basispunkten bezogen auf das Nominal die kleinsten Abweichungen. Beriicksichtigt man
die Tatsache, dass der MC—Fehler iiber eine lineare Interpolation bestimmt wurde und
im Vergleich zum Interpolationsfehler deutlich grofser ist, sind die Fehler des Ansatzes

,KonstAbh1“ vergleichsweise gering. Zudem verdeutlicht die Tabelle, dass die konstante
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Interpolation verbessert wird, wenn man in Abhéngigkeit zu den Gitterstellen die LIBOR~-
Raten fiir das nachste Ternorintervall einbezieht.

Auffillig ist der im Vergleich zu den Swaptionauswertungen insgesamt hohere RMSE in
Bezug auf den Referenzpreis. Dies liegt an dem kleineren MC—Fehler bei den Swaps, so dass
der Referenzpreis insgesamt auf einem niedrigeren Niveau und damit die Abweichungen in

Relation dazu grofer werden.

Ansatz RMSE (Nominal) RMSE (Referenzpreis)
KonstAbhl 1,0566 BP 16,4888 %
Linearl 2,2046 BP 38,5443 %
Logl 2,3826 BP 41,4152 %
Konstant1 2,5659 BP 44,3299 %
Linear3 6,2829 BP 87,4080 %
Vasicek2 1,35 8,2066 BP 116,7486 %
Linear2 8,6170 BP 115,8237 %
BondVola2 1,70 10,1270 BP 171,0510 %
BondVola2 1,35 10,1531 BP 171,4057 %
Vasicek2 1,70 13,1279 BP 136,1008 %
LIBORVolal 21,9722 BP 260,0267 %

Tabelle 4.4: RMSEs in Bezug auf das Nominal und den Referenzpreis bei der Bewertung
von 104 Swaps, wobei der Referenzpreis dem analytischen Preis mit hinzuge-

rechnetem interpolierten MC—Fehler entspricht

Auferdem koénnen wir beobachten, dass die lineare Interpolation unter der ersten Auftei-
lung (RMSE in Bezug auf das Nominal 2,2046 BP, RMSE Referenzpreis 38,5443%) deut-
lich bessere Ergebnisse liefert als unter der zweiten (RMSE Nominal 8,6170 BP, RMSE
Referenzpreis 115,8237%). Bei dem Ansatz ,Linear3“ haben wir vermutet, dass dieser die
Vorteile von beiden Aufteilungsmdoglichkeiten der Zerobonds vereinen kann, um somit im-
mer das bestmogliche FErgebnis zu liefern. In der vorliegenden Auswertung ist jedoch auch
zu vielen Zeitpunkten, an denen das zu interpolierende Intervall fiir die zweite Aufteilungs-
moglichkeit kleiner ist, der Ansatz ,Linear2“ schlechter als ,Linearl®, der im Vergleich ein
groferes Intervall interpoliert. Daher ist der erwartete Vorteil des Ansatzes ,Linear3“ nicht
gegeben. Da die LIBOR-Raten jedoch aufgrund der Gegebenheiten der Zahlungsstruktur

der Swaps in fast allen Féllen so liegen, dass entweder beide Zeitpunkte (Startdatum und
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Enddatum der Rate) in einer ersten Intervallhélfte oder beide in einer zweiten Halfte liegen,
kann man an dieser Stelle aber auch noch keinen Vorteil des Ansatzes ,Linear3* ausschlie-
Ben, falls das Start— und das Enddatum in jeweils verschiedenenartigen Intervallhélften,
also z.B. das Startdatum in einer ersten und das Enddatum einer zweiten Intervallhélfte
liegen. Grundsétzlich kénnen wir anhand von Tabelle[1.4] aber auch von Tabelle[4.2] darauf
schlieften, dass die Variante der Zerobondaufteilung mit dem kleineren zu interpolierenden
Intervall nicht zwingend kleinere Interpolationsfehler liefert.

Eine weitere Auffalligkeit ist, dass der Ansatz ,Vasicek2“ im Gegensatz zum Vorgehen
,BondVola2“ sehr stark abhéngig von der Wahl von & ist. Die verschiedenen Werte von &
wurden manuell festgelegt. Detailliertere Auswertungen in Abhéngigkeit von x finden sich
in der Excel-Datei auf dem Tabellenblatt ,,Swaps*“.

Ausgehend von den Tabellen [4.3] und [£.4] kann man vermuten, dass der Ansatz ,,Kon-
stAbhl“ in Abhéngigkeit zum Startzeitpunkt der Swaps konstant geringe Interpolations-
fehler produziert, da der durchschnittliche Fehler vergleichsweise klein und die Anzahl, bei
denen dieser Ansatz den kleinsten Fehler hervorbringt, recht grofs ist. Andererseits kann
man fiir die Ansétze, die eine geringe Anzahl kleinster quadratischer Fehler ergeben und
bezogen auf alle untersuchten Swaps hohe durchschnittliche Abweichungen erzeugen, den
Verdacht &ufern, dass diese sehr starke Schwankungen im Interpolationsfehler aufweisen.
Diese Thesen untersuchen wir anhand der nachfolgenden Grafik, sieche Abbildung 1.3

In der Grafik [£.3] sind die Abweichungen aufbereitet, die bei der Bewertung der Swaps
entstanden sind. Bezugsgrofse ist dabei wiederum der analytische Preis, der zudem den in-
terpolierten MC—Fehler beriicksichtigt. Die Beschriftung der Abszisse mit der Swap Num-
mer stammt aus der Excel-Auswertung und bezieht sich auf die Swaps mit Startzeit-
punkten zwischen dem 12.03.2012 und dem 11.09.2012. Um alle Interpolationsfehler der
Swapbewertung grafisch zu sehen, sei erneut auf die Excel-Datei verwiesen. Auf dem Ta-
bellenblatt ,Grafiken Swaps“ wurde eine Grafik fiir alle untersuchten Swaps erstellt.

Die zuvor aufgestellten Thesen lassen sich anhand der Grafik bestétigen. So besitzt
der Interpolationsfehler des Ansatzes ,KonstAbhl*“ auf dem gesamten Intervall ein nied-
riges Niveau. Die Fille, in denen ein anderer Ansatz eine geringere Abweichung, bzw. in
den Auswertungen zuvor einen kleineren quadratischen Fehler liefert, vgl. Tabelle kann
man auf diese Weise durch grofse Schwankungen des Interpolationsfehlers begriinden. Mit

anderen Worten lassen sie sich nicht auf einzelne grofe Abweichungen von ,KonstAbhl*
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zuriickfithren. Demgegeniiber stehen die Ansétze ,Vasicek2 1,70 und ,,LIBORVolal® mit
betrachtlichen Abweichungen, wobei der Ansatz ,Vasicek2 1,70" seine grofste Abweichung
sogar unmittelbar nach dem Tenorzeitpunkt verzeichnet. Dies ist zunéchst eher ungewohn-

lich und kann in der starken Abhéngigkeit von x begrindet sein.

o

o

29 3 E 42 43

&

B Konstabht 5]

o

O Linear

OLogl

W Vasicek? 1,38
EVasicek? 1,70 |
W LIBORVDlal

ra
o

Abweichung in Euro bei einem Nominal von 10.000,- Eurc

&
&

Swap Nummer

Abbildung 4.3: Interpolationsfehler am Beispiel von 5y—Payer—Swaps mit erstem Fixing—
Date zwischen dem 12.03.2012 und dem 11.09.2012

Die Interpolationsfehler der Ansétze, die iiber das gesamte Intervall vergleichsweise klei-
ne Fehler liefern (wie z.B. die Ansétze ,konstAbhl“,  Linearl® oder ,Logl“), sind in der
Intervallmitte am grofsten. Einerseits kann man vermuten, dass diese Beobachtung mit der
Lange des zu interpolierenden Intervalls zusammenhéngt, andererseits kann dies aber auch

ein Fehler sein, der aus der Interpolation des MC—Fehlers herriihrt.

Abschliefsend ist zu den Auswertungen der Zinsderivate zu bemerken, dass immer nur
eine spezielle LIBOR-Rate in die Bewertungen eingegangen ist. Hierbei handelt es sich um
die LIBOR-Rate, deren Startzeitpunkt mit dem Beobachtungsdatum iibereinstimmt.

Im Bezug auf die durchgefiihrten Auswertungen hat der konstante Interpolationsansatz
mit Abhéngigkeit zu den umliegenden Gitterstellen die genauesten und (im Hinblick auf

die Lage der Zinsderivate) stabilsten Ergebnisse erzielt.
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5 Fazit

Das Ziel der vorliegenden Diplomarbeit besteht darin, Moglichkeiten aufzuzeigen, wie man
im Rahmen des diskreten Standard LIBOR-Markt—Modells beliebige LIBOR—-Raten, d.h.
Raten mit beliebigem Start— und Enddatum, bestimmen kann. Zu diesem Zweck haben
wir Interpolationsansétze vorgestellt, die auf Basis des gegebenen LIBOR-Markt—Modells
und den darin verfiigbaren simulierten Raten beliebige LIBOR-Raten liefern.

Bei der Analyse der einzelnen Interpolationsmoglichkeiten wurde gezeigt, dass alle vor-
gestellten Interpolationsansétze die geforderte Stetigkeitsbedingung erfiillen. Weiterhin ha-
ben wir festgestellt, dass es unter den sieben vorgestellten Ansétzen keine Vorgehensweise
gibt, die alle ausgewéhlten Giitekriterien erfiillt. Dariiber hinaus miissen wir darauf hin-
weisen, dass nicht alle Kriterien fiir jeden Ansatz explizit nachgepriift werden konnten.

In dem theoretischen Kapitel [3.3] galt der Ansatz zur Interpolation iiber die Bond—
Preis-Formel aus dem Extended-Vasicek-Modell als einer der Favoriten. Zum einen lag
dies an dem stochastischen Einfluss aus dem Short-Rate-Modell und zum anderen hat
auch Piterbarg diese Interpolationsmoglichkeit fiir den Praxiseinsatz empfohlen. Doch wie
wir in den anwendungsorientierten Auswertungen des Kapitels festgestellt haben, hat
dieser Ansatz markante Abweichungen zu unserem Referenzpreis hervorgerufen.

Ebenso blieb im Rahmen der vorgenommenen Untersuchungen der Erfolg der vorge-
schlagenen linearen Interpolation aus, welche in Abhéngigkeit zur Lage der Start— und
Endpunkte der geforderten LIBOR-Rate die Zerobondaufteilung auswéahlt. Mit anderen
Worten impliziert die Variante der Zerobondaufteilung mit dem kleineren zu interpolieren-
den Intervall nicht zwangslaufig bessere Interpolationsresultate.

Bemerkenswert sind die sehr geringen und stabilen Abweichungen zum vorausgesetzten
Referenzpreis der konstanten Interpolation mit zusétzlicher Abhéngigkeit zu den umlie-
genden Gitterstellen (,KonstAbh1®). Dies ist speziell aus anwendungsorientierter Sicht ein

bedeutsames Argument fiir diesen Ansatz. Nichtsdestoweniger sind fiir den Ansatz ,Kon-
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stAbhl“ auch die Ergebnisse aus dem theoretischen Teil der Arbeit erwahnenswert. Neben
den exaktesten und robustesten Ergebnissen im praktischen Teil, hat diese Vorgehensweise
bis auf die nicht ausgeschlossenen negativen Raten bei stark ansteigender LIBOR-Struktur
alle Giitekriterien erfiillt.

Abschliefsend ist jedoch festzuhalten, dass sich die obigen Aussagen ausschliefslich auf die
durchgefiihrten Auswertungen dieser Arbeit beziehen. Um verldsslichere Aussagen tétigen
zu kénnen, muss man den MC—Fehler durch eine wesentlich héhere Anzahl an Simulationen

verringern und die Auswertungen auch fiir andere Derivate und Laufzeiten durchfiihren.

In weiteren Untersuchungen, die iiber den Rahmen der vorliegenden Arbeit hinausrei-
chen, konnte die Aussage der ,Fast Arbitragefreiheit” in den Ansétzen von Brace (Interpo-
lation der LIBOR—-Volatilitdat) und Piterbarg (Interpolation tiber die Bond-Preis-Formel
aus dem Extended—Vasicek-Modell) genauer untersucht werden. Brace schreibt sogar, dass
in seinem Interpolationsansatz bei einer Nichtidentifizierung der Forward Mafse die Arbi-
tragefreiheit erreicht werden kann.

Da die Interpolationsméglichkeit ,KonstAbhl“ gute Ergebnisse erbracht hat, wére ein
weiteres mogliches Thema die Analyse der Erweiterung dieses Ansatzes nach Beveridge und
Joshi im ,Displaced Diffusion LIBOR-Markt—Modell“, vgl. [BJ09]. Auch Werpachowski
greift diesen Ansatz in seinem Artikel auf, vgl. [Werl0)].

Dariiber hinaus miisste man die Untersuchungen des Interpolationsfehlers bei der Be-
wertung von Zinsderivaten detaillierter vornehmen. Hervorzuheben ist dabei einerseits
die Notwendigkeit der zuvor bereits geschilderten Reduzierung des MC—Fehlers. Anderer-
seits wurden in den durchgefiithrten Bewertungen ausschliefslich LIBOR-Raten des selben
Typs herangezogen. Dabei handelt es sich um diejenigen Raten, deren Startzeitpunkt mit
dem Beobachtungsdatum tibereinstimmt. Da in andere Zinsderivate aber auch LIBOR-
Raten eingehen kénnen, deren Beobachtungs— und Startdatum nicht iibereinstimmen, ist
eine Analyse dieser Zinsderivate wiinschenswert, da sich dann der Front—Stub aus den
Zerobond-Interpolationen herauskiirzen wiirde. Ein weiterer interessanter Aspekt wére
in diesem Zusammenhang eine weitreichendere Analyse des Finflusses von k, der Mean—

Reversion—Geschwindigkeit.
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A Anhang

A.1 Weiterfiihrende Rechnungen und

Hintergrundinformationen

Beispiel A.1. In diesem Beispiel wollen wir zeigen, dass der Bruch von Seite
einen Wert annehmen kann, der kleiner als 1 ist, so dass die resultierende LIBOR-Rate
L(t, 7, 7+0,(r)—1) negativ werden kann. Der Bruch ist gegeben durch:
(L + 0y Lyry () (L+ (Tyry) —7) - A)
L+ (Tyryn = (T 4-8prya)) - ¥
wobei A und ¥ gegeben sind durch:

)

A= (E0) Loy 1Ty 1) + (1= E(T) Loy (1)) und

U= (§(T+6n(T)—l>Ln(T) (t) + (1 _£(T+5n(T)—1))Ln(T)+1 (t)h(tv T+5n(7)—17 Ln('r)—l—l (t))) .
Wir nehmen eine dquidistante, halbjiahrliche Tenorstruktur an, d.h.
On(r)—1 = On(r) = 0,5.

Weiter legen wir die Funktion £ fest durch

Auflerdem setzen wir
Tyry =7 = Ty = (T+0p()a) = 0,2.
Die Werte fiir £ ergeben sich dann zu

§(r) =0,4 1-&(1)=0,6

§(T+0y(r)-1) = 0,4 1 —&(7+0,¢r)-1) = 0,6.

109



Anhang

Fiir die LIBOR-Raten nehmen wir die folgenden Werte an:

Ln(T)—l(Tn('r)—l) =1, 5%
Ly (t) = 3,5%

Lyiry11(t) = 18,5%.

Das Ziel ist es zu zeigen, dass der Bruch (3.39) mit den obigen Beispieldaten kleiner als
1 wird. Es geniigt zu zeigen, dass der Nenner gréfier ist als der Zdhler. Im Nenner steht

der Faktor der Konvezititskorrektur. Fir diesen gilt nach (3.38]):

h<t7 T+577(T)717 Ln(T)—H (t)) > 1,

da €* > 1 fiir x > 0. Da der Nenner umso grofier wird, je grofler der Faktor der Konvezi-
tatskorrktur wird, schdtzen wir ihn durch den Wert 1 ab.

Setzen wir jetzt die obigen Werte in (3.39) ein, so ergibt sich:

(1+0,5-0,035)(1+0,2-(0,4-0,015+0,6-0,035)) _ 1,02209 _
1+0,2-(0,4-0,035+0,6-0,185) ~ 1,02557

Also erhalten wir insgesamt iber die Formel (3.1) eine negative LIBOR—Rate:

1 P(t,T)
L(t, 7, 748, _1) = ~1| <o.
( T (r) 1) 57](7')—1 P(ta7_+5n(7—)—1)
<1

Dieses Ergebnis ist wie wir durch die Abschdtzung des Konvexitdtskorrekturfaktors gese-

hen haben, unabhdngig von der Volatilitdtsstruktur.

Bemerkung A.2 (HIM-Modell). Das HIM-Modell ist ein Zinsstrukturmodell, das ausge-
hend von den Forward—-Rates die gesamte Zinsstruktur modelliert. Das HIM—-Modell bildet
einen Modellrahmen, worin sogar das LIBOR-Markt—-Modell eingebettet werden kann. An
dieser Stelle soll lediglich ein kurzer Uberblick tiber den allgemeinen Rahmen dieses Mo-
dells gegeben werden. Dies geschieht vor allem mit dem Ziel, die Bond—Preis—Dynamik in
diesem Modell zu erliutern, die im Unterkapitel [3.3.5 verwendet wird. Als Literatur fir
diese zusammenfassende Darstellung dienen [BS04)] und [Sch0j].

Wir setzen den endlichen Zeitraum [0, Tn] voraus. Fiir ein festes T mit 0 <T < T ist

die folgende stochastische Differentialgleichung fiir die Forward—Rates der Ausgangspunkt

110



A Weiterfiihrende Rechnungen und Hintergrundinformationen

des Modells:
df (¢, T) = u(t, T)dt + o(t, T)dW; fir alle 0 <t < Ty.

Fir den Zusammenhang zwischen den Zerobonds und der Forward—-Rate gilt:

P(t,T) = exp (— /t S s)ds) .

Die Dynamik der Zerobonds wird aus der Dynamik der Forward—Rates abgeleitet. Mit Hilfe

der It6—Formel erhdlt man schliefSlich fir die Dynamik der Bondpreise:

Cl]f(g’;;) = (r(t) - (t,T)+ ;U*(t7T)2> dt — o™ (t,T)dWr,

wobei p*(t,T) und o*(t,T) gegeben sind durch:

T T
,u*(t,T):/t wu(t, s)ds und a*(t,T):/t o(t,s)ds.

Bemerkung A.3 (Extended-Vasicek-Modell). In diesem Abschnitt wird iberblicksartig

das Extended—Vasicek—Modell vorgestellt, welches wir in den Unterkapiteln|3.5.5 und|3.5.6|

verwendet haben. Die Ausfihrungen orientieren sich hierbei an [PAI0W] und [BS04). Ge-
nauer handelt es sich um ein erweitertes Vasicek—Modell, bei dem die Parameter zeitabhdn-
gig sein konnen. Es handelt sich also um ein Short—-Rate—Modell, das die Idee des Martin-
gale Modelling verwendet, d.h. die Dynamik der Short—-Rate wird direkt unter dem risiko-
neutralen Wahrscheinlichkeitsmafl betrachtet. Setzt man das endliche Zeitintervall [0, TN]

voraus, dann ist die Short—-Rate Dynamik im FExtended—Vasicek—Modell gegeben durch:
dr(t) = k(t) (0(t) — r(t)) dt + o (t)dW;  fiir alle 0 <t < T,

eine Brownsche Bewegung unter dem risikoneutralen Wahrscheinlich-

wobei (Wt)
keitsmaf$ bezeichnet. Des Weiteren steht r(t) fir die Short-Rate, d.h. fir den augenblickli-

0<t<Tn

chen Zinssatz, 0 bezeichnet das Mean—Reversion—Level, k die Mean—Reversion—Rate, sowie

o die Volatilitat der Short—Rate. Es handelt sich um deterministische Funktionen der Zeit,

wobei wir in den Kapiteln|3.3.5 und|3.5.6| vorausgesetzt haben, dass k(t) = k gilt, also die

Mean—Reversion—Rate konstant ist.
Das Modell wird auch als ,,Fin—-Faktor—Gauss—Modell“ bezeichnet, da das Modell iiber

eine Brownsche Bewegung getrieben wird und die Short—Rate normalverteilt ist.
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In dem Extended—Vasicek—Modell kann man fiir die Zerobonds eine geschlossene Formel
angeben. Nachfolgend betrachten wir den allgemeinen Full, bei dem die Mean—Reversion—
Rate nicht als konstant angenommen wird. Um den Ausdruck dbersichtlich zu gestalten,

definieren wir hierzu:

wobet f die Forward-Rate bezeichnet, sowie

y(t) = /0 exp <—2 L t/ﬁ;(S)dS) o0 () 2du,
Gt T) = /t . (— /t UK(s)dS> du.

Die Zerobond—Preise im Extended—Vasicek—Modell sind mit diesen Schreibweisen gegeben

und

durch die Formel:

P(t,T) = ];((% I;)) exp ( 2()G(t,T) — ;y(t)G(t,T)2> .

Der Beweis dieser Formel kann in [PA10b] nachgelesen werden.

Beispiel A.4. Es wird nachfolgend ein Beispiel prisentiert, das im Fall des Interpolations-
ansatzes aus Kapitel[3.3.5 zu einer negativen LIBOR—-Rate fihrt. Hierzu nehmen wir eine
dquidistante Tenorstruktur mit § = 0.5 an. Es soll die LIBOR-Rate L(t,11,T2) bestimmt
werden, wobei wir voraussetzen, dass wir uns heute im Zeitpunkt 0 befinden, sowie t = 2,

71 = 3.1 und 10 = 3.4 gilt. Allgemein ist die LIBOR-Rate gegeben durch:
1 P(t
L(t,m1,72) = ( ) _ 1)

7o — 711 \ P(t,72)
- L (PP T T )P Ty )
T2 — 71 \ P, Ty0)) Pt Ty Tyr)—1) P Ty ()1, T2)
e <P<t,Tn(ﬁ n) 1)
o — 71 \ P(t, Ty(ry)—1,T2) ’
da nach Voraussetzung Ty ;-1 = 3 = Tyy(r,y—1 gilt. Fiir die Zerobonds P(t, Ty (r)—1,T1)

und P(t, Tyry)—15 7o) verwenden wir die Interpolationsformel -

P(t T n(r)—1s TW(T)) 1— e_N(T_Tn(TFl)
P(O7T77(T) 1’T77( )) 1— B_H(Tn(‘r)_Tn(T)fl)

1— e_H(T_Tn(‘r)fl)
1 — e " Tnmy=Ty(r)-1) |7

P(t’ Tn(-r)fla T) = P(O7 T?](T)*l? T) <1 +
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wobei wir fiir den Zerobond P(t, Tyyr)—1, Ty(7)), der aus dem LIBOR-Markt-Modell stammt,

annehmen:

P(2,3,3.5) =0.985,

und fiir die Zerobonds, die von 0 aus beobachtet werden:
P(0,3,35)=0.98 P(0,3,34)=0.999 P(0,3,3.1) =0.9999.

Fiir k setzen wir einen neutralen Wert von k = 1 voraus.

Wir zeigen im Folgenden, dass P(t, Ty )—1,T1) < P(t, Ty(r)—1,72) gilt und damit die

LIBOR-Rate L(t,m1,72) negativ wird. Fir den Zerobond bis 11 gilt:

P(2,3,35) 1—¢e 1313 1 _-131-3)
P(2,3,3.1)=P(0, 3, 3.1) (1 + PO 5 58 T I8 |5

= 1.0018451,

und fiir den Zerobond bis 1o

— e 184-3) _ —1(34-3)
P(2,3,34)_P(0,3’31)<1+P(273,35) 1—e¢ 1—¢e )

P(0,3,35) 1—e 18573 1 _-1(35-3)

= 1.0037046.

Wegen 1.0018451 < 1.0037046 folgt, dass die LIBOR-Rate L(2, 3.1, 3.4) negativ ist.
AbschliefSend ist zu bemerken, dass die obigen Werte gerade so gewdhlt wurden, dass wir

ein Beispiel fiir eine negative LIBOR—-Rate erhalten. In der Prazis dagegen resultieren die

Werte aus der anfinglichen Zinsstrukturkurve und dem LIBOR-Marktmodell, so dass zwar

die Moglichkeit negativer Raten besteht, sie aber in den meisten Fillen positiv sind.

Satz A.5. Fir eine normalverteilte Zufallsvariable Z gilt:

E [exp(Z)] = exp <IE [Z] + %Var [Z]> :
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Beweis: Z sei gegeben als N (u, 0?)-verteilte Zufallsvariable. Uber die Dichte einer nor-

malverteilten Zufallsvariable kénnen wir die Formel direkt nachrechnen. Es ergibt sich:

Elexp (Z)] = /00 exp(z) ! exp ( W) dx

—o0 272
°° 1 5 202 — 2% + 2wp — p? 1 5

_ “62) ) d

/Ooexp <,u+ 20 > 2770 exp 552 — (n+ 57 ) | dx

1 -2 -2 2
:exp<u+202>/ 5 ex ( e 22; Tt U'u)dx
o2
2
_ L )
_exp<,u+2a>/ 5 exp< )dw
o

= exp <E 2] + %Var [Z]) .

o)

Damit folgt die Behauptung. O

Das Ziel ist die Erweiterung dieser Gleichung auf den Fall E [exp (X) ’Y], wobei wir
voraussetzen, dass X und Y bivariat normalverteilt sind. Um zu einer solchen Gleichung

zu gelangen, betrachten wir zunéchst die faktorisierte bedingte Erwartung. Es gilt:

E [exp (X) [V =y] = fyl(y) /_Zexf(w,y)dw,

wobei fy (y) fir die Dichte der normalverteilten Zufallsvariablen Y steht (insbesondere gilt
somit fy(y) > 0 fur alle y € R), sowie f(z,y) fiir die Dichte der gemeinsamen Verteilung
von X und Y. Ziehen wir die Dichte von Y in das Integral, so ergibt sich:

o0

Efexp ()Y 3] = |y (alu)da
—00
Da fx|y(z|y) eine Normalverteilungsdichte ist, gilt die gewiinschte Formel in der Form:
1
E [exp (X) ‘Y =y] =exp <E [X‘Y =y + §Var [X‘Y = y]) .
Diese Aussage erhalten wir fiir alle y, womit wir insgesamt erhalten:

E [exp (X) |V] = exp <E (Z] + %Var [Z]> ,

wobei Z eine Zufallsvariable bezeichne, die verteilt ist wie X|Y'.
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Lemma A.6 (Folgerung aus der Ito-Isometrie). Sei (W), eine Brownsche Bewegung
unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl P. Weiter seien a,b € R, sowie g und f zwei determi-

nistische reelle Funktionen. Dann gilt:
b b b
B |( [ awam) ([ swaw)| = [ s

Beweis: Mit der Ito—Isometrie gilt fiir eine deterministische Funktion f:

(/abf(t)th>2] = /abf(t)2dt

Des Weiteren benutzen wir (a + b)2 = a® + 2ab + b?, sowie die Linearitiit des stochasti-

schen Integrals aus. Damit erhalten wir fiir zwei deterministische Funktionen ¢ und f:

2 [ ([ strmwe) ([0

38 fa ([awaws) ([ stoaw)]

_lp :</abg(t)th+/abf(t)th>2_ (/b th) (/ e th) ]

i 2

:%E (/abg(t)+f(t)th> —</b th> (/f th>]
_ 1 b(g(t)—l—f(t))2dt— (t)2dt — f )2di
2 \Ja
_ % < / o024 2 / bg(t) F(dt + / f(t)th— / g(t)%dt — / bf(t)th>
-/ "6 )

Somit folgt die Behauptung. O

A.2 Daten—-CD

Auf der beigefiigten Daten—CD sind alle fiir die Diplomarbeit erstellten Programmcodes,
Abbildungen und Tabellen enthalten. Der Datentrager befindet sich in der CD—Tasche auf

dem Innen—Cover.
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