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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Thematische Einordnung der Arbeit

In der Finanzmathematik stellt sich héufig die Frage nach der Bewertung von Finanzderi-
vaten. BLAck, F. & ScHOLES, M.S. [2] sowie MERTON, R.C. [14] z.B. haben in ihren
Arbeiten den fairen Preis fiir eine Européische Call Option unter der Voraussetzung der
Arbitragefreiheit iiber ein Hedgeportfolio berechnet, welches die Zahlungsstrome der Call
Option dupliziert. Voraussetzung dabei ist die Handelbarkeit der der Option zu Grunde
liegenden Wertpapiere.

Etwas differentierter sieht es im Schadenversicherungswesen aus. Dort ist ein Handel mit
Versicherungsvertragen nicht erlaubt. Man konnte sich jedoch ein Modell iiberlegen, das
die Voraussetzungen erfiillt, um einen Handel mit Versicherungspolicen zu ermoglichen.
Wiinschenswert ist dabei ein Modell, das die Moglichkeit von Arbitrage, also risikofreien
Gewinnen, ausschlieft. In diesem Modell miissten die Versicherungsvertrége dann natiirlich
auch einer Bewertung unterzogen werden, um einen Preis fiir sie als Handelsgiiter zu be-
stimmen. Ein solches Modell haben DELBAEN & HAEZENDONCK in [3] aufgestellt. Thre
Veroffentlichung ist Grundlage dieser Arbeit und wird in Kapitel 2 und Kapitel 3 darge-
stellt.

DELBAEN & HAEZENDONCK zeigen, dass der Preis fiir einen Versicherungsvertrag als Han-
delsgut gleichgesetzt werden kann mit der Zahlungsverpflichtung, die sich aus dem Ver-

sicherungsvertrag fiir jenes Versicherungsunternehmen ergibt, welches den Vertrag mit ei-
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nem Versicherungsnehmer abgeschlossen hat. Diese Zahlungsverpflichtung besteht aus zwei
unterschiedlichen Komponenten. Zum Einen muss die zum Handelszeitpunkt angefallene
Schadensumme beriicksichtigt werden, zum Anderen eine Pramie fiir die Restlaufzeit des
Vertrages, die den in diesem Zeitraum fallenden erwarteten Schaden abdeckt.

Wie sich herausstellen wird, beschreibt das Modell von DELBAEN & HAEZENDONCK einen
unvollstdndigen Markt, so dass weder ein eindeutig bestimmtes dquivalentes Martingalmafl
noch ein eindeutig bestimmter fairer Preis fiir die Handelsgiiter - anders als im BLACK-
SCHOLES-Modell - existiert. Es werden jedoch Eigenschaften herausgearbeitet, durch die
besonders , gute* zur Ausgangswahrscheinlichkeit dquivalente Martingalmafle charakterisiert
werden. Mit diesen Eigenschaften wird ein Satz formuliert, durch den alle diese ,,guten* Mar-
tingalmafle bestimmt werden kénnen. ,,Gut® heiflen in diesem Fall alle Martingalmafle, unter
denen der zu Grunde liegende Schadensummenprozess ein Prozess mit Poissonscher Scha-
densummenverteilung bleibt.

Ein weiterer untersuchter Punkt ist der Zusammenhang von Prinzipien, die zur Pramienkal-
kulation im Versicherungswesen benutzt werden und dem Pramienanteil der Zahlungsver-
pflichtung. Wie sich herausstellen wird, ist die Pramie fiir die Restlaufzeit des Vertrages,
die den in diesem Zeitraum erwarteten Schaden abdeckt, das Ergebnis eines Maflwechsels
von der Ausgangswahrscheinlichkeit hin zu einem dazu dquivalenten Martingalmafl. Dabei
bleibt der Schadensummenprozess zwar ein Prozess mit Poissonscher Schadensummenver-
teilung, aber es konnen sich sowohl die Intensitéit des Schadenanzahlprozesses als auch die
Verteilung der Schadenhéhen verdndern.

Desweiteren wird ein Stopp-Loss-Kontrakt in dem Modell von DELBAEN & HAEZENDONCK
eingefiihrt, durch den eine Riickversicherung modelliert werden kann. Zusétzlich wird eine
obere und untere Schranke fiir den Bereich bestimmt, in dem die arbitragefreien Preise eines
solchen Kontraktes liegen. Dieser Bereich wird auch als Range der arbitragefreien Preise des

Stopp-Loss-Kontraktes bezeichnet.

1.2 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden zuerst die mathematischen Grundlagen fiir das Modell von DELBAEN &
HAEZENDONCK und dann das Modell selber eingefithrt. Am Ende dieses Kapitels wird der

schon angesprochene Satz zur Bestimmung der dquivalenten Martingalmafle, unter denen
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der Schadensummenprozess ein Prozess mit Poissonscher Schadensummenverteilung bleibt,
dargestellt und bewiesen.

Beziehungen zwischen schon bekannten Prémienkalkulationsprinzipien und dem Teil der Zah-
lungsverpflichtung, der aus der Préamie fiir die Restlaufzeit des Vertrages besteht, werden in
Kapitel 3 herausgearbeitet.

In Kapitel 4 wird ein Modell fiir einen Stopp-Loss-Kontrakt auf das oben genannte Handels-
gut aufgestellt, Eigenschaften der Auszahlungsfunktion des Stopp-Loss-Kontraktes hergelei-
tet und eine obere und untere Schranke fiir den Range der arbitragefreien Preise bestimmt.
Die Ergebnisse der Arbeit werden noch einmal in Kapitel 5 zusammenfassend dargestellt.
Im Anhang A werden einige, in der vorliegenden Arbeit benutzte Verteilungen und ihre
Kenngroéflen aufgefiihrt.

Einige Simulationen des Preisprozesses der Versicherungspolicen befinden sich in Anhang B.



Kapitel 2

Zur Bewertung von

Schadenversicherungen

2.1 Mathematische Grundlagen

Um das Modell von DELBAEN & HAEZENDONCK herleiten zu kénnen, seien hier noch einmal

einige der dafiir benotigten mathematischen Grundbegriffe beschrieben.
Definition 2.1.1. Sei (£2,.4) ein messbarer Raum.
(i) Eine Familie F = (F})i>0 von Sub-o-Algebren F; C A heifit Filtration, falls
VO<s<t<oo:F,CF.

Dabei wird

Foo=0 U Fi

t€[0,00)

gesetzt.

(ii) Ein stochastischer Prozess X = (X;);>0 heifit adaptiert zu der Filtration F, falls

Vt>0:X; F-messbar ist.

12
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(iii) Sei (€2, A, P) ein W-Raum. Ein zu einer Filtration F adaptierter reellwertiger stocha-
stischer Prozess M = (M;)>o heifit Submartingal bzgl. P bzw. kurz P-Submartingal,
falls gilt:

(a) Vit:Ep|M| < o0
(b) Vs <t:Ep[M]|Fs] > Ms

(iv) Sei (2, A, P) ein W-Raum. Ein zu einer Filtration F adaptierter reellwertiger stochasti-
scher Prozess M = (M;)>o heiBBt Supermartingal bzgl. P bzw. kurz P-Supermartingal,
falls gilt:

(a) Vt:Ep|M;| <0
(b) ¥V s <t:Ep[M|Fs] <M [ |

(v) Sei (€2, .4, P) ein W-Raum. Ein zu einer Filtration F adaptierter reellwertiger stocha-
stischer Prozess M = (M;);>o heiBt Martingal bzgl. P bzw. kurz P-Martingal, falls
gilt:

(a) Vi:Ep|M| < o0
(b) Vs <t:Ep[M|Fs] =M |

Definition 2.1.2. Sei X ein adaptierter Prozess zur Filtration F und sei
R:={{0} x A: Ae F}U{(s,t] x B:0<s<t<oo,BE€EF},

dann heif3t

(i) R System der previsiblen (oder vorhersagbaren) Rechtecke
(ii) P = o {R} previsible o-Algebra oder F-vorhersagbare o-Algebra und

(iii) der Prozess X previsibel, F-previsibel oder vorhersagbar, falls er betrachtet als Abbil-
dung X auf [0,00) x  mit (¢,w) — X;(w) messbar bzgl. P ist. |

Bemerkung 2.1.3. Wenn man die Werte kennt, die ein vorhersagbarer Prozess X vor dem

Zeitpunkt ¢ annimmt, dann kann man den Wert des Prozesses zum Zeitpunkt ¢ selbst vor-
hersagen. (Vgl. z.B. [11], S. 251 ff.) |
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Definition 2.1.4. Sei F eine Filtration und N = (N¢);cjo. 77 ein Zéhlprozess. Ein stochasti-
scher Prozess K = (K):cjo,7] heifit Kompensator des Zéhlprozesses N, falls

(i) K ein (pfadweise) nichtfallender Prozess ist,
(ii) K ein vorhersagbarer Prozess ist und

(iii) K die DOOB-MEYER-Zerlegung
Nt - Xt —|— Kt (21)

erfiillt, wobei X = (Xy)¢c[o,r) ein Martingal ist. [ |

2.2 Das Modell von Delbaen & Haezendonck

Gesucht ist ein Modell, das den Handel mit Schadenversicherungsvertrigen beschreibt. Da
der Versicherungsnehmer (VN) die Schadenhohe seines Versicherungsvertrages und damit
die Zahlungsstrome, die sich aus diesem Vertrag ableiten, direkt beeinflussen kann, darf der
Versicherungsnehmer nicht in den Handel involviert werden, da sonst die Unabhéngigkeit
zwischen dem Preis des gehandelten Wertpapieres und den Marktteilnehmern nicht gege-
ben ist. Das Modell von DELBAEN & HAEZENDONCK beschreibt somit den Handel von
Schadenversicherungsvertriagen zwischen einzelnen Versicherungsunternehmen (VU), die die
Schadenhche der gehandelten Vertrédge nicht beeinflussen konnen. Ein Versicherungsunter-
nehmen tritt also als Verkdufer eines mit einem Versicherungsnehmer bereits abgeschlossenen
Versicherungsvertrages in einem noch zu prézisierenden Sinne auf, ein anderes Unternehmen
als Kéufer. Betrachtet wird dabei der Zeitraum [0, 7], wobei T" das Ende der Vertragslaufzeit
darstellt (z.B. T" = 1 Jahr). Sei weiterhin S = (S})cjo,r) der Schadensummenprozess einer
Schadenversicherung mit Poissonscher Schadensummenverteilung P, wobei S; die Schaden-
summe bis z.Z. t angibt. Zu der Poissonschen Schadensummenverteilung P sei (2, F, P) der
W-Raum mit Zustandsraum € und Filtration F = (F}):cjo,r1, wobei F; alle Informationen bis
z.Z. t beinhaltet. Der Zins r wird in diesem Modell als konstant gleich Null (r = 0) angenom-

men. Es sei nun Z = (Z¢):c[o,7) der Preisprozess eines Finanzgutes adaptiert zur Filtration F.
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Z, gibt dabei den Preis des Finanzgutes z.Z. t an. Dieses Finanzgut soll die Zahlungsverpflich-
tungen eines Schadenversicherungsunternehmens im Zeitraum [0, 7’| resultierend aus einem

mit einem Versicherungsnehmer abgeschlossenen Schadenversicherungsvertrag darstellen.

Annahme 2.2.1. Zu jedem Zeitpunkt t € [0,T] kann das dem Preisprozess Z zu Grunde
liegende Finanzgut ge- und verkauft werden. Zu diesem Zweck konnen selbstfinanzierende
Handelsstrategien gefunden werden, die nur auf den Informationen der Vergangenheit beru-
hen. Der Markt, auf dem das Finanzgut gehandelt wird, sei hinreichend liquide, s.d. keine

Arbitragemoglichkeiten entstehen.

Sei zusétzlich p = (pt)iejo,7] ein nichtwachsender, previsibler Prozess mit py < oo und pr = 0,
wobei p; die Pramie aus Sicht desjenigen Versicherungsunternehmens ist, das den Versiche-
rungsvertrag mit einem Versicherungsnehmer abgeschlossen hat, die dieses Unternehmen ei-
nem anderen Versicherungsunternehmen z.Z. t fiir die Ubernahme des verbleibenden Risikos
der Periode (t,T] des Vertrages zu zahlen hat. Darum wird p = (p;)cjo,r) auch Pramienpro-
zess genannt. Das Versicherungsunternehmen, welches den Vertrag mit dem Versicherungs-
nehmer abgeschlossen hat, tritt dabei als Verk&ufer des Risikos auf dem Markt auf und hat
also fiir die Risikoiibernahme die Préamie p; an den K&ufer des Risikos zu zahlen. Risikoiiber-
nahme bedeutet, dass alle Schéden, die in der Periode (¢,7] von dem Versicherungsnehmer
verursacht werden, von dem K&ufer des Risikos entsprechend den Vertragsbedingungen ab-
gesichert werden.

Weiterhin kann der Betrag pg — p; als Pramie fiir den Zeitraum [0, ¢] interpretiert werden
und p;iqr — pp ist die Pramie fiir das Risiko S;i g — S;. Dabei sind die Pramien p;rq — py
schon z.Z. t bekannt, wiahrend das Risiko S;, 4 — S; erst z.Z. t + dt bekannt ist.

Da Arbitragemoglichkeiten in diesem Modell ausgeschlossen sind, muss der Betrag py gleich
der Pramie sein, die der Versicherungsnehmer dem Versicherungsunternehmen, bei dem er
den Vertrag abgeschlossen hat, fiir die Versicherung gezahlt hat. Ansonsten hat das Ver-
sicherungsunternehmen durch direkten Weiterverkauf des Risikos die Moglichkeit zu einem

risikolosen Gewinn.

Annahme 2.2.2. Zu jedem Zeitpunkt t € [0,T]| kann das Versicherungsunternehmen, wel-
ches einen Schadenversicherungsvertrag mit einem Versicherungsnehmer abgeschlossen hat,
das verbleibende Risiko der Periode (t,T] dieses Vertrages fiir eine previsible Primie p; auf

dem Markt an einen Risikokdufer verkaufen. Zu jedem Zeitpunkt t € [0,T] existiert also ein
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Risikokdufer (RK), der bereit ist, das Schadensrisiko des Vertrages fiir den Zeitraum (t,T

von dem Versicherungsunternehmen fir die Prdimie p; zu tibernehmen.

Damit kann der Preisprozess Z der Zahlungsverpflichtungen des Versicherungsunternehmens

zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0, T] wie folgt dargestellt werden:
Zt = St +pt, (22)

d.h. also, dass die Zahlungsverpflichtungen eines Versicherungsunternehmens z.Z. ¢ zum
Einen aus der aufgelaufenen Schadensumme zu diesem Zeitpunkt und zum Anderen aus der
Pramie fiir das verbleibende Risiko S — S; der Restlaufzeit T — t besteht, welches z.Z. t

unbekannt ist.

In dem Modell von DELBAEN & HAEZENDONCK konnen also folgende Finanzgiiter auf dem
Markt fiir Schadenversicherungsvertrage gehandelt werden:

Einerseits kann zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0, 7] ein mit dem Zins r = 0 festverzinsliches Wert-
papier, ein Bond, mit dem Preisprozess B = (Bt)te[O,T}7 ge- und verkauft werden. Dann gilt
zu jedem Zeitpunkt ¢t € [0,7]: B, = 1.

Andererseits besteht die Moglichkeit fiir Versicherungsunternehmen zu jedem Zeitpunkt
t € [0,7] das Schadensrisiko aus einem Versicherungsvertrag fiir die Gesamtlaufzeit des
Vertrages [0, 7] untereinander fiir den Preis Z; zu handeln. Dabei wird vorausgesetzt, dass
die Schadensregulierung erst am Ende der Vertragslaufzeit z.Z. T getétigt wird und der
Versicherungsnehmer z.Z. 0 bereits die Pramie fiir die gesamte Vertragslaufzeit an das ihn

versichernde Unternehmen gezahlt hat.
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Zahlt p,z.Z.0 ZahltZ , z. Z.t

| ——— ——

Ubernimmt Risiko der Periode [0,T] z. Z. 0 Ubernimmt Risiko der Periode [0,T] z. Z. t
< | < |

ZahltS, z.Z.T

—_—

Abbildung 2.1: Zahlungsstrome im Modell von DELBAEN & HAEZENDONCK.

Bemerkung 2.2.3. Die in Annahme 2.2.1 vorausgesetzte Arbitragefreiheit des Modells im-
pliziert nach der Theorie von HARRISON & KREPS (vgl. [6]) die Existenz (mindestens) eines
zu P dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafles Q, unter dem der Preisprozess Z ein Martingal
bzgl. Q ist. ]

Lemma 2.2.4. Der Kompensator des Schadensummenprozesses S = (Si)ico.1] st gegeben
durch

K = (po — pt)teo,n)-

Beweis: Zu zeigen sind Bedingungen (i)-(iii) aus Definition 2.1.4:
Aus Gleichung (2.2) folgt:

St =7y —pr = (Ze — po) + (po — D) - (2.3)

Da der Préamienprozess p = (p¢)tcjo,r) nichtwachsend ist, ist der Prozess K = (po — pt)eco,n
nichtfallend, d.h. die Bedingung (i) ist erfiillt. Nach Voraussetzung ist p ein vorhersagba-
rer Prozess und damit auch der Prozess K = (po — pt)ico,r), d-h. es gilt Bedingung (ii).
Nach Bemerkung 2.2.3 existiert ein W-Mafl Q unter dem Z ein Martingal ist. Damit ist
Gleichung (2.3) dquivalent zu der DOOB-MEYER-Zerlegung des Schadensummenprozesses
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S = (St)tepo,, falls der Prozess (Z; — po)icjo,r] ebenfalls ein Martingal unter Q ist, was noch
7Zu zeigen ist:

Sei Also ¢ € [0, 7). Dann gilt:

Eq|Z: — po| < Eq |Zt| + po < 00, da Z ein Martingal ist und py endlich ist.

Sei weiterhin s < ¢, dann gilt:

Eq [Z: — po|Fs| = Eq [Z4|Fs] — po = Zs — po, da Z ein Martingal ist.

Somit ist (Z; — po)ieo,r] ein Martingal unter Q und K = (po — pi)ieo,r erfiillt auch die
Bedingung (iii). O

Wie man aus dem Beweis von Lemma 2.2.4 erkennt, stehen der Prémienprozess p = (pt):c(o,1]
und die dquivalenten Martingalmafle Q unter Annahme der Arbitragefreiheit in einer direk-
ten Beziehung zueinander. Dieser Zusammenhang ist allerdings fiir praktische Zwecke zu
allgemein. Die Tatsache, dass Q die Poissonsche Schadensummenverteilung P des Schaden-
summenprozesses S = (St)scjo,r] mit dem Ziel verdndert, einen Sicherheitszuschlag bei der
Pramienberechnung zu beriicksichtigen,um somit den sicheren Ruin der Versicherungsunter-
nehmen zu verhindern, sollte implizieren, dass Q schérfere Eigenschaften erfiillt. Dies fiihrt

zu folgender Fragestellung:

Frage 2.2.5. Welche Eigenschaften sollen die dquivalenten Martingalmafie Q im Modell von
DELBAEN & HAEZENDONCK erfiillen, das einen unvollstadndigen Markt darstellt? |

Um diese Frage zu beantworten, bendtigt man folgendes Lemma:

Lemma 2.2.6. Sei Q ein zu P dquivalentes Martingalmaf$ derart, dass S = (S¢)tejo,r unter
Q weiterhin ein zusammengesetzter Poissonprozess bleibt, d.h. S = (S;)icpo,r) unter Q weiter-
hin eine Poissonsche Schadensummenverteilung besitzt. Der Primienprozess p = (pt)icjo,r]
sei zusdtzlich deterministisch, d.h. es gilt sowohl

Eq [pi] = pr,

als auch

Vs <t: Eq[pt|Fs] = pr.

Dann gilt:

(i) Der Kompensator (po — pi)ico,r) verhdlt sich linear wachsend in der Zeit, d.h.
Po — Pt = H(Q>t7

wobei T1(Q) eine Konstante ist.
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(ii) Der Primienprozess p = (p¢)icjo,r) verhdlt sich linear fallend in der Zeit, d.h.

pe = Q)T — 1),
wobei 11(Q) die Konstante aus (i) ist.

Bewezs:

Zu (i): Da p = (pt)iecpo,r) nach Voraussetzung deterministisch ist, folgt fiir s <t
Eq [Si|Fs] = Ss + Eq [ps — pil Fi]
= Ss + Ps — Pt-
Fiir s = 0 gilt dann
Eq [S|Fo] = So +po —
= Po — Pt
Daraus folgt
Eq [Si] = Eq [Eq [Si|Fo]]
= Eq [P0 — il
= Do — Pt- (2.4)

Da S = (St)te[o,ﬂ unter ( nach Voraussetzung weiterhin ein zusammengesetzter Poissonpro-

zess ist, gilt auflerdem

Eq [Si] = Eq [Ni] Eq [Xi]

= NtEq [X1], (2.5)

wobei A’ die Intensitdt des Schadenanzahlprozesses N = (N;);e[o,7] unter Q ist.

Definiere
M(Q) i= NEq [Xi]. (2.6)
dann folgt aus Gleichung (2.5)

Eq [S:] = TI(Q)t. (2.7)
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Aus den Gleichungen (2.4) und (2.7) erhalt man insgesamt

po —pr = TI(Q), (2.8)

d.h. Teil (i) ist gezeigt.
Zu (ii): Insbesondere gilt fiir t = T" in Gleichung (2.8)

I(Q)T = po — pr
= Po-
Damit ist Gleichung (2.8) &quivalent zu
pe = po — I(Q)t
— Q)T - Q!
= Q)T - 1), (2.9)
d.h. auch Aussage (ii) ist bewiesen. O

Bemerkung 2.2.7. Die umgekehrte Richtung von Lemma 2.2.6 gilt ebenfalls, d.h. die
Linearitdt des Pramienprozesses p impliziert, dass der Schadensummenprozess S unter Q
ein Prozess mit Poissonscher Schadensummenverteilung bleibt, falls geniigend Marktpléitze

existieren, auf denen mit den Prémien p; gehandelt werden kann (vgl. [3], S.270 ff.). |

Bezeichnung 2.2.8. Die Konstante 7 (Q) wird im Folgenden als Konstante des Prdmien-

prozesses p bzw. kurz als Prdmienkonstante bezeichnet. [ |

Es kann also folgende Antwort auf Frage 2.2.5 gegeben werden:

Antwort 2.2.9. Von Interesse sind in diesem Modell diejenigen Martingalmafie Q die fol-

gende beiden Bedingungen erfiillen:

(i) Q ist ein zu P dquivalentes Martingalmaf.

(ii) Unter Q bleibt der Schadensummenprozess S = (S;);c[0,7] ein Prozess mit Poissonscher
Schadensummenverteilung, d.h. S = (S):cjo,77 bleibt unter Q ein zusammengesetzter

Poissonprozess. |
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Wie diese zu P &dquivalenten Martingalmafle Q charakterisiert werden, wird in Satz 2.3.11
erldutert, der im néachsten Abschnitt hergeleitet wird. Zuvor jedoch noch folgendes Ergebnis,

welches eine Aussage iiber die Pramienkonstante 7 (Q) trifft.

Bemerkung 2.2.10. Sei Q ein Martingalmaf}; das die beiden Bedingungen aus Antwort
2.2.9 erfiillt. Aus den Gleichungen (2.5) und (2.6) folgt dann, dass durch

m(Q) = Eg [51] (2.10)

eine Konstante des Pramienprozesses p definiert wird. [ |

Bemerkung 2.2.11. Mit Hilfe der Pramienkonstanten 7 (Q) konnen interessante Verbin-
dungen zu schon bekannten Prémienkalkulationsprinzipien aufgezeigt werden. Dies geschieht
in den Kapiteln 3 und 4. ]

2.3 Ein Satz zur Charakterisierung der Martingalmafle

Sei (U} )nen eine Folge unabhéngiger, exponentialverteilter ZV mit gemeinsamem Parameter
A > 0. Zur Definition der Exponentialverteilung vergleiche auch Anhang A.2.1. Sei weiterhin
(X} )nen eine Folge iid, echt positiver ZV. Alle diese ZV seien auf einem W-Raum (2%, A4*, P*)
definiert und paarweise unabhéngig.

Sei nun (2, A, P) ein weiterer W-Raum mit
Q=RY x RY, (2.11)

A=BN x BN, (2.12)

wobei BN die Borelsche Produkt-o-Algebra iiber RY ist.

Betrachte nun die Abbildung
. Q" — Q
(2.13)
Wt — U(w") = (Uf (W), ..., Us (W), ooy XT (W), ooty X2 (w5, -0,

dann sei P die Verteilung des Zufallsvektors W:

P = L(U{|P*) x ... x L(U!|P*) x ... x L(X]|P*) X ... x L(X:|P*) x ... (2.14)
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Die ZV (U,)nen und (X,,)nen seien nun wie folgt auf dem W-Raum (€2, A4, P) definiert:

20 W = (U, ey Upy ooy Ty eey Ty ) € €L s

VnelN:U,(v) =u, (2.15)
VnelN:X,(v) =z, (2.16)
Dann gilt:

L((Un)ner » Kn)pen [P) = £ (U en s (X e [P7)

Definition 2.3.1.

(i) Up(w) aus Gleichung 2.15 heifit Wartezeit vom n — 1-ten bis zum n-ten Schaden und
(ii) X, (w) aus Gleichung 2.16 heifit Schadenhdhe des n-ten Schadens.

Bemerkung 2.3.2. Durch U, (w) wird die Projektion auf die n-te Komponente des Zufalls-
vektors w dargestellt. Analoges gilt fiir X,,(w). Wegen U, (w) £ Ul (w*) und X,,(w) £ Xr (w*)
ist (Up)nen eine Folge unabhéngiger, exponentialverteilter ZV mit gemeinsamem Parame-
ter A > 0 und (X,,).en eine Folge iid, echt positiver ZV. Alle diese ZV sind paarweise
unabhéngig. |

Definition 2.3.3. Seien (U,)nen und (X,,)nen wie oben, dann heifit

() VneN:T,=>U;,To=0
i=1
Schadeneintrittszeit des n-ten Schadens

(ii) Ny = Z nl{TnSt<Tn+1}

n>0
Schadenanzahl z.7Z. t > 0
Ny
(i) Vt>0:5 = > X,
n=1
Schadensumme 2.Z. t. |
Bemerkung 2.3.4. Da N = (N;);>¢ ein homogener Poissonprozess mit Intensitit A > 0

ist (vgl. z.B. [15], S. 49 ff.), ist S = (S;);>0 ein Schadensummenprozess mit Poissonscher

Schadensummenverteilung auf (€2, .4, P). |
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Definition 2.3.5. Sei S = (S;):>0 ein zufilliger Prozess auf (€2, A4, P) und
Fu=0{S;:0<t<u} mit Fo, =c{S;:t>0}

dann heilt F = (F,)u>0 die von S = (S;)i>0 erzeugte Filtration bzw. innere Geschichte von

S - (St)tzo. .

Bemerkung 2.3.6. F, = 0{S; : 0 < ¢t < u} enthilt also alle Informationen, die man
ausschlieflich durch die Betrachtung des zufélligen Prozesses S bis z.Z. u erhalten hat. W

Sei also F = (Fi)iso mit Fy = o{S; : 0 < t < s} die von dem Schadensummenprozess
S = (St)>0 erzeugte Filtration. Da nur die Informationen von Interesse sind, die man durch

die Betrachtung des Schadensummenprozesses erhélt, sei weiterhin o.E. A = F..

Definition 2.3.7. Seien P und Q zwei W-Mafle auf (€2, ) und es gelte:
VO<t<oo:{NeF :P(N)=0}={N e F,:Q(N)=0}
Dann heiflen P und Q lokal dquivalent. [ |

Bemerkung 2.3.8. Sind P und Q lokal dquivalent, dann sind sie nicht notwendigerweise
dquivalent auf F, (vgl. [3], S. 272). |

Sei nun 3 : Ry — R eine Borel-me3bare Abbildung mit
Ep [eﬁ(xl)] < 00, (2.17)

wobei P das W-Maf} aus Gleichung (2.14) ist.
Betrachte nun folgenden zufilligen Prozess auf (2, F., P):

MO = (M), (2.18)
mit
N
MY = exp <Z B(Xy) — MEp [P — 1]) (2.19)
k=1

Satz 2.3.9. Der zufillige Prozess M¥) = (Mt(ﬁ)>t20 ist



2.3 ZUR BEWERTUNG VON SCHADENVERSICHERUNGEN 24

(i) echt positiv
(ii) ein Martingal auf (Y, Foo, P) bzgl. der Filtration F = (Fi)i>0 und es gilt
(iii) Ep [Mfﬁ)} —1
Bewezs:
Zu (i): Da die Exponentialfunktion in die echt positive reelle Halbachse abbildet, gilt V¢ > 0:

MP >0 = ().
Zu (iii): Sei

SO = (59 (2.20)
mit
N
S =" B(X) (2.21)
k=1

eine Modifikation des Schadensummenprozesses S = (S;)¢>0 mit Poissonscher Schadensum-
menverteilung. Fiir die Momenterzeugende Funktion von Sfﬁ ) mit Index 1 gilt dann (vgl.
[17], Teil Kaufmann, Bsp. 2.15):

MEF, (S = exp(M[MEF,(3(X1)) — 1])
= exp(At[Ep [elﬂ()ﬁ)} —1])

= exp(MEp [’ —1])

Damit folgt fiir Mt(ﬁ );

Ny
M = exp (Z B(Xy) — MEp [e7X) — 1])
k=1
= exp (St(ﬁ) — MEp [eﬁ(xl) - 1])

exp (St(m)
exp (MEp [e#(X1) —1])

exp (St(ﬁ)>

- MEF,(S")

(2.22)
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und es gilt:

I exp (Sfﬁ))

MEF,(5")

Ep _exp (St(ﬁ)ﬂ
MEF1(5§5))
=1

Zu (ii): Wegen (iii) gilt insbesondere Ep ‘Mt(ﬁ )‘ < oo und es bleibt z.z.:
Vs<t:Ep [Mi‘”m] — M.

25

(2.23)
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Sei also 0 < s < t. Mit (2.22), (2.23) und der F;-Mefibarkeit von St(ﬁ) folgt:

M)
@

S

M7,

Ep |[MP|F,| = Ep [

MO
@
_MS

[ (8)
exp (St ) MEF1 (Séﬁ))
MEFl(St(ﬁ)) exp (S@)

| Fs

(o MER(Ss )
MEFR

(Ss7)
(S:7)
o MEF, (")
(S:7)
(S57)
(S:7)

VRS, oy (59) e (-57) 7]
MEF,

MEF,

da der Prozess S = (St(ﬁ )),20 unabhéngige Zuwéchse hat. O

Lemma 2.3.10. Sind P und Q zwei lokal dquivalente W-Mafe auf (Q, Fs), dann sind die
zugehorigen Verteilungen Px, = L(X{|P) und Qx, = L(X4|Q) der ZV X, dquivalent.
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Beweis: Sei N € By mit Px, (N) = 0, dann gilt wegen 77 < oo:
Qx, (V) = QX' (N))
— QS5 ()
= lim Q (S (N)N(Ty < n))

n—oo

DaVn: Sz (N)N (T < n) € F, ist und P und Q lokal dquivalent sind, folgt:

Vn:Q(S; (N)N(Ty <n)) =0

und damit
QX1 (N ) =0
woraus die Aquivalenz von P x, und Qy, folgt. O

Der folgende Satz bestimmt nun alle W-Mafle Q auf (€2, F,), so dass P und Q lokal dquivalent

sind und S = (S;);>0 unter Q ein Prozess mit Poissonscher Schadensummenverteilung bleibt.

Satz 2.3.11. (Bestimmungssatz fiir Martingalmaje)
Es gelten folgende beiden Aussagen:

(i) Sei Q ein W-Maf$ auf (2, Fso) mit den beiden Eigenschaften:

(1) P und Q sind lokal dquivalent

(2) S = (St)i>0 bleibt unter Q ein Prozess mit Poissonscher Schadensummenvertei-

lung,

dann existiert eine Borel-messbare Abbildung 3 mit:

(3) B:Ry = R
(4) Ep[exp f(X1)] < o0,

so dass Q definiert ist durch:

VO<s<tundVAeF,: QA) = / MPap (2.24)
A
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(ii) Umgekehrt sei 5 eine Borel-messbare Abbildung mit den Eigenschaften (3) und (4),
dann existiert ein eindeutig bestimmtes W-Mafi Q auf (2, F), definiert durch Glei-
chung (2.24), welches die Eigenschaften (1) und (2) erfillt.

Gilt zusdatzlich P # Q, dann sind P und Q zueinander singulir auf (Q, F), d.h.:

IM € Foo : P(M) =0 und Q(M°) =0 (2.25)

Beweis:

Zu (i): Sei Q ein W-Maf auf (92, F), das die Eigenschaften (1) und (2) erfiillt. Aus (2)

folgt, dass N = (Ny)s>0 ein Poissonprozess auf (€2, Fi, Q) ist. Daher existiert ein X', so dass
(NE)" vy

Q(Ny =n) = ¢ (2.26)

Da T < oo ist, gilt

N >0 (2.27)
Setze

a=In\N—InA\. (2.28)
Dann folgt:

/
eln A —In A_l)t

P(Nt _ n)ena—/\(ea—l)t _ P(Nt _ n)en(ln)\’—ln)\)—)\(

ro_ _yeln X o —Inx
— P(Nt — n)enln)\ e nln/\6 Ate e eAt

"\n
= P(N, =n) —()/\\3 et
n "\n
O W s
n! A"
/ n
REO
n!
= Q(N, =n) (2.29)

Wegen (1) ist aus Lemma 2.3.10 bekannt, dass Px, und Qy, dquivalent sind. Also existiert

eine echt positive Dichtefunktion f mit

VAEB.:Qy(4) = [ faPy
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Definiere

v(z) =1In f(z), (2.30)

dann ist —oo < v < +00.
Fiir s > 0 und n € Ny gilt weiterhin:

FsN(Nsg=n) =0{S;:0<t<s}N(Ng=n)

:a{zt:Xn:OStSs}ﬂ(NS:n)

n=1

C o {X1, ., X, N (N, = n) (2.31)

Dabei ist 0 {X4, ..., X,,} die von den Schadenhthen Xy, ..., X,, erzeugte o-Algebra. Falls n = 0
ist, dann degeneriert die o-Algebra aus Gleichung (2.31) zu {@,Q} N (N = 0).
Sei A aus F;, dann existiert fiir jedes n € Ny ein B,, € 0 {Xq, ..., X, }, so dass

=) QAN (N, =n))

=Y Q(B.N (N, =mn))
=Y QB.)Q(N, =n) (2.32)

Angenommen, dass B, = X;'(C1) N ...N X C,), wobei Ci,...,C, beliebige Borelsche

n

Teilmengen von R, sind, dann gilt:

= Eq [1{5,)]
= Eg [ R )}]
= Eq [1{01} } B [1(eny (X,)]
= Ep [1{o (X X1>] Ep (Lo (X))
N EP[ (X7 enn.nxa (e} € X1>+~--+7(Xn)}
= Ep [Lp,y exp {7(X1) + ... +7(X0)}] -
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Gleichung (2.33) bleibt auch fiir beliebige B,, € 0 {Xq, ...

folgt mit Gleichung (2.32), (2.33) und (2.29):

Q(A) = > Q(B.)Q(N, = n)

n>0

, X, } giiltig (vgl. [3], S.273). Daher

=Y Ep [Ipy exp{7(X1) + ... + v(X,)}] Q(N, = n)

n>0

= Z Ep [1p.y exp {7(X1) + ... + 7(X0)}] P(Ns = n) exp {na — A(e® — 1)s}

n>0

= > Ep [LiB.n@v=ny exp {7(X1) + ... + 7(Xn) + na — A(e® — 1)s}]

= Z Ep | 1{B,n(N,=n)} €XP {ZS (o +v(X;)) — A(e® — 1)3}]
= Z Ep |1ian(N,=n)} €XP {2 (a+v(X;)) — Me* — 1)3}] (2.34)

Da alle diese Summanden bis auf den einen, in dem 1yy,_,; = 1 ist, gleich 0 sind, erhélt

man mit Ep [Y] = [ YdP aus Gleichung (2.34):

N

Q(A) = Z Ep

n>0

=1

_ /Aexp {Z (a+7(X0) — Ae® — 1)5} dp

=1

Setze

Bz) = a+()

Lian(v,=n)} xp {Z (a+7(X3) — Ale” - 1)3}]

(2.35)

(2.36)
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dann gilt wegen (2.27), (2.28) und (2.30) Eigenschaft (3) und es ist

Ep [eﬂ(Xﬂ] — Ep |:60¢+'Y(X1)}

= Ep [6aelnf(X1):|

= Ep [e"f(X3)]
= e"Ep [f(X1)]
= ¢ / F(X,)dP
= e, (2.37)
da f eine Dichte ist. Insbesondere gilt also Eigenschaft (4).
Mit (2.36), (2.37) und (2.19) kann man Gleichung (2.35) wie folgt ausdriicken:
NS
Q) = [ exp {Z (0 9(X2)) = Ae™ = 1>s} ap
A i=1
N
- / exp {Z (B(X:)) — MEp [7V] — 1)5} dP
4 i=1
~ [ y@ap (2.38)
A

Da nach Satz 2.3.9 der Prozess M\¥ = (Mt(ﬁ ))tZO ein Martingal ist, gilt nach Gleichung
(2.38) mit Hilfe von Ep [Y] = [ YdP:

VO<s<tundVAeF,:QA) = / MPap, (2.39)
A

denn:
/ MO dp — / MPap = / M — P ap
A A A
= / MO —Ep [Mt(mm] dp
A

= / MP® — MBap
A

=0
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Damit sind alle Behauptungen aus (i) bewiesen.
Zu(ii): Sei  eine Borel-messbare Abbildung, welche die Eigenschaften (3) und (4) erfiillt.
Esgilt: VAe |J Fr 3s>0: A€ F,. Dann definiere

k>0

V()<$<7funalVA€L_J.?’-";.C (alsoV A € Fy) /M (2.40)

k>0

Zeige:
(*) Q ist wohldefiniert.

(**) Durch Gleichung (2.40) wird ein additiver Inhalt auf |J F definiert.
k>0

(***) Die Einschrankung von @ auf jedes F; ist normiert.

(***%) Q erfiillt Eigenschaft (1).

Zu (*): Sei 0.E. s <t, <ty und A € F,, dann gilt, da M? (Mt(ﬁ))tzo ein Martingal ist:

/ MPap - / MPap = / M — M ap
/ M — B |M|7, | P
= / M — mPap
A
=0
Zu (**): Seien A,B € |JFr pd,dann 3s >0: A€ Fyund 31 > 0: B € F mit

k>0

A, B € Fax{siy, da die Fj, Sub-o-Algebren sind. Auf Fi sy gilt dann:

Q(A+B) = MPap
A+B

—/(1{A}+1{B})Mt(ﬁ)dP

= / Liay MV dP + / 1y MV dp

/M(B)dP+/ M

A)+Q(B
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Zu (***): Mit Gleichung (2.23) folgt:
Q(Q5) = / M dp
Q|

—Ep [ Mt(ﬁ)}
=1
Zu (%) Da nach (2.19) Mt(ﬁ) > 0 P-f.s. ist, weil Mt(m eine Exponentialfunktion ist, folgt:
P und Q sind aquivalent auf jedem Fg, 0 < s < t, mit
1
MO

ist Q-Dichte von P. Daraus folgt die lokale Aquivalenz von P und Q.

Hilfreich wird noch folgende Aussage iiber die Verteilung der Schadensumme sein:
NS stu
vugs:£< > XZ-|P> :£<ZXZ-|P>, (2.41)
i=Ny+1 i=1

d.h. unter P hat die Schadensumme stationire Zuwéchse, da die Schadenhohen X; und die
Wartezeiten U; jeweils iid und paarweise unabhéngig sind.
Weiterhin gilt:

(FHHHH) Fiir jedes feste t > 0 besitzt der Schadensummenprozess S = (S, ).<; unabhéngige und

stationére Zuwichse auf (Q, F;, Q).

Um dies zu beweisen, wird gezeigt, dass fiir jedes r > 0 und 0 < u < s < ¢t die bedingte

Erwartung
Eq [exp {7 (S — Su)} [ Fu]

deterministisch ist und von s und w nur iiber die Differenz s — v abhéngt:

Sei A € F,, dann folgt:
Eq [1gay exp {~r (S5 — Su)}]

:/Aexp{—r(Ss—Su)}dQ
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Da M nach Gleichung (2.38) eine P-Dichte von Q ist, gilt:

_ / exp {—r (Sy — Su)} MO dp
A

= Ep [Lgay exp {—r (S — Su)} M7

Mit Gleichung (2.19) folgt:

= Ep [1{A} exp {—r — 8,) +8¥ }] eXp{ —AsEp [ AXY) _ 1}}
= Ep [1{A} exp{ (S5 — Su) + Sﬁﬁ }] exp{ AsEp [ A 1}}
= Ep [1{ayexp {Suﬁ HEp [exp {—r(Ss — S.) + (ng S8 ))}]

exp {—AsEp [ — 1]}

= Ep [1ay exp {SP) — MuEp [#XD — 1]} Ep [exp {—7 (Ss — S.) + (S© — S9)1]
exp { =\ (s — u) Ep [¢/*) — 1]}

= Ep [1ayMP] Ep [exp {—7 (S, — Su) + (S99 — S Y]

exp {—A (s — u) Ep [’ — 1]}

Mit Definition 2.3.3 und Gleichung (2.21) erhélt man:

B [y MO By lexp {_T <Z X, - ZX> + (Z B -3 6 (xi)> }

i=1 =1 i=1

exp{—A(s—u)Ep [eﬁ(Xl) —1]}

N, N,

1=Ny+1 1=Ny+1

exp {—A(s —u) Ep [¢"FV — 1]}
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Verwendung von Gleichung (2.41) liefert:

r Ns—v Ns—u
L i=1 i=1

exp{—A(s —u)Ep [eﬂ(xl) —-1]}

=Ep [L{A}Méﬁ)] Ep _exp {—TSs_u + Ss(é)uH exp {—)\ (s —u)Ep [eﬁ(xl) _ 1]}
= / MﬁmdP Ep [eXp {—TSS_U + S@u}] exp {—)\ (s —u)Ep [eﬁ(Xl) _ 1}}

A
= Q(A)Ep [exp {—T‘Ss_u + SS(E)UH exp {—)\ (s —u)Ep [eﬁ(Xl) _ 1} }

Womit gezeigt wére, dass die bedingte Erwartung deterministisch ist und von s und u nur

tiber die Differenz s — u abhéngt. Also gilt (**#4%).

Betrachte nun die beiden W-Mafle ¢ und v auf (R, B ), definiert durch

B exp {3 (z)} .
1A= | e R P ), (242)
v(A) = /\’/ e Ndy (2.43)

fiir alle A € By und M = AEp [exp {5 (X1)}].
Definiere das folgende ProduktmaB auf 2 = RY x RY:

Q = N x N, (2.44)
Da v eine Exponentialverteilung mit Parameter X' ist, folgt aus der Definition von Q, dass
der Schadensummenprozess S = (), unter Q ein Prozess mit Poissonscher Schadensum-
menverteilung ist. Damit gilt Eigenschaft (2), falls Q und Q auf F, iibereinstimmen fiir
alle t € R, was noch z.z. ist. Da nach (*****) S = (S,);<; unabhéngige und stationére

Zuwichse sowohl auf (€2, F;, Q) als auch auf (Q, F;, Q) hat, reicht es z.z., dass fiir alle s < ¢
und fiir alle A € B

Qs,(A) = Qs, (4) (2.45)

ist. Nach [15], Theorem 8.1.1, geniigt es fiir alle » > 0 die Gleichheit der Laplace- Transfor-

mierten von Sy unter Q und Q nachzuweisen:

Eq [e7"%] =Eg [e%] (2.46)
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Dazu betrachte zunéchst fiir alle » > 0 die Laplace-Transformierte von X; unter Q:
By o] = / exp {—rX,} dQ
= /exp{—rwl}du

_ [exp{—rz + 3 (r1)}
- / Ep [exp {3 (1) ]] dL (X4|P)
_ Epfexp {—rXi + 8 (Xy)}]

~ Erlep {(B(X)}] (2.47)

sowie die Wahrscheinlichkeit, dass die Schadenanzahl z.Z. s unter Q gleich n ist:

(ASEP [eXp {/6 (Xl)}Dne—)\sEp[exp{ﬁ(Xl)}]
n!

A n
= Bp [exp {3 (X))} L5 e rsBrlewisexy
n.

n (AS)" . aEoiex -
= Ep [exp {6 (X1)}] %e Xs = As{ Bplexp{A(X1) -1}

— Ep [exp {8 (X))} e MErEpl80D}-1p (N — ) | (2.48)

Mit den Gleichungen (2.47) und (2.48) folgt dann fiir die Laplace-Transformierte von S
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unter Q:
Eg 7]
=5, [Bg [
= Eg[e7%|N, =n] Q (N, =n)

n>0

=S B [ )" G (N, = n)

n>0

NoJ]

=y Bl b2 2 BN, fexp (3 301 Bl 00501 -10p (1, = )
2 Bl (90X

= Z Ep [exp {—rXy + 0 (Xy)}]" e MErlexelBE0Ip (N = p) (2.49)

n>0

Auf der anderen Seite erhélt man fiir die Laplace-Transformierte von S; unter Q mit Hilfe
von Gleichung (2.40) und (2.19):

Eq [e7"%]
:/exp{—rSS}dQ
— / exp {—rS,} MPdp

= /exp{—rSS}exp {Sﬁm — AsEp [eﬂ(xl) — 1]} dpP

— Ep [exp {—rS, + S} e NPrlesplB(x}-1]]
= EP |:Ep [eXp {—7"55 + Sgﬁ)} |NS] e_ASEP[eXP{ﬁ(Xﬂ}—l}]

= Z Ep [exp {—7S, + S} [N, = n] e AErleeBENAIP (N, = n)

n>0

= Epfexp {—rXy + 5 (X))}]" e MEPe0B0IIp (N, — p) (2.50)

n>0

Durch (2.49) und (2.50) ist Gleichung (2.46) gezeigt und Eigenschaft (2) gilt. Da Q und Q

auf jedem F; und damit auch auf |J F; iibereinstimmen, ist Q o-additiv, mit (**) und (***)
>0

ein W-MafB und Q die eindeutig bestimmte Erweiterung von Q auf Fa.
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Um den letzten Teil des Satzes zu zeigen, sei P # Q. Dies bedeutet, dass P (5 (X;) # 0) > 0.
Die Lebesgue-Zerlegung von Q beziiglich P existiert immer und hat folgende Gestalt:

VAEF: QA) = / ZdP + PO (A), (2.51)
A

wobei Z > 0 P-f.s. und Z € L' (2, o, P), sowie P und P®) zueinander singulire Mafle sind.
Mit Gleichung (2.24) und (2.51) erhélt man fiir alle A € F:

(/&W:/EHMEMPSQM%i/M@W
A A A
und damit
Ep [Z|F] < M7 P-fs.,
was wiederum zu
OSZ:ymEAMEM%mM%mRm.
fihrt. Falls noch

lim M? =0 (2.52)

t—o00

nachgewiesen werden kann, dann folgt Z = 0 und damit
Q(A) =P*(A), (2.53)

womit die Aussage des letzten Teils des Satzes gezeigt wiire.
Um Gleichung (2.52) z.z., reicht es aus, den Grenzwert des Exponenten von Mt(ﬁ ) 7u be-
trachten:

Nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen gilt

% B(Xk)
tlgilo kﬂT = Ep [B(X1)]. (2.54)

Weiterhin ist

lim —% = \. (2.55)
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Mit (2.54) und (2.55) folgt:

Nt Nt
. 1 Xl . 1 X1
Lim 7 Zﬁ(xk) — MEp [V —1]| = Lim 7 Zﬁ(xk) — AEp [’ — 1]
k=1 L k=1
-
N, kZl B(Xy)
. - 1
= Jim | S | B [T

= AEp [B(X1)] — A\Ep [eﬁ(xl) B 1}
— B [ — 15X
Mit Hilfe der Taylorentwicklung von %) um 0
2
GB(X1) =1+ ﬁ(Xl) + weﬁﬁ(xl)

bekommt man
0 <X -1 -5(X))
und damit
0 < Ep ["F) —1 - p(Xy)].

Aus den Gleichungen (2.56) und (2.57) erhélt man

Nt
lim % LZ B(Xy) — MEp [e75D) — 1}] = —AEp [¢"5D) —1 - 5(X))]

IN

0,

womit

t—o0

N
lim [Z B(Xy) — MEp [eﬂ(Xl) - 1]] = —00
k=1

39

1]

(2.56)

(2.57)

folgt. Damit ist die Aussage von Gleichung (2.52) gezeigt und der Beweis von Satz 2.3.11

beendet.

0
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Bezeichnung 2.3.12. Im Folgenden wird das bzgl. einer festen Abbildung 3 eindeutig

bestimmte dquivalente Martingalma$ anstatt wie bisher mit Q mit P*) bezeichnet. [

Korollar 2.3.13. FEs gilt:

P =pPO.
Beweis: Sei 0 < s <t und A € F,. Dann gilt nach Gleichung (2.24) und (2.19):

PW@:/M@@:/&@:/&W:HM
A A A

Daraus folgt die Behauptung. 0

Bemerkung 2.3.14. Fiir die Verteilung von X; und den Erwartungswert von N; unter P(Y
gilt mit Hilfe von Gleichung (2.42) und (2.43):

P = 5 T, (2.58)
und

B [Ni] = X = AEp [exp {3 (X0))] (2.59)
fiir alle A € B, n

Lemma 2.3.15. Die Abbildung
BeBp — PW
mat
Bp := {f € L (Ry, B, Px,) [Ep[exp {5 (X1)}] < o0},

wobei L° (Ry,B,,Px,) die Menge aller messbaren Funktionen auf (Ry, By, Px,) darstellt,

1st ingektiv.
Beweis: Seien $ und 3’ aus Bp mit

PW — P(ﬂ’)’
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dann gilt nach Gleichung (2.59):
Epe) [N1] = Epgn [N1]

& AEp [exp {8 (X1)}] = AEp [exp {#' (X1)}]
& Eplexp{f(X1)}] = Ep [exp {#' (X1)}]

Mit Gleichung (2.58) folgt dann fiir alle A € B,

P (A) = PY(A)

1 BE P (1) — 1 @O P (1
Q*Ep[exp{mxo}]//i P () Ep[exp{mxn}]/A P (7)

o /eﬁ(z)dpxl(x) :/eg’(z)dpxl(m)
A A

und damit

3 =3 Px,fs.,

woraus die Behauptung folgt. O



Kapitel 3

Anwendung auf Prinzipien der

Pramienkalkulation

Sei S = (S¢)i>0 ein Schadensummenprozess mit Poissonscher Schadensummenverteilung auf
(Q, Fo, P) mit Ep [X;] < 0co. Durch

m(P) = Ep[Si] = Ep [N1] Ep [X{] (3.1)
wird eine Konstante des zugehorigen Pramienprozesses p definiert.
Wie in Abschnitt 2.3 gezeigt, kann P durch ein weiteres W-Maf} Q ersetzt werden, wobei P
und Q lokal dquivalent sind und S = (S;)¢>0 unter Q ein Schadensummenprozess mit Pois-
sonscher Schadensummenverteilung bleibt. Das neue W-Ma8l 3 auf (€2, F,,) wird eingefiihrt,

um einen Sicherheitszuschlag zu beriicksichtigen, d.h. Q muss derart definiert sein, dass die

zugehorige Pramienkonstante
m(Q) = Eq [S1] = Eq [V1] Eq [X1] (3.2)
endlich ist und den Sicherheitszuschlag enthélt. Diese beiden Bedingungen duflern sich in
m(P) < 7(Q) < oc. (3.3)

Dies fiihrt zu folgender allgemeinen Definition eines Pramienkalkulationsprinzips, die sich von
der sonst iiblichen allgemeinen Definition eines Priamienkalkulationsprinzip unterscheidet.
Definition 3.0.16. Ein Prdamienkalkulationsprinzip ist ein W-Mafl Q auf (2, F), das den
folgenden drei Bedingungen geniigt:

42
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(1) Q und P sind lokal dquivalent,

(2) S = (St)i>0 bleibt unter Q) ein Schadensummenprozess mit Poissonscher Schadensum-

menverteilung und

(3) Eo[Xi] < oo n

Aus Satz 2.3.11 folgt die Existenz einer Borel-messbaren Abbildung 3 : R, — R mit

Ep [exp {3 (X1)}] < oo, (3.4)
Ep [Xyexp {5 (X1)}] < o0 (3.5)
und
Q=P®,

Zu P gehort nach Gleichung (3.2) folgende Priamienkonstante :
7(PP) = Epee) [N1] Epes) [X1] - (3.6)
Dabei sind nach Gleichung (2.58) und (2.59)

Epw [N1] = AEp [exp {8 (X1)}]

= Ep [M]Ep [exp {5 (X1)}] (3.7)

[ Xiexp{3(Xy)} dPy,
Epe [X1] = Ep [exp {5 (X1)}]

_ Er[Xiexp {8 (X))} (3.8)

Ep [exp {0 (X1)}]

Bedingung (3.5) ist also unter Bedingung (3.4) dquivalent zu

EP(,B) [Xl] < oQ.
Wegen Gleichung (3.7) und (3.8) gilt in Gleichung (3.6)

W(P(ﬁ)) = Ep [N1] Ep [Xi exp {8 (X1)}] .
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Falls 5 > 0 Px,-f.s. und Px, (8 = 0) < 1, dann ist die erste Ungleichung aus (3.3) verifiziert
und es gilt

Epw [N1] > Ep [V{]
Die bisherigen Annahmen reichen im Allgemeinen allerdings nicht aus, um auch

Epw [X1] > Ep [X] (3.9)
zu implizieren.

Beispiel 3.0.17. Definiere

| n, 2 <Ep[Xi]
ﬁ(@_{o, x> Ep[Xy].

Dann erhélt man fiir ein hinreichend grofles n und der Tatsache, dass X; # ¢, ¢ = const.,
P-fs.

Ep [(Xl - Ep [Xl]) exp {6 (Xl)}] < 0.
Damit folgt mit Hilfe von Gleichung (3.8)

Ep[(X; —Ep[Xq])exp{F(X1)}] <0
<0

(X41)

< Ep[Xjexp{8(X1)} —Ep [Xi] Ep [exp {8 (X1)}]
(X1)
)

& Ep [Xyexp {8 (X1)}] < Ep[Xi] Ep[exp {3 (X1)}]
Ep [X; exp {5 (X1)}]
< Bplexp (5 ()]~ 7P
= EP(,B) [X1] < Ep [Xl] (310)

Ungleichung (3.10) macht gerade eine entgegengesetzte Aussage zu Ungleichung (3.9). W

Das folgende Lemma legt die Voraussetzungen fest, die zusétzlich gelten miissen, damit
Ungleichung (3.9) erfiillt ist.

Lemma 3.0.18. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Die Abbildung [ ist monoton wachsend.
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(ii) Fir alle positiven und P-integrierbaren ZV Xy gilt:

Epw [X4] > Ep [X]

Beweis: Vgl. [3], S. 276. O

Definition 3.0.19. (Pridmienkalkulationsprinzipien)
Sei X definiert auf (2, .4, P) die Schadenhohe , dann ist

(i) die Pramie nach dem Nettorisikoprdamienprinzip definiert durch

p = Ep[X];

(ii) die Pramie nach dem FErwartungswertprinzip definiert durch
p=(1+0a)Ep[X],
mit o« > 0;
(iii) die Pramie nach dem Varianzprinzip definiert durch
p = Ep[X] + aVarp [X],
mit o« > 0;
(iv) die Pramie nach dem Standardabweichungsprinzip definiert durch
p = Ep [X] + ay/Varp [X],
mit a > 0;
(v) die Pramie nach dem Semivarianzprinzip definiert durch
p = Ep[X] + aEp [max (X — Ep [X],0)]?,

mit o > 0;
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(vi) die Prdmie nach dem Ezponentialprinzip definiert durch

. InEp [eax} |
«

mit o > 0;
(vii) die Préamie nach dem FEsscherprinzip definiert durch
_ Ep [Xe*]
p - EP [eax] )

mit o > 0.

3.1 Erwartungswertprinzip

Beispiel 3.1.1. (Erwartungswertprinzip)
Sei f(x) = «, a = const., dann folgt aus Gleichung (3.8)

Ep [Xiexp {8 (X1)}]
Ep [exp {8 (X1)}]
_Ep (X5 exp {a}]
Ep [exp {a}]
= Ep [X4]

Epe [X4] =

46

Dies entspricht der Pramie nach dem Nettorisikopramienprinzip und aus Gleichung (3.7)

folgt weiterhin

Ep [N1] = Ep [N Ep [exp {3 (X1)}]
= AEp [exp {a}]
= e®.
Damit gilt fiir die Pramienkonstante

T (P(ﬁ)) = EP(g) [Nl] EP(ﬁ) [Xl}

= )\€aEP [Xl] .

(3.11)
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Fiir den Pramienprozess p = (pt)sejo,r) gilt nach Gleichung (2.9)
pr=T (P(/B)> (T —t)
= XeEp [X4] (T — 1)
= ATe“Ep [X1] — Me“Ep [X4]
= po — Ate“Ep [X{] (3.12)
Insbesondere folgt

Po = )\T@aEP [Xl] (313)

Fiir ATe® > 1 erhélt man in (3.13) das Erwartungswertprinzip.
Aus Gleichung (3.12) folgt fiir den Preisprozess der Zahlungsverpflichtungen Z = (Z;).c(0,1]
nach Gleichung (2.2)

Zy = pe + Sy
= po — MteEp [X4] + 5,

Nach dem Beweis von Lemma 2.2.4 ist

(Ze = po)eppr) = (—Ate”Ep [Xq] + St)iefo,
ein Martingal unter P%” und damit auch (Ate®Ep [Xi1] — Si)iejor- |

Bemerkung 3.1.2. In Beispiel 3.1.1 bleibt die erwartete Schadenhohe unter dem Maf-
wechsel von P nach P unveréindert, wihrend der Parameter A des zu Grunde liegenden

homogenen Poissonprozesses mit dem Faktor e* multipliziert wird. [
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3.2 Varianzprinzip

Beispiel 3.2.1. (Varianzprinzip)
Sei f(x) = In(a + bx) mit a = 1 — bEp [X;] > 0 und b > 0, dann folgt aus Gleichung (3.8)

Ep [X; exp {8 (X1)}]

Ep [exp {8 (X1)}]
_Ep [X; exp {In (a + bX;)}]
Ep [exp {In (a + 0X;)}]

_ Ep[Xi (a+bXy)]
~ Epla+bXy]

CLEP [Xl] + bEp [Xﬂ
a+ bEp [Xl]

B (1 —bEp [X4]) Ep [X1] + bEp [Xﬂ
(1 —bEp [X4]) + bEp [X4]

= Ep [Xy] + b (Ep [X2] — (Bp [X4))?)

Epe [X1] =

= Ep [Xi] + bVarp [X4]
Dies entspricht der Pramie nach dem Varianzprinzip und aus Gleichung (3.7) folgt weiter-
hin
Ep) [N1] = Ep [N1] Ep [exp {3 (X1)}]
= AEp [exp {In (a + bX;)}]
= AEp [a + bX4]
= AEp [1 — bEp [X4] 4+ bX|]
= A(1 —0Ep[Xy] + bEp [X4])
= A\

Damit gilt fiir die Pramienkonstante

T (P(ﬁ)) — Ep(ﬂ) [Nl] EP(B) [Xl}

= )\Ep [Xl] + )\bVarp [Xl] .
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Fiir den Pramienprozess p = (pt)sejo,r) gilt nach Gleichung (2.9)
pr=T (P(/B)> (T —t)
= (AEp [X1] + AbVarp [X4]) (T —t)
= (AEp [X1] + AbVarp [X1]) T — (AEp [X4] + AbVarp [X]) ¢
= po — MEp [X;] — AbtVarp [X]
Insbesondere folgt

Po = )\TEP [Xl] + )\Tb\/arp [Xl] (314)

Fiir A\T' =1 erhélt man in (3.14) wieder das Varianzprinzip.
Damit folgt fiir den Preisprozess der Zahlungsverpflichtungen Z = (Z;)¢cpo,r) nach Gleichung
(2.2)

Zy = pe + Sy
= po — MEp [Xy] — AbtVarp [X4] + S;
Nach dem Beweis von Lemma 2.2.4 ist
(Zt = po)icp) = (—AEp [Xy] — AbtVarp [Xi] 4+ St)iepo,n]
ein Martingal unter P%” und damit auch (MEp [Xy] + Mot Varp [Xi] — S))iepo11- |

Bemerkung 3.2.2. In Beispiel 3.2.1 bleibt der Parameter A des zu Grunde liegenden ho-
mogenen Poissonprozesses unter dem MafBwechsel von P nach P unveréindert, wihrend die

erwartete Schadenhohe zu der Pramie nach dem Varianzprinzip wechselt. |



3.0 ZUR BEWERTUNG VON SCHADENVERSICHERUNGEN

3.3 Esscherprinzip

Beispiel 3.3.1. (Esscherprinzip)
Sei f(x) = ax — InEp [e"‘Xl} mit « > 0, dann folgt aus Gleichung (3.8)

Ep [X1 €Xp {6 (Xl)}]
Ep [exp {8 (X1)}]
_ Ep [Xl exp {aX1 —InEp [eaXl] }]
Ep [exp {aX; — InEp [e2X1]}]
B [Xue ] By o]
Ep [e2X1]  Ep[e*X1]
EP [eo‘Xl]

Epe [X1] =

50

Dies entspricht der Pramie nach dem Esscherprinzip und aus Gleichung (3.7) folgt weiter-

hin

Epe [N1] = Ep [N1] Ep [exp {3 (X1) }]
AEp [exp {aX1 —InEp [eaxl} H

I
>

EP eaX1

= ]
B LX%
= A\

Damit gilt fiir die Praémienkonstante

T (P(ﬁ)) — Ep(ﬁ) [Nl] Ep(ﬁ) {Xl}

B [Ge
B pue]

(3.15)



3.0 ZUR BEWERTUNG VON SCHADENVERSICHERUNGEN o1

Fiir den Pramienprozess p = (pt)sejo,r) gilt nach Gleichung (2.9)

pr=m (Pw)> (T —1)

 Epxe®]
= ey (0

. EP [XleaXl} Ep [Xleaxl}
DR e e e

Ep [Xl BaXI }
Ep [eo%1]

= po — Al

Insbesondere folgt

Ep [Xl 6aX1 :|

SR, it i |

(3.16)

Fiir A\T' =1 erhélt man in (3.16) wieder das Esscherprinzip.
Damit folgt fiir den Preisprozess der Zahlungsverpflichtungen 7 = (Z;)cpo,r) nach Gleichung
(2.2)

Zi = pe + S
Ep [Xleo‘xl}

E, [eaX1] + 5

=po— At

Nach dem Beweis von Lemma 2.2.4 ist

Ep [Xleo‘Xl}
(Zy — po)te[o,T} = <—)\tm + S
t€[0,T

Ep[X eaX
ein Martingal unter P und damit auch ()\t% - St) . n
Pl t€[0,7]

Bemerkung 3.3.2. In Beispiel 3.3.1 bleibt der Parameter A des zu Grunde liegenden ho-

mogenen Poissonprozesses unter dem Maflwechsel von P nach P® unverindert, wihrend die

erwartete Schadenhthe zu der Pramie nach dem Esscherprinzip wechselt. [ |

Bemerkung 3.3.3. Wie die Beispiele 3.1.1, 3.2.1 und 3.3.1 zeigen, ist die Pramienkonstante
T (P(ﬁ )> und damit auch der Prémienprozess p = (p;)icjo,r] das Ergebnis eines MaBwechsels
von P nach P, wobei sich die Intensitéit A der Schadenanzahl und die Verteilung der

Schadenhohen verandern konnen. [ |
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Bemerkung 3.3.4. Versicherungsprdamien, die nach den Beispielen 3.1.1, 3.2.1 und 3.3.1
gebildet werden, fithren also zu einem arbitragefreien Markt, wenn der Handel mit Versiche-

rungsvertriagen erlaubt wire. [



Kapitel 4

Stopp-Loss-Kontrakte

4.1 Modellbildung

In diesem Kapitel wird im Modell von DELBAEN& HAEZENDONCK ein Stopp-Loss-Kontrakt
auf den Preisprozess Z = (Z;)cjo,1] betrachtet. Die Auszahlungsfunktion ist somit gegeben
durch

g:RT = RTU{0}

g(z) = (z — K)" :== max {z — K,0},

wobei K > 0 eine Schranke ist, die {iberschritten werden muss, damit die Auszahlungsfunk-

tion g einen echt positiven Wert annimmt. Insbesondere erhélt man fiir z = 7,
9(Z) = (Z - K)*.

Bemerkung 4.1.1. Vor dem Hintergrund eines Marktes, auf denen Versicherungsvertrage
gehandelt werden, kann man einen Stopp-Loss-Kontrakt auf den Preisprozess Z = (Z;):c(0,1]
z.Z. T als Riickversicherung ansehen. Dabei trigt die Riickversicherung z.Z. T" den Anteil

der Schadensumme St, der iiber der Schranke K liegt. |

Der Erwartungswert unter dem Mafl P®) des Stopp-Loss-Kontraktes auf den Preisprozess

93
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Z = (Zy)ie,r) hat dann z.Z. T bei einem Zins von r = 0 folgende Gestalt

v(P?) = Epw[9(Zr)] (4.1)
= Epw[(Zr — K)7]

= Epe [(Sr — K)7]. (4.2)

Bemerkung 4.1.2. Der Erwartungswert v(P®) kann dabei als Preis z.Z. 0 fiir die Riick-

versicherung z.7Z. T angesehen werden. [ ]

Da v(P®) von dem zu P #quivalenten MartingalmaB P®) abhiéingt und, wie in Kapitel 2
gezeigt wurde, dieses Mafl nicht eindeutig bestimmt ist, ist der Bereich von Interesse, in
dem alle Werte v(P®¥) liegen. Dieser Bereich wird Range der arbitragefreien Preise des
Stopp-Loss-Kontraktes genannt und in Abschnitt 4.3 ndher bestimmt. Zunéchst werden im
folgenden Abschnitt noch einige hilfreiche Eigenschaften der Auszahlungsfunktion g herge-
leitet.

4.2 Eigenschaften der Auszahlungsfunktion

Lemma 4.2.1. Die Auszahlungsfunktion g : Rt — Rt U {0}, g(z) = (v — K)T besitzt
folgende Figenschaften:

(i) 0 < g(x) <z,

(ii) lim 22 =1
Tr—00

(i1i) g ist konvez.

Bewezs:

Zu (i): Die Ungleichungen folgen direkt aus der Definition von g.
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Zu (ii): Fiir den gesuchten Grenzwert gilt

— K)t
g(@) _ (= K)
T—00 €T T—00 €T
o x—K
= lim
T—00 €T
x

= lim —
T—00 U

=1

Zu (iii): Da g stetig ist, reicht es aus, g(*3%) < g(x)zi(y) zu zeigen.

Dazu betrachte folgende Fallunterscheidung:
1. Fall: x < K <y, dann

g(x—i—y): oo K falls%>[(
2 0 , sonst.
Sowie
9(x)+9ly) _y—K
2 2
r+y—2K
2
_x—i—y_K
2
T+y
2 9(—)

2. Fall: y < K < z, dann

Ty, K, falls B > K
9(——) =

0 , sonst.
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Sowie

2 2
r+y—2K
2
_z +y K
2
Tty
>
2 9(—~)
In allen anderen 11 Féllen erhélt man g(%3Y) = w, woraus insgesamt g(*3%) < £ (I);g @)
folgt und die Konvexitédt von g gezeigt wire. 0

Satz 4.2.2. (Jensensche Ungleichung fiir bedingte Erwartungen)
Sei X eine integrierbare ZV auf (2, A, P) mit Werten aus einem offenen Intervall I C R

und sei g eine auf I definierte konvexe reelle Funktion. Dann gilt fiir jede Unter-o-Albegra

CcCA:
(i) Ep[X|C] eI P-f.s.,
(11) und falls zusdtzlich g o X integrierbar ist

g(Ep[X|C]) < EplgoX|c]  P-fs

Beweis: Siehe z.B. [1], S.121 ff., 15.3 Satz. O

Korollar 4.2.3. Ist X = (X;),.; ein P-Martingal bzgl. einer Filtration F = (F),c; mil
Werten in einem offenen Intervall J C R, d.h. Yt € I: Xy(Q) C J, und ist g : J — R eine
konvexe Funktion, so ist g o X, ein P-Submartingal bzgl. F = (F),c;, falls alle ZV g o Xy,

tel, integrierbar sind.

Beweis: Zu zeigen sind die Bedingungen (a) und (b) aus Definition 2.1.1(iii). Bedingung
(a) folgt aus der Integrierbarkeit von allen ZV g o X;, ¢t € I, Bedingung (b) ist eine direkte
Folgerung aus Teil (ii) der Jensenschen Ungleichung fiir bedingte Erwartungen (Satz 4.2.2)

unter Beriicksichtigung von

9 (Ep [Xe|F]) = 9(X,),

fiir alle s < t, s,t € I, da X = (X¢t),ej ein Martingal bzgl. F = (F),¢; ist. O
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Lemma 4.2.4. Sei g : Rt — R* U {0}, g(x) = (x — K)*. Dann ist (9(Z;))icpo ein

B _Submartingal.

Beweis: 7Zu zeigen sind die Voraussetzungen des Korollars 4.2.3. Nach Bemerkung 2.2.3 und
Bezeichnung 2.3.12 ist Z = (Z,)icjor) ein P¥-Martingal bzgl. der Filtration F = (F})scpo.1
mit Werten in R*. Die Funktion g : RT — R* U {0} ist nach Lemma 4.2.1(iii) konvex.
Bleibt noch g o Z; ist integrierbar V¢ € [0, 7] zu zeigen. Dazu:

Sei t € [0, 7], dann gilt

Epe Hg(Zt = Ep@) ‘

K]

[|(Z:

— Epo [(Z — K)']

= Epw [(Z: — K) 1{z,51}]
[
2

= Epw [Ziz,5x1] — KEpw [1{z>k}]

= Epw [Zl(z5r3] — KPP (Z, > K)
< Epw [Z] ~ K PY(Z, > K) < .
<00, da Z p»-Martingal =~ =™ €[0,1]
Damit folgt die Behauptung aus Korollar 4.2.3. U

4.3 Der Range eines Stopp-Loss-Kontraktes

Um den Range der arbitragefreien Preise eines Stopp-Loss-Kontraktes auf das Finanzgut

Z = (Zi)iepo,r zu bestimmen, bendtigt man die in Lemma 4.2.4 gezeigte Eigenschaft, dass
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(9(Z1))iepor) ein PYP-Submartingal ist. Denn einerseits gilt nach Gleichung (4.1)

v(PP) = Epw) [9(Z7)]
= Epe [Epe [9(Z7)]Fo]]
> Epw [9(Zo)]
= Epw [(Zo — K)7]
= Epw [(So +po — K)*]
= (po— K)™,

da (g9(Z:))iepor) ein P@-Submartingal ist.
Andererseits gilt nach Lemma 4.2.1(i)

9(Zr) = (Zr = K)*
< Zr,

womit

v(PY) = Epw [9(Zr)]
< Epw [Z7)]
= Epe) [Epe) [Zr]Fo]
= Epw [Z0]
= Epw) [So + po]
= Do

folgt. Insgesamt erhélt man
(po — K)T < v(PP) < py. (4.3)

Bemerkung 4.3.1. Durch die Ungleichung (4.3) ist fiir v(P®) eine obere und eine untere
Schranke gegeben. Ob diese Schranken exakt sind, also den Range der arbitragefreien Preise
eines Stopp-Loss-Kontraktes auf das Finanzgut Z = (Z;)icjo,r) exakt bestimmen, konnte

nicht gezeigt werden. [
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Vermutung 4.3.2. E. EBERLEIN & J. JACOD haben in ihrer Arbeit [4] den Range einer
Européischen Call Option in einem unvollstdndigen Markt berechnet. Unter den gleichen
Voraussetzungen fiir die Auszahlungsfunktion g und zusétzlicher Betrachtung des Markt-
zinses r > 0 erhalten sie folgendes Intervall als Range der arbitragefreien Preise der Eu-

ropéischen Call Option:
(GTTg (eTTSO) ,So) s (44)

dabei bezeichnet Sy den Preis des der Option zu Grunde liegendem Wertpapieres z.Z. 0.
Fiir r = 0 folgt aus (4.4):

(9(S0),80) = ((So — K)", So) -

Da pg der Preis fiir die Versicherung z.7Z. 0 ist, weiterhin Z, = pg gilt und die Auszahlungs-
funktion des Stopp-Loss-Kontraktes mit dem Zahlungsstrom der Européischen Call Option
iibereinstimmt, liegt die Vermutung nahe, dass der Range der arbitragefreien Preise eines

Stopp-Loss-Kontraktes auf das Finanzgut Z = (Z;)scjo,r] gegeben ist durch

((Po - K)+ 7p0) . (4-5)

Fiir weitere Einzelheiten, auch Unterschiede in der Modellbildung siehe [4]. |

4.4 Der Preis eines Stopp-Loss-Kontraktes

In diesem Abschnitt soll der Preis v(P®) eines Stopp-Loss-Kontraktes auf das Finanzgut
Z = (Zt)teo,r) unter Annahme einer konkreten Schadenhohenverteilung und unter Annahme
verschiedener Darstellungen der Funktion § berechnet werden. Dazu betrachte zunéchst

folgendes Lemma.

Lemma 4.4.1. In dem Modell von DELBAEN & HAEZENDONCK gilt fiir den Prdimienprozess
2.Z. 0 und damit fiir den Preis des Finanzqutes Z = (Zy)icor) 2.2. 0:

po = Epw [Zr] = ATEp [X,e/ V] (4.6)
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Beweis: Einerseits gilt mit den Gleichungen (3.6), (3.7) und (3.8)

Epw [Zr] = Epw [S7]
= Epe [N1] Eps) [X4]
= TEpe [N1] Epes [X4]
_ (P@)
= TEp [N] Ep [Xie/XV)]
= \TEp [X;e"FV],

da N ein Poissonprozess mit Intensitdt A unter P ist.
Weil andererseits Z ein Martingal bzgl. P ist, folgt

Epw [Z7] = Epw [Epw [Zr|Fo]]
= Ep [Z0]
= Epe) [So + pol
= Po,

da Sy = 0 ist. O

Im Folgenden soll der Preis v(P)) eines Stopp-Loss-Kontraktes auf das Finanzgut Z =
(Zt)teo,r) unter der Annahme berechnet werden, dass die Schadenhohen gammaverteilt sind

[in Zeichen: X; ~ I'y,]. Zur Definition der Gammaverteilung vergleiche auch Definition
(A.3.1) im Anhang. Nach Gleichung (4.2) gilt:

v(PP) = Epw[(Sr — K)*)
= Epe [(Sr — K) (s> k3]
= Epw» [Srl{sr>k1] — KEpo [Lisr>k3}]
= Epe [Srlis,>ry) — KPP{Sr > K}

= Epo [Srl{s,> 1)) — KPP {Sr € (K, 00)} (4.7)

Zur besseren Ubersicht werden die beiden Summanden aus Gleichung (4.7) im Folgenden
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einzeln berechnet. Fiir den 2. Summanden gilt nach [17], Teil Kaufmann, Bemerkung 2.5

> *(n)
KPO{Sy € (K,00)} = K Y PPNy = n} [PE{(K,0)} ]
n=0
Aus den Gleichungen (2.26) und (2.58) folgt weiterhin unter der Annahme von gammaver-
teilten Schadenhhen

r " 1 *(n)
(AT) _yr f(KvoO) edPx, (x)
n! Ep [ef(X1)]

KPW{S; € (K,00)} = K

()‘/T)ne—/\'T -f(K,oo) eﬂ(x)draw(x)-
n! Ep [ef(X1)]

Nt
Fiir den 1. Summanden gilt mit Sr = > X;
i=1

Ep@ [Srlisr>k}] = /1{ST>K}STdP(ﬁ)

Nt
= /1 Np ZXidP(ﬁ)

{gl Xi>K} i=1

Nr
= /EP(,@) 1 Np ZXZ|NT:7L dP]@(n)
{ngi>K} i=1

> PP{Nr =n}Epe
n=0

L v 2 X"]
=1

i=1

=Y PPNy =n} / > Xidp?
n=0 (K,00)

=1

= PO{Ny =n} zdPY (), (4.9)
=0 (K,00) l_; Xi

wobei

()
PO = [P}fj] . (4.10)
> X

i=1
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Insgesamt erhélt man also aus den Gleichungen (4.7), (4.8) und (4.9)

v(PW) = ZP(B){NT =n} ( zdP?  (z)
n=0

K00 i§1Xi
() (4.11)
—Ki —(XT)n —N'T f(KVOO) eﬁ(m)dfw(a:)
T Ep [e/O0)]

Beispiel 4.4.2. Erwartungswertprinzip
Sei f(x) = & mit & = const., dann folgt aus den Gleichungen (3.11) und (3.13) aus Beispiel
3.1.1

N = Epe) [V1]

= e (4.12)
und
Po — )\TedEp [Xl] .

Fiir A\Te® > 1 entspricht dies der Primie nach dem Erwartungswertprinzip.
Weiterhin gilt

f(K,oo) eﬁ(x)dray’y (l‘) f(K,oo) eddra,'y (.ZU)

B [0] Ep|ed
_ e [ 1 koo)dlay(2)
ed

=T, {(K,00)} (4.13)

Mit Gleichung (4.12) und (4.13) folgt fiir den 2. Summanden aus Gleichung (4.11)

Ky NT)" _xr S0 € o ()
2. Ep [700)
= 1S L [, (K o)
n=0 ’

=K Purec {n} Tnay { (K, 00)} (4.14)
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wobei Pyrea die Poissonverteilung zum Parameter A\Te® ist und I, die n-fache Faltung
der Verteilung von X; unter P darstellt.
Fiir den 1. Summanden aus Gleichung (4.11) gilt

Z PPOINy =n} zdP? (x)
n=0 (

K,00) > Xi
? i=1

= (NTY
= Z ( ') e T/ zdl e ()
ne0 v (K,00)

2 (A\Te®)™ &
_ Z ( 6? ) e—ATe / xana—le—wwdx
—~ nl (Koo) L (na)

e na+1
na v na+1)—1_—vz
= > Pirea {n}—/ et D=l gy
nz:% g Y Jigoo) T (na+1)

= >~ Paree (1} oo {(K o0)} (4.15)

Insgesamt erhilt man aus den Gleichungen (4.11), (4.14) und (4.15)

o(P@) = 3" Pypea {n} %rmm{(f(, )} = K> Pyrea {n} Tnary {(K, 00)}

n=0

= 3" Puree {0} (2Pt {060} = KT (5,1 ) (416)

Durch Gleichung (4.16) wird eine Formel zur Berechnung des Preises v(P®) eines Stopp-
Loss-Kontraktes auf das Finanzgut Z = (Z;)cjo,r) unter der Annahme von gammaverteil-
ten Schadenhéhen und einer Pramie py berechnet nach dem Erwartungswertprinzip (fir
ATe® > 1) angegeben. [

Beispiel 4.4.3. Esscherprinzip
Sei 3(z) = ax — InEp [¢*¥1] mit a > 0, dann folgt aus den Gleichungen (3.15) und (3.16)
aus Beispiel 3.3.1

N = Epe [N1]

=)\ (4.17)
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und

Ep [XleaXl}

= \T
Do Ep [eaxl]

Fiir AT' = 1 entspricht dies der Pramie nach dem Esscherprinzip.
Weiterhin gilt mit Lemma A.3.3

f (K,00) eﬂ(x)draﬁ () f(K ) et it ] dlqq(x)

Ep [e/(X1)] a Ep [6‘”)(1_1“ Ep [eaxl]]

eaac

-]’.(K,OO) Ep [equ]

eaXl
EP |:EP|:8¢1X1]:|

dl, ()

B Sk .00y €00 ()
B Ep [eaX1]
B f(K,oo) eo‘“’%x“_le“’mdw
Ep [e%1]
_ f(K,oo) F’Za)xa_le_(w_a)xdx
EP [eaXl]
a (=) .a—1,—(y—a)z
(" e T e
v -« Ep [eaX1]
_ / (/7 — O[) xa—le—(fy—a)xdx
(K,00) I'(a)
= oo {(K.00)}. (4.18)

Mit Gleichung (4.17) und (4.18) folgt fiir den 2. Summanden aus Gleichung (4.11)

_)\/ f(K,oo) eﬁ( )draﬁ (QT)
o ! Ep [@ﬂ(Xl)]
e Loy { (K, 00)}] "™
=K Z P)\T {TL} Fna,’y—a {(K7 OO)} ) (419)

n=0
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wobei Py die Poissonverteﬂung zum Parameter AT"ist und I',, ,— die n-fache Faltung der
Verteilung von X; unter P darstellt.
Fiir den 1. Summanden aus Gleichung (4.11) gilt

Z POINy =n} zdP? (x)
n=0 (

K,00) > Xi
? i=1

(N
= Z () e NT zdl o)
— nl (K ,00) 7

OO A\T)" o na
_ Z ( ') e—)\T / T (’y OZ) Ina—le—(v—a):cdl,
: (K,00)

~ n I (na)
na T G
= Prrin / L et —lo—(—e)z g,
EZ Oy P sereny
na
= Z P)\T {n} ,y_—arna—l—l,'y—a{(Ka OO)} (420)
n=0

Insgesamt erhilt man aus den Gleichungen (4.11), (4.19) und (4.20)

ZP)\T {n} na+17 a{(K &) } KZ,PAT {Tl} FHG’Y a{(K OO)}

—Z%{n} (7

Durch Gleichung (4.21) wird eine Formel zur Berechnung des Preises v(P®) eines Stopp-

Canstoa (060} = Koo (00} ) (421

Loss-Kontraktes auf das Finanzgut Z = (Z;).cpo,r) unter der Annahme von gammaverteilten
Schadenhohen und einer Pramie py berechnet nach dem Esscherprinzip (fiir AXT" = 1)

angegeben. |
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Anhang A

Verteilungen

A.1 Poissonverteilung

Definition A.1.1. Sei A > 0, k£ € Ny und X eine diskrete Zufallsvariable. Dann heifit X

poissonverteilt mit dem Parameter X, falls gilt:

LI

[in Zeichen: X ~ P,] |

Lemma A.1.2. Sei X ~ Py. Dann gilt fiir den Erwartungswert und die Varianz von X:

(i)  EX]=A
(17) Var[X] = A
Beweis: Siche z.B. [13], S.83 O

67
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A.2 Exponentialverteilung

Definition A.2.1. Die Zufallsvariable X heif3t exponentialverteilt mit dem Parameter A > 0,
falls X folgende Dichte besitzt:

e ™M fir >0
€T _—
/() { 0 fir <0

[in Zeichen: X ~ EP,]
Im Fall A = 1 heifit X standardexponentialverteilt mit Dichte:

f(:v):{ e fur >0

0 fir <0
[in Zeichen: X ~ SEP| |

Lemma A.2.2. Sei X ~ EPy. Dann gilt fiir den Erwartungswert und die Varianz von X:

M| >l

(i1) Var [X] =

Beweis: Siche z.B. [13], S.102 ff. O
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A.3 Gammaverteilung

Definition A.3.1. Durch
[(a) = / t" texp (—t) dt
0

wird die Gammafunktion definiert. Dann heift die Zufallsvariable X gammaverteilt mit den

Parametern a > 0 und v > 0, falls X folgende Dichte besitzt:

i) FV(:) x> le™®  fir x>0
€T g
0 fir z <0

in Zeichen: X ~ I’y ,]
Dabei gibt I' (a) den Wert der Gammafunktion an der Stelle a an. Der Parameter « ist ein

Skalenparameter. Im Fall a = 1 erhélt man speziell eine Exponentialverteilung. |

Lemma A.3.2. Sei X ~ Ty, mit a >0 und v > 0. Dann gilt fiir den Erwartungswert und

die Varianz von X:

a
{ E|X]=-
() EX=7
_ a
(1) Var [X] = o
Beweis: Siehe z.B. [19], S.182 O

Lemma A.3.3. Set X ~ Ty, mit a > 0 und v > 0. Fiir die Momenterzeugende Funktion

von X mit Index o
MEF,(X): (—00,7) = R, MEF,(X) = E [exp (aX)]
qilt dann:

MEFQ(X):( 7 )

Y=«
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Beweis:
MEF,(X) = E [exp (aX)]

= /0 e(a’”)dl“(w) (JJ)

Mit der Substitution g (z) = (y — a) z, z =
a <7y

womit die Behauptung bewiesen wiére.

g(z) dg _

y—a? dx

70

W—Q,dx:ﬁ—gafolgtfﬁrfy>0und
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Anhang B

Simulationen

16 +
15+
14+

13

Abbildung B.1: Moglicher Preisprozess Z; der Zahlungsverpflichtungen eines VU falls keine
Schéden eintreten. Dabei ist pg = 12 und 7" = 10.
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Abbildung B.2: Méoglicher Preisprozess Z; der Zahlungsverpflichtungen eines VU falls ein
Schaden eintritt. Dabei ist pg = 12 und T = 10. Die Wartezeiten zwischen den Schadenein-
trittszeiten T; sind exponentialverteilt und die Schadenh6hen gammaverteilt mit Parametern
a=3.5und g = 10.
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Abbildung B.3: Moglicher Preisprozess Z; der Zahlungsverpflichtungen eines VU falls zwei
Schéiden eintreten. Dabei ist pg = 12 und T' = 10. Die Wartezeiten zwischen den Schadenein-

trittszeiten T; sind exponentialverteilt und die Schadenh6hen gammaverteilt mit Parametern

a=35und g =5.
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Abbildung B.4: Moglicher Preisprozess Z; der Zahlungsverpflichtungen eines VU falls drei
Schéiden eintreten. Dabei ist pg = 12 und T' = 10. Die Wartezeiten zwischen den Schadenein-

trittszeiten T; sind exponentialverteilt und die Schadenh6hen gammaverteilt mit Parametern
a:3.5undﬁz§.



ANHANG B. SIMULATIONEN 76

161
15 ¢
144
134
Py 2
1t

10 +

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 t
T, T, T, T, T,

Abbildung B.5: Mdéglicher Preisprozess Z; der Zahlungsverpflichtungen eines VU falls fiinf
Schéiden eintreten. Dabei ist pg = 12 und T' = 10. Die Wartezeiten zwischen den Schadenein-

trittszeiten 7; sind exponentialverteilt und die Schadenh6hen gammaverteilt mit Parametern
a=35und g =2.
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