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Einleitung

Das Zinsgeschéft ist insbesondere fiir regionale Banken zu einer wesentlichen Er-
tragsquelle geworden. Wie das Handelsblatt in ihrer Ausgabe vom 9. April 2009
berichtet, erwirtschaften mittelgroie Sparkassen bis zu 80% ihres Gewinns aus dem
Zinsgeschaft. Unter Zinsgeschéften versteht man in diesem Zusammenhang meist
das bewusste durchfithren von Fristentransformation im Bankbuch. Dies bedeutet
u.a., dass langfristige Darlehen kurzfristig refinanziert werden. Fir die Refinanzie-
rung stehen den Banken zum Beispiel der Interbankenhandel und die Spareinlagen

der Kunden zur Verfiigung.

Sind die kurzfristigen Zinsen am Kapitalmarkt deutlich geringer als die langfristigen
Zinsen, so ist die Fristentransformation fiir Kreditinstitute besonders interessant.

Die Zinsstrukturkurve wird in diesem Fall als steil bezeichnet.

Differenz zwischen 1-jahrigen und 10-jahrigen Zinsen

. absolute relative
Spread in BP Haufigkeit Haufigkeit
@ kleiner als -100 18 4,11
E zwischen -100 und -50 21 4,79
"~ gzwischen -50 und 0 39 8,90
f% zwischen 0 und 50 63 14,38
= zwischen 50 und 100 30 6,85
D zwischen 100 und 150 56 12,79
% grofer als 150 211 48,17

Tabelle 0.1.: Datengrundlage der Auswertung sind die Zinsstrukturdaten der Bun-
desbank auf 1-Monatsbasis.
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Die Tabelle 0.1 zeigt die Haufigkeitsverteilung der Zinsdifferenz zwischen 1 jahrigen
und 10 jahrigen Zinsen in Basispunkten®. In mehr als 80% der Félle liegt ein positiver
Laufzeitspread vor. Eine deutlich steile Zinskurve lasst sich in knapp 60% der Falle

identifzieren.

Generell werden zwei Arten von Fristentransformation unterschieden, welche auch

kombiniert werden konnen:

(1) Refinanzierungstransformation: Das zur Verfiigung gestellte Kapital und die zur
Refinanzierung aufgenommenen Geldmittel besitzen eine uneinheitliche Kapi-
talbindungsdauer.

(2) Zinsfristentransformation: Das zur Verfiigung gestellte Kapital und die zur Re-
finanzierung aufgenommenen Geldmittel besitzen eine uneinheitliche Zinsbin-

dungsdauer.

Die Tabelle 0.2 verdeutlicht diesen Zusammenhang auf Basis einer Kreditvergabe
(grime Késten) und der zugehorigen Refinanzierung am Kapitalmarkt (rote Kés-
ten).
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Tabelle 0.2.: Beispiele verschiedener Fristentransformationsarten

1100 Basispunkte entsprechen einem Prozentpunkt
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Allerdings entstehen durch die urspriingliche Kreditvergabe und je nach Art und
Umfang der Fristentransformation fiir das Kreditinstitut durchaus existenzbedro-
hende Risiken:

(i) das Ausfallrisiko, d.h der Kredit kann nicht durch den Schuldner des langfris-
tigen Darlehens zuriickbezahlt werden.

(ii) das Zinsdnderungsrisiko, d.h. aufgrund einer Veranderung der marktgegebenen
Zinsstrukurkurve kann eine Refinanzierung nur zu erhohten Kosten erreicht
werden.

(iii) das Refinanzierungsrisiko (Liquiditétsrisiko), d.h. aufgrund einer Verdnderung
der eigenen Refinanzierungskurve kann eine Refinanzierung nur unzureichend

oder zu erhohten Kosten erreicht werden.

Das Aufallrisiko wird meist im Zuge der Kreditrisikosteuerung von Banken separat
gesteuert. Aus diesem Grund wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit davon ausge-

gangen, dass der Kreditnehmer seinen Kredit vollstandig und fristgerecht bedient.

Fiir die Steuerung des Zinsédnderungsrisiko hat sich in den letzten Jahren die bar-
wertige Zinsbuchsteuerung durchgesetzt. Sie bietet den Vorteil, dass die gesamten
zukinftigen Zahlungen beriicksichtigt werden. Eine idealtypische Vorgehensweise
wird im ersten Kapitel vorgestellt. Detailliertere Betrachtungen und eine betriebs-
wissenschaftliche Rechtfertigung dieser Steuerungsmethode finden sich u.a. bei [20],
S.157ff und in [25].

Im Zuge der barwertigen Zinsbuchsteuerung wird haufig in der Literatur (Vgl. u.a.
[10] und [29]) und in der Bankpraxis (Vgl. exemplarisch [17], S. 32) eine Historische
Simulation verwendet. Die implizite Pramisse der Historischen Simulation ist, dass
die historische Entwicklungen eine gute Schatzung fiir zukiinftige Zinsanderungen

sind.

Der Hauptteil dieser Arbeit widmet sich der Fragestellung, inwiefern durch die Ver-
wendung eines Zinsstrukturmodells die barwertige Zinsbuchsteuerung ,verbessert*
werden kann. Dazu wird in dem zweiten Kapitel dieser Arbeit das verwendete

Zinsstrukturmodell vorgestellt und mathematisch detailliert hergeleitet.



In dem dritten Kapitel werden zwei Arbeitshypothesen aufgestellt, die mit Hilfe
einer Vergleichsrechnung zwischen Stochastischer und Historischer Simulation iiber-
priift werden sollen. Fiir diese Vergleichsrechnung ist ein Programm in Excel-VBA
programmiert worden. In dem weiteren Verlauf des Kapitels werden die Ergebnisse
dieser Vergleichsrechnung vorgestellt. Fiir diesen Teil der Arbeit wird ein isoliertes

Zinsanderungsrisiko angenommen.

Das Refinanzierungsrisiko ist erst in den letzten Jahren vermehrt in den Fokus getre-
ten. Hofmann hat in seiner Dissertation [9] aus dem Jahre 2008 dargelegt, wie sich
der Refinanzierungsfristentransformationsbeitrag in den Kontext der barwertigen
Zinsbuchsteuerung integrieren lisst. In dem vierten Kapitel wird ein Uberblick
iiber den aktuellen Stand der Forschung in diesem Bereich aufgezeigt. Des Weiteren
wird dargestellt, welchen Anforderungen grundséatzlich ein mathematisches Modell

geniigen muss.

In dem fiinften Kapitel werden die Simulationsergebnisse des dritten Kapitels
einer kritischen Wiirdigung unterzogen. Des Weiteren wird ein Ausblick iiber mog-

liche Ankntipfungspunkte dieser Arbeit gegeben.

An dieser Stelle mochte ich Dr. Volkert Paulsen fiir die Uberlassung dieses Themas
und die sehr gute Betreuung wéahrend der gesamten Zeit danken. Ferner bedanke
ich mich bei Martin Dillmann und Felix Brinkmann fiir das Korrekturlesen dieser
Arbeit. Ein weiterer Dank gilt Manuel van de Kamp, der insbesondere in der Ein-
arbeitungsphase als Gesprachspartner zur Verfiigung stand und zu passender Zeit

fiir die notige Ablenkung von dem Thema gesorgt hat.

Gemafl §21 Absatz (6) der Diplompriifungsordnung fiir den Studiengang Mathe-
matik der Westfélischen Wilhelms-Universitat Miinster vom 15. Juli 1998 versichere
ich, dass ich die vorliegende Diplomarbeit selbstandig verfasst und keine anderen

als die angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt habe.

Miinster, 29. Oktober 2009

Boris Lutke Schelhowe
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1. Die barwertige Zinsbuchsteuerung

In der Einleitung ist dargelegt worden, dass fiir die Kreditinstitute durch das Einge-
hen von Fristentransformation durchaus existenzbedrohende Risiken entstehen. Fiir
die Steuerung dieser Risiken und zur Optimierung des Ertrages ist ein adaquates
Steuerungskonzept notwendig. In den letzten Jahren hat sich vermehrt die bar-
wertige Zinsbuchsteuerung (alternative Bezeichnung: wertorientierte Steuerung) als
Steuerungskonzept fiir das Zinsanderungsrisiko durchgesetzt, da die gesamten zu-

kiinftigen Zahlungen eines Geschéftes Beriicksichtigung finden.!

Bevor im weiteren Verlauf dieses Kapitels der Prozess der barwertigen Zinsbuch-
steuerung vorgestellt werden kann, miissen zuerst einige grundlegende Begrifflich-

keiten aus der Theorie der Zinsmodellierung spezifizert werden.

Definition 1.1 (Vgl. [4], S. 12)

In einem arbitrage-freien Finanzmarkt seien folgende Bezeichnungen gegeben:

(i) Als Diskontfaktor B(t,T") wird der Wert im Zeitpunkt ¢ einer risikolosen Aus-
zahlung zum Zeitpunkt 7" in Hohe von 1 bezeichnet.
Entsprechend wird mit B(¢,-) : [t,7*] — [0, 1] die Diskontierungsfunktion im
Zeitpunkt ¢ bezeichnet. Das Intervall [t, T*] bezeichnet den zu betrachtenden
Zeitraum.

(ii) Als Kassazins (Spot Rate) wird der Zinssatz y(¢,T") bezeichnet, der zum Zeit-
punkt ¢ fiir eine risikolose Anlage bei stetiger Verzinsung fiir den Zeitraum von

t bis T vereinbart werden kann.

Isiehe auch [14], S. 1147



1. Die barwertige Zinsbuchsteuerung

Es gilt:

B(t, T>ey(t,T)(T*t) -1

& B(t,T) = e v®DIT=Y (1.1)
InB(t,T)
t,T) = —————~. 1.2

Die Funktion y(¢,-) : [t,7*] — [0,1] wird als Zinsstrukturkurve zum Zeit-
punkt ¢ bezeichnet.

(iii) Als stetiger Forwardzins f; T wird derjenige Zinssatz bezeichnet, der in ¢ fiir
eine zukiinftige Anlage bei stetiger Verzinsung fiir den Zeitraum 7 bis T ver-
einbart werden kann.

Entsprechend wird die Funktion f(¢,7,-) = f : [7,T*] — [0, 1] als Forward-

zinskurve zum Zeitpunkt ¢ mit Startdatum 7 bezeichnet.

Lemma 1.2 (Vgl. [4], S. 12)
Die Diskontierungkurve, die Zinsstrukturkurve und die Forwardzinskurve beinhalten

in einem arbitrage-freien Markt dieselben Informationen und es gilt ferner

B(t,T) = B(t,r)e /" T

- InB(t,T) —In B(t, T
o =28 ;_T t.7) (1.3)

Beweis:

Aus Gleichung (1.2) ist direkt ersichtlich, dass die Diskontierungskurve und die
Zinsstrukturkurve dieselben Informationen enthalten.

Die Gleichung (1.3) lasst sich mit Hilfe des No-Arbitrage-Prinzips folgern:

Dazu seien drei endliche Zeitpunkte ¢ < 7 < T gegeben.

Strategie A: Anlage eines Nominals N = 1 in dem Zeitraum von ¢ bis T" zum
stetigen Kassa-Zinssatz y(t,T)

Strategie B: Anlage eines Nominals N = 1 in dem Zeitraum von ¢ bis 7 zum ste-
tigen Kassa-Zinssatz y(t, 7). AnschlieBend Anlage des Nominals und
des Zinsertrags fiir den Zeitraum 7 bis 7' zum stetigen Forwardzinsatz

T, T
t .



Beide Strategien besitzen dasselbe Ausgangskapital N und zwischenzeitlich wird
kein Geld entnommen. Des Weiteren sind beide Strategien risikolos, da die Zah-
lungshohe in T fiir beide Strategien in ¢ bekannt ist. Sie entsprechen somit dupli-
zierenden Handelsstrategien. Entsprechend miissen beide Strategien in 1" dieselbe
Auszahlungshohe haben, da ansonsten eine Arbitrage-Moglichkeit gegeben ist. Dies
bedeutet, dass

VBTN T =) _ py(tr)(r—t) o f7 T (T—7)
e~ y(tT)(7=1)
e—y(tT)(T—t)
ATT@—) _ B(t, 1)

N ef;’T(T_T) —

a1 B(t,T)

Entsprechend gilt auch die Gleichung (1.3) und damit die Behauptung.

In dem Zinsbuch eines Kreditinstituts befinden sich alle zinssensitiven Geschafte. Zu
den zinssensitiven Geschéften gehoren unter anderem die Spareinlagen der Kunden,
Forderungen und Verbindlichkeiten aus dem Interbankenhandel, ausgegebene Darle-
hen und Anleihen, sowie Zinsderivate. Fiir die Ertrag- und Risikosteuerung des Zins-
buchs kann das Steuerungskonzept der barwertige Zinsbuchsteuerung angewendet
werden. Menninghaus hat in seinem Artikel (siehe [14], S. 1149) tiinf Prozessschritte

dieses Konzeptes identifiziert:

> 1. Schritt: Cashflow-Prognose des zinssensitiven Geschéftes
> 2. Schritt: Strukturanalyse und Bewertung
> 3. Schritt: Performance und Risikostatus
D> 4. Schritt: Risikolimitierung und Steuerungsmafinahmen

> 5. Schritt: Ex-post-Analyse und Risikoreporting



1. Die barwertige Zinsbuchsteuerung

1. Schritt: Cashflow-Prognose des zinssensitiven Geschiftes
Jedes zinssensitive Geschaft generiert auf der Aktiv- und auf der Passivseite einen

Zahlungsstrom.

Definition 1.3
Eine reellwertige Folge (Zt(n) . heifit deterministischer Zahlungsstrom an dem

N
Analysestichtag ¢, falls Z;(n) > 0 f.a. n € N.

Fiir jedes zinssensitive Geschéfte muss nun, bezogen auf den Analysestichtag, ein
entsprechender Zahlungsstrom iiber die gesamte Laufzeit bestimmt werden. Die
zinssensitiven Geschéfte unterscheiden sich jeweils in der Art und Dauer der Kapital-
und der Zinsbindung. So sind zum Beispiel bei ausgegebenen Sparbriefen die Zins-
und die Kapitalbindung iiber die gesamte Laufzeit fixiert und somit zum Analyse-
stichtag vollstandig bekannt. Bei Fixzinskrediten mit Kiindigungsrecht ist dagegen
lediglich der Zins fixiert und die Kapitalbindung unbestimmt. Fiir Spareinlagen auf
Tagesgeld-Konten sind nicht nur die Zinsen variabel, sondern auch die Kapitalbin-
dung variabel, da ein tagliches Kiindigungsrecht des Kunden besteht. Entsprechend
ist fiir viele Geschéfte lediglich eine Prognose des Cashflows moglich. In der Theorie
und in der Bankpraxis sind dafiir verschiedene Modelle entwickelt worden, die je
nach Art der Zins- und Kapitalbindung eingesetzt werden. Eine Beschreibung dieser
Modelle findet sich u.a. in [25] auf den Seiten 55 bis 85. Neben der Prognose von
Zahlungsstromen ist es gegebenenfalls notwendig, Zahlungen, die innerhalb einer
bestimmten Betrachtungsperiode (z.B. ein Jahr) anfallen, auf das entsprechende

Periodenende zu mappen.

Fir die Steuerung des Zinsrisikos sind insbesondere Geschéfte mit variabler Zins-
bindung und einer fixen Kapitalbindung von Bedeutung. Da der Zinssatz sich wéah-
rend der vereinbarten Laufzeit verdndern kann, benétigen diese Geschéfte eine Pro-
gnose der zukiinftigen Zinszahlungen. In der Praxis dient fiir diese Art von Ge-
schéften (siehe 25], S. 57) die aktuelle Zinskurve als als Grundlage der Prognose.
Dies bedeutet, dass die variablen Zinszahlungen tiber die gesamte Laufzeit als kon-
stant angenommen werden. Bei der nachsten vereinbarten Zinsanpassung erfolgt
eine Anpassung des gesamten Zahlungsstroms auf Grundlage des zu dem Zeitpunkt
vorherschenden Zinsniveaus (siehe auch Abbildung 1.1 auf Seite 7). Auf dem ersten

Blick erscheint dies nicht konsequent, da in Definition 1.1 der Forwardzinssatz ein-



gefiihrt worden ist. Wird der Forwardzinssatz als Grundlage der Prognose in dem
Kontext der barwertigen Zinsbuchsteuerung verwendet, so wird ein systematischer
Fehler vollzogen. Dies liegt an den impliziten Eigenschaften der Forwardzinsen und

wird im folgenden Beispiel verdeutlicht:

Beispiel 1.4

Es sei folgende (steile) Zinskurve in ¢ = 0 gegeben:

Restlaufzeit in Jahren ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
stetiger Kassazinsin % | 2 [ 3 | 35 | 4 |

Ist ein arbitrage-freier Markt vorausgesetzt, so lassen sich mit Lemma 1.2 daraus

die zugehorigen Forwardzinssétze berechenen:

: 0,1 1,2 2,3 3,4
Forwardzinssatz ‘ fo ‘ f ‘ 0 ‘ o

Zinssatzin % | 2 | 4 | 45 | 55

Die berechneten Forwardzinsen steigen im Zeitverlauf stark an. Wiirden diese Zinsen
als Prognose des Cashflows fiir eine jahrlich sich wiederholende Kreditaufnahme
verwendet werden, so wiirden deutlich zu hohe Refinanzierungskosten angesetzt
und eine systematische Fehlprognose verwendet. Ein entsprechender Vorteil einer
kurzfristen Refinanzierung bei einer steilen Zinskurve wird durch diese fehlerhafte
Prognose nicht erkannt. Aus diesem Grund ist die aktuelle Zinsstrukturkurve als
Grundlage der Prognose fiir Geschéifte mit variabler Zinsbindung und einer fixen

Kapitalbindung zu verwenden.

Zu der Klasse der Geschéfte mir variabler Zins- und fixer Kapitalbindung gehoren
unter anderem die Floating Rate Notes (FRN). Floating Rate Notes werden tber
eine bestimmte Laufzeit T abgeschlossen. Innerhalb dieser Laufzeiten werden zu be-
stimmten Zahlungsterminen, den sogenannten payment dates, verschiedene Kupon-
zahlungen geleistet. Diese Kuponzahlungen sind allerdings nicht fix, sondern werden
an mehreren Terminen (reset dates) anhand eines Referenzzinssatzes festgelegt. In
der Regel liegt dieser Termin am Ende einer Fixingperiode und fallt damit mit dem
Zahlungstermin der vorherigen Periode tiberein. Meist wird der Referenzzins mit

einem festen Zinsauf- oder abschlag (Floating Spread) vergrofiert bzw. verkleinert.



1. Die barwertige Zinsbuchsteuerung

Dieser Floating Spread richtet sich dabei nach der Bonitét des Schuldners ( Bonitdts-
spread). Wahrend der gesamten Laufzeit des Floaters bleibt dieser Spread konstant
und wird nicht mit angepasst. Das Refinanzierungsrisiko der Fristentransformation

kann somit beseitigt werden (siehe Tabelle 0.2).

Beispiel 1.5

Ein Kreditinstitut vergibt ein endfélliges Darlehen mit einer Laufzeit von 3 Jahren,
Kredithohe 100.000,00 EUR und jahrlichen Kuponzahlungen. Das Kreditinstitut
mochte diesen Kredit am Kapitalmarkt refinanzieren. Dafiir stehen zwei Strategien

zur Auswahl:

Strategie A: 75% der Kredithohe wird durch ein endfélliges Darlehen tiber die Lauf-
zeit von 3 Jahren refinanziert (fristenkongruente Refinanzierung). Der
restliche Betrag wird durch eine 6-Monats FRN mit einer Laufzeit
von drei Jahren und dem risikolosen Geldmarktsatz mit Restaufzeit
von sechs Monaten als Referenzzins refinanziert. Dies bedeutet, dass
wahrend der Laufzeit alle sechs Monate eine Zinsanpassung durchge-
fiihrt wird. Als Floating Spread dient die Refinanzierungskurve des
Kreditinstituts bei Abschluss der FRN.

Strategie B: 50% der Kredithohe wird mit Hilfe einer 3-Monats FRN und 50% der
Kredithohe mit einer 1-Jahres FRN refinanziert. Als Floating Spread
dient die Refinanzierungskurve des Kreditinstituts bei Abschluss der
FRN.

Die Abbildung 1.1 zeigt beispielhaft die zum Analysestichtag prognostizierten Cash-
flowprofile fiir die Strategien A und B. Die Cashflows beinhalten auf der Aktivseite
die festen Zinsertrage aus dem endféalligen Darlehen. Auf der Passivseite stehen die
risikolosen Zinsaufwendungen (fix und variabel) mit den bonitatsabhdngigen Auf-
schlagen. Es ist ersichtlich, dass das Cashflowprofil der Strategie B eine deutlich
groflere Unsicherheit beinhaltet als das Profil der Strategie A. Die Strategie B ist
wesentlich starker von einer Veranderung der Zinsstrukturkurve betroffen. Dies kann
sich fiir das Kreditinstitut zu einem Vorteil entwickeln, falls die kurzfristigen Zinsen
im Zeitverlauf sinken. Steigen die kurzfristigen Zinsen jedoch an, so kann das Kre-
ditinstitut durch die Strategie B deutliche Verluste erwirtschaften. Entsprechend ist
ein Steuerungskonzept notwendig, welches zum einen das Risiko und zum anderen

die Ertragskraft einer Strategie erfasst und in ein Verhaltnis setzt.



Cashflowprofil fiir Strategie A

Aktiv
[ I = ==
Passiv 075 1 1’5 2 275 3
Cashflowprofil fiir Strategie B
Aktiv

. bekannte Zinsertrage (aktiv)
. bekannte Zinsaufwendungen (passiv)
. bekannter Refinanzierungsspread (passiv)

. prognostizierte Zinsaufwendungen (passiv)

Abbildung 1.1.: Cashflowprofile der Strategien A und B (beispielhaft)



1. Die barwertige Zinsbuchsteuerung

In der barwertigen Zinsbuchsteuerung werden in der Regel nicht Einzelgeschéfte
gesondert begutachtet. Es werden vielmehr gleichartige Geschafte zusammengefasst
und ein gemeinsamer Cashflow betrachtet. Bevor im zweiten Schritt die Bewertung
der Cashflows durchgefithrt wird, miissten diese in einem Zwischenschritt aggregiert

werden.

2. Schritt: Strukturanalyse und Bewertung

Zur Bewertung von Cashflows bietet sich das Barwertkonzept (Vgl. [19], S. 7) an. Da-
bei werden die Zahlungen in den verschiedenen Zeitpunkten mit Hilfe von Diskont-
faktoren auf den Analysestichtag t diskontiert. Dadurch wird der gegenwértige Wert
der zukiinftigen Zahlungen bestimmt. Des Weiteren ist es moglich Zahlungsstrome

zu vergleichen und zu bewerten.

Es gilt folgende allgemeine Berechnungsformel fiir den Barwert eines Geschéaftes

zum Analysestichtag ¢

BW, = Z [(B“km(t,ti) . kativ(ti» _ (Bpassiv(t,ti) . Zf%m(ti)ﬂ ’ (1.4)
=0
wobei Z;(t;) die Hohe einer prognostizierten aktivischen bzw. passivischen Zahlung

im Zeitpunkt ¢; bezeichnet und B(t,t;)" den zugehorigen Diskontierungsfaktor.

Da in dieser Arbeit das Ausfallrisiko nicht beriicksichtig wird, ist der Zahlungstrom
auf der Aktiveseite risikolos, welcher sich mit der risikolosen Diskontierungsfunktion
B(t,-) : [t,T*] — [0, 1] diskontieren lisst. Entsprechend ist B (¢, t;) = B(t,t;) fiir

allet=1,...,n.

Je nachdem welche Arten von Fristentransformation das Kreditinstitut durchfithrt
(vgl. Tabelle 0.2) und ob die Refinanzierung am Kapitalmarkt erfolgt, missen die
eigenen laufzeitspezifischen Refinanzierungskosten berticksichtigt werden. Diese Re-
finanzierungskosten konnen entweder bei der Bestimmung des passivischen Diskont-
faktores oder bei der Prognose des Zahlungsstromes (Zf asm(tn))neN einbezogen

werden.

Fiihrt das Kreditinstitut ausschliefllich eine Zinsfristentransformation durch, so sind
die Refinanzierungskosten fiir die gesamte Laufzeit bekannt und koénnen bei der

Prognose des Zahlungsstromes ohne Probleme berticksichtigt werden.



Die allgemeine Bewertungsgleichung aus (1.4) lésst sich entsprechend wie folgt ver-

einfachen:

BW, = ZBtt Az () — 2P (). (1.5)

Aus der Gleichung (1.5) ist ersichtlich, dass bei einer seperaten Zinsfristentrans-

formation die Verdanderung der Zinsstrukturkurve der einzige Risikofaktor ist.

Wird durch das Kreditinstitut dagegen ebenfalls eine Refinanzierungsfristentrans-
formation durchgefiihrt, so wird der Barwert auch durch die verdanderlichen Refinan-
zierungskosten beeinflusst. Infolgedessen sind die Refinanzierungskosten ein weite-
rer Risikofaktor, der bei der Bestimmung und Bewertung des Risikos beriicksichtigt

werden muss (vgl. Kapitel 4).

3. Schritt: Performance und Risikostatus

Als zentrale Steuerungsgrofle der barwertigen Zinsbuchsteuerung ist im zweiten
Schritt der Barwert der zinssensitiven Geschafte identifiziert worden. Die Barwert-
formel (1.5) verdeutlicht, dass der Barwert zum Analysestichtag ¢ maB3geblich von
der Zinsstrukturkurve zum Zeitpunkt ¢ abhingt. Diese Abhéngigkeit betrifft zum
einen die Diskontfaktoren B(t,-) und zum anderen die Zahlungsstrome. Die Zins-
strukturkurve ist keineswegs konstant, sondern verandert sich wahrend einer vorge-
gebenen Haltedauer H. Die Haltedauer H bezeichnet dabei einen Betrachtungszeit-
raum, der in der Regel einige Wochen oder Monate betragt. Fiir das Kreditinstitut
ist somit entscheidend, wie sich der Barwert nach dieser Haltedauer H entwickelt
hat und inwiefern durch diese Entwicklung ein Buchverlust fir das Kreditinstitut
entstehen kann. Entsprechend miissen Begriffe wie Erfolg (Performance) und Risiko

fiir den Kontext der barwertigen Zinsbuchsteuerung entwickelt werden.

Auf den ersten Blick bietet sich die absolute Barwertverdnderung als Kennzahl zur
Ermittlung des Erfolges (Performance) eines Zinsbuches an. Diese Vermutung ist
jeodoch nicht zutreffend. Es existiert die Moglichkeit den berechneten Barwert aus
(1.5) durch die Anwendung von Tauschgeschéften (Swaps) tatsichlich zu realisieren

und risikolos am Kaptitalmarkt anzulegen.

Der Erfolg der Fristentransformation muss sich vielmehr als Uberrendite im Ver-

gleich zu der risikolosen Anlage ausdriicken.



1. Die barwertige Zinsbuchsteuerung

Neben der risikolosen Verzinsung am Kapitalmarkt bieten sich zum Beispiel der
Renditenindex REXP oder das Erreichen eines Mindestergebnisses ebenfalls als Ver-

gleichsgrofle an.
Bei stetiger Verzinsung gilt fiir die Performance

Performance = erw. Barwertveranderung — Verdnderung Vergleichsgrofle
= erw. Barwertveranderung — risikol. Barwertveranderung
= E[ABW, ] — (BW, - "1 — B,
— E[BW, 5| — BW, - v&HHHH

wobei BW; den Cashflow-Barwert zum Startzeitpunkt ¢t und BW;, g den unsicheren
Cashflow-Barwert am Ende der Haltedauer 0 < H < T™ — ¢ bezeichnet.

In diesem Zusammenhang kann der Begriff des Zinsrisikos konkretisiert werden. Als
Risikopotential der zinssensitiven Geschéafte wird die Moglichkeit einer negativen
Performance aufgefasst. Um dieses Risikopotential abzuschétzen, hat sich in der
Bankpraxis das Konzept des Value at Risk (VaR) durchgesetzt.

Das Risiko einer negativen Performance wird in der folgenden Definition des Value

at Risk versucht zu quantifizieren.

Definition 1.6 (in Anlehnung an [10], S.71f. und [11], S.22)

Der in ¢ bestimmte Value at Risk VaR(a, H); ist als diejenige Wertminderung
des Zinsbuch-Cashflows im Vergleich zur risikolosen Anlage definiert, die mit einer
vorgegebenen Wahrscheinlichkeit o wahrend einer bestimmten Haltedauer H nicht
iiberschritten wird.

Fiir die formale Definition bezeichne F' die Verteilungsfunktion der unsicheren Cash-

flow-Barwerte am Ende der Haltedauer H und F~! deren Pseudo-Inverse.
Der in dieser Arbeit verwendete VaR-Begriff ergibt sich dann durch

BW, - eGHIDHE _ p=1(q)  falls F~!(a) < BW, - eVttHHH
VaR(a, H), &

0, sonst.
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Um die Verteilung der Cashflow-Barwerte am Ende der Haltedauer H und somit
auch den VaR(«a, H); bestimmen zu konnen, exisiteren verschiedene Ansétze in der
Bankpraxis: (1) die analytische Varianz/Kovarianz-Methode, (2) die Historische Si-
mulation und (3) die Stochastische Simulation.

Die Varianz/Kovarianz-Methode wird meist in Verbindung mit einer Normalver-
teilungsannahme fiir die zugrundeliegende Zufallsgrofle verwendet. Dies ist im Kon-
text der barwertigen Zinsbuchsteuerung nicht ohne weiteres moglich. Eine detail-
lierte Beschreibung der weiteren Ansétze (2) und (3) befindet sich im Kapitel 3.
Speziell die Historische Simulation wird vielfach in Kreditinstituten fir die bar-

wertigen Zinsbuchsteuerung verwendet.

Es darf an dieser Stelle nicht verschwiegen werden, dass es gegen die Verwendung
des Value at Risk durchaus Einwande in der Theorie gibt. Dies liegt vor allem
daran, dass der Value at Risk fiir beliebige Verteilungen den Anforderungen eines
Risikomafles nicht geniigt. Dies kann insbesondere im Kontext der Performance-
Messung zu Fehlanreizen fithren.? Dennoch hat sich die Verwendung des Value at
Risk in der Bankpraxis durchgesetzt. Dies liegt insbesondere daran, dass der Value
at Risk einfach zu interpretieren ist und von der Bankenaufsicht (siehe [25], S. 85 ff.)

in vielen Bereichen gefordert wird.

Fir die Beurteilung des Cashflowprofils stehen nun zwei Kriterien zur Verfiigung.
Zum einen die Uberrendite im Vergleich zur risikolosen Verzinsung des Barwertes
(Performance-Messung) und zum anderen der Value at Risk als Ma$ fur das Risiko
des Cashflow-Profils. Mit diesen beiden Kriterien lasst sich nun ein Risk-Return-
Diagramm erstellen. Eine exemplarische Darstellung dieser Positionierung im Risk-
Return-Diagramm befindet sich in Abbildung 1.2 auf Seite 13.

Es besteht zuséatzlich die Moglichkeit eine risikoadjustierte Performance-Kennzahl
zu bestimmen. Daftr wird die RORAC-Kennziffer (return on risk adjusted capital)
durch

det Performance

AC =
HORAC Risiko
_E [BWiyn | — BW,; - ey(tt+H)H
VCLR(O(’ H)t

definiert.

2Fiir weitere Ausfithrungen siehe [11], S. 46 bis S. 126.

11



1. Die barwertige Zinsbuchsteuerung

Um die Aussagekraft der RORAC-Kennziffer zu gewéhrleisten, missen fir die Be-
rechnung des Value at Risk und der Performance einheitliche Haltedauern H zu-

grunde gelegt werden.

4. Schritt: Risikolimitierung und Steuerungsmafinahmen

Nachdem im dritten Schritt der Ist-Zustand des gesamtbankbezogenen Cashflows
bestimmt worden ist, sollen in dieser Phase der barwertigen Zinsbuchsteuerung
Steuerungsmafinahmen zur Performance-Optimierung abgeleitet werden. Zuerst ist
jedoch zu tberpriifen, ob risikoreduzierende Mafinahmen durchzufithren sind. Dies
ist dann der Fall, wenn das im Rahmen der Gesamtbanksteuerung vorgegebene

Risikolimit iberschritten wird.?

Steht noch ausreichend freies Risikokapital* zur Verfiigung, so kann dieses zur Ver-
anderung des Cashflowprofils eingesetzt werden. Ziel dieser Mafinahmen ist es, den
Cashflow effizient” im Risk-Return-Diagramm bzw. am Markt zu positionieren.
Dazu muss zuerst ein Effizienz-Begrifff (vergleichbar mit dem p-o-Prinzip in der

Portfolio-Selektion) definiert werden:

Definition 1.7
Der Cashflow A ist effizient gegenbiiber Cashflow B (bzw. B ist ineffizient gegen-

iiber A) genau dann, wenn
Performance, > Performanceg und VaRa(a, H); < VaRp(a, H),

Zwei beliebige Cashflows A und B miissen nicht zwingend effizient bzw. ineffizient

untereinander sein. Man bezeichnet sie dann zueinander indifferent.

Das Kreditinstitut wird einen effizienten Cashflow gegeniiber einem ineffizienten
Cashflow vorziehen. Unter Beriicksichtigung des Risikolimits kann durch gezielte
Steuerungsmafinahmen der Cashflow im RORAC-Diagramm neu positioniert wer-

den. Dieses Vorgehen wird als ,aktives® Manangement bezeichnet und wird vor

3Auf eine Ausgestaltung eines Risikolimitierungssystem wird an dieser Stelle verzichtet (siehe
dazu u.a. [10], S. 266 {f.).

4Kreditinstitute miissen einige Transaktionen (z.B. Kreditvergabe) mit entsprechendem Eigen-
kapital hinterlegen. Durch diese Hinterlegunge sollen die Risiken einer Transaktion zu einem
bestimmten Sicherheitsniveau abgedeckt werden. Dieser zu hinterlegende Kapitalbetrag wird
Risikokapital genannt. In Deutschland wird die Berechnung in der Solvabilitdtsverordnung
geregelt.
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allem dann angewandt, wenn ein selbstgesetzer Ziel-RORAC erreicht werden soll.
Im Gegensatz dazu steht das , passive“ Management. In diesem Fall orientiert sich
das Kreditinsitut an einer adaquaten Benchmark mit dem Ziel diese zu duplizieren
bzw. deren RORAC zu erreichen.® In beiden Féllen ist jedoch klar, dass die verin-
derten Cashflows (und entsprechende Benchmarks) in die Simulation mit einbezogen

werden mussen.

5. Schritt: Ex-post-Analyse und Risikoreporting

Ein fiir die Bankpraxis wesentlicher Schritt stellt das regelméaflige Risikoreporting
dar. Dadurch ist es moglich, dass die Entscheidungstriager zeitnah einen Uberblick
iiber den Risikostatus des Zinsbuches erhalten und somit Steuerungsmafinahmen
ableiten konnen. Ergénzend sollten Krisentests oder Worst Case-Szenarien durch-
gefithrt werden, die die Abschatzung des Risikostatus kompletieren. Des Weiteren
ist es im Rahmen eines Backtestings zwingend notwendig die berechneten Werte
des Value at Risk und des Cashflow-Profils ex-post auf ihre Qualitat hin zu unter-

suchen.

Positionierung von Cashflows im Risk-Return-Diagramm

A-Barwert Ziel:

Optimierung der Position des
Zinsbuchs im RORAC-Diagramm
durch Steuerungsmafinahmen

Benchmark

Zinsbuch

risikoloser Ertrag

VaR

verfiigbares Risikokapital nicht tragbares Risiko

Abbildung 1.2.: eigene Darstellung in Anlehnung an [25], S. 92

5Zur Definition und Verwendung von geeigneten Benchmarks sei an dieser Stelle auf [29] verwie-
sen.
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2. Das Zinsstrukturmodell

2.1. Besonderheiten der Zinsmodellierung

Wiéhrend es mit dem Black-Scholes-Modell einen weltweit akzeptierten Marktstan-
dard zur Modellierung von Aktienkursen gibt, so sucht man diesen in der Theorie

der Modellierung von Zinsentwicklungen vergebens. Dies hat vielfaltige Griinde:

e Vielzahl von moglichen Modellierungsgrofien:
(i) Short-, Spot-, Forward-Raten oder Bondpreise
(ii) theoretische oder am Markt beobachtbare Grofien

Spezielle Eigenschaften der Zinsen:

(i) Art der Versinzung (diskret, stetig, linear)
(ii) Nicht-Negativitét der Zinsen
(iii) Mean Reverting Eigenschaft des Zinsenprozesses

(iv) beschrénkte Varianz des Zinsprozesses

Spezielle Eigenschaften der Diskontfaktoren:
(i) Pull-to-Par-Effekt, d.h. zum Ende der Laufzeit nahert sich der Wert dem
Nennwert an
(ii) B(r,T)=1far>T

Zinstrukturkonformitéat, d.h. die im Modell bestimmte aktuelle Zinsstruktur-

kurve stimmt mit der am Markt beobachteten tiberein

Arbitragefreiheit

Fiir grundlegende Begriffe, Zusammenhange und Besonderheiten des Zinsmarktes
sei an dieser Stelle auf [19], S. 1 bis 48 verwiesen. Dort wird auch auf die Problematik

der Zinsberechnungsmethoden und der Daycount Convention eingegangen.
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2.1. Besonderheiten der Zinsmodellierung

Aus Vereinfachungsgriinden wird in dieser Arbeit von der 30/360-Daycount Con-

vention ausgegangen, d.h. es werden generell 30 Tagen pro Monat und somit 360

Tage in einem Jahr angenommen.

Eine Ubersicht iiber die wichtigsten Arten von Zinsstrukturmodellen und deren

bekannteste Vertreter wird in der Abbildung 2.1 gegeben.

Ubersicht Klassierung Zinsmodelle

Modell von
Ho und Lee

Zinsmodelle

zeitdiskret zeitstetig

Short Rate-
Modelle
(z.B. Vasicek,
CIR)

Modell von

Abbildung 2.1.: eigene Darstellung nach [4] (Vorlesungsfolien)

Es stellt sich nun die Frage, welches dieser unterschiedlichen Zinsmodelle fiir die

Fragestellung der barwertigen Zinsbuchsteuerung geeignet ist. Das fiir diese Arbeit

verwendete Zinsmodell soll mehreren Anspriichen gentigen:

die gesamte Zinsstrukturkurve soll modelliert werden konnen,

das Modell soll zeitstetig und zinsstrukturkonform sein,

mathematisch gut ,handbar® sein,

verschiedene Diskontfaktoren von unterschiedlicher Félligkeit sollen nicht per-
fekt korreliert sein,

eine Implementierbarkeit in Excel-VBA oder C++ soll gegeben sein.

Fiir diese Anspriiche bieten sich die sogenannten Short Rate-Modelle an.
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2. Das Zinsstrukturmodell

2.2. Einfiihrung in die Theorie der Short
Rate-Modelle

In dem Kontext der zeitstetigen Zinsmodelle versteht man unter der Short Rate
den Zinssatz, den man fir eine risikolose Anlage in einem infinitesimal kurzem
Zeitintervall bezieht. Die Klasse der Short Rate-Modelle versucht aus dieser Short

Rate die gesamten Zinsstrukturkurve abzuleiten.

Definition 2.1 (Vgl. [5], S.2)
Zum Zeitpunkt ¢t € Ry bezeichne G(t) den Wert des risikolosen Geldmarktkontos.
Es wird davon ausgegangen, dass G(0) = 1 und das Geldmarktkonto der Dynamik

dG(t) = r(t)G(t)dt (2.1)

folgt, wobei r(t) ein positiver Prozess ist. Dieser Prozess wird Short Rate genannt.

In vielen Modellen fiir die Bewertung von Aktienderivaten wird die Short Rate als
deterministische Funktion angenommen. In dem Black-Scholes-Modell wird sogar
r(t) = const vorausgesetzt. Dies fithrt dazu, dass fir geeignetes p € R das Geld-

marktkonto durch G(t) = e?* beschrieben werden kann.

In der Realitat ist die Zinsentwicklung jedoch keinesfalls deterministisch. Vielmehr
unterliegt sie zufalligen Schwankungen. Zur Abbildung dieser Schwankungen versu-
chen die Short Rate-Modelle die Dynamik der Short Rate mit Hilfe einer stochasti-
schen Differentialgleichung zu beschreiben. Es existiert eine Vielzahl verschiedener
Ansétze, die sich in der Art der Differentialgleichung, der Anzahl der stochasti-
schen Faktoren in der Differentialgleichung und dem bei der Modellierung verwen-
deten Wahrscheinlichkeitsmafl unterscheiden. Eine Auswahl findet sich z.B. bei [19],
S. 87ft. oder [5], S.57.

Im Folgenden wird zur Verdeutlichung der Systematik und der Idee der Short Rate-
Modelle das 1-Faktor-Modell von Vasicek vorgestellt. Es gehort zu den ersten Short
Rate-Modellen, welche sich in der Praxis durchgesetzt haben (siehe dazu die Origi-
nalarbeit [27}) Das Zinsstrukturmodell, welches in dieser Arbeit Verwendung findet,

baut auf diesen Uberlegungen auf.
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2.2. Einfiihrung in die Theorie der Short Rate-Modelle

Es wird ein kontinuierliches Finanzmarktmodell mit endlichem Zeihorizont [0, 7]
betrachtet. Weiter sei (£2,G,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit dem tatséchlich
am Markt beobachtbaren Wahrscheinlichkeitsma$ (real world measure) P.

Sei W = (W(t))t>0 ein Standard Wiener-Prozess bzgl. P. Dann bezeichne (G)i>o

die von W erzeugte, vollsténdige Filtration, die die usual conditions erfiillt (ﬁir
weitere Ausfithrungen siehe dazu [12], S. 10 und [16], Abschnitt (1.3) und (3.6)).

Vasicek nimmt in seinem Modell an, dass sich unter dem Maf3 P die Dynamik des

Short Rate-Prozesses mit Hilfe der Differentialgleichung
da(t) = k(0 — x(t))dt + ndW (t) mit 2(0) = z, (2.2)

beschreiben lasst, wobei x, 6, n und xy positive Konstanten und W = (W(t))t>0 ein
Standard Wiener-Prozess bzgl. P ist. -

Die Gleichung (2.2) lasst die Vermutung zu, dass der zugrundeliegende Prozess die
sogenannte Mean Reverting Figenschaft besitzt. Dies bedeutet, dass der Erwar-
tungswert des Short Rate-Prozesses, bei beschrankter Varianz, fir ¢ — oo gegen
eine Konstante (Mean Reversion Level) konvergiert (Vgl. [19], S. 90). In diesem Fall
ist 6 das langfristige Mittel, an das der Prozess gezogen wird. Diese Anziehung
wird mit der Intensitdt x, dem sogenannten Mean Reversion Speed, durchgefiihrt.
Durch die vorhandene stochastische Komponente (n # 0) wird diese Anziehung
allerdings gestort. Die Losung der stochastischen Differentialgleichung (2.2) wird

auch Ornstein-Uhlenbeck-Prozess genannt.

Fiir den Beweis des nachfolgenden Satzes besitzt die Theorie der selbstfinanzieren-
den Portfolios eine wichtige Rolle. Diese grundlegenden Begriffe aus dem Bereich
der Portfolio-Modellierung werden in der folgenden Definition kurz eingefiihrt. Fiir
weitere Ausfithrungen sei an dieser Stelle auf [3], Kapitel 6 und [16], Abschnitt 4.1

verwiesen.

Definition 2.2
Es sei ein kontinuierliches Finanzmarktmodell mit endlichem Horizont 7" und N ver-

schiedenen Finanzgiitern (assets) gegeben. Sei F = (]:t) . die, den Informa-

0<t<
tionsverlauf beschreibende Filtration, welche den usual conditions geniigt.
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2. Das Zinsstrukturmodell

In diesem Kontext sind folgende Notationen von zentraler Bedeutung:

(i) Das reellwertige, adaptierte Semi-Martingal (Sj(t))0<t<T fa.j7 = 1,...,N
beschreibe die Preisentwicklung des j-ten Finanzgutes. Entsprechend wird
(S(t))ogth = (Sl(t), ce SN(t)>;F§t§T als N-dimensionaler Preisprozess be-
zeichnet.

(ii) Eine Portfolio-Strategie (Portfolio) (h(t)>0<t<T ist ein F-adaptierte, previsib-
ler, N-dimensionaler, reellwertiger Prozess.

(iii) Der Wertprozess V' = (V;)o<i<7 eines Portfolios ist definiert durch
dof &
Vi S hi(t)Si(t) = h(t)TS(t) fa. t € [0,T).
i=1

(iv) Ein Portfolio ohne Entnahmen wéihrend der Haltedauer [0,77] heifit selbst-

finanzierend, wenn der Wertprozess V' folgende Bedingung geniigt:

dV; = i hi(t)dS;(t) = h(t)'dS(t). (2.3)

Vasicek macht fiir sein Modell zwei wesentliche Annahmen. Er geht davon aus,
dass sich die Diskontierungsfunktion fiir festes 7' (siehe Definition 1.1) als ste-
tige, zweimal differenzierbare Funktion von ¢t und x(¢) auffassen lasst, dass heift
B(t,T) = FT (t, x(t)) Eine weitere wesentliche Annahme wird in dem Beweis an

passender Stelle geliefert.

Theorem 2.3 (Vgl. [21], S.12)
Es existiert ein zu P dquivalentes, risikoneutrales Martingalmafl P* und eine Kon-

stante p, so dass
da(t) = k(p— x(t))dt + nd W (t) (2.4)
gilt, wobei W ein Standard Wiener-Prozess bzgl. P* ist.
Beweis:
Im ersten Schritt wird die Dynamik der Bondpreise B(¢,T') unter P bestimmt.

Zur Vereinfachung der Schreibweise sei F' = FT (t, $(t)> und F}, F, und F,, bezeich-

ne die partiellen Ableitungen der Funktion. Eine Anwendung der Ito-Formel liefert
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2.2. Einfiihrung in die Theorie der Short Rate-Modelle

dB(t,T) = dF" (t,2(t))
1
= Fdt + F.dz(t) + §Fm772dt
1 2

= Fydt + F, [(0 — 2(t))dt + ndW (1)] + o et

1
— Fdt + FM(Q - x(t))dt + 5an%it + FndW (t)
= B(t,T) [a(t, T)dt + o(t, T)dW (t)] , (2.5)

wobei

Fi+ Fuk(0 —z(t)) + S Epn?
a(t,T):t ( F()) 27l

F,
o(t,T) = F’7.

Im zweiten Schritt wird die Arbitragefreiheit des Marktes ausgenutzt, um den
Marktpreis des Risikos (market price of risk) zu bestimmen. Dazu wird ein risi-
koloses, selbstfinanzierendes Portfolio gebildet. Zum Zeitpunkt ¢ besteht das Port-
folio aus h;(t) Anteilen eines Zero-Bonds mit Laufzeit T und hs(t) Anteilen eines
Zero-Bonds mit Laufzeit S , wobei 0 < S < T < T*. Nach Definition 2.2 ist der
Wertprozess des Portfolios gegeben durch V; = hy(t)B(t,T) + ho(t)B(t, S).

Die Gleichung (2.3) liefert die Bedingung, unter welcher das Portfolio selbstfinan-

zierend ist. Entsprechend gilt fiir die Dynamik des Wertprozesses:

AVi =, m(dB(.T) + ha(1)dB(. )

_ ul(t)B(tVfT)dB(z,T)Mz(t) ' 1B, s),

wobei die relativen Portfoliogewichte durch

d:ef hl (t)B<t7 T)
Vi

aet ha(H)B(t, S)

uy (%) und wus(t) = v

gegeben sind.
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2. Das Zinsstrukturmodell

Das Einsetzen der vorherigen Ergebnisse fithrt dann zu

dv; dB(t,T) dB(t,S)
7, = wOFem T g
= uy(t)|alt, T)dt + o (t, T)AW ()| + ua(t) [alt, S)dt + o (t, S)dW ()]

(2.5)

= [w®)a(t,T) +ualt, S)|dt + [ur (o (t, T) + uo(t, S)] dW(t).  (2.6)

=0, da risikolos

Das Portfolio soll nicht nur risikolos, sondern auch selbstfinanzierend sein. Entspre-

chend miissen die relativen Portfoliogewichte die Bedingungen

(D) 1 =wuy(t) + us(t) (selbstfinanziert)
(I) 0=wu(t)o(t,T) + ua(t)o(t,S) (risikolos)

erfiilllen und man erhalt als Losung dieses linearen Gleichungssystems

B —o(t,9)
ult) = T — ot 9)
(1) o(t,T)

T o(t,T)—o(t, S)

Da ein arbitragfreier Markt vorausgesetzt wird und das Portfolio risikolos und selbst-
finanzierend ist, muss V; z(t)dt = dV; sein. Ansonsten wiirde es in diesem Markt eine
Arbitrage-Moglichkeit geben.

Diese Bedingung wird zusammen mit Gleichung (2.6) umgeformt zu

dvi
tydt = —
s(tyit =
_U(tu S) O-(taT)
- T
RO CLL Al b e s AU e oy ey G LG
was wiederum die Gleichung
a(t)y = — 25 oy oD g

-~ o(t,T) —o(t,S) o(t,T)—o(t,5)

impliziert.
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2.2. Einfiihrung in die Theorie der Short Rate-Modelle

Wird diese Gleichheit weiter umgeformt, so erhalt man die zentrale Gleichung (2.7)

durch

(W)o(t,T) — z(t)o(t,S) = —o(t, S)a(t,T) + o(t, T)al(t, S)
& ot,T)]at,S) - 2(t)] =o(t,9)|alt,T) - ()]
N a(t,S) — x(t) _ a(t,T) — x(t)

o(t, S) ot T) 27)

Die linke Seite von (2.7) ist unabhéngig von 7" und die rechte Seite ist unabhéngig
von S. Somit ist es moglich fiir festes 7' < T den stochastischen Prozess (A)o<t<r
durch

ot T) — x(t)

=S (2.8)

zu definieren.

Den durch (2.8) definierten Prozess nennt man Preisprozess des Marktrisikos.

Dieser Preisprozess des Marktrisikos wird in der Regel in einem Vasicek-Modell als
konstant angenommen, e.g. Ay = A < oo f.a. 0 <t < T (siehe dazu [5], S.61).
Dies ist die am Anfang des Beweises angesprochene, weitere wesentliche Annahme

in dem Modell von Vasicek.

Definiere nun den Dichteprozess (L;)o<i<r durch
t 1 t
L, = exp (—/)\u AW (u) — §/A3 du) . (2.9)
0 0

Da A\ = A als konstant angenommen wird, ist der Dichteprozess (Li)o<i<r ein P-
Martingal (siehe dazu [16], Abschnitt 3.4) und entsprechend lésst sich nun fiir alle
0 <t < T durch %’g = L, ein dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl P definieren,
d.h.

P*(4) & /A L, dP fiw alle A € G,.
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2. Das Zinsstrukturmodell

Nach dem Satz von Girsanov wird bzgl. P* ein Standard Wiener-Prozess W definiert

durch

AW (t) = dW (t) + \dt. (2.10)

Es ist nun zu zeigen, dass P* ein risikoneutrales Martingalmafl definiert. Dazu wird
die Dynamik des Bondpreises unter P* bestimmt. Dies geschieht durch Einsetzen
der obigen Gleichung (2.10) in die Gleichung (2.5).

dB(t,T) = B(t,T)[a(t,T)dt +o(t, T)(dW(t) — \dt)]

(2.10)
= BT)[(a(t,T) = o(t, T)\)dt + o(t, T)dW (t)]

t,T) — x(t)

[
= B(t,T) [(a(t,T) —a(t,T)a( T )dt+a(t,T)dW(t)]

Die Dynamik der Bondpreise besitzt also nun unter P* die Drift x(¢) (d.h. die Drift

der risikolosen Anlage) und somit ist P* ein risikoneutrales Martingalmaf zu P.

Fir die Dynamik des Short Rate-Prozesses (m(t))t>0 folgt entsprechend, dass

da(t) = k(0 — a(t))dt + (AW (1) — Mdt)
= k(60— e x(t))dt + ndW (t)

K

= rﬁ(u—az(t))dt—i—ndﬁ/(t) (2.11)

unter P* gilt, wobei p =60 — % ist.

Bemerkung 2.4

(i) Durch den Ubergang zu dem risikoneutralen Maf§ P* hat sich die Struktur
der zugrundeliegenden stochastischen Differentialgleichung nicht gedndert. Es

wurde lediglich das Mean Reversion Level um eine vom Marktpreis des Risikos
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2.2. Einfiihrung in die Theorie der Short Rate-Modelle

(iii)

abhangige Konstante erweitert. Die weiteren Komponenten der stochastischen
Differentialgleichung bleiben dagegen unverdndert. Da sich die Struktur bei
dem MaBwechsel nicht verdndert hat, wird in dem weiteren Verlauf dieser
Arbeit die Entwicklung des Short Rate-Prozesses unter dem risikoneutralen
Maf betrachtet.

In dem betrachteten Finanzmarkt stellen die Diskontfaktoren die Basisfinanz-
giiter dar. Entsprechend ist B(7T,T) = 1 hedgebar und die risikoneutrale Be-

wertungsgleichung vereinfacht sich zu

T T
—fx(s)ds —fx(s)ds

B(t,T) = E[PJ* (& B(T, T) gt = Ep* (& gt . (212)

Mit Hilfe der Gleichung (2.12) kann gezeigt werden, dass sich der Bondpreis

sich in der Form
B(t,T) = C(t,T)e PtDet) (2.13)

darstellen lasst (Siehe dazu [3], Kapitel 22), wobei C(t,T) und D(t,T) deter-
ministische Funktionen sind. Diese Zinsstrukturmodelle werden der Klasse der
affinen Zinsmodelle zugeordnet.

Wesentliche Voraussetzung fiir das Theorem ist, dass der durch (2.8) definierte
Prozess des market price of risk als konstant angenommen wird. Dies ist eine
sehr stark vereinfachende Annahme. Es sind auch andere Annahmen denkbar,
solange der entstehende Marktpreisprozess des Risikos die Novikov-Bedingung
weiterhin erfiillt. Anstatt einer Konstanten p erhélt man dann allerdings einen
Prozess (put)i>0. Diese Moglichkeit wird ebenfalls intensiv in der Theorie der
affinen Zinsstrukturmodelle diskutiert. Um ein Verstédndnis fiir die Idee der
Short Rate-Modelle zu erhalten, reicht der betrachtete Spezialfall jedoch aus.

Die risikoneutrale Bewertungsgleichung (2.12) verdeutlicht, dass fir die weitere Be-

trachtung die Verteilungseigenschaften der Short Rate von groflier Bedeutung sind.

Dazu wird zuerst die stochastische Differentialgleichung (2.11) gelost und daraus re-

sultierend die Verteilungseigenschaften abgeleitet. Der Bondpreis wird darauf auf-
bauend fiir das tatsachlich verwendete Zinsstrukturmodell in Abschnitt 2.3.2 be-

stimmt.
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2. Das Zinsstrukturmodell

Theorem 2.5 (Vgl. [5], S. 58)
Der Short Rate-Prozess gemafS (2.11) besitzt fir jedes s < t unter dem risiko-
neutralen Majf§ P* die Gestalt

t
z(t) = z(s)e ") 4 ,LL(l — e*“(tfs)) + n/e’“(t’“)dW(u). (2.14)

Beweis:
Um die stochastische Differentialgleichung aus (2.11) zu l6sen, wird die Funktion
f:]0,7%] x R — R durch f(t,z) = ez definiert. Es gilt dann

_

- 0

_%_ Kt

_af_ Kt
_at—/ﬁex fz e

ft - ox - fxx

Eine Anwendung der Ito-Formel fiithrt entsprechend zu

de"'z(t) = df(t,x(t))
= fudt - foda(t) 4 3 ot
= ke™x(t)dt + e"dx(t)
o) ke x(t)dt + e {m (,u — x(t))dt + ndVMV}

= ke pudt + ne"tdW (t). (2.15)
Integration der obigen Gleichung (2.15) von s bis t liefert
¢ t
e a(t) = e™x(s) + ku / e™ du + 77/6”“ AW (u)
und somit ist nach entsprechender Integration

t t
z(t) = z(s)e ") 4 /ﬁ;u/e_”(t_”) du + n/e_”(t_u) dW (u)

t

= 2(s)e ") 4 (1l — e ) 4o p / e~ =0 qT (u).

S
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2.2. Einfiihrung in die Theorie der Short Rate-Modelle

Nachdem die Gestalt des Short Rate-Prozesses unter dem risikoneutralen Mafl P*
im vorherigem Satz hergeleitet wurde, werden nun dessen Verteilungseigenschaften

néher beleuchtet. Dazu wird folgendes Lemma benotigt:

Lemma 2.6 (in Anlehnung an [24], S. 149)

Sei [ eine zweimal stetig-differenzierbare, reelle Funktion (d.h. f e Lg([s,t])).

def

Dann ist I(f) = f f(w)dW (u) fiir jedes t > s eine normalverteilte Zufallsgrofe mit

t
Erwartungswert p = 0 und Varianz 0 = [ f(u)*du

Beweis:
Die momenterzeugende Funktion einer normalverteilten Zufallsgrofie mit Erwar-

tungswert p und Varianz o2 ist nach [1], Satz 30.2 gegeben durch

Yy 02(T) = e’”Jr 7 fur alle 7 € R.

Nach [1], Satz 40.6 legt die momenterzeugende Funktion die zugrundeliegende Ver-
teilung eindeutig fest, falls diese fiir jedes 7 # 0 existiert und endlich ist. Entspre-
chend ist zu zeigen, dass

exp (T/f(u) dW(u))] = exp (;7'2/]”(102 du) (2.16)

Ep.

fiir jedes 7 # 0 gilt.

Da f deterministisch ist, lasst sich die Gleichung (2.16) umformen zu

Ep*_exp(/f ) dW (u —ff/f )_:1
& Eps _exp(/tTf /t )_ = 1. (*)

Entsprechend reicht es aus, die Gleichung (*) fiir beliebiges 7 # 0 zu verifizieren.

l\.’)\»—l
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2. Das Zinsstrukturmodell

t -

Dazu definiere fiir ¢ > s den stochastischen Prozess M (t) = [7 f(u)dW (u). Die-
ser ist nach der Konstruktion des stochastischen Integrals ein Martingal. Ferner
erfillt (M (t))t> die Novikov-Bedingung, da f eine zweimal stetig-differenzierbare

Funktion ist.

Folglich ist der Exponentialprozess £(M); = exp (M (t) —3[M ]t) ebenfalls ein Mar-

tingal mit

Epe [E(M);] = Ep- [E(M )] = Ep- {GXP (M (s) - E[M ])]

exp (/Tf(u) dW (u) — ; / (7f(u))? du)] =1.

S

— [p-

Dies beweist Gleichung (*) und entsprechend ist /(f) normalverteilt mit Erwar-

¢
tungswert 0 und Varianz [ f(u)? du.

Mit diesem Lemma lésst sich nun der nachstehende Satz beweisen, der die Vertei-

lungseigenschaft der Short Rate charakterisiert.

Theorem 2.7 (Vgl. [5], S. 59)
Der Short Rate-Prozess aus (2.14) ist fir jedes s < t bedingt unter Gy eine normal-
verteilte Zufallsgrifse mit

Bp [2(t)|G.] = a(s)e™0 4 (1 — ¢~0=)

Varp [x(t)|Gs] = ;7—(1 — e 2r(t=9)y,

Beweis:
Die Gleichung (2.14) besteht aus einer deterministischen und einer stochastischen

Komponente. Die stochastische Komponente

t
) def / K(E=0) YT/ (g (2.17)

26



2.2. Einfiihrung in die Theorie der Short Rate-Modelle

ist ein stochastisches Integral mit dem deterministischen Integranden
f(u) = ne=rt=w ¢ L,[0,T%].

Aus den definierenden Eigschaften des Wiener-Prozesses und der Definition des
stochastischen Integrals folgt, dass das stochastische Integral mit einem determinis-
tischen Integranden unabhéangig von G, ist. Entsprechend ist die bedingte Verteilung
von I(f) gegeben G, gleich der unbedingten Verteilung von I(f).

Lemma 2.6 besagt nun, dass I(f) fir jedes ¢t > s eine normalverteilte Zufallsgrofe

mit
By [1()16,) = Ee- [1(f)] =0
und
Vare- [1(£)1G,] = Vare- [I(/)] = Be [1(£)?] = [ fw)?du
— ?72 /efZH(tfu) du = ;7? (1 . 672n(t75))
ist.

Mit den FEigenschaften normalverteilte Zufallsgroflen und der bedingten Varianz

folgt nun sofort, dass fiir jedes t > s

z(t) = x(s)e " (11— ) 4 I(f)

~N <$(S)@_H(t—s) + (1 _ 6—/4(1&—8)) ’ ;7? (1 _ e—2fz(t—s))>

bedingt unter G, ist.

Aus Theorem 2.7 wird eine zentrale Schwéche des Vasicek-Modells deutlich. Da die
Short Rate eine normalverteilte Zufallsgrofle ist, besteht die Moglichkeit, dass diese
negative Werte annimmt. Damit wiirden jedoch auch in dem Modell negative Zinsen

auftreten, was nicht gewtinscht ist.
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2. Das Zinsstrukturmodell

Des Weiteren ist das oben beschriebene Modell nicht zinsstrukturkonform. Dies
liegt daran, dass keine deterministische Komponente in (2.11) existiert, die eine
Anpassung an die aktuelle Zinsstrukturkurve erlaubt, d.h. B(0,T) # B (0,T).

Eine weitere wesentliche Einschrankung von 1-Faktor-Modellen ist, dass zu jedem
Zeitpunkt die Kassazinssatze aus Definition 1.1 fiir alle Laufzeiten perfekt korreliert

sind. Dies zeigt unter Verwendung von (1.2) und (2.13) die folgende Rechnung

. wmewT) DT

e, T) + b(t, T)(t)

x(t)

mit deterministischen Funktionen b(¢,7") und c(¢,T).

Fiir zwei Kassazinssitze mit Laufzeiten T und T3 ergibt sich somit

Cov(y(t, T1),y(t, T2)) = Cov(c(t, Ty) + b(t, Ty)a(t), c(t, Ty) + b(t, Ta)a(t))
= 1.

Das Problem der perfekten Korrelation kann bei einem Ubergang zu einem Mehr-
faktor-Modell behoben werden. Brigo und Mercurio fiihren in ihrem Buch an, dass
bei einem Ubergang zu einem 2-Faktor-Modell schon 99,1% der gesamten Varianz
der Diskontkurve beschrieben wird (Siehe [5], S. 139). Daraufhin entwickelten Bri-
go und Mercurio das 2-Faktor Gauf-Modell G2++4. Dieses Modell wird in dieser

Diplomarbeit als Zinsmodell verwendet.

2.3. Das 2-Faktor GauBB-Modell G244+

2.3.1. Die Dynamik der Short-Rate

Es sei (2, F,Q) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit dem risikoneutralen Mafi Q. Sei
W = (Wl (1), WQ(t))t>0 ein zwei-dimensionaler Wiener-Prozess bzgl. Q. Dann be-

zeichne (F;)i>o die von W erzeugte, vollstandige Filtration ([16], Abschnitt (3.6)).
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2.3. Das 2-Faktor GaufB-Modell G2+

In dem von Brigo und Mercurio entwickelten Modell G2++ wird davon ausge-
gangen, dass der Short Rate-Prozess (r(t))t>0 unter dem risikoneutralen Maf§ Q
folgender Dynamik folgt: -

r(t) = x(t) + y(t) + ¢(t, @) mit r(0) = 7o, (2.18)

wobei (x(t))t>0 und (y(t))t>0 stochastische Prozesse sind.

Diese stochastischen Prozesse geniigen den sogenannten Langevin-Gleichungen

dx(t) = —az(t)dt + odWy(t) mit 2(0) =0 (2.19)
dy(t) = —by(t)dt + ndWs(t) mit y(0) = 0, (2.20)

wobei a,b,0 und n > 0 sind und W = (W;, W,) ein zwei-dimensionaler Wiener-
Prozess mit Korrelation [W;, Ws], = pt, fir —1 < p <1, ist.

Des Weiteren sei ¢(+, ) : [0, 7*] — R eine wohldefinierte, deterministische Funktion
mit (0, ) = ro und « = (a,b,0,n, p). Diese deterministische Funktion stellt im

spateren Verlauf die Anpassung an die aktuelle Zinsstrukturkurve sicher.

Theorem 2.8 (Vgl. [5], S.144)
Der Short Rate-Prozess gemdff (2.18) besitzt fiir jedes s < t unter dem risiko-
neutralen Mafs Q die Gestalt

r(t) = o(t,a) + z(s)e ) 4 y(s)e )
t

t
- a/e‘“(t_“)dwl(u) +n/e_b(t_“)dW2(u).

S

Beweis:
Die Behauptung folgt sofort aus der Definition der Short Rate in (2.18) und dem

Satz 2.5 auf Seite 24. Dieser besagt, dass die stochastischen Prozesse gerade durch

t
z(t) = z(s)e™ ) 4 a/e’a(t’“) dWi(u) (2.21)
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2. Das Zinsstrukturmodell

und

gegeben sind.

Dieser Satz stellt die Grundlage fiir die Charakterisierung der Verteilungseigenschaf-
ten der Short Rate dar.

Lemma 2.9 (Vgl. [5], S. 144)
Der Short Rate-Prozess aus (2.18) ist fir jedes s < t bedingt unter Fy eine normal-
verteilte Zufallsgroffe mit

E[r(t)|Fo] =eVa(s) + e y(s) + o(t, a) (2.22)
o’ 2a(t—s) 7’ 2b(t—s)
V&T[TGH‘?S]:%[l_e }+27b|:1—6 }
0N Ty —(atb)(t—s)
+2—> 1-e . (2.23)

Beweis:

Aus Theorem 2.7 folgt sofort, dass z(t) und y(t) fiir jedes ¢ > s normalverteilte
Zufallsgrofen sind. Entsprechend ist auch der Short Rate-Prozess aus (2.18) als
Summe zweier normalverteilter Zufallsgrofien fiir jedes ¢ > s bedingt unter F eine
normalverteilte Zufallsgrofe. Mit den Eigenschaften des Erwartungswertes und der

Varianz folgt demnach

Elr)[F]=E[z@) | F+ Ely) | Fs]+ Ele(t, a) | F]

= e~ =)z (s) + ey (s) + p(t, )

Var[r(t) | Fs] = Var|z(t) + y(t) + o(t,a) | Fs]

= Var[z(t) | F] + Var [y(t) | Fs]+2Couv [x(t), y(t) | F]

2

= ‘2% {1 _ 672a(t73)} + 7272 {1 _ 672b(t75)}

+2Cov [x(t),y(t) | Fs]
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2.3. Das 2-Faktor GaufB-Modell G2+

und mit den Eigenschaften der Kovarianz gilt weiter, dass

2 Cow [x(t),y(t) |f]

U/e_“(t_“) dWl(u),n/e_b(t_“) dWs(u)

s s
t t

o/e_“(t_“) dWl(u)n/e_b(t_“) dWs(u)

S

g]

= 2Cov
2.8

/]
/]

=2F
2.7

t
=20nk /e_(a+b)(t_“)p du

t
_ 20_77 /ef(aer)(tfu)pdu

_ Qpaafb [1 _ 6—(a+b)(t—s)} .

Entsprechend ist die Behauptung gezeigt.

2.3.2. Der Preis eines Zero-Kupon-Bonds

In dem betrachteten Finanzmarkt stellen die Diskontfaktoren die Basisfinanzgiiter
dar und entsprechend ist B(T,T) = 1 hedgebar. Der Wert eines Diskontfaktors
(Zero-Kupon-Bonds) zum Zeitpunkt ¢ mit Auszahlungshéhe B(7,7T) = 1 in dem
festen Zeitpunkt T lasst sich demzufolge mit der risikoneutralen Bewertungsglei-

chung bestimmen. Es gilt

—j:r(s)ds
B(t,T)=E|e B(T,T)‘]—"t
f f
— [ o(s,a) ds — [ z(s)+y(s)ds
=e t Ele t Fi

In dem weiteren Verlauf dieses Abschnittes wird diese Gleichung analytisch gelost.

Das Ergebnis wird in dem Theorem 2.11 auf Seite 37 présentiert.
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Aus der Gestalt der Bewertungsformel ist ersichtlich, dass fiir die weiteren Be-

T
rechnungen die Zufallsvariable I(t,T) % [(s) + y(s)ds von einem wesentlichen

t
Interesse ist. Das nachfolgende Lemma 2.10 gibt Aufschluss iiber die Verteilungs-

eigenschaften von I(¢,T).

Lemma 2.10 (Vgl. [5], S. 145)
Fir alle 0 <t <T < T ist die Zufallsvariable

I U

1,7 / 2(s) + y(s) ds

bedingt unter F, normalverteilt mit Erwartungswert M (t,T) und Varianz V (t,T),
welche gegeben sind durch

1— e—a(T—t) 1 — e—b(T—t)
M(t,T) = f:v(t) + fy(t) (2.24)
und
o? 1 3
V(t,T) = {T —t4 e (T 2.25
(t,7) a? + ae 2ae 2a ( )
2
n 2 —b(T—t) 1 —2b(T—t) 3
S I A T _ _ 2
T { T3e 2° 2
—a(T—t) __ 1 —b(T—t) _ 1 —(a+b)(T—t) _ 1
on e e e
2 T—t —
+ pab [ + a + b a+b
Beweis:
Es gilt

t/Tm(s) ds 5 Tz(T) —tx(t) — t/Tu dz(u)

— Ta(T) — ta(t) + Tx(t) — T(t) — / wda(u)
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— (T = t)a(t) + /T — wda(w)

/T(T —u)x(u) du + U/T(T —u) dWi(u)
/

= (T—t)x(t)—a

(T — u) dWi(u)

T u
—aa/(T —u) /e_“(“_s)dwl(s) du, (2.26)
t t

wobei Folgendes ausgenutzt worden ist: Bei
(*) die partielle stochastische Integration
mit Y (u) = v und X (u) = z(u).
(**)  die Definition von dz(t) aus (2.19).
(***)  die Darstellung von x(u) fiir jedes t < u geméaB (2.21) auf Seite 29.

Der Ausdruck [ lésst sich mit Hilfe der partieller Integration auf folgende Weise

vereinfachen

T
I, = —ax(t) /(T —u)e 0 gy,
t
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= —ax(t) ;(T —t)+ al2 (e_“(T_t) — 1)}

eIt 1
— (T -1 - T, (2.27)

Fir den Ausdruck I ist etwas mehr Arbeit von Noten, denn

T u

I, = —aa/(T—u) /e_“(“_s)dWl(s) du

t t
T u

= —aa/ (T — u)e” ™ (/ e dWl(s)) du

—_———

= —ao | X(T)g(T) —/g(U) dX(U)}

= —ao (/T e dWl(u)> (/T(T —v)e ¥ dv)

Wy — /u(T —v)e ™ dv) e dW, (u)]

t

J(fir-
— o (f wmﬁewmmmi

T — —au —al _ _,—au
= —ao‘/ [( u)e + ¢ 26 ] e™ dWl(U)
() / a a
T efa(Tfu) -1
- o /(T — ) + Wi (), (2.28)

wobei Folgendes ausgenutzt worden ist: Bei
(*) lasst sich das Riemann-Integral in ein Stieltjes-

Integral tiberfithren, da g zweimal stetig-differenzierbar ist.
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(**)  die partielle stochastische Integration,
wobei Y = ¢ deterministisch und g(¢) = 0.

(***)  vergleichbares Vorgehen wie bei der Bestimmung von I.

Zusammenfassend gilt mit (2.27) und (2.28)

T
/x(s)ds = (T )+o [(T—u)dWi(u)+ I + I
/ .

,\
[}
[~}
2

= (T —t)a(t) —x(t)(T —1t) — - x(t)
T T e—a(T—u)
+a/(T—u)dW1() 0/(T—u)—|— - L)
1 —e Tt o r
- ——a(t)+ 2 / 1 — == gy, (u) (2.29)

T
und somit ist [x(s)ds wegen Lemma 2.6 bedingt unter F; eine normalverteilte
t

Zufallsgrofie.

T
Das gleiche Resultat erhélt man fir [y(s)ds mit
t

T T
1— e—b(T—t) B

/y(s) ds = fy %/ — e T gy (u). (2.30)

t ¢

Als Summe zweier normalverteilten Zufallsgrofien ist

I(t,T) = /T:c(s) ds + /Ty(s) ds

ebenfalls bedingt unter F; normalverteilt mit

M@t,T)=FE [I(t,T) |]-"t]
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T T
=F /x(s)ds F|+E /m(s)ds ft]
t t
1— e—a(T—t) 1 — e—b(T—t)
- ——a(t) ()
und
V(t,T) = Var[I(t,T) | F]
T T
= Var /x(s) ds|F; | +Var /y(S) ds -7:7:]
t t
T T
+2Cov | [ z(s)ds, [ y(s)ds «7:15]
[

or T T T
o
= — [/1du -2 /e_“(T_”) du + /6_2“(T_“) du]
a t t t
or T T T
+ %2 l/ ldu—2 /e_b(T_“) du + /e‘Qb(T_“) du]
t t t
T T T

+2pm7[/1du —/e_“(T_“)du —/
ab t t t

2
_ o {T g ey _ L sary _ 3}

T
o—b(T—u) du+/e—(a+b)(T—u) du}
¢

(+%) a2 a 2a 2a
2
7 2 ey 1 oy 3 }
Ty Z _ _ 2
i [ 5 2%° 2
—a(T—t) _ 1 —o(T—t) _ 1 —(a+b)(T—t) _ 1
on e e e
20— |T —t —
TP [ T T T a+b 1 /

wobei Folgendes ausgenutzt worden ist: Bei
(*) die Ergebnisse aus (2.29) und (2.30),
sowie Eigenschaften der Varianz und Kovarianz
und das Theorem 2.6.
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(**)  Integration der einzelnen Integrale.

Mit diesem Lemma und der risikoneutralen Bewertungsgleichung kann nun der Wert

eines Zero-Kupon-Bonds bestimmt werden.

Theorem 2.11 (Vgl. [5], S. 145)
In einem Zinsmodell G2++ gemdf (2.18) ist der Wert eines Zero-Kupon-Bonds
zum Zeitpunkt t mit fester Laufzeit T und Auszahlungsbetrag 1 gegeben durch

1 — e—a(T—t) 1— e—b(T—t)

B(t,T) = exp ( — /go(t, a) du — ——— x(t) — y(t)

a b

+ ;V(t,T)>. (2.31)

Beweis:

Aus der risikoneutralen Bewertungsgleichung unter dem risikoneutralen Maffi Q

eXp(—/Tr( )d) |ft]
—exp( /Tgpuozdu)E

= ( /(p u, o du) exp( M(t,T) +;V(t>T)>

folgt, dass

B(t,T)=FE

exp ( /x(u) + y(u) du)

g

T
1— —a(T—t) 1 — —b(T—t)
= ( t/ga u, o) du — 6#x(t) - eTy(t)
—V t, T
+3 ))

37



2. Das Zinsstrukturmodell

Zu (*): Aus Lemma 2.10 folgt, dass bedingt unter F;
T
/ w(u) + y(u) du ~ N (M(t,T), V(£ T))
t
T
= - /J;(u) +y(u)du~ N (= M(t,T),V(t,T))
¢
und mit [1], Satz 30.2 gilt nun, dass

E

exp (— /x(u) + y(u) du) ']—}] = exp ( - M(t,T)+ ;V(t,T))

t

ist.

2.3.3. Anpassung an die aktuelle Zinsstrukturkurve

Die deterministische Funktion ¢(-,«) : [0,7*] — R mit o = (a,b, 0,7, p) aus der
definierenden Gleichung (2.18) ermoglicht in dem Modell G2++ die Zinsstruktur-
konformitét.

Es wird davon ausgegangen, dass die Funktion BM(0,-) : [0,7*] — R der markt-
gegebenen Diskontfaktoren hinreichend glatt ist. Damit einhergehend lasst sich nun
die marktgegebene instantaneous forward rate zum Zeitpunkt O fiir die Laufzeit T’

definieren durch

M d_ef 6lnBM(O,T)
0T E (2.32)

Theorem 2.12 (Vgl. [5], S. 146)
Das Zinsmodell G2++ gemdfS (2.18) ist genau dann zinsstrukturkonform, wenn fir
jedes 0 < T <T*

exp (- /go(u, o) du) = m exp (- ;[V(O, T) - V(0,1)]) (2.33)
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2.3. Das 2-Faktor GaufB-Modell G2+

erfullt ist. Dies ist daquivalent dazu, dass fir jedes 0 <T < T
o’ T\2
o(T,a) = fM(0,T) + ﬁ(l —e ")
2

4 -T2 on . —aT\(q _ —bT
+2b2(1 e )—i—pab(l e )1 —e) (2.34)

qgilt.

Beweis:
Zinsstrukturkonformitat bedeutet, dass fiir jedes 0 < T < T* die marktgegebenen
Diskontfaktoren mit denen im Modell berechneten Faktoren iibereinstimmen, d.h.

unter Beachtung von z(0) = y(0) = 0 und Theorem 2.11 muss
BM(0,T) = B(0,T)

T
< BM(0,7) —exp /gp ) du+ V(O T))
0

gelten. Somit gilt weiter

In (BY(0,T / o(u, ) du + V(O T)
’ 1
= /gp(u, @) du=—n (BY(0,7)) + 5V(0,T) (2.35)

_OmBY(0,T) 10V (0,T)

ol = ar 2 or
(525) M0,T) + p%z {1 —e i T 4 e_(“J’b)T}

o’ —aT —2aT 7’ —bT —26T
—l-@{l—Ze +e }+ﬁ[1—26 +e }
= PO
¥ 2";(1 - —aT) L (=)

was (2.34) beweist.
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2. Das Zinsstrukturmodell

Des Weiteren gilt

T
exp(—/@(ua du
t

T ¢
/g&uoz duexp /g&uoz du)
0 0

o 0 (10 (BY0.1)) = SVO. 1)) exp (= (BY(0,0)) + 5V/(0,0)
_ Wexp( SVO.T) - v(0,0),

was die behauptete Gleichung (2.33) zeigt.

Bemerkung 2.13
Aus den Sétzen 2.11 und 2.12 wird deutlich, dass das Zinsmodell G24++ ebenfalls der
Klasse der affinen Zinsmodelle zu zuordnen ist. Es lassen sich somit deterministische
Funktionen A(-,T), B*(-,T) und BY(-,T) finden, so dass

B(t,T) = A(t,T)exp (- B*(t, T)x(t) — BU(t, T)y(t)).

Fiir den Kassazins aus Definition 1.1 gilt dementsprechend

At T) B(t,T)x(t) + BY(t, T)y(t)
Tt T—1
L a(t, T) + b7 (t, T)x(t) + b (¢, T)y(t)

y(t7 T) ==

und es folgt fiir zwei Kassazinssitze mit verschiedenen Laufzeiten 77 und 75

COU (y(ta Tl)a y(ta T2))
= Cov(b"(t, T1)x(t) + (£, TL)y(t), b7 (t, To)w(t) + b (t, To)y(t)),

was nicht unbedingt gleich 1 ist, sondern vielmehr von p, der Korrelation zwischen

den beiden zugrundeliegenden Prozessen, abhangt.
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2.3. Das 2-Faktor GaufB-Modell G2+

Da das Zinsmodell G244+ zinsstrukturkonform ist und Zinssatze mit verschiedenen
Laufzeiten nicht perfekt korrelieren, hat das Zinsmodell G2+4 zwei wesentliche
Schwéchen des 1-Faktor Vasicek-Modells behoben.

In Lemma 2.9 wurde gezeigt, dass die Short Rate eine normalverteilte Zufallsgrofie
ist. Demzufolge besitzt auch das Modell G2++ eine positive Wahrscheinlichkeit fiir

das Auftreten von negativen Zinsen im Zeitpunkt ¢.

Lemma 2.14 (Vgl. [5], S. 147)
Ist das Zinsmodell G2++ zinsstrukturkonform, so gilt fir das Auftreten von nega-

tiven Werten der Short Rate zum Zeitpunkt t unter dem risikoneutralen Majf§ Q

Qr(t) <0) = (—“*“) |

o (t)

o0 = P00 + T (1= et 4 (1 1) T (1 T (1 o)

O'T(t) _ Y [1 . 672at} + 2bt} + 2pa fb [1 _ e*(aer)t} _

2
e

Beweis:
Die Short Rate ist laut Lemma 2.9 fiir jedes t > s bedingt unter F; normalverteilt

und somit gilt fiir s = 0 unter Beachtung der Regeln fiir den bedingte Erwartungs-

wert
ur(t) = E[r()]=E[r({t)| Fo]
fM 0,) ;—( )’ 4 2;(1 — e’
+ ,0%(1 —e ) (1—e) (2.36)
or(t) = Varlr(t)] =Var[r(t)|Fo]
5 ;’; [1—e7] + "Z [1—e™] +2 paa—fb [1—e ] (2.37)

Fir das Auftreten von negativen Zinsen zum Zeitpunkt ¢ unter dem risikoneutralen
Mafl Q gilt somit
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2. Das Zinsstrukturmodell

Diese Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von negativen Werte der Short Rate zum
Zeitpunkt ¢ héngt also mafigeblich von o = (a, b, 0,7, p), dem gewéhlten Parame-
terset, ab. In den Simulationsdurchlaufen traten mit denen im néchsten Abschnitt

vorgestellten Parameterwerten zu keinem Zeitpunkt negative Zinsen auf.

2.3.4. Kalibrierung an die Marktdaten

In dem vorherigen Abschnitt ist eine Anpassung an die akutelle Zinsstrukturkurve
durch Bestimmung der Shift-Funktion (gp(t, oz))0<t<T

Funktion hingt von der Zeitvariablen ¢+ und dem Parameterset o = (a,b, 0,7, p)

_ erreicht worden. Diese Shift-

ab. In diesem Abschnitt wird das Vorgehen beschrieben, mit dem a, b, o, n und p
aus gegebenen Marktdaten bestimmt werden konnen. Dieses Vorgehen nennt man

Kalibrierung.

Je nach Einsatzgebiet kann das Zinsmodell an verschiedene am Markt beobachtbare
Finanzprodukte kalibriert werden. Es sollte dabei beachtet werden, dass das aus-
gewihlte Finanzprodukt am Markt ausreichend gehandelt wird. Brigo und Mercurio
stellen in ihrem Buch zwei Moglichkeiten der Kalibrierung vor: (1) Kalibrierung an

die Cap-Preise und (2) Kalibrierung an die Preise von européischen Swaptions.

In der barwertigen Zinsbuchsteuerung kommen héufig Zinsswaps und Swaptions
zum Einsatz, um das eigene Cash-Flow-Profil zu verdndern. Aus diesem Grund
soll in dieser Arbeit das Zinsmodell G2++ an die Preise européaischer Swaptions

angepasst werden.!

Im ersten Schritt werden Swaptions mit n verschiedenen Laufzeiten (maturity) T; fir

it =1,...,n ausgewéhlt. Diese Swaptions geben das Recht, am Ende der Laufzeit in

!Grundlagen zum Thema Swaptions finden sich bei [4], S. 25 ff. oder bei [5], S. 19 ff.
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2.3. Das 2-Faktor GaufB-Modell G2+

einen Swap mit Laufzeit (tenor) 7; fiir j = 1,...,m einzutreten. Insgesamt werden
somit n - m verschiedene Swaptions betrachtet. Aus Vereinfachungsgriinden wird
angenommen, dass alle betrachteten Swaptions vom gleichen Typ sind (z.B. Payer
Swaption auf 3-Monats LIBOR), dieselbe strike rate K, dasselbe Auszahlungsprofil
(z.B. monatlich oder jéhrlich), sowie den gleichen Nominalbetrag N besitzen. Diese
Annahmen koénnen aufgehoben werden, um eine bessere Kalibrierung zu erreichen.

Allerdings wird dadurch der Rechenaufwand weiter erhoht.

Fiir eine Swaption mit maturity T; und tenor 7; lasst sich mit dem Zinsmodell G2+4+
numerisch ein Preis bestimmen. Auf die zugehorige Formel wird an dieser Stelle
verzichtet und auf [5], S. 158f. und 173ff. verwiesen. Es bezeichne ESy g (a, T;, 73-)
den Swaption Preis, der mit Hilfe des Zinsmodells bestimmt worden ist. Der Preis

dieser Swaption hiangt mafigeblich von dem Paramaterset o = (a,b, 0,7, p) ab.

Im Gegensatz dazu bezeichne FE.Syqkt (Ti, Tj) den Swaption-Preis fiir eine Swaption

mit maturity T; und tenor 7;, welcher am Markt verlangt wird.

Als Zielfunktion der Kalibrierung dient die quadratische Summe der prozentualen

Abweichungen zwischen Modell- und Marktpreisen der Swaptions

2

n_m (ESModell (%Ti,Tj) - ESMarkt(Ti,Tj))
ESnarkt (Ti, Tj) ’

welche minimiert werden soll.
Das in dem Zinsmodell G2++ zu verwendende Parameterset & = (a, 3, g, 1, p)

€ (0,00)* x [~1,1] ist somit die Lésung des nichtlinearen Optimierungsproblems

h(&) = min h(a).

a € (0,00)4x[—1,1]

Fiir die Losung dieses nichtlinearen Optimierungsproblemes ist ein entsprechender
Algorithmus zu empfehlen. In [2] werden einige Verfahren vorgestellt und auf die
Probleme einer nichtlinearen Optimierung eingegangen. Aus folgenden Grinde wird
an dieser Stelle auf eine Durchfithrung verzichtet: (i) der sehr hohe Rechenaufwand
bedingt durch die hohe Paramateranzahl (fiinf) und die numerische Berechnung von

ESirodent (04, . ) und (ii) es bestand kein Zugang zu den benotigten Marktdaten.
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2. Das Zinsstrukturmodell

Brigo und Mercurio haben in ihrem Buch exemplarisch eine Anpassung an die
Marktdaten vom 13. Februar 2001 durchgefithrt und in einem weiteren Artikel ist
ein G2++ Zinsmodell an die Swaption-Preise vom 23. Juni 2006 angepasst worden
(siehe 6], S. 6). Die entsprechenden Parameter des Zinsmodells und die zugehorigen
Zinsstrukturkurven befinden sich in Abbildung 2.2.

13. Februar 23. Juni et
2001 2006 oed R
a 0,7735 0,0558 « _____ —
b 0,0820 0,5493 £ 91 7 sepoe
& 0,0022 0,0093 R A —
A 0,0104 0,0138 R
p - -0,7020 07 |

0.5 1.0 15 20 25 3.0

Restlaufzeit in Jahren

Abbildung 2.2.: Parameter des Zinsmodells und die zugehorigen Zinskurven

2.3.5. Konstruktion eines approximierenden Baumes fiir die
Short Rate

In dem nachfolgenden Kapitel 3 wird mit Hilfe des Zinsstrukturmodells G2++ eine
Stochastische Simulation der Diskontfaktoren durchgefiihrt. Dafiir ist es notwendig
den Short Rate-Prozess (T(t))0<t<T* zu simulieren. Die simulierten Pfaden dienen
anschliefend als Grundlage fiir die Berechnung der Diskontfaktoren gemafl Satz

2.11.

Der Short Rate-Prozess ist entsprechend Gleichung (2.18) definiert durch
r(t) = x(t) + y(t) + ¢(t, @) mit 7(0) = ro.

In dieser Definition sind (x(t)) d (y(t))0<t<T* stochastische Prozesse, die

0<t<T*
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2.3. Das 2-Faktor GaufB-Modell G2+

den stochastische Differentialgleichungen

dz(t) = —ax(t)dt + odW,(t) x(0) =
dy(t) = —by(t)dt + ndWs(t) y(0) =

geniigen. Dabei sind a,b,0 und n > 0 und W = (W;, Ws) ist ein 2-dimensionaler
Wiener-Prozess mit Korrelation [Wy, Wh|, = pt fir —1 < p < 1. Dagegen ist
(gp(t, a))0<t<T* nicht stochastisch, sondern eine deterministische Funktion, die die

Anpassung an die aktuelle Zinsstrukturkurve gewihrleistet.

Fiir die folgende Stochastische Simulation ist somit vor allem eine Simulation der
Pfade des Ito-Prozesses (a:(t),y(t))0<t<T* notwendig. Hierfiir stehen verschiedene
Verfahren zur Verfiigung. Ein sehr bekanntes Verfahren ist das sogenannte Euler-
Maruyama-Schema, bei dem der Prozess durch das Ziehen von (korrelierten) Zu-
fallszahlen diskretisiert wird. In diesem Abschnit wird jedoch ein anderes Verfahren
vorgestellt, welches insbesondere bei der Preisfindung von pfadabhéangigen Deri-
vaten Anwendung findet. Bei diesem Verfahren wird der Ito-Prozess durch einen
(diskreten) Baum approximiert. Dieser Abschnitt bezieht sich auf die Dissertation
von Kalina Natcheva-Acar an der TU Kaiserslautern [15], in der verschiedene Ver-
fahren zur numerischen Preisfindung von Finanzoptionen miteinander verglichen

werden.

Die Konstruktion des approximierenden Baumes beruht auf folgender grundlegender
Annahme:

Der Prozess befindet sich zum Zeitpunkt ¢ in dem Zustand (x(t), y(t)) Aus diesem
Wert kann der Prozess sich in ¢ + At in einen von vier verschiedenen Zusténden
entwickeln. Dies bedeutet, dass (as(t + At), y(t + At)) den Wert

(:Uu(t + At), y,(t + At)) mit einer Wahrscheinlichkeit von py,
(zult + At), yalt + At
(wd(t + At), yu(

(zalt + At), yalt + At

mit einer Wahrscheinlichkeit von p,q4

t+ At mit einer Wahrscheinlichkeit von pg,

)
)
)
)

N—— N N N~

mit einer Wahrscheinlichkeit von pgq

annimmt.
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2. Das Zinsstrukturmodell

Die nachfolgende Grafik verdeutlicht diese Uberlegung.

Zeitpunkt t Zeitpunkt t + At

(xu(t + AL), y, (t + At))

“9/““> (zu(t + AL), ya(t + A1)
Pud

uw

~ (alt + At), gt + AD))

Ly,

(2(t), y())

(za(t + At), yalt + At))

Abbildung 2.3.: Grundlegendes Vorgehen bei der Konstruktion des Baumes; eigene
Darstellung

In dem weiteren Verlauf dieses Abschnitts miissen nun x,, T4, Yu, Yd, Puu, Puds Pdu
und pgq so bestimmt werden, dass der urspriingliche Prozess approximiert werden

kann. Dafiir werden zunéachst einige Bezeichnungsweisen vereinbart werden.
Fir den weiteren Teil dieses Abschnittes bezeichne

> Az(t) die Zuwéchse des Prozesses zum Zeitpunkt ¢, d.h. Az(t) = x(t+At)—x(t).

> E[Az(t)|F;] den bedingten Erwartungswert und Var [Axz(t)|F;] die bedingte Va-
rianz der Zuwéchse des Prozesses zum Zeitpunkt ¢ unter dem risikoneutralen
Wahrscheinlichkeitsmafl Q.

> E [Az(t)|F] den bedingten Erwartungswert und Var [Az(t)| 7] die bedingte Va-
rianz der Zuwéachse des Prozesses zum Zeitpunkt ¢, die durch den zu konstruie-
renden Baum gegeben sind.

> Fiir den Prozess (y(t))t>0 gelte die analoge Bezeichnungsweise.

Die Werte Xy, T4, Yu, Yds Puus Pud, Pau UNd pgq sind nun so zu wahlen, dass lokal
(d.h. bedingt unter F;) die Momente des urspriinglichen und des approximierten

Prozesses der Zuwéchse tibereinstimmen.

46
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Dies bedeutet, dass die Bedingungen

E[Az(t)|F) = E[Az(t)|F) (2.38)
EAy(1)|F] = E[Ay(1)|F] (2.39)

Var [Az(t)|F) = Var [Az(t)|F] (2.40)

Var [Ay(t)|F] = Var [Ay(t)|F] (2.41)

Cov [Axz(t), Ay(t)|F] = Cov [Az(t), Ay(t)|F (2.42)

erfiillt seien mussen. Die Bedingungen (2.40), (2.41) und (2.42) sind dabei als Gleich-

heit bis auf Terme der Ordnung At? zu interpretieren.

Definition 2.15 (Vgl. [15], S. 38)
Die moglichen Auf- und Abwartsspriinge des Baumes fiir den Zeitpunkt ¢ + At seien
definiert durch

z,(t + At) = z(t) + [J.(t) + 1] VAto
za(t + A L x(t) + [Jo(t) — 1) VALe
ya(t + Ay (1) + [J,(t) + 1] VAL
yat + At) (1) + [J,(t) — 1] VA,
wobei
{ax(?\/&J , falls {M(t)@J gerade
Ju(t) =
LM(?\/EJ +1, sonst
und
{by(g@J, falls {by(g@J gerade
‘]y(t) =
{by(t)mJ +1, sonst
n ’ '
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Durch diese Definition ist sichergestellt, dass der approximierende Baum die Mean-
Reverting-Eigenschaft besitzt. Je grofier der Wert des Prozess im Zeitpunkt ¢, de-
sto grofler ist auch die Sprungkomponente J. Bei entsprechender Gewichtung der
Wahrscheinlichkeiten wird der Baum somit immer wieder an den Mittelwert 0 her-

angezogen.

Theorem 2.16 (Vgl. [15], S. 38)

Seien die die Auf- und Abwdrtsspringe des Baumes fir den Zeitpunkt t + At wie
in Definition 2.15 gegeben. Der Baum erfillt die Bedingungen (2.38) - (2.42) dann,
falls die Wahrscheinlichkeiten der Springe durch

Je®)-1DJy(O)=1) _ —ax(t )F(Jy(t) H _ —by(t)r(Jx(t) 1)

Puw = G+ 1

Pua = —L — (Jx(t)—ll(Jy(t)H) + —afc(t)r((Ju(t)H) 4+ byt )W(Jz() 1)
Paw = —L — (Jz(t)+1)4(Jy(t)*1) + *a:r(t)r((Jy(t) D 4 bt )\ﬁn(Jz( )+1)
Pag = §+ (Jx(t)+1)4(Jy(t)+1) . —aac(t)\/za((Jy(t)—l—l) . —by(t)\/:n(Jz(t)—i-l)

gegeben sind.

Beweis:

Zuerst wird das zu losende lineare Gleichungssystem aufgestellt:

E[Az(t)|F) = (puu + pua) (u(t + At) — a(t))
+ (Pau + Paa) (wat + AF) — 2(t))
= E[Az(t)|F)
= —az(t)At (I)

*

—
~

BIAY()|F] = (puw + pau) (vt + AL) — y(t))
+ (Pud + Paa) (yd<t + At) — y(t))
= E[Ay(t)| 7
= —by(t)At (IT)

*

—
N
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= E[Ax(t) Ay(t)|F]
5 onpAt + abx(t)y(t) At (111)

1= Puu + Pdu + Pud + Pdd (IV)

zu (*): <I<t>)t20 und (y(t)>t20 gehoren der Klasse der Ornstein-Uhlenbeck-
Prozesse an und fiir diese Prozesse haben Karlin und Taylor in ihrem
Buch (Siehe [13] S. 170) die verwendeten Gleichungen gezeigt.
Allgemein lassen sich die Gleichungen auch aus den definierenden

Eigenschaften fiir Diffusionsprozesse folgern.

Das gesuchte Gleichungssystem erhélt man, indem man in (III) den Term mit Ord-
nung At? wegfallen lisst.

Dies (neue) Gleichungssystem ist mit Hilfe des Programms Maple gelést worden.
Die Ergebnisse stimmen mit den behaupteten Wahrscheinlichkeiten tiberein. Eine

Uberpriifung der Ergebnisse befindet sich in Satz A.1 im Anhang.

Die Anforderungen (2.38) und (2.39) werden somit von dem konstruierten Baum
erfilllt. Es ist noch nachzupriifen, inwiefern die Anforderungen (2.40) und (2.41)
(und somit auch (2.42)) ebenfalls erfillt werden.

Var [Ax(t)|F] = E [Ac(t?|F] - E[Ax(t)|F)
+ (Pdu + Pda) (lUd(t + At) — m(t))Q — (—aaz(t)At)Q
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1 1 —azx(t)VAL

= (—ij(t) 3t —s, ) (Jo(t) + 1)20%At

(1 +; W) (Jo(t) + 1)%0%At
(

20
(—ax t)At)2
(J()VAt )2 +2(L(t)VALe) ( — ax(t)At)
- (- a:z:(t)At)2 + oAt
= o? At — (J.(t)VAto + ax(t)At>2,

1
+ Jat) = 5 -
- o

wobei bei der Gleichung (*) die Nebenrechnungen aus Satz A.1 ausgenutzt worden

sind.

Da Var [Az(t)|F] = o?At ist und der zweite Term aufgrund der Definition von J,
die Ordnung At? besitzt, ist die Bedingung (2.40) erfiillt. Eine analoge Rechnung
fur (y(t))t>0 zeigt, dass die Anforderungen (2.41) und (2.42) ebenfalls erfillt sind.

Allerdings tritt fiir die in Theorem 2.16 bestimmten Werte puu, Pud, Pau Uund pgq
noch ein Problem auf. Diese Werte sind nicht beschriankt und stammen daher nicht
unbedingt aus dem Intervall [0, 1]. Obwohl deren Summe gleich 1 ist, sind sie somit

per definitionem keine Wahrscheinlichkeiten.

Das nachfolgende Lemma soll eine Auskunft dartiber geben, wie mit dieser Tatsache

umgegangen werden soll.

Lemma 2.17 (Vgl. [15], S. 41)

Fiir die in Theorem 2.16 bestimmten Werte seien Puy, Dud, Paw Und Paq gegeben durch

Al Puu Puu Al Pud Pud
hm p = Np hm p = Np.
0 du du 0 dd dd

Dann sind Duy € [0,1], pua € [0,1], pau € [0, 1] und paq € [0, 1].
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Beweis:
Unter Beriicksichtigung, dass 0 eine gerade Zahl ist, gilt fiir die Sprunghdhen aus
Defintion 2.15, dass

lim J,(t) = lim
At—0 At—0

und

A M) = Je

)

Da die Korrelation p der zugrundeliegenden Wiener-Prozesse beschrénkt ist und im

Intervall [-1,1] liegt, folgt fur die bestimmten Werte aus Theorem 2.16

) 1 1 i 1 1
Jim puc= 3o+ 1) € 0.5 Jim pus= (- + 1) € [0,
li —1( +1)e{01] li —1( +1)e{01}
A}tr_{lopdu - 4 P ) 2 A?_I}Opdd - 4 P ) 9 :

Natcheva-Acar schlagt in ihrer Arbeit vor, die Feinheit von At so zu erhéhen, dass
alle Wahrscheinlichkeiten des Baumes wohldefiniert sind. Dieser Losungsansatz wird
in dieser Arbeit ebenfalls vertreten. Bei den Simulationslaufen traten zu keinem
Zeitpunkt Probleme mit der Wohldefiniertheit der Wahrscheinlichkeiten auf.
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3.1. Ausgangssituation

Fiir die Simulationsrechnung in diesem Kapitel wird eine einzelne Kreditvergabe
gesondert betrachtet, wie sie auch in der Einleitung vorgestellt worden ist (vgl.
Tabelle 0.2). Als Haltedauer H wird, wie in [29], ein Zeitraum von 3 Monaten
angenommen (H = ). Eventuelle Barwertverdnderungen kénnen somit deutlicher

dargestellt werden.

Darlehenshohe in EUR 100.000,00
jahrlicher Zinssatz 8,00%
Die Kreditvergabe durch das Kredit- Zinszahlungen jéhrlich
institut besitze die Eigenschaften aus Laufzeit in Jahren 3
der nebenstehenden Tabelle. Tilgung endféllig

Tabelle 3.1.: Konditionen Kreditvergabe

Das Kreditinstitut hat nun die Aufgabe diese Kreditvergabe zu refinanzieren. Fiir
die Refinanzierung stehen verschiedene Instrumente zur Verfiigung. Dies sind zum
Beispiel die Spareinlagen der Kunden oder auch Kapitalmarktprodukte. In diesem
Falle soll die Finanzierung ausschlieflich am Kapitalmarkt erfolgen. Dafiir stehen
vier verschiedene Kapitalmarktprodukte zur Verfiigung. Die Eigenschaften dieser
Instrumente befindet sich in der Tabelle 3.2.

Fir die Kreditvergabe konnen somit durch das Kreditinstitut verschiedene Refi-
nanzierungsstrategien verwirklicht werden, indem der zu refinanzierende Betrag auf
mehrere Instrumente aufgeteilt wird. Dabei ist zu beachten, dass die Refinanzie-
rung vollstdndig und nicht gehebelt stattfinden soll. Dies bedeutet, dass fir die
Anteile aq, as, az und a4 der jeweiligen Instrumente an der Gesamtfinanzierung gilt:
a; +as +azg+ay =1 und a; € [0,1] fir i = 1,2,3 und 4.
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3.1. Ausgangssituation

Name 3-Monats FRN 6-Monats FRN 1-Jahres FRN Darlehen
Laufzeit 3 Jahre 3 Jahre 3 Jahre 3 Jahre
Zinsanpassung  quartalsweise halbjahrlich jahrlich keine
Zinszahlungen  quartalsweise halbjahrlich jahrlich jahrlich
Tilgung endfallig endfallig endfallig endfallig
Zinssatz risikoloser Geldmarktsatz mit Restaufzeit

3 Monate 6 Monate 1 Jahr 3 Jahre

Tabelle 3.2.: FEigenschaften der Refinanzierungsinstrumente

Fiir die Ertrag- und Risikosteuerung dieses Geschéfts muss nun, geméafl den Prozess-
schritten der barwertigen Zinsbuchsteuerung aus Kapitel 1 (siehe Seite 3), zuerst

ein Zahlungsstrom fiir dieses Geschéft abgeleitet werden:

(i) Da das Ausfallrisiko fiir diese Diplomarbeit ausgeschlossen worden ist, ist der
Zahlungsstrom auf der Aktiv-Seite deterministisch.

(ii) Die Refinanzierung des Kredites erfolgt vollstandig iiber den Kapitalmarkt.
Der Zahlungsstrom auf der Passiv-Seite héngt somit ausschlieflich von der
aktuellen risikolosen Zinsstrukturkurve und den institutsspezifischen Refinan-
zierungskosten ab. Da die Laufzeit aller Instrumente 3 Jahre betrdgt, wird
keine Refinanzierungsfristentransformation durchgefiihrt und die Refinanzie-
rungskosten sind fiir die gesamte Laufzeit fix. Aus Vereinfachungsgriinden wird
fiir die Berechnungen ein Refinanzierungsspread von 0 angenommen. Die Pro-
gnose der variablen Zinszahlungen erfolgt nach dem Verfahren, welches auf

Seite 4 beschrieben worden ist.

Im zweiten Schritt muss der Barwert dieses Zahlungsstroms ausgerechnet werden.
Da das Kreditinstitut ausschlielich eine Zinsfristentransformation durchfiihrt, kann

die Gleichung (1.5) herangezogen werden, also

BW, =" B(t,t) - (Z85(t;) — 28 (t;)).
=0

Fiir die Ermittlung des Ertrag- und Risikostatus muss die Verteilung der Zufalls-
grofle BW;  bestimmt werden. Diese Verteilung wird mit Hilfe zweier verschiedener
Verfahren simuliert und anschliefend untersucht, inwiefern die beiden Methoden zu

verschiedenen Entscheidungen tiber die Refinanzierungsstrategie fithren.
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3. Die Simulation

Eine Verdnderung der risikolosen Zinsstrukturkurve stellt den einzigen Marktrisiko-
faktor dar. Die Gleichung (1.1) zeigt, dass sich risikolose Diskontfaktoren und risiko-
lose Zinssitze ineinander iiberfithren lassen und zwar durch B(t,T) = e ¢&T)(T—1),
Es ist somit ausreichend in der Simulation die Diskontkurve B(t+ H,t+ H + i) fir

i=1,2,3 mit H = 2 zu bestimmen.'

3.2. Beschreibung der Simulationsmethoden

In der Einleitung ist schon auf die Tatsache hingewiesen worden, dass fiir die
Simulation der Diskontfaktoren im Zuge der barwertigen Zinsbuchsteuerung haufig
eine Historische Simulation Anwendung findet. Die implizite Pramisse der Histo-
rischen Simulation ist, dass die historische Entwicklung eine gute Schatzung fir die
zukiinftigen Zinsdnderungen ist. Im Gegensatz dazu werden bei einer Stochastischen
Simulation aufgrund einer Verteilungsannahme zuféallige Diskontfaktoren simuliert.
Volker hat in seinem Buch beiden Methoden zur Bestimmung des Value at Risk
beschrieben und diese Ausfiithrungen werden nun entsprechend den Anforderungen
dieser Arbeit adaptiert (vgl. [28], S. 761f.).

Die Historische Simulation

1. Schritt: ITm ersten Schritt miissen historische Diskontfaktoren fiir verschiedene
Restlaufzeiten ermittelt werden. Fiir diese Diplomarbeit sind insbesondere die Rest-
laufzeiten ¢+ = 1, 2 und 3 Jahre relevant. Man erhalt somit fiir n historische Zeitpunke
TSt = 4 <ty < --- < t, = TP die risikolosen Diskontfaktoren B(t;,t; + i) fiir

die verschiedenen Restlaufzeiten 7.

2. Schritt: Anschliefend werden diese historischen Daten fiir die Simulation auf-
bereitet, so dass sich aus diesen die zukiinftig moglichen Marktszenarien ermitteln
lassen. Dazu betracht man die relativen Anderungen der Diskontfaktoren, die nach
einer bestimmten Haltedauer H aufgetreten sind. Es wird also fiir jedes i = 1,2,3

und 1 < j < n* mit n* = 1ax {j:t; + H <TFrd} der Return definiert durch
j=1,...,n

! Die simulierten Diskontkurven dienen vielmehr als Stiitzstellen fiir eine log-lineare Interpolation,
da die Zahlungen in einem um H verringerten Zeitpunkt auftreten (siehe dazu [19], S. 33).
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3.2. Beschreibung der Simulationsmethoden

aet B(t; + H,t; + H +1i) — B(t;, t; + 1)
ri(ty, by + H) & = ]zﬂt-t-+¢) ALY
VR

3. Schritt: Der dritte Schritt stellt den eigentlichen Simulationsschritt dar. Die zu-
kiinftig moglichen Marktszenarien werden simuliert, indem die relativen Anderun-
gen auf die aktuellen Diskontfaktoren angewendet werden. Man erhélt somit n*
mogliche Realisationen der Zufallsgrofie B(t + H,t + H + 1)

B(t+H,t+H+i)=B(t,t+i)- (1+r(t;,t; + H)) firi=1,2,3.  (3.1)

Die Historische Simulation geht davon aus, dass die historische Entwicklung eine
gute Schatzung fiir zukiinftige Wertveranderungen ist. Mathematisch bedeutet dies,
dass in der obigen Simulationsformel (3.1) die relativen Anderungen (Returns) sto-

chastisch unabhéngig sind.

Fiir die Simulation wurden die risikolosen Zinsstrukturkurven auf Monatsbasis der
Bundesbank verwendet. Die Bundesbank bietet diese auf ihrer Homepage kosten-
frei an. Insgesamt lagen 438 Datensétze fiir den Zeitraum von September 1972 bis
Februar 2009 vor. Dadurch konnten n* = 435 mogliche Marktszenarien mit der

Historischen Simulation erzeugt werden.

4. Schritt: Diese n* moglichen Marktszenarien dienen nun als Grundlage zur Er-
mittlung der empirischen Verteilung des Barwertes BW,, ;. Dazu wird zuerst auf
Grundlage der simulierten Zinsstrukturkurve die Cashflowprofile auf der Passivseite
angepasst (siehe Seite 4). Dieser aktualisierte Zahlungsstrom zum Stichtag t + H
wird nun zusammen mit den simulierten Diskontfaktoren in die Barwertformel (1.5)
eingesetzt. Entsprechend erhdlt man nun n* simulierte Barwerte des (veranderten)

Cashflows zum Zeitpunkt ¢t + H.

5. Schritt: In dem letzten Schritt werden die simulierten Barwerte der Grofle nach
sortiert. Das a-Quantil der empirischen Verteilungsfunktion kann direkt aus dieser
geordneten Liste als k-kleinster Wert mit & = [« - n*| + 1 abgelesen werden. Der
Value at Risk VaR(a, H), kann anschlieBend geméafi Definition 1.6 auf Seite 10

bestimmt werden.
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3. Die Simulation

Die Stochastische Simulation
1. Schritt: Tm ersten Schritt werden durch den in Abschnitt 2.3.5 hergeleiteten Baum

n verschiedene Pfade des stochastischen Prozesses (:c(t), y(t)) ,; Simuliert.

0<t<
2. Schritt: Mit Hilfe dieser n Realisationen lassen sich zusammen mit dem Satz 2.11
die Diskontfaktoren B(t+ H,t+ H +1i) fiir i = 1,2, 3 bestimmen. Fiir die Simulation
ist in dieser Diplomarbeit n = 10.000 gewahlt worden. Durch diese Anzahl konnten

stabile Ergebnisse in einer angemessenen Zeitdauer erreicht werden.

Die letzten notwendigen Schritte dhneln in wesentlichen Punkten, den Schritten 4
und 5 der Historischen Simulation. Beide Simulationsmethoden sind mit Hilfe von

Microsoft VisualBasic in einem Excel-Modell implementiert worden.?

Zur Vorbereitung auf die eigentliche Analyse der Simulationsergebnisse werden in
der Tabelle 3.3 die wesentlichen Eigenschaften und Unterschiede der beiden Simu-

lationsmethoden gegeniibergestellt. Die Darstellung orientiert sich an [28], S.108.

Kriterium Historische Simulation Stochastische Simulation
Verfahren simulativ, nichtparametrisch simulativ, parametrisch
VaR-Bestimmung Auszéhlen Auszéhlen
Verteilungsannahme keine Short Rate folgt Prozess
aus Gleichung (2.18)
Anzahl der zu null fiinf
schéitzenden Parameter
Anspruch an hoch hoch (wegen der Kalibrierung)
die Datenbasis
Rechenaufwand gering hoch
(Simulation und Kalibrierung)
Modellrisiko gering hoch
Erklarbarkeit sehr gut schwer
wichtigster Vorteil Einfachheit Genauigkeit bei passender
Verteilungsannahme

wichtigste Nachteile

mangelnde Beriicksichtigung
aktueller Marktentwicklungen,
da vergangenheitsbezogen;
Ungenauigkeit des VaR-
Schétzers bei geringer Datenbasis

hoher Implementierungs-
und Rechenaufwand

Tabelle 3.3.: Eigenschaften und Unterschiede der beiden Simulationsmethoden

2Das entsprechende Modell findet sich auf der beiliegenden Daten-CD.
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3.3. Analyse der Simulationsergebnisse

3.3. Analyse der Simulationsergebnisse

Fiir einen Vergleich dieser beiden Simulationsmethoden ist es notwendig, das Zins-
modell an die aktuellen Marktgegebenheiten zu kalibrieren. In der Abbildung 2.2
auf Seite 44 befinden sich die Ergebnisse der Kalibrierung des Zinsstrukturmodells
fiir zwei verschiendene Zeitpunkte. Diese zwei Zeitpunkte dienen jeweils als Aus-
gangsdatum fiir die Simulationsrechnungen. Da diese Zeitpunkte in der Vergangen-
heit liegen, ist auch die tatsachliche Entwicklung der Zinsstrukturkurve nach der
Haltedauer H gegeben. Es besteht somit die Moglichkeit ex-post die Simulations-
ergebnisse der beiden Verfahren mit der tatsichlichen Entwicklung der Barwerte
zu vergleichen. Die tatsédchliche Entwicklung der Zinsstrukturkurve befindet sich
ebenfalls in der Abbildung 2.2.

Wird von dem Ausgangsdatum 23. Juni 2006 ausgegangen, so verdeutlicht die Ab-
bildung 2.2, dass es nach einer Haltedauer von H = 3 Monaten (d.h. im September
2006) zu einer Verflachung der Zinskurve auf hoherem Niveau kommt. Die kurzfris-
tigen Zinsen steigen an und das Kreditinstitute erwirtschaftet bei einer kurzfristigen
Refinanzierung einen Buchverlust. Dies stellt fiir die Banken eine gefahrliche Ver-
anderung der Zinskurve dar. Aus diesem Grund wird die Vergleichsrechnung mit
Ausgangsdatum 23. Juni 2006 im weiteren Verlauf dieses Abschnittes detailliert
beschrieben. Die Untersuchungsergebnisse fiir die Vergleichsrechnung mit dem Aus-
gangsdatum 13. Februar 2001 befinden sich im Kapitel B des Anhangs.

Es sei t = 0.
Mit Hilfe der Simulationsergebnisse sollen in diesem Abschnitt zwei Arbeitshypo-

thesen tiberpriift werden:

1. Arbeitshypothese

Die Historische Simulation kann als Realisierung einer Zufallsgrofie aufgefasst wer-
den, welche dieselben Verteilungseigenschaften wie das Zinsstrukturmodell besitzt.
Entsprechend fithren beide Simulationsmethoden zu denselben Entscheidungen tiber

die zu wahlende Refinanzierungsstrategie.

Ist diese Arbeitshypothese abzulehnen, so ist es interessant zu wissen, ob durch die

Verwendung der Stochastischen Simulation ein Erkenntnisgewinn fiir die Steuerung
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3. Die Simulation

des Zinsdnderungsrisiko moglich ist. Dies soll mit Hilfe der zweiten Arbeitshypothese
untersucht werden.

2. Arbeitshypothese

Die Stochastische Simulation liefert im Vergleich zu der Historischen Simulation
erweiterte Informationen, die fiir die Steuerung des Zinsanderungsrisikos forderlich

sind.

Uberpriifung der ersten Arbeitshypothese

Die in der Stochastischen Simulation erzeugten Diskontfaktoren B(H, H + i) fiir
1 = 1,2, 3 sind jeweils Realisierungen einer log-normalverteilten Zufallsgrofie, denn
es gilt:

Die Formel (2.31) zur Bestimmung der Diskontfaktoren besitzt als einzige stochas-
tischen Komponente die Zufallsgrofien x(H) und y(H).

Dementsprechend werden auch im ersten Schritt der Stochastischen Simulation n
Pfade des Prozesses <x(t>’y(t))ogt§H
y(H) normalverteilte Zufallsgrofen (vgl. Theorem 2.7 und Theorem 2.9). Zusam-

erzeugt. Bedingt unter Fy sind z(H) und

men mit [1], Satz 32.9 und Satz 32.11 folgt nun, dass die erzeugten Diskontfaktoren
B(H, H +1) fiir i = 1,2, 3 jeweils Realisierungen einer log-normalverteilten Zufalls-

grofie sind.

Demzufolge ist nun zu tberpriifen, inwiefern die simulierten Diskontfaktoren der
Historischen Simulation ebenfalls als Realisierungen einer log-normalverteilten Zu-
fallsgrofe aufgefasst werden kénnen. Zur Uberpriifung dieser Hypothese wird aus [1]
der Satz 32.9 verwendet. Der Satz besagt, dass anstatt die urspriinglichen Daten auf
eine Log-Normalverteilung hin zu tiberpriifen, es ebenfalls moglich ist, die logarith-
mierten Daten auf eine Normalverteilungsannahme zu iiberpriifen. Fiir eine Uber-
priifung auf Normalverteilung stehen eine Vielzahl von statistischen Tests zur Ver-
fiigung. Fir diese Arbeit wird der Shapiro-Wilk-Test verwendet, der laut [7], S. 404
zu den Tests mit der hochsten Giite gehort. Seine Aussage wird mit Hilfe eines
QQ-Norm-Plots verifiziert. Beide Methoden sind mit dem Statistikprogramm R

durchgefiihrt worden.

Der Shapiro-Wilk-Test gehort zu der Klasse der Regressions-Tests und tiberpriift,
ob eine Stichprobe {y1,ys, . .., yn} einer normalverteilten ZufallsgroBe Y zugeordnet
werden kann. Die folgenden Ausfiihrungen orientieren sich an der Darstellung der
Shapiro-Wilk-Statistik 1/ in [7], Kapitel 5 und Abschnitt 9.3.4.
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3.3. Analyse der Simulationsergebnisse

Der Shapiro-Wilk-Test betrachtet folgendes Testproblem:
Null-Hypothese Hy: Fy = N (u,0%)  Alternative K: Fy # N(u,0%)

mit unbekanntem p € R und unbekanntem o2 € (0, c0)

Ist die Stichprobe normalverteilt, so konnen die Werte durch folgendes lineares Re-

gressionsmodell
Yoy = p+om;+¢ firi=1,...,n, (3.2)
wobei

Y= 1-te Wert der geordneten, beobachteten, zufalligen Daten

y" = (Y1), - Ym))= der zugehérige Zeilenvektor

m; = EZ;= der Erwartungswert der i-ten Ordnungsstatistik eines Zufallsvektors
Z =(Zy,...,Z,), wobei Z; standard-normalverteilte, unabhéangige
ZufallsgroBen sind

m” = (my,...,m,)= der zugehorige Zeilenvektor

;= zufillige, normalverteilte Fehlerterme mit e; ~ N(0, 77)
und Cov(e;, €j) = v;

V = (vij)izt1,..nj=1,..n= die zugehorige Kovarianz-Matrix

erklart werden.

Da die ¢; symmetrisch verteilt sind, folgt nun aus dem verallgemeinerten Satz von
GauB3-Markov (vgl. [7], S.205 und S. 393), dass die gleichmafig besten, linearen,

erwartungstreuen Schatzer fiir ¢ und o durch

. 1 & = _

i(y) = ” Z Yi) = Zyi = Un (3.3)
i=1 i=1

. mIV =1y

o) = v, (34)

gegeben sind.
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3. Die Simulation

Des Weiteren ist der erwartungstreue Schétzer fiir die Stichproben-Varianz durch

2 n

7 (y) = & 1 wobei S* = (y; — §n)” (3.5)

=1

gegeben.

Der Shapiro-Wilk Test setzt diese beiden Schétzer fiir die Varianz in ein Verhéltnis
zueinander. Damit die Statistik W nur Werte zwischen 0 und 1 annimmt, wird ein

entsprechender Skalierungsfaktor hinzugefiigt:

< R 5%(y)
W(y) &=
(y> 02 5_2 (y) )
wobei R?2=m'V~'m

C*=(n—-1)-(m"VV~1im).

(3.6)

Die Shapiro-Wilk Statistik W (y) aus (3.6) lisst sich in folgender Weise vereinfa-

chen:

_ 2
TV m) mf“// 1131 n—1
n—l mTV 1y= 1m)% S2(y)

( mTV—ly >2 1
mTV W-1m)z ) S2(y)

(E?:l aiyi)2

= ——3> (3.7)
Zi:l(yi - yn)2
T _ mTy—1
wobei a’ = (ay,...,a,) = T ——r
Stammt die Stichprobe {y1, s, ..., y,} aus einer normalverteilten Grundgesamtheit,

so strebt die Teststatistik gegen 1. Der p-Wert der Teststatistik stellt das Entschei-
dungskriterium dar, ob die Null-Hypothese H, abgelehnt werden kann oder nicht.
Bei einem Signifikanzniveau von & = 0, 05 ist somit die Normalverteilungsannahme
abzulehnen, falls der p-Wert kleiner als 0, 05 ist.

Fir detaillierte Ausfithrungen und Eigenschaften der Teststatistik sei an dieser Stelle

auf [23] verwiesen, der Originalarbeit von Shapiro und Wilk aus dem Jahre 1965.
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3.3. Analyse der Simulationsergebnisse

Ergebnisse des Shapiro-Wilk-Tests der logarithmierten Diskontfaktoren
der Historischen Simulation mit Ausgangsdatum 23. Juni 2006

B(H,H+1) B(H,H+?2) B(H H-~+3)

W 0,9666 0,9831 0,9879
p-Wert  0,00002148  0,000059 0.001099

Tabelle 3.4.: Berechnungen mit R - Datengrundlage: eigene Simulation

Die Tabelle 3.4 liefert eine Ubersicht iiber die Testergebnisse fiir die Verteilungen
der logarithmierten Diskontfaktoren aus der Historischen Simulation. Die Werte der
Shapiro-Wilk Statistik W sind fiir alle drei Restlaufzeiten nahe an 1. Bei einem vor-
gegebenem Signifikanz-Niveau von a=0,05 wird jedoch die Null-Hypothese in allen
drei Féllen abgelehnt, da der p-Wert jeweils kleiner als & ist.

Bei einem groflen Stichprobenumfang ist es sinnvoll, die Testergebnisse mit ei-
nem QQ-Norm-Plot zu verifizieren. Die QQ-Norm-Plots in Abbildung 3.1 unter-
stitzen die Ablehnung der Null-Hypothese. Dementsprechend konnen die simulier-
ten Diskontfaktoren der Historischen Simulation nicht als Realisierung einer log-
normalverteilten Zufallsgrofle aufgefasst werden. Die erste Arbeitshypothese muss

folgerichtig verworfen werden.

QQ-Norm-Plots der logarithmierten Diskontfaktoren
der Historischen Simulation mit Ausgangsdatum 23. Juni 2006

QQ-Norm-Plot RLZ 1 Jahr QQ-Norm-Plot RLZ 2 Jahre QQ-Norm-Plot RLZ 3 Jahre
-0.015
c o ° <004 *° < O
8007 5 @ 5-0.08 &
20.025 E'O 057 2
[ [ - @)
20.030 2 0.06 7010
F0.035 4 T-0.07 T
5 _ 3 ©-0.12
040 5008 5
0.045 ) >
g &5 8-0.09 5-0.14
=0.050 {,, © o o
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
Theoretische Quantile Theoretische Quantile Theoretische Quantile

Abbildung 3.1.: Anfertigung mit R - Datengrundlage: eigene Simulation

Die Ergebnisse der Untersuchung des zweiten Vergleichsrechnung mit Ausgangs-
datum 13. Februar 2001 stitzen die obigen Ergebnisse und fithren zu dem selben
Schluss (vgl. Tabelle B.1 und Abbildung B.1).
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3. Die Simulation

Uberpriifung der zweiten Arbeitshypothese

Als Ausgangspunkt der Betrachtung der zweiten Arbeitshypothese dienen 12 ver-
schiedene Refinanzierungsstrategien. Die Strategien unterscheiden sich in der Kom-
bination der vier Refinanzierungsinstrumente aus Tabelle 3.2. Ein Uberblick iiber
die Strategien befindet sich in der Tabelle 3.5.

Ir 1 v v VI VII VII IX X XI XII

025 05 05 0 0 02 05 01
025 0 05 05 O 0 03 03
025 0 0 05 05 03 02 02
025 05 0 0 05 05 0 0

Strategie

3-Monats FRN
6-Monats FRN
1-Jahres FRN
Darlehen

S OO |-
o o= O
o= o o
— o o o

Tabelle 3.5.: Zusammensetzung der einzelnen Strategien

Ein wesentlicher Aspekt bei der Beurteilung der beiden Simulationsmethoden ist

die Giite der Performance-Prognose und der VaR-Schatzung.

Zur Kontrolle der Giite der Performance-Prognose muss zuerst die tatséachliche Per-
formance der Strategien zum Zeitpunkt H bestimmt werden. In der Abbildung 3.2
werden die verschiedenen Performance-Werte gegeniibergestellt.

Wahrend die Historische Simulation fiir jede Strategie von einer positiven Perfor-
mance ausgeht, sieht das Bild bei der Stochastischen Simulation differenzierter aus.
Sieben Strategien weisen eine negative Performance-Prognose auf. Fiir die iibrigen
fiinf Strategien wird eine geringe, positive Performance ausgewiesen. Da es wiahrend
der Haltedauer H zu einer Verflachung der Zinskurve auf hoherem Niveau kommt,
ist fiir elf Strategien die tatséchliche Performance negativ (siche Tabelle 3.7). Es
kann somit festgehalten werden, dass die Stochastische Simulation (in der Tendenz)
die Gefahren dieser Entwicklung der Zinsstrukturkurve besser erkennt als die His-

torische Simulation.

Die Historische Simulation verwendet als Grundlage die historischen Veranderungen
der Zinskurve nach einer Haltedauer H. Eine Verflachung der Zinskurve auf hoherem
Niveau ist in der Vergangenheit nicht so haufig eingetreten. Entsprechend besitzt
diese Entwicklung bei der Bestimmung der empirischen Verteilungsfunktion der
Barwerte mit Hilfe der Historischen Simulation ein untergeordnetes Gewicht. Anders
sieht es bei der Stochastischen Simulation aus. Das Zinsstrukturmodell ist an die
aktuellen Marktgegebenheiten kalibriert und vergangene Entwicklungen sind fiir
die Simulation nicht von Relevanz. Aus diesen Griinden sind die Ergebnisse aus
Abbildung 3.2 durchaus plausibel.

62



3.3. Analyse der Simulationsergebnisse

Vergleich der simulierten und der tatsichlichen Performance
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Abbildung 3.2.: Anfertigung mit R - Datengrundlage: eigene Simulation

T
4

T
6

Strategie

Die Giite der Value-at-Risk-Schéitzung ist schwieriger zu iiberpriifen. Ein VaR-

Verfahren wird dann als gut befunden, wenn es zuverlassig arbeitet. Die Zuver-

lassigkeit wird mit Hilfe eines standigen Vergleichs des tatséchlich eingetretenen

Verlustes mit dem VaR-Wert tiberpriift. In einem ausreichend langen, zukiinftigen

Zeitraum sollte der prognostizierte VaR-Wert nur mit einem Anteil von (1-a) durch

den tatséchlich eingetretenen Verlust tibertroffen werden. Man kann jedoch ma-

nifestieren, dass die bestimmten VaR-Werte fiir beide Verfahren nur unwesentlich

voneinander abweichen. Die Tabelle 3.6 verdeutlicht dies.

Vergleich der Value-at-Risk-Schitzungen (VaR 95%)

abs

proz.

Strategie Simulation Simulation Abweichung Abweichung in %

v
X
X
VI
XII
\Y%
11
VIII
IT
XI
VII

Hist. Stoch.

135,20 107,89

775,97 787,39

876,45 884,47
1.027,15 1.030,58
1.015,55 1.018,51
1.291,24 1.311,14
1.388,00 1.471,74
1.555,33 1.586,02
1.722,65 1.700,70
1.739,57 1.783,02
1.806,51 1.836,23
1.890,36 1.973,03

27,32
11,41
8,02
3,43
2,96
19,90
83,75
30,70
21,95
43,45
29,72
82,67

-20,20
1,47
0,92
0,33
0,29
1,54
6,03
1,97
1,27
2,50
1,65
4,37

Tabelle 3.6.: Berechnungen mit R - Datengrundlage: eigene Simulation
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3. Die Simulation

Ubersicht Simulationsergebnisse (Ausgangsdatum 23. Juni 2006 - Haltedauer: 3 Monate)

Strategie v X X VI XII v 11 VIII II XI VII I
3-Monats FRN 0 0 0,2 0,5 0,1 0,25 0 0 0 0,5 0,5 1
6-Monats FRN 0 0 0 0 0,2 0,25 0 0,5 1 0,3 0,5 0
1-Jahres FRN 0 0,5 0,3 0 0,3 0,25 1 0,5 0 0,2 0 0
Darlehen 1 0,5 0,5 0,5 0,4 0,25 0 0 0 0 0 0
. erw. Performance 12,52 2525 2698 29,58 29,85 35,26 37,99 40,04 43,88 44,08 45,26 46,64
S VaR 95% 135,20 775,97 876,45 1.027,15 1.015,55 1.291,.24 1.388,00 1.555,33 1.722,65 1.739,57 1.806,51  1.890,36
% RORAC in % 9,26 3,25 3,08 2,88 2,94 2,73 9,74 2,63 2,55 2,53 2,51 9,47
2 Quantil 0,1 93,37 -579,00 -652,18 -761,94 -753,34  -968,66 -1.05549 -1.183,24 -1.310,99 -1.323,89 -1.374,99 -1.439,00
2 1 Quartil 39,22 276,90 -313,65 -368,36 -365,24  -469,53  -511,19  -573,23  -635,27  -64150  -666,32  -697,37
o Median 11,67 3986 44,75 51,19 50,94 60,68 63,97 70,16 76,35 76,97 79,45 82,54
3 3. Quartil 7TATT 370,75 41539 482,99 479,65 609,25 662,61 740,86 819,11 826,89 858,19 897,27
2 Quantil 0,9 107,37 586,95 661,05 77534 770,80 978,75  1.060,49 1.184,23 1.310,45 1.323,04 1.373,00 1.437,34
£ sp 85,907 514,77 582,39 683,84 680,14 871,90 947,28  1.060,03 1.172,79 1.184,07 1.229,17  1.285,55
i Schiefe 0,13 0,04 0,04 0,03 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01
Exzess 1,05 2,09 2,10 2,11 2,14 2,18 2,23 2,23 2,23 2,22 9,22 9,22
g erw. Performance 0,09 -108,67 -6500 0,51 64,87  -53,81  -217.44  -108,13 1,19 42,67 1,05 0,92
2 VaR 95% 107,89 787,39 88447 1.030,58 1.018,51 1.311,14 1.471,74 1.586,02 1.700,70 1.783,02 1.836,23 1.973,03
< RORAC in % 0,00 -13,80  -7.35 0,05 6,37 4,10 14,77 6,82 0,07 2,39 0,06 0,05
£  Quantil 0,1 84,14 -641,02 -708,92 -821,76  -813,96 -1.043,28 -1.201,14 -1.268,90 -1.346,26 -1.41825 -1.44318 -1.551,96
® 1. Quartil 44,64 -395,07 -407,56 -426,23  -463,75  -579,67  -745,12  -726,55  -T12,36  -767.21  -764,41  -818,55
£ Median 0,64 -118,12 -74,67  -2,07  -7493  -65,15  -233,67  -12248  -13,20 -54,02 12,17 -16,09
8 3. Quartil 44,76 179,12 279,64 438,98 337,07 472,92 31571 516,29 717,33 691,64 780,00 833,57
% Quantil 09 85,02 428,92 57891 812,21 687,00 932,91 773,32  1.057,78 1.342,55 1.330,80 1.446,81 1.552,41
< SD 66,16 419,01 503,94 636,54 586,49 771,96 773,40 909,00  1.047,94 1.072,97 1.129,49 1.212,14
S Schiefe 004 0,04 0,04 0,03 0,04 0,03 0,04 0,04 0,03 0,03 0,03 0,03
®  Exzess 0,02  -0,04  -004  -0,03 -0,04 0,04 -0,04 0,04 0,03 0,03 -0,03 0,03
tatsachliche 21,04 -150,14 -174,84 -211,89 -213,18 -287,18  -321,31  -362,46  -403,62  -407,75  -42422  -444.81
Performance

Tabelle 3.7.: Datengrundlage: Berechnungen mit dem Excel-Modell - Auswertung: Statistikprogramm R
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3.3. Analyse der Simulationsergebnisse

Die beiden vorherigen Analysen lassen zusammen eine weitere Beurteilung der Si-
mulationsmethoden zu. Durch einen hohen VaR-Wert wird in beiden Simulationsar-
ten ein hohes Ertrag- bzw. Verlustpotential angezeigt. Folgerichtig ist der erwartete
Zusammenhang (,,hohes Risiko = hohes Ertrags-/Verlustpotenital“) zwischen der
Risikokennzahl VaR und der Ertragskennzahl Performance fir beide Simulations-

arten gegeben.

Die Hauptaufgabe der Simulationsmethoden ist es, die Auswahl einer Refinanzie-
rungsstrategie zu unterstiitzen. Das RORAC-Diagramm aus Abbildung 3.3 ist ein

wesentliches Hilfsmittel dieser Entscheidungsfindung.

RORAC-Diagramm (Ausgangsdatum 23. Juni 2006)
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Abbildung 3.3.: Anfertigung mit R - Datengrundlage: eigene Simulation

Aus dem RORAC-Diagramm lassen sich fiir die Beurteilung der Historischen Simu-
lation folgende Schliisse ziehen:

Strategien mit einem hohen Anteil von Instrumenten mit kurzfristiger Zinsbindung
(z.B. Strategien I, II, XI) weisen einen hohen Value at Risk und eine hohe erwartete
Performance auf. Zusammen mit der Tabelle 3.7 ist durch das obige Diagramm er-

sichtlich, dass elf Strategien als zueinander indifferent eingeschétzt werden miissen
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3. Die Simulation

(vgl. Definition 1.7). Dadurch entsteht bei der Historischen Simulation der Eindruck
eines linearen Zusammenhanges zwischen dem VaR und der erwarteten Performan-
ce. Fiir die Entscheidungsfindung hat dies folgende Konsequenz: Das Kreditinsti-
tut wird das vorgegebene Risikolimit fiir diesen Kredit voll ausschopfen um eine
moglichst hohe erwartete Performance zu erzielen. Mit Berticksichtigung der tat-
sachlichen Performance-Entwicklung (vgl. Abbildung 3.2) ist dies jedoch die falsche
Strategie und fithrt zu erhohten Verlusten. Zusammenfassend lésst sich sagen, dass
die Historische Simulation das schwierige Marktumfeld nicht transparent darstellt

und dies zu entsprechenden Fehleinschatzungen fiihrt.

Anders stellt sich die Situation fiir die Beurteilung der Stochastischen Simulation
dar:

Die Ergebnisse der Stochastischen Simulation zeichnen ein differenzierteres Bild der
Gesamtsituation. Die Strategien II, IV und VI dominieren die iibrigen Strategien.
Strategien mit einer negativen Performance-Erwartung werden bei der Entschei-
dungsfindung nicht weiter berticksichtigt, da sie durch die risikolose Anlage (Perfor-
mance = VaR = 0) dominiert werden. Fiir die Entscheidungsfindung sind somit nur
noch drei Strategien von Bedeutung. Dies fiihrt dazu, dass ékonomisches Kapital
der Bank gespart wird, da selten das vorgegebene Risikolimit fiir einen Kredit mit
der VaR-Schatzung einer effizienten Refinanzierungsstrategie tibereinstimmt. Des
Weiteren verdeutlicht das RORAC-Diagramm das schwierige Marktumfeld, in dem
die Entscheidung tiber eine Refinanzierungsstrategie getroffen werden muss. Auf
Grundlage der vorliegenden Daten der Stochastischen Simulation wird die Bank
eher die Strategie IV fiir die Refinanzierung préaferieren. Dies erweist sich nach ei-

ner Haltedauer von drei Monaten als die richtige Entscheidung.

Zusammenfassend lasst sich festhalten, dass durch die Stochastische Simulation den
Entscheidungstragern erweiterte Informationen fiir die Entscheidungsfindung zur
Verfiigung gestellt werden und die Entscheidung fiir eine Refinanzierungsstrategie

okonomischer gestaltet werden kann.

Diese Einschétzung wird durch die zweite Simulationsrechnung mit Ausgangsdatum
13. Februar 2001 in der Tendenz bestétigt. Die entsprechenden Grafiken und Ta-
bellen befinden sich im Kapitel B des Anhangs.
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4. Die Refinanzierungsfristen-

transformation

In der Einleitung ist dargestellt worden, dass neben der Zinsfristentransformati-
on auch die Moglichkeit einer Refinanzierungsfristentransformation fiir die Kredit-
institute existiert (vgl. Tabelle 0.2). Das Handelsblatt schreibt in seiner Ausgabe
vom 21. August 2008 hierzu unter der Uberschrift , Banken pokern bei der Refinan-
zierung“: Viele Banken gehen nach Expertenansicht bei der Refinanzierung grofle
Risiken ein: Sie finanzieren sich immer kurzfristiger und hdufig auch kleinteiliger.
Dadurch werde die Liquidititsbeschaffung der Institute zunehmend intransparent
und unkalkulierbar, warnen Fachleute. [...] Manche Banken wissten im Moment
gar nicht, ob sie im Kreditgeschaft Geld verdienten oder am Ende draufiegten, weil

die Refinanzierung so unsicher sei.

In dem bisherigen Verlauf dieser Arbeit ist das Refinanzierungsrisiko nicht von Be-
deutung gewesen. Der Fokus lag auf einer Verbesserung der Ertrags- und Risiko-
steuerung durch die Verwendung eines Zinsstrukturmodells bei einer isolierten Zins-
fristentransformation. Durch den Einsatz von laufzeitkongruenten Floating Rate No-
tes konnte in der Simulationsrechnung (siche Kapitel 3) das Refinanzierungsrisiko
des Kreditinstituts ausgeblendet werden. Der Vorteil lag darin, dass eine Verande-
rung der Zinsstrukturkurve als einziger Marktrisikofaktor behandelt werden musste.
Fiihrt das Kreditinstitut neben der Zinsfristentransformation auch eine Refinanz-
ierungsfristentransformation durch, so ist diese Handhabung nicht mehr gerecht-

fertigt.

Das nachfolgende Beispiel stellt exemplarisch eine (gesonderte) Refinanzierungs-
fristentransformation dar und verdeutlicht die damit einhergehende Problemstellung

fiir die barwertige Zinsbuchsteuerung.

67



4. Die Refinanzierungsfristentransformation

Beispiel 4.1

Das Kreditinstitut vergibt ein Darlehen mit einer Laufzeit von drei Jahren und
variabler Verzinsung, welche jeweils nach einem Jahr Laufzeit auf Grundlage eines
Referenzzinssatzes angepasst wird (FRN). Als Referenzzinssatz dient der risikolose
Geldmarktsatz mit Restaufzeit von einem Jahr. Zusétzlich muss der Darlehens-
nehmer einen Risikoaufschlag BS(t,3) auf den Referenzzinssatz bezahlen. Dieser
Aufschlag ist fiir die gesamte Laufzeit fix und hangt von seiner Bonitit zum Zeit-

punkt ¢ und der zu vereinbarenden Laufzeit des Darlehens (3 Jahre) ab.

Die Refinanzierung des Darlehens erfolgt durch das Kreditinstitut rollierend durch
drei endféllige Darlehen mit einer Laufzeit von jeweils einem Jahr. Zusétzlich zu dem
risikolosen Zinssatz muss das Kreditinstitut einen Refinanzierungaufschlag RS(-, 1)
bezahlen. Die Abbildung 4.1 stellt ein beispielhaftes Netto-Cashflowprofil dieses
Geschéftes dar.

Beispielhaftes Cashflowprofil
einer Refinanzierungsfristentransformation

Aktiv

Passiv 1 9 3

bekannte Zahlung (aktiv) . bekannte Zahlung (passiv)

Bonitétsaufschlag (aktiv) . bekannter Refi-Spread (passiv)

prognostizierte Zahlung (aktiv)

prognostizierte Zahlung (passiv)

prognostizierter Refi-Spread (passiv)

Abbildung 4.1.: Beispielhaftes Netto-Cashflowprofil
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Fir den Barwert dieses Geschéftes zum Analysestichtag ¢ = 0 ergibt sich:

BWy= > [B(o, i) (ng””(z') + BS(0, 3)) — B(0,4) (Zg“””(z') + RS(i — 1, 1))}

.
Il
—

I
1=

-
Il
—

B(0,i) (BS(0,3) = RS(i — 1,1))

Entscheidend bei dieser Umformung ist, dass Z&*"(-) und Z§***"*(-) beide von dem
risikolosen Kassazins mit Restlaufzeit von einem Jahr abhéngen und somit identisch

sind.

Der bonitétsabhiangige Aufschlag BS(0,3) fiir das Darlehen des Kreditnehmers ist
fiir die gesamte Laufzeit bekannt. Die Refinanzierungskosten des Kreditinstitutes
dagegen sind variabel und lediglich fiir die erste Periode vereinbart. Eine Verande-
rung der eigenen Refinanzierungskurve ist entsprechend fiir das Institut der Hauptri-
sikofaktor. Das Zinséanderungsrisiko kann in diesem Zusammenhang vernachléssigt

werden.!

Eine Veranderung der eigenen Refinanzierungskurve gehort laut Bundesbank (vgl.
[8], S. 5) zu den Liquiditétsrisiken. Es wird zwischen folgenden Auspriagungen des

Liquiditatsrisikos unterschieden:

(1) Zahlungsunfihigkeits- oder dispositives Liquiditatsrisiko: Dies bezeichnet das
Risiko, dass die Bank ihren gegenwartigen und zukiinftigen Zahlungsverpflich-
tungen nicht mehr vollstandig oder nicht fristgerecht nachkommen kann. Dies
kann dadurch geschehen, dass Kreditlinien unerwartet in Anspruch genommen
oder Spareinlagen tiberraschend massiv abgezogen werden (Bank Run).

(2) Refinanzierungs- oder strukturelles Liquiditatsrisiko: Es bezeichnet das Risiko,
dass Refinanzierungsmittel nur zu erhohten Marktkonditionen beschafft wer-
den konnen. In der Literatur werden ebenfalls die Begriffe funding risk oder
strukturelles Liquiditétsrisiko verwendet.

(3) Marktliquiditatsrisiko: Es bezeichnet das Risiko, dass Vermogenswerte nur mit
Abschlédgen am Markt liquidiert werden konnen. Dieses Risiko wird in den meis-

ten Kreditinstituten im Zuge der Marktrisikosteuerung behandelt.

'Da BS(0,3) und RS(-,1) nicht durch eine Veriinderung der Zinsstrukturkurve beeinflusst wer-
den, ist dieses Geschéft mit der Strategie IV in der Simulationsrechnung aus Kapitel 3 ver-
gleichbar (siehe Tabelle 3.7).
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4. Die Refinanzierungsfristentransformation

In den letzten Jahren haben meist statische Kennzahlen in den Instituten Anwen-
dung gefunden, um das strukturelle Liquiditatsrisiko zu steuern. Diese statischen
Kennzahlen werden auch ,Fundingratios* genannt (vgl. [22], S. 266). Sie setzen die
vorhandenen mittel- bis langfristigen Refinanzierungsmittel ins Verhaltnis mit den

mittel- bis langfristigen Aktiva.

langfristige Refinanzierungsmittel
FRt -

langfristige Aktiva

Dieses Verhéltnis sollte sich, je nach Risikoneigung des Institutes, zwischen 0,5 und 1
bewegen. Dadurch wird gewéahrleistet, dass die Chancen der Refinanzierungsfristen-
transformation wahrgenommen werden kénnen, wobei das Risiko begrenzt ist. Eine
Fundingratio von 1 bedeutet, dass keinerlei Refinanzierungsfristentransformation

durchgefiihrt wird.

Die statischen Kennzahlen haben den grofien Nachteil, dass keine Prognose der zu-
kinftigen Refinanzierungskosten erfolgt. Vielmehr liefern sie Anhaltspunkte tiber
das mogliche Risikopotential. In der letzten Zeit sind vermehrt neuere Konzepte in
Erscheinung getreten. Sie versuchen die Frage zu beantworten, welche barwertigen
Auswirkungen eine zukiinftige Verédnderung der bankeigenen Refinanzierungskondi-
tionen mit sich bringt. Dabei sind grundsatzlich zwei verschiedene Vorgehensweisen
moglich. Zum einen die integrierte Steuerung, bei der das Zinsdnderungs- und das
Refinanzierungsrisiko zeitgleich behandelt wird. Dazu wird die barwertige Zinsbuch-
steuerung um einen weiteren Risikofaktor erganzt. Dieser Risikofaktor spiegelt die

unsicheren Refinanzierungskosten wider und wirkt sich somit auf den Barwert

BW, = i [(Baktiv(t, m) . Ztakti”(ti)) _ (Bpassiv(t’ ti) ) Zg)assiv(ti))}

1=0

der Gleichung (1.4) aus.

Bei dem zweiten Verfahren wird durch eine innerbetriebliche Verrechnung der Refi-
nanzierungsertrag von dem Zinsertrag getrennt (Vgl. 9], S. 173&.). Es ist nun mog-
lich die beiden Risikoarten getrennt voneinander zu steuern. Entsprechend fithrt das
Institut neben dem Zinsbuch auch ein Liquiditatsbuch. Als Analogie zu der Defini-
tion 1.6 wird der Begriff des Liquidity Value at Risk definiert. Dieser dient als Maf
fiir das Risiko der Refinanzierungsfristentransformation (vgl. u.a. [18], S. 136 oder
[26], S. 67).
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Beide Verfahren benotigen als Datengrundlage eine Prognose der zukiinftigen Refi-
nanzierungskosten. Dazu miissen zuerst die Risikotreiber des strukturellen Liqui-
dititatsrisikos identifiziert werden. Im Rahmen dieser Arbeit sind folgende Haupt-

risikotreiber des strukturellen Liquiditatsrisikos identifiziert worden:

(1) Die Bonitéat des Kreditinstitutes spielt fur die Kosten der eigenen Refinanzierung
eine zentrale Rolle. Sieht der Markt die Riickzahlung des Kredites durch das
Institut als sicher an, so erhalt das Institut deutlich bessere Konditionen als
ein Institut, dessen Bonitéit geringer eingeschétzt wird. Als Indikator dieser
Bonitétseinschatzung des Marktes kann die Ratingnote der Bank aufgefasst
werden. Diese Ratingnote wird von Ratingagenturen (z.B. Standard&Poor’s,
Moodys, Fitch) vergeben und soll die Kreditwiirdigkeit der Bank widerspiegeln.

(2) Von mafigeblicher Bedeutung fir die Refinanzierungskosten ist die Laufzeit der
Refinanzierung.

(3) Als letzter wesentlicher Risikofaktor ist die Liquiditat des Marktes zu nennen.
Im Zuge der Subprime-Krise sind die Refinanzierungskosten der Banken stark
angestiegen, da kaum ein Marktteilnehmer bereit war, den Banken Refinan-

zierungsmittel zur Verfiigung zu stellen.

Diese Hauptrisikotreiber driicken sich in der bankeigenen Refinanzierungskurve zum

Zeitpunkt t aus.

Zur Bestimmung des Liquidity Value at Risk werden derzeit in der Praxis tibli-
cherweise festdefinierte Szenarien betrachtet (Vgl. 26], S. 68). Auf Grundlage der
aktuellen Refinanzierungskurve werden mogliche Anderungsszenarien dieser Kurve
festgelegt und mit Eintrittswahrscheinlichkeiten belegt. Ein einheitliches mathe-
matisches Modell, welches fiir die Prognose der Refinanzierungskosten verwendet
wird, konnte sich bis jetzt noch nicht durchsetzen. Dies liegt vor allem daran, dass
diese Modelle die oben aufgefithrten Hauptrisikotreiber des strukturellen Liquiditi-

tatsrisikos nicht vollstandig berticksichtigen.

Das Modell von Reitz (siehe (18], S. 137&.) ist ein solches mathematisches Modell.
Mit Hilfe von Ratingmigrationsmatrizen lasst sich die Verteilung der zukiinftigen
Ratingnote der Bank bestimmen. Ist des Weiteren eine Zuordnung zwischen Laufzeit
der Refinanzierung, Rating und Refinanzierungskosten je Ratingklasse gegeben, so

lasst sich eine Verteilung der zukiinftigen Refinanzierungskosten angeben.
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4. Die Refinanzierungsfristentransformation

In diesem Modell wird allerdings davon ausgegangen, dass die Bonitatseinschatzung
des Marktes mit dem Rating des Institutes tibereinstimmt. Hinzukommend wird die
Liquiditat des Marktes nicht beriicksichtigt.

Das Modell von Reitz ist sicherlich ein sehr einfaches Modell. Es zeigt jedoch,
dass durchaus mathematische Modelle zur Abschétzung der zukiinftigen Refinan-
zierungskosten eines Kreditinstituts enwickelt werden. Vielversprechender sind An-
sétze, die versuchen mit Hilfe von Credit Default Swaps zukiinftige Mehrbelastungen

fiir die Institute vorherzusagen.
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5. Kritische Wiirdigung und Ausblick

Mittelstédndische Kreditinstitute erwirtschaften einen hohen Anteil ihres Ertrages
mit der Fristentransformation. Allerdings entstehen fiir das Kreditinstitut je nach
Art und Umfang der Fristentransformation erhebliche Risiken. Diese Risiken erfor-

dern ein adaquates Steuerungskonzept.

Der Hauptteil dieser Arbeit widmete sich dem Zinsdnderungsrisiko. In der barwer-
tigen Zinsbuchsteuerung wird haufig eine Historische Simulation durchgefiihrt. Die
Grundlage der Historischen Simulation ist die Auffassung, dass die historische Ent-
wicklung eine gute Schétzung fiir zukiinftige Zinsdnderungen ist. Die Ergebnisse des
Kapitel 3 legen nahe, dass diese Einschitzung zumindest teilweise revidiert werden
muss. Mit Hilfe eines Zinsstrukturmodells konnte die Entscheidungsfindung zwi-
schen verschiedenen Refinanzierungsstrategien verbessert werden. AbschlieSend ist
nun zu klaren, wie valide die Ergebnisse sind, welche Relevanz sie fiir die Bankpraxis
besitzen und welche weiteren Untersuchungen sich an diese Arbeit anschlieflen kon-

nen.

In der Simulation ist von einer stark vereinfachenden Ausgangsituation ausgegangen
worden. Die Entscheidung tiber die jeweilige Refinanzierungsstrategie wird in der
Bankpraxis nicht auf Einzelkredit-Ebene getroffen. Vielmehr wird das gesamte Zins-
buch betrachtet. Des Weiteren steht dem Kreditinstitut nicht nur der Kapital-
markt als Refinanzierungsquelle zur Verfiigung, sondern neben den Spareinlagen
der Kunden auch besicherte Instrumente wie zum Beispiel Pfandbriefe. In zukiinf-
tigen Untersuchungen sind diese Alternativen ebenfalls in den Vergleich mit einzu-
beziehen. Fiir ein grundsatzliches Verstandnis der barwertigen Zinsbuchsteuerung
und einer ersten Einschéitzung der beiden Simulationsarten ist die gewéhlte Aus-

gangssituation jedoch ausreichend.
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5. Kritische Wiirdigung und Ausblick

Die Historische Simulation ist mit einer geringen Datenbasis durchgefiihrt wor-
den (438 Datensitze). In den Kreditinstituten werden zum Teil Daten mit Hilfe
von Bootstrapping-Methode aufbereitet. Fiir weitere Untersuchungen sollte die Da-
tenbasis weiter ausgebaut werden, um eine verlésslichere Schatzung zu erreichen.
Ebenfalls ist zu tiberpriifen, inwiefern es durch die log-lineare Interpolation zu ei-
ner Beeinflussung der Ergebnisse der Historischen Simulation gekommen ist. Fiir
den Vergleich der beiden Simulationsmethoden sind nur zwei Zeitpunkte mit einer
Haltedauer von drei Monaten ausgewéhlt worden. Dies ist sicherlich nicht ausrei-
chend um zu einer umfassenden Einschitzung zu gelangen. Ein Parallelbetrieb bei-
der Simulationsmethoden mit integrierter Value-at-Risk-Validierung ist sicherlich

die Ideallosung.

Die Prognose der erwarteten Performance besitzt fiir beide Simulationsverfahren
noch erhebliches Verbesserungspotential. Dies gilt insbesondere fiir die Historische
Simulation. Fiir eine Verbesserung der Prognose kann zum Beispiel die Bestimmung
des Value-at-Risk und der erwarteten Performance mit zwei unterschiedlichen Ver-
fahren durchgefithrt werden. Der Value-at-Risk wird weiterhin auf Grundlage der
historischen Anderungen bzw. des Short Rate-Modells bestimmt. Fiir die Berech-
nung der erwarteten Performance wird dagegen die Forward-Rate-Kurve zum aktu-
ellen Zeitpunkt ¢ verwendet. In der Stochastischen Simulation ist eine Trennung der
beiden Berechnungen nicht unbedingt notwendig. Vielmehr kann dies durch eine
Verwendung eines komplexeren Zinsstrukturmodells erreicht werden. Insbesondere

die Klasse der Market-Models bietet sich fiir diese Anforderungen an.

Trotz der Kritikpunkte ist festzuhalten, dass die Historische Simulation in gewissen
Situation Fehlentscheidungen provoziert. Kreditinstitute mit einer fortgeschritte-
nen Steuerung des Zinsdnderungsrisikos konnen im Vergleich zu ihrer Konkurrenz

bessere Ergebnisse in einem umkampften Marktumfeld erzielen.

In dem vorherigen Kapitel ist kurz auf das strukturelle Liquiditatsrisiko eingegangen
worden. Gerade im Zuge der Suprime-Krise in den Jahren 2007 und 2008 ist diese
Risikoart vermehrt in den Fokus getreten. Derzeit existieren nur wenige Verfahren
fiir die Steuerung des Refinanzierungsrisikos. Ein Marktstandard hat sich in diesem
Gebiet noch nicht etabliert, da die aktuellen Verfahren nicht die gesamte Komple-
xitdt dieses Bereiches abdecken. Somit existieren gerade in diesem Gebiet grofie

Forschungs- und Entwicklungsmoglichkeiten.
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A. Nebenrechnungen

In dem Abschnitt 2.3.5 ist fiir die Short Rate ein approximierender Baum konstru-
iert worden. Zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten ist ein Gleichungssystem
hergeleitet worden, welches mit Hilfe von Maple gelost worden ist. Die Ergebnisse

finden sich in Satz 2.16 und sollen an dieser Stelle tiberprift werden.

Theorem A.1
Die in dem Satz 2.16 angegebenen Wahrscheinlichkeiten losen das folgende Glei-

chungssystem:

—ax(t) At = (Puy + Dud) (xu(t + At) — (t)) + (Pau + Pda) (fd(t + At) — x(t)) (I

~0() = (s + ) (sl + A8) — (1)) + (P + paa) (st + A — y(8)) (11
onpdt = pua(alt + At) — o(t)) (4t + A1) — (1))

+ pual Tu(t + At) — x(t

—~

(
+ paa(za(t + At) — x(t

(
+ Pdu (xd (t+ At) —z
(al (I11)

1= Puu + Pdu + DPud + Pdd (IV)

Beweis:

Setze v, = —ax(t) und v, = —by(t)
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1. Schritt: Berechnung von pu., + Pau, Puw + Pud UNd Puy + Paa

Pus + Pa
e (L0 - 1) (20 1) - ”rm(f@) -1 VB0 1)
(0 ) (0 1) YO 4/ B0 - 1>]
:i [p +Spdy =y = Jp 1 vV ALL() ; vy VAL (1)
—p—Judy+ Je— Jy+1— vy VAL (1) ; ”ymjx(t)]
:i [—2Jy ro 2”97‘7/51
= — ;Jy + ; + Vy;/nﬂ

Analoges Vorgehen liefert

1 1 v VAL
DPuu +pud = _*Jaz + -+
2 2 20

1 1 1 v, vAt v, VAL
uu = 3 *ij - - = -2
Puu ¥ Pad = 5P+ 5 daly T 5 = 57 o

2. Schritt: Uberpriifung der Gleichung (IV)

Puu + Pud + Pdd + Pdu

:i |:(<]m — 1)(<]y —1) = (S — 1)(Jy +1) = (Jo + (J, — 1)+ (J, + 1)(Jy 4 1)]

1
=— |y —Jo—Jy+1 - Jy— S+ J,+1— T J, + J,
4 y y y y y

—Jy 1+ T dy + o+ J, + 1]
—1
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A. Nebenrechnungen

3. Schritt: Uberpriifung der Gleichungen (I) und (II)

(Puu + Pud) (%(t + At) — x(t)) + (Pau + Paa) (xd(t + At) — 17@))

1 1 [RVIAN 4 1 1 IRVIAN 1 1
= At —=J2 Yz - - Sz 5 - z_]- *2_*;1’
oV [ Pt et o Syt s Sy — L4 SR o
VAL 1 1 VYA
B e A
20 2 2 20

=v, At

Eine analoge Rechnung zeigt, dass Gleichung (IT) ebenfalls gilt. 4. Schritt: Uberprii-
fung der Gleichung (III)

Pus (2t + AL) — (1)) (yult + AL) — y(1))

+ pua(wu(t + At) — 2(1)) (valt + At) — (1))

+ pau(zalt + A) — 2(1)) (yult + AL) — y(1))

+ paa(walt + At) — 2(t)) (valt + At) — y(1))
=pun (S + 1) (Jy + 1) oAt + pua( Sy + 1) (J, — 1) onAt
pau(Je = 1) (Jy + 1) onAt + paa(Je — 1) (J, — 1)onAt

= oNAL[ Ty (P + Pud + Pad + Pan) + Jo(Dur = Pud + Pau — Paa)

) ) —
) ) -

+ Jy(puu + Pud — Pdu — Pdd) + (puu — Pud — Pdu + pdd)]

1 1y VAL
:UTIAt[Jny+—Jx—Jy—1+2Jz(—2Jy+2—|— > )
1 1 VAL 1 1 1 VAL VAL
2J,(—= —+ =2 2(=p+ = -z -
120, (= ge g+ ) F2(Gpt eyt g - T T )]
VAt
=onAt leJy +—Jy—Jy— 1= T Jy + J, + Yy ; J,
\/A VeV At VAt
Y A SN Ly SRR B T . _Vyn 1

= ponAt
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B. Erganzende Tabellen und
Grafiken

Bei der Analyse der Ergebnisse der Simulationsrechnung in Abschnitt 3.3 ist die
Simulationsrechnung mit Ausgangsdatum 23. Juni 2006 und einer Haltedauer von
drei Monaten detailliert beschrieben worden. An dieser Stelle werden nun die Grafi-
ken und Tabellen der zweiten Simulationsrechnung mit Ausgangsdatum 13. Febru-

ar 2001 und Haltedauer drei Monaten aufgefiihrt.

Die Grafiken und Tabellen der zweiten Vergleichsrechnung bestéatigen die in Kapi-

tel 3 getroffenen Aussagen.

Ergebnisse des Shapiro-Wilk-Tests der logarithmierten Diskontfaktoren
der Historischen Simulation mit Ausgangsdatum 13. Februar 2001

B(H,H+1) B(H,H+?2) B(H H-~+3)

w 0,9666 0,9831 0,9879
p-Wert  0,00002148 0,000059 0.001101

Tabelle B.1.: Berechnungen mit R - Datengrundlage: eigene Simulation
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B. Erganzende Tabellen und Grafiken

QQ-Norm-Plots der logarithmierten Diskontfaktoren
der Historischen Simulation mit Ausgangsdatum 13. Februar 2001
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Abbildung B.1.: Anfertigung mit R - Datengrundlage: eigene Simulation

Vergleich der simulierten und der tatsdchlichen Performance
Ausgangsdatum 13. Februar 2001
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Abbildung B.2.: Anfertigung mit R - Datengrundlage: eigene Simulation




erw. Performance

Vergleich der Value-at-Risk-Schitzungen
Ausgangsdatum 13. Februar 2001

Hist. Stoch. abs. proz.
Strategie Simulation Simulation Abweichung Abweichung in %

I 2.412,87 2.085,48 -327,39 -13,57
VII 2.302,89 1.988,64 -314,25 -13,65
XI 2.215,17 1.893,97 -321,20 -14,50
11 2.192,91 1.897,08 -295,83 -13,49
VIII 1.973,61 1.658,17 -315,43 -15,98
111 1.754,31 1.423,55 -330,76 -18,85
A% 1.633,60 1.380,32 -253,29 -15,50
XII 1.275,89 1.062,45 -213,44 -16,73
VI 1.293,60 1.102,28 -191,31 -14,79
X 1.096,03 903,94 -192,09 -17,53
IX 964,31 772,74 -191,58 -19,87
1AV 146,67 122,29 -24,38 -16,62

Tabelle B.2.: Berechnungen mit R - Datengrundlage: eigene Simulation

RORAC-Diagramm (Ausgangsdatum 13. Februar 2001)
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Abbildung B.3.: Anfertigung mit R - Datengrundlage: eigene Simulation
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B. Erganzende Tabellen und Grafiken

Ubersicht Simulationsergebnisse (Ausgangsdatum 13. Februar 2001 - Haltedauer: 3 Monate)

Strategie I VII XI 11 VIII 111 v XIT VI X IX v
3-Monats FRN 1 0,5 0,5 0 0 0 0,25 0,1 0,5 0,2 0 0
6-Monats FRN 0 0,5 0,3 1 0,5 0 0,25 0,2 0 0 0 0
1-Jahres FRN 0 0 0,2 0 0,5 1 0,25 0,3 0 0,3 0,5 0
Darlehen 0 0 0 0 0 0 0,25 0,4 0,5 0,5 0,5 1
. erw. Performance 46,26 44,37 42,71 42,47 38,34 34,21 30,99 23,79 23,64 20,02 17,61 1,01
S VaR 95% 2.412,87  2.302,890 221517 219291 1.973,61 1.754,31 1.633,60 1.275,89 1.293,60 1.096,03 964,31 146,67
% RORAC in % 1,92 1,93 1,93 1,94 1,94 1,95 1,90 1,86 1,83 1,83 1,83 0,69
2 Quantil 0.1 1.852,42 -1.768,51 -1.701,53 -1.684,59 -1.517,14 -1.349,60 -1.251,99 -968,04 -972,63 -823,10 -723,42 -104,41
= 1. Quartil 906,02 -865,45  -833,03  -824,88  -743.84 662,79  -611,96  -475,38 477,901  -404,75 -356,01 -50,45
o Median 88,40 84,28 80,99 80,17 71,94 63,71 60,10 47,24 48,26 40,86 3592 0,29
3 3. Quartil 1.126,56  1.076,36 1.036,14 1.026,16 925,61 825,06 764,31 590,23 593,20 501,36 442,01 63,37
‘2 Quantil 0,9 1.84325 1.760,64 1.694,39 1.678,03 1.512,39 1.346,76 1.231,12 953,66 960,41 814,71 718,50 95,56
2 sp 1.648,97 1.575,39 1.516,54 1.501,82 1.354,69 1.207,56 1.110,12 860,42 865,62 73321 644,94 86,13
i Schiefe 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,03 0,03 0,04 0,04 0,14
Exzess 2,28 2,28 2,28 2,29 2,30 2,31 2,25 2,22 2,19 2,19 2,19 1,08
g erw. Performance 17,07 16,33 34,67 15,58 61,43 107,28 35,14 37,26 8,836 3592 53,96 0,64
2 VaR 95% 2.085,48 1.988,64 1.893,97 1.897,08 1.658,17 1.423,55 1.380,32 1.062,45 1.102,28 903,94 772,74 122,29
< RORAC in % 0,82 0,82 1,83 0,82 3,70 7,54 2,55 3,51 0,80 3,97 6,98 0,53
£ Quantil 0,1 1.625,52  -1.558,55 -1.478,27 -1.480,89 -1.286,85 -1.088,32 -1.074,32 -825,57 -860,74 -702,01 -591,35 -94,91
@ 1. Quartil 858,38 -824.83  -768,65  -7T79,05  -656,47  -531,01  -552,48  -422.81 -45533  -358,12 -290,08 -50,20
£ Median 7,34 7,27 23,76 2,21 46,31 95,20 24,49 27,41 5,10 27,30 47,38  -0,03
8 3. Quartil 881,65 838,00 829,27 801,61 773,18 740,83 618,21 492,17 466,77 424,50 397,06 51,27
% Quantil 0,9 1.668,30  1.590,71 1.552,71 1.518,38 1.416,88 1.310,98 1.147,08 903,95 880,11 776,61 703,64 97,01
< SD 1.280,61 1.222,75 1.176,18 1.164,93 1.048,60 932,35 863,01 670,48 677,49 572,98 50341 74,48
S Schiefe 0,04 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 0,04 0,05 0,05 0,04
®  Exzess 0,07 0,07 0,07 0,07 0,07 0,07 0,07 0,07 0,07 0,07 -0,07  -0,07
tatsachliche 190,06 181,63 174,89 173,2 156,35 1395 122,69 90,69 89,02 73.85 63,74  -12,02
Performance
Tabelle B.3.: Datengrundlage: Berechnungen mit dem Excel-Modell - Auswertung: Statistikprogramm R ~
0



C. Daten-CD

Auf der Daten-CD befinden sich das in Excel-VBA programmierte Simulations-
progamm. Mit diesem Programm sind die beiden Vergleichsrechnungen durchge-
fithrt worden. Die Rohdaten der beiden Vergleichsrechnungen befinden sich eben-
falls auf der Daten-CD. Des Weitern enthélt die Daten-CD die Grafiken und Tabel-
len der Auswertungen, einschliellich der zugehorigen Programmcodes des Statistik-

programmes R.
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D. Programmablaufplane

Es werden nun zwei Programmablaufplane des Excell-VBA-Modells vorgestellt. Da-
durch soll ein besseres Versténdnis des Aufbaus und der Programmierlogik des Pro-

grammes erreicht werden.

Ablaufplan der Gesamtsimulation

[ Gesamtsimulation }
e l
| |
! (Stochastische Simulation der Diskontierungsfunktion in ¢t = H ) |
1| Modul: mdZinsmodell |
| | Prozedur: prcZinsmodell |
i | Tabellenblatt: StochSim )
l l
| |
| (Historische Simulation der Diskontierungsfunktion in ¢t = H A
i | Modul: - |
| | Prozedur: - !
1 { Tabellenblatt: HistSim )
| |
el ittt -
| |
: (Bestimmung der angepassten Zahlungsstrome in ¢t = H A
i | Modul: mdCashflowModell |
i | Prozeduren: prcCFEinzl _Stoch und prcCFEinzl Hist |
| | Tabellenblitter: StochCF und HistCF J !
B e T 4
| |
| |
| (Bestimmung der Performance und des Value at Risk fiir jede Strategie ) |
i | 1. Bestimmung des risikolosen Ertrags \
|| 2. Berechnung des Barwertes BWy und Eintragung in das Tabellenblatt ,VaREinzelkredit* :
i | 3. Bestimmung der Performance :
! 4. Sortieren der Performancewerte !
i | t. Bestimmung des VaR 95% und der erw. Performance |
I | Modul: mdVaRBerechnung |
| | Prozeduren: prcVaREinzelkreditHist und prcVaREinzelkreditStoch |
! | Tabellenblatt: VaREinzelkredit J !
| |
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Ablaufplan der Zinssimulation (Prozedur ,,prcZinssimulation®)

Einlesen der Parameter des Zinsstrukturmodells, der Anzahl
der Simulationsdurchlaufe (k = 10000), des Simulations-
schrittes At und der marktgegebenen Zinskurve BM(0,-).

T

Bestimmung von exp ( — [ o(u, ) du,) gemaf
t

Satz 212 fir t =H und T € {2, %,--- ,3}.

Bestimmung von J,(t), Jy(t), &y, T4, Yu und yq gemas Definition
2.15 und Berechnung von pyy, Pud, Pau Und pgqg gemafl Satz 2.16.

Ziehen einer U(0, 1)-verteilten Zufallszahl w.

Auswahl von (1(15 +At), y(t+ At)) in Abhén-
gigkeit davon, in welchem Intervall u liegt.

Berechnung der Diskontierungsfunktion
B(H, ) gemaf} Satz 2.11 und Eintra-
gung in das Tabellenblatt ,,StochSim*.
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