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Einleitung

Wenn man einander nichts Interessantes zu erzéhlen hat, sagt man, man kon-
ne ja iiber das Wetter sprechen - und meint damit, dass es sich dabei um
ein vollig belangloses, langweiliges Thema handele. Doch das Gegenteil ist
der Fall: Das Wetter hat grofe Relevanz fiir eine Vielzahl von Bereichen der
Weltwirtschaft. Mit dem Klimawandel wird der Einfluss des Wetters vermut-
lich in Zukunft noch immens steigen. Umso wichtiger ist es da, die Mdoglich-
keit zu haben, sich gegen schidliche Wettereinfliisse abzusichern. Das relativ
junge Finanzgut “Wetterderivat“ kann hier Abhilfe leisten. Das erste Kapi-
tel erklart nicht nur, worum es sich dabei genau handelt, sondern stellt auch
wichtige Bigenschaften von Wetterderivaten vor und gibt eine Ubersicht iiber
die vielfiltigen Einfliisse des Wetters auf verschiedenste Bereiche der Wirt-
schaft.

Wenn man dies alles weifs, stellt sich natiirlich die Frage, wie man dieses
Finanzgut fair bewerten kann. In Kapitel 2 wird sich zeigen, dass die klassi-
sche Black-Scholes-Formel nicht dafiir geeignet ist. Stattdessen stelle ich dort
den Benchmarkansatz vor, der ohne die Vorraussetzungen auskommt, die die
Anwendung der Black-Scholes-Formel auf Wetterderivate unmoglich machen.
Dieser Bewertungsansatz, der auf der Verwendung eines anderen numeraire
beruht, ist auch fiir viele andere Finanzgiiter geeignet, die ebenfalls die Vor-
aussetzungen fiir die Black-Scholes-Formel nicht erfiillen.

Im dritten und letzten Kapitel schlieklich mochte ich feststellen, wie sich
der Benchmarkansatz und die aus ihm resultierende Bewertungsformel in
die Praxis umsetzen lassen. Dazu wahle ich ein reales Wetterderivat aus und
versuche, den Benchmarkansatz darauf anzuwenden. Dazu nutze ich verschie-
dene Prognosemethoden.






Kapitel 1

Wetterderivate

Wetterderivate sind Finanzgiiter, deren Auszahlungen - im Gegensatz zu
klassischen Derivaten - nicht von Preisen von Basisfinanzgiitern wie Aktien
oder Rohstoffen abhingen, sondern von der Entwicklung von Wetterphéno-
menen, ausgedriickt durch Wetterindices.

Wetterderivate sind ein relativ junges Finanzgut. Thre Entstehung wurde
durch die Deregulierung des amerikanischen Energiemarktes begiinstigt: Durch
den verstirkten Konkurrenzkampf sind die Energieunternehmen bestrebt,
Angebot und Nachfrage moglichst anzundhern. So wurde dann auch 1997
das erste Wetterderivat zwischen zwei Energiekonzernen gehandelt. Es han-
delte sich um eine Wetteroption, die Teil eines Energievertrages war. Auslo-
ser war der besonders milde Winter (verursacht durch das Wetterphdnomen
“El Nino“), in dem mit geringerem Heizbedarf und somit geringerem Absatz
gerechnet werden musste. So entstand die Idee, sich gegen diese Absatz-
schwankungen abzusichern. Bisher hatten sich Unternehmen lediglich gegen
Preisschwankungen abgesichert.

In der zeitlichen Entwicklung sind Wetterderivate als Weiterentwicklung der
bisherigen Verschmelzung von Kapital- und Versicherungsmarkt interpretier-
bar. So hatte es zuvor bereits Katastrophen-Optionen und -Bonds gegeben
(auch wenn diese etwas anderer Natur sind als Wetterderivate).

1999 wurde beim Chicago Mercantile Exchange (CME) das erste Wetterde-
rivat an der Borse gehandelt. Dies hatte nicht nur das Ziel, den Markt fiir
Wetterderivate zu vergrofern, sondern auch das Kreditrisiko zu verringern
und dem Markt zu mehr Liquiditit zu verhelfen.

7



8 KAPITEL 1. WETTERDERIVATE

1.1 Der Einfluss des Wetters

“Weather is not just an environmental issue; it is a major economic factor. At
least $ 1 trillion of our economy is weather sensitive.“ [4] Dieses Zitat aus dem
Jahr 1998 von William Daley, damaliger amerikanischer Handelsminister,
verdeutlicht, welchen Einfluss das Wetter auf die Wirtschaft hat. Wilkens und
Kamp geben an, dass ca. 14% des amerikanischen Bruttosozialprodukts vom
Wetter abhéngig sind [23], Carabello spricht davon, dass fast 20% der US-
Wirtschaft von Wettereinfliissen betroffen seien [4]. Garcia & Sturzenegger
behaupten, 70% aller Unternehmen seien vom Wetterrisiko betroffen [8].

Einige Beispiele fiir den Einfluss des Wetters: Ertragsmengen in der Land-
wirtschaft hdngen stark von den klimatischen Bedingungen ab: Herrscht zu
lange Frost, kann erst spit gesdt werden. Zu viel Hitze und fehlender Nie-
derschlag lassen die Felder vertrocknen, zu viel Regen ist aber meist auch
schadlich.

Wie oben angedeutet hdngen auch Energicunternehmen stark vom Wetter
ab: Je kilter der Winter, desto mehr werden die Menschen heizen und desto
grofer wird der Absatz an Gas, Ol und anderen Heizmitteln ausfallen. Ein
milder Winter fithrt hingegen zu Absatzeinbufen. Entsprechend verhélt es
sich (besonders in den USA) im Sommer fiir die Anbieter von Elektrizitét:
Je wirmer es ist, desto mehr Klimaanlagen werden eingeschaltet und somit
mehr Strom verbraucht.

Ist das Wetter im eigenen Land ldngere Zeit schlecht, werden die Leute eher
Fernreisen buchen, bei einer Schénwetterperiode machen viele Urlaub im ei-
genen Land. Freizeitparks haben mehr Besucher, wenn es trocken ist und
konnen einige Fahrgeschifte bei Regen oder starkem Wind nicht betreiben.
Auch die Konsumgiiterindustrie ist in vielfdltiger Weise betroffen. So werden
etwa bei warmen Temperaturen mehr Erfrischungsgetranke und Eis verkauft.
Auch das Baugewerbe wird vom Wetter beeinflusst: Ist der Boden gefroren,
kann nicht gearbeitet werden und starker Wind erschwert die Arbeit auf
Baugeriisten. Ebenso sind Transportunternehmen beeintrachtigt, wenn das
Wetter den Verkehr erschwert.

Typisch fiir das Wetter ist, dass es stets lokal ist, auch an vergleichsweise nahe
beieinander gelegenen Orten kann es sehr unterschiedlich sein. Dazu kommt,
dass es nur sehr schwer vorhersagbar ist, besonders langfristige Prognosen
sind oft unzuverlissig. Das Wetter lasst sich weder kontrollieren noch beein-
flussen, daher ldsst sich negativer Einfluss kaum vermeiden. Einige Unter-
nehmen sind in zyklischer Weise betroffen (Gas- und Olkonzerne im Winter,
Energieunternehmen im Sommer), andere in unregelméfiger Form (z.B. die
Freizeitindustrie). Weitere Unterschiede bestehen in der Art des Einflusses:
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Fiir manche Firmen sind kumulierte Abweichungen von bestimmten Stan-
dardwerten entscheidend (die gesamte Unterschreitung einer gewissen Tem-
peratur in der Wintersaison etwa determiniert den Heizbedarf), fiir andere
die Anzahl an Tagen, an denen schlechte Bedingungen herrschen (z.B. die
Zahl der Tage, an denen auf einer Baustelle nicht gearbeitet werden kann).
Fiir wieder andere reicht schon ein einziges negatives Ereignis aus.

Der Einfluss des Wetters lisst sich nicht verhindern, aber die finanziellen
Folgen kénnen abgeschwécht werden - durch Wetterderivate.

Wie bereits oben bemerkt, hat das Wetter Einfluss auf Mengen, weniger auf
Preise. Durch Preisdnderungen kann nicht angemessen auf Absatzeinbufsen
durch das Wetter reagiert werden - wohl hingegen durch eine Wetteroption,
die genau dann zu Zahlungen fiihrt, wenn die eigene Absatzmenge gering ist.
Umgekehrt kann ein Unternehmen auch eine Option herausgeben: Wenn es
aufgrund von giinstigen Wetterbedingungen auf grofse Nachfrage trifft, kann
es sich Zahlungen an den Kaufer der Option leisten, ansonsten hat man im-
merhin die Pramie. Somit konnen Wetterderivate helfen, Absatz- und Nach-
frageschwankungen auszugleichen.

Zwei Vertragspartner, fiir die unterschiedliche Wetterbedingungen ein Risiko
darstellen, konnen ihre Risiken austauschen, indem ein Vertrag eingegangen
wird, bei dem jeweils derjenige, fiir den giinstige Bedingungen herrschen,
Zahlungen an der anderen leistet. Das Risiko fiir den Eizelnen wird dadurch
geringer.

Des Weiteren sind auch Cross-Commodity-Hedges moglich: Hat man z.B.
Anteil an Gas im Portfolio, kann man dies ausgleichen, indem man eine Wet-
teroption kauft, die bei milden Temperaturen ausgeiibt wird.
Versicherungen schiitzen ebenfalls vor negativen Wettereinfliissen, jedoch auf
ganz andere Weise, denn sie sichern den Versicherten gegen verschiedenste
Katastrophen wie Wirbelstiirme oder Uberschwemmungen ab - also im All-
gemeinen gegen Ereignisse, die zwar mit geringer Wahrscheinlichkeit auftre-
ten, deren Auswirkungen dafiir aber umso gravierender sind. Diese werden
auch als “high risk, low probability“-Ereignisse bezeichnet. Im Gegensatz da-
zu schiitzen Wetterderivate vor den negativen Folgen von Wetterereignissen,
die durchaus hiufig vorkommen und fiir wahrscheinlich gehalten werden, wie
z.B. milde Winter oder nasskalte Sommer. Dafiir sind die Folgen eines sol-
chen Phinomens natiirlich harmloser als dies bei Katastrophen der Fall ist.
Wetterderivate sichern also “low risk, high probability“-Ereignisse ab.
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1.2 Der Wettermarkt

Bis zum Jahr 2001 sind in den USA ca. 4.500 Wetterkontrakte abgeschlossen
worden, deren Volumen 7,3 Milliarden US-Dollar betrug. [23] Von da an ist
der amerikanische Wettermarkt stetig weiter gewachsen.

Im Gegensatz dazu wirkt der europdische Markt mit 200 Kontrakten und
einem Volumen von umgerechnet 120 Millionen US-Dollar relativ klein. Die
“Weather Risk Management Association® hat aber auch herausgefunden, dass
der europdische Markt rasant wachst: Fiir den Zeitraum von 2001 bis 2002
wurde eine Erhohung der Kontraktzahl um 345% und eine Vergrokerung des
Volumens um 1126% gemesssen. [22]

Besonders in Europa sind die Marktvolumina also noch gering, aber aufgrund
des grofsen Wettereinflusses wird dem Markt allgemein groftes Potenzial be-
scheinigt, so dass fiir die Zunkunft von starkem Wachstum ausgegangen wird.

Im Gegensatz dazu gibt es aber auch einige Hemmnisse, die die Entwicklung
des Wettermarktes bisher beeintrachtigt haben:

Wetterrisiken sind schwer quantifizierbar. Das bedeutet, dass Unternehmen
zwar wissen, dass sie vom Wetter abhéngig sind, es aber nur schwer méoglich
ist, dieses Risiko von anderen Einflussfaktoren zu isolieren und durch eine
konkrete Kennzahl abzubilden. Diese ist aber unerldsslich zur Gestaltung
eines Wetterkontraktes (vgl. Abschnitt “Gestaltungsmerkmale eines Wetter-
derivats®).

Wie spéter noch ausfiihrlicher festgestellt werden wird, fehlt es dem Markt
bisher auch an einer allgemein anerkannten, transparenten Bewertungsme-
thode fiir Wetterderivate, da herkdémmliche Mittel versagen.

Historische und aktuelle Wetterdaten, die zur Bewertung und Einschitzung
eines Derivats bzw. zur Bestimmung des Payoffs nétig sind, sind oft nur
schwer zu beschaffen und/oder verursachen hohe Kosten. Dazu kommt, dass
die Wetterdaten, die man erhalt, oftmals nicht konsistent sind (z.B. werden
im Zeitablauf Messmethoden oder -orte geéndert).

Da die meisten Geschifte over-the-counter (OTC) abgewickelt werden, geht
der Verkdufer eines Wetterderivats oft ein Kreditrisiko ein. Der Markt ist noch
ziemlich illiquide. Dies zeigt sich in den grofen Spannen zwischen Angebots-
und Nachfragepreisen. Gerade in den USA ist aber zu beobachten, dass sich
die Situation langsam bessert. Abschliefsend ist noch zu erwéhnen, dass es
noch keine steuerlichen Regeln fiir Wetterderivate gibt.

In Europa kommen viele dieser Hemmnisse noch schwerwiegender zum Tra-
gen als in den USA, es gibt etwa kaum standardisierte, verlissliche und preis-
giinstige Wetterdaten, kostenlos erhiltlich sind staatlich erfasste Daten le-
diglich in Grofbritannien. Messungen finden ansonsten nur noch in Belgien,
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Frankreich, Deutschland, Irland und den Niederlanden statt. Die M6glichkeit,
die Daten von sekundéren Datenhéindlern zu bekommen, ist wenig hilfreich,
da diese viel Geld verlangen.

Ein weiterer Grund, warum Wetterderivate in Europa noch nicht so stark
gehandelt werden, liegt darin, dass der Energiemarkt in vielen Landern noch
reguliert ist und somit bei den Energieunternehmen weniger Bedarf an sol-
chen Instrumenten besteht, Uberkapazititen stellen kein gravierendes Pro-
blem dar.

Schliefslich waren die Wetterunterschiede in Europa bisher noch nicht so ex-
trem wie in den USA, das Wetter war bestindiger und besser prognostizier-
bar. Daher bestand weniger Bedarf, sich gegen Wetterschwankungen abzusi-
chern. Dieser Sachverhalt kénnte sich aber durch den Klimawandel dndern,
erste Auswirkungen sind bereits heute sichtbar. Dies kénnte den Handel von
Wetterderivaten in Europa begiinstigen.

Die grofiten europédischen Wettermarkte befinden sich in Grofsbritannien und
Frankreich, gefolgt von Skandinavien und Deutschland.

Wichtigste Marktteilnehmer im gesamten Wettermarkt sind eindeutig Ener-
gieunternehmen. Sie sind an ca. 70-80% aller Kontrakte beteiligt. [23] Weitere
Teilnehmer sind Banken und Versicherungen (diese nutzen Wetterderivate als
Alternative zu Riickversicherungen).

OTC-Héandler nutzen borsengehandelte Wetterderivate, um sich gegen die
Anspriiche der Gegenpartei abzusichern.

Ansonsten muss festgestellt werden, dass die meisten Unternehmen, die vom
Wettereinfluss betroffen sind (vgl. 1.1), bisher noch wenig am Wettermarkt
tatig sind, was vielleicht am mangelnden Bewusstsein fiir dieses Problem
liegt.

Hauptsichlich werden im Wettermarkt die bereits erwdhnten OTC-Geschéfte
durchgefiihrt, d.h. die Vertragspartner handeln direkt untereinander oder
iiber private Broker. Viele Emittenten von OTC-Wetterderivaten bieten ihre
Kontrakte auch direkt im Internet an. Der OTC-Handel hat einen grofsen
Vorteil: Die Vertragskonditionen sind individuell vereinbar und kénnen so an
die spezifischen Wetterrisiken und Absicherungsbediirfnisse der Vertragspart-
ner angepasst werden. Es konnen ganz individuelle Indices gebildet werden,
die das reale Risiko gut approximieren und die dann zur Payoff-Bestimmung
genutzt werden.

Seit 1999 gibt es jedoch auch bérsengehandelte Wetterderivate. Der Chicago
Mercantile Exchange (CME) handelt mit Wetterfutures und Optionen auf
diese Futures. Diese basieren auf Heating- und Cooling Degree Days, deren
Konzept spéter noch erldutert werden soll. Die Kontrakte beziehen sich auf
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je eine von 15 US-amerikanischen und 5 européischen Stiddten. Die Daten
werden von EarthSat geliefert, urspriinglich stammen sie vom National Cli-
mate Data Center.

In Europa werden Wetterderivate am London International Finance Futures
and Options Exchange (LIFFE) online gehandelt. Kontrakte sind verfiigbar
fiir London, Paris und Berlin. Derivate haben eine Laufzeit von einem Monat
oder einer Wintersaison.

Wetterderivate, die an Borsen gehandelt werden, sind stets standardisiert.
Auch dieser Typus hat einige Vorteile: Sie werden offentlich (elektronisch) ge-
handelt, sind also im Gegensatz zu OTC-Kontrakten fiir eine breitere Masse
an potenziellen Kaufern zugénglich. An der Bérse sind auch kleinere Trans-
aktionsvolumina moglich, was mehr und vor allem auch kleinere Investoren
anzieht. Durch den 6ffentlichen Handel wird auch fiir mehr Transparenz, ins-
besondere auch in Bezug auf Preise, gesorgt. Ein Handel an der Borse verur-
sacht auch geringere Transaktionskosten als ein OTC-Geschéift und verringert
letztendlich auch das Kreditrisiko.

1.3 Gestaltungsmerkmale eines Wetterderivats

Hier sollen nun einige typische Elemente eines Wetterkontraktes vorgestellt
werden. Einige davon finden sich auch bei anderen géngigen Derivaten, an-
dere sind wetterderivattypisch.

Das wichtigste Element eines Wetterderivates ist wohl der Wetterindez, der
das Risiko des Kéaufers abbilden soll und somit den Payoff festlegt. Ein Wet-
terindex ist eine Variable, deren Wert sich aus Wetterdaten bestimmt. Uber
diese Indices wird das Wetter auf gewisse Weise handelbar, denn mit dem
Kauf eines Wetterderivats kann man auf bestimmte Wetterverhéltnisse spe-
kulieren wie auf Aktienkurse. [4] Hiufig verwendete Wetterindices sind:

e Die Tagesdurchschnittstemperatur (daily average temperature, DAT):
Dabei handelt es sich um den Mittelwert zwischen der Tagesmaximal-
und der Tagesminimaltemperatur, in der Regel jeweils gemessen von
0 Uhr bis 0 Uhr am Folgetag. Auf der Tagesdurchschnittstemperatur
beruhen wohl die meisten Wetterindices, oft jedoch in kumulierter Form
iiber einen gewissen festgelegten Zeitraum, in der Regel ein Monat, ein
halbes Jahr oder ein Jahr:

o Kumulierte Jahrestemperaturen (cumulative annual temperature, CAT)
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sind Summen von jidhrlichen DAT-Werten:

dabei zahlt 1 < h < 365 die Tage des Jahres und 1 die Jahre.

e LIFFE benutzt ebenfalls Indices auf DAT-Basis, einen Monats- und
einen Wintersaisonindex. Dabei werden jeweils die DAT-Werte fiir die
entsprechenden Tage aufsummiert und der Durchschnitt zu 100 addiert:

1 n
Monatsindex: 100 + — Z DAT,;
[

dabei steht n fiir die Anzahl der Tage im betrachteten Monat. Entspre-
chend:

Wintersaisonindex: 100+ — > DAT,
L
in diesem Fall reprédsentiert m die Anzahl der Tage in der gesamten
Wintersaison.
Diese beiden Indextypen sind jeweils fiir London, Paris und Berlin er-
héltlich. Der Payoff bestimmt sich durch die Abweichung von diesem
Index. Kontrakte auf Basis dieser Indices sind also nicht geeignet, das

Wetterrisiko fiir weit von diesen Stddten entfernt gelegene Orte korrekt
abzubilden.

e Heating/Cooling Degree Days (HDD/CDD). Dies ist das in den USA
am héufigsten verwendete Mals, da es gut geeignet ist, den Wetterein-
fluss auf den Energiebedarf fiir Heizung bzw. Klimaanlage wiederzuge-
ben. Heating- und Cooling Degree Days beziehen sich immer auf eine
Referenztemperatur r: Die Uberschreitung von & liefert einen CDD-
Wert, die Unterschreitung dementsprechend einen HDD-Wert:

HDD,; = (k — DAT,))*

CDDhJ = (DAThyl — ,"i)Jr

In der Regel wird fiir den Zeitraum Oktober bis Marz mit HDD-Kontrak-
ten und fiir April bis September mit CDD-Kontrakten gehandelt.

Als Referenztemperatur wird in der Regel k = 65°F in den USA bzw.
k = 18°C in Europa verwendet. Statt mit CDD-Werten werden Wet-
terkontrakte fiir Europa aber meistens auf DAT-Basis abgeschlossen,
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da Klimaanlagen hier in Privathaushalten nicht so verbreitet sind und
daher auf den Energieverbrauch in den Sommermonaten keinen so gra-
vierenden Einfluss haben wie in den USA. HDD-Kontrakte hingegen
sind auch in Europa iiblich.

e Schliefslich gibt es auch noch die Mdoglichkeit, direkt mit Tageshdchst-
temperaturen zu arbeiten.

Abschliefend kann man sagen, dass 98% aller bisher gehandelten Wet-
terderivatkontrakte auf Temperaturindices basierten. [23]

o Weniger iibliche Make sind z.B. Windgeschwindigkeiten, Niederschlag
und Feuchtigkeit. Das liegt daran, dass diese Wetterphdnomene oft mit
der Temperatur korreliert sind, also mit besonders warmem oder kal-
tem Wetter einhergehen. Da die Temperatur aber wesentlich leichter
zu messen ist und viel mehr und bessere Temperaturdaten erhéltlich
sind, wird das Wetterrisiko bevorzugt hieriiber abgebildet.

Ist der zu verwendende Wetterindex festgelegt, muss als néchstes fixiert wer-
den, auf welchen Ort sich die Daten beziehen sollen und somit, von welcher
Referenzwetterstation sie stammen sollen. Dabei muss darauf geachtet wer-
den, dass diese Station zuverldssige und zeitlich konsistente Werte liefert.
Deshalb werden oft staatliche Wetterstationen ausgewéhlt.

Problematisch wird es wiederum, wenn der Ort, an dem das Unternehmen
seinen Standort hat und dem Einfluss des Wetters ausgesetzt ist, zu weit von
einer solchen Station entfernt liegt.

Gerade Borsen wie der CME, der ja Kontrakte fiir weltweit nur 20 Stadte
anbietet, und LIFFE (3 Stéidte, s.0.) sind mit diesem Problem konfrontiert.
Die Datenabweichung zwischen dem Messort und dem Ort, von dem der
Wettereinfluss tatsichlich gemessen werden soll, entsteht schon bei geringen
geografischen Differenzen. Man nennt sie Basis Risk. Die Basis misst den
Temperaturunterschied zwischen zwei Stiddten. Sie ist nur schwer quantifi-
zierbar und analysierbar, d.h. es ist schwer festzustellen, von welchen Fak-
toren die Wetterabweichungen zwischen zwei Standorten bestimmt werden.
Man kann auch mit Basis Risk handeln.

Um das Basisrisiko abzuschwéchen, werden oft nicht Wetterdaten von einer
einzelnen Wetterstation zur Payoffbestimmung genutzt, sondern verschiede-
ne, in der Ndhe des Unternehmensstandortes gelegene Wetterstationen ausge-
wahlt. Aus deren Messwerten wird dann ein gewichteter Mittelwert gebildet,
Orte, deren Wetter stirker mit dem des Unternehmensstandortes korreliert
ist, bekommen ein stirkeres Gewicht. Génzlich eliminieren ldsst sich das Ba-
sisrisiko jedoch nicht.
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Basis Risk ist ein vor allem fiir amerikanische Wetterderivate bedeutsamer
Faktor, da Messorte oft weit auseinander liegen und die Wetterunterschiede
zwischen einzelnen Stiddten gravierender sind als in Europa. Dort ist Basis
Risk durchaus vernachldssigbar.

Ob eine Gegend von Basis Risk betroffen ist, hingt davon ab, wie viele Wet-
terstationen, die zuverldssige Daten liefern, sich in der ndheren Umgebung
befinden, wie diese zueinander liegen und welchen Abstand sie zueinander
haben. Zuletzt sollte noch beachtet werden, dass zwei Orte in Bezug auf
das Wetter iiber unterschiedliche Zeitraume unterschiedlich korreliert sein
konnen, so dass das Wetter kurzfristig in beiden Stadten sehr dhnlich, aber
langfristig komplett unterschiedlich sein kann.

Sind nun die Merkmale Wetterindex und Wetterstation festgelegt, kann man
sich mit klassischeren Derivateigenschaften befassen. So etwa mit der Laufzeit
bzw. dem Ausiibungszeitpunkt. Typische Laufzeiten eines Wetterderivats sind
ein Monat oder eine Sommer- bzw. Wintersaison. Wer eine Saison abdecken
mochte, kann statt eines Wetterderivats, das iiber die komplette Zeit lduft,
auch mehrere Monatsderivate kaufen. Da oft jedes dieser Derivate iiber einen
eigenen Strike verfiigt, kann sich diese Strategie lohnen.

Es gibt also sowohl kurz- als auch langfristige Kontrakte. Abhéngig vom
Kéuferwunsch kann OTC natiirlich sowieso jede beliebige Laufzeit festgelegt
werden.

Nun also zum bereits erwiahnte Strike K, dem Basispreis bzw. Ausiibungsle-
vel. Die Uber- bzw. Unterschreitung des Strikes definiert die Hohe des Payoffs.
Ihn festzulegen ist eine schwierige Aufgabe. Der Strike sollte mdoglichst nah
bei dem Wetterindexwert liegen, der sich bei “normalen” Wetterverhiltnissen
einstellt. Dabei wird iiblicherweise ein Mittelwert aus vergangenen Indexwer-
ten gebildet, was meist zu einer Diskussion fiihrt, iiber welchen Zeitraum
gemittelt werden sollte. Einerseits fiihrt die Nutzung moglichst vieler Da-
ten zu Genauigkeit, andererseits sind Daten aus der jiingeren Vergangenheit
oft aussagekriftiger, da diese eher den aktuellen “Normalzustand“ wieder-
spiegeln. Gerade im Zuge des Klimawandels sind historische Wetterdaten oft
wenig aussagekriftig fiir das aktuelle Wetter. Oft einigt man sich auf einen
Mittelungszeitraum von 10-15 Jahren.

Da Wetterdaten nicht in einer Wahrung ausgedriickt sind, gibt es in jedem
Wetterkontrakt den Faktor A\, um den Payoff quantifizierbar zu machen. Die-
ser wandelt den Indexwert in Dollar bzw. Euro um. Der CME nutzt einen
Faktor von A = 208.
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Schlieklich haben viele Wetterderivate eine mazimale Auszahlungshdhe, auch
Cap genannt. Uber- bzw. Unterschreitungen des Strikes fiihren nach Errei-
chen des Caps nicht mehr zu zusétzlichen Auszahlungen.

Wie bei anderen Derivattypen gibt es auch bei Wetterderivaten die géngigen
Kontrakttypen Call, Put und Future. Auferdem gibt es noch Wetterswaps,
die sich aber von klassischen Swaps unterscheiden und eher Forwards bzw.
Futures dhneln:

Gleichen sich die Wetterrisiken zweier Vertragspartner aus, konnen sie diese
einander iibertragen: Es wird ein Referenzwert K festgelegt. Uberschreitet
der Indexwert am Ende der Laufzeit diesen Wert, muss der Verkiufer des
Swaps eine Zahlung an den Kéaufer leisten, unterschreitet er K, ist es genau
umgekehrt. Es liegt also die Situation vor, in der hohe Werte des Wetterinde-
xes das eigentliche Geschift des Swapverkdufers begiinstigen, so dass er sich
in diesem Fall die Zahlung an den Kéaufer leisten kann. Fiir den Kéufer ver-
halt es sich entsprechend genau umgekehrt. Im Gegensatz zu gewo6hnlichen
Swaps leistet hier also stets nur eine Vertragspartei Zahlungen an die andere,
nicht beide. Eine Pramie wird in der Regel bei Wetterswaps nicht gezahlt.

Wetteroptionen, also Calls und Puts, machen mit 70-80% den Grofteil des
US-Wettermarktes aus. [23] Diese Kontrakte funktionieren wie klassiche Op-
tionen. Der Payoff berechnet sich wie iiblich, hier am Beispiel eines Monats-
HDD-Kontraktes:

30 +
Payoff long Call: X - (Z HDD,; — K)

=1

30 +
Payoff long Put: \ - (K - Z HDDi)

=1

entsprechend fiir die short-Positionen.



Kapitel 2

Der
Benchmark-Bewertungsansatz

Klassische Bewertungsmethoden fiir derivative Finanzgiiter wie etwa die
Black-Scholes-Formel sind im Fall von Wetterderivaten aus verschiedenen
Griinden nicht anwendbar:

Zundchst einmal kann der durch den Handel mit Wetterderivaten erweiterte
Markt als unvollstindig betrachtet werden, denn die den Wetterderivaten zu-
grunde liegenden Wetterindices sind nicht handelbar. Insbesondere sind also
Wetterderivate nicht durch die anderen Finanzgiiter hedgebar. Ebenso kann
kein risikoneutrales Portfolio gebildet werden. Aufgrund der Unvollstéandig-
keit des Marktes existiert auch kein eindeutiges dquivalentes Martingalmafk.
Weiterhin ist unklar, ob ein um den Handel mit Wetterderivaten erweiter-
tes Finanzmarktmodell arbitragefrei ist - oder gar die NFLVR (no free lunch
with vanishing risk) -Bedingung erfiillt - und somit, ob iiberhaupt ein solches
Mak existiert.Daher sind Formeln wie die von Black-Scholes, die auf diesen
Prinzipien beruhen, nicht anwendbar.

Auferdem kann kaum untersucht werden, inwieweit Wetterderivate mit an-
deren klassischen Finanzgiitern korreliert sind, da der Wettermarkt so jung
ist, dass hierfiir nicht geniigend Daten vorhanden sind.

Die zeitliche Entwicklung von Wetterindices ist nicht mit der von Aktien und
anderen klassischen Basisfinanzgiitern vergleichbar, insbesondere ist sie kein
Random Walk. Erwartungswerte und Varianzen sind nicht konstant in der
Zeit. Daher muss auch die Modellierung anders angegangen werden als im
Black-Scholes-Modell und gestaltet sich oftmals schwierig. Aufserdem ist das
Wetter nicht stationédr. Statistische Bewertungsverfahren, die auf Prozessen
im Gleichgewicht beruhen, sind daher ebenfalls nicht nutzbar.

Bisher fehlt es dem Wettermarkt an einer Bewertungsmethode, die nicht nur

17
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auf diesen Markt anwendbar, sondern auch leicht verstindlich ist und allge-
mein akzeptiert wird.

Platen und West [17] schlagen vor, fiir die Bewertung von Wetterderivaten
den von Platen entwickelten Benchmarkansatz zu verwenden. Die resultie-
rende Bewertungsformel kann auch im Fall von unvollstandigen Mérkten an-
gewendet werden. Ebenfalls kommt sie ohne die Voraussetzung der Existenz
eines risikoneutralen Mafes aus.

Hinter dem Benchmarkansatz steht die folgende Idee: Im Black-Scholes-Modell
wird die sichere Anlage (B(t)),<,r als numeraire verwendet. In diesem Mo-
dell existiert dann zu jedem hedgebaren contingent claim ein Hedge H, des-
sen Wertentwicklung, ausgedriickt in Einheiten von B, dann bzgl. eines zu
P &dquivalenten Martingalmafses P* ein Martingal ist. Aus dieser Eigenschaft
erhdlt man dann die Black-Scholes-Formel.

Wenn man nun ein anderes, in gewissem Sinne optimales numeraire S% fin-
den konnte, so dass jedes strikt positive, selbstfinanzierende Portfolio, aus-
gedriickt in Einheiten von S% bereits selbst ein lokales Martingal ist - und
zwar beziiglich des von Anfang an gegebenen Mafes P - so hitte man sowohl
das Problem der fehlenden Hedgebarkeit als auch die fragliche Existenz eines
aquivalenten Martingalmafes umgangen. Die Bewertungsformel, die man so
erhilt, wire dann auf eine viel grofsere Anzahl von Modellen anwendbar als
nur auf das Black-Scholes-Modell (insbesondere auch auf den Wetterderivat-
fall), da sie ohne besagte Voraussetzungen auskommt.

Dass es tatsédchlich ein solches numeraire gibt, mdchte ich in diesem Kapi-
tel zeigen und die entsprechende Bewertungsformel herleiten. Weiterhin wird
sich zeigen, dass bekannte Bewertungsformeln als Spezialfille des Benchmark-
ansatzes angesehen werden konnen.

Im Folgenden soll der Benchmarkansatz vorgestellt werden.

2.1 Das Modell

Zur Entwicklung des Benchmarkansatzes soll hier ein zeitstetiges Finanz-
marktmodell verwendet werden, obgleich Wetterderivate ihren Wert nur zu
diskreten Zeitpunkten &ndern, ndmlich einmal téglich, wenn ein neuer DAT-
Wert (bzw. HDD/CDD oder ein anderer vergleichbarer Index) bekannt wird.
Somit wird am Ende nur die diskrete Formel bend6tigt. Aus Genauigkeits-
griinden, zum korrekten Aufbau der Theorie und da der Benchmarkansatz ja
auch fiir andere Félle als den der Wetterderivate anwendbar ist, ist dennoch
ein stetiges Modell besser geeignet.

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, A7, A, P). Dabei sei T' € (0, 00)
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ein endlicher Zeithorizont und A = (A;),(o 7y eine Filtration auf €2, d.h. eine
aufsteigende Folge von o-Algebren A;,0 < ¢ < T, die die usual conditions
erfiillt (also (A;)o<:<7 rechtsseitig stetig und Ay enthélt alle P-Nullmengen).
Ay sei dabei als die triviale o-Algebra angenommen. Die Filtration A be-
schreibt in dem Modell die Entwicklung des Informationsstandes (nicht nur
bzgl. des Finanzmarktes, sondern auch bzgl. der spéter betrachteten Wetter-
entwicklung), A; gibt also den Informationsstand zum Zeitpunkt t an.
Weiterhin seien d+1 Basisfinanzgiiter gegeben. Das 0-te Basisfinanzgut stellt
die sichere Anlage dar, die {ibrigen d Finanzgiiter sind risikobehaftet. Dazu sei
jeweils ein Basisfinanzgut-Account gegeben. Diese sind so definiert, dass der
j-te Account jeweils nur Anteile des j-ten Basisfinanzgutes und die daraus re-
sultierenden akkumulierten Gewinne enthélt (diese werden also reinvestiert).
Im Fall einer Aktie wiirde es sich dabei also um den Preis des Accounts in
t handeln, inklusive aller Dividenden die bis zu diesem Zeitpunkt angefallen
sind.

Der Zinsratenprozess r = {r(t),t € [0,7]} bildet die Wertentwicklung der
sicheren Anlage ab. Bezeichnet B(t) den Preis des 0-ten Accounts zum Zeit-

punkt t, so sei
t
B(t) = exp (/ r(s) d3> :
0

Somit erfiillt B(t) die folgende Differentialgleichung:
dB(t) = B(t)r(t)dt, t €[0,T]

dabei ist B(0) = 1.

S9(t) bezeichne den Wert des zum j-ten Basisfinanzgut gehérenden Accounts
zum Zeitpunkt ¢ (0 < ¢ < T). Der Prozess S = {S7(t), t € [0, T]} beschreibt
demnach die Entwicklung des Wertes des j-ten Portfolios. Fiir jedes t ist S7(t)
als eindeutige (starke) Losung der stochastischen Differentialgleichung

dS7(t) = S7(t) ( dt+2bﬂ de> (2.1)

gegeben.

Dabei sei Wk = {W*(t),t € [0,T]} fiir jedes k € {1,...,d} ein Wiener-
Prozess bzgl. A. Diese d Wiener-Prozesse seien unabhingig voneinander.
Durch sie wird die Unsicherheit des Finanzmarktes im Modell abgebildet.
a’(t) ist die expected rate of return des j-ten Basisfinanzgut-Accounts zum
Zeitpunkt t und b*(t) gibt die Volatilitit des j-ten Accounts in Bezug auf
den k-ten Wiener-Prozess an. Man fasst die Volatilitdten in der Volatili-
tatsmatrix b(t) = (bj’k(t))1<j,k<d zusammen. Diese sei A-f.s. invertierbar mit
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inverser Matrix b~!(¢) = (b‘1j7k(t))1<j <y In diesem Fall nennt man auch
den Markt snvertierbar. Aufgrund der Invertierbarkeit der Volatilititsmatrix
ist die Existenz von redundanten Basisfinanzgut-Accounts ausgeschlossen.

Sowohl a? = {a?(t),t € [0, T]} als auch ¥* = {b3*(t),t € [0, T]} seien fiir alle

J,k € {1,...,d} adaptierte, previsible Prozesse, die

/OT <|aj(s)| + (bj’k(s))2> ds < o0

erfiillen.

Ublicherweise wird 6%*(¢) = 0 angenommen (d.h. die sichere Anlage besitzt
keine Volatilitét). Klar: a®(t) = r(t).

Fiir jedes j gelte S7(0) > 0, d.h. zu Beginn haben alle Basisfinanzgut-
Accounts einen positiven Wert, und S°(0) = 1.

Definition: FEin invertierbarer Markt Siq) = (S, a,b,7, A, P) mit d risikobe-
hafteten Basisfinanzgut-Accounts heifst stetiger Finanzmarkt.

(Dabei sei S = {S(t) = (S°(t),...,8%¢)T,t € [0,T]} und a = {a(t) =
(a®(t),...,a%t)T,t €10,T]}.)

Der Marktpreis des Risikos wird durch den Vektor
0(t) = (0'(t),...,0°(t))" = b (D)[a(t) —r(t)1], t €[0T (2.2)

gegeben.

Dabei sei 1 = (1,...,1)T.

Der Marktpreis des Risikos in Bezug auf den k-ten Unsicherheitsfaktor, mo-
delliert durch den k-ten Wiener-Prozess, wird also mit 0%(¢) bezeichnet.

Bemerkung: Mithilfe von # kann die Differentialgleichung (2.1) umgeschrie-
ben werden zu:

ds’(t) = S7(t) - (r(t)dt + ) R - (08 (t)dt + dW* (t))> (2.3)

t €10,7],0 < j <d (denn aus (2.2) folgt a(t) = b(t)0(t) + r(t)1).

Mit den oben gegebenen S7 konnen nun Portfolios gebildet werden, die sich
aus diesen Basisfinanzgut-Accounts zusammensetzen.

Definition: Fine Strategie § = {6(t) = (0°(¢),...,0%(t))", ¢t € [0,T]} ist ein
previsibler, S-integrierbarer Prozess. Dabei gibt fiir jedes j die j-te Komponen-
te 07 (t) € (—o0,00) von § die Anzahl der Einheiten des j-ten Basisfinanzgut-
Accounts an, die im zu 0 gehorigen Portfolio zum Zeitpunkt t gehalten werden.
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Entsprechend gibt dann S°(t) den Wert dieses Portfolios in t an. Dabei gilt
foa. t€]0,T]:

SO(t) =) &(t)SI(t)

M=

=0

Definition: Fin Portfolio S° mit einer zugehérigen Handelsstrategie & wird
selbstfinanzierend genannt, wenn in keinem der Zeitpunkte t Kapital ent-
nommen oder hinzugefiigt wird, sondern alle Gewinne und Verluste aus dem
Handel mit den Basisfinanzqut-Accounts entstehen. Dies ist dquivalent zu

d

dS°(t) = &/ (t)dS (1) (2.4)

=0

fa. t€]0,T).

Im Folgenden sollen nur selbstfinanzierende, strikt positive Portfolios be-
trachtet werden (also solche mit S°(¢) > 0 f.a. t € [0,T]). Die Menge aller
solcher Portfolios werde mit YV bezeichnet.

Bemerkung: Die Beschriankung auf strikt positive Portfolios ist sinnvoll,
wenn man das Konzept der beschrankten Haftung beriicksichtigt, denn ein
Marktteilnehmer, dessen gesamtes Portfolio negativ wird, muss Bankrott an-
melden und kann nicht mehr weiter am Markt teilnehmen.

Definition: Aus der Strategie § ldsst sich nun der Anteilprozess
5 = {ms(t) = (m§(1), m5(t), ..., 75 (¢)), t € [0, T}

ableiten. Dabei gibt 7T§ (t) den Anteil von S°(t) an, der in den j-ten Basisfinanzgut-
Account investiert ist.

7 (t) ist gegeben durch:

w0 = (0 g5

Natiirlich miissen sich die Anteile zu 1 aufaddieren:

te0,T],0<j<d.

iﬂ'g@) =1 fa. te€[0,7T].

j=0

Wendet man (2.4) und (2.3) auf ein strikt positives Portfolio S° an, erhilt
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man fiir jedes ¢ € [0, 7T]:
d
dS(t) = > & (t)ds(t)
j=0

= Zaj(t)sj(t)( dt+2bﬂ (t)dt + dW*(t ))>

d

_ t)dt + Z Z 8 (1) S (4)P* (t) (6F(t)dt + dWF(t))
= S(t)r(t)dt+ S°(t) Y BE(t) (0*(t)dt + AW*(2))
. (2.5)

Dabei ist

wie iiblich (z.B. im Capital Asset Pricing Model) die k-te Portfolio- Volatilitdt
bzw. das 3-Risiko.

Fiir den Logarithmus von S°(¢) gilt mithilfe von (2.5) und der It6-Formel fiir
jedes strikt positive Portfolio S°(t):

d log(S°(t)) = <T(t)+2ﬁ§(t)9k(t)>

(2.6)
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mit
o) = rl0) + 32 A50) (640 - 5400

der Portfolio- Wachstumsrate.

Mithilfe dieser Wachstumsrate lasst sich ein Optimalitatskriterium fiir selbst-
finanzierende Portfolios bestimmen, welches dann einen Kandidaten fiir das
gesuchte numeraire liefern wird. Dies geschieht im néchsten Abschnitt.

2.2 Das Growth Optimal Portfolio (GOP)

Ziel ist es nun, unter allen Wachstumsraten aus Abschnitt 1 fiir jedes ¢ (0 <
t <T) in Abhéngigkeit von 7s(t) eine zu diesem Zeitpunkt optimale Wachs-
tumsrate gs, (t) zu finden.

Definition: Fin Portfolio S°* € VT wird Growth Optimal Portfolio (GOP)
genannt, wenn es den erwarteten Logarithmus des Endvermdgens mazximiert,
d.h.

E (log (S™(T))) = ;max E (log (S°(T))) .

Lemma 2.2.1 FEin Portfolio S°, das in jedem Zeitpunkt t die Wachstums-
rate mazximiert, fir das also gilt:

9s.(t) > gs5(t) f.s.

fiir alle t € [0,T) und alle § mit S° € V*, mazimiert auch den erwarteten
Logarithmus des Endvermégens:

E (log (S™(1))) = ;max E (log (S°(T)))
und 18t somit ein GOP.

Beweis: Mithilfe von (2.6) siecht man, dass

E (log (SX(T))) = E (/OT g(;(t)dt) fa. dmit S €V, 0<t<T

Somit folgt aus

gs.(t) > gs(t) f.s. fa. t € [0,T], 6 mit S° € VT
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E ( /0 o (t)dt)
E (/OT gg(t)dt)

E (log (5°(7)))

E (log (5(T)))

v

f.a.  mit S0 € V. M

Gesucht ist also ein Anteilsprozess 75, , der ein Portfolio mit optimaler Wachs-
tumsrate erzeugt. Findet man einen solchen, so hat man auch ein GOP ge-
funden. In diesem konkreten Modell, in dem ein dquivalentes Martigalmaf
P* existiert, kann man direkt ein GOP bestimmen:

Satz 2.2.1 In oben gegebenem Modell ist ein GOP gegeben durch den An-
teilsprozess
(5. ()T =0T ()b (t) fa. 0<t<T.

Beweis: Nach Lemma 2.2.1 liefert ein Portfolio mit optimaler Wachstums-
rate gs, ein GOP. Es geniigt also, ein solches Portfolio S% zu finden.
Halte dazu eine konkrete Realisierung S°(¢)(w) und 0 <t < T fest. Es gilt:

d d
ai(t) = () + 3 00 — 5 3 (35)’
k=1 k=1
i d A 2
ORI ILOEACAOEED Y (Z w3 ()Y ’“(t))
k=1 j=1 k=1 \j=1
d d
= r(t)+ ) > mOprE)ek()
k=1 j=1
1 d d d '
-5 PN GO GEAGIEIG)
k=1 j=1 I=1

Somit reduziert sich das Problem auf die Maximierung einer Funktion in
(m5)" = (m3(t),...,7§(t)), also auf eine Maximierung im R?, genauer, die
Maximierung der Funktion
g:RY >R,
d d d d

(o) o () + 303 b ()05 () — % SO (b (1))

k=1 j=1 k=1 j=1 I=1
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Eine Extremestelle 2* einer Funktion g im R? muss als notwendige Bedingung
gradg(z*) = 0 erfiillen:

d

9 ik (9" i
axig(:rl,...,xd) = Zb (1)0%(t) Zb Zx]
k=1 k=1
fa 1<i<d

= Zb”“ £)0%(t) szk ij Jfa. 1<i<d
= Zb“f(t)( ij )—Ofa1<z<d
k=1

= b*(t) ="0fa. 1<z k< d(Wid.)

V0" (t) 'Z DRt fa. 1<k <d

R

>
/\/-\
Cbit

~

T
/\

~
~—

Dass es sich bei der gefundenen Nullstelle des Gradienten von g tatsdchlich
um ein Maximum handelt, liegt daran, dass g konkav ist:

Betrachte h := —g. Fiir U C R offen und konvex gilt fiir beliebiges 0 < A < 1
und oy = (21,... 29,20 = (2,...,29) € U, 21 # xv:

SN O + M1 =)

17

M&
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d
=11
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1
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d d ‘ d d
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N | —

S Z (Z bl’k(:zcl1 — xé)) <0

k=1 =1

Damit ist h konvex und somit g wie behauptet konkav. Damit ist (s, (¢))
tatsdchlich absolute Maximalstelle von g. 0

In diesem Modell konnte der Anteilsprozess, der ein optimales Portfolio er-
zeugt, direkt berechnet werden. Es ist hingegen zunéchst noch nicht klar, ob
in der Realitit ein selbstfinanzierendes, strikt positives Portfolio S% mit An-
teilsprozess ms, exisitert, das eine optimale Wachstumsrate g5, < oo besitzt
bzw. das E (log (S°(T))) maximiert.

Beachte: Fiir andere Nutzenfunktionen muss das GOP nicht optimal sein.

Bemerkungen: Nach (2.5) und Satz 2.2.1 ist das GOP die Losung der
stochastischen Differentialgleichung

ds%(t) = S%(t) (r(t)dt - i 0" (t) (0" (t)dt + dW’“(t))) (2.7)

fiir alle t € [0, T]. Dabei ist S°(0) > 0, denn

d

57(0) = ) 61(0)57(0)

j=0

mit $7(0) > 0 fa. 0 < j < d und §(t) = 58] (1),

Man sieht also (vgl. Satz 2.2.1), dass beim GOP die Volatilitdten identisch
mit den Marktpreisen des Risikos 0%(t), k = 1,...,d sind. Aus (2.7) folgt
insbesondere, dass die Risikoprdmie des GOP fiir alle t dem Quadrat des

gesamten Marktpreises des Risikos |6(¢)| entspricht:

d
()] = | > (05(1)”
k=1
Dieses Ergebnis ist konsistent mit dem Capital Asset Pricing Model (CAPM),
wenn man statt des Marktportfolios das GOP als Referenzportfolio wihlt.

Dass die Interpretation des Marktportfolios als Approximation des GOP
nicht ungerechtfertigt ist, soll sich noch zeigen.
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2.2.1 Approximation des GOP

Es ist zwar schon, dass die Existenz des GOP in diesem konkreten Modell
gezeigt und der zugehorige Anteilsprozess bestimmt werden konnte. Damit
die Benchmark-Bewertungsmethode, die auf der Existenz des GOP fuft (und
im Folgenden vorgestellt werden soll), einen praktischen Nutzen haben kann,
muss diese Existenz auch in der Realitdt vorliegen und das GOP - wenn
bendtigt - berechnet bzw. angenihert werden kénnen. Daher soll nun gezeigt
werden, wie ein GOP in einem stetigen Finanzmarktmodell approximiert
werden kann. Dazu sind zunéchst einige vorbereitende Definitionen notig:

Definition: Ein Portfolioprozess S°, ausgedriickt in Einheiten des GOP,
heifst gebenchmarkt. Der gebenchmarkte Prozess wird mit

SO(t) = fa.0<t<T (2.8)

bezeichnet.

Wie gewiinscht werden somit Portfolios in Einheiten des GOP ausgedriickt.
Dass es auch die geforderte Eigenschaft hat, dass jedes strikt positive, selbst-
finanzierende Portfolio, ausgedriickt in Einheiten des GOP, ein lokales Mar-
tingal bzgl. P ist, wird sich noch zeigen.

Lemma 2.2.2 Fin gebenchmarktes Portfolio ist Lésung der folgenden Dif-
ferentialgleichung:

dS°(t) (Z > it — 05t ))) dW* (¢)

1

Beweis: Unter Verwendung von (2.8), (2.5), der Definition von 3%(t), (2.7)
und des Lemmas von It erhilt man:

0 = g0 ( £y ﬁé“(t)@’“(t)) - ( . Z<9k<t>>2>

S&

/-\
\_/
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= $) r+§;ﬁ§<t)9’“(t) —r—g(G’“(t))2+kZi;(9’“(t))2—gﬁff(t)@’“(t)
+ 8 éﬁ?(t)—;e’“(ﬂ) aw()
= §) Z (Z w(O0H(1) ek@)) aw()
= §) igwgw (4(r) - em))) awk(i)
= §) kzd;gwf;@)a”(t) de(t)) o
Dabei bezeichne
oIH(1) = BH(r) — 04 (1) (2.10)

die j-te spezifische Volatilitat fir t € [0,T], j € {0,...,d}, k € {1,...,d}.
Diese gibt das k-te spezifische Marktrisiko (bezogen auf den k-ten Wiener-
Prozess) des gebenchmarkten j-ten Basisfinanzgut-Accounts zum Zeitpunkt
t an.

Definition: Fiirt € [0,T] und k € {1,...,d} kann man aus den o*(t) die
k-te totale spezifische Volatilitat bilden:

3() = >l )

Ziel ist es nun, das GOP mit Hilfe von Diversifikation durch ein Marktport-
folio anzundhern. Dazu betrachte ich eine Folge von stetigen Finanzmarkten,
in denen sich immer mehr verschiedene, risikobehaftete Basisfinanzgiiter be-
finden.

Zu diesem Zweck sollen weiterhin der zu Beginn definierte Wahrscheinlich-
keitsraum (Q, Ar, A, P) und die Wiener-Prozesse W* verwendet werden, wo-
bei diesmal £ € N gelte. Fiir jedes d € N betrachte nun einen zugehdorigen
stetigen Finanzmarkt S(q), der d+1 Basisfinanzgiiter enthalte, von denen d
risikobehaftet seien. S?d) (t) sei wie gehabt gegeben durch

S0 (1) = exp ( /O tr(s)ds) .

)dt

(2.9)
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Es entsteht eine Folge (S(d))deN' Der Prozess r = {r(t),t € [0,T]} ist fiir alle
diese Mérkte gleich, denn es soll sich um eine Folge von gleichartigen Mérk-
ten handeln, wobei fiir wachsendes d jeweils ein Basisfinanzgut hinzukommt.
Diese Folge soll den real existierenden Markt anndhern.

Um Klarheit zu schaffen, auf welchen Markt der Folge (S(d)) ey Sich ein
Finanzgut bezieht, wird nun die Notation angepasst, indem die Basisfinanz-
giiter zusdtzlich mit der Gesamtanzahl der risikobehafteten Finanzgiiter im
zugehorigen Markt indiziert werden. So hat in Sig) der Vektor aller Basisfi-
nanzgiiter die Gestalt

Sty = {S@/(®) = (S@y(®), -, Siay(1)", t € [0, T}

Genauso soll von jetzt an auch bei den {ibrigen, bisher eingefiihrten Notatio-
nen die Abhéngigkeit von d durch einen Index gekennzeichnet werden, sobald
dies erforderlich ist.

Entsprechend umindiziert lautet die Differenzialgleichung zum Basisfinanz-
gut Sg o):

ds], () = S{d)( ( dt+Zde) )dt+dW’“()))

+ - (deﬁ + ) (t)) ' (U?Jl];(t)dt + de(ﬂ)
(2.11)

(die zweite Gleichung gilt mit (2.10)).

Bemerkung: Die Identifizierung Géfd)( ) = a(d "(t), k € {1,...,d}, zeigt noch
einmal, dass die Qfd)(t) das generelle Marktrisiko in t in Bezug auf den k-ten
Wiener-Prozess abbilden, wahrend die iibrigen O'{(’;;(t),j e {l,...,d}, k €
{1,...,d} die spezifischen Risiken der gebenchmarkten j-ten Basisfinanzgut-

Accounts in Bezug auf den k-ten Wiener-Prozess wiederspiegeln.

Definition: FEine Folge (S(d))deN heifst Folge von stetigen Finanzmérkten,
wenn

e fiir jedes d die Basisfinanzgut-Accounts in S Differentialgleichungen
wie in (2.11) erfillen
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ir jedes d die Volatititsmatriz bay(t :<bj’kt)
o fiir jedes d die Volatititsmatriz ba(t) (0 < ped
= (a{(’i’;(t) + a?él;(t))lgj’kgd invertierbar ist fir \-f.a. t € [0,T]
o die j,k-ten spezifischen Volatilititen fir allet € [0,T], j >0, k € N fir
d — oo f.s. gegen einen endlichen Grenzwert o¥*(t) konvergieren, d.h.

. i,k i,
dhj& oy (t) =0’ H(t) fs.
mit o9*(t) < oo.

Bemerkung: Wie oben fiir einen einzelnen stetigen Finanzmarkt gese-
hen, existiert in jedem Markt der Folge (S(d))deN ein zugehoriges d-tes GOP
Sen = {85 (1), t € [0, T}

Die Strategie héngt also von d ab und es kann in jedem Sy eine andere
Strategie optimal sein.

Sei nun eine Folge (S(d)) den gegeben. Es soll nun eine Folge von Portfolios
gefunden werden, die die zugehorige Folge der GOPs approximiert. Dazu sind
noch einige Vorbemerkungen notig:

Definition: In einer Folge (S(d)) von stetigen Finanzmdrkten heiffe eine

deN

Folge (ng”)d in V7 mit S?é)d)(O) = 1 Folge von diversifizierten Portfolios,
eN

falls endliche Konstanten Ky > 0, Ky > 0 und K3 € {1,2,...} ezistieren,

die unabhdngig von d sind, so dass qult:

. K,

f.S. f.a. j S {0,...,d}, de {Kg,K3+ 1,} und t € [O,T}
Dies bedeutet, dass der Anteil, der in t in den j-ten Basisfinanzgut-Account

investiert ist, fiir d — oo etwas schneller fillt als d~2. Dies gilt z.B. wenn in
alle Basisfinanzgut-Accounts gleichviel investiert wird.

(2.12)

Definition: Weiterhin heifit eine Folge von stetigen Finanzmdrkten regular,
wenn von d unabhdngige, endliche Konstanten K, und Kj existieren, so dass

E ((&fd)(t)f) < K (2.13)

fa tel0,T], ke{l,...,d}, de {Ky, Kys+1,...}.
Diese Bedingung stellt sicher, dass jede Quelle von Unsicherheit nur eine be-
grenzte Anzahl von gebenchmarkten Basisfinanzgut-Accounts beeinflusst.
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Bemerkung: Der real existierende Markt, der aus allen auf der Welt gehan-
delten Finanzgiitern besteht, kann als regulér angenommen werden.

In jedem Markt (S()) gilt nach (2.6) , (2.10) und der Definition von gs(t)
fiir alle t: 5.0 W
d (1og (5(;;) (t )) log (S( ' (t)))

= ( (t) + g ) dt+20 t) AWk (1) <r(t) +gf§§”(t)) dt

— 255 o () dWH(2)
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Dabei wird

als tracking rate bezeichnet. Sie kann als Maf fiir den “Abstand” zur Zeit t

zwischen S%(4(t) und dem GOP aufgefasst werden. Es gilt natiirlich Rg*( o(t) =
0 f.a. t € [0, 7). Gesucht ist also eine Folge von Portfolios, fiir die die tracking

rate fiir wachsendes d moglichst klein wird, denn diese Portfolios sind dem

GOP am néchsten.

Definition: In einer Folge (S(d))deN von stetigen Finanzmdarkten heiffe ei-

ne Folge (Sfé?) € VT mat Startwert 1 Folge von approximierten GOPs,
deN

wenn f.a. t € [0,T] die zugehdorige Folge der tracking rates fir d — oo sto-

chastisch gegen Null konvergiert:

¥e>0: lim P (Rq)(t) >€) =0 Vt €[0,T].

Mit Hilfe dieser Definition kann nun in einer Folge von stetigen Finanzmark-
ten ohne weitere Annahmen die Folge der GOPs approximiert werden.

Satz 2.2.2 In einer reguldren Folge (S(d))deN von stetigen Finanzmdrkten

ist jede Folge (S?gl)> von diversifizierten Portfolios eine Folge von appro-
deN

zimierten GOPs.

Bemerkung: Dieser Satz begriindet auch theoretisch, warum Diversifikati-
on sinnvoll ist.

Beweis: Sei (S?g ))d eine Folge von diversifizierten Portfolios in einer
eN

Folge von reguldren stetigen Finanzmérkten. Nutze zur Abschiatzung der er-
warteten tracking rates die Ungleichungen (2.12) und (2.13). Es gilt fiir alle
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t €[0,7) und d > max{Kj, K}

E(R{yt) < Y E (Z |w§(d)<t>||a{£<t>|>

IA
M&
&5
—/
Q
Mf‘ﬂ
z
M=
=
~—
no

k=1 Jj=0
d
K12 Ak 2
< 12K B <(O(d) (t)) >
k=1
d
K3
= Z (d1+2K2 K5>
k=1
e K]? . K5 . diQK?

Da Ky > 0 und K, K5 < oo gilt wegen der Markov-Ungleichung fiir jedes
e>0undte0,7]:

1 1
lim P (R§4(t) > ¢) < lim — E (RY () < lim = K} - K5-d* =0

d— 0o d—oo € d—oo €

Dies ist aber gerade dazu dquivalent, dass <SE§C§§Z) ) die Folge der GOPs
deN

approximiert. 0

Bemerkung: Fiir Satz 2.2.2 ist es vollig irrelevant, wie die Basisfinanzgut-
Accounts genau verteilt sind. Solange die Folge der Portfolios ausreichend
diversifiziert (und die Folge der Finanzmérkte regulér) ist, konvergiert die
Portfolio-Folge gegen das GOP.

Wendet man Satz 2.2.2 an, erhilt man, dass das GOP durch ein Weltmarkt-
portfolio, z.B. den MSCI World Index, approximiert werden kann. Dabei
handelt es sich um einen auf Aktien basierenden Index, der von dem ameri-
kanischen Finanzdienstleister Morgan Stanley Capital International (MSCI)
verOffentlicht wird. Er wird seit 1969 aus Finanztiteln aus 23 Léndern gebil-
det.

Es wird sich aber zeigen, dass es bei der Bewertung von Wetterderivaten gar
nicht notwendig ist, die genaue Struktur des GOP zu kennen. Fiir die Be-
wertungsformel wird nur seine Existenz benotigt.

Jetzt, da klar ist, dass das GOP existiert, muss nur noch gezeigt werden,
dass es die gewiinschte Supermartingaleigenschaft hat. Dies soll im Folgenden
geschehen.
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2.2.2 Die Supermartingaleigenschaft

Von jetzt an soll wieder nur ein stetiger Finanzmarkt S(gy mit festem d > 0
betrachtet werden.

Satz 2.2.3 Ein strikt positives, selbstfinanzierendes Portfolio S% ist genau
dann ein GOP, wenn alle strikt positiven, selbstfinanzierenden Portfolios S°
- ausgedriickt in Einheiten von S% - (A, P)-Supermartingale sind, d.h.

S (s) (1)
£ (Sws) | At) < 50

fs fa. 0<t<s<T.

Beweis: “= “ Nach (2.9) erfiillt S%(¢) fiir alle t die Differentialgleichung
dS(t) = S°(t)dM (t)

mit M gegeben durch

also

Als stochastischer Integralprozess ist M ein lokales Martingal und somit ein
Semimartingal.

Somit lisst sich S? als zu M gehoriges exponentielles Semimartingal darstel-
len:

$(0) = £, = SOy exp (M08 - (011 )

Da M ein lokales Martingal ist, ist £(M) ein positives lokales Martingal und
somit ein Supermartingal.

“ «: Es seien nun alle Portfolios S°, ausgedriickt in Einheiten von S%, also
alle §5, Supermartingale. )

Annahme: S% ist kein GOP. Dann gibt es aber ein 6, so dass S° ein GOP
ist (da ein GOP existiert, vgl. Abschnitt 2.2.1). Dann folgt aus der bereits
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gezeigten Richtung “ = “, dass auch alle in Einheiten von X ausgedriickten
Portfolios S° Supermartingale sind. Definiere

Dann gilt nach Voraussetzung: L; und th sind Supermartingale. Das geht
aber nur, wenn L, bereits ein Martingal ist. Also gilt

EFL; = FLy= C mit C > 0 konstant.
Daz — % eine konvexe Funktion ist, gilt mit der Jensenschen Ungleichung
fiir bedingte Erwartungswerte:

1 1 1
E(= L S
(Lt'““5> = ELIA) L

Aufgrund der Supermartingaleigenschaft gilt aber auch

1 1
B — S <_7
(Lt’A) N LS

also insgesamt Gleichheit. Somit ist auch L% ein Martingal.
Dann muss aber schon L; = C gelten. Also ist S% bereits ein Vielfaches von
S (bzw. umgekehrt). Dann muss aber auch S ein GOP sein. [

Anwendung: Somit ist also jedes SO~ also jeder mit dem numeraire S%
gebenchmarkte Preisprozess S° - ein lokales Martingal beziiglich P. Daraus
folgt dann unmittelbar, dass P bereits ein dquivalentes lokales Martingalmafs
ist, wenn man S% als numeraire wihlt.

Bemerkung: Der Anteilsprozess w5, des GOP muss nicht eindeutig sein,
z.B. kann man im Fall redundanter Basisfinanzgut-Accounts mit verschiede-
nen Anteilsprozessen den gleichen Wertprozess S% erzeugen. Es gilt aber,
wie obiger Beweis gezeigt hat:

Korollar: Der Prozess S ist f.s. eindeutig.

Somit hat sich also gezeigt, dass das GOP tatséichlich die gewiinschte Super-
martingaleigenschaft hat. Im Folgenden soll nun die faire Bewertung mithilfe
des GOP stattfinden.
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2.3 Faire Bewertung

Der gebenchmarkte Wertprozess

o S
S(t) = =4, 0<t<T
KRNI
eines strikt positiven, selbstfinanzierenden Portfolios S° zum Zeitpunkt t ist
bereits im letzten Abschnitt eingefiihrt worden.
Ebenso wurde gezeigt, dass der gebenchmarkte Prozess stets ein Supermar-
tingal ist, d.h.

() > E (Sé(sn At> fs. La. t<s.

Ein besonderer Fall liegt vor, wenn ein gebenchmarkter Prozess ein Martingal
ist:

Definition: Ein Wertprozess V.= {V(t), t € [0,00)}, also ein Prozess der
Form

V() =) dt)S(t), 0<t<T,

der die Wertentwicklung bei Anwendung einer Handelsstrategie 6 =

(61(¢), ..., 0%L))o<t<r beschreibt, wird fair genannt, wenn der gebenchmarkte
Prozess Vo)
V={V(t)= teo
(V)= ikt .00}

ein (A, P)-Martingal ist, d.h.
V()= E(V(s)| A)

fos. fa. t <s.

Korollar 1: FEin gebenchmarkter fairer Portfolioprozess S° = {g‘;(t), t e
[0, 00]} ist ein (A, P)-Martingal auf [0, o] mit

S%(00) = Jim So(t) f.s.
und fiir alle Stoppzeiten o, 7 € [0,00] mit o < 1 f.s. gilt:
(o) =E (35(7>|A0) f.s.

mit S%(c), S°(7) integrierbar-.
Dieses Korollar folgt unmittelbar aus dem Optional-Sampling-Theorem.
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Definition / Korollar 2: Fiir ein strikt positives Portfolio S° und be-
schrankte Stoppzeiten T € [0,00) und o € (7,00) ist der erwartete Return
im Zeitraum [o, 7| definiert durch

55(0)

5 .

o = FE (85(7')|AT) 1
mit % = 1.

Dabei heifit eine Stoppzeit T € [0,00) beschrinkt, falls ein 0 < C < oo
existiert mit P(t < C) = 1. Der erwartete Return eines gebenchmarkten
Portfolios S° im Zeitraum [o, 7] ist entsprechend gegeben duch:

o [ S0) S(7) o[ S
ﬁjE(mWﬂy&ﬂAJ—lE(ﬁﬁﬂA)—L

Es gilt: 9 = 0 f.a. 7 € [0,00) und 0 € (1,00) genau dann, wenn S° fair
ust.

Beweis: “ = “ Sei 5 strikt positiv mit r?’ = 0 f.a. 7 € [0,00) und o €
(7, 00) beschrénkt.

=0=r""=F S (U)|AT -1
| $°(r)

= B ($°(0)| A-) = $°(7)
= S ist ein Martingal, also ist S? fair.
“ & “Sei nun S fair.

#EC@@N&)zﬁﬁ)

Bemerkung: Mochte man nun fiir einen gegebenen Wertprozess V den Wert
im Zeitpunkt t so bestimmen, dass man einen fairen Wertprozess erhilt,
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so braucht man nur die definierende Gleichung eines fairen Wertprozesses
anzuwenden:

V(t) = E(V(s)| Ay).

Man muss also nur den Erwartungswert des gebenchmarkten Wertprozesses
zu einem Zeitpunkt s > ¢, bedingt auf A;, bilden.
Dabei liefert Korollar 1 die Martingaleigenschaft

A

V(r) = B(V(0)| A)

f.s. auch fiir alle Stoppzeiten 7 € [0, 00|, o € [7, 00].

Der faire Preis in t kann also als beste Voraussage fiir alle zukiinftigen Werte
(auch fiir den in 0o) des gebenchmarkten Prozesses interpretiert werden, die
in diesem Zeitpunkt gemacht werden kann.

Um nun fiir einen Contingent Claim Hyp, also eine Ap-messbare Payofffunk-
tion zum Endzeitpunkt T, mit

E (SJ(SH—(T%)) —F (\HT|> <

den fairen Preis eines Wertprozesses zum Zeitpunkt t zu bestimmen, kann
nun die faire Bewertungsformel aufgestellt werden:

Definition: Zu einem nichtnegativen, gebenchmarkten Contingent Claim
Hr existiert ein faires Portfolio S°# (d.h. S°# ist ein lokales P-Martingal)
mit

S%H(T) = Hy.
Dieses Portfolio wird lokaler Martingalhedge genannt.

Satz 2.3.1 Sei Hy ein beliebiger nichtnegativer gebenchmarkter Contingent
Claim und S°% der zugehérige lokale Martingalhedge. Dann gibt es einen zu-
gehdorigen eindeutigen previsiblen Prozess

Tsy = {xs, (t) = (x5, (), ... ,ang(t))T, t € [0,T)}, so dass fiir den Anteil-
sprozess T, gilt:

Mo (1) = o (8) " 1", (£) 5% (1)~

und
d

Hy = 8% (t) + Z/t x5 (s)dW"(s) f.s. fa. t €[0,T]

k=1
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Beweis: Nach dem Martingaldarstellungssatz fiir lokale Martingale existiert
zu jedem lokalen Martingal M ein previsibler Prozess xy so dass

t
M, = / zy (s)dW (s) fa. t > 0.
0
Wihle Y = $% (¢) (denn 5% ist ein lokales Martingal). Es ergibt sich:

$n () — /Ot:c(;H(s)dW(s)
= i/otxlgH(s)de(s

(2.14)
Fiir t = T ergibt sich somit:

N b . . ’ k k
HT—S (T) - Z/ xéH(S)dW (S>
k=10
_ Z/O ajlgH(s)de(S)—l-Z/t k. (s)dW*(s)

k=1
A d T
— S‘sH(t)%—Z/ s (s)dW*(s)
k=17t
Vergleicht man nun (2.9):

dS%H (t) = 5% (¢ (iin (t)o Pk () dW* (¢ ))

mit dem Differential von (2.14):

dS(t) =) " ab (H)dW*(t)
ergibt sich:
S0 (t)my, (Do (t) = a7,(1)1
= (o) = S 'l (1)1
=m (1) = Son (t)~"a5,, (t)1o(t)"'( falls o invertierbar)
=7a(t) = o ()1 x(t)S% (1)
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Insbesondere ist
E (fIT| At> —F (SéH (T)| At) — §%n (1)

ein P-Martingal. Dieses definiert den zu Hp gehorigen fairen Wertprozess.

Definition: Flir einen durch einen lokalen Martingalhedge S° hedgebaren
Claim Hr ist der faire Preis Cp,.(t) zum Zeitpunkt t € [0,T] gegeben durch

Crry(t) = 5" (1) = B (Hr| A,)
Es gilt:

CHT(t) = 56*(t> CA'h’T(t)

(2.15)

Dabes ist wie Gblich
_ CHT (t)
S (t) ’

CAtHT <t>

Chu, (t) ist der gebenchmarkte faire Preis.
(2.15) nennt man die faire Bewertungsformel.

Bemerkung: In der fairen Bertungsformel

Cun(t) = S(t) E (ﬁH—{T)| At)

kommt der lokale Martingalhedge S° gar nicht explizit vor. Der Ausdruck auf
der rechten Seite der Gleichung kann also auch fiir nicht hedgebare Claims
gebildet werden. Somit erhélt man auch fiir diesen Fall eine sinnvolle Bewer-

tung, denn als bedingter Erwartungswert ist £ <1fIT| .At> die beste Prognose

fiir den Wert in T, die im Zeitpunkt t gemacht werden kann. Somit kann
man die faire Bewertungsformel auch fiir nicht hedgebare Claims anwenden.

Bemerkung: Beachte, dass der bedingte Erwartungswert, der in beiden Fél-
len fiir die faire Bewertungsformel benétigt wird, unter dem (von vornherein
gegebenen) Mafs P gebildet wird. Es ist wie gewiinscht keine Maktransforma-
tion erforderlich. Sobald ein GOP identifiziert ist, kann der faire Preis eines
jeden integrierbaren gebenchmarkten Payoffs bestimmt werden.
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Beispiel (entnommen aus [17]): Betrachtet man eine européische Calloption
mit Ausiibungszeitpunkt T, zugrundeliegendem Finanzgut S = {S(¢),0 <
t < T} und strike K, so ergibt sich aus dem Payoff Hr,

Hy = (S(T) — K)* = max{S(T) — K, 0},

der gebenchmarkte Payoff in T:

. Hr
Hr = ——
= go. (T)

Nun soll der faire Wert C'..(t) dieser Option zum Zeitpunkt ¢ < 7' bestimmt
werden. A
Der gebenchmarkte faire Wert Cy,.(t) ergibt sich wie oben gesehen als:

Con(t) = E (Jf_rTy At> .
und der faire Preis als:
Crry () = S%(8) Crry (1) = S* (1) E (fir| A,)

fa.te[0,7].

Dieser Bewertungsansatz ist fiir eine grofse Anzahl von Féllen anwendbar,
auch in solchen, in denen klassische Bewertungsmethoden versagen, z.B. sto-
chastische Zinsraten, unvollstéindige Mérkte (und demzufolge fehlendes ein-
deutiges risikoneutrales Mak). Die einzige Voraussetzung an das Modell liegt
in der Existenz eines GOP.

Das verbleibende Problem fiir die praktische Umsetzung des Benchmark-
Ansatzes besteht nun darin, den bedingten Erwartungswert auf der rechten
Seite der fairen Bewertungsformel zu berechnen. Zunéchst soll aber unter-
sucht werden, inwieweit diese Erkenntnisse im risikoneutralen Fall mit der
bekannten Bewertungsformel iibereinstimmen. Danach soll die faire Bewer-
tungsformel fiir einen Spezialfall, der auch Wetterderivate betrifft, vereinfacht
werden.

2.3.1 Zusammenhang zur risikoneutralen Bewertung

In diesem Abschnitt soll iiberpriift werden, ob in dem Fall, in dem die risiko-
neutrale Bewertungsformel anwendbar ist, beide Methoden, also die risiko-
neutrale und die faire Bewertungsmethode, zu dem selben Ergebnis kommen.
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Es wird sich zeigen, dass es sich bei der fairen Bewertungsformel um eine Ver-
allgemeinerung der risikoneutralen Bewertungsformel handelt.

Es sei also ein Modell wie das Bisherige gegeben, in dem auch ein dquivalentes
Martingalmaf P (bei Verwendung von B als numeraire) existiert. Es gelten
die Voraussetzungen fiir den Satz von Girsanov.

Satz 2.3.2 Die risikoneutrale Bewertung ist ein Spezialfall der fairen Bewer-
tung, d.h. sind beide Bewertungsformeln anwendbar, so liefern sie dasselbe
Ergebnis.

Beweis: Es sei
A= {AQ), ¢ € [0,T]}
. ()™ (0
B(t)S°+(0
AW =g
S%(t)B(0)
Dies ist die P-Dichte eines #quivalenten Martingalmafes P.

Da wie bereits gesehen P bei Verwendung von S° als numeraire Aquivalentes
lokales Martingalmafk ist, gilt fiir jedes Portfolio S?:

, 1 €[0,T]

() = E <§5(T)] At> fa. te0,T].

Aber e B
$0) = S0 gk
mit
w5 S0
S0 =B
also:
5 X
So(t) = Zé?E(S%T)Mt)
B a5 B(T) S (1)
- F (S "Dpmem) At)
_ E(S‘%T)?é—?!flt)
Ist also

dP, AT
EL‘V = W fa. t & [O,T],
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so ist S° ein P-Martingal. Also ist P bei Verwendung von B als numeraire
ein zu P adquivalentes Martingalmafk.

Fiir einen Contingent Claim Hr kann man nun mit Hilfe von A die faire
Bewertungsformel fiir ¢ € [0, 7] umschreiben zu:

Crp(t) = S*(O)Cuy (1) = S™ (1) (Hr| A,)

H
- B T

dabei bezeichne E (| A;) den auf A, bedingten Erwartungswert beziiglich des
aquivalenten Martingalmafes P.
Dies ist aber gerade die bekannte risikoneutrale Bewertungsformel. 0

Somit zeigt sich also, dass sich die bisherige risikoneutrale Bewertungsformel
aus der fairen Bewertungsformel herleiten lisst und somit einen Spezialfall
dieser Formel darstellt fiir den Fall, in dem bei der Verwendung von B als
numeraire ein dquivalentes Martingalmaf existiert.

2.3.2 Unabhangigkeit vom GOP: Der Wetterderivatfall

Hier soll sich nun mit dem Spezialfall befasst werden, in dem der Claim Hp
unabhéngig vom GOP ist. Man kann annehmen, dass dies auf Wetterderiva-
te zutrifft, da man davon ausgeht, dass Wetterphianomene wie Temperatur
unabhéngig vom Aktienmarkt (also vom MSCI-Index und damit vom GOP)
sind.

Es sei nun im Folgenden eine vom GOP unabhingige Payoff-Funktion Hr
gegeben (genauer: Hp sei unabhingig vom Wert S%(T') des GOP zum Aus-
tibungszeitpunkt T). Weiterhin sei der erwartete gebenchmarkte Payoff end-

lich, d.bh.
Hy

El|l— .

('Sﬁ*m ') <o
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A = (Ay),> sel weiterhin die von Anfang an vewendete Filtration, die nicht
nur das Geschehen am Finanzmarkt, sondern auch das Wettergeschehen ab-
bildet.

Dann kann unter Ausnutzung der Unabhéingigkeit die faire Bewertungsformel
folgendermaken umgeschrieben werden:

Cun(t) = S%(t) E (ﬁm At>
= F (5;*((?) HT| At>

E (;i*—g%i@ B (Hy| A)

(2.16)

f.a. t € [0,T]. Die Unabhéngigkeit wurde in der letzten Zeile ausgenutzt.

Bezeichnet B(t,T) den fairen Preis im Zeitpunkt ¢ € [0, 7] einer Nullkupo-
nanleihe mit Austibungszeitpunkt T (die Auszahlung in T betrage 1 Euro),
so liefert die faire Bewertungsformel:

B(t,T) = S%(t)-B(t,T)
E

t € [0,T]. Setzt man dies in (2.16) ein, erhéilt man die
generalisierte aktuarielle Bewertungsformel:

Cur(t) = B(t,T) E (Hr|Gt)

Auch bei dieser Formel kann die Zinsrate (der Nullkuponanleihe) stochastisch
sein.

Es sei noch einmal bemerkt, dass in diesem Spezialfall der Unabhéngigkeit,
der bei Wetterderivaten vorliegt, keine genauen Informationen iiber die Be-
schaffenheit und das Verhalten des GOP benétigt werden, sondern nur dessen
Existenz. Fiir die Berechnung des fairen Wertes werden lediglich der bedingte
Erwartungswert von Hp bzgl. A; und der faire Preis einer Nullkuponanleihe
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(auf den das GOP indirekt Einfluss hat, der aber direkt am Markt beobacht-
bar ist) gebraucht. Fiir die Giiltigkeit der generalisierten aktuariellen Bewer-
tungsformel werden weder die Vollstdndigkeit des Marktes noch die Existenz
eines risikoneutralen Mafes verlangt. Das in der Einleitung formulierte Ziel
ist somit erreicht.

Bemerkung: In der Praxis wird der Verkdufer eines Wetterderivates zu-
satzlich zum fairen Preis vermutlich noch eine (subjektive) Liquiditétspamie
verlangen (falls der Kéufer dies akzeptiert).

2.3.3 Faire Bewertung von Wetterderivaten

Wie im ersten Kapitel gesehen, hingen die Payoffs von Wetterderivaten von
Wetterindices ab, die als unabhéngig vom GOP angesehen werden koénnen.
Betrachtet man z.B. wie in Kapitel 1 den Payoff eines long Calls auf Basis von
kumulierten HDD-Werten mit Strike K, Laufzeit einem Monat und Faktor A
und wendet darauf die generalisierte aktuarielle Bewertungsformel an, ergibt
sich fiir den fairen Preis C(¢) in ¢ € [0, 30]:

30 +
C(t) = B(t,30)E A-(ZHDDi—K> | A,

i=1

30
= B(t,30)\E ((Z HDD; — K> 153 gppiskiy] At>

i=1

Die Aufgabe besteht also im Folgenden darin, bedingte Erwartungswerte von
Wetterindices - wie dem kumulierten HDD-Wert im Beispiel - in Bezug auf
A; zu bestimmen.

Im Folgenden sollen zwei Methoden, die Platen & West fiir die praktische Be-
rechnung dieser Erwartungswerte vorschlagen [17], vorgestellt werden. Beide
Methoden greifen dabei auf historische Wetterdaten zuriick. Die Problema-
tik, die sich bei deren Beschaffung und Nutzung ergibt, ist bereits in Kapitel
1 angesprochen worden.

Hinzu kommt aber, dass Wetterdaten oft noch bereinigt werden miissen, um
sie zur korrekten Rechnung verwenden zu konnen: Trends und saisonbedingte
Anderungen miissen im Modell oftmals beriicksichtigt werden.

Zunichst sollen die Messwerte normalisiert werden. Zu diesem Zweck kann
der Langzeit-Durchschnitt durch ein Polynom approximiert werden. Verwen-
det man etwa ein quadratisches Polynom zur Approximation, konnte die zu
l6sende Gleichung fiir den Durchschnittswert Ay, | fiir Tag h in Jahr [ etwa
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so lauten:
Apy = Bothy + Pitng + B (2.17)
Dabei seien die 3;, i € {0,1,2} die Koeffizienten.

Dann miissen oft noch jahreszeitlich bedingte Zyklen aus dem Datenmateri-
al gefiltert werden. Dies geschieht, indem jeder Tag einzeln betrachtet wird.
Fiir jeden Tag wird dann der Langzeit-Durchschnitt, beispielsweise des DAT-
Wertes, mit Hilfe einer abgeschnittenen Fourierreihe approximiert. Dann wird
dieser Durchschnittswert von jedem tatsdchlichen Wert abgezogen, um die
Residuen zu erhalten.

Fiir diese Methode muss dem Durchschnittswert Ay, , eine Saisonkomponente
&), hinzugefiigt werden. Dies stellt den jahreszeitlich oszillierenden Durch-
schnitt dar und lisst besser erkennen, welche Teile des Durchschnittswerts
jahreszeitlich bedingt sind. Aus (2.17) wird dementsprechend:

Ay, = Boty, + Bitng + B2 + &,

fir h € {1,...,365}, L € {1,...,n}.
&t,,., soll also durch eine Fourierreihe modelliert werden. Das geschieht durch
den Ansatz

N
Sy = Z {ak cos (27rk5(tLh’l>> + by, sin (Qﬂk&%l))}

k=1

Die Reihe soll also bei N abgeschnitten werden. Dabei gilt L = 365 (aufer in
Schaltjahren). § schlieflich stellt eine (sich wiederholende) Treppenfunktion
dar, die die Tage des Jahres zdhlt. Die Fourierkoeffizienten a; und b, sind

gegeben durch:
L kﬂ'(;(th 1)
> fltng) cos (T)

h=1

1o

ap =

und .
B 2 . k?T(S(tml)
bk = E hEZI f(thl) S1n (T) .

f soll die Funktion darstellen, die durch die Fourierreihe &, , approximiert
wird. f(ts;) sei definiert fiir alle 1 < h < Lund 0 < [ < n. f habe die
Periode L.

Sind die Daten vorhanden und bereinigt, kann eine der méglichen Methoden
zur Bestimmung des bedingten Erwartungswertes angewendet werden.

Hierzu soll zunéchst die Historische Bewertungsmethode (historical fair pri-
cing method (HFP)) vorgestellt werden. Eine dhnliche Methode wird gern



2.3. FAIRE BEWERTUNG 47

bei der Bewertung von Versicherungsvertrigen verwendet. Dabei wird der
gesuchte bedingte Erwartungswert durch einen Langzeitmittelwert approxi-
miert. Nehme an, dass ein CAT-Index betrachtet wird und fiir die Mitte-
lung Wetterdaten aus M Jahren zur Verfiigung stehen. Auferdem seien die
CAT;, 1 < i < M, also die CAT-Werte aus den zur Verfiigung stehenden
Jahren, als voneinander unabhéngig und identisch verteilt angenommen.

Schiitze zuerst den Mittelwert i der CAT-Werte durch das Stichprobemittel:

1M
MM:M;CATi

Dieser Schitzer ist bekanntlich erwartungstreu und nach dem starken Gesetz
der grofsen Zahlen konsistent.

Genauso soll die Standardabweichung ¢ durch die Stichprobenvarianz ge-
schitzt werden:

1 M
o3 = | 77— DL (CAT; — fi)?

i=1

Dies ist bekanntlich ebenfalls ein erwartungstreuer Schétzer.

Nun wird der erwartete Payoff E(Hr|.A;) fiir jedes t < T mit Hilfe der im ers-
ten Schritt berechneten Residuen bestimmt. Dazu wird fiir jedes der M Jahre
der Payoff berechnet, der angefallen wire, wenn dieses Jahr die Laufzeit des
Kontrakts gewesen wére. Als Mittelwert ergibt sich dann die Schétzung fiir
den erwarteten Payoff. Setzt man diesen Wert in die generalisierte aktuarielle
Bewertungsformel ein, erhélt man eine Schéitzung fiir den gesuchten fairen
Preis.

Diese Methode ist einfach anzuwenden und bend6tigt nicht die Kenntnis iiber
die Verteilung der betrachteten Wetterindices. Es wird hingegen eine grofie
Datenmenge benétigt, um zuverlédssige Schitzungen zu erhalten.

Mochte man den fairen Preis hingegen unter Beriicksichtigung einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung fiir den betrachteten Wetterindex im Zeitpunkt der
maturity bestimmen, bietet sich die Verteilungsmethode an. Mit einem statis-
tischen Ansatz soll aus den historischen Daten eine Verteilung fiir den Wet-
terindex bestimmt werden. Ist einmal aus den vorhandenen Werten (etwa
mittels eines Tests) der gesuchte Verteilungstyp identifiziert worden, miissen
die Parameter geschitzt werden. Ist die genaue Verteilung schliefslich be-
kannt, kann man mit ihrer Hilfe dann natiirlich den gesuchten Erwartungs-
wert berechnen.

Oft stellen sich Wetterindices als normalverteilt heraus, so dass der Erwar-
tungswert p und die Varianz o2 geschiitzt werden miissen. Es bietet sich an,
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eine Normalverteilung zu vermuten, da das normalisierte Stichprobenmittel

VM (fong — 1)

Zy = -
OM

nach dem Zentralen Grenzwertsatz fiir M — oo in Verteilung gegen Z ~
N(0,1) konvergiert.

Diese Methode ist sicherlich rechnerisch aufwendiger, da erst die Verteilung
bestimmt werden muss. Hat man diese hingegen gefunden, kann man eine
Formel aufstellen, die in Abhéngigkeit von den Parametern den fairen Preis
angibt. Sind viele Daten vorhanden, liefern beide Methoden vergleichbare
Ergebnisse.



Kapitel 3

Anwendung

In diesem Kapitel soll die in Kapitel 2 vorgestellte Theorie auf ein Zahlen-
beispiel angewendet werden.

3.1 Die Daten

Als Beispiel fiir die Anwendung der Benchmark-Methode bzw. der generali-
sierten aktuariellen Bewertungsformel habe ich ein Wetterderivat ausgewéhlt,
das tatsdchlich in dieser Form auf der Website des CME gehandelt worden
ist. Die genauen Ausgestaltungsmerkmale:

Wetterindez: Heating Degree Days (HDD)

Ort/Referenzwetterstation: Boston, Logan International Airport

Laufzeit: Januar 2008

Strike: auf der Website ist lediglich ein Intervall fiir Strikes angegeben:
1 - 3200.

Faktor \: 20%

Derivattyp: européische Call-Option

Ich habe mich fiir eine amerikanische Referenzstation entschieden, da hierfiir
umfangreiches Datenmaterial beim National Climatic Data Center (NCDC;
dies ist auch die Datenquelle des CME, vgl. Kapitel 1) kostenlos erhéltlich
ist. Des Weiteren habe ich mich fiir den Typ Option entschieden, da die-
se den Grofsteil des amerikanischen Wettermarktes ausmachen (vgl. Kapitel
1.3). Da kein exakter Strike angegeben ist, habe ich beispielhaft zwei Werte

49



20 KAPITEL 3. ANWENDUNG

ausprobiert: 500 und 1000, letzteres liegt nahe beim Langzeitmittelwert iiber
alle untersuchten Jahre (1945-2007) von rund 1083.

Die historischen Wetterdaten von obengenannter Station werden fiir die Be-
rechnung des bedingten Erwartunswertes in der generalisierten aktuariellen
Bewertungsformel benétigt. Die verwendeten Daten stammen jeweils aus dem
Januar der Jahre 1945 - 2007. Es handelt sich somit um 63 - 31 = 1953 ver-
schiedene Datensatze, urspriinglich bestehend aus einer Tagesmaximal- und
einer Tagesminimaltemperatur, die von der Website des National Climatic
Data Center (NCDC) stammen. In einem ersten Schritt habe ich daraus
DAT-Werte bestimmt: ; ;

DAT, — w
Dabei bezeichne t,,;, die Tagesminimal- und t,,,, die Tagesmaximaltempe-
ratur, wie sie vom NCDC angegeben wird. Einen Sonderfall stellt der 17. 01.
1994 dar: Fiir diesen Tag steht auf der Website keine Tagesmaximaltempera-
tur zur Verfiigung. Deshalb habe ich als DAT-Wert fiir diesen Tag den vom
NCDC bereitgestellten Tagesdurchschnittswert (der sich in der Regel leicht
vom rechnerischen DAT unterscheidet) fiir meine Berechnungen verwendet.
Eine Ubersicht iiber die DAT-Werte befindet sich im Anhang. Es ergibt sich
folgende zeitliche Entwicklung der DAT-Werte:

DAT

DAT(t)
70

60

50

.

40

30 4

20

H\Uy \H \“ H v“ ‘\

Anhand der grafischen Veranschaulichung der DAT-Werte erkennt man zu-
nachst einmal zweierlei:
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Erstens sieht man, dass die Werte im zeitlichen Verlauf ziemlich konstant
bleiben, also trotz globaler Erwérmung kein Aufwirtstrend zu beobachten
ist (es liegt also die Vermutung nah, dass es sich um eine stationére Zeitreihe
handelt). Es muss also, wenn sich diese Vermutung bestétigt, kein Trend aus
den Ausgangsdaten herausgerechnet werden.

Zweitens gibt die Grafik Anlass zu dem Verdacht, es mit einem Datensatz zu
tun zu haben, der die Realisierung von zumindest anndhernd unabhingigen
Zufallsvariablen darstellt.

Diese beiden Vermutungen gilt es also im Folgenden zu iiberpriifen.

Ich teste also zunéchst, ob die durch den Datensatz (X;), o = (DAT}), oy

T = 1953 erzeugte Zeitreihe stationir ist. Zur Uberpriifung der Hypothese
“die Reihe ist stationédr“ fiihre ich einen KPSS-Test zum Niveau a = 0,05
durch. Die Teststatistik ist

T
1
KPSS=——-) 5

mit .
Sp=> (X;—Xr)fa. te{l...T=1953}
j=1
und . .
wy = Y y(h) =7(0)+2) ~(h).
h=—o00 h=1
Dabei kann w% durch den Schiitzer
-1
ok =40 +2) A(h)
h=1

ist hierbei ein Schatzer fiir die Autokovarianz
v(h) = Cov(Xypn, Xy), 0 <t <T

Weiterhin ist

1 T
XT:?;)Q
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das arithmetische Mittel der X; und T = 1953. Die Werte der Teststatistik
ergeben sich als

T
> 87 =167.376.178
t=1

wx

~ —8,41324428

und somit gilt:
KPSS ~ —5,215856834,

was unter dem kritischen Wert von 0,463 liegt. Die Hypothese wird somit
nicht verworfen.

Die Uberpriifung der zweiten Vermutung, die X, seien unabhiingig, erfolgt
nun durch die Schitzung der Autokorrelationsfunktion p. Diese ist fiir einen
stochastischen Prozess (X;); definiert durch

mit
Y(h) = Cov(Xipn, Xi), 0 <t < T = Cov(Xy, Xo), h >0

der bereits oben verwendeten Autokovarianz. Letztere Gleichheit gilt wegen
der Stationaritét.

Die Autokorrelationsfunktion misst, inwieweit die Werte eines stochastischen
Prozesses zu unterschiedlichen Zeitpunktion miteinander korreliert sind.
Als Schétzer fiir v kann wie oben 4 verwendet werden:

T—h

4(0) = 2 S (X~ Xp)(Xin — X7)

Dabei ist X; wieder das arithmetische Mittel der T Beobachtungswerte
(X17 s 7XT):

1 T
=1

In diesem Beispiel ist 7' = 1953 und (X;); = (DAT});.
Es ergibt sich automatisch der Schétzer fiir die Autokorrelation:

indem mann einfach die v(h), h > 0 durch ihren jeweiligen Schétzer 4(h)
ersetzt. Wihrend natiirlich p(0) = 1 gilt, sollten sich die Werte von p(h) fiir
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h > 0 bei einem unkorrelierten Datensatz (X;), sehr schnell der Null n&hern
und dann dort bleiben. In [12] wird etwa |p(h)| < 0,2 als Grenze vorgeschla-
gen, unter der die geschitzte Autokorrelationsfunktion bei Unabhéngigkeit
liegen sollte.

In diesem Beispiel liegt die |p(h)| erstmals fiir A = 5 unterhalb dieser Schran-
ke und iiberschreitet sie danach auch nie wieder. Somit kann nur fiir sehr nah
beieinander liegende Zeitpunkte von einer Abhéngigkeit der Wetterdaten aus-
gegangen werden.

Genauer liegt die Autokorrelation fiir h = 1 mit 0,66591769 noch relativ
hoch, wihrend sie fiir h = 4 mit 0,22294456 schon sehr nah an der Grenze
von 0,2 liegt.

Hier eine grafische Darstellung der geschétzten Autokorrelationsfunktion:

geschitzte Autokorrelationsfunktion
p(h)
{5

038

06

04

0.2

02

Nachdem sich also die erste Hypothese als gerechtfertigt erwiesen hat und die
zweite immerhin eingeschriankt gilt, moéchte ich nun auf verschiedene Weisen
fiir den Januar 2008 auf Basis der Daten aus den Jahren 1945 - 2007 den
bedingten Erwartungswert in der generalisierten aktuariellen Bewertungsfor-
mel und somit den fairen Preis zunéchst ausfiihrlich fiir t=0 (31. Dezember
2007) berechnen (eine vergleichende Auswertung iiber die gesamte Laufzeit
des Claims erfolgt im Kapitel 3.5).

Dazu verwende ich in den folgenden beiden Abschnitten zunéchst die in Ka-
pitel 2 vorgestellten Methoden, um im dritten Abschnitt dann noch eine
Betrachtung auf Basis der Methoden der Zeitreihenanalyse durchzufiihren.
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3.2 Anwendung der Historischen Bewertungs-
methode (HFP)

Als erstes mochte ich die Historische Methode anwenden, bei der ein Mittel-
wert aus den Payoffs P;, 1945 < ¢ < 2007 gebildet wird, die angefallen wéren,
wenn die Laufzeit des Calls der Januar des Jahres i gewesen wére, also

31 + 31 +
P, = (Z HDD;; — K) = (Z (k — DAT, ;)" — K)

J=1 J=1

wobei HDD, j bzw. DAT; ; den entsprechenden Wert des j-ten Januartages
des i-ten Jahres bzeichne, 1 < j < 31 (der Faktor A wird hier auer Acht
gelassen). Da mit den Januartemperaturen aus 63 Jahren eine grofe Daten-
menge fiir die Berechnung zur Verfiigung steht, sollte diese Methode bereits
eine gute Naherung fiir das Ergebnis liefern, obwohl sie keinerlei Verteilungs-
eigenschaften beriicksichtigt. Wie bereits zu Beginn des Kapitels 3 gesehen,
muss kein Trend herausgerechnet werden und auch die Betrachtung einer
saisonalen Komponente entfillt, da es stets nur um Januarwerte geht.

Der geschitzte erwartete Payoff fiir den Januar 2008 ergibt sich wie folgt:

2007

- 1
PQOOSZQ'Z B

1=1945

Fiir K = 500 ergibt sich:
Pagos = 583,0095238
Fiir K = 1000 entsprechend:
Pagos = 103,25
Die wahren Payoffs ergeben sich zu:
Pyyos = 468, 3

fiir K = 500 bzw.
Pooog = 0

fiir K = 1000. Es ergeben sich also Abweichungen von 114,7095238 bzw.
103,25. Somit sind die Prognosen relativ nah am wahren Ergebnis. Aller-
dings wiirde man im Fall K = 1000 den Call fiir vorteilhaft halten, obwohl
der Payoff am Ende Null betrigt.
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Dies entspricht einer Prognose auf Basis des Informationsstandes vor dem
1. Januar 2008. Mo6chte man den Wert des Calls zu einem Zeitpunkt wih-
rend der Laufzeit, also fiir 1 < ¢ < 31 bestimmen, geniigt es, die bis dahin
bekannten Werte zu benutzen und nur iiber die Werte fiir j > ¢t zu mitteln:

1 2007 [t] 31 +
Plys = & > |>_ HDDyos;+ > HDD;;—K
i=1945 \ j=1 j=[t]+1

3.3 Anwendung der Verteilungsmethode

Obwohl sich im Abschnitt 3.1 eine leichte Abhéngigkeit der DAT-Werte un-
tereinander iiber kurze Zeitrdume abgezeichnet hat, mochte ich fiir die An-
wendung der Verteilungsmethode von unabhéngigen Zufallsvariablen ausge-
hen, um eine unverhéltnismékige Kompliziertheit der Rechnungen zu vermei-
den.

Im Folgenden soll nun die Verteilung der als unabhéngig angenommenen Zu-
fallsvariablen Xi,..., X7, T = 1953 (63 - 31) bestimmt werden. Betrachte
dazu zunéchst die relativen Haufigkeiten der einzelnen DAT-Werte:

rel. Haufigkeiten

40

35

30

pis)

20

D W % — W % D MO O = )W M OO @ M NN = Ip o= I s B D0 M = W D o =
L A B - = T AR N A= S L o N N L o Rl = =~ N S N, B e R = B
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Dieses Diagramm weist starke Ahnlichkeit zur Dichtefunktion der Normal-
verteilung auf. Deshalb will ich zunéchst die Hypothese “ X7, ..., X953 sind
iid normalverteilt” iiberpriifen.

Dafiir schiitze ich zunichst die infragekommenden Parameter ; und o2. Da-
nach méchte ich einen Test auf eine N(fi, 52)-Verteilung durchfiihren.

Zur Schitzung des Erwartungswertes p der (unterstellten) Normalverteilung
verwende ich das Stichprobenmittel

_ 1 E
ﬂ:XT:fiZIX,».

Dies ist ein erwartungstreuer und stark konsistenter Schétzer (genauer: ein
gleichméfig bester erwartungstreuer Schétzer (GBES)), der sich im Fall ei-
ner Normalverteilung z.B. mit der Momentenmethode und der Maximum-
Likelihood-Methode ergibt. In diesem konkreten Zahlenbeispiel (7' = 1953)
erhalte ich:

it~ 30,0642089.

Die Varianz o2 schitze ich mit Hilfe der Stichprobenvarianz
1 T
7= = ST - X2
=12l r)

i=1
Auch dieser Schitzer ist ein GBES. Ich erhalte:
6% ~ 91, 7981779
und dementsprechend
& =V6? ~ 9,58113656.
Die zu testende Hypothese lautet also:
(Xi)ot<r = (DAT,)o<i<r ~ N(j1,67).

Zur Uberpriifung dieser Hypothese fiihre ich einen Kolmogorov-Smirnov-Test
zum Niveau o = 0,05 durch.
Fiir diesen Test muss ich die empirische Verteilung

FT(W,t) = % : Z 1(—oo,t}(Xi(w>>
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der X; bestimmen. Der Kolmogorov-Smirnov-Test vergleicht diese mit der
vermuteten tatsichlichen Verteilung, in diesem Fall also mit N(j, 62). Liegt
die Hypothese vor, sollte also die Teststatistik

dr = ||Fr — N(j1,6°)|| = sup |Fr(w,t) — N(,6%)(t)|

0<t<T
sehr klein sein. Gleiches gilt fiir

dr = sup |Fr(w,t —1) — N(j1,5%)(t)].

0<t<T

Somit sind alle Abstiande d(t) = |Fr(w,t)—N(fi,62)(t)| und d(t) = |Fr(w,t—
1) — N(f1,62)(t)] zu berechnen und ihr Maximum zu bestimmen. Als maxi-
maler Abstand ergibt sich

max {d(t),d(t)} = max{dr,dr} ~ 0,030130377.

0<t<T
. . . .. 1,36 1,36 .
Dieser Abstand wird mit dem kritischen Wert k£ = T = Ties verglichen.

Es ergibt sich der Test
(pa - 1{max{dT,JT}2k}'
In diesem konkreten Fall ist

k = 0,030774272 > max{dr, dr}

also ¢ = 0. Die Verteilungshypothese wird nicht abgelehnt.
Allerdings ist dies ein sehr knappes Ergebnis, so dass ich es mit weiteren
Tests iiberpriifen mochte.

Dafiir habe ich zunéchst einen Jarque-Bera-Test, ebenfalls zum Niveau a =
0,05, durchgefiihrt. Die zu bestimmende Teststatistik lautet:

EXZ )

T .
JB=+ <SCH2 +
mit . |

SCOH — T > i (DAT; — f)?

<% Zz‘T:1<DATi — ﬂ)?) 2
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Schitzer fir die Schiefe und
1 (DAT, — o)

T -
<% Zle(DATi _ ﬂ)2>
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mit £ X Z + 3 Schitzer fiir die Kurtosis.

Der Test lehnt die Hypothese “Die Daten folgen einer Normalverteilung“ ab,
wenn JB > 5,99 gilt (JB ~ x3).

Fiir die gegebenen Wetterdaten ergibt sich:

JB = 8,28502996 > 5,99

Der Test lehnt die Hypothese also ab.

Als letzten Test habe ich noch einen Shapiro-Wilk-Test zum Niveau o = 0, 05
auf Basis der letzten 50 DAT-Werte durchgefiihrt.
Die Teststatistik W ergibt sich zu:

W =0,97679502214102876

Dieser Wert ist grofer als der Schwellenwert von 0,9470000267028809, die
Hypothese der Normalverteilung wird nicht abelehnt. Als Schéatzer fiir Mit-
telwert und Standardabweichung (auf Basis der letzten 50 Werte) liefert der
Test:

it = 35,611 und ¢ = 10, 122692682426802.

Nach diesen Uberlegungen habe ich mich entschlossen, die Hypothese der
Normalverteilung der X, beizubehalten.

Um nun den Payoff auf Basis der infragekommenden Normalverteilungen
N(f1,62) und N(ji,6%) prognostizieren zu konnen, simuliere ich (mit R) je-
weils 31 DAT-Werte anhand dieser Verteilungen. Ich erhalte folgende zuféllige
Werte:
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Datum

N(i,5%)

N (i, 6%)

01.
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar

18,22847
41,28037
28,52954
28,96654
30,40508
46,23583
38,02611
21,53702
38,04283
36,98736
42,92089
22,85501
25,51291
27,96033
37,96180
39,58756
29,99420
32,72042
28,40876
20,95386
62,12166
40,52407
26,61345
45,57169
46,14038
43,88612
41,25626
29,89039
21,15804
29,25262
31,20142

22,76837
47,88743
49,82081
27,4440
19,40568
31,91282
55,97503
39,38927
43,23338
34,12487
28,70178
48,03593
29,86751
34,71409
38,14733
20,44641
22,33864
17,90608
48,77255
30,32126
26,27540
28,36341
27,81740
34,36504
51,17554
49,72378
42,12583
47,57534
13,60495
32,78571
42,39656

29

Die Spalteniiberschriften geben an, nach welcher der oben genannten Vertei-
lungen die Werte simuliert wurden.

Aus diesen simulierten DAT-Werten errechne ich folgende Payoffs:

Pygos = 459, 36901; Pagos = 427, 07740

fir den Fall K=500 und

P2008 =0= P2008
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fiir K=1000. R
Dabei bezeichne P den resultierende Payoff bei Simulation auf Basis der
N(j1,6%)-Verteilung, P den bei Nutzung von N(ji,5?) entstehenden Payoff.

Nach Auswertung der realen DAT-Werte des Januars 2008 ergeben sich fol-
gende tatsdchliche Werte:

31
Z HDD, = 968, 3
=1

= Pyos = 468, 3 (K = 500), Pys =0 (K = 1000)

Daraus resultieren fiir den Fall K = 500 Abweichungen von 8,93099 fiir
fi,0% bzw. 41,2226 fiir f1,62. Fiir den Fall K = 1000 ergeben sich keine
Abweichungen.

Die so erhaltenen Resultate liegen wesentlich ndher am realen Ergebnis als
die der Historischen Methode, obwohl hier die einschrankende Annahme der
Unabhéngigkeit gemacht wurde, die real nicht vollstindig erfiillt ist. Fiir
K = 1000 stellt sich sogar direkt in ¢ = 0 die Unvorteilhaftigkeit der Option
heraus.

Mochte man nun den Wert der Option zu einem spéteren Zeitpunkt 1 <t <
T bestimmen, so muss man nur die bis t bekannten realen Werte verwenden
und lediglich die 7" — |¢| fehlenden Werte simulieren.

3.4 Zeitreihenanalye

Fiir eine alternative Prognose méchte ich die Daten nun mit den Metho-
den der Zeitreihenanalyse auswerten. Die Voraussetzung der Unabhéngigkeit
wird in diesem Abschnitt nicht mehr gemacht. Dass es hingegen verniinftig
ist, von einem stationdren Prozess auszugehen, habe ich bereits in Abschnitt
3.1 gezeigt.

Ich mo6chte nun ein Modell fiir den Prozess der DAT-Werte schétzen. Da es
sich, wie bereits in Kapitel 3.1 gesehen, um eine stationére Zeitreihe handelt
und die geschitzte Autokorrelationsfunktion sich schnell 0 ndhert, eignet sich
ein AR(p)-Modell gut zur Approximation. Die erste Aufgabe besteht nun
darin, das am besten geeignete p zu finden.

Da die geschitzte Autokorrelationsfunktion p(h) bereits fiir o > 5 unter 0,2
liegt und die Daten somit nur iiber kurze Zeitraume miteinander korreliert
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sind, gehe ich davon aus, dass das optimale p eher niedrig sein wird, so dass
auch die Prognose mittels des geschitzten AR(p)-Modells nur die aktuellsten
Werte beriicksichtigt. Schétzt man die partielle Autokorrelationsfunktion, so
ergibt sich, dass fiir p > 4 deren Betrag stets unter 0,1 liegt, was ebenfalls
auf einen niedrigen Wert fiir p hindeutet.

Um dies zu iiberpriifen, berrechne ich fiir p > 1 jeweils einen Yule-Walker-
Schiitzer fiir das entsprechende AR(p)-Modell. Um ein geeignetes p zu be-
stimmen, habe ich die Daten der letzten 10 Jahre verwendet und zunéchst
noch als eine lange Zeitreihe betrachtet, auch wenn dies nicht ganz korrekt
ist, da ja der 1. Januar nicht direkt auf den 31. Januar des Vorjahres folgt.
Da aber die Betrachtung jedes einzelnen Jahres fiir jedes infrage kommen-
de p einen erheblichen Rechenaufwand verursachen, aber wohl ein dhnliches
Ergebnis liefern wiirde, habe ich beschlossen, fiir diese Schatzung noch nicht
jedes Jahr einzeln zu betrachten. Dies habe ich erst bei der Bestimmung der
Prognosefunktion getan.

Um p zu bestimmen, wird ein Prozess mit Mittelwert 0 bendtigt, so dass
ich mit um den Erwartungswert von 30,0642089 bereinigten Daten arbeiten
muss. Nach der Prognose addiere ich diese Zahl wieder zu den resultierenden
Werten hinzu.

Fiir einen AR(p)-Prozess

Xt = ¢1Xt_1 +-F prXt_p + Zt, Zt ~ WN(O,O'Z), ¢Z % 0 fa. 1l S ) S P
lautet der Yule-Walker-Schitzer:

mit
50) A1) Ap—1)
S BRI A(p—2)
Ap—1) Ap—2) 5(0)

und

4 wird dabei wie in 3.1 geschétzt.

Um zu priifen, welches p am besten geeignet ist, habe ich mit den oben erhal-
tenen Schéitzern fiir jedes 1 < p < 10 und jedes Xy, p+1 <t < 310 Schétzwer-
te fiir X; bestimmt und diese mit dem wahren Wert verglichen. Als Informa-
tionskriterium fiir die Auswahl des geeignetsten p habe ich das Bayesianische
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Informationskriterium BIC verwendet. Dieses lautet fiir AR(p)-Prozesse:

InT
BIC(p) =Inc. +p -
dabei ist [712, die geschitzte Varianz der Residuen bei Verwendung des Para-
meters p.
Fiir 1 < p < 10 ergeben sich die folgenden BIC-Werte:
p 1 2 3 4 5
BIC | 3,805793267 | 3,79877244 | 3,785252509 | 3,80386969 | 3,815425473

p 6 7 8 9 10
BIC | 3,833331144 | 3,849376611 | 3,869867521 | 3,89160251 | 3,907158826

Man sieht, dass die BIC-Werte zunéchst stets um etwa 0,01 sinken, dann bei
p = 3 ihr Minimum von 3,785252509 erreichen und von da an kontinuierlich
wieder um etwa 0,01 ansteigen. Aufgrund dieser Regelmafigkeit und weil ich
ja bereits von einem niedrigen p-Wert ausgegangen war, habe ich nach p = 10
mit der Uberpriifung aufgehort.

Um nun eine Prognose fiir 2008 anstellen zu kénnen, habe ich zunéichst jedes
Jahr i von 1945 bis 2007 separat betrachtet.

A L N . . AL T
Fiir jedes dieser Jahre habe ich die Parameter ®* = ( ’1,¢22,¢§> und 67

der resultierenden Prognosefunktion bestimmt, die zu verwenden wére, woll-
te man eine Prognose erstellen, die nur auf den Januardaten dieses Jahres
basiert. Um daraus eine Prognosefunktion fiir das Jahr 2008 zu erhalten,
habe ich die so erhaltenen Werte gzgz, j = 1,2,3; 1945 < ¢ < 2007 und
62,1945 < i < 2007 jeweils iiber alle i gemittelt:

2007

. 1 .
2008 — & Z ¢ j=1,2,3
i=1945
und
| 2007
~2 L A9
T2008 = 63 129245 O;-

Dann ergibt sich als Prognosefunktion:
Xo = "X, 1 + 03" X0 + égooth_g + Z

wobei t zwischen dem 01. und dem 31. Januar 2008 lauft und Z; ~ WN (0, 6300g)-
Liegt t — 1 (bzw. t — 2, t — 3) vom Prognosezeitpunkt aus gesehen in der Zu-
kunft, so wird X;_; (bzw. X; o, X, 3) durch die jeweils aktuelle Prognose



3.4. ZEITREIHENANALYE 63

X, (bzw. X, o, Xt_3) ersetzt.

Fiir diesen konkreten Fall erhalte ich folgende Schiitzwerte fiir $2°%8 und 62,4
N N N N T
H2008 — (qﬁ‘m, 32008 ¢§008> — (0, 75737656, —0, 35795444, 0, 13446879)"

Somit ist Z; ~ WN(0;40,9437197). Um konkrete Prognosen anstellen zu
kénnen, simuliere ich Z;, 1 <t¢ < 31 (01. - 31. Januar) mithilfe von R. Diese
Simulation liefert folgende Ergebnisse:
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t Z,
1 | 8268431
2 | 1,9252472
3 | -7,1912523
4 | 1,6270586
5 | 4,2328430
6 | -3,9960135
7 | -7,0031653
8 | 8,6406222
9 | -7,4811239
10| 6,0016439
11| 5,8721089
12 | -2,8933343
13 | -3,5852141
14 | -7,0314121
15| 6,2036227
16 | -1,9910781
17 | -2,4057285
18 | 0,1129669
19 | 6,5970252
20 | 10,3011458
21 | -4,4885043
22 | 4,8094636
23 | -6,1717645
24 | -4,7257517
25 | 11,1065213
26 | 17,7812434
27 | -3.6479417
28 | -2,2290575
29 | -1,8503831
30 | -7,1534598
31 | -13,2229591

Fiir die Prognosen fiir den 01. bis 03. Januar 2008 werden, da im AR(3)-
Modell jeder Wert von den drei vorausgegangenen Werten abhingt, auch die
letzten Dezember-DAT-Werte von 2007 (29. - 31. 12.) bendtigt. Diese lauten:

29. 12. 07 | 30. 12. 07 | 31. 12. 07
41 38,3 37,6

Nun habe ich alle Elemente, die ich fiir eine Prognose der Januar-DAT-Werte
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fiir 2008 benoétige, beisammen. Der Prognosezeitpunkt ist wie bei den vor-
herigen Methoden der 31. Dezember 2007 (t = 0). Es ergeben sich folgende
Werte (dabei ist der Erwartungswert bereits wieder hinzuaddiert worden):

Datum t

Prognose X,

01.
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar
Januar

42,5625621
39,8654028
26,8356388
27,4182816
34,7667243
30,1427499
21,0814478
32,5057258
27,6582133
32,1617553
38,7144949
32,6480411
25,621575
19,9063492
30,5122121
31,4510934
27,1825944
27,5585095
35,9814555
45,3563776
34,7025917
33,7084601
27,0485045
22,3736752
36,915623
55,3818954
42,1046587
28,8130288
26,3607174
22,1727416
12,021874

Rechnet man diese Ergebnisse in HDD-Werte um und berechnet daraus die

Zielgroke

31 +
Paoos = (Z HDD; ~ K)
i=1
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so erhalt man: )
Psoos = 543, 4650253

fiir den Fall K = 500 und
Pyoos = 43, 4650253

fiir K = 1000.

Diese Prognose liegt ndher am tatsdchlichen Ergebnis als die mit der Histo-
rischen Methode erstellte. Allerdings wird auch hier die Unvorteilhaftigkeit
im Fall K = 1000 nicht erkannt.

Will man zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ > 1 eine Prognose erstellen, so
braucht man nur die bis dahin bekannten Werte zu verwenden und auf Basis
dieser die zukiinftigen Werte zu prognostizieren.

Die Simulation anhand einer Normalverteilung liefert also - zumindest in
t = 0 - die beste Prognose des Payoffs. Genauere Vergleiche der einzelnen
Prognosemethoden mochte ich im néchsten Abschnitt anstellen.

3.5 Methodenvergleich

Um die angewendeten Methoden (Historische Methode, Verteilungsmethode
(mit zwei verschiedenen Parameterpaaren) und AR(3)-Modell) vergleichen zu
konnen, habe ich fiir jede Methode fiir alle Prognosezeitpunkte 0 < ¢ < 30
(31. Dezember 2007 - 30. Januar 2008) Prognosen erstellt und den Abstand
zwischen Prognose pggog(t) und tatséichlichem Wert fiir den Payoff Psgos
(468,3 bzw. 0) berechnet:

Abstand(t) = |Paoos(t) — Paoos]

Schlieklich habe ich auch noch fiir jede Methode die Abstinde aufsummiert,
um die Gesamtabweichung zu erhalten:

30
Gesamtabstand = Z |J52008(t) — Psos]

t=0

Die zeitliche Entwicklung der Abweichung vom exakten Ergebnis fiir K=500
zeigt folgende Grafik:
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40 \
20 F N /

™~ \

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

= Historische Vert.methode 1 Vert.methode 2 AR(3)
Methode

Dabei bezeichnet “Vert.methode 1“ die Prognose unter Nutzung von fi, 62,
“Vert.methode 2 entsprechend unter Nutzung von fi, 5.

Es zeigt sich, das die Verteilungsmethode (mit beiden Parameterkombinatio-
nen) zunéchst bessere Ergebnisse liefert als die beiden anderen. Dies éndert
sich jedoch in ¢ = 10. Von da an liefert die AR(3)-Prognose die geringsten
Abweichungen vom realen Ergebnis, die Verteilungsmethoden sind ab ¢t = 12
am schlechtesten. Ab ¢ = 14 ist dann die Historische Methode am besten,
die Rangfolge der anderen Methoden bleibt bestehen. Wahrend die Vertei-
lungsmethoden ab ¢ = 27 dann wieder etwa genauso gut wie die Historische
Methode sind, werden ab diesem Zeitpunkt die AR(3)-Prognosen schlechter.

Insgesamt liefert die Historische Methode mit 11x am haufigsten die gerings-
te Abweichung vom realen Ergebnis. Die Verteilungsmethode 1 liegt 7x am
néchsten, die Verteilungsmethode 2 8x und die AR(3)-Prognose nur 5x. Wie
oben gesehen hingt es stark vom Prognosezeitpunkt ab, welche Methode die
beste ist.

Fiir die Gesamtabweichung ergeben sich folgende Werte:

Historische Methode | Vert.methode 1 | Vert.methode 2 AR(3)
1494,90714 1242,3087 1223,35096 1359,44234

Die Gesamtabweichung ist also bei der Verteilungsmethode 2 am geringsten.
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Fiir den Fall K=1000 zeigt sich ein klareres Bild. Die Grafik der zeitlichen
Entwicklung der Abweichungen stellt sich folgendermafsen dar:

40

o L =
1 2 8 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

—— Historische Vert.methode 1 Vert.methode 2 AR(3)
Methode

Von Anfang an schitzen beide Verteilungsmethoden den Payoff korrekter-
weise auf 0, liegen also in 31 von 31 Féllen richtig. Die Abweichung der
AR(3)-Methode (43,4650253 in t = 0) ist stets geringer als die der Histori-
schen Methode (103,25 in ¢t = 0). Bei beiden Methoden steigt die Abweichung
nach ¢ = 0 zuerst an, um dann steil abzufallen. Die AR(3)-Prognose erkennt
die Unvorteilhaftigkeit der Option in ¢ = 10, die Historische Methode erst in
t = 13. Von da an schitzen zunéchst alle Methoden den Payoff richtigerweise
auf 0. Die AR(3)-Methode jedoch kehrt in ¢ = 26 wieder zu positiven Pro-
gnosen zuriick. Alle anderen bleiben beim korrekten Wert von 0.

Insgesamt liegen beide Verteilungsmethoden in allen 31 Prognosezeitpunkten
richtig. Der Historischen Methode gelingt dies immerhin noch 19x, der AR(3)-
Methode 18x.

Die Gesamtabweichungen betragen:

Historische Methode | Vert.methode 1 | Vert.methode 2 AR(3)
967,001587 0 0 618,459346

Natiirlich sind hier wieder die beiden Anwendungen der Verteilungsmethode
am besten, da sie ja jedesmal richtig gelegen haben. Die GGesamtabweichung
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der AR(3)-Methode ist niedriger als die der Historischen Methode, obwohl
diese einmal 6fter richtig liegt. Das liegt daran, dass die AR(3)-Prognose zwar
ofter, aber dafiir weniger stark vom echten Ergebnis abweicht.

Die Klarheit des Ergebnisses (in Bezug auf die Rangfolge der Methoden)
liegt in erster Linie daran, dass der Payoff im Fall K = 1000 Null ist. Da
Pooos = (Zf’il HDD, — K )+ keine negativen Prognosen zuldsst (es somit kei-
ne Abweichungen nach unten geben kann), liegen die Prognosen tendenziell
ofter richtig.

Abschliefsend kann man also sagen, dass nicht immer die gleiche Methode die
besten Prognosen liefert. Offenbar hiingt es sowohl vom Prognosezeitpunkt
als auch von der genauen Ausgestaltung des Derivats ab, welche Methode
die zuverlissigste Schitzung liefert. Dabei werden unvorteilhafte Optionen
anscheinend zuverlédssiger und schneller erkannt, als der genaue Payoff von
vorteilhaften Optionen angendhert werden kann.

3.6 Fazit

Wie das erste Kapitel gezeigt hat, ist der Einfluss des Wetters auf zahlreiche
Wirtschaftszweige enorm und wird mit dem Klimawandel wahrscheinlich in
Zukunft noch stiarker anwachsen. Dies zeigt die Wichtigkeit einer zuverlissi-
gen, exakten Bewertungsmethode fiir Wetterderivate, mit denen sich Unter-
nehmen gegen diesen Einfluss absichern kénnen.

Mit der Benchmark-Methode ist ein Instrument gefunden, mit Hilfe des-
sen eine theoretisch fundierte Bewertung solcher Finanzgiiter vorgenommen
werden kann, da sie keine Vorraussetzungen stellt, die Wetterderivate nicht
erfiillen.

Die Anwendung dieser Methode hingegen erfordert wie gesehen die Beschaf-
fung und Auswertung umfangreicher historischer Daten, um sinnvolle Er-
gebnisse zu erhalten, egal ob man nun die Historische Methode, die Vertei-
lungsmethode oder ein AR-Modell anwenden mochte. Dies ist aufwendig und
oftmals auch nicht kostenfrei. Hat man diese Hiirde jedoch genommen, zeigt
sich, dass mit dem Benchmarkansatz bei der Berwertung von Wetterderivaten
gute Ergebnisse erzielt werden kénnen. Dies hat der Vergleich mit den tat-
séchlichen Wetterdaten ergeben. Der Benchmarkansatz ist also nicht nur von
theoretischem Wert, sondern (mit etwas Aufwand) auch fiir die praktische
Anwendung geeignet.
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Anhang

Im Folgenden noch eine Ubersicht iiber die kompletten DAT-Werte der Jahre
1945 - 2008, die als Grundlage fiir meine Berechnungen dienten:

75



Datum | 1945 | 1046 | 1047 | 1948 | 1949 | 1950 | 1951 | 1952 | 1953 | 1954
01.01. | 51 | 31 |18,95| 33 | 385 | 375 | 3145 | 47 | 29 | 24,95
02.01. | 38,5 |21,05| 25,5 | 33 |[3345| 35,4 | 3845 | 45,5 | 33,5 | 27,5
03.01. | 23,45 | 24,1 | 33 |33,95|32,95 | 47,45 | 45,95 | 34,4 | 42,45 | 35,95
04.01. | 37,5 | 38,9 | 27,5 [ 33,95 [ 34,95 | 59 |54,05| 30,5 | 3595 | 36,5
05.01. | 20,9 | 44 |27,05| 32 [36,95| 53 [3705| 31 | 29,5 | 30,6
06.01. | 13,55 | 49,45 | 29,6 | 30,45 | 49.45 | 44,5 [ 38,05 | 31 | 31 | 36,5
07.01. | 13 |53,95|31.45 | 28,05 | 4245 | 33 | 37,5 | 24,45 | 27,5 | 31,55
08.01. | 22,55 | 46,95 | 35,5 | 28,05 | 46,9 | 16,1 | 22,55 | 28,45 | 26,95 | 21,5
09.01. | 32 [3595| 19,5 | 35,55 | 424 | 23 |21,45 28,05 | 31,55 | 19,05
10.01. | 18,05 | 43,5 | 16,55 | 24,95 | 42,45 | 31,45 | 34,55 | 32 |33,95| 20,5
11.01. | 12,9 | 395 | 35 | 14 | 36 |3945]|36,95| 28,5 | 33,55 | 13,55
12.01. | 27,05 | 39,05 | 36,5 | 28,5 | 26 | 26 | 38,5 | 32,45 | 344 | 19,5
13.01. | 37,05 | 34,1 | 19,9 | 35,05 | 33,5 | 36,05 | 34,5 | 36,5 | 35,55 | 13,55
14.01. | 24,55 | 18,05 | 32,95 | 29,6 | 354 | 53,1 | 34,1 | 345 | 41 | 16,55
15.01. | 25,5 | 2345 | 34,95 | 13 | 21,45 | 37,05 | 44,05 | 40,45 | 38,05 | 31
16.01. | 27,05| 9,5 |41,45| 22 |38,05|45,05|36,05|43,95| 48 | 31,05
17.01. | 21,45 | 15 |38,05|31,45| 48,55 | 32,95 | 34,1 | 33 |27,95| 21,05
18.01. | 19,9 | 25,95 | 38,5 | 24,55 | 40 | 41,55 | 46,5 | 44 | 4045 | 10,5
10.01. | 28,05 | 22,55 | 21,9 | 11,45 | 4845 | 29 | 485 | 34,95 | 41 | 25,1
20.01. | 26,5 | 6,55 | 42 |23.55 42,55 2255 | 49 | 40 | 39,5 | 42,1
21.01. | 26,55 | 26,05 | 45,5 | 30,55 | 24,95 | 18,5 | 43,5 | 33,55 | 36,95 | 43,55
22.01. | 30,55 | 28,5 | 24 | 30,6 | 35,55 29,05 |21,55| 24 | 33 | 23
23.01. | 32,45 | 21,45 | 20,5 | 22 | 33,5 | 40,55 | 25,55 | 45,5 | 35,5 | 13,45
24.01. | 22 | 30 | 395 | 10,9 | 38,6 | 41 | 44,1 | 2845|4745 | 26,5
25.01. | 5 |34,95|48,05|1555 | 35,5 | 32,55 | 41,5 | 22,55 | 44,5 | 37,5
26.01. | 12,45 | 34,95 | 39,05 | 18,95 | 25,4 | 53,1 | 32,95 | 41 | 26,4 | 43,55
27.01. | 19 | 185 | 40 |[2255| 23 |45,05 (27,05 | 49,05 | 23,45 | 41
28.01. | 25,55 | 25,55 | 47,05 | 15,55 | 32,45 | 26,55 | 23,95 | 38,6 | 41,45 | 25,55
29.01. | 32 |30,05|41,55 | 23,55 | 38,05 | 48,6 | 27,5 | 22,45 | 32,95 | 17,05
30.01. | 25,5 | 2245 | 36,5 | 12,05 | 22 |4155| 18 | 95 |29,05 27,95
31.01. | 21,6 | 26,1 | 49 | 14 | 299 | 255 | 6,95 | 22 | 42 |2595




Datum | 1955 | 1956 | 1957 | 1958 | 1959 | 1960 | 1961 | 1962 | 1963 | 1964
01.01. | 37,5 | 12 | 19,05 | 44,95 | 29,05 | 31 | 35,5 | 30,5 | 14 | 26,05
02.01. | 41 | 16,1 | 12 | 36 | 37,5 | 34,1 | 31,05 | 24,45 | 30,55 | 37,05
03.01. | 37,5 | 29,45 | 17 [24,95| 38,5 | 47,9 | 27,5 | 29,05 | 35,05 | 40
04.01. | 35,4 [33,95| 29,9 | 14 |[39,05|37,95| 2495 | 27,05 | 34,5 | 38,6
05.01. | 28,95 | 34,95 | 31 |18,05| 25 | 325 | 24 [18,05| 34 |3595
06.01. | 31,45 | 29,05 | 18,95 | 32,55 | 9,95 | 29,05 | 36,95 | 31,55 | 32 | 36,05
07.01. | 29,6 | 28,45 | 25,95 | 36,5 | 23 | 32 [43,95| 43,1 | 35,5 | 4145
08.01. | 30 | 31 | 31,5 |31,55| 22 | 37,5 |40,05| 41 |33,95 3145
09.01. | 32 | 43,1 | 32,45 | 23,45 | 20,05 | 26,4 | 27,95 | 33,95 | 36,95 | 32,95
10.01. | 335 | 42 | 31,5 | 275 | 19,5 | 12,05 | 24,55 | 24,45 | 44 | 34
11.01. | 28,5 | 38,45 | 16,55 | 33,95 | 19,45 | 17,5 | 34,55 | 19,95 | 41,95 | 27,95
12.01. | 2495 | 38 | 275 | 21 | 299 |2555| 34 |2355| 34,4 | 18,05
13.01. | 28,5 | 39 |24,55|3045 | 344 | 30,6 | 31,55 | 24,55 | 29,5 | 20,5
14.01. | 2455| 34 | 655 | 29 | 32 | 365 | 47 | 31 | 275 | 14,5
15.01. | 25,95 | 35,05 | 0,05 | 38,5 | 34,95 |3395| 40 | 44 | 28,05 19,45
16.01. | 33,5 | 3595 | 9,5 |36,05|41,55 | 32,5 | 30,05 | 43,5 | 23,55 | 28
17.01. | 29,5 | 32,95 | 15,45 | 35,95 | 38,05 | 31 | 36 | 30,5 | 32,55 | 32
18.01. | 26,1 |29,05| 13 |31,05|22,55| 29,5 | 34,5 | 17,05 | 33,5 | 31
19.01. | 285 | 24 | 185 | 21,6 | 25 |3245| 18,5 | 20,6 | 355 | 36,5
20.01. | 23,95 26,95 | 26 |21,45 3595 (30,05| 14 | 23,5 | 43,55 | 37.6
21.01. | 21 | 285 | 41 |27.95| 345 | 28,5 | 1245 | 25 | 334 | 4045
22.01. | 30,05 | 32,45 | 47,05 | 41 | 485 | 30,5 | 15,55 | 37,95 | 20 | 41
23.01. | 33,95 | 30,05 | 42,5 | 39,5 |27.95| 32 | 12,5 | 3845 | 37,5 | 33,95
24.01. | 33 | 25,5 | 17,5 | 33,45 | 18,5 | 29,45 | 13,05 | 30,45 | 27,05 | 39,45
25.01. | 32,45 | 27,05 | 24,5 [ 39,05 | 32 |29,05|11,45| 41,5 | 13 | 44,55
26.01. | 32,95 | 26,5 | 27,5 | 43,1 | 22,05 | 34,95 | 15,5 | 35,4 | 19,95 | 42,55
27.01. | 31,55 [ 30,05 | 33 | 42 | 23 |[31,05| 154 | 3945 | 30,5 | 33
28.01. | 15,95 | 26,95 | 29,05 | 37,05 | 28,5 | 34,95 | 17,05 | 23 | 23 |31.45
29.01. | 21,05 | 31,55 | 29,05 | 35,95 | 32 |35,55 2045|1355 | 17 | 21,45
30.01. | 21,05 | 37,05 | 24,55 | 39,5 | 45,95 | 33,95 | 17,5 | 28,6 | 25,95 | 29,5
31.01. [20,05| 30 | 30 [3595|31.45| 28,6 | 19,5 | 16,1 | 23,45 | 29,9




Datum | 1965 | 1966 | 1967 | 1968 | 1969 | 1970 | 1971 | 1972 | 1973 | 1974
01.01. | 25,5 | 55,05 | 32 | 24 | 23 | 22 |28,05| 21,9 | 47,05 | 38,05
02.01. | 23,5 | 42 |3805| 9,5 |18,05| 23,5 | 30,05 |3945| 39 | 354
03.01. | 24,95 | 36,05 | 32,5 | 26,55 | 24,95 | 23,45 | 33,5 | 41 |[31,05| 31,3
04.01. | 31,55 [36,95| 35 | 286 | 254 | 23 | 29,5 | 38,5 | 334 | 30,5
05.01. | 33 |39,05|33,55 2695|2245 | 24 | 385 | 34,55 | 37,95 | 28,4
06.01. | 38,6 | 35,95 |31,05| 23 | 26,5 | 27,5 | 31,55 | 185 | 26 | 29,05
07.01. | 28,5 | 37,5 | 26,5 | 26,05 | 35,5 [ 23,95 | 24,5 | 29,5 | 14 | 322
08.01. | 32 | 30,5 | 4245 | 8,05 | 30,05 | 19,05 | 19,05 | 29,05 | 7,95 | 28,75
09.01. | 45,5 | 15,95 | 38,5 | 3 24 16,95 | 19,05 | 34 | 11,45 | 21,75
10.01. | 33,55 |29,05| 32 | 105 | 254 | 18,95 | 26,55 | 49,5 | 23,45 | 21,85
11.01. | 25,55 | 32 |3245| 7,55 | 22,05 21 |3395| 434 | 24,95 | 26,6
12.01. | 31 |1555| 31 |16,95| 28,5 | 19,5 | 28,95 | 43,95 | 23,45 | 22,65
13.01. | 34,5 | 18,05 | 35,5 | 23,55 | 29,5 | 24,95 | 12 | 46,05 | 18,95 | 17,6
14.01. | 28,45 | 31,05 | 36,5 | 28,95 | 32,55 | 19,5 | 16,5 | 45,5 | 28,45 | 18,85
15.01. | 4,45 | 30,6 | 41,95 | 38,5 | 29,05 | 17,55 | 25 | 31 | 36,5 | 33,95
16.01. | 6,45 | 17,05 | 37,6 | 23 | 26,5 | 25,55 | 18,5 | 20,45 | 38,5 | 31
17.01. | 12,05 | 22,55 | 35,5 | 17,5 | 30,5 | 36,05 | 10,95 | 19,5 | 45,95 | 12,45
18.01. | 13 |31,45|31,45| 30,9 | 395 | 33,55 | 14,95 | 38 | 50,45 | 8,05
10.01. | 18,95 (29,05 | 14 | 41 |4245| 17 | 85 | 47,9 | 48,5 | 31,55
20.01. | 27,5 | 35,05 | 28,95 | 40,5 | 34,95 | 15,95 | 9,5 | 37,05 | 39,45 | 28,4
21.01. | 25,5 | 35,5 | 39,45 | 39,55 | 32,45 | 15,95 | 19,45 | 36,5 | 30 | 284
22.01. | 35,95 | 33 |4395| 34 | 345 | 11 | 33,5 | 31,55 334 | 41,25
23.01. | 33 |33.45| 48,5 | 39,55 | 38,5 | 18,5 | 32,45 | 43,1 | 49,45 | 44,85
24.01. | 25,5 | 33,55 | 53,95 [ 33,95 | 40 | 18,95 | 31,45 | 42,95 | 41,55 | 44,6
25.01. | 29,9 | 30,05 | 46,45 | 23,45 | 434 | 24 | 355 | 434 | 32 | 41,8
26.01. | 28,05 | 21,05 | 51 |29.45 | 33,95 | 29,05 | 36,5 | 24,5 | 40,45 | 43,55
27.01. | 36,95 | 24,95 | 40,5 | 36,05 | 23,95 | 30,05 | 23,95 | 22,55 | 39,5 | 49,3
28.01. | 26,5 | 18,95 | 36,05 | 35,5 | 16 | 28,5 | 11,45 | 24,45 | 35,95 | 51,8
29.01. | 21,45 | 20,45 | 32 |33,55| 22,5 | 4045 | 18,5 | 25,4 | 29 | 46,4
30.01. | 12,05 | 29,9 | 23,55 | 36,05 | 30,05 | 40 | 32 |28,95| 16,1 | 44,35
31.01. | 18,5 | 23,5 | 27,05 | 36,5 | 40,55 | 26,05 | 25,1 | 25,95 | 15,55 | 46,65




Datum | 1975 | 1976 | 1977 | 1978 | 1979 | 1980 | 1981 1082 | 1083 | 1984
01.01. | 37,5 | 39.45 | 17.4 | 33,45 | 43,95 | 31,55 | 17,5 | 36,95 | 36,05 | 23
02.01. | 36,5 | 27,05 | 25,4 | 24,45 | 51,55 | 31,9 | 21,45 | 34,95 |37,05| 254
03.01. | 29,9 [29.05| 284 | 24 | 41 | 30 | 185 | 26,55 |35095 28,95
04.01. | 33,95 | 35,05 | 27,5 | 2245 [ 21,05 | 23 | 555 | 3555 |25095 33,55
05.01. | 37,45 | 25,5 | 28,95 | 28,5 | 21,5 | 2245 | 10,05 | 42,95 | 28,5 | 35,55
06.01. | 31 | 21 |2645 3695|2585 | 23 |2245| 39,55 33 | 375
07.01. | 33,55 | 35,05 | 27,05 | 34,55 | 28,5 | 31 | 25 36,5 39 | 37,05
08.01. | 40 | 35 |29,05|3245 | 41,5 | 35,5 | 2245 | 2555 39 | 31
09.01. | 40,55 | 25,95 | 23,55 | 42 |31.45| 31,9 | 14 24,95 | 31,55 | 25,95
10.01. | 39 | 18,5 | 33,95 21,05 | 26,95 | 254 | 15,95 | 18,5 31,55 | 27,95

11.01. | 48 | 16,1 | 32,9 | 20,45 | 22,55 | 36,95 | 13 12 44,95 | 26,95
12.01. | 51,55 | 18,05 | 23 |22,55| 15 | 41 | 7.55 8,95 49 | 16,1
13.01. | 48,5 | 22 | 14,45 29,05 | 22,55 | 24,95| 10,5 | 12,45 | 37,5 | 12,55
14.01. | 33 |4255| 17,1 |2905| 34 | 33 | 14 17,5 | 26,05 | 18,5
15.01. | 28,5 | 32 |21,05| 275 | 31,9 36,05 | 17,5 | 22,55 | 27,5 | 22,55
16.01. | 28,95 | 30 | 22 |2345 27,05 3845| 21 22 31,5 | 18,5
17.01. | 28,5 | 2945 | 16,5 | 25 | 23,55 3045 | 22 19,05 | 28,05 | 19,45
18.01. | 30,5 | 11,5 | 94 |3245|2245| 31 | 17,1 6 20,45 | 23,95
19.01. | 4395 | 14 | 15 | 29,9 | 14,45 | 375 | 2555 | 9,95 11,5 | 23,95
20.01. | 34,95 | 27,5 | 23,95 | 28,45 | 16,95 | 38,5 | 33,55 | 21,6 | 10,05| 19,9
21.01. |24,95| 29 | 299 | 25 | 42 |31,35|2455| 2205 | 165 | 15
22.01. | 27,5 [ 23,95 | 25,1 | 2355 | 43 | 29,5 | 23 10,9 | 24,55 | 11
23.01. | 30,6 | 6 |21,05|27,05|3845| 29,5 | 27,05 | 17,95 31 | 16,5
24.01. [3155| 7 |21,55| 30 | 339 | 26 | 329 29,9 36,5 | 29,45
25.01. | 40 |2045 | 2845|3055 |36,05| 22 | 27,5 23 38,45 | 43,95
26.01. | 41,45 | 29,05 | 32,45 | 41,45 [ 39,05 | 25 | 33,4 | 1445 | 37,95 | 40,45
27.01. | 36,95 | 45,05 | 28,5 | 37,9 | 38,95 | 28,5 | 37,95 12 32 | 41,55
28.01. | 34,55 | 45,5 | 24 | 28,05 | 41,45 | 29,45 | 40,9 18,5 27,5 | 38,05
29.01. | 35,95 42,95 | 26 | 21,9 | 42 | 295 |3045| 3295 | 295 | 31
30.01. | 40,55 | 355 | 16 | 22 | 424 |2355| 24 30 32 | 29,05
31.01. | 24,95 | 28 |1595| 24 |35,95 | 18,05 | 24,45 31 351 | 32




Datum | 1085 | 1086 | 1087 | 1088 | 1989 | 1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994
01.01. | 35,55 | 36,95 | 33,1 | 41,55 | 31,55 | 40,05 | 24,95 | 32 | 41,55 | 26,95
02.01. | 37,95 | 34,1 | 31,55 | 36,5 | 31 |39,05| 33,5 | 35,1 | 26,5 | 34,4
03.01. | 32,45 | 38,05 | 32,55 | 26,95 | 37,6 | 37,05 | 37,5 | 35,1 | 25,55 | 35,95
04.01. | 27,05 | 35,5 | 27,5 | 26,95 | 23,45 | 39,45 | 32,45 | 38,5 | 48,5 | 26
05.01. | 26,5 | 3045 | 285 | 25 |1455| 40 | 30,5 | 42,95 | 52,55 | 24,55
06.01. | 27,5 | 32 | 30 |18,95| 16,5 | 38,9 | 3245 | 42,5 | 48,05 | 20
07.01. | 28 | 26 |33,55|14.45|2245| 33 |33.45 4045 | 38,5 | 15,5
08.01. | 26,5 | 17,1 | 36,05 | 18,95 | 39,05 | 33,55 | 22,45 | 36,95 | 39,6 | 22,05
09.01. | 21,05 | 23,55 | 31,55 | 21,5 | 41 |38,05|2045| 32 |3455 2555
10.01. | 15,45 | 38,05 | 32,45 | 24,4 | 35,95 | 38,05 | 27,5 | 34,55 | 24,55 | 19
11.01. | 17,5 | 33,55 | 36,05 | 18,5 | 31,45 | 40,05 | 22,05 | 33 | 23 | 20,5
12.01. | 21 | 36,5 | 36,5 | 22,05 | 32,45 | 38,5 | 22,55 | 23 |27,05| 30,5
13.01. | 25 | 37,5 | 34,5 | 354 | 33,95| 35,1 | 29,45 | 34,1 | 33,45 | 31,55
14.01. | 28 | 275 |36,95| 15 | 36,05 | 23,55 | 25,55 | 46,05 | 27,95 | 32,5
15.01. | 3045 | 11,45 | 385 | 7 |38,05|26,05| 30,5 | 40,45 | 26,5 | 22,05
16.01. | 22,45 | 16,5 | 42 | 20 | 42 |33,95 3595|2345 32 | 2,05
17.01. | 14 | 31,45 30,55 | 36,05 | 37,05 | 41,45 | 38,45 | 14,45 | 33,45 | 14,1
18.01. | 20,9 | 48,45 | 25,1 | 36,95 | 37,5 | 48,5 | 40,55 | 17 |29,05| 31
19.01. | 27,5 | 46,95 | 26,1 | 42 | 3945 | 48,5 |3045| 17 | 26,1 | 74
20.01. | 24 | 4455|2445 | 40 |41,45| 34,1 |3595| 14 | 296 | 85
21.01. | 16,1 | 455 | 24 | 40 | 34,1 |28,05|33,95|2255| 31 |1245
22.01. | 18,5 | 39,55 | 25,55 | 37,5 | 26,95 | 24 |1245| 24 |37,05| 17,05
23.01. [30,05| 40 | 36,5 | 305 | 31 | 27,5 | 16,95 | 37,5 | 43 | 17,5
24.01. | 29,6 | 29,6 | 23,95 | 32 |3955]|35,05 31,45 | 42 | 43,1 | 24,1
25.01. | 29,05 | 25,55 | 17,55 | 32,55 | 40 | 40 | 24 |26,55 | 43,55 | 31,55
26.01. | 25,55 | 43,55 | 17,55 | 35,95 | 36,5 | 47 |20,45 | 21,05 | 28,5 | 21,55
27.01. | 23 |4595| 17,1 | 28 | 375 | 455 | 2445 | 20 | 29,5 | 12,05
28.01. | 26,55 | 27,5 | 17,55 | 20,05 | 37,45 | 43,55 | 35,5 | 30 | 32,5 | 34,55
29.01. | 28,5 | 23 |2245| 20,5 | 41 | 43,1 |3845(36,05| 35 |4595
30.01. | 24,55 | 21,45 | 26,55 | 31 | 46,05 | 39,05 | 39,45 | 36,05 | 30,6 | 35,5
31.01. | 25,55 | 28,5 | 27 |4845| 425 | 37,5 [ 37,95 (3595 | 20 | 209




Datum | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004
01.01. | 31,55 | 35,95 | 12,45 | 14,45 | 22,05 | 38,3 | 29,05 | 28,5 | 36,5 | 41,5
02.01. | 37,05 | 30,05 | 29 |32,55| 9,95 | 40,5 | 27,05 | 30,45 | 33,55 | 35,55
03.01. | 33 |2555| 37,4 | 4845 |31,05| 49 | 25 | 31 30,45 |40,75
04.01. | 30,5 | 23 |38,05|48,55 | 37,2 | 51,95 | 26 |[31,55| 32 |4255
05.01. | 24,55 | 16,95 | 43,95 | 47 | 23 |4595|26,95| 32 |3145| 41
06.01. | 27,95 | 13,55 | 44 | 48,1 | 23 [33.45| 28,9 | 38,9 | 29,5 | 33.8
07.01. | 46,45 | 11,35 | 32 | 39,9 | 28,05 | 31,5 | 31,5 | 39,45 | 27,05 | 26.1
08.01. | 33 [17,95| 27,5 | 37,75 | 22,3 | 37,5 | 32,55 | 27,6 | 28,65 | 16,7
09.01. | 31,05 | 22 | 28,6 | 36,85 | 42,95 | 40,55 | 32,55 | 30,9 | 29,9 | 11
10.01. | 27,5 | 22,45 | 36,25 | 39,55 | 29,9 | 42,55 | 22,55 | 39,45 | 32,8 | 5,55
11.01. | 20,45 | 22,45 | 30,6 | 40,45 | 24,95 | 47,45 | 25,95 | 42,15 | 25,7 | 10,05
12.01. | 20,45 | 26,5 | 2345 | 30,9 | 32 | 39,3 | 2945 | 39,5 | 27,95 | 28,4
13.01. | 35,5 | 38,6 | 30,05 |36,95| 32 | 28,6 | 27,7 | 37,6 | 30 | 32,9
14.01. | 50,45 | 36,05 | 29,6 | 32,55 | 13,65 | 20,05 | 31,45 | 354 | 23,9 | 11,05
15.01. | 54,5 | 32,55 | 30,55 | 25,45 | 27,95 | 3,05 | 35,5 | 34,95 | 20,05 | 2,05
16.01. | 56,45 | 25,4 | 40,9 | 30,85 | 30,9 | 26,95 | 32,9 | 36,15| 21 | 3,2
17.01. | 54,5 | 41 [2495|2495| 41 | 168 | 33 | 36 | 24 | 239
18.01. | 47 | 43 [12,05| 275 | 39 [1095| 31 | 36 |12,75| 31,1
19.01. | 36,95 | 47,05 | 10 |31,05|41,95| 12 | 33,7 | 28,95| 13 | 26,7
20.01. | 37,95 | 43,1 | 25 |3525| 41 |1445| 31,2 | 286 | 21 |21,55
21.01. | 42,45 | 29,5 | 30,5 | 33 | 334 | 158 | 24,8 [31,75| 20 | 22
22.01. | 40,05 | 30,5 | 39 |2595|38,05| 7.7 |26,05|3455| 14 |2555
23.01. | 36,5 | 35 | 42 [30,05| 376 | 14 | 28 |41,45| 10,5 | 25,55
24.01. | 32 | 45,4 | 2345|3355 | 48,6 | 19,5 | 29,45 | 41,45 | 14,55 | 15,95
25.01. | 31,45 | 43,95 | 43 | 34,7 [49,05| 30,3 | 33 | 418 | 17,95 | 10
26.01. | 2945 | 32 | 375 | 31 | 33 | 296 | 30 [4255| 24 | 122
27.01. | 28,5 | 45,05 | 19,05 | 24,55 | 33 | 23 | 28,5 [4345| 22 | 185
28.01. | 21,45 | 425 | 375 | 34 | 286 |1345| 31,3 | 445 | 14 | 1955
29.01. | 21,9 | 299 | 26,4 | 38,05 | 20,05 | 19,05 | 29,5 | 50,45 | 23,7 | 24,8
30.01. | 28,95 | 31 | 17,5 | 38,05 | 21,05 | 29,45 | 32,55 | 44,35 | 26,5 | 21,2
31.01. | 33,45 | 33,55 | 23 | 355 | 17,1 | 32,45 | 36,05 | 34,05 | 28 | 21,05




Datum | 2005 | 2006 | 2007 | 2008
01.01. | 47,05 | 28,5 | 40,1 | 34,5
02.01. | 40 | 29,9 | 41 |29.45
03.01. | 44,35 | 36,5 | 43,7 | 12,9
04.01. | 46,05 | 32,55 | 46,4 | 19,5
05.01. | 37,5 | 33,15 | 51 | 338
06.01. | 31,1 | 33,95 | 58,55 | 37
07.01. | 31,45 | 31,55 | 51,9 | 45,5
08.01. | 33,95 | 30,85 | 48,2 | 51
09.01. | 29,5 | 37,4 | 40,35 | 56,9
10.01. | 32,45 | 39 | 36,5 | 45,7
11.01. | 34,6 | 41 | 285 | 44,6
12.01. | 33,15 | 44,5 | 35,5 | 47,45
13.01. | 42 | 46,2 | 43,55 | 39
14.01. | 46,95 | 47,05 | 41 | 36,05
15.01. | 32 | 354 | 356 | 31,55
16.01. | 28,05 | 25,5 | 32,55 | 29,05
17.01. | 23,25 | 23,5 | 16,7 | 27,5
18.01. | 14,55 | 41,55 | 23,65 | 34,15
19.01. | 13,45 | 38,4 | 37,4 | 382
20.01. | 23,7 | 47,3 | 28,4 | 28,15
21.01. | 10,65 | 50,9 | 194 | 24,55
22.01. | 10,4 | 44,05 | 24 | 27,5
23.01. | 12,5 | 32,95 | 26,5 | 30
24.01. | 15 | 34,95 | 31,55 | 31,55
25.01. | 22,1 | 36,5 | 26,35 | 23
26.01. | 22,35 | 37,05 | 15,5 | 24,55
27.01. | 17,95 | 29,3 | 16,35 | 29.05
28.01. | 11,3 | 43,35 | 32 | 32
29.01. | 18,5 | 44,1 | 26,6 | 32
30.01. | 31,3 | 40,1 | 23,9 | 38,55
31.01. | 27,5 | 34,15 | 25,55 | 32




Eidesstattliche Versicherung

Hiermit erklére ich, dass ich die Diplomarbeit selbstindig ver-
fasst und nur die im Literaturverzeichnis angegebenen Quellen
und Hilfsmittel verwendet habe.

Datum und Unterschrift



