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Einleitung

Das zentrale Thema dieser Diplomarbeit ist ein Dualitéitsansatz von Rogers und
Jamshidian aus dem Jahre 2002, der vorgestellt, und in einem Finanzmarktmo-
dell angewendet wird. Ein grundlegendes Problem aus der Theorie des optimalen
Stoppens ist die Berechnung von

sup E[Z,],
TES

mit S als Menge aller Stoppzeiten. Der Dualitéitsansatz fiihrt dieses Problem des
optimales Stoppens in ein duales Problem iiber, in welchem ein Infimum, statt
eines Supremums, berechnet werden soll. Die passende Formel hat dann die Form

E[Z.] = inf f(X),
Sup [Z7] ;?éxf()

wobei noch spezifiziert werden muss, wie X und f(X) aussehen. Man unterscheidet
zwischen

1) dem additiven Ansatz von Rogers, sowie
2) dem multiplikativen Ansatz von Jamshidian,

denn bei Rogers hat f(X) die Form einer Summe, und bei Jamhidian die eines
Produktes. Grundlegendes Hilfsmittel bei der Herleitung der Formeln ist die (addi-
tive bzw. multiplikative) Doob-Meyer-Zerlegung der Snellschen Einhiillenden, die
ein sogenanntes dominierendes Martingal liefert.

Nach der Bearbeitung des theoretischen Grundgeriists wird die Anwendbarkeit der
Dualitétsansétze in einem Finanzmarktmodell gezeigt: Die Berechnung des fairen
Preises einer amerikanischen Option ldsst sich, unter bestimmten Voraussetzungen,
auf das Problem des optimalen Stoppens zuriickfithren, daher ist sie von zentralem
Interesse. In den Anwendungen wird der Wert von f(X) fiir ein passendes X € X
nach der Monte-Carlo-Methode berechnet, wobei Rogers ein Verfahren angibt, wie
ein passendes X € X zu finden ist (wobei bei diesem Verfahren ein wenig Krea-
tivitdt benotigt wird). Diese Berechnungsmethode liefert, neben den klassischen
Binomialbaum- und PDE-Verfahren, einen alternativen Zugang zur Berechnung



des Anfangspreises einer amerikanischen Option. Das neue Verfahren hat den Vor-
teil, dass es auch dann anwendbar ist, wenn die klassischen Verfahren aus Lauf-
zeitgriinden versagen, und man erhélt mit f(X) auf jeden Fall eine obere Schranke.

In dieser Diplomarbeit wird das neue Verfahren zur Berechnung des Anfangspreises
von amerikanischen Optionen angewendet auf

- die amerikanische Put-Option,

die amerikanische Min-Put-Option,

die amerikanische Max-Call-Option, sowie

- den amerikanischen Put auf einen Aktienindex.

Die Ergebnisse werden mit den Ergebnissen aus dem Binomialbaum-Verfahren
verglichen. Neben dem zentralen Thema, dem Dualitétsansatz und der Anwendung
auf die Bewertung amerikanischer Optionen, wird in dieser Diplomarbeit auch ein
allgemeines (stetiges) Finanzmarktmodell eingefiihrt und der Optionsbegriff im
Rahmen dieses Modells erkldart. Der Fokus liegt auf der amerikanischen Option,
bei der sich 3 grundlegende Fragen ergeben:

1) Wie lautet der Anfangspreis?
2) Wie sichert man die Option ab?
3) Wann ist eine optimale Ausiibungszeit?

In dieser Diplomarbeit wird diesen Fragen in einem allgemeinen Finanzmarktmo-
dell nachgegangen. Wihrend sich in der Theorie exakte Ausdriicke ergeben, ist es
in den Anwendungen meist schwierig, den konkreten Wert auszurechnen.

Im letzten Kapitel wird schliefflich ein neues Verfahren vorgestellt, dessen Anwend-
barkeit aus Laufzeitgriindund (PC mit 1,6 GHz) allerdings noch nicht méglich ist,
dafiir aber ein systematisches, iteratives Vorgehen anbietet.

Im Anhang zu dieser Diplomarbeit befindet sich eine CD mit mehreren Matlab-
Programmen, die in Kapitel 3 benutzt werden.

An dieser Stelle mochte ich ganz herzlich Herrn PD Dr. Volkert Paulsen fiir die
Bereitstellung des interessanten Themas und seine breite Unterstiitzung danken.



Zusammenfassung

Hier wird eine kurze Zusammenfassung {iber die einzelnen Kapitel gegeben, um
das Vorgehen zu verdeutlichen.

Kapitel 1: Grundlagen. In diesem Kapitel wird zunéchst ein stetiges Finanz-
marktmodell definiert, und anschliefend werden die Derivate ,,Option“ und ,,ame-
rikanischer Claim“(eine andere Bezeichnung fiir ,,amerikanische Option“) im Rah-
men dieses Modells erklédrt. Die Option wird entsprechend zu [Jam04], Abschnitt 3,
definiert und ist grundlegend fiir das Verstindnis des amerikanischen Claims. Fiir
den Kaufer und Verkéufer des amerikanischen Claims ergeben sich unterschiedliche
Probleme, die kurz angesprochen werden. Grundlagen der stochastischen Analysis
werden als bekannt vorausgesetzt.

Im letzten Abschnitt werden niitzliche Hilfssétze bewiesen.

Kapitel 2: Snellsche Einhiillende. In diesem Kapitel geht es um die wichti-
ge Senllsche Einhiillende, die grundlegend fiir die folgenden Kapitel ist. Der erste
Abschnitt beschrénkt sich auf eine endliche Zeitmenge, wihrend die folgenden
Abschnitte die Theorie in stetiger Zeit vorstellen: Die Snellsche Einhiillende V
eines Auszahlungsprozesses Z wird als wesentliches bzw. essentielles Supremum
definiert. Ziel ist es zu zeigen, dass die so definierte Snellsche Einhiillende ein Su-
permartingal von Klasse(D) ist. Im letzten Abschnitt geht es um die Doob- Meyer-
Zerlegungen von V', wobei dieser Abschnitt sehr komplex ist und tieferes Wissen
der stochastischen Analysis benotigt. Im Prinzip werden in den Abschnitten 2 -
5 die Aussagen, die im ersten Abschnitt fiir den Fall einer endlichen Zeitmenge
gezeigt wurden, auf den stetigen Fall iibertragen.

Kapitel 3: Dualititsansatz. Hier werden der additive und multiplikative Dua-
litdtsansatz aus [Jam07] und [Rog02] angegeben und angewendet. Wesentliches
Hilfsmittel beim Beweis von Satz 3.6 (additive Dualitét) und Satz 3.7 (multipli-
kative Dualitét) ist die Doob-Meyer-Zerlegung der Snellschen Einhiillenden aus
Kapitel 2, dessen Martingalteil ein sogenanntes dominierendes Martingal bildet.
In den Anwendungen wird das Verfahren von Rogers aus dem Jahr 2002 ange-
wendet, und zum Vergleich werden die Werte mit einem Binomialbaum berechnet.
Als Programmierumgebung wurde dabei MATLAB (auf einem PC mit 1,6 GHz)
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verwendet. Zum Schluss werden die beiden Dualitdtsansitze, d.h. die Vorteile bei
der numerischen Anwendung, verglichen.

Kapitel 4: Optimale Stoppzeiten. In diesem Kapitel geht es um die Frage,
wann (im Fall stetiger Zeit) eine optimale Stoppzeit existiert. Im ersten Abschnitt
wird nochmal die Erweiterung des Finanzmarktmodells um ein Finanzgut ,,ame-
rikanischer Claim“ behandelt, und anschlielend geht es um die Frage nach der
Existenz der kiirzesten, sowie ldngsten optimalen Stoppzeit.

Kapitel 5: Numerairewechsel. In den vorherigen Kapiteln wurden die Preispro-
zesse der Basisfinanzgiiter in Einheiten des Numeraires Sy(¢) betrachtet. Auch die
Auszahlungen der Kontrakte ,,Option“ und ,,amerikanischer Claim* fanden in Ein-
heiten von Sp(t) statt. In diesem Kapitel wird neben Sp(t) ein weiteres Numeraire
S1(t) betrachtet und es geht um die Frage, wie sich die Option, der amerikanische
Claim, die Doob-Meyer-Zerlegungen und der additive bzw. multiplikative Dua-
litdtsansatz beim Wechsel des Numeraires verhalten.

Kapitel 6: Superlésungen. Zum Abschluss der Diplomarbeit wird eine neure
Entwichlung aus [Jam07] und [CG07] aus dem Jahr 2007 vorgestellt. Wéhrend
die urspriingliche Methode von Rogers abhéngig von einer geschickten Wahl der
Absicherungsmartingale ist, wird hier ein systematisches Verfahren vorgestellt.
Ausgehend von einem beliebigen Martingal nihert man sich mit dem additiven
(bzw. multiplikativen) Verbesserungsprozess iterativ der Snellschen Einhiillenden.
Da die Theorie der iterativen Verbesserungsprozesse im Fall stetiger Zeit noch
nicht vollstéandig ist, werden nur die wichtigsten Ergebnisse vorgestellt, und an-
schlieBend wird der (deutlich leichtere) Fall endlicher Zeitmenge behandelt.

In der gesamten Diplomarbeit gelten Gleichungen und Ungleichungen zwischen
Zufallsvariablen stets P- fast sicher. Auf das ,[P- f.s.“ hinter den Gleichungen (bzw.
Ungleichungen) wird verzichtet.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Finanzmarktmodell

Wir fithren nun ein allgemeines Finanzmarktmodell ein, wobei einige Forde-
rungen, wie z.B. die usual conditions, technischer Natur sind, und nicht weiter
erlautert werden. Gegeben sei ein Zeitintervall 7 = [0, m], an dem gehandelt
wird, und ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, (A;)se7, P) mit Filtration, fiir die
gilt:

o A ist P- trivial, d.h. P(A) € {0, 1} fiir alle A € A,.
e Es gelten die usual conditions:

(i) Ap enthélt alle P- Nullmengen.
(ii) (A4)er ist rechtsstetig (d.h. ﬂ Ay = A, fiir alle t > 0).

s>t

Definition 1.1. Ein stochastischer Prozess (Si)ier heifit Semimartingal,
falls eine Zerlegung

Sy =M, + A,

ezistiert, sodass (My)ier ein lokales cddldig'- Martingal und (Ay)ier ein ad-
aptierter cddldag- Prozess von beschrdnkter Variation ist.

Das Finanzmarktmodell besteht aus d+1 Basisfinanzgiitern, dessen Preispro-
zesse nichtnegative Semimartingale sind, und wird durch den R%*!- wertigen

Vektor

1 M, heiBt cadlag- Prozess wenn die Pfade von M, rechtsseitig stetig sind und linksseitige
Grenzwerte besitzen.




10 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

S(t) = (So(t), ..., Sa(t))

beschrieben. Dabei sei angenommen, dass Sy(t) die Entwicklung eines Geld-
marktkontos ist, d.h.

SO (t) _ efg r(s)ds’

wobei 7(t);er ein adaptierter stochastischer Prozess mit [ |r(s)|ds < oo
ist. r(t) ist der Zinzsatz des Geldmarktkontos. Sy(t) erfiillt die Rolle eines
Numeraires, das heifit die Preise der d+1 Finanzgiiter werden in Einheiten
von Sy(t) dargestellt. Wird S} (t) := S;(t)/So(t) definiert, so erhélt man mit

S*(t) = (S5(t), -+, S3(t))

den Vektor der abdiskontierten Preisprozesse. Fiir die {ibrigen Basisfinanzgiiter
S1, ..., S gibt es u.a. folgende Moglichkeiten:

- Aktien,
- festverzinzliche Wertpapiere, oder

- Rohstoffe.

Fiir das allgemeine mathematische Modell spielt es vorerst keine Rolle, um
was fiir Giiter es sich handelt, solange jeder Preisprozess ein Semimartingal
ist. In einem konkreten Modell wird angegeben, um was fiir Semimartingale es
sich handelt (und, welche Finanzgiiter modeliert werden). Ein sehr berithmtes
Modell ist das

Black-Scholes-Modell: Sei Sy(t) wie oben, (WM (t), W3 (t), ..., WM(t))
ein n-dimensionaler Wienerprozess, und b;(t) und o; ;(¢) (firi € {1,...,d}, j €
{1,...,n}) stochastische, adaptierte reellwertige Prozesse (welche zusitzliche
Bedingungen erfiillen miissen, die hier aber nicht von Bedeutung sind). Durch
S1,...,Sq werden Aktienpreisprozesse modelliert, wobei es sich hierbei um
Losungen der stochastischen Differentialgleichungen

dsSi(t) = Si(t) (bi(t)dt 3 am(t)dW(j)(t)) defl,..d

handelt. In [Irl03], Kapitel 13 wird gezeigt, unter welchen Bedingungen diese
stochastischen Differentialgleichungen eindeutig losbar sind.
Im einfachsten Fall (n = 1,0,r und b; konstant) handelt es sich bei der
Loésung um einen geometrischen Wienerprozess mit Drift b;:

S1(t) = Si(0)e O Tt
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140+

Abbildung 1.1: Beispielpfad eines geometrischen Wienerprozesses.

Abbildung 1.1 zeigt einen Beispielepfad eines geometrischen Wienerprozesses
mit Drift b = 0,07, m = 1,0 = 0,3 und S;(0) = 120. Mit dem Satz von
Girsanov ([Irl03], Satz 8.6) ldsst sich zeigen, dass beziiglich des Wahrschein-
lichkeitsmafles ), mit

2
dQ _ _ow(t)—L ¢
=T

und 6 = (r — by)/o, der Prozess W (t) = W (t) — 0t ein Wienerprozess ist.
Somit gilt fiir den abdiskontierten Preisprozess

S¥(t) = 51(0)e” VO~ (1.1)

welches ein (- Martingal ist. In den Beispielen in Kapitel 3 beschrianken wir
uns auf ein Geldmarktkonto mit konstanter Zinsrate r > 0 und maximal
2 Aktien, dessen abdiskontierte Preisprozesse geometrische Wienerprozesse
der Form 1.1 bilden (Die zwei Aktien unterscheiden sich also lediglich durch
die Volatilitat o, wobei die 2 zugrunde gelegten Wienerprozesse unabhéngig
sind).

Ein Finanzmarktteilnehmer bzw. -hdndler kann im Rahmen dieses Modells
mit den Finanzgiitern handeln. Eine Handelsstrategie wird durch einen R4+1-
wertigen stochastischen Prozess

H(t) = (Ho(t), ..., Ha(t))

beschrieben, wobei jedes H;(t) ein vorhersehbarer, lokal beschriinkter? cddlag-
Prozess ist. H;(t) gibt die Anzahl des i-ten Finanzgutes im Portfolio zur Zeit
t an. Der Wertprozess des Portfolios wird dann beschrieben durch

2[ENI82], Definition 6.37
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d
Wi(H) = Z H;(t)Si(t),  baw.
1=0
d
WiH(H) = Z H;(t)S;(t)  fiir den abdiskontierten Wertprozess.
i=0

Da jedes H;(t) negativ sein kann, beinhaltet diese Definition der Handelsstra-
tegie die Moglichkeit zu Leerverkdaufen: Jeder Finanzmarktteilnehmer kann
sich in jedem Finanzgut beliebig stark verschulden. Eine Handelsstrategie H
heifit selbstfinanzierend, falls der Wertprozess folgende Form hat:

W,(H) = WO(H)+Z / H;(u)dS;(u), baw.

gt
Wi(H) = Wyo(H)+ Z / H;(u)dS; (u) fur allet € T,
i=0

wobei die stochastischen Integrale nach [El82], Theorem 11.44 und Theo-
rem 12.9 definiert sind und die Aquivalenz dieser Gleichungen (nach einer
langeren Rechnung) aus der Ito-Formel folgt. Die selbstfinanzierenden Han-
delsstrategien haben also die Eigenschaft, dass der erzielte Gewinn bzw. Ver-
lust sofort wieder in das Portfolio investiert wird. Eine selbstfinanzierende
Handelsstrategie heift Arbitrage, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1) Wo(H) =0
2) Wu(H) >0 und P(Wy(H) > 0) > 0.
Wegen Sy > 0 ist dies gleichbedeutend mit
1) Wi(H) =0
2) Wx(H) >0 und P(Wi(H) > 0)> 0.

Das heifit: Eine Arbitrage ist ein Portfolio mit Anfangswert Null, das zum
Zeitpunkt m einen sicher nichtnegativen Wert und mit positiver Wahrschein-
lichkeit einen positiven Wert hat. Da es auch in sinnvollen Modellen Arbitra-
gemoglichkeiten gibt, schriankt man die Klasse der zu betrachtenden Handels-
strategien ein: Eine Handelsstrategie H heifit zuléssig, falls ein K > 0 exis-
tiert sodass Wi(H) > —KSy(t) fur alle t € T gilt, das heift durch Anwenden
von H darf man sich nicht um mehr als K Einheiten des Numeraieres ver-
schulden. Damit 148t sich das No-Arbitrage-Prinzip formulieren:
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No-Arbitrage-Prinzip: Das Finanzmarktmodell heift arbitragefrei, falls
es keine zulédssigen Arbitragemoglichkeiten gibt.

Im Folgenden werden nur zuléssige Handelsstrategien betrachtet. Es sei an-
genommen, dass P ein dquivalentes Martingalmafl ist, das heiflit die abdis-
kontierten Preisprozesse S;(t) sind lokale Martingale bzgl. P. Dann folgt aus
dem ersten Fundamentalsatz der Preistheorie die Arbitragefreiheit des Fi-
nanzmarktmodells. Wir fithren nun folgende Bezeichungen ein:

S = Menge aller Stoppzeiten mit Werten in 7,
I = Menge aller rechtsseitig stetigen, gleichgradig integrierbaren Martingale,
MMt = Menge aller M € 9 mit M, > 0 fiir alle t € 7T,

S = Menge aller rechtsseitig stetigen Supermartingale von Klasse(D),

wobei (M;)ier von Klasse(D) heifit genau dann, wenn (Mr)res gleichgradig
integrierbar ist. Wegen [El82], Theorem 4.3 sind Elemente aus 9t sowie &
cadlag- Prozesse, und wegen [El82], Anmerkung 8.5 sind die Martingale aus
9 von Klasse(D), da M, = E[My|.A,].

1.2 Die Option

Fiir gewohnlich wird der Optionsbegriff in der Literatur folgendermaflen ein-
gefiihrt: Ausgehend von einer beliebigen A-mefibaren Zufallsvariable C' wird
die Option als Kontrakt zwischen 2 Parteien A und B definiert: A verpflich-
tet sich, zum Zeitpunkt m den zufélligen Betrag C' an B zu iiberweisen. Im
Gegenzug zahlt B zum Zeitpunkt Null einen Betrag an A.

Dieser Zugang reicht fiir unsere Zwecke nicht aus, daher wihlen wir eine
Definition nach [Jam04], in der nicht nur die Auszahlung, sondern auch der
Auszahlungszeipunkt zuféllig ist. Dazu sei definiert:

(i) Ein Paar (7,C), bestehend aus einer Stoppzeit 7 € S und einer A,-

mef3baren Zufallsvariable C' mit £ H%(T)H < 00, heiflt Option.
(ii) Eine Option (7, C') heifit hedgebar, falls eine zuléssige, selbstfinanzie-

rende Handelsstrategie H existiert, sodass W, (H) = C und (W} (H))o<t<m
ein Martingal ist. H heifit Martingalhedge der Option.

Gegeben sei eine hedgebare Option (7,C). Wir lassen im Finanzmarktmo-
dell die Moglichkeit zu, dass die Finanzmarktteilnehmer neben dem Han-
del mit Basisfinanzgiitern auch untereinander bestimmte Kontrakte einge-
hen koénnen. Dann kann die Option (7, C') als Kontrakt zwischen 2 Parteien
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V und K angesehen werden. Der Verkidufer V der Option verpflichtet sich,
zum Auszahlungszeitpunkt 7 die Auszahlung C' an den Kéufer K der Option
zu liberweisen. Der Kéufer der Option muss zum Zeitpunkt 0 den Betrag
s(r,C) an den Verkaufer iiberweisen. s(7,C') ist der Preis der Option. Die
Moglichkeit, dass der Verkédufer der Option seiner Zahlungspflicht nicht nach-
kommt, wird im Modell nicht beriicksichtigt. Der Begriff der Abitrage wurde
im Abschnitt 1 nur fiir den Handel mit Basisfinanzgiitern definiert. Um einen
geeigneten Arbitragebegriff fiir den Kontrakt zu erhalten, sei definiert: Falls
der Kéufer der Option eine Handelsstrategie H; wahlen kann, sodass

1) Wo(Hy) — s(r,C) =0, und
2) W,(H,)+ C >0 mit P(W,(H,) +C > 0) >0,
oder der Verkaufer eine Handelsstrategie H, wéhlen kann, sodass
1) Wo(Hsz) + s(1,C) =0, und
2) W,(Hs) — C >0 mit P(W,.(Hs) — C > 0) >0,

so ergeben sich im Modell Arbitragemdoglichkeiten. Diese Definition macht
Sinn, da sie verhindert, dass entweder der Kéufer oder der Verkdufer eine
Moéglichkeit zum risikolosen Profit hat. Sei H ein Martingalhedge der Option
(1,C), so ist der arbitragefreie Anfangspreis der Option eindeutig bestimmt
und es gilt

s(r,C) = Wo(H) = E [#T)]

Die letzte Gleichung folgt aus der Martingaleigenschaft von W;(H), und es
gilt sogar ganz allgemein

1{t§T}Wt*(H) = 1{t§T}E [%(T) At:| .

Aus dieser Gleichung folgt, dass der abdiskontierte Wertprozess der Han-
delsstrategie bis zum Zeitpunkt 7 eindeutig durch C' bestimmt ist.

Erweiterung des Finanzmarktmodells: Das Finanzmarktmodell l&dsst
sich, ausgehend von einer hedgebaren Option (7,C'), erweitern, indem der
Preisprozess des neuen Finanzgutes definiert wird durch:

C
S()(T)

Sint) = Lpsren |

C
.At:| + 1{T<t§m}m. (1.2)
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Das Finanzgut hat also zum Zeitpunkt 7 den abdiskontierten Wert C'/Sy(7),
den es bis zum Handelsende m behélt. Dieses Finanzgut wird ebenfalls als
Option bezeichnet, und das um die Option erweiterte Finanzmarktmodell,
gegeben durch den abdiskontierten Preisprozessvektor

S*(t) = (Sg(t)v ] 2+1(t))

ist arbitragefrei®. Diese Erweiterung des Finanzmarktmodells heifit Verbrie-
fung der Option, und das neue Finanzgut heifit derivatives! Finanzgut, da
sich dessen Preis aus den Preisen der iibrigen Basisfinanzgiiter ableiten lasst.
Der Unterschied zum Kontrakt ist der, dass beim Finanzgut jederzeit ein
Verkauf der Option moglich ist, wihrend der Kontrakt bis zum Zeitpunkt 7
gehalten werden muss. Aber weil die Option hedgebar ist, kann der Kéaufer
des Kontrakts jederzeit die Gegenstrategie zum Hedge H, also —H, eingehen,
und somit diesen Kontrakt neutralisieren (d.h. zum Zeipunkt 7 entspricht die
Auszahlung C gerade dem Negativen des Wertprozesses der Handelsstrategie
—H). Im Modell ist es somit egal, ob der Kéufer den Kontrakt oder das Fi-
nanzgut ,,Option* kauft. Entsprechendes gilt fiir den Verkaufer, der jederzeit
die Handelsstrategie H eingehen kann.

Die Option (m, (C’ / So(T))SQ (m)) fithrt zum selben Preisprozess wie die Op-
tion (7,C), denn es gilt:

1{0§t§m}El%‘fu] = B[54l
= lyp<i<n B %(T) At: +  lpc<mpl [%(T) At}
= lp<n B :socm At: + B [h«tﬁm}%ﬁ) At}
= lp<<nFE #(T) At: + Lz

wobei ausgenutzt wurde, dass {7 < t} € A, gilt, und fiir eine A,- messbare
Zufallsvariable D, 1¢,.n D A;- messbar ist. Letzteres ldsst sich wegen

{r<t}n{D <a} fir o <0
{1{T<t}D§O‘}:{ {r<tyn{D<a})U{r>t} fira>0

3Dies folgt aus dem ersten Fundamentasatz der Preistheorie, da S5 +1(t) ein Martingal
ist.
“lat. derivare = ableiten
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leicht einsehen. Fiir den Preisprozess des derivativen Finanzgutes macht es
somit keinen Unterschied, ob zum Zeitpunkt 7 die Auszahlung C' erfolgt,
oder zum Zeitpunkt m die Auszahlung (C/Sy(7))So(m).

Ist 7 = m, so handelt es sich um eine europiische Option. Eine verbrief-
te Option ist somit stets européischen Typs. Die wichtigsten européischen
Optionen sind die

- Call-Option auf das i-te Basisfinanzgut mit (7,C') = (m, (Si(m) — K )+),
- Put-Option auf das i-te Basisfinanzgut mit (7,C) = (m, (K- 5; (m))+>

Dabei heifit K Strike-Preis und m Laufzeit der Option. Eine weitere Klasse
von Derivaten ist der amerikanische Claim.

1.3 Der amerikanische Claim

Definition 1.2. Sei Z = (Zt)t67 ewn adaptierter stochastischer Prozess und

Z=(Zer = (&),

Z heift Auszahlungsprozess zu Z, falls Z ein cddldg- Prozess von Klas-
se(D) ist.

Der amerikanische Claim zum Auszahlungsprozess Z ist ein Kontrakt zwi-
schen 2 Parteien V (=Verkédufer) und K (=K&ufer). Der Kéufer des ame-
rikanischen Claims erwirbt das Recht, diesen Claim bis zum Zeitpunkt m
genau einmal auszuiiben. Bei Ausiibung des amerikanischen Claims zum
Zeitpunkt ¢t € 7 zahlt der Verkdufer den Betrag Z, an den Kéaufer. Der

Kéufer des Claims muss zum Zeitpunkt 0 den Betrag s (Z > an den Verkaufer

iitberweisen. Der Unterschied zu den im letzen Abschnitt definierten Optionen
ist der, dass kein (zufélliger) Zeitpunkt 7 feststeht, an dem die Auszahlung
stattfindet. Der Kéufer des amerikanischen Claims kann also aus den Optio-

(7).

frei wihlen. Dabei sei im Folgenden die Absicherbarkeit sdmtlicher Optionen
(7‘, ZT> angenommen. Wir definieren: Der amerikanische Claim liefert eine

Arbitrageméglichkeit, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1) Es existiert ein 7 € S mit s(7, Z,) > s (Z), oder
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2) s (Z) > s(r, Z,) fiir alle 7 € S.

Diese Definition macht Sinn, denn im ersten Fall hat der Kaufer des ameri-
kanischen Claims die Moglichkeit, eine Option <T, ZT> zu realisieren, die er
unterhalb ihres arbitragefreien Anfangspreises erworben hat. Im zweiten Fall
kann der Kaufer dagegen hochstens eine der Optionen (7', ZT> realisieren,

die er alle oberhalb ihrer arbitragefreien Anfangspreise erworben hat. Unter
zusétzlichen Voraussetzungen wird in Kapitel 4 gezeigt, welche Moglichkeiten
zum risikolosen Profit der Verkaufer dann hétte (siehe auch [JamO07], 8.11).
Die einzige, sinnvolle Moglichkeit fiir den Anfangspreis des amerikanischen
Claims ist dann

s (Z> — sup E[Z,], (1.3)

TES

das heiflt es wird das Supremum iiber die Preise der zur Verfiigung stehenden
(hedgebaren) Optionen gebildet, wobei zusétzlich gewéhrleistet sein muss,
dass das Supremum erreicht wird.

Auf die Frage nach der Erweiterung des Finanzmarktmodells um ein Fi-
nanzgut ,,amerikanischer Claim* wird in Kapitel 2 und 4 nédher eingegangen.
Eine andere Bezeichnung fiir den amerikanischen Claim ist ,,amerikanische
Option*, obwohl es sich um keine Option im Sinne des letzten Abschnittes
handelt.

1.3.1 Die Kiufersicht

Der Kéaufer eines amerikanischen Claims steht vor dem Problem des optimalen
Stoppens. Es handelt sich um die Optimierungsaufgabe,

E[Z.] tiber 7 € § zu maximieren.

Eine Stoppzeit 7*, welche E[Z,«] = sup,cs F[Z,] erfiillt, heiBt optimale
Stoppzeit. In stetigen Finanzmarktmodellen muss keine optimale Stoppzeit
existieren, dagegen zeigt Satz 2.1 im néchsten Kapitel, dass es in einem Mo-
dell mit nur endlichen vielen Zeitpunkten stets eine optimale Stoppzeit gibt.
Zwar kann der Kaufer des amerikanischen Claims eine beliebige Stoppzeiten
wihlen, aber sinnvoll ist nur die Wahl einer optimalen Stoppzeit. Der Wert

sup E[Z],

TES

lasst sich nach der Methode von Rogers berechnen, aber die Frage nach der
optimalen Stoppzeit bleibt unbeantwortet.



18 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

1.3.2 Die Verkaufersicht

Der Verkéufer eines amerikanischen Claims hat die Aufgabe, mogliche For-
derungen des Kéaufers zu jeder Zeit erfiillen zu kénnen, d.h. er sucht eine
selbstfinanzierende Handelsstrategie H, sodass fiir den Wertprozess W (H)
gilt:

Wi(H) > Z fir allet € T.

H heifit dann Hedge bzw. Absicherung fiir Z. Das Probelm des Verkaufers
besteht darin, dass er sich gegen jede mogliche Stoppzeit 7, die der Kéufer
wéhlen kann, absichern muss. Das heifit, selbst wenn der Verkaufer fiir eine

optimale Stoppzeit 7y die Option <7'0, Zm> absichert (was nach Voraussetzung

moglich ist), ist noch nicht klar, dass der amerikanische Claim abgesichert ist.
Die Methode von Rogers geht auf die Frage, wie eine Absicherungsstrategie
gebildet wird, ein. Der Verkédufer wird mindestens den Preis

s* :=inf{Vy(H)| H ist ein selbstfinanzierender, zulédssiger Hedge fiir Z }

vom Kéufer der amerikanischen Option verlangen.

1.4 Bayes’ Regel

Sei B = (By)ier € M. Durch dPB/dP := B,,/B, wird ein Wahrscheinlich-
keitsmafl PP definiert. E? bezeichne den Erwartungswert bzgl. PZ. Dieser
Mafiwechsel sowie die folgenden 2 Sétze sind besonders im Kapitel 5 von
Bedeutung, wenn es um den Wechsel des Numeraires geht.

Satz 1.1 (Bayes’ Regel). Sei Y eine A-messbare, integrierbare Zufallsvaria-
ble, und T € S eine Stoppzeit. Dann gilt:

EPY|A,] B, = E Y BylA,].

Beweis. Sei A € A, dann gilt /E[YBm/BO|AT]dIP = /YBm/BOdIP’ =
A A

/ YdP? = / EP[Y|A,)dPE = / EPY|A;|By/BodP = / EPY|A;]B,/BydP.

A A A

Daraus folgt EP [Y|A.] B,/By = E[Y By/Bo|A,].
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Satz 1.2. Fir einen adaptierten cdadldg- Prozess Y gilt:

a) Y ist von Klasse(D) bzgl. P. & ist von Klasse(D) bzgl. PB.

b) Y ist ein Supermartingal bzgl. P. & ist ein Supermartingal bzgl. PP,

WI< @< W<

c) Y ist ein Martingal bzgl. P. & ist ein Martingal bzgl. PB.

Beweis. a) ,=“ Sei € > 0. Weil Y von Klasse(D) ist, existiert ein 6 > 0
sodass

El[Y;]14] < Boe/2 (1.4)

fir alle 7 € S und A € A mit P(A) < §. AuBlerdem existiert ein & > 0 mit
P(B, < &) < 6 fir alle 7 € S, denn andernfalls ex. fiir jedes n € N ein
7" € S mit P(B;m < 1/n) > 6. Mit der Definition

gilt wegen der rechtsseitigen Stetigkeit von B B,m < 1/n, und somit
{Bzy < 1/n} C {B,m < 1/n}. Sei A, = {B,m < 1/n}, dann gilt
A1 DA D . .DA, D ..,und P(A4,) > firallen > 1. Mit A:= (2, A,
ergibt sich daraus P(A) > ¢ und

B.wls < 1/n. (1.5)

Da B ein Martingal von Klasse(D) ist und 7,, monoton wéchst, gilt
B = E[Bp|A.] "= E[B|G] P-fs.
mit G = o (J,~, A, ). Das heifit aus Gleichung (1.5) folgt
E[Bn|G]14 <0.

Wegen B,,, > 0 und E[B,,|G|14 = E[B,,14]|G] steht dies im Widerspruch zu
P(A) > 6 > 0. Also folgt aus Gleichung (1.4), dass ein £ > 0 existiert mit

E [|Y:|1{5,<¢] < Boe/2 (1.6)

fiir alle 7 € S. Wegen der gleichgradigen Integrierbarkeit von Y lésst sich ein
K > 0 bestimmen sodass

E [|Y:[1gv, >exy] < Boe/2 (1.7)

fiir alle 7 € S. Und mit der Bayes’” Regel, Gleichungen (1.6) und (1.7) folgt
schlieflich:
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B | Y7 _ [Yz| 1
B[ ] = BB g el 5

_ [y
— E _B—Tl{%>K}E[Bm|AT]] ~

= Bl &

IN

5 (B [V gy,seiy] + B [[Y2[145,<5])

< €/24¢€/2 = €
fir alle 7 € S.

»,<" Ein analoges Argument ergibt

B[V gy, 5xy] = E[%l{mbK}Bm} Bo
= EBF [%Hm»m} By

< By (E [%1{%%}} +E [%HB@&}D

< €/24€/2 = ¢
fir alle 7 € S.

b) ,=* e Mit der Bayes’ Regel gilt fiir s < t: EP [%i

A] = 4B [%Ba| A =

5 B[54

A] = 2 E[4F[BalA)

Al =AENIAI< B

e Erncute Anwendung der Bayes’ Regel ergibt E?[|Y;/B;|| = (1/By)E|[|Y:/ Bi|Bm] =
(1/By) E[|Y;]], also ist Y;/B; integrierbar bzgl. PZ.
e Da Y;/B; auflerdem A;- mefibar ist, ist es ein Supermartingal bzgl. P5.

,<=" Folgt analog zu ,=“ aus der Bayes’ Regel.
Der Beweis von ¢) geht analog zu b). O

Eine triviale Folgerung aus diesem Satz ist das folgende Korollar:

Korollar 1.3. Y ist genau dann ein lokales Martingal bzgl. P, wenn % ein

B
lokales Martingal bzgl. PP ist.



Kapitel 2

Snellsche Einhiillende

2.1 Prinzip der Riickwiartsinduktion

Bevor wir zu der Theorie in stetiger Zeit iibergehen, betrachten wir ein Fi-
nanzmarktmodell mit endlicher Zeitmenge. Dies erfolgt aus drei Griinden:

e Zum Vergleich der Theorien in stetiger und endlicher Zeit, insbesondere
des unterschiedlichen Schwierigkeitsgrades.

e Satz 2.1 liefert die mathematische Grundlage fiir das Binomialbaum-
Verfahren.

e Satz 2.1 ist ein wichtiger Hilfssatz fiir Lemma 2.5.

In Kapitel 6 kommen wir noch einmal auf den Fall endlicher Zeit zuriick,
und zwar gezwungenermafen, aufgrund noch nicht geloster Schwierigkeiten
im Fall stetiger Zeit.

Es sei Z ein Auszahlungsprozess, 7, = {lo,...,t,} eine endliche Teilmen-
ge von [0,m] mit 0 =t < ; < ... < t, = m und S™ die Menge aller
Stoppzeiten mit Werten in 7,,. Die Betrachtungen in diesem Abschnitt bezie-
hen sich auf ein sogenanntes n-Perioden-Modell!. Ausgehend vom stetigen
Finanzmarktmodell erhdlt man ein n-Perioden-Modell, wenn man die Fil-
tration A; und die abdiskontierten Preisprozesse S} (t) auf die Zeitmenge 7,
einschrankt. Die Begriffe ,,Handelsstrategie®, ,, Arbitragefreiheit”, etc. lassen
sich analog zum stetigen Fall definieren. Fiir den folgenden Satz sei also der
Auszahlungsprozess Z eingeschriankt auf die endliche Zeitmenge 7,,. Fiir den
Anfangspreis eines amerikanischen Claims ergibt sich dann entsprechend zu
Gleichung (1.3)

1Ir103], Kapitel 3

21
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sup B2,
TeSm)

und es gilt
sup E[Z,] < sup E[Z,].

resn) €S

Mit Hilfe von Binomialbdumen lassen sich amerikanische Claims bewerten
([Hul09], Bsp. 17.1). Die mathematische Grundlage hierfiir liefert der folgende
Satz 2.1, der zusétzlich angibt, wie die Snellsche Einhiillende im Fall einer
endlichen Zeitmenge konstruiert wird.

Satz 2.1 (Prinzip der Riickwértsinduktion). Definiere induktiv
Ut = Ztn7 und

n

U, = max{Z,, ElU,,,|A,]} firi=n—1,..0.
Ferner sei 0 € S und
T, = min{t, > 0|Z, = U, } = min{t, > o|Z,, > E[U,,,,|AL]},
mit Uy, ., = Uy,. Dann gilt fiir jede solche Stoppzeit o
E[Z.,|A)] = E[Uso)|As] > E[Z.|A,] fiir alle 7 € S,
wobei S = {1 € SM|o < 7} und ®(0) := min{t;, € T, |t > o}.

Beweis. a) Fiir konstantes o = t; € 7, folgt die Aussage aus [Irl03], 4.8.

b) Wegen
{Tg:ti} = {O’Stl}m{Ztl ZE[Utl+1|Atl]}
N ( N {th < E[Ut].+l|Atj]}> € A,
ti>t]‘ETn
ist 7,, eine Stoppzeit in S™. Es gilt 7, = > T gt <o<t;y, und mit £y == —1
i=0

fiir alle A € A, :

/ZTUd]P’ = /

A A

(Z Zy, 1{ti_1<0§ti}) dP = > / Z,, dP

=0 =0 An{ti—1<o<t;}

n

a) n
— Z / Utld]P) = / (Z Util{ti—1<USti}) dIED
‘A =0

=0 Aﬂ{ti,1 <0’§ti}
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= /%@w.

A
Weil A € A, beliebig war, ergibt sich E[Z;, |A;] = E[Us(s)|As)-

Nun soll die Ungleichung gezeigt werden. Fiir 7 € S sei

T auf {t,_1 <o <t;}
ol nooauf {t <o <t}°

fir i € {0,...,n}. Bsist 7/, € S}, denn {7} =t,} = {7 =t,} U{tio1 <0 <
t;}¢ € Ay, und fiir t; # t,, gilt wegen 7 > o

{TtIi = t]} = {ti—l <o < tz} N {7- — t]}
0 fir i < j
| <o <tin{r=t} firi<j,

was offensichtlich in Ay, ist. Somit ergibt eine entsprechende Rechnung fiir

Ae A,

n a) n
/ Zo,dp = % / Z,, dP = ¥ / Z,; dP

9 =0 n s, <ot =0 An{tio<o<ti}
- / (Z ZTt'il{ti1<0<ti}> P = /ZTdP
4 \i=o A
= E[Z, |A,] > E[Z,|A,] fiir alle T € S O

2.1.1 Anmerkungen

Der Satz zeigt also, dass im endlichen Fall stets eine optimale Stoppzeit
7o existiert. Der im Satz konstruierte Prozess U = (U, )1, ez, heifit Snellsche
Einhiillende von (Z;,);,er,, und der erste Zeitpunkt, an dem der Auszahlungs-
prozess und die Snellschen Einhiillende iibereinstimmen bildet eine optimale
Stoppzeit. Die Snellsche Einhiillende erfiillt folgende Eigenschaften:

1. Uti Z Zti fir alle tl € ,];L,
2. U ist ein Supermartingal, und

3. ist Y ein weiteres Supermartingal mit Y;, > Z;, fiir alle ¢; € 7,,, so gilt
Y;, > Uy, fir alle t; € 7,.
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Die ersten beiden Eigenschaften folgen direkt aus der Definition. Die letzte
lésst sich mit dem Prinzip der Riickwértsinduktion einsehen:

Utz’ = E[ZTti |Atz] < ED/Tt, |At1] < Yti’

wobei im letzten Schritt die Supermartingaleigenschaft von Y benutzt wurde.
Dies zeigt, dass die Snellsche Einhiillende das minimal dominierende Super-
martingal zu Z ist. Im nachsten Kapitel werden entsprechende Eigenschaften
fiir den stetigen Fall gezeigt, wobei deutlich mehr Schwierigkeiten auftreten.
Sei nun (Wy,)t,er7, ein beliebiges Supermartingal, dann gilt:

Satz 2.2 (Additive Doob-Zerlegung). Es existiert eine eindeutige Zerlequng
W =W+ WP,

wobet W™ ein Martingal, und WP ein previsibler, monoton fallender Prozess

mit W = 0 ist. Auflerdem gilt
1) | (21)

Beweis. Siehe [Kle08], Satz 10.1. O

J
wg—ww+2(wg—mmi
=1

Satz 2.3 (Multiplikative Doob-Zerlegung). Sei W' zusdtzlich positiv. Dann
existiert eine eindeutige Zerlequng

W = AM,

wobet M ein positives Martingal, und A ein previsibler, monoton fallender
Prozess mit Ay = 1 ist. Auflerdem gilt

J
_ Wi,
Mtj - Wto E E [Wtz| Ati,l} . (2'2)

Beweis. Es sei der Prozess M wie in Gleichung (2.2) definiert, und A durch
Ay =1 und

Atj — [mJ’At] 1 ﬁE th

=1

Atl y

(2.3)

fiir t; > 0. Dann gilt W = AM, und A ist offensichtlich previsibel und wegen
der Supermartingaleigenschaft von W auch monoton fallend, da
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At]‘+1 - Atj o [W;;l‘ Atj]
iy

J

fir t; > 0 gilt. Zu zeigen ist noch die Martingaleigenschaft von M:

j+1 W
t;
ElMy,; A = B Wtogm Atm]
— M L EW, A =M
o tj E [Wtj+1| Atj} tip1 v - tjo
und daraus folgt die Behauptung. ]

U = U™+ UP sei die additive Doob-Zerlegung der Snellschen Einhiillenden
(U, )t,e1,- Unter der Annahme, dass U™ der abdiskontierte Wertprozess ei-
ner selbstfinanzierenden Handelsstrategie H ist, wird in [Irl03], 4.11 gezeigt,
dass V(H) ein Hedge fir den amerikanischen Claim ist, und Vo(H) mit dem

arbitragefreien Anfangspreis s(Z) iibereinstimmt.

2.2 Essentielles Supremum

In den néchsten Abschnitten soll gezeigt werden, dass die Snellsche Einhiillende
eines Auszahlungsprozesses (Z;)ier ein Element aus & ist. Die Beweise wur-
den zum Teil aus [Jam07], Abschnitt 3, entnommen. Bevor die Snellsche
Einhiillende definiert werden kann, muss das essentielle Supremum sinnvoll
eingefiihrt werden.

Sei ([O, 1],%[0,1],/\[0,1]) ein Wahrscheinlichkeitraum, wobei B ;) die Borel-
sche Sigma-Algebra und A1) das Lebesque- MaB auf [0, 1] bezeichne, und X
die Menge aller Zufallsvariablen X*(w) 1= 1{s2u) + 00l{s=y) mit s € [0,1].
Dann folgt daraus sup X'(w) = oo fiir alle w € €2, obwohl bereits X* < 1 fiir
alle X* € X gilt. Dies zeigt, dass die ’w- weise’ Definition des Supremums
nicht immer sinnvoll ist, das heif3t eine Definition wie z.B.

Vii= sup E[ZTlAt]

t<reS

ware nicht sinnvoll.

Satz 2.4. Es sei X eine nicht-leere Menge mefbarer Zufallsvariablen, dann
ezistiert eine eindeutige Zufallsvariable X* = esssup X mit:

(1) Firalle X € X gilt X < X*, und
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(i1) falls Y eine Zufallsvariable mit X <Y fir alle X € X ist, so gilt
X*<Y.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt direkt aus (ii). Zur Existenz:

1) X bestehe nur aus nichtnegativen Zufallsvariablen. Dann wird der Beweis
in [KS98], Appendix A erbracht. Aulerdem 148t sich das essentielle Infimum
definieren durch essinf X := 1/esssup X wobei X = {+|X € X}, und es
gilt:

1. Fiir alle X € X gilt % < esssup X, und somit X > essinf X

2. IstOSYSXﬁiralleXEX,sogilt%2%fﬁralleX€Xund
somit % zesssupféYSessian.

2) X sei beliebig. Definiere
Xt = {X\/O\X € X}, X~ = {(—X) VOl X € X},
dann gilt esssup X = esssup X" — essinf X', denn:

(i) Firalle X € X gilt X = (XV0)—((—X)V0) < esssup X" —essinf X~
und

(i) sei Y > X fir alle X € X, dann folgt

(a) (YVO0)>(XVO0) firalle X e X = (Y V0)>esssupX™,
(b) 0 < ((-Y)VO0) < ((—X)V0) firalle X € X = ((-Y)V0) <
essinf X'~.
Also Y = (Y V0) = ((=Y) VO0) > esssup X" — essinf X~
[

Definition 2.1 (Snellsche Einhiillende). Fiir einen Auszahlungsprozess (Z;)ier
sei die Snellsche Einhiillende (V;)ier definiert durch:

Vi := esssup E[Z;|A].

t<T€ES

(Vi)ieT kann als abdiskontierter Preisprozess des amerikanischen Claims zum
Auszahlungsprozess (Z;)icr angesehen werden. Aber eine Erweiterung des
Finanzmarktmodells um das Finanzgut mit Preisprozess V' ist nicht ohne
weiteres moglich, wie in Abschnitt 2.5 gezeigt wird. Zunéchst werden die
wichtigsten Eigenschaften der Snellschen Einhiillenden gezeigt.
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2.3 Supermartingaleigenschaft

Das folgende grundlegende Lemma gibt an, wann das essentielle Supremum
aus dem (bedingten) Erwartungswert herausgezogen werden darf.

Lemma 2.5. Seien S < T € S zwei Stoppzeiten, Z ein Auszahlungsprozess
und « eine nichtnegative beschrinkte Ap- messbare Zufallsvariable. Dann gilt

E | aesssup E[Z;|Ar]

TEST

.Ag‘| = esssup FlaZ,|As], (2.4)

TE€ST
wobei Sy = {r € S|t > T}.
Beweis. Sei Vi, 1= esssup, s, E[Z;|Ar].
»> Fir T € Sy, gilt wegen V. > E[Z, | Ar]:
ElaV]|As] > E[aE[Z.|Ar]|As] = E[ElaZ.|Ar]|As] = ElaZ,|As],

und somit

E | aesssup E[Z,;|Ar]

TEST

As} > esssup FlaZ,|As].

TEST

»<*“ Essei 7 € Sy beliebig und {t,}>°, die Menge der rationalen Zahlen in
[0, m] wobei ¢ty = 0. Es sei wie in Abschnitt 2.1

S(n) = {S S S‘ S(Q) - {to, ...,tn,g,m}}, n e N22‘
Es gilt S™ ¢ S+ ¢ S. Definiere die Stoppzeiten
Tp i=min{t € {tg,...,tn_o,m}| t > 7} € S,

Es gilt 7, > 7,41 > 7. Wegen der Dichtheit von {¢,}22, in [0,m] gilt
Tn \. 7, und da Z rechtsseitig stetig ist, impliziert dies Z, — Z, P-fast
sicher. Weil Z von Klasse(D) ist, gilt somit

E[Z.|Ar] = lim E[Z, |Ar] P-fast sicher und in L'.

n—oo

Nach Satz 2.1 existiert fiir jedes n eine Stoppzeit u, € S™, derart dass
E[Z,,|Ar] > ElZ,) A1)

fir alle v € S}") = {p € S™| u > T}. Insbesondere gilt
EZ,,|Ar] = E|Z, | Ar]

U
liminf E[Z,, |Ar] > E[Z;|Ar] P-fast sicher.

n—oo



28 KAPITEL 2. SNELLSCHE EINHULLENDE

Weil 7 € Sy beliebig war (und {u,}2° ., nicht von 7 abhéngt), ergibt sich
liminf E[Z,, | Ar] > esssup E[Z,;| Ar] = V] P-fast sicher.

n—00 TEST

Wegen E[Z,,|Ar] < V7 und E[Z,, |Ar] < E[Z,,,,|Ar] (da 8™ c S"*D)
gilt damit E[Z, |Ar| / V] P-fast sicher. Da o Ap- mefbar ist, impliziert
dies

ElaZ,, |Ar| /" aV] P-fast sicher.

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz fiir bedingte Erwartungen
([ELI82], Lemma 1.8) ergibt sich:

ElaVilAs] = E | lm ElaZ,,|Arl| As| = lm E[ElaZ,,|Ar]As]

n—oo

= lim FlaZ,, |As]

n—oo

P-fast sicher. Und somit gilt (wegen p,, € Sy fiir alle n € N,;>5)
ElaV]|Ag] < esssup E[aZ,|Ag].

TEST

]

Fir t € 7 gilt selbstverstindlich V/ = V;. Fiir eine allgemeine Stoppzeit
T € S muss dagegen V] = Vr noch gezeigt werden. Fiir S = 0 ergibt
sich die Integrierbarkeit von V; fiir alle ¢ € 7, weil mit Z auch |Z| ein
Auszahlungsprozess ist und

=" esssup F[|Z;|] <sup F[|Z,|] < o0
t<res TES

(Vi) < B [esssup|zf|

Lemma 2.5
t<resS }

gilt.

Satz 2.6. Die Snellsche Einhiillende ist ein Supermartingal.

Beweis. Der Beweis des letzen Lemmas hat gezeigt, dass V; adaptiert ist, da
es als Limes von A;- meBbaren Zufallsvariablen dartellbar ist:

EZ, |A] /' V] =V, P-fast sicher.
Sei s <t e 7T, so folgt aus dem letzten Lemma mit T'=1¢, a =1 und S = s:

E[Vi|As] = esssup E[Z;|Ag] < esssup E[Z;|As] = V.

t<teS s<TES
]

Satz 2.7. Die Snellsche Einhiillende besitzt eine rechtsseitig stetige Version.
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Beweis. Da V' ein Supermartingal ist, geniigt es nach [Ell82], Theorem 4.6,
(3) zu zeigen, dass E[V}] rechtsseitig stetig ist. Sei ¢ > 0 und (¢,),>1 eine
Folge mit ¢, \, t. Nach Lemma 2.5 gilt mit T =¢, a =1 und S =0 E[V;| =
SUp;<,es E[Z;]. Also gibt es eine Folge von Stoppzeiten 7,, € S mit 7,, > ¢
derart dass E[Z,,] — E[V}] fiir n — oo.

Wn = 1{Tn<tn}<Ztn - ZTn)
konvergiert fast sicher gegen Null wegen der rechtsseitigen Stetigkeit von Z.

Weil Z von Klasse(D) ist, gilt dann E[W,,] — 0. Mit 7 := 7, V t,, ergibt sich:

E[ZTt] = E[ZTn] + E[ZT,E - ZTn] = E[ZT] + E[]'{Tn<tn}(Ztn - ZTn)]

n n

= B[Z,. ]+ E[W,] "=° E[V;] P-fast sicher.
Mit der Supermartingaleigenschaft von V und Z <V gilt somit:

E|Z.] < E[Vx] < E[V,,] < E[Vi]. Und somit lim E[V, ] = E[V].

n—oo

]

Von nun an ist stets die rechtsseitig stetige Version von V; gemeint. Wegen
[K1e08], Lemma 21.5, (ii) ist dann die Snellsche Einhiillende eindeutig bis auf
Ununterscheidbarkeit?.

2.4 Gleichgradige Integrierbarkeit

Satz 2.8. Die Snellsche Finhiillende ist gleichgradig integrierbrar.
Beweis. 1) Sei Z > 0 (Dann ist auch V; > 0).

Sei ¢ > 0. Da Z von Klasse(D) ist, existiert ein 6 > 0 derart dass
E[1xZ;] < e fir alle 7 € S und A € Ay, mit P(A) < 6. Es sei K > (V4/6),
dann gilt wegen E[V}] = E[lyy,>xyVi| + Ellyv,<yVi] > KP({V; > K}) und
der Supermartingaleigenschaft von V:

E(V) _ E(V)
K — K
fir alle t € 7. Nach Lemma 2.5 mit ' = ¢, S = 0 und o = 1yy,> gy gilt damit

P({V; > K}) < <9

Ely,>xyVil = sup E[ly,>ky 2] <€

t<reS

2(X¢)teT, (Yi)ter ununterscheidbar < P({w|X(w) = Y;(w) fiir allet € T}) =1
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fir alle t € 7.

2) Sei Z ein beliebiger Auszahlungsprozef3. Dann ist die Snellsche Einhiillende
W des Auszahlungsprozesses |Z| gleichgradig integrierbar. Wegen V' < W
impliziert dies, dass V' gleichgradig integrierbar ist.

O

Fiir den folgenden Satz beachte man, dass wenn X; und Y; Modifikationen
sind (d.h. X; = ;P — f.s. fiir alle t € 7), es durchaus Stoppzeiten T' € S
geben kann, sodass X1 # Yr gilt.

Lemma 2.9. Sei V von Klasse(D) oder V >0, dann gilt
Vi =Vj.
fir alle T € S, wobei wie im Beweis von Lemma 2.5 gilt:
Vi = esssup,cs, E[Z;|Ar]

Beweis. o Seien 7 > T' Stoppzeiten aus S. Da V; ein gleichgradig integrierba-
res, rechtsseitig stetiges Supermartingal ist, gilt nach dem Optional Sampling
Theorem, [ENI82] 4.12, Vi > E[V;|Ar| > E[Z;|Ar], und damit Vp > V7.

e Es sei nun {¢,}°°, und S™ wie im Beweis von Lemma 2.5, und T € S.
Wir wollen nun

E\Vr] < E[Vy]

zeigen, wobei wir zunédchst annehmen, dass
a) T € 8™ fiir ein n > 2. Dann gilt fiir t; € {t1,...,t,_1, m}:

Lir—aVr = 1=V, = Lir=t,y esssup E[Z,|Ay,]

ti STES
= esssup Elyr—y Z;| Az

t; <TES

esssup B[lir—sy Z-| Ay,
T<reS

esssup Elyr—y Z;|Ar]

T<res

T<res

= 1{T=tz‘}v7/‘
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(1) Fiir jede Stoppzeit T > t; existiert eine Stoppzeit 7" = Lyp— 37+ Lppe,ym
sodass 7/ > T und lyp— Zy = Lip—,} Z-.
(2) Fur A € Ati gilt / E[l{T:ti}ZT|AT]d]P = / E[ZT|AT]CUP> =
A An{=t;}
/ 1{T:ti}ZTd]P>7 und E[l{T:ti}ZT|AT] = 1{T:ti}E[Z~r‘AT] ist -Atf messbar.
A

Letzteres ldsst sich mit D = E[Z,|A7| wegen

{D<a}n{T =t} fira <0
{Lr=tyD < o} =
({D<a}n{Tr=t}H)u{T =t} fira>0

leicht erkennen.

Somit ist Vi = Vi fiir T € S™ gezeigt.

b) Sei nun T € S beliebig. Definiere T, := min{t € {to, ..., t,_n, m}t > T}.
Dann gilt T,, € S™ und T}, \, 7. Ist V > 0, so gilt wegen der rechtsseitigen
Stetigkeit von V' und dem Lemma von Fatou

E[Vr] < liminf E[Vp,]. (2.5)

n—o0

Und falls V' von Klasse(D) ist, ist diese Ungleichung auch erfiillt denn es gilt
dann sogar E[Vr] = lim,_.. E[V7,]. Nach Lemma 2.5 gilt mit @ = 1 und
S=0

a)
EVy|™="FE|V}| = sup E|[Z,]. (2.6)
T<resS
fiir alle T € S™. Daraus ergibt sich
(2.5) (2.6)
E[Vr] < liminf E[Vg,] = liminf sup E[Z;] < sup E[Z;]
n—00 n—oo T,<res T<teS
= sup E[E[Z.|Ar]] < E {ess sup E[ZTlAT}}
T<reS T<reSs
Also gilt E[Vr] < E[V}], und weil vorher bereits Vi > V] gezeigt wurde,
folgt

Ve = Vi
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Satz 2.10. Die Snellsche Einhiillende ist von Klasse(D).

Beweis. 1) Sei Z > 0.

Sei € > 0. Da Z von Klasse(D) ist, existiert ein § > 0 sodass F[1aZ;] < €
fir alle 7 € S und A € Ay, mit P(A) < §. Sei K > V4/d, dann gilt wie im
Beweis von Satz 2.8:

(Vr) _
K - K

B(h) _ s

P({Vr > K}) < L

fir alle '€ §. Da V' > 0, gilt nach Lemma 2.9 mit T' = ¢, a = 1y, g} und
S =0:

E[l{VT>K}VT] = SUPSE[l{VT>K}ZT] <e€

T<t€e

fir alle T € S. Also ist V' von Klasse(D).

2) Sei Z beliebig. Dann ist | Z| ein Auszahlungsprozess von Klasse(D), dessen
Snellsche Einhiillende W nach Punkt 1 ebenfalls von Klasse(D) ist. Wegen
V < W ist dann auch V von Klasse(D).

[l

Satz 2.11. Die Snellsche Einhiillende V ist das minimal dominierende Su-
permartingal zu Z, d.h. ist W € & mit W > Z, so gilt W > V.

Seien S <T € S zwei Stoppzeiten und « eine nichtnegative beschrinkte Ar-
messbare Zufallsvariable. Dann gilt

ElaVr|Ag] = esssup ElaZ,|Ag]. (2.7)

T<reS

Beweis. Sei Z <W e &, te7T und T € S mit T' > t. Wegen dem Optional
Sampling Theorem gilt W; > E[Wr|A;| > E[Zr|A;], und somit W, > V.

Weil V' von Klasse(D) ist gilt nach Lemma 2.9 V; = V/ und somit folgt
Gleichung (2.7) aus Gleichung (2.4). O

Satz 2.11 zeigt also, dass die in Definition 2.1 definierte Snellsche Einhiillende
V' zum Auszahlungsprozess Z ebenfalls die Eigenschaften aus 2.1.1 erfiillt:

1. Vi > Z firallet € T,
2. V ist ein Supermartingal,

3. ist Y ein weiteres Supermartingal mit Y; > Z, fiir alle t € 7, so gilt
Y>>V, furallet € T.
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2.5 Doob-Meyer-Zerlegung

Sei W € G, dann gilt:

Satz 2.12 (Additive Doob-Meyer-Zerlegung). Fs existiert eine eindeutige
Zerlegung

W =W+ We,

wober W™ ein Martingal aus M, und WP ein previsibler, monoton fallender
Prozess mit W§ =0 ist.

Beweis. Siehe [El82], Theorem 8.15. O

Es handelt sich hierbei um die stetige Entsprechung der Doob-Zerlegung aus
Kapitel 1, Satz 2.2. Weil die Snellsche Einhiillende V' ein Element aus & ist,
besitzt sie eine eindeutige Doob-Meyer-Zerlegung

V, = V"4 VP 2.8
t

Ist V™ der abdiskontierte Wertprozess einer zuléssigen, selbstfinanzieren-
den Handelsstrategie, so zeigt diese Zerlegung, dass sich der amerikanische
Claim damit absichern ldsst (siehe 1.3.2), denn es gilt V;™ > V, > Z,
P- f.s. fiir alle t € 7. Existiert eine optimale Stoppzeit, so konnen sich wegen
Vg™ = Vo = sup, s F[Z;] Kaufer und Verkéufer des amerikanischen Claims
auf einen gemeinsamen Preis einigen. Im Prinzip wurde damit aber nur

st <s (Z)

gezeigt (wobei s* := inf{Vy(H)| H ist ein selbstfinanzierender, zuléssiger Hed-
ge fiir Z }, entsprechend zu Abschnitt 1.3.2). s* > s (Z ) lasst sich folgender-

maflen einsehen: Sei H ein Hedge fiir Z, so ist der abdiskontierte Wertprozess
W (H) ein lokales Martingal mit W;*(H) > Z;. Weil H eine zuléssige Han-
delsstrategie ist, exisitert ein K € R mit W;(H) > K, und [Irl03], Lemma
11.20 ergibt, dass W;*(H) ein Supermartingal ist. Da V' wegen Satz 2.11 das
minimal dominierende Supermartingal zu Z bildet, folgt

Wi (H) =V,

fir alle ¢ € 7, insbesondere Wif(H) > Vi = sup,cs F[Z;].

Obwohl der Kontrakt damit zustande kommen kann, wiirde die Erweite-
rung des Finanzmarktmodells um ein Finanzgut mit dem abdiskontierten
Preisprozess S, (t) := V; im Allgemeinen zu Arbitragemdglichkeiten fithren.
Denn ist H die Handelsstrategie zum abdiskontierten Wertprozess V™ im
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urspriinglichen Modell, und fithrt man im erweiterten Modell die Handelss-
trategie (H, —1) durch, so erhilt man einen abdiskontierten Wertprozess W*,
fiir den gilt:

- W§(H,—1) =0, und

- Wi(H,—-1)=Vr"

m

—Vy=-V2 >0

Und ist V' ein echtes Supermartingal, so gilt P(W;(H, -1 > O) =
]P’(V£ < O) > (0, und somit existiert eine Arbitragemoglichkeit. Das Finanz-
marktmodell 1&sst sich also nicht ohne weiteres um das derivative Finanzgut
yamerikanischer Claim* erweitern. Dies lasst sich dadurch begriinden, dass im
Modell von rational handelnden Finanzmarktteilnehmern ausgegangen wird,
die stets in einem optimalen Zeitpunkt den amerikanischen Claim ausiiben
und nicht bis zum Ende warten. Man miisste also das Finanzgut ,, amerikani-
scher Claim“ um die Bedingung erweitern, dass zu einer optimalen Stoppzeit
ausgeiibt wird. Die Definition

S§+1<t) - V;m

wire z.B. sinnvoll. In Kapitel 4 wird gezeigt, dass es noch weitere Moglichkeiten
gibt.

Als néchstes soll eine weitere additive Zerlegung gezeigt werden. Dazu wird
der Begriff des speziellen Semimartingals gebraucht:

Definition 2.2. Fin Semimartingal (X;)ier heifit spezielles Semimartingal,
falls eine Semimartingalzerleqgung wie Definition 1.1,

Xt = Mt + At7 (29)
existiert, in der A previsibel ist.

Aus [ElI82], Theorem 12.38 folgt dann die Eindeutigkeit dieser Zerlegung,
und man kann diese Zerlegung in der Form

X, = X" + X?, (2.10)

schreiben, denn ist X € 991, so handelt es sich bei dieser Zerlegung wegen der
Eindeutigkeit bereits um die Doob-Meyer-Zerlegung.

Zu einem cadlag- Prozess (X;);er wird der Prozess (X;_)ier definiert durch
die linksseitigen Grenzwerte von X, das heift

X;_ =lim X, IP- fast sicher,
s/t
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fiir £ > 0, und X,_ ist ein beliebiger Anfangswert. Dieser Prozess wird mit
X_ abgekiirzt. X_ ist wegen [ElI82], Theorem 6.32 previsibel. Der Sprung
von X an der Stelle t € 7 ist

AXt - Xt - Xt—

Satz 2.13. Sei W € & und B € MM*'. Dann existiert ein eindeutiges C € M
und ein wachsender previsibler Prozess E mit Ey = 0 sodass

W=C— EB. (2.11)
Dabei ist Ey = — [, 5= dW? und Cy = W™ + [, ) Es—dB; + [E, B],.

Beweis. Wegen Korollar 1.2 ist W/ B ein rechtsseitig stetiges Supermartingal
von Klasse(D) bzgl. PZ| und somit besitzt /B eine eindeutige Doob-Meyer-
Zerlegung bzgl. PP, Sei

1
E| =— / dW?,
t }O,t} BS—

c,=wr +/ E!_dBs+ [E', B):.
0,4]

E'’ (als pfadweise definiertes Lebesgue- Stieltjes- Integral) ist previsibel und
wachsend, B ein (lokales) Martingal, und aus [JS87], Prop. 1.4.49 (c) ergibt
sich, dass auch die optionale quadratische Variation [E’, B] ein lokales Mar-
tingal ist. Also ist C’ ein lokales Martingal. Man beachte, dass F;_ lokal
beschréinkt ist, denn wegen B,_ > 0 und B, > 0 exisitiert fiir fast alle w € Q
ein € > 0 mit Bs_(w) > ¢, und somit F;_(w) < E] (w) < 1/e]WP(w)| < oo,
also bildet

T, = 1inf{t € T|E,_ > n}

eine lokalisierende Folge von Stoppzeiten. [El182], Theorem 12.22, angewendet
auf £’ und B ergibt

E;Bt - / E;7d85 + / .Bs_d.E'f9 + {El, B]t
10,¢] 10,¢]

Weil E; previsibel und von beschrénkter Variation ist, ist

- _F
B B



36 KAPITEL 2. SNELLSCHE EINHULLENDE

die eindeutige Zerlegung des speziellen Semimartingals W/B bzgl PZ. Dann
ist dies die Doob-Meyer-Zerlegung von W/ B und somit C’/B ein gleichgradig
integrierbares Martingal bzgl P?, und Korollar 1.2 impliziert dass C’ ein
gleichgradig integrierbares Martingal (bzgl. P) ist. D.h. Gleichung 2.11 ist
erfiillt mit C = C" und £ = F'.

O

Zum Abschluss dieses Kapitels soll die multiplikative Doob-Meyer-Zerlegung
gezeigt werden. Dazu wird zunéchst Lemma 2.14 bewiesen, welches [ElI82],
Theorem 13.5, benétigt: Zu einem Semimartingal X mit Xy = 0 hat die
stochastische Differentialgleichung

7= Zy + / Z, dX, (2.12)
0.

genau eine Losung, ndmlich

7 = Zo,e(Xt_%<X°vXC>t) [ @+ Aax,)e %

Man beachte, dass aus Gleichung (2.12) folgt :

1) X, istein lokales Martingal = Z; ist ein lokales Martingal,

2) X ist previsibel = Z; ist previsibel
und von beschr. Var. und von beschr. Var.

Z; heifit Doléansexponential und wird mit Z,_&(X) bezeichnet. Hierbei ist
Zy_ ein beliebiger Anfangswert. Nach [Ell82], Theorem 13.8 gilt

EX)EY)=E(X+Y +[X,Y]). (2.13)

Lemma 2.14. Sei X ein spezielles Semimartingal mit Zerlegung X = X™ +
XP, und Xog =0, sowie 1 + AXP #£ 0 dberall. Dann ist der Prozess

AXPAXT™ AXP
S S — S Xm
2 1+ AXY [ZHAXé” ]
s<t s<- t
ein lokales Martingal von beschrinkter Variation und

AXPAX™

s<-
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Beweis. Es gilt

2

AXP
1+ AX?

< 22 |AXY| + Z Liax.<-1y

< 00,

1+AXP

weil X? von beschrinkter Variation und die zweite Summe endlich ist (ein
cadlag- Prozess kann auf dem kompakten Intervall maximal endlich viele
Spriinge vom Absolutbetrag grofler als € > 0 haben). Die absolut konver-
gente Summe Y _ AX?/(1 + AXP) ist somit ein previsibler Prozess von
endlicher Variation, und dies impliziert dass die optionale quadratische Va-
riation [, AXP/(1 + AXP), X™] ein lokales Martingal ist ([JS87], Prop.
1.4.49 (c)), und aus [Ell82], Theorem 12.8 folgt die Giiltigkeit der ersten Glei-
chung.

Zum Nachweis der zweiten Gleichung sei W := 3" _ (AXPAX"/(1+AXP))
und Y = X™ — W. Es muss £(X) = E(XP)E(Y) gezeigt werden, also wegen
Gleichung (2.13) X = X? +Y + [XP,Y] bazw. W + [XP, W] = [XP, X™].
Wieder aus [Ell82], Theorem 12.8 folgt:

[XP, W], =) AXPAW,
s<t
(X7, XM, =Y AXPAX",

s<t

denn X7 ist previsibel und von beschréankter Variation. Damit ergibt sich
AW + AXPAW = (1 4+ AXP)AW = AXPAX™. Weil W ein reiner Sprung-
prozess ist, ist damit die zweite Gleichung bewiesen. O]

Satz 2.15 (Multiplikative Doob-Meyer-Zerlegung). Es sei Y ein spezielles
Semimartingal mit’ Y > 0 und Y_ > 0. Dann existiert eine eindeutige Zerle-

gung

Y = AM (2.14)

mit einem lokalen Martingal M und einem previsiblen Prozess A wvon be-
schrinkter Variation mit Ag = 1. Auflerdem gilt A >0, M >0, Y_+AY? >
0 und

1 1 AYPAY™
A, = dY? M. =Y, dy™ — s s
t & \/}/;_ s ) t 0 & /Yg_ s ; (YS——'I_A}/?SP)}/;—

0,4] 0,t]
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Beweis. Fristenz: Sei X; := f[O,t] 1/Y,_dY.?, sodass
Y = Yo £(X), (2.15)
denn es gilt:
Yo—i—/Y;d(/ 1/stY5> —Y0+/dYS—YO+Yt—YO—Yt.
6.1 o (61
Wegen YV > 0 gilt 1 + AX > 0, denn
1+ AX, =1+ -AY, =1+ 2= =Y

s—

und nach [JS87], 2.31 auch 1+ AX? > 0. Also ist Lemma 2.14 anwendbar.
Mit
- xt= [ yvear
[0,¢]
; Xm:/ 1Y, dy™,
(0,¢]

- AXP = AYP)Y.,

- AX™ = AY™/Y_ erhilt man:

s<t

- AXPAX™\ 1 AYPAY™
S<X _; 1+AX§’>5( Ys_dYs Z(i/s_+Aifsp)§fs_
g

Wegen Lemma 2.14 und Gleichung (2.15) gilt

Yo £(X) = E(XP) Yo € (Xm—z N

s<-

I I I
Yy = A M.

AXg’AX;”)
S ) haw.

3Die lokale Beschrinktheit von 1/Y_ gilt wegen Y > 0 und Y_ > 0.
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Da X? previsibel und von veschrénkter Variation ist, ist es auch A, und weil
nach Lemma 2.14 > _,( (AXPAX™)/(1+ AXP)) ein lokales Martingal ist
(und somit auch X™ — Y _ ((AXPAX™)/(1+ AXP))), ist auch M ein
lokales Martingal.

Findeutigkeit: Sei Y = AM eine solche Zerlegung. Nach der It6- Formel gilt

E:/Md&+/&dM+MMh

10,¢] 10,¢]

Dabei ist der erste Summand previsibel und von beschrénkter Variation, und
die 2 anderen Summanden sind lokale Martingale. Wegen der Eindeutigkeit
der Zerlegung des speziellen Semimartingals Y gilt Y? = [ M_dA und Y™ =
J A_dM + [A, M]. Die erste Gleichung ergibt dY? = M_dA und Division
durch Y_ ergibt dY?/Y_ = dA/A_. Daraus folgt A = E([(1/A_)dA) =
E([(1/YP)dY ), und somit ist A eindeutig. Die zweite Gleichung ergibt fiir
den stetigen Martingalanteil Y¢ = [ A_dM¢ ([A, M] ist rein unstetig). Also
ist M¢ = [(1/A_)dY* eindeutig. Wegen AY™ = A_AM + AAAM = AAM
(wieder zweite Gleichung) ist auch AM = AY™ /A eindeutig. O
Die Formel (2.14) ist die stetige Entsprechung der multiplikativen Doob-
Zerlegung aus Kapitel 1, Satz 2.3. Die Snellsche Einhiillende V' besitzt also
im Falle Z > 0 eine Zerlegung

V = AM,

wobei A monoton fallend ist, weil 4, =& ( f[o q 1/ Vt_thp) und V}’ monoton

fallend ist. Da M nach Satz 2.15 aber nur ein positives lokales Martingal ist,
wird man M € M zusitzlich fordern miissen.



Kapitel 3

Der Dualitatsansatz

3.1 Dominierende Martingale
Satz 3.1. Sei Z ein Auszahlungsprozess und C € MM mit C > Z. Dann gilt

sup E[Z;| < C.

TES
Falls die Stoppzeit T, := inf{t € T|Z, = Cy} endlich ist, dann gilt sogar

sup E|Z;| = Cy = E[Z.,].

TES

Beweis. Wegen Z < C' und dem Optional Sampling Theorem gilt E[Z,] <
E[C;] = C fur alle 7 € S, und daraus folgt die erste Behauptung. Wegen der
rechtsseitigen Stetigkeit von Z — C gilt Z,, = C,,, und erneute Anwendung
des Optional Sampling Theorems ergibt

sup E|Z;| < Cy = E|C,,| = E[Z,.] <sup E[Z,],

TES TES

woraus die zweite Behauptung folgt. O

Definition 3.1. Fin Martingal C' € 9 dominiert einen Auszahlungsprozess
7, falls

(1) C > Z, und
(i1) Co = sup,cs F|Z].
Satz 3.2. Sei Z ein Auszahlungsprozess, und sei

V=V"gyr

40
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die additive Doob-Meyer-Zerlegung der Snellschen Finhillenden V. Dann
wird Z von V™ dominert. Ist aufferdem V > 0 und

V=AM

die multiplikative Doob-Meyer-Zerlequng und gilt M € IMT, so wird Z auch
von M dominiert.

Beweis. Folgt direkt aus Satz 2.12 und 2.15. [
Es gilt also insbesondere:

Korollar 3.3. Ist Z ein Auszahlungsprozess, dann existiert ein C' € I,
welches Z dominiert.

Fiir dominierende Martingale gibt es eine pfadweise Charakterisierung, wie
der folgende Satz zeigt.

Satz 3.4. Sei Z ein Auszahlungsprozess, C € MM und B € M. Dann gilt:

(i) C dominiert Z < sup(Z; —Cy) =0,
teT

.. . . Z _
(ii) B dominiert 7 < iggﬁt =

Beweis. (i) ,=* Das Optional Sampling Theorem liefert:

0=supE[Z,] - Cy=supE[Z, —C,]<E {Sup(Zt - C’t)] .

TES TES teT

Wegen Z < C impliziert dies sup(Z; — C;) = 0.

teT
»<=" Sel sup,er(Z; — Cy) = 0. Dann gilt Z < C und somit E[Z;| < E[C;] =
C)y fiir alle 7 € S, und daraus folgt:

sup F[Z;] < Cy.

TES
Fiir die umgekehrte Ungleichung muss fiir jedes € > 0 eine Stoppzeit 7 € S
existieren sodass E[Z;] > Cy — €. Sei also € > 0. Dann ist wegen der Vor-
aussetzung die Menge {t € T|Z, — C; > —e} P- fs. nicht leer. Also ist
die Stoppzeit T := inf{t € T|Z; — C; > —¢} endlich und somit in S. We-
gen der rechtsseitigen Stetigkeit von Z — C' gilt Zr — Cp > —e. Also gilt
E[ZT] Z E[CT] — € = CO — €.
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(ii) ,=* Nach Korollar 1.2, a) ist Z/B ein PP- Auszahlungsprozess. Au-
Berdem gilt wegen der Bayes’ Regel E[Z,] = ByE®[Z,/B,] fir alle T € S,
und somit folgt aus By = sup,.g F[Z,], dass 1 = sup,.s E?[Z,/B,;|. Z < B
impliziert Z/B < 1 wegen B > 0. Also dominiert 1 den Auszahlungspro-
zess Z/B bzgl. PP, und nach (i) folgt sup,er((Z;/B;) — 1) = 0, und somit
supser(Zi/By) = 1.
<= Gilt sup,er(Z;/Bt) = 1, so folgt daraus sup,er((Z;/B;) — 1) = 0, und
Anwendung von (i) auf den PB- Auszahlungsprozess Z/B ergibt, dass Z/B
von 1 bzgl. PP dominiert wird. Dies bedeutet 1 = sup,.s E?[Z,/B;]| und
Z/B < 1. Aus ersterem folgt mit der Bayes’ Regel By = sup,.s E[Z,], und
aus letzterem folgt Z < B.

[

Satz 3.5 (Dualitdt). Sei Z ein Auszahlungsprozess. Dann gilt

sup F|Z,| = in C
sup BlZ:] = min,, o

Das Minimum wird erreicht durch jedes C' € M, welches Z dominiert.

Beweis. ,<* folgt aus Satz 3.1, und ,,>* folgt aus Satz 3.3 und Definition
3.1. ]

Dieser Dualitédtsansatz hat den Nachteil, dass die Menge der Martingale
C € M durch die Bedingung Z < C' eingeschrénkt wird. Der additive Dua-
litdtsansatz besitzt keine solche Einschrankung.

3.2 Additiver Dualitiatsansatz

Wir kommen nun zum zentralen Satz dieser Diplomarbeit:

Satz 3.6 (Additive Dualitat). Sei Z ein Auszahlungsprozess. Dann gilt

sz py (G ez -al) o

TES teT

Das Minimum wird erreicht durch jedes C' € I, welches Z dominiert.

Beweis. ,<“ Wegen dem Optional Sampling Theorem gilt fiir jedes C' € M
und jede Stoppzeit 7 € S,

E[Z-,—] = CO -+ E[ZT — CT] S CO -+ FE |:§271?(Zt — Ct):| y
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teT
,>* Nach Korollar 3.3 existiert ein C' € 9, welches Z dominiert. Nach Satz
3.4, (i) und der zweiten Eigenschaft eines dominierenden Martingals gilt

also auch sup, .5 E[Z,] < Cy+ E {sup(Zt - C’t)] .

supE[Z,]=Cy=Co+ E {Sup(Zt — C’t)] )

TES teT

Daraus folgt Gleichung 3.1 und die zweite Aussage. ]
Fiir die folgenden Beispiele wird nun angegeben, wie Beispielpfade eines

Preisprozesses konstruiert werden:

Konstruktion eines Beispielpfades. Sei 5 € N, und i € {0, ...d} beliebig.
Die Zeitmenge sei

m 2m (B=1)m
{O,ﬁ, IR ,m}.

Zunéchst wird ein - dimensionaler Vektor
UV = (Ul, ...,Uﬁ)

gebildet, wobei der Eintrag v, eine zufillige Realisierung der Zufallsvariable

3 <k%) s <(k - 1)%>

ist. Da Ay P- trivial ist, ist S;(0) konstant, und mit der Formel

3 (k%) =S, ((k - 1)%) + g
lassen sich iterativ die Eintrége des Vektors

Sit)(w) = (8i(0), Si(B), ... Si(m))

bestimmen. Dieser Vektor bildet dann einen Beispielpfad des Preisprozesses
S;(t) in [ Zeitschritten.

Rogers gibt in [Rog02] ein Verfahren zur Anwendung des additiven Dualitéts-
ansatzes an. Dazu wihle man eine Menge an Martingalen
{M O MY )}, wobei die Wahl dieser Martingale willkiirlich ist. Wir be-
zeichnen diese Menge als Absicherungsmenge. Mit der Monte-Carlo-Methode
wird in 2 Schritten ein Naherungswert berechnet, wobei zusétzlich angenom-
men sei, dass der Auszahlungsprozess Z und die Martingale der Absiche-
rungsmenge Funktionen vom Preisprozessvektor



44 KAPITEL 3. DER DUALITATSANSATZ

S(t) = (So(t), ..., Sa(t))

sind.
Schritt 1 Das Ziel des ersten Schrittes ist es, eine Linearkombination der
Martingale MM, ..., M) zu finden, sodass

f ,
sup (Zt - > )\th(j)>]
0<t<m 7j=1
1

moglichst klein wird. Dazu generiere man mit einem Computerprogramm’ in
0 Zeitschritten N Beispielpfade der Preisprozesse aller Finanzgiiter:

{So(t)(w1), ... So(t)(wn) },

Z/\M(j)vLE

{Sa(t)(w1), -y Salt)(wn) }.

Die dazugehérigen Pfade des Auszahlungsprozesses { Z;(w1), ..., Z;(wn) } und
der gewéhlten Martingale {Mt(j)(wl), - Mt(j)(wN)} fir j € {1, ..., f}, konnen
nach Annahme direkt aus diesen Pfaden berechnet werden. M(gj )(wi) ist un-
abhéngig vom generierten Pfad, das heifit Méj) = Méj)(wi) firi € {1,..N},
und numerische Minimierung der Funktion

R¢ — R
f . N f
A1y Ap) ;)\jMé]) + % ; [mtax (Zt(wz) ; ( ,))]

ergibt ein Martingal M} = Zf L A M, G) , welches mit grofler Wahrschein-

lichkeit besser ist als jedes der Martingale aus {M(l), ey M(f)}.

Schritt 2 Nun soll der tatsachliche Wert

My + E [ sup (Z; — Mt*)}
0<t<m
berechnet werden. Dazu werden wieder in (§ Zeitschritten N>>N Beispiel-
pfade der Preisprozesse {S;(t)(w), ..., Si(t)(wg)} fiir i € {1,...,d}, sowie die
dazugehérigen Pfade des Auszahlungsprozesses { Z(w1), ..., Zy(wg)} und des
optimalen Martingals { M} (w1), ..., M (wg)} generiert. Der Wert

Mt z[maxwm M )]

N =1 [ teTs

n den folgenden Beispielen wird das Programm MATLAB verwendet.
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ergibt dann einen Naherungswert fiir den Preis des amerikanischen Claims.

Der so berechnete Wert weicht aus 2 Griinden vom tatsachlichen Wert des
amerikanischen Claims ab:

(i) Die Anwendung des Dualitdtsansatzes auf M* € 9 ergibt lediglich
eine obere Schranke fiir den Preis des amerikanischen Claims. Nur

im optimalen Fall, d.h. wenn Z von M* dominiert wird, ist M +
E [supg<icm(Zy — M*)] der echte Wert.

(ii) Durch die Benutzung der Monte-Carlo-Methode wird sogar im opti-
malen Fall lediglich ein Naherungswert berechnet, welcher auch nach
unten abweichen kann.

Rogers geht auch auf die Frage nach der Absicherung (siehe 1.3.2) eines
amerikanischen Claims ein. Dazu sei angenommen, dass das Martingal M*
der abdiskontierte Wertprozess einer selbsfinanzierenden Handelsstrategie ist.

Sei

n= sup (Z, — M;),

0<t<m
ne = EnlAd.
Daraus folgt wegen 1 = 1y,

Zt < N + Mt*7

und wenn auf beiden Seiten der bedingte Erwartungswert bzgl. A; genommen
wird, erhélt man

Zy < Enm — ol Ad + M{ +no. (3.2)

Benutzt man die Handelsstrategie zum abdiskontierten Wertprozess M* und
investiert 7y Einheiten in das Geldmarktkonto, so ist der amerikanische Claim
abgesichert solange E[nm — nolA¢] < 0. Da dies im Allgemeinen nicht erfiillt
ist, liefert E[E[nn —no|A:] 1] ein Mafl dafiir, wie gut die Absicherung ist. Fir
diese erwartete Abweichung ist

E[0m — nol] (3.3)

eine obere Schranke. Im optimalen Fall ist diese Null, da n wegen Satz 3.4
Null ist.
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3.2.1 Beispiel Al: Die Put-Option

Wir betrachten nun als erstes Beispiel die amerikanische Put-Option auf
eine Aktie im Black-Scholes-Modell. Das heifit es existieren 2 Finanzgiiter
{So(t), S1(t)}. So(t) ist ein Geldmarktkonto mit konstanter Zinsrate r > 0,
also

S() (t) = 6”,

und fiir einen Wienerprozess (W (t))ier sei der Preisprozess des zweiten Fi-
nanzgutes gegeben durch

Si(t) = Si(0)e ™ T

mit Anfagspreis S;(0) und Volatilitit o. S;(¢) beschreibt den Preisverlauf der
Aktie. Der Auszahlungsprozess sei

Zy =K~ Si(t) ",

mit Strike-Preis K > 0. Die Absicherungsmenge {M ™M} besteht nur aus
dem abdiskontierten Wertprozess der européischen Put-Option. Der Wert
der européischen Put-Option wird mit der Black-Scholes-Formel, d.h.

log <%(0)) —(r—%) log (%(0)) —(r+ %2)
oy/m oy/m

berechnet. Im Programm AmericanPut (die Dateien befinden sich auf der
beigefiigten CD) wird das Verfahren von Rogers angewendet, mit 300 Pfaden
im ersten Schritt, 20000 Pfaden im zweiten Schritt und 50 Zeitschritten in
beiden Féllen. Auflerdem wird zusétzlich mit einem Binomialbaum in 1000
Zeitschritten, Programm BinPut, der Wert der amerikanischen Put-Option
berechnet. Tabelle 3.1 zeigt fiir den Strike-Preis K = 120, Volatilitat o = 0, 3,
Zinsrate r = 0,05, Laufzeit m = 0,5 und verschiedene Anfagspreise S, der
Aktie die Ergebnisse, sowie den Wert aus (3.3) und A* aus Schritt 1.

2

Ke " T®

— 5,(0)®

S1(0) | europ. | amerik. | amerik. | El|nm —nol] | A*
(Baum) | (Rogers)
90 | 28,1614 | 30,0100 | 30,0729 0,0528 1,06
100 | 20,0813 | 21,0873 | 21,1492 0,1983 1,05
110 | 13,5126 | 14,0464 | 14,0822 0,1885 1,05
120 | 8,5990 | 8,8715 8,8892 0,1104 1,03
130 | 5,1997 | 5,3362 05,3527 0,1912 1,00
140 | 3,0055 | 3,0747 | 3,0754 0,0412 1,02
150 | 1,6709 | 1,7043 1,7040 0,0229 1,01

Tabelle 3.1: Parameter K =120; 0 =0,3; r = 0,05 und m = 0,5
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Rogers Methode liefert eine gute Naherung an den tatsdchlichen Wert der
amerikanischen Put-Option.

3.2.2 Beispiel A2: Die Min-Put-Option

Als zweites Beispiel betrachten wir den amerikanischen Min-Put auf 2 Aktien
im Black-Scholes-Modell. Das heifit, es existieren 3 Finanzgiiter
{So(t), S1(t), S2(t)} mit dem Geldmarktkonto Sy(t) aus dem vorherigen Bei-
spiel,

SO (t) = ert,

mit r > 0, und fiir 2 unabhéngige Wienerprozesse (W(t))ier, (Wa(t))ter
seien die Preisprozesse der weiteren Finanzgiiter gegeben durch

Si(t) = 51(0)6"1W1(t)+(r_"j>t

Sa(t) = 52(0)602W2(t)+<r?>t

mit Anfagspreisen S;(0), S2(0) und Volatilitdten oy und o9. S1(t) und Sa(t)
beschreiben die Preisverlaufe von 2 unkorrelierten Aktien. Der Auszahlungs-
prozess sei

7, = —rtK_ (¢t +
L= SO

mit Strike-Preis K > 0. Die Absicherungsmenge {M® M@} besteht aus
den abdiskontierten Wertprozessen der beiden européischen Put-Optionen.
Im Programm AmericanMinPut wird das Verfahren von Rogers angewendet,
mit 300 Pfaden im ersten Schritt, 20000 Pfaden im zweiten Schritt und 50
Zeitschritten in beiden Fallen. Auflerdem wird zusétzlich mit einem Bino-
mialbaum in 100 Zeitschritten, Programm BinMinPut, der Wert der ameri-
kanischen Min-Put-Option berechnet. Der Wert der européischen Min-Put-
Option wird im Programm FEuropeanMinPutVektor berechnet. Tabelle 3.2
zeigt fiir den Strike-Preis K = 120, Volatilitat oy = 0,3, 0o = 0.5, Zinsrate
r = 0,05, Laufzeit m = 0,5 und verschiedene Anfagspreise S1(0) und S2(0)
der Aktien die Ergebnisse, sowie den Wert aus (3.3).
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S1(0) | S2(0) | europ. | amerik. | amerik. | E[|nm — nol]
(Baum) | (Rogers)
100 100 | 33,9319 | 34,3765 | 39,0820 95,0344
100 120 | 27,7537 | 28,1862 | 31,7316 3,6231
100 140 | 24,2183 | 24,7558 | 27,0171 02,4888
120 120 | 20,2459 | 20,5081 | 22,8176 2,4862
120 140 | 15,1501 | 15,3706 | 16,8945 1,4721
140 120 | 16,8822 | 17,1300 | 17,9348 0,8271
140 140 | 10,9527 | 11,1126 | 11,8122 1,9426

Tabelle 3.2: Parameter K = 120; 01 =0,3; 02 =0,5; r = 0,05, m = 0,5

Hier weichen die nach Rogers’ Methode berechneten Werte teilweise um
iiber 10% nach oben ab. Diese Abweichung begriindet sich dadurch, dass die
gewihlte Absicherungsmenge {M®) M} der europdischen Put-Optionen
keine bessere Néherung ermoglicht. Rogers schreibt, dass die Wahl der Absi-
cherungsmenge intuitiv erfolgt. Wir erweitern die Absicherungsmenge {M®, M)}
um die abdiskontierten Wertprozesse der européischen Exchange-Optionen.

Die Exchange-Optionen liefern zum Zeitpunkt m die Auszahlungen

Die Preise der européischen Exchange-Optionen lassen sich mit der Formel

S5(0)

(3) log( )Jrﬁm log(52(0)>+ﬁm
MO~ 5,000 (<—¢>a) _ 5(0) (<—¢>a) bz,

n log (10 122 1 log (S1@) 422
M = s (SEEER) g g0 (8L

berechnen, wobei @ := /0% + o3. Mit dieser groferen Absicherungsmenge
(MO M@ MG M®} berechnen wir erneut den Wert der amerikanischen
Min-Put-Option nach der Methode von Rogers. In dem Programm American-
MinPut2 werden mit 500 Pfaden im ersten Schritt, 10000 Pfaden im zweiten
Schritt und 50 Zeitschritten in beiden Féllen folgende Werte berechnet:
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S1(0) | So(0) | amerik. | amerik. | Ellpm—mol] | A7 | A5 | AL | A}
(Baum) | (Rogers)
100 100 | 34,3765 | 35,9591 1,1456 0,96 | 0,10 | 0,04 | 0,83
100 120 | 28,1862 | 29,5286 0,8950 0,99 | 0,06 | 0,01 | 0,90
100 140 | 24,7558 | 25,7664 0,9041 1,00 | 0,07 | 0,01 | 0,90
120 120 | 20,5081 | 22,3892 1,7214 0,86 | 0,77 | 0,03 | 0,14
120 140 | 15,3706 | 16,7089 1,1508 0,99 | 0,78 | 0,01 | 0,09
140 120 | 17,1300 | 17,9275 2,0357 0,47 10,99 | 0,00 | 0,00
140 140 | 11,1126 | 11,6670 0,6719 0,87 | 1,00 | 0,00 | 0,00

Tabelle 3.3: Parameter K = 120; 01 =0,3; 02 = 0,5, r = 0,05, m = 0,5

Man erkennt eine geringere Abweichung in Tabelle 3.3 als in Tabelle 3.2.
Die Exchange- Optionen liefern also eine kleine Verbesserung. Wir versu-
chen im letzten Schritt die européische Min-Put-Option in die Absicherungs-
menge aufzunehmen. MatLab benétigt fiir die Berechnung des Wertes der
europdischen Min-Put-Option, also fiir die Berechnung des Doppelintegrals

_@—ap?  (—ap)?
//max{(K—51(0)6$)+,(K—52(0)6y)+}e e 3 dwdy

R R

6—7'm

27172
(3.4)

ca. 1 Sekunde. Die Konstruktion von 20000 Pfaden in 50 Zeitschritten wiirde
dann ca. 10° Sekunden dauern, das sind 11 Tage. Selbst 300 Pfade in 20 Zeit-
schritten dauern noch ca. 1,6 Stunden. Da MatLab Einfachintegrale deutlich
schneller vektoriell ausrechnen kann, wird der Ausdruck (3.4) zunéchst in ein
Einfachintegral umgewandelt. Mit den Bezeichnungen:

— of

ai = r—o5)m,
o3

as = (r—%)m,

2! = op/m,
72 = oyy/m,
by = 51(0),
by = 5(0),

A = {x K — 51(0)e* >0 }: {x ‘log (sfo)) > x} :
As = {y K — 55(0)e¥ > O}: {y log (sﬁo)) > y} ,
{

x|K — S1(0)e* > K — S5(0)e? }: {x ‘y —log <§;Eg;> > x} )

B, =
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By = {y ‘K — 53(0)eY > K — S1(0)e” }: {y ‘:E — log (gf%) > y} ,
&i(y) = min {y — log (g;ggg) ,log (%(0)) }, und

&(r) = min {x —log (STESD log <%(0>>}

gilt:

0

_e—ap? _(y-ap?
//max{(K—blem)+,(K—ery)+}e " e M dady
R R

1 _(00—1121)2 1 _(y—a22)2
—/ /1AlmBl(K—ble”) e M dx e 2 dy

\/2m? 272

1
217172

R R

1 7(?!71122)2 1 7(170,21)2
+/ /1A2032(K—b26y) e 2 dy e i dz.

V215 V2myf

Das erste Integral lasst sich umformen zu

R R

&1(y)

1 _(w—ay)? / 1 _(a—ap)?
1 K —be” e M dxr= K — be” e M dx
IR/ AlﬂB1( 1 >W ( 1 )\/ﬂ
fv)-a g O 1 e
=Ko (L) — bemtz e 1 dx
71 271_712
— Ko (.51(@1—a1) _ bie ™ P <£1<y>;3%7a1)

erhalten wir mit einer enstsprechenden Rechnung fiir das zweite Integral,
sowie den Bezeichnungen

N(y) = Ko (ﬁ(yw#) — b1e™P <_5(y)jzf*a1>7 und
Oy(r) = KO (—52@;);”2) — bye™™P (—5@);72%*@)

fiir den Anfangswert der européischen Min-Put-Option den Ausdruck

1 _(e=ap)®

e i dx. (3.5)
V2t

1 _(y=ap)?
e "m0 e 2 ( —I—/G_TmQ T

R R
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Da die Verteilungsfunktion der Normalverteilung eine spezielle Funktion in
MatLab ist, und Einfachintegrale vektoriell ausgerechnet werden, lassen sich
Pfade des abdiskontierten Preisprozesses der européischen Min-Put-Option
mit Hilfe von Ausdruck (3.5) berechnen. Als Absicherungsmenge seien die
zwei europiischen Exchange-Optionen M®) und M® | sowie die européische
Min-Put-Option M®) gewihlt. Das Programm lambdaMinPut3 bildet den
Optimierungsschritt, welchen wir hier getrennt durchfithren, und American-
MinPut3 berechnet anschliefend den Wert. Wir nehmen 200 Pfade im ersten
Schritt, 500 Pfade im zweiten Schritt und 30 Zeitschritte in beiden Féllen.
Die folgende Tabelle 3.4 zeigt die Ergebnisse:

S1(0) | S2(0) | amerik. | amerik. | E[|nm —nol] | A i b
(Baum) | (Rogers)
100 100 | 34,3765 | 34,4196 0,2797 0,00 | 0,00 | 1,02
100 120 | 28,1862 | 28,2054 0,3148 0,01 | 0,01 | 1,03
100 140 | 24,7558 | 24,7909 0,3471 0,01 | -002 | 1,02
120 120 | 20,5081 | 20,5311 0,1796 0,00 | 0,00 | 1,02
120 | 140 | 15,3706 | 15,3794 0,1741 0,00 | 0,00 | 1,01
140 120 | 17,1300 | 17,1485 0,1483 0,00 | -0,01 | 1,02
140 140 | 11,1126 | 11,0935 0,1118 0,00 | 0,00 | 1,01

Tabelle 3.4: Parameter K = 120; 01 =0,3; 00 =0,5; 7 =0,05 m = 0,5

Die Rechenzeit im Optimierungsschritt, sowie im Schritt 2 betragen jeweils
ca. 1 Minute. Man erkennt eine gute Ubereinstimmng, und die A-Werte zei-
gen, dass zur Absicherung bereits die européische Min-Put-Option ausreicht.

3.2.3 Beispiel A3: Die Max-Call-Option

Als drittes Beispiel betrachten wir den amerikanischen Max-Call auf 2 Aktien
im Black-Scholes-Modell, d.h. fiir die Preisprozesse gilt erneut

SO (t) = 6”,

Si(t) = 51(0)@‘”W1“)+(T‘22>t

Sa(t) = 52(0)6"2W2“”<7"2>t

und der Auszahlungsprozess sei definiert durch
Zy = e (max{S (), Sa(t)} — K) ™,

mit Strike-Preis K > 0.
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Die Absicherungsmenge {M®, M2 M®} besteht aus den abdiskontierten
Wertprozessen der 2 européischen Exchange-Optionen sowie der européischen
Max-Call-Option. Entsprechend zum letzten Abschnitt und mit den selben
Bezeichnungen wird der Ausdruck

e ™™ _(w—a21)2 _(y—a22)2
GRS / / (max{bie”, b’} — K)*e 4 e =4 dedy|  (3.6)
R R
in ein Einfachintegral umgeformt. Mit
piy) = maX{log (Z—;)er,log (,,5) :

902(I) = max {log (b—f) + z,log (%)

Oi(y) = be™d (@1(y)+a1+'yf) _K®

71

J
3
(@(y’zj‘(ll ) 7

@2(1}) = b2@rm® (%ﬁ) _ K@ (@02(I)+a2>

72

ergibt sich mit einer Rechnung wie im letzten Abschnitt fiir den Anfangswert
der européischen Max-Call-Option

1 _(w=ag)? 1 _(zap)?
/e_rm@l(y) e dy—i—/e_m@Q(x) e i dx.

\/ 2773 \/ 27wf

R R
Wir berechnen den Wert der européischen Max-Call-Option mit dem Pro-
gramm FuropeanMazCallVektor. Die amerikanische Max-Call-Option wird
mit einem Binomialbaum, Programm BinMaxCall, mit 300 Zeitschritten be-
rechnet, und mit der Methode von Rogers, Programm AmericanMazCall, wo-
bei 500 Pfade in 30 Zeitschritten konstruiert werden. Das Programm lambda-
MazCall bildet den Optimierungsschritt mit 200 Pfaden in 30 Zeitschritten.
Tabelle 3.5 zeigt die Ergebnisse:

S1(0) | S2(0) | europ. | amerik. | amerik. | E[|nm —nol] | A3 VR D
(Baum) | (Rogers)
100 100 | 10,6547 | 10,6650 | 10,6547 0,0000 0,00 | 0,00 | 0,99
100 120 | 20,1448 | 20,1358 | 20,1447 0,0000 0,00 | 0,00 | 0,97
100 140 | 33,2421 | 33,2477 | 33,2422 0,0000 -0,04 | 0,00 | 1,03
120 120 | 26,1054 | 26,0949 | 26,1054 0,0000 0,01 | 0,02 | 1,00
120 140 | 37,8751 | 37,8759 | 37,8750 0,0000 0,02 | 0,00 | 0,99
140 120 | 36,9516 | 36,9516 | 36,9515 0,0000 0,02 | 0,00 | 0,99
140 140 | 46,6696 | 46,6742 | 46,6695 0,0000 0,03 | 0,02 | 0,97

Tabelle 3.5: Parameter K = 120; 01 =0,3; 020 =0,5; r = 0,05, m = 0,5
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Die Preisgleichheit des amerikanischen und européischen Max-Calls ist kein
Zufall, sondern folgt aus [Irl03], Satz 4.5. In diesem Beispiel wird also le-
diglich der Dualitdatsansatz iiberpriift, und man erkennt wieder eine gute
Ubereinstimmung der Werte. Wie im Beipiel der Min-Put-Option spielen die
Exchange-Optionen keine Rolle.

3.2.4 Beispiel A4: Put auf einen Aktienindex

Mit den gleichen Preisprozessen {Sy(t), S1(t), S2(t)} wie in den letzten beiden
Beispielen sei der Auszahlungsprozess definiert durch

7, = et <K — (a18:1(t) + aQSg(t))>+,

mit Strike- Preis K > 0 und Vektor a = (ay,a2) € R% Die Absicherungs-
menge { MM} besteht aus dem abdiskontierten Wertprozess der européischen
Put-Option auf den Aktienindex. Wir wihlen a; = ao = 1 und benutzen die
Bezeichnungen aus Abschnitt 3.2.2. Um den Ausdruck

rm _(@—ap?  (y—ag)?

//(K—(blex—i-bgey))*e e M dady (3.7)
R R

e~

277172

umzuformen wird mit ¢(y) := log (max(K_b—liQey, O)>2 das Integral (mit dem

Faktor 1/(27y172)) in eine Summe von 3 Integralen umgeformt:

s(v) ) )
1 _(z—aq) 1 _(y—a9)
K e M dx e M dy
V21y; 213
R [0
/ 7) 1 _(wfa%)Q 1 _(yfug)Q
— bie” e 1 dx e 2 dy
Sl VR V2173
) 1 _(azap)? 1 _=ap)?
— / / e 1 dx| bye? e 2 dy,
J 217 213

wobei sich jedes Einfachintegral wieder auf die Verteilungsfunktion der Nor-
malverteilung zuriickfithren ldsst. Mit

2Dabei gelte log(0) := —oo.
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_ s(y)—a
Tiy) = Ko (2,
Toly) = €e™h® (g(y)_v#),und
Toly) = @ (2] ppev

ergibt sich fiir den Ausdruck (3.7)

1 _(y—a22>2
[ = Yal) = Talw) e 7y
R

V2173

Wir berechnen den Wert der européischen Put-Option auf den Aktienindex
mit dem Programm FuropeanIndexPutVektor. Der amerikanische Put auf den
Aktienindex wird mit einem Binomialbaum, Programm BinPutlnd, mit 300
Zeitschritten berechnet, und mit der Methode von Rogers, Programm Ame-
ricanIndexPut, wobei 300 Pfade in 30 Zeitschritten konstruiert werden. Das
Programm lambdalndexPut bildet den Optimierungsschritt mit 200 Pfaden
in 30 Zeitschritten. Tabelle 3.6 zeigt die Ergebnisse:

S1(0) | S2(0) | europ. | amerik. | amerik. | E[|nm —nol] | A}
(Baum) | (Rogers)
40 | 40 | 37,3747 | 40,0000 | 40,0000 | 0,0000 | 1,04
40 50 | 28,4442 | 30,0999 | 30.1780 0,1162 1,06
50 60 | 13,7598 | 14,2970 | 14,3007 0,1991 1,05
60 60 8,3375 | 8,6196 8,6474 0,2344 1,02
60 70 09,1982 | 5,3425 92,3451 0,0980 1,02
70 | 80 | 1,5650 | 1,5976 | 1,6038 0,0672 | 1,05
80 | 80 | 07145 | 0,7274 | 0,7280 0,0149 | 1,03

Tabelle 3.6: Parameter K = 120; 01 =0,3; 02 =0,5; r = 0,05, m=0,5

3.3 Multiplikativer Dualitidtsansatz

Satz 3.7 (Multiplikative Dualitéit). Sei Z ein Auszahlungsprozess mit Z > 0.
Dann gilt

supE[Z,]= inf FE [Dm sup é] (3.8)

res Demt teT Dt

Ist Z > 0, so wird das Infimum erreicht durch jedes D € I, welches Z
dominiert.
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Beweis. 1) Sei zuniéchst Z > 0. ,,<* Fiir beliebiges D € M+ und 7 € S gilt:

> Nach Satz 3.2 existiert ein D € 9, welches Z dominiert. Wegen Z > 0
gilt D € M™. Nach Satz 3.4, (ii) und der Eigenschaft (ii) eines dominierenden
Martingals erhélt man

Z
sup E[Z,] = Dy = E[Dy] = E {Dm sup —t] .
TES teT Dt

Daraus folgt die Aussage fiir Z > 0.
2) Sei nun Z > 0. ,<“ Siehe Schritt 1.
,>% Sel € > 0 und C ein Martingal, welches Z dominiert. Setze D¢ :=

C' + €. Dann dominiert D¢ € 9" den Auszahlungsprozess Z + €. Schritt 1,
angewandt auf Z + €, ergibt:

Z, Z Z
supE[Z;|+e=FE lDE sup — i 6] >F {DC sup —t] > inf F {Dm sup —tl .
res teT Df Dem+ teT Dy

Da € > 0 beliebig war, folgt ,,>“.
O

Rogers Methode kann entsprechend auf den multiplikativen Dualitdtsansatz
tibertragen werden, obwohl Roger selbst in [Rog02] nur die additive Methode
anwendet und Jamshidian in [Jam07] keine Anwendungen angibt. Der mul-
tiplikative Ansatz scheint auch weniger anwendungsfreundlich zu sein. Der
erste Schritt wird entsprechend zum Schritt 1 in Abschnitt 3.2 unter der
Nebenbedigung Zle AD® > 0 ein (A, ..., \q) € R? gesucht, sodass der
Ausdruck

E

d
- Z
i=1 0st<m 320 ADy

minimal wird, und im zweiten Schritt wird dieser Wert fiir das optimale
(A7, ..., A3) berechnet. Der Optimierungsschritt wird aber deutlich aufwéndiger,
denn die \; tauchen nun auch im Nenner auf, und es muss die Nebenbedin-
gung Zle \;D® > 0 beachtet werden. In den Beispielen M1 und M2 werden
sich keine sinnvollen Werte beim Optimierungsschritt ergeben.

Nun wird versucht, die Absicherung auf den multiplikativen Fall zu iibertragen.
Dazu sei angenommen, dass das Martingal D* der abdiskontierte Wertprozess
einer selbsfinanzierenden Handelsstrategie ist. Sei
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= sup )
o<t<m Dj

M = E[D;knn|"4t]'

Daraus folgt

Zt S nD:7

und wenn auf beiden Seiten der bedingte Erwartungswert bzgl. A4; genommen
wird, erhdlt man

ZtSE{U_%

0

« . M0 s
.At] Dy + FODt'
Investiert man 1y/Dy Anteile in die Handelsstrategie zum abdiskontierten
Wertprozess D*, so ist der amerikanische Claim abgesichert solange
E[n—mno/Do|A:)Df < 0. Da dies im Allgemeinen nicht erfiillt ist, wird wie im
additiven Fall der FErwartungswert der Abweichung nach oben,

E[(Eln — no/DolAJD;)T] < E[|(n — g—%)DtH, gebildet, um ein Maf fiir
die Abweichung zu erhalten. Dieser Wert ist aber abhéngig von ¢ € [0, m],

weswegen als Maf3 folgender Wert gewihlt werden kann:

Mo
FE — —)\D
/[o,m1 H(n DO) '

Im optimalen Fall ist diese Null, da n wegen Satz 3.4 konstant Eins ist und
somit:

] dt. (3.9)

n——- =1-
Dy Dy
Fiir das néchste Beispiel benutzen wir folgende Aussage, die sich aus [Pau01],
Lemma 2.2 ergibt: Gegeben seien d unabhéngige Wienerprozesse Wi (t), ..., Wy(t),
und r, 04, ...,04 € RT. Die Preisprozesse {So(t), ey Sd(t)} im Finanzmarkt-
modell seien

So(t) = 6”,

=0.

Sl<t) = e 3

Sd(t) = (&
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Sei a = (ay, ..., ag) € R? eine Losung der Gleichung

d
0=> aila; +1)o? —r> a; —r,
= i=1

dann beschreibt

M, (t) = _ (3.10)

ein positives Martingal.

3.3.1 Beispiel M1: Die Put-Option

Wir betrachten nun, wie in Abschnitt 3.2.1 die amerikanische Put-Option auf
eine Aktie im Black-Scholes-Modell. Das heifit, es existieren 2 Finanzgiiter,
das Geldmarktkonto Sy(t) und die Aktie mit Preisprozess

Sl (t) — Sl (0)€UW(t)+(T—7)t
mit Anfangspreis S1(0) und Volatilitét o. Der Auszahlungsprozess ist
Zy = e (K - Si(1)",

mit Strike- Preis K > 0. Die Absicherungsmenge besteht nur aus den Mar-
tingalen, die sich aus Gleichung (3.10) ergeben. Dazu miissen die Nullstellen
des Polynoms

p(a):%Oé(a—i-l)UQ—ra—r:(a_,_l) (Oz—2—g)

o

bestimmt werden. Die Martingale sind somit

M_y(t) = S ()

2r

Moy (t) = e"S1() 2,

wobei M_; der abdiskontierte Preisprozess der Aktie ist, welcher nicht in
die Absicherungsmenge aufgenommen wird. Somit besteht die Absicherungs-
menge nur aus einem Martingal,

M, = S,(0)5% ¢ W@t

o2
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Auf den Optimierungsschritt wird verzichtet, weil sich keine sinnvollen Werte
ergeben, und es wird einfach A = 1 gewéhlt. Im Programm AmericanPutMulti
wird der Wert ausgerechnet, mit 20000 Pfaden in 80 Zeitschritten. Tabelle 3.7
zeigt fiir den Strike-Preis K = 120, Volatilitdat ¢ = 0, 3, Zinsrate r = 0, 05,
Laufzeit m = 0,5 und verschiedene Anfagspreise Sy der Aktie die Ergebnisse:

S1(0) | europ. | amerik. | amerik.(mult.)
(Baum) (Rogers)
90 | 28,1614 | 30,0100 35,4533
100 | 20,0813 | 21,0873 28,2605
110 | 13,5126 | 14,0464 21,2390
120 | 8,5990 | 8,8715 14,0071
130 | 5,1997 | 5,3362 8,4303
140 | 3,0055 | 3,0747 4,7989
150 | 1,6709 | 1,7043 2,8348

Tabelle 3.7: Parameter K =120; 0 =0,3; r = 0,05 und m = 0,5

Hier weichen die Werte des Dualitéitsansatzes teilweise um iiber 30% nach
oben ab. Auch die Wahl anderer Werte fiir A\ ergibt keine besseren Ergeb-
nisse, woraus sich schlieffen lisst, dass die Absicherungsmenge keine bessere
untere Schranke liefert. Zum Vergleich wird, entsprechend zum additiven
Dualitéatsansatz, der Fall betrachtet, in dem die Absicherungsmenge nur aus
dem abdiskontierten Wertprozess der européaischen Put-Option besteht. Auf
den Optimierungsschritt wird wieder verzichtet. Im Programm American-
PutMulti2 werden die Werte mit 20000 Pfaden in 80 Zeitschritten berechnet
(mit A = 1). Zum Verlgeich werden in der folgenden Tabelle 3.8 die additiven
Werte hinzugefiigt:

S1(0) | europ. | amerik. | amerik.(add.) | amerik.(mult.)

(Baum) (Rogers) (Rogers)

90 | 28,1614 | 30,0100 30,0729 30,0976

100 | 20,0813 | 21,0873 21,1492 21,1112

110 | 13,5126 | 14,0464 14,0822 14,1737

120 | 8,5990 | 8,8715 8,8892 8,9655

130 | 5,1997 | 5,3362 5,3527 5,3748

140 | 3,0055 | 3,0747 3,0754 3,1812

150 | 1,6709 | 1,7043 1,7040 1,6941

Tabelle 3.8: Parameter K =120; 0 =0,3; r = 0,05 und m = 0,5

Man erkennt eine deutliche Verbesserung. Die multiplikativen Werte lassen
sich also mit den additiven Werten vergleichen, wobei der letzte Wert zeigt,
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dass eine Abweichung nach unten auch moglich ist. Es lésst sich somit ver-
muten, dass die multiplikativen Werte stérker schwanken.

Wir versuchen nocheinmal, das zuerst benutzte Martingal M 2 2r , und iiberpriifen,

ob eine ldngere Laufzeit (m = 6) bessere Ergebnisse liefert. Auf den Optimie-
rungsschritt wird verzichtet, weil sich keine sinnvollen Werte ergeben, und es
wird einfach A = 1 gewéhlt. Es wird wieder das Programm AmericanPut-
Multi benutzt, mit 10000 Pfaden in 100 Zeitschritten. Tabelle 3.7 zeigt fiir
den Strike-Preis K = 120, Volatilitidt o = 0,3, Zinsrate r = 0,05, Laufzeit
m = 6 und verschiedene Anfagspreise Sy der Aktie die Ergebnisse, aulerdem
die mit binPut einem Binomialbaum berechneten Vergleichswerte (in 1000
Zeitschritten):

S1(0) | europ. | amerik. | amerik.(mult.)
(Baum) (Rogers)
90 | 25,0973 | 34,7573 37,11780
100 | 21,8580 | 29,4310 33,6526
110 | 19,0922 | 25,1212 29,6275
120 | 16,7251 | 21,5845 25,7152
130 | 14,6936 | 18,6597 22,1628
140 | 12,9453 | 16,2105 19,5438
150 | 11,4362 | 14,1469 17,2901

Tabelle 3.9: Parameter K =120; 0 =0,3; r =0,05und m =6

Die Vermutung, dass bei erhohter Laufzeit das Martingal M 2. 2 besser geeig-

net ist, bestétigt sich nur teilweise. Zwar sind die relativen’ Abwelchungen
geringer als im Fall m = 0,5, doch die Werte weisen trotzdem noch eine
zu hohe Abweichung auf. Bei hoherer Laufzeit wird dieser Abweichung ver-
mutlich noch kleiner, doch fiir das néchste Beispiel wird dieser Ansatz nicht
weiter verfolgt.

3.3.2 Beispiel M2: Put auf einen Aktienindex

Wir kommen nochmal auf die amerikanische Put-Option auf einen Aktienin-
dex im Black-Scholes-Modell zuriick. Fiir die Preisprozesse gilt also

S()(t) rt’
(t) _ Sl (0) ol Wi (t)+(r— 01/2)
(t) _ 52(0) o2 Wa(t)+(r— 02/2)

Il
)
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mit Anfagspreisen S;(0), S2(0), Zinsrate r und Volatilitdten o7 und oy. Der
Auszahlungsprozess sei

Z, = et (K — (a15:1(t) + aQSQ(t))y,

mit Strike-Preis K und Vektor a = (ay,as) € R% Wir wihlen a; = ay = 1.
Die Absicherungsmenge besteht nur aus dem abdiskontierten Wert der eu-
ropéaischen Put-Option auf den Aktienindex. Auf den Optimierungsschritt
wird wieder verzichtet, weil sich keine sinnvollen Werte ergeben. Im Pro-
gramm AmericanIndexPutMulti wird der Wert ausgerechnet, mit 300 Pfaden
in 30 Zeitschritten. Tabelle 3.10 zeigt fiir den Strike Preis K = 120, Volatilitét
o1 = 0,3; 0o = 0,5; Zinsrate r = 0,05; Laufzeit m = 0,5 und verschiedene
Anfagspreise S1(0) und S2(0) die Ergebnisse:

S1(0) | S2(0) | europ. | amerik. | amerik.(mult.) | amerik.(mult.)

(Baum) (Rogers) (Rogers)

40 40 | 37,3747 | 40,0000 40,8780 40,0000

40 o0 | 28,4442 | 30,0999 29,5197 30.1780

50 60 | 13,7598 | 14,2970 13,1026 14,3007

60 60 8,3375 | 8,6196 8,6410 8,6474

60 70 02,1982 | 5,3425 02,1772 95,3451

70 80 1,5650 | 1,5976 1,4319 1,6038

80 80 0,7145 | 0,7274 0,8812 0,7280

Tabelle 3.10: Parameter K = 120; 01 =0,3; 02 =0,5;, r = 0,05 m=0,5

Hier sind wieder Abweichungen nach unten (und auch nach oben) erkenn-
bar. Bei vergleichbarer Rechenzeit scheint der multiplikative Dualitédtsansatz
wesentlich unzuverléssiger zu sein als der additive Ansatz.

3.4 Vergleich der Dualitédtsansitze

In diesem Abschnitt wird zunachst die Varianz des additiven mit dem mul-
tiplikativen Dualitédtsansatz verglichen.

Satz 3.8. Sei Z > 0 ein Auszahlungsprozess mit positiver Snellscher Einhiillenden
V. Seien V=V"+ VP und V = MA die additive bzw. multiplikative Doob-
Meyer-Zerlegung und M € 9M*. Dann gilt

Z,
Vo = V3" +sup(Z; — V™) = Mysup (—t) : (3.11)
teT ter \ M
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Beweis. Folgt direkt aus Satz 3.4 und Satz 3.2. ]
Ein Vergleich mit den Ausriicken aus Gleichung (3.1) bzw. (3.8), d.h.

L. min (C'o +FE {sup(Zt - C’t)] ), und

teT

2. Dle%gﬁ E [Dm 32%3 %i]
zeigt, dass der mittlere Teil von Gleichung (3.11) gerade der Schétzung
aus dem additiven Dualitdtsansatz entspricht, wenn fiir das Martingal C'
das Martingal V™ eingesetzt wird. Das heisst, es wird der Erwartungswert
einer konstanten Zufallsvariable gebildet, und die Varianz ist diesem Fall
Null. Der rechte Teil von Gleichung (3.11) dagegen entspricht nicht der
Schéatzung aus dem multiplikativen Dualitdtsansatz. Denn selbst im opti-
malen Fall, d.h. wenn im multiplikativen Ansatz das optimale Martingal
M gewihlt wird, wird dort nicht der Erwartungswert der konstanten Zu-
fallsvariable My sup,cs (Z;/M;) genommen. Das heisst, beim multiplikativen
Dualitédtsansatz wird sogar im optimalen Fall eine positive Varianz erwartet.
Wir untersuchen dies am Beispiel einer amerikanischen Put-Option auf ei-
ne Aktie im Black- Scholes- Modell. Dazu benutzen wir den abdiskontierten
Wertprozess der europédischen Put-Option fiir das Martingal C' in Punkt 1
bzw. D in Punkt 2, und berechnen (mit der Monte-Carlo-Methode) Erwar-
tungswert und Varianz mit den Programmen AddVarianz und Mult Varianz.
Die Volatilitat sei ¢ = 0,3, der Strikepreis K = 100, die Zinsrate r = 0.04
und die Laufzeit m = 0,5. Bei jeder Berechnung werden 5000 Pfade in 50
Zeitschritten generiert.

So | Erwartungswert | Varianz | Erwartungswert Varianz
(additiv) (additiv) | (multiplikativ) | (multiplikativ)
80 20,7413 0,1243 20,9351 212,5931
90 13,0557 0,1773 12,6686 165,3106
100 7,6281 0,0953 7,8015 114,7952
110 4,1449 0,0363 4,2267 66,5310
120 2,1253 0,0161 2,2585 36,0566

Tabelle 3.11: Parameter K = 100; 0 =0,3; r = 0,04 und m = 0,5

Tabelle 3.11 zeigt: Die Varianz beim additiven Dualitéitsansatz ist fast Null,
wahrend die Varianz beim multiplikativen Dualitdtsansatz sehr grof ist.
Trotzdem liegen die Erwartungswerte in beiden Féllen dicht beieinander. Ins-
gesamt lassen sich folgende Punkte als klare Vorteile des additiven Ansatzes
nennen:
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(1)

(v)
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Die bereits erwédhnte Varianz. Dies hat zur Folge, dass die Werte im
multiplikativen Fall deutlich unzuverléssiger sind, wie die Beispiele M1
und M2 gezeigt haben. Beim multiplikativen Ansatz miissen also mehr
Pfade generiert werden, was eine hohere Rechenzeit zur Folge hat.

Addition statt Division. Die Berechnung eines Produktes bzw. Quoti-
enten ist rechenintensiver als die Berechnung einer Summe oder Diffe-
renz. Die nicht- lineare Form des Ausdrucks im multiplikativen Ansatz
kénnte der Grund sein, warum der Optimierungsschritt keine sinnvollen
Werte geliefert hat.

Der multiplikative Ansatz funktioniert nur bei Z > 0.

Der multiplikative Ansatz bildet nur ein Infimum. Damit das Infimum
erreicht wird, muss zusétzlich Z > 0 gefordert werden.

Der multiplikative Ansatz bildet das Minimum bzw Infimum nur iiber
positive Martingale. Dies erschwert den Optimierungsschritt zusétzlich.

Fiir die Berechnung des Wertes ist der additive Ansatz somit eindeutig besser.
Im Kapiel 5 wird dagegen unter Betrachtung eines Numerairewechsels ein
Vorteil des multiplikativen Ansatzes gezeigt.



Kapitel 4

Optimale Stoppzeiten

4.1 Einige Eigenschaften
Laut Abschnitt 1.3.1 heifit 7* optimale Stoppzeit zum Auszahlungsprozess
7, falls

E[ZT*] = SUDPres E[ZT]

Satz 4.1. Sei Z eine Auszahlungsprozess. Dann sind dquivalent:
(1) T ist eine optimale Stoppzeit,
(1i) Zp« = Cr« fiir alle C € M, die Z dominieren.

Beweis. , = Dominiert C' € 9 den Auszahlungsprozess Z, so gilt wegen
dem Optional Sampling Theorem, sowie der Eigenschaft (ii) des dominierende
Martingals (siehe Definition 3.1) und der Voraussetzung:

E|C.+] = Cy =sup E|Z,| = E[Z,+]. (4.1)
TES
Wegen Z < C folgt daraus Crx = Z,».
,<=* Es gilt nach Voraussetzung E|[Z,«]| = E[C,+] fiir alle C' € M, die Z do-
minieren. Wegen Satz 3.3 existiert mindestens ein dominierendes Martingal,
und somit ergibt sich mit E[C;+] = Cy = sup, g E[Z;]| die Behauptung.
[

Ist V= V™4 VP die Doob- Meyer Zerlegung der Snellschen Einhiillenden V'
von Z, so wird Z nach Satz 3.2 von V™ dominert. Also gilt wegen Z <V <
V™ fiir jede optimale Stoppzeit 7*

Voo = Zoe. (4.2)

63



64 KAPITEL 4. OPTIMALE STOPPZEITEN

Satz 4.2. Ist 7* eine optimale Stoppzeit zu Z, und C' € IM ein dominierendes
Martingal, so gilt

1. C =V auf[[0,7"]].
2. C'=V"™ auf [[0,7%]].
3. VP =0 auf [[0,7]].

Bewers. Es ist nur 1. zu zeigen, 2. und 3. sind eine direkte Folgerung. Dazu
ist zu zeigen, dass die Prozesse (Ciar+)ier und (Viar+)ier ununterscheidbar
sind. Wegen Satz 2.11 gilt

(@)Vipre < Cipps fiir alle t € 7.

Wegen dem Optional Sampling Theorem ist (Cipr+)ier €in Martingal auf
[0, m] und (Viar+)ter ein Supermartingal auf [0, m]. Wegen Satz 4.1 und Glei-
chung (4.2) gilt Crspm = Crr = Zx = Vo = Ve g Also gilt

(b)‘/;/\T* Z E[‘/T*/\m|~/4t] == E[OT*/\m|-’4t] == Ot/\’r* fir alle ¢ S T

(a) und (b) zusammen ergeben schliefilich die Aussage 1. O

Wir fithren nun die Uberlegungen aus Abschnitt 2.5 fort. Erweitert man
das Finanzmarktmodell um das derivative Finanzgut zum abdiskontierten
Preisprozess

St (t) == V™(1),

so ist das erweiterte Modell wegen der Martingaleigenschaft von V™ arbi-
tragefrei. Ist 7 € S eine optimale Stoppzeit, so besagt Satz 4.2, dass bis 7
der abdiskontierte Preis dieses Finanzgutes mit dem abdiskontierten Preis
des amerikanischen Claims V' {ibereinstimmt. Sobald V? < 0, ist V™ > V,
und somit der Preis des (d 4+ 1)-ten Finanzgutes grofler als der Preis des
amerikanischen Claims. Die Erweiterung des Modells impliziert also, dass
der amerikanische Claim zu einer optimalen Stoppzeit ausgeiibt wird. Es sei
aber angemerkt, dass es sich beim (d+ 1)-ten Finanzgut nicht einfach um die

Option (7‘, ZT> (mit einer optimalen Stoppzeit 7) handelt. Bei der Option

T, Z~T> wird nach Abschnitt 1.1 zum Zeitpunkt 7 das gesamte Vermogen

in das Geldmarktkonto investiert, d.h. der abdiskontierte Wertprozess der
Option lautet Z, fiir ¢ > 7. Es ist nicht ausgeschlossen, dass der Auszah-
lungsprozess Z; mit positiver Wahrscheinlichkeit grofier als Z, fiir ¢ > 7 ist.
Aber wegen Satz 4.1 stimmen Sj,,(t) und der abdisknotierte Preisprozess

der Option (7‘, ZT> bis zum Zeitpunkt 7 iiberein. Bei V™ ist zusétzlich si-

chergestellt, dass auch iiber jede optimale Stoppzeit hinaus V" > Z; gilt.
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Betrachtet man die Doob- Meyer Zerlegungen aus Kapitel 2, Satz 2.13 und
2.15, d.h.

Vi, = (Cy— EB;, und

‘/; = AtMt7

wobei zusétzlich voraussgesetzt sei, dass M und C jeweils abdiskontierte
Wertprozesse von selbstfinanzierenden Handelsstrategien sind, so ergeben
sich folgende Moglichkeiten fiir die Erweiterung des Modells um ein (d+1)-tes
Finanzgut:

].) S;lk+l(t) = Ct = ‘/t + EtBt s oder

2) S = M, = LV

Punkt 1 ergibt mehrere Moglichkeiten fiir verschiedene B € 9", und der
oben betrachtete Fall mit Sj,,(t) = V™ ist der Speziallfall fir B = 1.
Es sei zusitzlich vorausgesetzt, dass B der abdiskontierte Wertprozess ei-
ner selbstfinanzierenden Handelsstrategie H ist (Der Fall B = 1 ergibt die
Handelsstrategie, die eine Einheit in das Gelmarktkonto Sy(t) investiert und
bis zum Ende hélt). Falls die Finanzmarktteilnehmer zu jedem Zeitpunkt
die Moglichkeit haben einen amerikanischen Claim einzugehen, dann werden
durch die Punkte 1 und 2 folgende Strategien beschrieben:

Punkt 1) — | Halten des amerikanischen Claims und E; Anteile des
Portfolios H*.

Punkt 2) — Halten von Antellen des amerikanischen Claims®.

Da aber bis zur optimalen Stoppzelt Vi = M, = C; gilt, geht es nur um
die Frage, was (bei optimaler Ausiibung) mit dem zusétzlichen Vermogen
geschieht: Investition in ein Portfolio H (bei Punkt 1) oder in weitere Ein-
heiten des amerikanischen Claims (bei Punkt 2). Auch eine Kombination
beider Strategien ist moglich.

C, und M, werden durch Handelsstrategien H¢ und H™ beschrieben die nur
von den Basisfinanzgiitern {So(t), ..., S4(t)} abhéngen, d.h. es gilt:

d
M, = > HM(t)Sy(t), und C; = ZHC t)S5(t
=0

Wiéhrend die Strategien aus Punkt 1) oder 2) fiir den Kéufer des ameri-
kanischen Claims interessant sind, wird der Verkidufer zur Absicherung die
Handelsstrategie HM oder H¢ ausfiihren.

In den nédchsten beiden Abschnitten geht es um die Existenz einer optimalen
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Stoppzeit und es wird gezeigt, dass in diesem Fall auch die kiirzeste opti-
male Stoppzeit existiert. Unter Zusatzvoraussetzungen existiert dann auch
die langste optimale Stoppzeit. Anders als im endlichen Fall, wo durch Satz
2.1 die Existenz einer optimalen Stoppzeit fiir alle Auszahlungsprozesse be-
wiesen wurde, gibt es im stetigen Fall Auszahlungsprozesse ohne optimale
Stoppzeit, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.1. Es sei m = 1, und Z; = tlj. Dann gilt fiir die Snellsche
Einhiillende offensichtlich Vi = 1jo1 und V™ = 1. Gibe es eine optimale
Stoppzeit 7" zu Z, so wiirde wegen Satz 4.1, da Z von V™ dominiert wird,
Zpw = VI gelten. Wegen Z <1 =V™ ist dies aber unmdéglich.

Dieses (triviale) Beispiel verdeutlicht, welches Problem bei Auszahlungspro-
zessen in stetiger Zeit auftritt: Um eine moglichst grofle Auszahlung zu er-
halten, muss man so nah wie méglich im Zeitpunkt ¢ = 1 stoppen, aber nicht
in 1 selbst. Die fehlende linksseitige Stetigkeit im optimalen Zeitpunkt ist
also der Grund fiir das Fehlen einer optimalen Stoppzeit. Satz 4.5 zeigt, dass
z.B. die Stetigkeit von Z; fiir die Existenz einer optimalen Stoppzeit geniigt.

4.2 Kiirzeste optimale Stoppzeit

Definition 4.1. Ein Auszahlungsprozess Z heif$t quasi- linksstetig, falls fir
jede vorhersehbare' Stoppzeit T € S gilt

AZ. = 0.
Insbesondere gilt fiir jede Stoppzeit T mit 1, / T fiir n — oo

lim Z, = Z,.

n—oo

Es soll nun gezeigt werden, dass fiir quasi- linksstetige Auszahlungsprozesse
stets eine optimale Stoppzeit existiert. Fiir einen beliebigen Auszahlungspro-
zess Z und ein Martingal C' € 91, welches Z dominiert, sei folgende Folge
von Stoppzeiten definiert:

73&0) := inf {t eT|Z, > Cy — %}, n € N.
Satz 4.3. Mit den obigen Bezeichungen gilt 9es fiir alle n € N und

lim E[Z )] =sup E[Z;]. (4.3)

Tn
n—00 res

1[EN82], Definition 5.2
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Beweis. Wegen Satz 3.4 ist die Menge {t € T|Z; > Cy; —1/n} nichtleer. Also
gilt 9 < 00 und somit 77 € S fiir alle n € N. Wegen der rechtsseitigen
Stetigkeit von Z — C und der Definition von &) gilt Z ) > C ) — 1 /n.
Wegen dem Optional Sampling Theorem und der Tatsac%e, dass Z von C
dominiert wird, gilt

supE[Z,| > E |:ZT(C)] > F [CT(C)] —+=Cy—+ =supE[Zr] — .

TES " " TeS

Daraus folgt die Behauptung. ]

Weil (Téc))neN eine wachsende Folge von Stoppzeiten ist, existiert der Grenz-
T (SR T—
wert 7% = lim,, o Tn /, mit 7 € S.

Satz 4.4. Die Stoppzeit 7* ist unabhdingig von der Wahl des dominierenden
Martingals C'.

Beweis. Es seien CM und C® zwei Martingale, die Z dominieren, und es
sei

K1 Ty ol 2 T 2
™ = lim 7,, 7% = lim 77,

n—oo n—oo

=71 ¥ Dann gilt

(Oﬂ) - Cﬁ)) - (Cﬁ) - ZT}I) + (ZT% _ cﬁ?) <1

wobei 7, :

n n

fiir alle n € N, und daraus folgt
(¢ - ) <o
Weil C() ein Martingal von Klasse(D) ist, ergibt sich daraus
cV < c®

auf [[0, 7*![[. Somit gilt 7*? > 7*!. Ein anaolges Argument ergibt 7** > 7*2
und daraus folgt die Behauptung. ]

Satz 4.5. Sei Z ein quasi- linksstetiger Auszahlungsprozess, dann ist die
Stoppzeit T* optimal.

Bewe(z'g.) Weil Z quasi- linksstetig ist, gilt mit den oben definierten Stoppzei-
ten 7,

ZT(C) — o fur n — oo.
Da Z von Klasse(D) ist, folgt daraus
E[Z )] — E[Z;+] fiir n — oo.
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Die Aussage folgt dann aus Gleichung (4.3). m

Der néchste Satz erweitert die Aussage aus Kapitel 3, Satz 3.1.

Satz 4.6. Sei Z ein Auszahlungsprozess, dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Z besitzt eine optimale Stoppzeit,

(i1) Fir jedes Martingal C € M, welches Z dominiert, ist die Stoppeit
inf {t € T|Z; = C;} endlich,

(i1i) Es ezistiert ein Martingal C € M, welches Z dominiert, sodass die
Stoppzeit T, :=inf {t € T|Z; = C}} endlich ist.

Diese Stoppzeit T, ist dann optimal und unabhdngig von der Wahl von C,
und fiir jede andere optimale Stoppzeit T gilt 7, < 7*.

Beweis. (i) = (ii7)“ Klar, weil der Martingalanteil der Snellschen Einhiillenden
V' den Auszahlungsprozess Z dominiert, und somit mindestens ein Martingal
mit dieser Eigenschaft existiert.

,(i11) = (i) Folgt direkt aus Satz 3.1.

(1) = (i1)“ Existiert eine optimale Stoppzeit 7* und wird Z von C' € M do-
miniert, so folgt aus Satz 4.1 Z,« = C,~. Somit ist die Menge {t € T'|Z; = C;}
pfadweise nicht-leer, und es folgt die Aussage (ii).

Wird Z von C definiert und die Stoppzeit inf {t € 7|Z; = C,} endlich, so ist
wegen Satz 3.1 diese Stoppzeit optimal. Ist nun 7 eine beliebige optimale
Stoppzeit, so gilt wegen Satz 4.1 Z.» = C,« fiir jedes C' € M, welches Z
dominiert. Somit gilt inf {t € T'|Z;, = C;} < 7*. Da wegen Satz 3.1 fiir jedes
dominierende Martingal C' € 9 inf {t € T'|Z; = C}} eine optimale Stoppzeit
ist, ist die Definition 7, := inf {t € T'|Z; = C;} unabhéngig von der Wahl von
C. O

Wegen Satz 4.2 gilt dann auch
. =inf{t € T|Z, = V;},

und 7, heisst kiirzeste optimale Stopzeit.

Mit Satz 4.6 ist auch klar, warum die Handelsstrategie zum Wertprozess
V™ fiir den Verkéufer des amerikanischen Claims zu einem risikolosen Profit
fithrt, falls keine optimale Stoppzeit existiert: Da der Kaufer keine optimale
Stoppzeit wihlen kann, gilt bei jeder Stoppzeit 7 mit positiver Wahrschein-
lichkeit P(V™ > Z.) > 0, d.h. der Verkdufer macht mit positiver Wahrschein-
lichkeit einen risikolosen Profit (sieche Abschnitt 1.3).
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Es wird nun eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir angegeben,
dass die oben definierte Stoppzeit 7* optimal ist, und es wird gezeigt, dass
in diesem Fall 7, = 7* gilt.

Satz 4.7. Sei Z ein Auszahlungsprozess, C' ein dominierendes Martingal und

TT(LC), 7 wie oben. Dann gilt

sup E|Z,| = E|Z+] — E[1\AZ ]

TES

wobei A = ﬂle{r,ﬁc) < 7*}. Insebsondere ist T optimal genau dann wenn
E[1\AZ+] = 0 und in diesem Fall gilt 7, = 7.

Bewers. Auf A gilt Z ) — Zp«—. Auf A® gilt fiir fast alle w € 7 (w) =
7*(w) fiir alle bis auf endlich viele n € N, also Z ) — Z+ auf A°. Somit gilt
Z ) = WZpoo A \neZe = Zye — 13D Ze,

und daraus ergibt sich
ElZ )] = E|Z] — E[LLAZ,),
da Z von Klasse(D) ist. Nach Satz 4.3 gilt E[Z )] — sup,es E[Z;], und

somit gilt sup,.sE[Z;] = E[Z+] — E[1\AZ]. Somit ist 7+ optimal genau
dann wenn E[1\AZ..] = 0.

(

Es gilt ganz allgemein &) < 7* fiir alle n € N, was aufgrund der Definition
) = inf {teT|Z > Cy—1/n} und
Tk :mf{tGT|Zt:C't}

klar ist. Somit folgt 7* = lim,, P < 7,. Ist 7" eine optimale Stoppzeit,
so stimmt sie somit mit der kiirzesten optimalen Stoppzeit, 7, iiberein. [

Es wird nun ein Beispiel eines Auszahlungsprozesses Z mit existierender op-
timaler Stoppzeit angegeben, sodass 7, = 7*, aber Z nicht quasi- linksstetig
ist.

Beispiel 4.2. Es sei m = 1, und R eine A;- messbare Zufallsvariable mit
E[R|A1_] = 0, und R(w) # 0 fir fast alle w € Q. Der Auszahlungsprozess

sei gegeben durch
Zy = tlpoy + Rl
Dann gilt fiir die Snellsche Einhiillende V

Vi = 1joy + Rl
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Ist T €8, so gilt wegen [El82], Theorem 5.13 (2), {T =1} € Ap_ C A;_.
Somit ergibt sich E[Zy] =T + E [Rlyg—1y] =T + E [E [Rlr_yy| Ai_]] =
T + E [E[R|A_lir=1y] = T. Somit ist 7. = 1 die (eindeutig bestimmte)
optimale Stoppzeit. Da V' ein Martingal ist, ergibt sich mit C =V

©) _
TV =
n n Y

und daraus folgt 7 = lim,, 9 =1.
Z macht aber einen Sprung bei t = 1, und ist somit nicht quasi- linksstetig.

Es wird nun ein Beispiel fiir den Fall angegeben, dass die optimale Stoppzeit
T, existiert, aber nicht mit 7* {ibereinstimmt.

Beispiel 4.3. Es sei m = 2 und der Auszahlungsprozess
Zt == tl[[(),l[[ + (t - 1)1[[1,2”

Dann qilt fir die Snellsche Einhiillende V

Vi = 1jo2)-
Offensichtlich gilt T, = 2, aber
RO =1,
n
und daraus folgt ™ = lim,, O = 1. Somit ist T* keine optimale Stoppzeit.

4.3 Langste optimale Stoppzeit

Ist die optimale Stoppzeit eindeutig, so stimmt sie mit der kiirzesten opti-
malen Stoppzeit 7, = inf {t € T|Z; = V;} tiberein. Gilt aber z.B. Z € 9, so
sind alle Stoppzeiten 7 € § optimal. Es stellt sich die Frage, ob es auch eine
lingste optimale Stoppzeit gibt.

Definition 4.2. Es sei Z ein Auszahlungsprozess und V' die Snellsche Einhiillende
von Z. Dann gilt

To=mAinf{t € T|VP <0} =mAinf{t € T|V, < V}}.

Ist 7* eine optimale Stoppzeit, so gilt 7% < 7., denn Satz 4.2 besagt V¥ =0
auf [[0, 7%]]. Ist 7, optimal, so ist es somit die langste optimale Stoppzeit.

Satz 4.8. 7, ist optimal. < VP =0.
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Beweis. ,,=* Ist 7, optimal, so gilt nach Satz 4.2 V. = V", also VP = 0.
L, Gilt VP =0, so gilt V < 0 auf ]]7,, m]]. Nach Satz 6.4 ? gilt
VP = sup (Z, = V"),

T7<seT

fiir alle 7 € S, und daraus folgt:
sup (Zs—V"™) =0,

To<s€T

sup (Zs — V™) <0 auf ||, m]].
t<seT

Damit ergibt sich Z = V"', und somit

BlZ,,] = BV = V" = Va.
Also ist 7, eine optimale Stoppzeit. [
Falls die ldangste optimale Stoppzeit exisitiert, so kann auf dem gesamten

Intervall [[7,, 7] der Auszahlungsprozess optimal gestoppt werden. Mit den
Sétzen 4.1 und 4.2 lasst sich dann zeigen, dass die Preisprozesse der Optionen

(7'*, Z~T> und (7‘0, ZTO> auf dem stochastischen Intervall [[0, 7.]] iibereinstimmen.

2siche Kapitel 6



Kapitel 5

Numerairewechsel

5.1 Das Numeraire

Wir betrachten nun erneut das Finanzmarktmodell aus Abschnitt 1.1,
S(t) = (SO(t)7 s Sd(ﬂ))
mit So(t) = /o) und definieren:

Definition 5.1. Ein Preisprozess S;(t) fir i € {0,...,d} heifst Numeraire,
falls S;(0) = 1 und S} (t) = g;((?) ein positives Martingal von Klasse(D) ist,
das heifst S¥(t) € M+.

Betrachtet man das Numeraire Sy(t)', so erhilt man den abdiskontierten
Preisprozessvektor

S*(t) = (Sg(t), ..., Si(t)),

der nach Voraussetzung aus lokalen Martingalen (bzgl. P) besteht. Es sei nun
angenommen, dass 51 (t) ein Numeraire ist. Dann lassen sich die Preisprozes-
se der iibrigen Basisfinanzgiiter in Einheiten von Si(t) darstellen, d.h. mit

SZ-(l)(t) = Si(t)/S1(t) fiir i € {0, ...,d} erhdlt man den Preisprozessvektor

SW(t) = (sg”(t), s§1>(t)).

SM(t) besteht nicht aus lokalen Martingalen (bzgl. P). Deswegen wird ein
Maflwechsel zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl () vorgenommen, sodass die
SZ-(l)(t) lokale Martingale bzgl. @ bilden. Sei B(t) = Sy(t). Wegen

Sit) _ SE()
Si(t) — B(t)

1Sk (t) = 1 ist ein positives Martingal von Klasse(D).

72
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fiir i € {0,...,d} besteht der Vektor S™(¢) nach Korallar 1.3 aus lokalen
Martingalen bzgl. PB. Somit ist Q = PP ein dquivalentes Martingalmaf fiir
das Numeraire S1(t). So(t) und S;(¢) bilden also die Geldeinheiten, die zu
verschiedenen Preisprozessen und Wahrscheinlichkeitsmaflen fiithren:

1) Geldeinheit So(t) — Preisprozesse {Sj(t), ..., S5 (t)},
Wahrscheinlichkeitsmafl P.

2) Geldeinheit Si(t) — Preisprozesse {S(gl)(t), o Sc(ll)(t)},
Wahrscheinlichkeitsmafy P,

Zu beachten ist, dass die Preisprozesse in den Punkten 1) und 2) die Anzahl
an Geldeinheiten Sy(t) bzw. Si(t) angeben, die das Finanzgut wert ist. Ob
man die Preisprozesse in Einheiten von Sy(t), oder Si(t) betrachtet, spielt
fiir den absoluten Wert keine Rolle, denn es gilt fiir i € {0, ...,d}:

S(t)So(t) = Si(t) = SV (1)Si(1). (5.1)

Diese Eigenschaft ist nicht nur bei den Preisprozessen der Finanzgiiter, son-
dern auch bei den Wertprozessen von Portfolios erfiillt, das heifit wenn H =
(Hy, ..., H;) eine Handelsstrategie mit (bzgl. So(t)) abdiskontiertem Wertpro-
zess W ist, so gilt wegen

dass Wt(l) := W,/B; den Wertprozess derselben Handelsstrategie bzgl. S (t)
darstellt. Es gilt also entsprechend zu Gleichung (5.1)

W,So(t) = WV S, (t)

5.2 Numerairewechsel bei der Option

Entsprechend zu den Preisprozessen wird auch die Auszahlung einer Option
(7,C) in Einheiten eines Numeraires betrachtet. In Abschnitt 1.1 wurde dazu
das Geldmarktkonto Sy(t) betrachtet, und es ergab sich, dass die abdiskon-
tierten Preisprozesse der Optionen (7,C) und (m, (C/So(7))So(m)) gleich
sind, ndmlich

C
S()(T)

C
At:| + lirct<my m-

Sar1(t) := Lo B {
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Betrachtet man das Numeraire S)(t), so ergeben identische Uberlegungen fiir
die Option (7, C) bzw. (m, (C/Si(7))S1(m)) folgenden Preisprozess:

C
‘ At:| + 1{T<t§m}m' (5.2)

C
SU (1) =1 L EB
d+1< ) {o<t<r} Sy (7)
Wir formen nun den ersten Summanden der rechten Seite von Gleichung
(5.2) unter Benutzung der Bayes’ Regel um. Dazu sei zunichst angemerkt:
Fiir eine beliebige A;- messbare Zufallsvariable C' ist 1<;1C' A.- messbar,
denn

{t<7}n{C < a} fir « <0
{1{@}030‘}:{ ((t<T}n{C<a))Uft>r} fira>0

ist in A,. Damit ergibt sich:

1{0<t<T}E [ } = 1{0<t<7‘}E|:

= |:1{0<t<T}E [ At} AT_ Bit)
= 1{0<t<7‘}E |:Slc('7' g; At} 'AT_ %
C S ]

= 1{0<t<T}E |:5’1(T S(l) "47] 'At_ %

_ E C_p | Sum All A 1 1
o<t | 57 So(m) | VM7 t| B()

B [ s 4] 2

= 1{0St§T}E | Si(7) Stl)(T) At_ B(t)

= 1{O§t§T}E So(T At:|
Insgesamt ergibt sich also ]'{tST}Sé?l (t) = 1<) Sy,q()/B(t), bzw. entspre-
chend zu Gleichung (5.1)

Sie1(H)So(t) = ST (1) S1(2) (5.3)

auf dem stochastischen Intervall [[0, 7]]. Das bedeutet, dass es fiir den Preispro-
zess der Option (7, C) bis zum Zeitpunkt 7 keine Rolle spielt, welches Nu-
meraire betrachtet wird. Es wurde sogar gezeigt, dass Gleichung (5.3) un-
abhéngig von der Tatsache gilt, dass die Option (7,C) hedgebar ist. Unter
Ausnutzung der Hedgebarkeit ist die Giiltigkeit der Gleichung leichter ein-
zusehen: Ist H ein Martingalhedge der Option, so gilt
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1{t§‘r}S;+1 (t) = 1{t<7-} Z H und

L SER () = 1{@}2Hi<t>s§“<t>

und daraus ergibt sich wie am Ende des letzen Abschnittes

S§+1( )

Lit<ry S = lp<n -

Somit ist der Wertprozess einer Option bis zum Auszahlungszeitpunkt numeraire-
invariant ist.

5.3 Numerairewechsel beim amerikanischen
Claim

Gegeben sei der Prozess (Zt> . In Definition 1.2 wurde unter der Annah-
teT

me, dass die Auszahlung in Geldeinheiten Sy(t) geschieht, der Auszahlungs-
prozess Z definiert durch Z, = Z,/ So(t), und vorausgesetzt, dass dieser von
Klasse(D) ist. Entsprechend wird unter der Annahme, dass im Numeraire
S1(t) ausgezahlt wird, folgender Auszahlungsprozess definiert:

wobei Zt(l) von Klasse(D) bzgl. P? sein soll. Damit ergibt sich fiir die Snellsche
Einhiillende bzgl. Si(¢) :

VY = esssup EP [Zﬁl)‘ Al

t<reS

Die Ausfiithrungen in Kapitel 2 kénnen iibernommen werden, sodass Vt(l) ein
Supermartingal von Klasse(D) bzgl. P? ist. Mit Hilfe der Bayes’ Regel wird
dieser Ausdruck nun umgeformt. Es ergibt sich

V( ) = = esssup BP [—’ At] = esssup F/ [B

t<reS t<reS

1
At] B®

Z;
mSi(r)

B( ) ess sup ly<n B [

esssup F/ [1{t<T}E [

t<r€eS

4

A

B()
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1 [ Z
= ——~esssup lyy«<nF | E | Byl A.| &=
B() thesp {t<mp™ | [Bul Al 575

A

= 1 _esssup ly<n B | Br 57

B(t) t<resS

_ 1 [
= 50 EIP Lo P [ 55160

Es gilt also

v
v =2 4
t Bta (5 )

und wegen B(t) = g;g; gilt entsprechend zu Gleichung (5.1) und (5.3):
ViSo(t) = VS (1). (5.5)

Der Wert des amerikanischen Claims ist also ebenfalls numeraire- invariant.
Es wird nun versucht, die Doob- Meyer Zerlegungen von V/,

‘/;5 - AtMt; (56)

Vi=V"+ V! (5.7)

auf V") (bzgl. PB) zu iibertragen.
1) Wegen Satz 1.2 und Gleichung (5.4) ergibt sich fiir die multiplikative
Zerlegung sofort

M,
v =42t 5.8
t tBt Y ( )
und die Ausfithrungen am Ende von Abschnitt 5.1 zeigen, dass die Handelss-
trategie, die zum Wertprozess M (bzgl. Sy(t)) fithrt, auch zum Wertprozess

2) Die additive Zerlegung ldsst sich aber nicht so einfach {ibertragen, denn
fiir VY = V™| B, + V| B, wire zwar der erste Summand ein Martingal von
Klasse(D) (bzgl. P?), aber der zweite Summand nicht unbedingt previsibel
und nicht monoton fallend, auler B ist konstant, was aber augeschlossen sei,
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weil dann S (t) ein Vielfaches von Sy(t) wire. Stattdessen muss die Zerlegung
aus Satz 2.13 gewéhlt werden, und es ergibt sich:

vV =2 _E, (5.9)

Da C; und E; von B; abhéngen, ergeben sich 2 verschiedene (additive) Zer-
legungen. In Abschnitt 4.1 wurde bereits erwéhnt, dass es mehrere additive
Zerlegungen gibt. Dort lautete die Zerlegung (5.9)

‘/; - Ct — EtBt' (510)

Vergleicht man die beiden additiven Doob- Meyer Zerlegungen, d.h. Glei-
chung (5.7) und (5.9) so gilt nicht V;"Sy(t) = (Cy/By)S1(t) = CiSo(t), bzw.
V" = (4, das heifit den Martingalanteilen liegen verschiedene Handelsstra-
tegien zugrunde.

Im Gegensatz zur multiplikativen Zerlegung ist die additive Zerlegung also
nicht numeraire- invariant. Es sei aber angemerkt, dass die gewohnliche ad-
ditve Doob- Meyer Zerlegung von V auch aus einer Zerlegung von V) folgt:
8 = 1/B ist ein Martingal von Klasse(D) bzgl. P#, und Satz 2.13, angewandt
auf das Supermartingal V() bzgl. PB, ergibt die Zerlegung:

v = — A,
Multiplikation mit B, ergibt die Doob- Meyer Zerlegung von V und man

wegen Eindeutigkeit gilt C’t(l) = V" /B, sowie A,E” =VP.
5.4 Numerairewechsel beim Dualitatsansatz

Betrachten wir nochmal die Dualitdtsansétze, Satz 3.6 und 3.7, und sei Z > 0
vorausgesetzt:

E[Z. = inf E|D 2 d
g 2k, B [Pomp ] o
ElZ, = in(Co+ FE Zy —C ,
sup E17] énelgg( o+ [i’;‘?( i t)])
so ergibt eine entsprechende Betrachtung fiir das Numeraire S (t):
B[] _ B | Dy zV
sup & 20 = e {B(m) sup DJB(t)}? und

ol [Zﬁ”} — i EB 70 _ c |
s ain ( Co+ E7 sup(Z, 7 = 55
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Wegen den Ausfithrungen im letzten Abschnitt gilt wegen B(0) = 1
sup E[Z,] = Vo = V! = sup EP [Zﬁl)].

TES TES

Beim multiplikativen Dualititsansatz ergibt sich wegen Z(W B, = Z, und der
Bayes Regel diese Aussage direkt:

(1)
: B |_D Z ; Z
inf F mesup 54t | = inf E | Dysup £-
Dem+ [B(‘“) et D/ B Dem+ ver Pl

Dagegen ist beim additiven Dualitétsansatz
. . _ . B (1) G
min <C'0 + E ESTP(Zt C’t)} ) mnin <C’0 +F Elelg(Zt B(t)})

nicht ohne weiteres erkennbar.

Sy, bzw. S7 kann in diesem Kapitel durch den Wertprozess eines Portfolios
W, = S0 Hy(t)Si(t), bzw. B, = 20 Hy(t)S:(t) fiir den abdiskontierten
Wert, ersetzt werden. Unter der Voraussetzung By = 1 und B € 9™ gelten
dann alle Ausfithrungen entsprechend.



Kapitel 6

Superlosungen

6.1 Dominierende Martingale in 7

Entsprechend zur Definition 3.1 definieren wir:

Definition 6.1. Sei 7 € S. Fin Martingal C € 9N dominiert einen Auszah-
lungsprozess Z in T, falls

i) ¢ =V,
(1)) C > Z auf [[T,m]].
Lemma 6.1. Dominiert C' € M den Auszahlungsprozess Z in T, so gilt:

C >V auf [[r,m]],
wobei V' die Snellsche Einhiillende von Z ist.

Beweis. Wegen C' > Z auf [[7,m]] gilt fiir alle 75 € S mit 5 > 7:

esssup E[C|A,,] > esssup E[Z.|A.].

To<7T'ES To<7T'ES

Nach dem Optional Sampling Theorem ist die linke Seite C.,, nach Satz 2.9
die rechte Seite V,,. Das heisst es gilt

C, >V,
fir alle 75 > 7, und somit C' > V auf dem stochastischen Intervall [[7, m]]. O

Entsprechend zu Satz 3.4 existiert eine pfadweise Charakterisierung:
Satz 6.2. Sei C € M und 7 € S. Dann gilt:

C dominiert Z inT < sup (Z; —C;) =0
T<teT

79
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Beweis. ,=*“ Wegen C, = E[Crp|A,] fur 7 <T € S gilt

0=V, —-C, =esssup E[Zy — C7|A.] < E [ess sup(Z; — C})

T<TeS T<teT

A

Da Z < C auf [[r, m]], impliziert dies ,<te7(Z; — C;) = 0.

,<=“ Wegen der Voraussetzung gilt Z < C auf [[r,m]], also E[Zr|A;] <
E[Cr|A;] = C,. Somit gilt esssupps, E[Zr|A;] < C;. Um die umgekehrte
Ungleichung zu zeigen, zeigen wir E[_ZT|AT] > (', — e fiir alle € > 0. Sei also
e > 0 beliebig. Wegen der Voraussetzung ist die Menge {7 <t € 7|Z,—C; >
—e} nichtleer, und somit die Stoppzeit T := inf{r <t € T|Z, — C; > —¢}
endlich. Wegen der rechtsseitigen Stetigkeit gilt Z; — C'r > —e. Daraus folgt

E[ZT|A7—] Z E[CT - €|A7—] = CT — €.

Also gilt esssupys, E[Zp|A;] = C;, und aus Lemma 2.9 folgt die Behaup-
tung. L]

Lemma 6.3. Sei Z ein Auszahlungsprozess mit Snellscher FEinhillenden V
und T € S. Dann wird Z in T dominiert von

Cr == V" + E[VF|A].

Beweis. C € M folgt aus der Definition von C'. Setze M; := E[VP|A,].
Wegen M, = VP gilt C; = V" + VP = V.. Nun ist 1>, VP A~ messbar
fir alle t € 7, und somit 1>y M, = Ellys VPIA] =14 VP, Also gilt
M, = VP auf {t > 7}, und somit

C,=V"+ VP>V, > Z

auf {t > 7}.
O]

Satz 6.4. Sei V' die Snellsche Einhiillende des Auszahlungsprozesses Z und
T € S eine Stoppzeit. Dann gilt

VP = sup (Z, — V™). (6.1)

T<teT

Insbesondere, da VP monoton fallend ist, gilt sup (Z; —V;) = 0.

T<teT
Beweis. Wegen Lemma 6.3 wird Z in 7 dominiert von Cy := V;™ + E[VP|A].
Wegen Satz 6.2 gilt also wegen Cy = V" + VP fiir alle t > 7

0= sup (Z, —Cy) = sup (Z, - V;" = VP).

T<teT T<teT
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Daraus folgt die Gleichung (6.1). Wegen sup (Z; — V" —V,) = sup (Z; —

T<teT T<teT
Vi+ VP —V,) und weil Z < V und VP monoton fallend ist, ergibt sich
sup (Z; —V;) =0. O

T<teT

6.2 Additiver Verbesserungsprozess

In diesem Abschnitt soll ein iteratives Verfahren zur Konstruktion der Snell-
schen Einhiillenden vorgestellt werden. Es geht darum, sich Schrittweise der
Snellschen Einhiillende V' zu nahern.

Definition 6.2 (Superlosung). Sei Z ein Auszahlungsprozess. Ein Super-
martingal W € & heifst Superliosung zu Z, falls W > Z.

Insbesondere ist die Snellsche Einhiillende V' eines Auszahlungsprozesses Z

eine Superlosung. Wegen Satz 2.11 ist es sogar die kleinste Superlésung zu
Z.

Definition 6.3. Sei W € & eine Superlosung mit additiver Doob- Meyer
Zerlegung W = W™ + WP, Dann sei W' definiert durch

W, :=W"+FE | sup (Z, — W)

t<seT

At} . (6.2)
Satz 6.5. Sei W € & eine Superlosung zum Auszahlungsprozess Z und t €
T . Dann sind dquivalent:

]. Wt - ‘/;g
Beweis. ,=* Wegen Satz 6.4 gilt V; = V™ +sup,c,7(Z,—V/"). Nimmt man
auf beiden Seiten den Erwartungswert bedingt unter A, so folgt V; = V/.

.= Sei W, = W/. Dann gilt E[sup,«,eq(Zs—Ws+ WP —W[)|A;] = 0. Aber
weil Z < W, und W? monoton fallend ist, ist sup, o7 (Zs =W +WP-W}) =
0. Daraus ergibt sich

sup (Z; — W —WwWPF)=0.

t<seT
Setzt man C := W™ + E[WF| A, so gilt also

sup (Zs — Cs) = 0.

t<seT
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Satz 6.2 impliziert dann, dass C' den Auszahlungsprozess Z in ¢t dominiert.
Also gilt:
Vi=Cy =W+ W} =W,
]

Satz 6.6. Sei Z ein Auszahlungsprozess und W eine Superlosung zu Z. Dann
ist auch W' eine Superlosung zu Z und es gilt W' < W.

Beweis. 1) W' > Z. Es gilt

W/ > W +esssup E|Z, — WA > W™ + E[Z; — WA = Zs.

t<seT

2) W > W' Wegen Z < W, und da W? monoton fallend ist, gilt

Wt’:Wt—i-E{sup (Zs — W+ WP —WF

t<seT

Al <w

3) W' € &. Dazu sind 3 Eigenschaften zu zeigen:

3a) W’ ist von Klasse(D), was wegen Z < W' < W Kklar ist.

3b) W' ist ein Supermartingal. Es reicht zu zeigen, dass E[sup,c.c7(Zs —
W™ A;] ein Supermartingal ist. Fiir u < t gilt:

E [E [ sup (Z, — W™

t<seT

.

Au] 5 [ sup (Z, — W)

t<seT

.

SE{ sup (Z, — W)

u<seT

A

3c) W’ ist rechtsseitig stetig. Wegen [ElI82], Theorem 4.6, (3) geniigt es zu
zeigen, dass E[W/] rechtsseitig stetig ist. Nun ist E[WW/"] rechtsseitig stetig,
weil W™ rechtsseitig stetig ist. Ist nun ¢ € 7 und {¢,}22, eine Folge mit
t, \\ t, so gilt wegen monotoner Konvergenz und der rechtsseitigen Stetigkeit
von sup;<.eq(Zs — W)

lim E | sup (Z,— W) = FE|lim sup (Zs—Wsm)]

n—oo tn<seT P00 ¢, <scT

= FE | sup (Zs — Wsm)}

1t<seT
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Der Beweis von Satz 6.6 zeigt, dass fiir ein beliebiges Martingal C' € 9t der
Prozess

Wt:Ct—l—E{sup (Zs — Cs)

t<seT

.

eine Superlosung zu Z ist. Gleichung (6.3) definiert den additiven Verbes-
serungsprozess. Startet man mit einer Superlosung W) € &, so definiert
WD .= W™’ eine fallende Folge von Superlosungen. Es gilt:

Satz 6.7. (W),cn sei die durch den additiven Verbesserungsprozess defi-
nierte Folge von Superlosungen zum Auszahlungsprozess Z. Dann konvergiert
(W),en, das heifit es exisitiert ein W € &, sodass

lim W™ = w,

fiir allet € T.

Beweis. Wegen der Monotonie gilt lim,,_,. W;* = W, fiir t € T, und wegen
Z <W < WO ist W von Klasse(D). Die Supermartingaleigenschaft von W
folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz:

n—o0 n—oo

E[W,|A)] = E [ lim W

AS} — lim E [Wt")ms} < lim W™ =W,

Nun bleibt zu zeigen, dass W eine rechtsseitig stetige Version besitzt, wofiir
die rechtsseitige Stetigkeit von E[W;] gezeigt werden muss. Sei t € 7 und
(tj);jen eine Folge mit ¢; \, t. Dann gilt mit dem Satz von der monotonen
Konvergenz:

lim E[W, ] = lim E [ lim W] = lim lim £ [W"].
Nun diirfen die Limiten vertauscht werden, denn F [thﬁ)] ist eine in j € N
und n € N fallende Folge. Da W rechsseitig stetig ist, ergibt sich:

lim lim E [V[Q(j")] — lim B [Wﬁ”] —F [lim W§">] — E[W].

n—o0 t;—t n—o00 n—00

]

Es ist nicht klar, ob W die Snellsche Einhiillende V' von Z ist. Dies ist ein
offenes Problem, welches in [Jam07] von Jamishidian vermutet wird. Wird
zusétzlich

1. lim Wt(i)m =W/ P-fs., und

1—00
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2. lim E | sup (Z, — W™)

100 t<seT

At} =F [ sup (Zs — W™)

t<seT

At:| P- fs.

fiir alle t € 7 vorausgesetzt, so gilt

W, = Wi+ E [ sup (Z, — W)

t<seT

.

= lim (Wt(i)m +E { sup (Z, — W™

1—00 t<seT

4|)

Also folgt aus Satz 6.5 W, = V, fiir alle t € 7. Im Allgemeinen wird
die Vermutung unterstiitzt durch die entsprechende Aussage im endlichen
Fall, die im Folgenden gezeigt werden soll. Sei nun, wie in Abschnitt 2.1,
7, = {to,...,t,} eine endliche Teilmenge von [0,m] mit 0 = ¢y < {1 < ... <
tho1 < t, = m, Z = (Z;,),er, €in adaptierter stochastischer Prozess mit
E[|Z;,|] < oo fur ¢ € {0,...,n} und (Uy,)s,ez, die Snellsche Einhiillende aus
Satz 2.1. Analog zu Definition 6.2 heifit ein Supermartingal (W,):,ez, Su-
perlosung zu Z, falls W > Z, und analog zu Definition 6.3 wird zu einer
Superlosung (W4, )i,e7, mit additiver Doob Zerlegung W = W™ + W? der
additive Verbesserungsprozess definiert durch:

= lim W =W, firalle t € T.

1—00

W, =W +E| max (Z,; — W)

t;<t;€Tn

A

Die Tatsache, dass mit WW auch W’ eine Superlésung zu Z bildet, und dass
W > W' > U gilt, lasst sich im endlichen Fall leicht einsehen.

Lemma 6.8. Sei W eine Superlosung zu Z. Dann gilt
Wy < maX{Zti, EW,,., |Ati]}

fir i € {0,...,n}, wobei W, ., :=W,,.

Beweis. Es gilt

W/ = Wi+ E[maxy, <y ez, (2, — W[ A

= E[maXtigtjeTn(th — (W

J

WtT)|Ati]7

und wegen Gleichung 2.1
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J
VVtT]n - VVZ:L = Z (Wtk - E[Wtk|Atk]) :

k=it1
Daraus ergibt sich:

[ J
W= | s {2,- % 00, - A } 4]

| tisti€Ty; k=i+1

_ B :maX{Zti, max {th _ S —E[Wtk|Atk])}HAti]

tit1<t;€Ty; k—=it1

=F maX{Zti, max {(th - W)

tiy1<t;€Ty,

b (5 g - W) + B Al A

k=i+2

S E [max {Zt“ E[Wti+1|Ati]} |.At ] = max {Zt s Wt2+1|At ]}

wobei die letzte Ungleichung wegen Z,, < W, und E[W, |A, ] < W, gilt.
]

Satz 6.9. Sei (W) ,cr eine Superlisung zu (Z)ez, mit Wt(,?) =27,
(W),en sei die Folge von Superlosungen zu Z, die durch den additiven
Verbesserungsprozess definiert ist, d.h. W+ W(m)’. Dann gilt

Wt(z_m_j) - Ut'

7

fir allet > 5, und 0 < 5 < n.

Beweis. Per Induktion. Fiir m — 7 = 0 gilt nach Voraussetzung Wt(f) =2, =
Ui, .

n

Sei nun Wt(imfjfl) = U, fiir + > 7+ 1. Dann gilt nach Lemma 6.8 fiir 1 > j

W < max{Z,, EW™ VALY = max{ Z,, E[Vi.,, AL} = Vi,

tit1

Aber weil Wt ) eine Superlésung ist gilt, W=7 > U, und somit W(m 2
Uy, fiir alle @ > j.

Ol

Insbesondere konvergiert im diskreten Fall W™ fiir m — oo gegen die Snell-
sche Einhiillende U.
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6.3 Multiplikativer Verbesserungsprozess

In diesem Abschnitt beschranken wir uns auf den Fall endlicher Zeit. En-
sprechend zum additiven Verbesserungsprozess sei im multiplikativen Fall
definiert:

Definition 6.4. Sei (Wy,)ye7, eine Superlosung zu Z mit multiplikativer
Doob Zerlegung W = AM. Dann sei W definiert durch

t; St]' €T,

_ 7
Wti:E[Mtn max (M_tt>‘“4t} (6.3)

Entsprechend zu Lemma 6.8 gilt:
Lemma 6.10. Sei W eine Superlosung zu Z. Dann gilt

W, < max{Zti, EW;,, | At }

fir i € {0,...,n}, wobei W, W,

n*

n+1 =

Beweis. Mit der multiplikativen Doob Zerlegung W = AM gilt wegen der
Bayes’ Regel

W, = E{Mtn max (é_z)'Atl}

t;<t; €T,

= EM [maxtigtjefn <%> ) Atli| Mti

_ M ; My,
- E [maXtigtjETn ( A l)
J

und wegen Gleichung (2.2) aus Kapitel 1
% _ ﬁ E [Wtk|"4tk—1]
M, Wi, ‘
Daraus ergibt sich:
— [ E[ Wi, | Ar,_, ]
W, = EM _tiISI%?E}CTn {Zt it 1 <I]/€V—%k) H Ati]

i Wt ‘At
= EM |max<{ Z,, max A [ A ] A
t;» ti-{—lgtje?—n t k’ +1 Wtk t;

i Z . ; E| W, | At
= EM lmax< Z,,, max <= [ V[f| = EW,,,,
ti+1§tj€7—n tj =t tp—1

)l
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< EM [max {th‘? E[Wti+1 "Atz]} "At7,:| = max {th‘? E[Wti+1 "Atz]}7

wobei die letzte Ungleichung wegen Z,, < Wy, und E[W,, |A,] < W, gilt.
]

Satz 6.11. Sei (W©),cr eine Superlosung zu (Z)ez, mit Wt(f) =27,.
(W(m))meN sei eine Folge von Superlosungen zu Z, die durch den multiplika-

tiven Verbesserungsprozess definiert ist, d.h. W™+ = W) Dann gilt

Wt(im_j) =U,

fiir alle i > 5, und 0 < j < n.
Beweis. Der Beweis zu Satz 6.9 lasst sich iibernehmen. ]

Insbesondere konvergiert also auch im multiplikativen Fall die durch den mul-
tiplikativen Verbesserungsprozess definierte Folge von Superlosungen gegen
die Snellsche Einhiillende.
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