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1 Einleitung

Die Lage der Weltwirtschaft wird seit mittlerweile iiber zwei Jahren durch die Bewélti-
gung der weltweiten Wirtschafts- und Finanzkrise geprigt. Einher gegangen damit sind
erhebliche Turbulenzen an den Finanzmérkten. Der Immobilienkollaps mit anschliefen-
der Hypothekenkrise in den USA hatte sich dabei rasch zu einer schweren Rezession in
vielen Lindern ausgeweitet. Eine bedeutende Rolle fiir die Bildung der Immobilienblase,
die dessen Crash voraus gegangen ist, hat dabei u.a. die Collateralized Debt Obligation
(CDO) gespielt.

CDOs bilden eine der vielen Finanzinnovationen der letzten beiden Dekaden. Einerseits
bieten sie Investoren prinzipiell exzellente Md&glichkeiten zur Risikosteuerung und zur
Portfolio-Diversifikation. Sie haben u.a. aufgrund ihrer Komplexitit aber auch den Weg
der Welt in die Krise begiinstigt, weshalb ihr Ruf in der breiten Offentlichkeit zum heu-
tigen Tage zerstort ist.

Mit den sich aktuell mehrenden Anzeichen der Uberwindung dieser Phase wirtschaftli-
cher Depression konnte - und viele Anzeichen deuten bereits darauf hin' - der CDO oder
verwandte Formen des CDOs wieder in Mode kommen, nicht zuletzt, da das Prinzip
des aktiven Forderungsmanagements sich bei Banken nach wie vor grofser Beliebtheit
erfreut.? Vielleicht werden ihnen dann auch kleinere Geldinstitute, die bislang kaum in
diesem Markt involviert waren, die Tiire 6ffnen, da sich der Nutzen gerade fiir sie als
besonders hoch erweisen kénnte.

In meiner Diplomarbeit stelle ich das Konzept des CDO vor und beleuchte damit grund-
sdtzlich verbundene Mdoglichkeiten und Risiken, sowie verschiedene Klassen von Bewer-
tungsmodellen. Das Ziel dieser Arbeit ist es dann, anhand eines fiktiven und selbst kon-
struierten, aber dennoch moglichst realitdtsnahen Beispiels das Potential von CDOs spe-

ziell fir kleinere Kreditinstitute zu bewerten.

!Siehe z.B. den Artikel ,Banken: Neuer Mut zum Risiko* aus der Siiddeutschen Zeitung [84].
2Siehe z.B. den mitten in der Finanzkrise verdffentlichten Artikel von G. Platt [68].



2 Kreditderivate und CDOs

Kreditderivate sind ein relativ neues Konzept in der Welt der Finanzprodukte - vergli-
chen mit dem schon jahrhundertealten Aktienhandel oder gar dem Einsatz von Geld und
Umgang mit Krediten (es gibt verschiedene Hinweise auf zinstragende Geschifte bereits
um 1800 vor Christus.?) haben die ersten Transaktionen kreditderivativen Charakters
erst Anfang der 90er Jahre des letzten Jahrhunderts stattgefunden.® Seither hat das (am
Nominal gemessene) Kreditderivate-Volumen bis zum Beginn der Finanzkrise im Jahr
2007 zum Teil stiirmisch zugenommen und sich auch die Produktvielfalt erheblich er-
weitert.®> Vor allem strukturierte Finanzinstrumente, also Kombinationen aus mehreren
Basisfinanzgiitern inklusive mindestens eines Derivats, haben in den letzten Jahren we-
sentlich an Bedeutung gewonnen.”

Okonomisch gesehen bilden Kreditderivate zwar kein wesentlich neuartiges Konzept -
denn den Zweck der Absicherung von Kreditrisiken haben auch die bereits schon viel
langer existierenden (Kredit-)Versicherungen, Garantien oder Biirgschaften erfiillt - je-
doch bringen Kreditderivate Neuerungen mit sich, die ihnen besondere Attraktivitét
verleihen.

Nach einer kurzen Einfiihrung in grundlegende Begrifflichkeiten und Motive fiir den Ein-

satz von Kreditderivaten in den Abschnitten 2.2 bis 2.3 werden die gingigsten Kreditde-

3Vgl. den Artikel ,Die Geschichte der Kredite und Zinsen begann lange vor Christi Geburt® aus dem
Tagesspiegel [78]

4Vgl. Burghof, H.-P. / Henke, S. (2005), S. 40.

5Siehe die Abbildungen 2.1 und 2.4

6Vgl. Kremers, T. (2007), S. 6.
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rivate vorgestellt (2.5). Zuvor wird wird im Zusammenhang mit dem Konzept des CDOs
in 2.4 auf den dazu notigen Prozess der Verbriefung von Kreditforderungen eingegangen.

Schlieflich werden die wesentlichen Chancen und Risiken dieser Produkte vorgetragen.

2.1 Einfiithrung

Die Ertragslage jedes Wirtschaftsbetriebs birgt aufgrund sich zufillig verdndernder Gro-
fen und eines zudem meist unvollkommenen Informationsstandes Ungewissheit iiber die
zukiinftige Ertragslage. Insbesondere die (negative) Abweichung der Ertrige vom erwar-
teten Wert, bezeichnet als (6konomisches) Risiko, bildet fiir Unternehmen eine Kernpro-
blematik. Je nach Herkunft des Risikos unterscheidet man zwischen Kredit-, Markt- und
operationellem Risiko, worauf in Abschnitt 2.6.2 nidher eingegangen wird.

Fiir die Steuerung und Uberwachung von Kreditrisiken bediirfen Finanzinstitute natur-
gemél deren Quantifizierung. Zur Risikomessung dient heutzutage trotz einiger Nachteile
standardmébig der Value at Risk (VaR), der den maximalen, in Geldeinheiten bewerte-
ten Wertverlust eines Kreditportfolios bezeichnet, der mit einer bestimmten Wahrschein-
lichkeit innerhalb eines Betrachtungszeitraums nicht iiberschritten wird (vgl. Definition
4.2). Zur Einschitzung des Kreditrisikos eines Schuldners hilft ein sogenanntes Rating,
welches ein ordinales System zur Einstufung der Bonitdt (Kreditwiirdigkeit) bildet und
welches Ratingagenturen fiir diverse Unternehmen verteilen. In Abbildung 2.2 sind die
Ratingbezeichnungen der drei grofiten amerikanischen Ratingunternehmen mit zugehori-
gen durchschnittlichen 1- bis 5-jahrigen Ausfallraten (nach Moody’s) aufgetragen. Ban-
ken bilden sich iiber diese externen (oder auch interne) Ratings einen Uberblick iiber das
Risiko jedes einzelnen Schuldners.

Wenn es darum geht, dem so erworbenen Wissen um die Risiken der Kreditgeschéfte auch
entsprechende Handlungsmdoglichkeiten folgen lassen zu konnen, stéft man heutzutage
auf die Welt der Kreditderivate.

2.2 Kreditderivate und Motive ihrer Verwendung

Als Derivat (lat. ,derivare® = ableiten) wird allgemein ein Finanzprodukt bezeichnet,
dessen Auszahlung sich von einem zugrundeliegenden Basisfinanzgut ableitet.” Solche
Basisinstrumente kénnen sowohl konkreter als auch synthetischer (kiinstlicher) Natur
sein, wie z.B. andere Derivate. Gemeinsames Merkmal aller Derivate ist jedenfalls die
Moglichkeit, Bestandteile des Marktrisikos, sei es etwa in Form von Zins-, Wahrungs-
oder Aktienrisiken, von den ihnen zugrunde liegenden Underlyings (engl.: Basisinstru-
menten) zu trennen und separat zu handeln.

Kreditderivaten im Speziellen liegen dabei dem Namen folgend Kreditforderungen zu-

"Vgl. Kern, M. (2003), S. 5.



Ausfallrate |Ausfallrate |Ausfallrate | Ausfallrate |Ausfallrate
S&P, FitchMoody's Einstufung (1Jahr) | (2 Jahre) | (3 Jahre) | (4 Jahre) | (5Jahre)
AAA Aaa ™ 0,00 0,00 0,09 0,18 0.28
AA+ As1 0,00 0,06 0,06 0,13 0.2
AA Aa2 0,00 0,00 0,00 0,09 0.18
AA- Aa3 0,02 0,09 0,20 0,32 0,45
A+ Al > Investmentgrade 0,05 0,10 0,25 0,45 0,61
A A2 0,07 0,18 0,30 0,42 06
A- A3 0,06 0,20 0,32 0,49 0,73
BBB+ Baa1 0,15 0,46 0,91 1,30 1,74
BBEB BaaZ2 0,23 0,54 0,85 1,39 1,95
BBB- Baa3 _ 0,31 1,02 1,78 2,78 3.74
BB+ Ba1 I 0,52 1,41 2,85 4,20 5,41
BB Ba2 0,81 2,50 4,62 6,53 8,38
Non-
BB- Ba3 >— investmentgrade 1,44 416 7,04 9,80 12,32
B+ B1 (spekulativ) 2,53 6,97 11,22 14,92 17,65
B B2 6,27 12,74 17,75 21,27 23,84
B- B3 | 9,06 16,94 22,75 26,68 29,44
C+ Caal Junk bonds
C CaaZ2 } (.Ramschanleihen®) 25,59 34,08 39,04 41,88 445
C- Caa3
ausgefallene

D D Schuldner 1 1 1 1 1

alle (chne D) 0,98 2,30 3,53 462 5,52

Abbildung 2.2: Ratingklassen und durchschnittliche Ausfallraten zu verschiedenen Lauf-
zeiten in % (nach S&P, 1981-2007), Quelle: Eigene Darstellung in Anleh-
nung an Vazza, D. et al. (2008), S. 11.

grunde - sie erweitern also die oben beschriebenen Moglichkeiten auf Kreditrisiken. Das
Auszahlungsprofil eines Kreditderivats lasst sich dann aus der konkreten Ausgestaltung
des Derivatkontrakts, der Bonitéit des Schuldners und den allgemeinen aktuellen Markt-
gegebenheiten ableiten.

Der Einsatz von Kreditderivaten zum Umgang mit Kreditrisiken entspringt - auch je
nach Wirtschaftssubjekt - aus einer Vielzahl an Beweggriinden, wobei hier vor allem
Banken beleuchtet werden. Das Kreditrisiko bildet in diesem Fall den mafgeblichen Be-
standteil des Gesamtrisikos. Das alles {iberragende Motiv fiir eine Bank, Kreditderivate
einzusetzen, besteht nun in der Moglichkeit des aktiven Risikomanagements, indem Kre-
ditrisiken isoliert, separat gehandelt, marktgerecht bewertet und gegebenenfalls auch
gehedged werden konnen.® Damit kénnen Bonitéts- und Ausfallrisiken umfangreich, fle-
xibel und oft auch vergleichsweise einfach gesteuert werden, was zur Reduzierung von
Unsicherheiten fiihrt.”

Im Vergleich zu traditionellen Besicherungsmafnahmen wie Versicherungen oder Garan-
tien lassen sich insbesondere bei géngigen Schuldnern flexiblere Handelsstrategien als ein
“Buy and Hold* anwenden und der Vertrag endet i.d.R. umgehend im Falle eines Schuld-
nerausfalls (“Kreditereignis) sowie entsprechender Ausgleichszahlung. Letzteres ergibt
sich daraus, dass der Sicherungsgeber mit einem Kreditderivat keine direkten Anspriiche

gegeniiber dem Referenztitel erwirbt. Da im Gegenzug bei vielen Produkten (noch) kein

8Vgl. Heidorn, T. (2007), S. 3.

9Es wird hier bereits bemerkt, dass bei der Bewertung von Kreditrisiko-Positionen oft deterministische
Verzinsungen angenommen werden. Um sich auch gegen Zinséinderungen abzusichern, konnen etwa
zusétzlich Zinsswaps eingesetzt werden. Auf dieses Thema wird hier nicht ndher eingegangen und
auf die umfangreiche Literatur zu dem Thema verwiesen, z.B. [37].



Kapital beim Sicherungsnehmer unterlegt werden muss, sind Kreditderivatgeschifte in
solchen Fillen zudem aukerbilanzieller Natur.!°

Insgesamt konnen Banken nun beispielsweise die Markowitzsche Portfoliotheorie umset-
zen und eine Maximierung der Diversifikation ihres Kreditportfolios unter Festlegung
eines bestimmten (erwarteten) Gewinns anstreben. Dies kann durch Verduferung stark
korrelierter Kredite und Erwerb individuell ,gleich teurer, nicht so stark abhingiger
Fremdrisiko-Positionen geschehen. In Kapitel 5.5 wird angestrebt, dieses Vorgehen in die
Tat umzusetzen.

Insgesamt versetzen diese Moglichkeiten ein Unternehmen theoretisch nun in die La-
ge, ein auf die eigenen Bediirfnisse mafsgeschneidertes Risiko- und Auszahlungsprofil im
Kreditbereich zu erzeugen. Dieses wird i.d.R. mafgeblich geleitet durch die v.a. von Un-
ternehmensinvestoren geforderte Maximierung der Eigenkapitalrendite. Daneben sind
Passivmanagement'!

handel Zielfelder fiir den Kreditderivate-Handel.'? Letztere Moglichkeiten haben dabei

seit ihrer Entstehung wesentlich zu effizienteren Kreditmérkten beigetragen. Diese theo-

und auf Spekulationsgewinne oder Arbitrage abzielender Eigen-

retischen Moglichkeiten lassen sich immer besser in die Tat umsetzen, da durch De-
regulierung und Globalisierung auch der weltweite Handel mit Finanzgiitern gefordert
wird - gleichzeitig verbessert sich also auch von praktischer Seite aus die Moglichkeit
der Aufnahme und Abgabe von Kreditrisiken diverser Regionen und Sektoren. Stetige
Fortschritte in der Informationstechnologie und der Unternehmen stindig beeinflussende
Wettbewerbsdruck wirken tendenziell verschérfend auf den Drang nach einer Offnung fiir
diese Geschiftsart.!® Schlieklich kann auch die Moglichkeit der Ausnutzung von Steuer-
vorteilen als motivationaler Faktor zugunsten von Kreditderivatgeschiften wirken.

Ein grofses Hemmnis fiir die Weitergabe von Kreditrisiken hat langezeit darin bestan-
den, dass fiir die Weitergabe von Kreditforderungen das ausdriickliche Einverstdndnis
des Schuldners zu bendétigen, weshalb Banken diese Option etwa aufgrund der Furcht
vor einer Verschlechterung der Kunde-Bank-Beziehung in der Regel eher gemieden ha-
ben. Beim Gebrauch vieler Formen von Kreditderivaten muss der Schuldner jedoch nicht
vor der Weitergabe gefragt, noch nicht einmal in Kenntnis gesetzt, werden.!'

Aus dieser Sicht wird Banken also ein giinstiges und a priori viele Vorteile aufweisendes

Mittel an die Hand gelegt, um diverse Ziele der Bank (besser) umsetzen zu konnen.

10Vgl. Martin, M. et al. (2006), S. 9.

1Das Passivmanagement bezeichnet den Bereich der Refinanzierung einer Bank, bei dem Kreditderivate
mit dem Ziel eingesetzt werden, die Refinanzierungskosten des Unternehmens so weit wie mdglich
zu senken.

12ygl. Kern, M. (2003), S. 17.

13Vgl. Oriwol, D. (2005), S. 85.

14Vgl. Rudolph et al. (2007), S. 24.

10



2.3 Kennzeichen und Vertragsbestandteile

Neben dem zu Beginn lediglich auferborslichen Handel (engl.: jover the counter”, OTC)
von Kreditderivaten, bei dem individuell die Ausstattungsmerkmale und Abwicklungs-
modalititen des Geschifts geregelt werden, haben sich mittlerweile vertragliche Stan-
dards fiir viele Kreditderivatgeschifte herausgebildet. Diese werden derzeit v.a. durch
die Standarddokumentationen der International Swaps and Derivatives Association (IS-
DA)'® bereit gestellt und aktuellen Entwicklungen laufend angepasst. Die unabhingig
vom Geschift notwendigen Vertragspunkte umfassen die Vertragspartner, eine Spezifi-

zierung von Underlying (abzusicherndem Vermogensgegenstand) und Referenzaktivum!®

sowie die genaue Definition eines ,Kreditereignisses!' ™

, die Vertragslaufzeit, den Nominal-
wert des Geschéafts und schliefslich die Regelung der Pramien- und Ausgleichszahlungen.
Auf diese Zahlungen wird nun genauer eingegangen:

Bei einem Kreditderivatgeschéft reicht der Sicherungsnehmer (engl. Protection Buyer)
aus einem origindrem Geschéft aufgenommene Kreditrisiken gegen Zahlung von Pra-
mien an eine Drittpartei, den Sicherungsgeber (engl. Protection Seller), weiter.'® Das
urspriingliche Kreditgeschéft bleibt dabei unangetastet.

Fiir die Ubernahme von Kreditrisiko verlangt der Protection Seller i.d.R. die Zahlung ei-
ner Primie - den Credit Spread.'® Dieser kann einmalig am Beginn der Laufzeit erfolgen
und/oder in periodischen Absténden. Die periodische Pramienzahlung wird standardmé-
fig in Basispunkten (bps) in Bezug auf den Nominalwert des Referenzativums angegeben.
1 bp entspricht dabei 0,01% dieses Werts.?°

Die Ausgleichszahlung des Protection Buyers im Falle eines Kreditereignisses kann phy-
sisch (Physical Settlement) oder per Barausgleich (Cash Settlement) geschehen und ist im
Vorfeld klar festzulegen. Physisch bedeutet, dass der Protection Seller seinem Vertrags-
partner das Underlying zu einem im Vorhinein festgesetzten Betrag (meist zum Nominal-

wert) abkauft. Die Ausgleichszahlung beim Cash Settlement kann entweder als Differenz

15Die ISDA ist eine 1998 gegriindete Handelsorganisation von hauptsichlich privaten Marktteilnehmern
auf OTC-Markten, die sich u.a. um vereinheitlichte Rahmenvertrige zum Handel von Kreditderivaten
engagiert.

16Das Referenzaktivum ist nach Oriwol, D. (2005), S. 34 derjenige Vermdgenswert, dessen Kreditrisiko
tatséchlich iibertragen wird, z.B. einzelne oder gebiindelte Kredite, Ratings, Aktienkurse oder das
Underlying selbst

17Ein solches Ereignis umfasst typischerweise die Insolvenz des Schuldners, ein Zahlungsversiumnis (in
der Regel nach Ablauf einer Toleranzfrist), bewusste Nichterfilllung von Zahlungsverpflichtungen
oder (potentielle) Vorfilligkeit beispielsweise bei Kreditereignissen anderer Verpflichtungen oder im
Fall einer Schuldenrestrukturierung. Es kann aber auch anders festgelegt werden. Der Eintritt in das
Kreditereignis sollte von einer neutralen, 6ffentlichen Quelle als solches bestétigt werden (vgl. hierzu
Kern, M. (2003), S.7).

8Der Protection Buyer ist also Verkiiufer des Kontrakts.

19Der Credit Spread stellt den Risikoaufschlag dar, der bei Kreditgeschiiften zusétzlich zum
(kredit-)risikolosen Zinssatz gezahlt werden muss, vgl. Martin, M. et al. (2006), S.3.

20Des Weiteren ist eine Zeitangabe notig: Zahlt ein Sicherungsnehmer beispielsweise 200bp per annum
(pro Jahr) fiir die Besicherung eines Kreditderivats mit Nominalwert 1 Mio. €, so entspricht dies
also 0,02 *x 1.000.000€ = 20.000€ p.a.

11



Service Agent Arranger

Forderungsmanagemenw

Zahlungen Zahlungen

-

-

Originator SPV Investoren

Forderungen Wertpapiere

>

>

Uberwachung

Ratingagentur

Abbildung 2.3: Die am Verbriefungsprozess beteiligten Akteure

aus Nominalbetrag und Underlyingwert nach dem Kreditereignis erfolgen (in Form des
Recovery Werts oder Marktpreises) oder als Zahlung eines bei Vertragsabschluss be-
reits fixierten Anteils am Nominalbetrag der Transaktion (,Binary Payment“.?!) Binary
Payments werden v.a. deshalb verwendet, da die objektive Feststellung des Referenztitel-
Restwerts nach seinem Ausfall oft problematisch ist oder Gewissheit {iber den Zahlungs-

strom in Folge eines Ausfalls gewiinscht wird.

2.4 Zweckgesellschaften und der Verbriefungsprozess

Will eine Bank Kreditforderungen weiter geben, so kann sie das {iber eine sogenannte
Zweckgesellschaft (Special Purpose Vehicle, SPV) einleiten. Mit einem solchen von der
Bank ausgegliederten Unternehmen wird einzig das Ziel verfolgt, dass dieses SPV den
von der Bank abzutretenden Pool an Kreditforderungen regresslos ankauft und dessen
Refinanzierung durch die Emission bestimmter Wertpapiere verwirklicht.?? Die Schaf-
fung handelbarer Wertpapiere aus (Kredit-)Forderungen oder Eigentumsrechten wird
dabei als Verbriefung bezeichnet. Das SPV biindelt hierbei die Kreditforderungen und
teilt sie vermdge einer produktspezifischen Systematik in anders strukturierte Zahlungs-
anspriiche auf. Es deckt die entstandenen Kosten durch anschlieffende Verduferung der
erzeugten Wertpapiere an (meist institutionelle oder private) Investoren.?

Die Zweckgesellschaft wird dabei insolvenzfest gegen die sie griindende Bank - im Folgen-
den Originator genannt - isoliert, wodurch bei einer moglichen Insolvenz des Originators
die SPV-Aktiva nicht mehr zu dessen Insolvenzmasse zugerechnet werden kénnen.?* Des
Weiteren erwirbt die Zweckgesellschaft die vollstindigen Eigentumsrechte der Kreditfor-

derungen vom Originator (,True Sale‘-Kauf). Diese Maknahmen verleihen der Zweck-

21Vgl. Heidorn, T. (2007), S. 6.

22Vgl. Rudolph et al. (2007), S. 41,44.

23Es ist zu beachten, dass Kreditinstitute kiinftig fiir verbriefte und verduferte Wertpapiere allerdings
vermehrt Eigenkapital proportional zum Nominalwert der Kreditforderungen vorhalten sollen, womit
die Effizienz dieser Geschifte ceteris paribus gesenkt wiirde. Siehe dazu z.B. den Artikel ,EU riickt
Finanzjongleuren auf die Pelle* aus dem Handelsblatt [4].

24Vgl. Rudolph et al. (2007), S. 44.
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\ Instrumente des Kreditrisikotransfers

[ Kapitalmarktorientierte Produkte |

Traditionelle Produkte Asset Backed Securities (i.w.S) Kreditderivate i.e.S. Weitere Instrumente
- Kreditversicherung - Asset Backed Securities (i.e.S.) - Credit Default Swaps - Asset Swans
- Garantien - Mortgage Backed Securities - Total Return Swaps } Kreditverker:uf
- syndizierte Kredite - CDOs - Credit Spread Options

Hybride (gekreuzte) Produkte

- Credit Linked Notes
- synthetische ABS, MBS, CDOs

Abbildung 2.4: Instrumente des Kreditrisikotransfers. Nach: Rudolph, B. et al. (2007),
S. 14.

gesellschaft i.d.R. einen vergleichsweise guten Bonitétsstatus, weshalb sie giinstiger an
Liquiditdt gelangt. Der Originator zieht auch seine Vorteile daraus, da an ihn die Ge-
winne der Zweckgesellschaft weiter geleitet werden.2’

Der Originator bleibt i.d.R. trotz des True Sale-Verkaufs auch in Besitz der Akten der
Forderungspositionen. Die Zweckgesellschaft wird allgemein nur mit minimalen Betriebs-
mitteln ausgestattet und ihre Aufgabenbereiche von externen Dienstleistern ausgefiillt.
Ein sogenannter Service Agent managed dann die Forderungen und den Kontakt zum
Schuldner.?® Der gesamte Prozess wird dabei stets von einem unabhingigen Treuhinder?”
iiberwacht. Bei der Strukturierung und Emission der Wertpapiere wird dabei zudem die
Hilfe eines Arrangers in Anspruch genommen. Diese Rolle wird meist von einer Invest-
mentbank ausgefiillt. In Abbildung 2.3 werden die am Verbriefungsprozess beteiligten
Akteure zusammenfassend veranschaulicht.

Investoren von SPV-Wertpapieren kénnen oder diirfen standardméfig nur sehr begrenzt
iiber die Kreditschuldner informiert werden. Meist werden lediglich die Forderungsart,
Laufzeit, Anzahl und die durchschnittliche Hohe der Forderungen, jedoch weder Namen
noch andere Details der Schuldner bekannt gegeben, um einerseits die Anonymitét der
Kreditschuldner im Kontext der Kreditweitergabeverfahren zu wahren und andererseits
die Mindestanforderungen fiir die Vergabe von Ratings durch externe Agenturen zu er-
fiillen. Um das Vertrauen in die Schuldtitel zu stdrken bzw. das Kreditrisiko des zugrunde
liegenden Forderungspools zu senken, werden den potentiellen Investoren hiufig verschie-
dene Moglichkeiten sogenannter Sicherheitenverstirkungen (engl. Credit Enhancements)
geboten.?

Neben der klassischen ,, True Sale“-Verbriefung kann der Originator das Kreditrisiko auf

25Vgl. Oriwol, D. (2005), S. 66.
26Vgl. Rudolph et al. (2007), S. 43.
27 Auch Trustee genannt - in der Regel eine Rechtsanwaltskanzlei oder Wirtschaftspriifungsgesellschaft.

28Ein Uberblick iiber verschiedene Moglichkeiten an Sicherheitenverstirkungen wird in London, J.
(2002), Kap. 4.1 gegeben.
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M Single Name CDS
M Credit Linked Notes
Credit Spread Options
M (Synthetische) CDOs
B |ndexhandel
Basket Produkte
B Sonstige

16%

Abbildung 2.5: Volumenméfige Aufteilung der gehandelten Kreditderivate. Quelle: Ei-
gene Darstellung auf Grundlage von Daten der BBA [2]

das SPV auch {iber ein Kreditderivat transferieren. In diesem Fall spricht man bei der
darauf ansetzenden Erzeugung von Wertpapieren von synthetischer Verbriefung.

Die von Zweckgesellschaften emittierten (festverzinslichen) Wertpapiere werden unter
dem Oberbegriff des Forderungsbesicherten Wertpapiers i.w.S. (Asset Backed Securi-
ty i.w.S., ABS i.w.S.) zusammengefasst.?® Darunter fallen neben den bereits erwihnten
MBS die Klasse der CDOs sowie der ABS im engeren Sinne®’, vgl. Abbildung 2.4.

2.5 Uberblick iiber die Kreditderivatetypen

Uber die Vielzahl unterschiedlicher Kreditderivate, die zudem oft variantenreich ausge-
staltetet sind, existieren in der Literatur verschiedenartige Klassifizierungen. Ein Grund
hierfiir ist das Problem der Abgrenzung von Kreditderivaten zu dhnlichen Produkten wie
Swaps oder Verbriefungen. In Abbildung 2.4 sind die am Markt gingigsten Instrumente

des Kreditrisikotransfers nach Funktionsweise gegliedert aufgezeichnet.

2.5.1 Kreditderivate auf ein einzelnes Referenzaktivum

Zu den verbreitesten Kreditderivaten dieser Klasse zédhlen v.a. Credit Default Swaps
(CDS), Total Return Swaps (TRS), Credit Spread Options (CSOs) und Credit Linked
Notes (CLNs). Der Protection Buyer zielt mit dem Kauf eines CDS auf eine Absicherung
gegen einen Ausfall, beim TRS gegen Marktrisiken und im Falle des CSOs gegen das Ri-
siko einer Bonitdtsveranderung. Die CLN stellt eine Kombination eines Kreditderivats
mit einer Anleihe dar und ist als solche im Gegensatz zu den anderen ein bilanzwirksames

Produkt, welches aber wie der CDS das Kreditrisiko des Referenzaktivums synthetisch

2Denn diese Wertpapiere sind so gestrickt, dass die daraus resultierenden Zahlungsverbindlichkeiten
des SPV durch den Kreditforderungenbestand (die Assets) mindestens gedeckt (backed) werden, vgl.
auch Rudolph et al. (2007), S. 40.

30ABS i.e.S. sind den MBS #hnlich, ihnen liegen aber als Aktiva sonstige Forderungen, wie Automobil-
finanzierungen, Kreditkartenforderungen, etc. zugrunde
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Periodische Gebulhr >
Sicherungsnehmer Sicherungsgeber

-
Ja: Ausgleichs- | Kreditereignis
zahlung

Referenztitel

(Anleihe, Kredit,..) Nein: keine Zahlung

Abbildung 2.6: Die Zahlungsstrome beim CDS

nachbildet. Hier wird nur auf den CDS und die CLN nédher eingegangen, da sie elemen-

tare Bausteine der spéter betrachteten CDOs bilden.

Credit Default Swap (CDS)

Der CDS ist das mit Abstand meistgehandelte Kreditderivat beziiglich nur eines Refe-
renzaktivums (siche Abb. 2.5) und eine Art Grundbaustein vieler anderer Vertreter aus
seiner Familie. Er bezeichnet einen Kontrakt zwischen zwei Parteien A und B, bei dem der
Sicherungsnehmer A (CDS-Kéufer) das Referenzaktivum (mit festgelegtem Nennwert)
vom Sicherungsgeber B (CDS-Verkiufer) fiir die Dauer T der Vertragszeit besichern
ldsst. Dafiir zahlt er an B im typischen Fall eine regelméfiige und u.a. von der Laufzeit
abhéngige Risikopramie scpg(7T), den sogenannten CDS-Spread. Die Hohe des Spreads
wird i.d.R. so festgesetzt, dass der CDS bei Vertragsabschluss den Wert Null hat (ein
solcher CDS-Spread wird als ,fair bezeichnet). Durch diese Festlegungen lasst sich die
Risikoprédmie verschiedener CDS unabhingig vom Nominalwert vergleichen.

Im Fall eines vertraglich spezifizierten Kreditereignisses zahlt A nur noch die bis zum
Ausfallzeitpunkt ,anteilige Priamie, B entrichtet derweil die vertragsgemafe Ausgleichs-
zahlung (siche Kapitel 2.3). Im Falle des Binary Paments spricht man auch von einem
Digital CDS (DCDS). Zu bemerken ist, dass Bonitétsverinderungen oder auch ein Aus-
fall in einer Weise, die nicht Vertragsbestandteil ist, von B nicht abgesichert wird, also
als Risiko fiir A bestehen bleibt.

Bemerkung 2.1 FEs ist fest zu halten, dass bei Vertragsabschluss die Klarung von Refe-
renzschuldner, -aktivum, Kreditereignisdefinition (und Verfahren bei der Ausgleichszah-
lung), Nominalbetrag, Start- und Fdlligkeitstermin sowie der Primienzahlungstermine
und -modalitdten notwendige Voraussetzung fir die vollstindige Spezifikation eines CDS

und damit auch fiir dessen Bewertung sind.

Synthetische Unternehmensanleihe (Credit Linked Note, CLN)
Eine CLN kombiniert ein Kreditderivat mit einer Anleihe, die der Sicherungsnehmer an
den -geber in Hohe des CLN-Nominals emittiert. Dieses Produkt wirkt damit im Ge-

gensatz zum CDS bilanzverlingernd.?! Hier wird aufgrund der spiteren Zwecke stets

31Vgl. Oriwol, D. (2005), S. 74f.
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Abbildung 2.7: Die Zahlungsstrome bei der CLN

der Spezialfall der Credit Default Linked Note betrachtet, die aus einem CDS und einer
Anleihe besteht.

Der Sicherungsgeber erhilt dann bei der CLN regelméfige Zinszahlungen sowie Prami-
en, die vom Kreditausfallrisiko und der Bonitdt des Sicherungsnehmers abhéngen. Tritt
ein Kreditereignis ein, kann der Sicherungsnehmer die Ausfallkosten direkt und in ent-
sprechender Hohe aus dieser Anleihe abschopfen, weshalb man CLNs auch als unterlegte
CDS bezeichnet - das Kontrahentenrisiko geht durch die Anleihe vom Sicherungsnehmer
auf den Sicherungsgeber iiber.

Dieser Adressrisikoiibergang hat den Vorteil, dass im Gegensatz zu nicht-unterlegten
Kreditderivaten Credit Linked Notes von einer groferen Zahl an Wirtschaftssubjekten,
wie privaten Investoren, gehandelt werden diirfen - darin besteht auch der urspriingliche
Grund fiir die Entwicklung der CLN.32

Im Ubrigen kann eine Credit Linked Note auch iiber eine Zweckgesellschaft veriufert
werden, was v.a. fiir Sicherungsnehmer mit schlechterer Bonitdt Sinn macht oder wenn
die Absicherung fiir den Originator nicht bilanzverldngernd wirken soll, was nur bei der
SPV-Variante der Fall wire, da das Anleihengeschaft nur die Zweckgesellschaft und den
Sicherungsgeber betrifft.33

2.5.2 Kreditderivate auf einen Pool von Referenzaktiva

Kreditderivate, die eine Besicherung von mehr als nur einem Referenzaktivum herbei-
fithren, spielen eine immer grofere Rolle. Die weitaus namhaftesten Vertreter bilden die
Collateralised Debt Obligations sowie die Klasse der Basket Default Swaps (BCDS), wel-
che Produkte ganz verschiedener Besicherungsformen umfasst. Eine in der Praxis hdufig
verwendete Ausgestaltung ist die des nth-to-CDS, bei dem der Protection Seller nur fiir
den n-ten Ausfall in einem Korb mit N > n Underlyings aufkommt.

Detaillierter wird nun der CDO vorgestellt.

32Vgl. Heidorn, T. (2007), S. 9.
33Vgl. Oriwol, D. (2005), S. 76.
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Die Collateralised Debt Obligation (CDO)

Ein  klassischer* CDO referenziert auf einen Assetpool, der aus Krediten, Corporate
Bonds, Mortgages oder Loans bestehen kann.?* Als Referenz konnen aber auch Kredit-
derivate dienen - im Spezialfall der Verbriefung von CDS wird dann von einem ,syntheti-
schen® CDO gesprochen (aufgrund der voherigen kiinstlichen Nachbildung der Kreditrisi-
ken durch CDS). Marktiibliche Grofen des Assetpools liegen zwischen 25 und 250 Titeln.

Konstruktion: Tranchen und Tranchierung

Beim CDO-Geschift wird das verbriefte Forderungsportfolio in gewissen Teilen einer neu
geordneten Forderungsstruktur (sogenannten , Tranchen®) weiter verdufert:3?

Will eine Bank einen CDO begeben, so stellt sie - wie oben beschrieben - zunédchst den
im Folgenden stets aus Kreditforderungen bestehenden Pool der Referenzaktiva zusam-
men und verkauft ihn an die dafiir gegriindete Zweckgesellschaft (per True Sale oder

synthetisch). Diese ,tranchiert®%

den Forderungspool: Dazu seien die Forderungshéhen
der urspriinglichen Kreditforderungen durch My, ..., M,, und die Gesamtforderungshdhe
durch M = >"" | M; gegeben. Betrachtet iiber einen festen Zeithorizont fiillt jede For-
derung mit einer Bernoulliwahrscheinlichkeit 0 < p; < 1, ¢ = 1,...,n, aus.

Das SPV teilt nun die Gesamtforderungshéhe M in d Gruppen - die Tranchen - mit

Nominalwerten 77, ..., T auf (i.d.R. gilt d << n). Setzt man noch Tj := 0, gilt also

Die Tranchen werden nun von den Forderungsanspriichen sowie Ausgleichsverpflichtun-
gen der Kontraktpartner her in eine Reihenfolge gebracht und dadurch in solche mit
sehr guter bis sehr schlechter Bonitdt eingeteilt. Dies erfolgt mittels des sogenannten
Wasserfall- oder Subordinationsprinzips:3” Verluste aus moglichen Kreditereignissen miis-
sen zundchst die Besitzer der unteren Tranchen tragen und erhalten fortan zudem nur
noch auf den verbliebenen Rest ihres eingesetzten Nominals weiterhin Pramienzahlun-
gen. Andersherum gesprochen wird zunchst die Prédmie fiir die hochste (=Senior) Tran-
che ausgeschiittet und iiberschiissige Pramien fliefen der Reihe nach in die folgenden,
bis alle Tranchen bedient sind (kein Ausfall) oder der Pramientopf aufgebraucht ist.
Dieses Tranchierungsprinzip spricht den Tranchen auf diese Weise nachrangige Senio-

ritdten (=Rangfolge von Entlohnungen) zu, und zu jedem Zeitpunkt ist zu gegebenem

31Die bekanntesten Vertreter von CDOs sind Collateralised Bond Obligations (CBOs) mit hauptséich-
lich hochverzinsten Schuldverschreibungen als Referenztiteln, sowie Collateralised Loan Obligations
(CLOs), die also v.a. auf Loans (=Darlehnsforderungen gegeniiber Staaten oder Grofunternehmen)
referenzieren.

35Vgl. Obrist, M. (2007), Kap. CDOs

36Der Begriff Tranche (frz.: ,Scheibe®) beschreibt allgemein einen Teil eines Ganzen und Tranchierung
dann das Teilen oder ,,in Scheiben schneiden® dieses Ganzen.

37Vgl. Rudolph et al. (2007), S. 55.
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Abbildung 2.8: Schematische Wirkungsweise der CDO-Verbriefung. Nach Martin, M. et
al. (2006), S. 47.

Gesamtverlust S die Ausfallhohe der i-ten Tranche damit gegeben durch
min{S — 7,4, T;}. (2.1)

Das Investment in eine CDO-Tranche entspricht damit einem Bullish Vertical Spread
auf die (prozentuale) Verlusthéhe der Tranche. Die Spezifizikation jeder Tranche erfolgt

iiber die Angabe eines sogenannten

e unteren Tranchierungspunkts (Attachment Point) a € [0%, 100%) sowie eines

e oberen Tranchierungspunkts (Detachment Point) b € (a,100%],

die den prozentualen Anteil des Nominalbetrags angeben, ab und bis zu dem der Investor

fiir Verluste aufzukommen hat und fiir deren nominellen Gegenwert er Primien erhélt.®®

Die Tranche [O, %} wird Equity Tranche, (kfjfl,l] (Super) Senior Tranche genannt.

Dazwischen liegende Tranchen werden meist als Mezzanine Tranchen bezeichnet (die

Nomenklatur hingt von der Anzahl d der Tranchen ab und ist in der Literatur dennoch
nicht einheitlich). Mit A = a- M bzw. B = b- M werden hier die a und b entsprechenden
Nominalbetrige bezeichnet.

Die Tranchen des CDO konnen nun als Forderungen mit in aufsteigender Senioritit mo-
noton fallenden Ausfallwahrscheinlichkeiten aufgefasst und als solche vom SPV weiter
verkauft werden.?® Die Equity Tranche wird dabei meist vom Originator zuriick gekauft,
was dessen Anreiz zum Durchleuchten des selbst zusammen gestellten Forderungspools
im Hinblick auf dessen Giite tendenziell steigern und damit Signalwirkung an andere po-

tentielle Investoren haben soll.“® Marktiiblich bei der Equity Tranche ist ansonsten eine

38Vgl. Obrist [65], Kap. CDOs.

39Da der Investor gegen Primienzahlungen seitens des SPV also bei in der Tranche auflaufenden Ver-
lusten haftet, erfiillt der CDO wegen dieser Vereinbarung des Austauschs von zukiinftigen Zahlungs-
stromen auch die Definition eines Swapgeschéfts und wird daher auch manchmal als CDO Swap

bezeichnet.
40Vgl. Rudolph et al. (2007), S. 50,55.

18



<« Erlése aus Wertpapierverkauf Tranchen >
Originat Kreditportfalio > Zweck- Tranchenspreads | Invest
riginator gesellschaft nvestoren
Tilgung und Zins der Kredite <
Ja: Ausgleichs- | Kredit-
ereignis

! zahlung
Assetpool nein: keine Zahlung
ssetpool
e Verbriefung

Abbildung 2.9: Die Zahlungsstrome beim klassischen CDO-Geschéft

fixe Pramienhohe von 500bps p.a. zuziiglich eines Upfront Payments, {iber das hier also
die Hohe des Risikos justiert wird.*! Die iibrigen Tranchen werden von externen Rating-
agenturen dann hiufig auch mit einem Rating versehen. Gerade die Klasse der Tranchen
sehr guter Bonitéit ist typischerweise besonders grofs und wird gleichzeitig bei Investoren
aus verschiedenen Griinden stark nachgefragt. In Kapitel 5.2 wird hierzu auf die Frage

nach ,verniinftigen Spreadpreisen fiir die einzelnen Tranchen von CDOs eingegangen.

Varianten von CDOs
CDO-Geschéfte finden in diversen Formen und aufgrund verschiedener Zielsetzungen der

Emittenten statt. Unterschieden werden folgende Varianten:

Market Value und Cash Flow CDOs: Bei Market Value CDOs erfolgt eine regelméfige
Neubewertung des zugrunde liegenden Assetpools, sodass auch die Pramienzahlungen
des Sicherungsnehmers in der Zeit schwanken.*? Dabei gibt es einen Assetmanager, der
den Assetpool wiahrend der Laufzeit durch Austausch von Referenzaktiva umschichtet
und damit die Einnahmen aus den Assets stets zu optimieren versucht.*® Cash Flow
CDOs sind weiter verbreitet, die Zahlungsstrome aus den Referenzassets, wie auch die
Pramienzahlungen zwischen den Kreditderivatkontrahenten bleiben hier iiber die Zeit
konstant (solange kein Ausfall auftritt). Bonitdtsveranderungen und der Marktwert der
Assets nach der Transaktion spielen hier nur insofern eine Rolle, als dass sie eine ge-
anderte Wahrscheinlichkeitsverteilung der Kreditereignis-Rate widerspiegeln und damit

schlieflich auch Verdnderungen bei Cash Flows und Primien nach sich ziehen kénnen.

Arbitrage und Balance Sheet CDOs: Es hat sich gezeigt, dass durch blofe Umstruktu-
rierungen der urspriinglichen Zahlungsanspriiche Arbitragemdoglichkeiten aufgedeckt und
auch Fehlbewertungen zwischen verschiedenen Bonitédtsklassen ausgenutzt werden kon-
nen.** Aus diesem Grund begebene CDOs werden Arbitrage-CDOs und die nicht fiir die
Tranchen benétigten urspriinglichen Pramienzahlungen ,Excess Spread* genannt. Die

Motivation des Emittenten eines Balance-Sheet CDOs besteht hingegen in erster Linie

41Vgl. Heidorn, T. / Kénig, L. (2003), S. 7.

12Vgl. Heidorn, T. / Kénig, L. (2003), S. 10.

43Diese Eigenschaft fiihrt zur Bezeichnung des Managed CDO. Demgegeniiber wird der Assetpool eines
Static CDO wiahrend der Laufzeit nicht umgeschichtet.

44Vgl. Elizalde, A. (2005), S. 23.
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Abbildung 2.10: Die Zahlungsstrome beim synthetischen (funded) CDO-Geschift

darin, Vermogenspositionen aus der eigenen Bilanz zu entfernen, um damit etwa regula-

torisches Eigenkapital zu befreien.

Cash- und synthetische CDOs: Mit dem Cash CDO ist die Eigentumsiibertragung von
Kreditforderungen vom Originator an das SPV verbunden. Im Gegensatz dazu wer-
den bei synthetischen CDOs die Kreditrisiken ,synthetisch® (kiinstlich) und meist durch

CDS erzeugt, was zur bereits erwiihnten synthetischen Verbriefung fiihrt.*?

Fiir jede zu
besichernde Kreditforderung wird hierbei zwischen Originator und SPV ein CDS abge-
schlossen, welcher die origindren Zahlungsstréme durch Pramien und Kreditereignisse
kopiert. Nur hier ergibt sich der Vorteil der Nicht-Auskunftspflicht gegeniiber dem ur-

spriinglichen Kreditschuldner.*®

Funded und unfunded CDOs: Hinsichtlich der synthetischen CDOs kann weiter unter-
schieden werden zwischen funded und unfunded CDOs: nur in der gefundeten Version
unterlegt der Protection Seller sein Garantieversprechen, indem er Kapital in Héhe des
Nominals des Kontrakts (,fully funded*™) oder zumindest einen Teil (,partially funded®)
wahrend der Laufzeit bei seinem Vertragspartner hinterlegt, indem er in einen meist vom
SPV erworbenen Anleihenpool sehr guter Bonitiit investiert.*® Im Falle eines Kreditereig-
nisses werden Anleihen in Hohe des tatsdchlich aufgetretenen Verlusts verdufsert und der
Erlos verbleibt beim Originator. Nicht fiir Kreditereignisse benétigte Anleihen werden
am Ende der Laufzeit zu ,par getilgt. Die Abbildung 2.10 illustriert die Zahlungsstrome
bei einem solchen synthetischen (gefundeten) CDO.

2.6 Chancen und Risiken

Nun wird iiberblicksweise auf die Anwendungsmoglichkeiten und positiven Auswirkun-
gen, die das Geschéft mit Kreditderivaten haben kann, sowie auf mogliche Risiken einge-
gangen und erldutert, was ein Finanzmarktteilnehmer im Umgang mit diesen Produkten

zu beachten hat.

45Vgl. Oriwol, D. (2005), S. 78f.

46In diesem Fall iibernimmt meist der Originator die Aufgaben des Service Agent, da ansonsten die
Zweckgesellschaft nach dem Recht vieler Lander auskunftspflichtig gegeniiber dem Service Agent ist.

47Cash CDOs sind also immer fully funded.

48Vgl. Heidorn, T. / Kénig, L. (2003), S. 6.
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2.6.1 Chancen durch Kreditderivate

Auf der Grundlage der in Abschnitt 2.2 beschriebenen Motive fiir den Einsatz von Kre-
ditderivaten wird hier ein Uberblick gegeben, wie v.a. kleinere Institute in konkreten

Situationen besonders davon profitieren kdnnen.

Risikodiversifikation: Speziell einer Regionalbank wie der 6rtlichen Sparkasse erschliefst
sich in aller Regel kaum die Moglichkeit, im origindren Kreditgeschéft ein diversifiziertes
Kreditportfolio aufzubauen.*® Der regional begrenzte Geschiftsbereich bei der Akquisi-
tion neuer Forderungsbestinde fiihrt im Gegenteil dazu, dass ein solches Kreditinstitut
besonders haufig strukturelle, etwa regionale oder branchenspezifische, Konzentrationen
im eigenen Kreditforderungsbestand aufbaut. Deshalb kann der potentielle Nutzen des
Einsatzes von Kreditderivaten hier als prinzipiell vergleichsweise hoch eingestuft wer-
den. Sollen die Vorteile einer im Neugeschift auf eine Region fokussierten Bank nicht
aufgegeben werden, bleibt fiir die Bank in jedem Falle nur die Moglichkeit, nachtragliche

Mafnahmen zu ergreifen, um das Gesamtportfolio zu diversifizieren.

Absicherung einzelner Kredite

Klumpenrisiken kénnen neben einer hohen Abhéngigkeit mehrerer Einzelkredite natiir-
lich auch durch einzelne Forderungen entstehen, wenn diese ein verhéltnisméfig grofses
Volumen im Gesamtkreditportfolio einer Bank besitzen. Dies liegt vor allem in den For-
derungsportfolien kleinerer Kreditinstitute hiufiger vor.>® Der Ausfall eines einzelnen
solchen Kredits kann die Solvenz einer kleinen Bank u.U. bereits deutlich spiirbar belas-
ten. Durch die Weitergabe von Teilen solcher Forderungspositionen kann sich die Bank

dieses Klumpenrisikos entledigen.

Kreditlinienmanagement

Um die Aufnahme zu grofer Einzelrisiken zu verhindern, verordnen sich viele Banken
auch interner Kreditlinien, welche Obergrenzen fiir die Kredithohe pro Kunde festlegen.
Auch von staatlicher Seite werden Kreditlinien vorgeschrieben. Durch die Forderungs-
weitergabe kann eine Bank {iber diese Grenze hinausgehendes Kapital an einen Kunden

leihen und damit u.U. Kundenwiinschen auch flexibler begegnen.?!

Erschliefung neuer Mirkte und Bilanzbereinigung
Kreditderivate eréffnen vollig neue Moglichkeiten hinsichtlich des Einstiegs in neue Mark-
te. Vor allem Maérkte in Regionen, in denen die Bank keine eigenen Standorte besitzt, sind

im originiren Geschift kaum zuginglich. Durch die Ubernahme von Risiken dort angesie-

49Vgl. Heidorn, T. (2007), S. 3.
%0Vgl. Kern, M. (2003), S. 18.
1Vgl. Rudolph et al. (2007), Kap. 8.3.3.
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delter Kreditinstitute mittels kreditderivativer Geschéfte lasst sich nun ohne grofe Vor-
laufkosten und sogar ohne Kreditengagement der Einstieg in unternehmensferne Markte
vollziehen.?? Gibt die Bank dafiir risikobehaftete Assets aus ihrem Bestand ab, fiir die
sie aus ihrer Sicht der Dinge keine das Risiko marktgerecht widerspiegelnde Verzinsung

erhilt, so spricht man hierbei auch von ,Bilanzbereinigung®.?3

Spekulation und Arbitrage

Wie bereits bei den Arbitrage CDOs angedeutet, werden nicht nur aus der Risikotransfer-
Motivation Kreditderivatgeschifte getatigt. Vielmehr streben Banken konkrete Risiko-
niveaus an. Mit Hilfe von den Optionen immanenten Hebelwirkungen kénnen dazu auch
im Kreditgeschiftbereich hohe Renditen bei wenig eingesetztem Kapital (und entspre-
chend hohem Risiko) erreicht werden.>® Durch eine geschickte Zusammensetzung des
Gesamtportfolios kann auch die staatlich vorgegebene Eigenkapitalunterlegung in nicht

unerheblichem Mafe gesenkt werden (,regulatorisches Arbitrage®).5

2.6.2 Risiken durch Kreditderivate

Das Engagement in Kreditderivate ist fiir eine Bank zunéchst einmal urspriinglich mit
notwendigen Aufwendungen zur Erfiillung technischer Voraussetzungen und organisatori-
schen sowie aufsichtsrechtlichen Anforderungen verbunden. Zudem bedarf es hinreichend
geschulter Mitarbeiter. Jedoch verbleibt selbst unter diesen Voraussetzungen mit ihren
relativ planbaren Aufwendungen fiir die Bank eine Reihe viel schwieriger einzuschit-
zender Geschéftsrisiken, auf die nun kurz eingegangen wird. Grundsétzlich ist vorweg
festzuhalten, dass die Komplexitéit vieler Kreditderivate die potentielle Sprengkraft die-

ser GGefahren wesentlich zu erh6hen vermag.

Uberblick

Die Risiken einer Bank lassen sich nach ihrer Ursache unterteilen in Kredit-, Markt-
und operationale Risiken.”® Das Marktrisiko (Risiko von Wertinderungen betrachteter
Giiter auf einem Markt) und das operationelle Risiko (technische, personelle oder sons-
tige strukturelle Risiken im Geschiftsablauf) stehen nicht im Zentrum der vorliegenden
Arbeit und werden daher weitgehend vernachléssigt. Das Kreditrisiko beschreibt bei der
Betrachtung von Instrumenten zum Kreditrisikotransfer den z.T. erheblichen Schaden

fiir eine Bank, der mit einem Kreditereignis einhergehen kann.’” Das Kreditrisiko er-

2Vgl. Miiller, F. (2000), S. 46.

33Vgl. Rudolph et al. (2007), S. 57.

% Neben der Spekulation auf Ausfille betrachteter Schuldner kann auch eine auf Veriinderung der Boni-
tat eines Schuldners im betrachteten Zeitintervall spekuliert werden, da sie i.d.R. eine Verdnderung
der Marktpreise fiir Kredite des Schuldners nach sich ziehen.

%Vgl. Martin, M. et al. (2006), S. 9.

56Vgl. Martin, M. et al. (2006), S. 2

57Vgl. Rudolph et al. (2007), S. 102.
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gibt sich durch Unsicherheit iiber die Solvabilitat von Schuldnern (Adressenausfallrisiko)
sowie Geschéftspartnern (Kontrahentenrisiko). Es ldsst sich weiter unterteilen in das Bo-
nitétsrisiko, also die Gefahr einer Verschlechterung der Bonitét (Kreditwiirdigkeit) des
Schuldners, die sich i.d.R. im Marktpreis des Risikos fiir das Unternehmen niederschlégt,
sowie in das Ausfallrisiko und in dessen Folge das Recovery Risiko. Letzteres meint das
Risiko, dass der erwartete Recovery Betrag geringer als erwartet ausfallt.

Haben Wertpapiergeschifte einen Falligkeitszeitpunkt oder hat eine Partei einen festen
Termin vor Augen, zu dem er ein Geschéft abschlieffen mdochte, so ist ein wesentlicher
Bestandteil des Kreditausfallrisikos auch das Ankunftsrisiko, welches die Unsicherheit
ausdriickt, ob ein Kreditereignis wahrend der Laufzeit stattfindet. Noch genauer be-
schreibt das Timingrisiko gerade die Unsicherheit iiber den konkreten Ausfallzeitpunkt.®®
Bei Kreditportfolios ergibt sich zudem die Unsicherheit iiber die Abhingigkeiten zwi-
schen Ausfallereignissen, womit sich auch diese Arbeit mafgeblich beschiftigt. Bei CDO-

Geschéften spielen die beiden letztgenannten Risiken herausragende Rollen.

Informationsasymmetrien

Die typischen Folgen von Informationsasymmetrien, wie Adverse Selection und Moral
Hazard ergeben sich auch beim Kreditderivatemarkt. Einige sind regional besonders re-
levant, beispielsweise durch das Fehlen externer, offentlich zugénglicher Ratings im eu-
ropédischen Raum. Auf dieses weite Thema wird hier nicht ndher eingegangen, sondern
auf die zahlreiche Literatur dariiber verwiesen® und nur angemerkt, dass die oben an-

gedeuteten Credit Enhancements einige dieser Gefahren mindern sollen.

Gefahren bei OTC-Kontrakten

Obwohl beim Handel mit Kreditderivaten seit einigen Jahren eine steigende Tendenz
zur Standardisierung zu verzeichnen ist, wird immer noch der iiberwiegende Anteil der
Geschifte individuell zwischen zwei Vertragspartnern (OTC) ausgehandelt.®® Daraus re-
sultiert jedoch fiir die Vertragspartner Aufwand fiir die Festlegung der Vertragsgestaltung
- die OTC-Methode impliziert i.d.R. dennoch erhéhte Gefahren durch Kontrahentenrisi-

ken, welche die Durchsetzung beanspruchter Zahlungen gefihrden.5*

Bewertungsprobleme
Selbst bei vollstandig symmetrisch verteilten Informationen aller Marktteilnehmer, der

Vernachléssigung etwa von Problemen bei OTC-Geschéften oder der Annahme vollkom-

8Vgl. Heidorn, T. / Kénig, L. (2003), S. 13.

59 Ausfiihrliche Darstellungen finden sich beispielsweise in Kern, M. (2003) sowie Duffie, D. und Garle-
neau (2001).

60Vor allem neuere Derivatprodukte werden fast génzlich OTC gehandelt, da ihr Handelsvolumen noch
nicht fiir eine Borseneinfiithrung ausreicht und auch Standarddokumentationen hierfiir fehlen; vgl.
Rudolph et al. (2007), S. 63.

61Vgl. Oriwol, D. (2005), S. 37.
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mener Mirkte? ist die Bestimmung einer fairen Primie fiir die Ubernahme von Kredi-
trisiken mittels Kreditderivaten z.T. noch eine anspruchsvolle Aufgabe. Besonders die
Bestimmung von Abhéngigkeiten verschiedener Schuldner und auch der (zeitlich) exak-
ten Lage der Ausfallzeitpunkte bilden zentrale Probleme, wenn es um die Betrachtung
von Kreditderivaten mit einem Kreditportfolio als Referenzaktivum geht. Auf diese Pro-
bleme wird ab Kapitel 4 eingegangen.

Neben diesem Anspruch einer ,objektiven Bewertung sei noch angemerkt, dass es da-
von abgesehen in der Realitdt auch die Aufgabe des CDO-Emittenten ist, die tatséchli-
chen aktuellen Risikoeinstellungen unterschiedlicher Investorengruppen, wie z.B. (Riick-
)Versicherern, Banken und Privatanleger zu kennen und deren Renditevorstellungen in
Abhéngigkeit vom Rating einzuschétzen, um alle Tranchen am Markt auch wirklich plat-

zieren zu koénnen und andererseits ,kein Geld zu verschenken®.

62 Auf vollkommenen Kapitalmérkten fallen weder Informations-, noch Transaktionskosten oder Steu-
ern an. Kéufe sowie Leerverkdufe von Finanztiteln sind unbeschrinkt und in beliebiger Teilbarkeit
moglich. Alle Investoren haben ferner gleichen Marktzugang und jeder Marktteilnehmer sieht die
Preise von Wertpapieren und Derivaten als von seiner Disposition unabhéngig an.

83Vgl. Heidorn, T. / Konig, L. (2003), S. 8.
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3 1 Traxx

Eine wichtige Innovation im Kreditderivate-Markt ist durch die Schaffung von standar-
disierten und mittlerweile z.T. sehr liquiden Kreditderivate-Indizes gelegt worden. Fiir
den europdischen Bereich hat im Jahre 2004 die Borse iTraxx ihre Pforten gedffnet. Sie
hat sich seitdem zu einem etablierten Benchmark im europédischen (sowie asiatischen
und australischen) Kreditbereich entwickelt und ermoglicht in diesen Regionen erstmals
einen diversifizierten und liquiden Zugang zu unterschiedlichsten Kreditderivaten, an
der diverse Investment-, Trading- und Hedging-Strategien realisiert werden konnen.%
Dies eroffnet auch kleineren Regionalbanken die Moglichkeit, in ihren Kreditbiichern
bestehende Branchenrisiken (komfortabler) aktiv zu managen und auf direktem Wege

diversifizierte Forderungen in das eigene Portfolio aufzunehmen.

3.1 Historie und Aufbau von iTraxx

Im Jahre 2004 ist die International Index Company® (IIC) aus einer Fusion der Kredit-
indizes iBoxx Ltd und Trac-x LLc enstanden. Unter der Feder von IIC ist in der Folge
der Anleihenindex ,,Dow Jones iBoxx“ sowie die Kreditderivatborse ,Dow Jones iTraxx"
gegriindet worden.®® Dahinter verbirgt sich eine Indexfamilie, die einen diversifizierten
Zugang zum gesamten europiischen Kreditmarkt bietet.%” Die Abbildung 3.1 gibt einen
Uberblick iiber die aktuelle DJ iTraxx-Produktpalette, deren wichtigste Vertreter im fol-
genden Abschnitt ndher vorgestellt werden.

iTraxx ermdglicht die Einnahme von Long- und Shortpositionen, d.h. der Investor kann
als Versicherer auftreten oder aber selbst Versicherungsschutz in Anspruch nehmen und
dafiir eine Pramie (Spread) zahlen.

Die Indizes werden meist zu unterschiedlichen Laufzeiten angeboten, der iTraxx Europe
Benchmark Index ist mittlerweile z.B. zu 1, 2, 3, 5, 7 und 10 Jahren handelbar.

64Vgl. Haas, P. (2005), S. 1.

85TIC ist eine hundertprozentige Tochterfirma des Finanzdiesntleisters Markit Group.

66Vgl. Felsenheimer, J. / Gisdakis, P. / Zaiser, M. (2005), S. 2.

87Ein zweiter Schwerpunkt der IIC wurde auf den asiatischen sowie australischen Markt gelegt, wird in
dieser Arbeit jedoch vernachlassigt.
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gehandelte

Anzahl der Laufzeiten
Region Typ Index Name |Mitglieder Beschreibung (in Jahren)
Die liquidesten Adressen
iTraxx Europe 125 der letzten 6 Monatevor | 3,57, 10
Indexzusammenstellung
iTraxx Europe 30 Adressen mit den hochsten 3.5 7 10
HiVol spreads des iTraxx Europe | ~7 77 7
Benchmark
Indizes | iTraxx Europe 45 Adressen unterhalb 35710
Crossover Investment- Grad-Niveau e
iTraxx LevX | 50+50 Leveraged Loan CDS 5
(vorrangie, nachrangig)
iTraxx Total IivﬂlSST ngeﬂs den lErfolg
Return von Besﬂzem der iTraxx- 5
Euwrope-Indizes (5 1)
Europa lTFaxx }.mn— 100 Adresslen auPlerhalb des 510
Financials Finanzsektors ’
iTraxx Senior 253 nachrangige Senior 510
Financials - Adressen i
iTraxx Sub 25 nachrangige Junior 510
Sektor Financials - Adressen (dh. 77) :
Indizes (= | - Telekommunikation,
Subindizes | TTaXX TMT 20 Medien und Technologie* 3, 10
der iTraxx 20 Adressen aus dem 510
Benchmark| Industrials - Industrie-Sektor* i
Indizes) Adressen aus dem Energie-
: - >
iTraxx Energy 20 Sektor* 5,10
iTraxx 30 Adressen aus dem 5 10
Consumers Konsumbereich* :
. Adressen aus der
iTraxx Autos 10 Automobilbranche* 5.10
iTraxx Japan®* 50 Die 11qu1dIesten Adressen 3.5, 10
apans
Asien/ |Benchmark| iTraxx Asia ex- 50 Die liquidesten Adressen 5 10
Australien| Indizes Japan*** Asiens (ohne Japan) :
iTraxx 25 Die liquidesten Adressen 510
Australia - Australiens :

* nach dem Oktober 2006 wurden keine weiteren Serien mehr aufgelegt
** Die Kategorie ist untergliedert in Indizes diverser Branchen (ahnlich wie beim iTraxx

Europe)

*** In dieser Kategorie befinden sich Indizes mit Titeln diverser Sub-Regionen

Abbildung 3.1: Veranschaulichung der aktuell angebotenen iTraxx-Indizes
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3.2 Vorstellung der Indexfamilie

Der DJ iTraxx Europe Benchmark-Index bildet den Hauptindex und das liquideste Pro-
dukt der Borse, da er die grokten (europdischen) Adressen ,guter Bonitédt aus allen
Branchen aufnimmt und als Underlying fiir viele weitere iTraxx-Kreditderivate fungiert.
Der Index enthélt - mit einigen Einschrankungen - die 125 innerhalb der letzten sechs
Monate volumenmifig meistgehandelten Titel des CDS-Marktes. Die Volumenbestim-
mung erfolgt {iber eine regelméfige Handlerumfrage. Zu den Einschriankungen zdhlt eine
feste Anzahl an Titeln pro Branche (sodass zu den grofsten 125 gehorige Titel wegen
der fixen Branchengrofe u.U. unberiicksichtigt bleiben). Zudem werden keine Titel mit
Junk-Status (d.h. mit Rating BBB- und negativem Ausblick oder schlechter geratete
Titel) aufgenommen. Jeder der 125 Titel geht mit einem Gewicht von 0,8% in den Index
ein. Der DJ iTraxx Europe Benchmark ist im engeren Sinne aber kein Index, da keine
Indexstinde durch die IIC berechnet werden, weshalb es sich vielmehr um einen Basket
von Einzeltiteln handelt, der auch als Underlying fiir diverse andere derivative Instru-
mente fungiert.®®

Des Weiteren umfasst die iTraxx-Familie die Indizes

e DJ iTraxx HiVol: Dieser Index nimmt sektorunabhingig die 30 Titel aus dem
Benchmark-Index mit den hochsten 5-Jahres-CDS-Spreads auf. Alle Titel gehen

t69

gleichgewichtet in den Index ein, der nur als Indexswap handelbar ist*” und in der

alle sechs Monate eine neue Serie aufgelegt wird.

e DJ iTraxxCorporate: Der Index lauft unabhingig vom Benchmark-Portfolio und
beinhaltet derzeit 45 Titel - auch nichteuropiische, solange sie Euro-Anleihen emit-
tieren. Die Gewichtung in dem Index hingt von der Marktkapitalisierung der ein-

zelnen Titel sowie der Duration”® der Titel”! ab.

e DJ iTraxx Crossover: Er umfasst 30 wiederum durch Héndlerumfragen ausge-
wahlte, gleichgewichtete Titel, die hier aber gerade Junk-Status besitzen miissen
(“Crossover- und High Yield-Titel“), also die vom Hauptindex kategorisch ausge-
schlossenen Titel, die zudem nicht aus dem Finanzsektor stammen diirfen und
gewisse Kriterien hinsichtlich der Spreadhohe und des ausstehenden Anleihevolu-

mens einhalten miissen.”

58Vgl. Felsenheimer, J. et al. (2005), S. 3,7.

59D h. es finden bei Vertrgasabschluss noch keine Zahlungsstréme statt.

"OD.h. des gewichteten Mittelwerts der Zeitpunkte, zu denen der Anleger Zahlungen aus einem Wert-
papier erhilt. Die Duration ist also eine Kennzahl fiir die durchschnittliche Bindungsdauer einer
Kapitalanlage eines festverzinslichen Wertpapiers (z.B. einer Anleihe).

"1Vgl. Felsenheimer, J. et al. (2005), S. 4.

"Der Spread muss mindestens die doppelte Spreadhshe des DJ iTraxx Europe Non-Financials-Index
aufweisen, hochstens 1.250 bps oder ein Upfront-Payment von hochstens 35% besitzen und ein aus-
stehendes Volumen von 6ffentlich handelbaren Anleihen in H6he von 100 Mio.€ {iberschreiten - vgl.
Felsenheimer, J. et al. (2005), S. 4.
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e DJ iTraxx LevX: Der LevX umfasst zwei Indizes, die sich auf vorrangige (LevX
senior Index) bzw. nachrangige™ (LevX subordinated Index) Leveraged Loans an
europdische Unternehmen beziehen, d.h. auf besicherte Darlehen an Unternehmen

im Junk-Status. Die erste Serie wurde im Oktober 2006 aufgelegt.™

e Der iTraxx Total Return wird beziiglich des iTraxx Europe Benchmark, HiVol und
Crossover-Indexes angeboten und misst jeweils den Erfolg eines Risikoverkdufers,
der in die einzelnen, entsprechenden CDS der drei Indizes investiert. Die ausge-
schiitteten Pramien werden dazu umgehend wieder in den Index reinvestiert. Der

Index wird dabei stets mit neuesten iTraxx mitgerollt.”

Neben den Indizes existieren eine Reihe weiterer Produkte, die oft gerade einen der obigen
Indizes als Underlying verwenden. Wie bereits angedeutet, bietet [1C z.B. fiir den iTraxx
Europe standardisierte Indextranchen an. Zu beachten ist, dass die iTraxx-Tranchen zwar
synthetischen CDO-Transaktionen des OTC-Bereichs entsprechen, demgegeniiber aber
standardisierte, aktiv handelbare und damit liquide Produkte sind.”® Weitere Produk-
te der Borse sind Optionen, mit denen komplexere Handelsstrategien realisiert werden
konnen (wie z.B. Spreadoptionen) und spezielle Produkte wie Recovery Default Swaps,
die iiber einen Forward-Kontrakt den Recoverywert festlegen, sodass im Ausfallszenario
die Unsicherheit iiber die Hohe des Recovery-Werts des betroffenen Schuldners eliminiert

wird. Auf diese diversen Produkte wird hier jedoch nicht ndher eingegangen.

3.3 Handel in iTraxx

Neben der Zusammensetzung der Indizes erfolgt auch der Handel in iTraxx in mdglichst
transparenter Weise.”” Bei allen iTraxx-Produkten tritt IIC als zentrale Gegenpartei auf,
weshalb Geld- und Briefkurse auftreten, zu denen I1C bereit ist zu handeln. Bei der Auf-
lage einer neuen Indexserie wird allerdings ein iiber die ganze Laufzeit konstanter Spread
festgelegt, der sogenannte Strike Spread. Dies ist aus Standardisierungsgriinden und zur
Erleichterung des Hedgings sinnvoll.™

Wertdnderungen, die den Handel nach dem Zeitpunkt der Indexauflage betreffen, wer-
den iiber ein flexibles Upfront Payment, welches der Indexkiufer leisten muss oder erhilt,

beim Erwerb des Swaps ausgeglichen. Kreditereignisse werden spezifiziert auf der Grund-

"Im Insolvenzfall werden die Darlehensgliubiger in der Reihenfolge des Rangs ihrer Forderungen aus
der Insolvenzmasse bedient. Vorrangige Darlehn werden zuerst bedient, bei nachrangigen Darlehen
steigt deshalb im Insolvenzfall das Ausfallrisiko. Der Darlehensgeber eines nachrangigen Darlehns
erhebt im Allgemeinen einen Zinssatz oberhalb demjenigen von vorrangigen Krediten.

™Vgl. Rudolph et al. (2007), S. 97.

"5Vgl. den Markit iTraxx Total Return Index Guide (2009). Zum ,Roll“-Begriff siehe weiter unten.

"6Vgl. den Monatsbericht der Deutschen Bundesbank (April, 2004), S. 30.

"Fiir Details wird auf den Markit-Regelkatalog verweiesen: Siehe http://indices.markit.com/ unter der
Rubrik ,Publications®.

"8Vgl. die Cashvariante bei CDOs.
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Super Senior Tranche: 22-100%

Senior Tranche: 12-22% -

Senior Mezzanine Tranche: 9-12% Efj

Mezzanine Tranche: 6-9% @

Junior Mezzanine Tranche: 3-6% @
Equity Tranche: 0-3% -

Abbildung 3.2: Die Tranchen des iTraxx-Benchmark-Portfolios

lage der Dokumentationen der ISDA. Beim Handel mit den Indizes wird unterschieden
zwischen der gefundeten Version (Risikokdufer erwirbt eine CLN) und nicht gefundetem
Handel (CDS-Format).™

Unabhéngig vom Funding werden alle Indizes halbjihrig aktualisiert - man spricht hierbei
auch vom Roll(over) des iTraxx. Jedoch findet dabei kein Austausch von Unternehmen in
dem jeweiligen Index statt (anders als etwa bei Aktienindizes wie dem DAX), sondern es
wird ein ginzlich neuer Index mit denselben, jedoch auf die aktuelle Situation bezogenen
Kriterien, aufgelegt. Auch die dlteren Indizes werden weiter bis zu ihrem Laufzeitende
gehandelt. Um die verschiedenen Versionen daher zu identifizieren, werden die nachein-
ander aufgelegten Indizes durchnummeriert und als “Serien“ des Index bezeichnet.®? Die
jeweils neueste Serie nennt man “on the run® - sie liegt meist auch im Fokus des Publi-
kumsinteresses, da viele Marktteilnehmer infolge eines Rolls ihre Positionen “mitrollen®
(also dltere Serien verkaufen und neue erwerben). Die erste Serie des iTraxx Europe ist
im Juni 2004 gestartet. Danach wurden die Neuauflagen - und damit auch die Fallig-
keiten - jedoch auf den Marz und September jedes Jahres gelegt, sodass der Index nun
synchron zu seinem groften Pendant im nordamerikanischen Raum lduft - dem ebenfalls
von Markit betreuten Dow Jones CDX.

CDO-Tranchen auf den iTraxx-Hauptindex

Gegeniiber gewohnlichen synthetischen CDO-Geschéften stellen DJ i'Traxx-Tranchenprodukte
hochliquide Wertpapiere dar. Wegen ihrer Standardisierung eignen sie sich jedoch nicht,

um mafkgeschneiderte Absicherungsstrategien eines spezifischen Portfolios einer Bank ab-
zusichern. Daher bilden spekulative Investoren und (Kredit-)Hedgefonds die Hauptak-
teure beim Handel mit diesen Produkten.®' Wihrend voll-tranchierte CDOs das gesamte

Forderungsportfolio verbriefen, kénnen die iTraxx-Tranchen auf den Assetpool einzeln

"Felsenheimer, J. et al. (2005), S. 12f.
80Vgl. Martin, M. et al. (2006), S. 51.
81Vgl. Felsenheimer, J. et al. (2005), S. 29f.
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und in verschiedenen Hohen gehandelt werden.®? Man bezeichnet sie daher auch als Sin-
gle Tranche CDOs®* (STCDOs). Der CDO-Manager hat hierbei also das Risiko der nicht
verduferten Tranchen zu hedgen.

Die iTraxx-Tranchen des Benchmark-Index werden spiter wieder aufgegriffen und zum

Vergleich mit Tranchen anderer Portfolios herangezogen.

82Die Super Senior Tranche des iTraxx-Europe wird allerdings nicht zum Handel angeboten.
83Ein “voller“ CDO ist also eine Zusammenstellung von STCDOs, die genau den gesamten Portfoliover-
lust iiberdecken.
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4 Kreditrisikomodellierung

Ziel dieses Kapitels ist die Darstellung gegenwirtiger Bewertungsmodelle fiir Kreditde-
rivate, wobei hier v.a. auf die Bepreisung von CDO-Tranchen abgezielt wird.%t

Fiir die Bewertungszwecke wird hier zunéchst in 4.1 der formale Rahmen fiir die fol-
genden Kapitel abgesteckt und in diesem dann die mathematischen Grundlagen (4.2)
geschaffen. In Abschnitt 4.3 wird das spétere Anwendungsziel formuliert. Die Vorstel-
lung derzeit iiblicher Modelle fiir den Ausfall eines einzelnen Schuldners sowie Modelle auf
Portfolioebene erfolgt in 4.4 sowie 4.5. Schlieflich wird in Vorbereitung auf das néchste
Kapitel eine Bewertungsformel fiir den risikoneutralen CDS-Spread in Intensitdtsmodel-
len hergeleitet und gezeigt, wie daraus an Marktdaten kalibrierte Intensititen fiir die

spitere CDO-Bewertung mit dem Copula-Ansatz gewonnen werden konnen.%

4.1 Formaler Rahmen

Arbitragefreies Marktmodell

Die Formulierung eines passenden Modellrahmens erfolgt in aus finanzmathematischer
Sicht kanonischer Form.%¢ Betrachtet wird ein Finanzmarktmodell mit d + 1 Basisfinan-
zinstrumenten (d € IN), welche stets und in beliebiger Hohe gehandelt werden kénnen
(auch Leerverkdufe moglich). Von Transaktionskosten, Steuern und anderen Friktionen
wird aus Griinden der Einfachheit abgesehen (insbesondere treten keine Geld- und Brief-
spannen - wie beim iTraxx - auf). Gehandelt werden kann innerhalb eines Zeitintervalls
[0,T], T € (0,00), wobei der Zeitpunkt 0 den Ist-Zustand bezeichnet. Fiir Anwendungs-
félle symbolisiert T meist eine Jahresanzahl und wird so grofs gewahlt, dass die Fél-
ligkeitstermine aller betrachteten, endfilligen Finanzinstrumente in diesem Zeitintervall
liegen. Zur Modellierung der wirtschaftlichen Unsicherheit dient ein filtrierter Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, F = (F;)icpo,r), P), bei dem  die moglichen Zusténde in

84Nicht zuletzt auch vor dem Hintergrund der Finanzkrise und ihrem direkten Bezug zum Preisniveau
von Basket-Kreditderivaten auf dem Weltmarkt ist einsehbar, dass das Abbildungsvermogen der
Realitét vieler derzeitiger Modelle noch unzureichend zu sein scheint, gleichzeitig natiirlich aber die
dringliche Forderung nach praktikablen und dennoch einfach zu bestimmenden Modellen besteht.
Insofern kann das Thema dieses Kapitels also als weiterhin in einer Entwicklungsphase befindlich
angesehen werden.

85Das Kapitel orientiert sich v.a. an den Darstellungen in Bielecki&Rutkowski (2002), Bluhm et al.
(2002), Martin et al. (2006) sowie Schonbucher (2003).

86Die Darstellungen in diesem Kapitel orientieren sich an Bielecki&Rutkowski (2002), Martin et al.
(2006) sowie
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der realen Welt beschreibe, der die usual conditions erfiille’” und in dem Fy zudem be-
ziiglich P trivial sei (d.h. VA € Fy gilt P(A) € {0,1}).

Der Preisverlauf

So(t)

sty = | 210

Sa(t)

der Finanzgiiter in dem Markt sei ein aus lokal-beschrénkten, nichtnegativen Semimar-

te[0,7

tingalen bestehender stochastischer Prozess.®® Sy sei dabei das Numéraire, also ein Fi-
nanzgut, beziiglich dessen Wert die Preise anderer Finanzgiiter relativ gemessen werden.
Hier ist S stets eine risikolose Anlage mit stetiger Verzinsung. Als solches wird es fortan
auch Bankkonto genannt und wird im Falle keiner anderen Angaben modelliert in der
Gestalt

So(t) = B(0, 1) = exp (/Otr(u)du> vt e [0,T]

mit der sogenannten (deterministischen) Short-Rate
r:[0;T] — [0, 00),

die fOTr(t)dt < oo erfiille. Anschaulich beschreibt die Short-Rate den kreditrisikolosen
Zinssatz ,infinitesimaler Dauer®.

Es wird in der Folge die wichtige Grundannahme getroffen, dass sowohl das Ausgangs-,
als auch um derivative Finanzgiiter erweiterte Modelle arbitragefrei und vollstindig sind.
Nach Harrison&Pliska [36] existiert dann ein eindeutig bestimmtes dquivalentes Martin-
galmaR.?® Das zu P #Aquivalente W-Maf P* sei also das in dem Finanzmarkt eindeutig
bestimmte dquivalente Martingalmafs, von dem ab Abschnitt 4.4 Gebrauch gemacht wird.
Ebenfalls nach Harrison&Pliska [35] folgt damit die Existenz eines eindeutig bestimm-
ten Preisprozesses der Finanzgiiter in dem Markt. Genauer bilden alle unter P* mit
So(t)iecpp,m abdiskontierten Finanzgiiter Martingale, und der Preis P(t) eines Claims C
mit Falligkeit T ist fiir alle ¢ € [0, T] durch

C C

P(t) = So(t)E* (m | .E) —E (So(t) S ]-"t) . (4.1)

87 Fo enthilt also alle P-Nullmengen und F = (Ft)tejo,r) ist eine rechtsseitig stetige Filtration des
W-Raums, d.h. Fy = Fiy := 0.5 Fiye) gelte Vt € [0,T].

88Diese Klasse von Prozessen ist ,klein“ genug, um noch stochastisch integrierbar zu sein, beinhaltet
aber gleichzeitig schon die wesentlichen, zur Modellierung gewiinschten Prozesse wie Wiener Prozesse
und geometrisch Brownsche Bewegungen.

89Wenn nicht das Hedgen, sondern wie hier das Bewerten von Claims im Vordergrund steht, werden aus
einer okonomischen Herangehensweise heraus z.T. auch alternative Ansétze mit ,weicheren” Voraus-
setzungen verfolgt. So wird etwa nur die No free lunch with vanishing risk-Bedingung vorausgesetzt
und anstelle der Vollsténdigkeit anhand von 6konomischen Argumenten dann ein einziges dquivalen-
tes Martingalmaf identifiziert. Hierzu wird beispielsweise auf Elizalde, A. (2006), S.46 verwiesen.
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eindeutig bestimmt. Im Folgenden gilt das Interesse derweil vornehmlich dem Auffinden

arbitragefreier Preise aus heutiger Sicht, also in ¢ = 0.

Kreditrisikomodellierung
Nun werden die grundlegenden Begriffe speziell fiir die Kreditrisikomodellierung einge-
fithrt. Dazu wird zunéchst die Existenz folgender Finanzgiiter auf dem obigen W-Raum

vorausgesetzt:

e Gibt es in dem Markt k& € IN ausfallgefihrdete Finanzgiiter, so seien 7; : 1 —
[0,00],i = 1, ..k, jeweils an (F;)-adaptierte Stopzeiten, die den Ausfallzeitpunkt

der jeweiligen Forderung modellieren.

e Im Falle von Unternehmenswertmodellen bezeichne V' = (V;);c0,7] den Firmen-
wertprozess eines Schuldners. Er bildet in diesen Modellen die Grundlage fiir die
Modellierung der Firmensolvabilitdt. V' sei adaptiert und progressiv messbar be-
ziiglich F (d.h. V&t > 0ist V : [0,¢] x @ = R, (s,w) — Vi(w) B ® F;-messbar)

e Im Falle einer Kreditforderung beschreibe der Prozess RB = (RB).c(o,1] den (zu-
falligen) Recovery Betrag in 7, d.h. den Teil einer Forderung, den ein Glaubiger zur
Zeit des Schuldnerausfalls in 7 € (0, 7] noch aus der Verwertung von Sicherheiten
oder sonstigen Rechten erhiilt.”” RB sei wie V progressiv messbar beziiglich F.
Die Fp—messbare Zufallsvariable RB7} bezeichne zudem den Recovery Betrag in
T (bei Ausfall in 7 < T).

Fiir jede Ausfallzeit 7; gelte P(0 < 7, < o0) = 1 (Ausfille haben P-f.s. noch nicht

stattgefunden, tun es aber in endlicher Zeit). Der zugehorige ,,Ausfallindikator*
Dt = ]]-[O,t](T)a te (O,T],

beschreibt im Falle D; = 1 den Ausfall der Kreditforderung bis zum Zeitpunkt t. Die
Ausfallwahrscheinlichkeit des Finanzguts im gesamten Betrachtungszeitraum ist damit

gegeben durch
pp =PDr=1)=P0<7<T).

Allgemeiner wird mit

pp(ti,ta) =Pty <7 <ty), t1,t2 € (0,T], t1 < ta,

die Ausfallwahrscheinlichkeit des Finanzguts in der Zeitspanne (1, t2] bezeichnet. Wird

ein Portfolio von N > 1 Geschéften betrachtet, so werden die oben eingefiihrten Grofen

90n diesem Fall wird also vereinfachend angenommen, dass im Falle eines Ausfalls dadurch ausgeldste
Forderungen unverziiglich beglichen werden.
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mit dem Index i, i € {1,..., N}, versehen.
Es sei nun Y (7T') der in T fillige Riickzahlungsbetrag einer Forderung. Mit

YUT) :=Y(T) - Lirsry + RB} - Lir<ry

wird dann der Auszahlungsbetrag in Abhéngigkeit von einem eventuellen Kreditereignis
beschrieben. Zum Zeitpunkt ¢ € (0, 7] steht dem Kreditgeber also der Betrag

t
Zy = YUT)Lpary + / RB.dD, (4.2)
0

zu. Des Weiteren sei Y(¢,T) der Marktwert der ausfallgefihrdeten Forderung in ¢, also
der Barwert aller nach t noch ausstehenden Zahlungen. Insbesondere ist Y4(T,T) = 0.
Der arbitragefreie Preisprozess des risikobehafteten Finanzguts (P*—Martingal) sei S} =

Y4(t,T). Nun lisst sich verifizieren:

Satz 4.1 Es gilt

Yt,T) = B(0,t)E* (/tT B(0,u)"'dZ,

}"t> . (4.3)

0

H
Beweis: Fiir ¢ € [0,7] wird die Handelsstrategie H = ( 1{) betrachtet, bei der
u€[0,T)

u

in [t,T] H® Anteile des Numéraires gehalten werden und das kreditrisikobehaftete Gut
in u = 0 zum Preis S} gekauft wurde und bis T gehalten wird. Es ist S} = Y(¢,T), also
Sk = 0. Fiir den Gewinn Gp(H) in T aus dieser Strategie gilt dann

T
Gr(H) = Gy(H) + St — S} + / B(0,u)"'dZ,.
t
Da der Gewinnprozess (G¢(H))ic(o,r)) von H unter P* ein Martingal ist, d.h.
gilt, ergibt sich damit
T
YUt T)=B(0,t)- S} = B(0,t) - E* (S; + / B(0,u)""dZ, | Ft) :
t
also wegen S+ = Y4(T,T) = 0 die Behauptung. [J
Weitere wichtige Grofen im Zusammenhang mit dem Kreditrisiko sind die zum Zeit-

punkt 7 des Ausfalls ausstehende Forderungshéhe, das sogenannte Exposure at Default
(EAD) sowie die Verlustquote im Falle eines Ausfalls, der Loss Given Default (LGD).
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Der Anteil an der Gesamtforderung, der hingegen auch nach dem Ausfall noch bedient

werden kann, wird Erlisquote (engl.: Recovery Rate) genannt.”!

4.2 Verlustverteilung und Value at Risk

Mit den Begriffen und Bezeichnungen aus 4.1 wird nun die Verlustverteilung im Zu-
sammenhang mit Kreditgeschiften erklédrt. Hierzu sei wiederum ein Portfolio II aus N

Kreditforderungen gegeben. Die Grofe

definiert zunachst die ,Verlustvariable” des i-ten Finanzguts - sie gibt die Hohe des tat-
sdchlich auftretenden Verlusts bis ¢ infolge eines Kreditereignisses an. Der Portfolioverlust
Ly (t) bis zum Zeitpunkt ¢ € (0, 7] beschreibt dann die akkumulierten Einzelverluste:

N N
Lu(t) ==Y _Li(t) =Y EAD;- LGD; - Di(t), t € (0,T].
i=1 i=1
Die Verlustverteilung (in ¢ € [0,7T) ist schlieklich die Verteilung P(Ly(t) < -) des Port-
folioverlusts Ly(t).

Kreditportfolios mit speziellen Eigenschaften erhalten eine eigene Benennung:

Definition 4.1 Gegeben sei ein Portfolio 11 aus N > 1 Krediten mit Ausfallwahrschein-
lichkeiten pp,, i = {1,...,N}.
(i) Gilt LGD; = EAD; =1Vi={l,..., N}, so nennt man Il normiert.

1) Gilt pp, = ... = ppy, so heiffit I homogen.
1 N
(11) Ist das Portfolio homogen mit LGD; = 1 Vi € {1,..., N} und (deterministischen)
EAD; >0 mit wZ(N) = %, so heifst
N N
LGDW) =" w™  LGD; - D =Y w™ - D;
i=1 i=1

die (zufillige) Verlustquote von II. Das Portfolio TI nennt man zudem Large Homoge-
neous Portfolio (LHP), falls gilt

N

Tim > (w§N>>2 ~0. (4.4)

=1

Bemerkung 4.1 Die technische Bedingung 4.4 besagt, dass der Anteil keines einzelnen

Nominals die anderen ,wesentlich® tiberragt. In Anwendungsfdllen erfillt wire die Be-

91Die Recovery Rate R ist also im Gegensatz zum Recovery Betrag nominalwertunabhingig und es gilt
also die Beziehung R+ LGD = 1.
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dingung insbesondere im Falle der Fxistenz einer Kreditlinie als oberer Schranke fir das

Kreditvolumen je Schuldner.

Fiir die beiden wichtigsten Momente einer Verlustverteilung, dem erwarteten Verlust
(engl.: expected loss) EL := EF(L) sowie dem unerwarteten Verlust (unexpected loss)
UL := /Var(L), ergibt sich fiir obiges Portfolio der..

Satz 4.2 Fir die Laufzeit [0, T] sei Il ein Portfolio aus N Krediten mit deterministischen
EAD; und zufilligen LGD}, 1 =1, ..., N mit Ausfallindikatorvektor

(D1, ..., D) :  — {0, 1},

LGDs, ..., LGDY, (Dy, ..., Dy) seien stochastisch unabhdngig. Dann gilt:

N
(1) ELy(T) =Y _EAD;- LGD; pp,
i=1

N
(2) ULn(T) = ,|Y EAD? LGD?-Var(Di(T))+ > Corr(Di(T),Di(T)) - s; - s;
i=1 (4,9),i#]

mit s = EAD - LGD - \/po (1= ppy)

Beweis: (1) Ergibt sich direkt aus der Definition der L;:

ELy:=EF(Ln) =Y EL;=)» EAD; -E(LGD;-D;)=> EAD; LGD; pp,.

i=1 i=1 =1

(2) Es ist

N N
UL = Var(z L) = Z Cov(L;, Lj)

i=1 ij=1
N
= Y EAD;- EAD; - Cov(LGD; - D;, LGD} - D;). (4.5)
ij=1

Der Kovarianzterm wird weiter untersucht:

a) Im Fall ¢ # j gilt nach der Unabhéngigkeits-Voraussetzung

Cov(LGD; - D;, LGD} - D)
— B(LGD; - D; - LGD; - D;) = E(LGD; - D;) - E(LGD? - D;)
— LGD; - LGD; - (E(D; - D;) — E(D;) - E(D;))
— LGD; - LGD; - Cov(D;, D;) (4.6)
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b) Im Fall i = j ergibt sich
Cov(LGD; - D;, LGD} - D;) = Var(LGD; - D;). (4.7)

Einsetzen von (4.6) und (4.7) in (4.5) und anschliefendes Wurzelziehen liefert die Be-
hauptung. O

Risikomafie

Wie in den Abschnitten 2.1 und 2.6.2 beschrieben, bediirfen Banken einer Quantifizierung
ihres Kreditrisikos. Dies erfolgt unter Verwendung sogenannter Risikomafe. Dazu sei X =
{X | X : Q — R} die Menge aller moglichen zufélligen Portfolioverluste X aus einem
Kredit(-Portfolio) bis zu einem festen Zeitpunkt 7. Als Risikomaf wird grundsétzlich
jede Abbildung R : X — R verstanden, die jeder Verlustvariable (eines einzelnen
Finanzguts oder eines Portfolios aus Finanzgiitern) im Zeithorizont [0, 7] eine Kennzahl
- das Risiko - zuordnet.

Ein im Kreditbereich standardméfig verwendetes Beispiel hierfiir ist der Value at Risk
(VaR).

Definition 4.2 Gegeben sei ein Portfolio aus N € IN Finanzgitern mit Haltedauer
T € (0,00) und Portfolioverlust Ly(T). Dann heifit

VaR(c, Ly, T) :== vy :=inf {z > 0: P(Ln(T) < z) > a}, a €]0,1]

der Value-at-Risk des Portfolios I1 (zum Niveau o).

Der VaR ist also das a—Quantil der Verlustverteilung. In der Praxis werden a-Werte
von mindestens 99% gewihlt, da es bei der Wahl des Absicherungskapitals in Hohe des
VaR in 1 — a % der Fille zur Zahlungsunfahigkeit der Bank kommt.

Bemerkung 4.2 Fiir ein Zeitintervall [0, T und ein Portfolio I1 € RY aus N Finanz-
gtitern mit Anfangswert Vo und (zufalligem) Endwert Vi ist der VaR diejenige Differenz
aus Anfangs- und Endvermdégen, die mit hichstens Wahrscheinlichkeit 1 — o nicht un-

terschritten wird, also
VaR(a) = Vo — v = Vo —inf{Vr > 0: P(Vp <v,) > a}, (4.8)

mit dem a-Quantil v, der Verteilungsfunktion des Portfoliowerts in T.

Anhand der folgenden ,Giitekriterien“ fiir Risikomafe wird gezeigt, warum der VaR trotz

seiner Verbreitung als Risikomaf nicht unumstritten ist.

Definition 4.3 Fin Risikomafl R heifit kohdrent, wenn es die folgenden Bedingungen
erfillt:
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a) Monotonie: Fir X, X' € X mit X' < X gilt R(X) < R(X') (Fine Position mit P-f.s.
niedrigerem Verlust besitzt auch ein niedrigeres Risiko)

b) Subadditivitdt: R(X; + Xo) < R(X3) + R(Xs) VX1, Xy € X (das Risiko einer aggre-
gierten Position ist nicht grofier als das Risiko zweier Einzelpositionen)

¢) Positive Homogenitit: R(\-X) = X\ R(X) YA > 0 und VX € X (Ein Vielfaches eines
Portfolioverlusts fihrt zu einer Risikoanderung im selben Verhdltnis)

d) Translationsinvarianz: Fir X € X gilt R(X 4+ a) = R(X) + a Ya € R (Steigt der
Portfolioverlust um einen deterministischen Geldbetrag, so steigt auch dessen Risiko um

diesen Wert an).

Die Eigenschaft der Subbadditivitét ist fiir die Theorie iiber die Portfolio-Diversifikation

von zentraler Bedeutung. Fiir den VaR gilt aber:
Satz 4.3 Der VaR ist i.A. nicht subadditiv. Insbesondere ist der VaR nicht kohdrent.

Beweis: Fiir ein Gegenbeispiel betrachte den W-Raum (2, F,P) mit A, B € F. Es gelte
ANB = ¢ mit P(A) = ¢ und P(B) = 2 fiir ein a € (0, 5). Ferner seien a < b < 0
gegeben. Ein Portfolio IT aus Finanzgiitern besitze den Anfangswert V = 0 und Endwert

a Lfallswe A

Vr(w)=4b ,fallswe B.

0 ,sonst

Vr lasst sich vermoge der Werte V4 und Vg mit

a ,fallswe A
Vao =0, Var(w)=

0 ,sonst

und

b ,fallswe B
Vo =0, VB7T<W) =
0 ,sonst

darstellen als Vi = V4 + Vg. Die Verteilungsfunktionen F4 und Fg von V4 bzw. Vg sind
dann gegeben durch
0 Lfallsx<a

Falx) =< ia | fallsa<z<0
,falls 0 <z

N | —

—_

und

0 ,fallsz<b
Fp(z)=1q2a ,fallsb<z<0.

,falls 0 < x

—_
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Dichte der Yerlustverteilung

EL "-"HRI'IZL"} ESI,H? YWarlosi

Abbildung 4.1: Grafische Veranschaulichung diverser Risikomafe. Nach: Ridder, T.
(2006), S. 4.

Fiir den VaR zum Niveau « ergibt sich nun wegen (4.8) und den Definitionen von V, V4
und Vp:

VaR(V)=Vy—va=0—inf{v | P(Vpr <wv,) > a} =—-b
>0=0—inf{v | Fa(v) > a}+0—inf{v | Fp(v) > a} = VaR(V4) + VaR(Vp)

also
VaR(Va+ Vg) > VaR(A)+ VaR(B). O

Es lasst sich allerdings zeigen, dass der VaR die 3 anderen Kohérenz-Bedingungen er-
fiillt*? und dass er kohirent ist im Falle sogenannter elliptischer Verteilungen®, also
insbesondere im Falle von Gauss-Verteilungen. Da in der spiteren Anwendung das Mo-
dell {iber die Gauss-Copula kalibriert wird und der VaR eine einfache Berechenbarkeit
bietet, wird er spéter in Kapitel 5 als Risikomafs herangezogen.

Die nichterfiillte Subadditivitit hat jedoch zusammen mit der Unfiahigkeit des VaR,
etwas iiber die Grofenordnung der iiber das a-Quantil hinausgehenden Verlusthohen

auszusagen, Anlass zur folgenden Weiterentwicklung des VaR-Konzepts gegeben:

Definition 4.4 Mit den Vorraussetzungen aus Definition 4.2 heifst
ES(a,Lp,T)=E(Ly | Ln > VaR(a, Ly, T'))

der Conditional Value at Risk oder Ezpected Shortfall von II (zum Niveau o).

Der ES gibt also den erwarteten Portfolioverlust, gegeben er iiberschreitet das a-Quantil

92Vgl. Kremer, J. (2008), S. 38.
93Vgl. Embrechts, P. et al. (1999), Theorem 1.
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der Verlustverteilung, an. ES und VaR stehen in folgender Beziechung zueinander

ES(a, Ly, T) = VaR(a, Ly, T) + E[Ly — VaR(a, L, T) | Ly > VaR(a, Ly, T')]
> VaR(a, Lu, T).

Des Weiteren gilt der wichtige..
Satz 4.4 Der ES ist kohdrent.
Beweis: Siche Kremer, J. (2008), Satz 1.41. [

4.3 Beispiel einer Anwendung

Anhand einer fiktiven Situation wird nun ein Portfolio, wie es typischerweise in einer
ortlichen Sparkasse vorliegen kénnte, beschrieben und untersucht. Anschlieffend wird ein
reales Beispiel einer deutschen Region gegeben, die eine gewisse Anwendbarkeit und da-
mit Realitdtsndhe dieses allgemeinen, fiktiven Beispiels illustrieren soll. Das vorgestellte
Portfolio wird in den folgenden Kapiteln wieder aufgegriffen und die theoretischen Er-

gebnisse der vorliegenden Arbeit schlieklich hierauf angewandt.

Die Situation

Angenommen sei die Ansiedlung eines grofen Unternehmens in der Region einer ortlichen
Sparkasse oder einer anderen Regionalbank. Das Unternehmen dominiere die Wirtschaft
in dieser Region, z.B. in dem Sinne, dass es den Hauptarbeitgeber stellt. Dariiber hinaus
existieren in der Region mehrere zuarbeitende kleinere Unternehmen, die es durch das
Grofsunternehmen in diese Region gezogen hat.

Das Geschiftsfeld regionaler Banken ergibt sich gerade aus der direkten ,Anbindung*
an ihre Region, da Geldanlagen bei der Bank sowie Kreditaufnahmen zu einem grofen
Teil von Wirtschaftssubjekten aus der Region der ansiissigen Bank getitigt werden.%

Als mogliche Folgen ergeben sich fiir die beschriebene Region,

1. dass ein nicht unerheblicher Anteil der Kreditforderungen der Bank gegen das grofie

Unternehmen in der Region aufgebaut wird.

2. dass im gesamten Forderungsbestand der Bank ein hoher Forderungsanteil gegen
Unternehmen aus der gleichen Branche vorliegt oder aufgrund sonstiger Griinde

Abhéngigkeiten in der Solvenz der Unternehmen der Region existieren.

Beide Fille lassen vermuten, dass die Wahrscheinlichkeit fiir eine Periode, in der es durch
Kreditereignisse im Kreditforderungsbestand zu grofsen Verlusten der Bank kommt, an-
steigt, und zwar aufgrund der geringen Diversifikation durch , Klumpenrisiken* und Ab-

héngigkeiten in der Solvenz der Schuldner. Insbesondere wiirde etwa ein Kreditausfall

94Vgl. Bertelsmann Lexikon (1994), S. 8096.
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Abbildung 4.2: Die Firma Viessmann in Allendorf/Eder. Quelle:
http://www.sicher-heizen.de.

beim Groflunternehmen u.U. auch die Solvabilitit der Bank in erheblichem Mafie belas-

ten.?

Beispiel: Die Firma Viessmann im Mittelzentrum Allendorf-Battenberg

Im nordhessischen Landkreis Waldeck-Frankenberg liegen die beiden Gemeinden Allen-
dorf und Battenberg die durch ihre Bezeichnung als Mittelzentrum in der Folge als eine
Region bezeichnet werden. Der umliegende Landkreis bildet den flaichenméfig Groften
in Hessen, ist jedoch gleichzeitig mit nur 89 Einwohnern pro km? vergleichsweise diinn
besiedelt (hessischer Durchschnitt: 289 Einw./km?). Der , Altkreis* Frankenberg, zu dem
auch die Region gehort, hat per Stichtag 30.06.2009 insgesamt 50.055 Einwohner gezahlt.
Hiervon entfielen auf die Gemeinden Allendorf und Battenberg 11.171 Einwohner.%
Die Firma Viessmann Werke GmbH und Co KG mit Hauptsitz in Allendorf/Eder ist
einer der weltweit filhrenden Hersteller von Heiztechnik-Systemen. Das Unternehmen
beschiiftigt rund 8900 Mitarbeiter, davon rund 3700 in Allendorf.%

Unter den 28.777 sozialversicherungspflichtigen Beschiftigungsverhéaltnissen im Altkreis
Frankenberg entfielen zum Stichtag 7828 auf das Mittelzentrum Allendorf-Battenberg.
Viessmann bildet hier also den weitaus gréften Arbeitgeber. Zusétzlich haben sich seit
der Griindung Viessmanns im Jahre 1917 im Lauf der Zeit weitere kleine und mittel-
stindische Unternehmen in der Region entwickelt oder angesiedelt, welche in mehr oder

weniger direktem Mafe und in vielfiltiger Form abhingig vom Standort Viessmann in

95Davon abgesehen sind u.U. auch Probleme hinsichtlich des Kreditlinienmanagements mit dem Groffun-
ternehmen zu erwarten (vgl. Kapitel 2.6.1).

9 Quelle: Siegfried Franke, Geschiiftsfiihrer der Wirtschaftsférderung Waldeck-Frankenberg GmbH, E-
Mail: InfoQWFG-Hessen.de.

97Quelle: Internetseite der Firma Viessmann unter http://www.viessmann.de/de/portrait.html sowie
Informationen von Michael Wagner, E-Mail: WMc@viessmann.com, Abteilung Offentlichkeitsarbeit,
Firma Viessmann.
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Allendorf sind.%

Aufgrund des Geschéftsmodells von Sparkassen und auch der weitldufigen Region ist
zu erwarten, dass die ortliche Sparkasse im origindren Geschéft ein Kreditportfolio mit
deutlichen Regionen- und Branchenkonzentrationen sowie mdglicherweise auch Single-

Name- Konzentrationen (etwa gegen den Schuldner Viessmann) fiihrt.

Nun wird ein Portfolio aus Kreditforderungen entsprechend obiger Situation postuliert:
Gegeben sei ein Zeithorizont von T' Jahren und ein Portfolio von N = 50 Kreditforderun-
gen der Hohe M (1)*> M(2) = ... = M(50) mit M := 32, M(i) mit (stochastischen)
Ausfallzeiten 7, ..., 750 und Ausfallindikatoren Dp(1), ..., Dr(50). Die Bank sei in Besitz
eines derartigen Portfolios und moéchte die Kreditforderungen aus der Bilanzaufstellung
fiir den Zeitraum dieser T' Jahre entfernen. Dazu plane sie, iiber eine Verbriefung einen
entsprechenden CDO zu emittieren.

Das Beispiel wird in Kapitel 5 aufgegriffen, als ,,Sparkassen-CDO®“ noch naher spezifi-
ziert und schlieflich bewertet. Dafiir werden aber nun zunéchst verschiedene Zuginge
der Modellbildung vorgestellt.

4.4 Modellklassen fiir das individuelle Ausfallereignis

Die Modellierung individueller Ausfallereignisse bildet haufig bereits einen Ausgangs-
punkt fiir Portfolio-Ausfallmodelle. Der Copula-Ansatz greift diese beispielsweise auf
und verpasst ihnen nur in einem zusétzlichen Schritt gewisse Abhéangigkeitsstrukturen,
weshalb hier zundchst auf die Modellierung individueller Ausfallereignisse eingegangen
wird. In der Literatur existieren hierzu primér zwei verbreitete Modellklassen: Einerseits
die Unternehmenswertmodelle (structural models), bei denen die Entwicklung einfluss-
reicher Variablen auf den Unternehmenswert im Zeitverlauf modelliert wird, und an-
dererseits die Intensitdatsmodelle (intensity /hazard rate models), bei denen der Ausfall
nicht durch sich verindernde Unternehmensgréfien gesteuert, sondern durch exogen vor-
gegebene Prozesse modelliert wird.

Bei den Unternehmenswertmodellen wird in Anlehnung an Martin et al. (2006), Kap.
2.3.1, exemplarisch das Modell von Zhou niher vorgestellt. Es folgen die Intensitéts-
modelle, denen sich ein Ausblick auf das Modell von Brody, Hughston and Macrina!%
(BHM-Modell) aus der jiingeren Modellklasse der Incomplete Information-Ansétze an-
schliefst, in der die Vorteile der beiden grundtypischen Modellvarianten zusammengefiihrt

werden sollen.

98Einschitzung von Dr. Peter Sacher, Leiter des Servicezentrums Waldeck-Frankenberg, IHK Kassel.
E-Mail: sacher@kassel.ihk.de.

99Der Schuldner dieser Kreditforderung wird im Folgenden auch einfach ,erster Schuldner genannt.

100ygl. Brody, D. C. et al. (2005).
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4.4.1 Unternehmenswertmodelle

Dieser Modellklasse liegt eine stochastische Modellierung des nach Kapitel 4.1 als exis-
tierend vorausgesetzten Firmenwerts V = (V})ic(o7) zugrunde.!®t V ergibt sich zu je-
dem Zeitpunkt ¢t € [0,00) aus der Summe von Eigenkapital S und Fremdkapital F,
Vi = S; + F,. In dieser Modellklasse kann nun auf verschiedene Weisen das Auslosen
eines Krediteregnisses modelliert werden. Meist geschieht dies durch die Postulierung
einer unteren Schranke C'(¢),t € [0,7] fiir den Unternehmenswert und den Ausfall des
Titels in 7 = infycom{Vi : Vi < C(1)}.

Im Ausgangsmodell von Merton!%? tritt ein Ausfall ein, wenn das als Wert einer einzigen
Unternehmenswertanleihe mit Nennwert M und Falligkeitszeitpunkt 7" angenommene,
ausstehende Fremdkapital nicht mehr durch den Unternehmenswert, der modelliert wird
als Aktienkurs des Unternehmens, bedient werden kann, d.h. wenn V; — My < 0 gilt.

V' = (Vi)icpo,m folgt dabei einer geometrisch Brownschen Bewegung
dVy =r -Vt + o - VidW,

mit dem Standard Wiener Prozess W, Short-Rate r und Volatilitdt o des Firmenwerts.
Da fiir die Riickzahlungshéhe Hp des Zerobonds Hr = Nly,>a + Vrly,. <y gilt (d.h.
Liquidation des Unternehmens im Falle V < M), sind S und F interpretierbar als
(europdischer) Call bzw. Put auf den Unternehmenswert mit Laufzeit 7" und Strike M.

Damit 14sst sich V in T schreiben als
Vr =St + Fr =max{Vpr — M,0} + M — min {Vy, M}

und das Mertonmodell ist auffassbar als eine Anwendung der (im Rahmen der Modell-
annahmen) 1970 entwickelten Black-Scholes-Optionspreisformel auf ausfallgefdhrdete Fi-
nanztitel. Uber den risikoneutralen Wert des Eigenkapitals in 0 < ¢ < T im BS-Model]'%3
lasst sich damit der risikoneutrale Credit Spread zur Zeit ¢(< 7) eines in 7" zahlbaren

Zerobonds im Merton-Modell mit Nennwert 1 bestimmen. Hier wird nur seine Gestalt

101Es werden also streng genommen hier nur Unternehmen als Schuldner betrachtet. Die Integration an-
derer Wirtschaftssubjekte setzt die Modellierungsmoglichkeit eines Firmenwert-dhnlichen Prozesses
voraus.

102Welches auch als das klassische Unternehmenswertmodell bezeichnet wird, benannt nach dem Nobel-
preistrager Robert C. Merton.

103Das ist ein Standardergebnis aus der Finanzmathematik: S; hat die Gestalt

Si = Vi - ®(di(t,T)) = M - exp(—r(T — t)) - D(da(t, 7)),

mit i
log(3) + (r — S — 0% - (T — 1)
o-VI—t

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

d;(t,T) = i=1,2,

)
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festgehalten,

St(T) _ _log(% . exp(T(T —Tt)_) t (P(—dl) + (I)(dQ)), (4.9)

und fiir einen Nachweis auf Martin et al. (2006), S.91 oder Chuang, Y. et al. (2008), S.4f

verwiesen.

Es hat sich gezeigt, dass das klassische Merton-Modell die Héhe des am Markt durch-
schnittlich gezahlten Credit Spreads unterschitzt, weshalb diverse Modellerweiterun-
gen vorgeschlagen wurden. So ldsst Zhou auch Spriinge des Unternehmenswerts zu, die
im Ergebnis zu realistischeren Preisen fithren. Unter P* seien dazu W = (W})ic01
ein Wiener Prozess, N = (N.)ic(o,r) ein Poisson-Prozess mit konstanter Intensitdt A
und eine Folge von unabhingigen, lognormalverteilten Zufallsvariablen (U; 4 1);en, d.h.
log(U; + 1) ~ N (pt,0*) und E*(U;) := v = exp(u + 302) — 1, gegeben. Die Prozesse W,
N und die U; seien stochastisch unabhangig. Die Entwicklung des Unternehmenswerts

wird im Zhou-Modell beschrieben durch die Differentialgleichung
AV, = Vi_((r — \w)dt + odW; + dmy), (4.10)

wobei m = (7¢)sejo,7] €in Sprungprozess mit Sprungzeiten (/V;) und Sprunghdhen
m =S Ut €[0,T] ist. G sei die von 7 und W erzeugte Filtration. Unter G ist dann

(7)== (m — Avt)

ein P*-Martingal und damit ebenso der abdiskontierte Unternehmenswertprozess

V = e "V, der wegen (4.10)
AV, = V,_(odW, + d7,)

erfiillt. Die Losung dieser DGL ist gegeben durch
Nt
L,
Vi =Voexp(aW; + (r = So® = Av)t) [[a+w). (4.11)

=1

Mit Satz 4.1 erhiilt man daraus den risikoneutralen Preisprozess P4(t,T) einer ausfall-
behafteten Kreditforderung mit Félligkeit T im Zhou-Modell:
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Satz 4.5 Im Ansatz von Zhou gilt:

PU(t,T) = Ne77"1

AMT-1)" (Vi

Z M- ) (— cexp(pi(T —t) + o7
=0

i N D(—dyii(t,T)) + (day(t, T))

(4.12)
mit di;(t,T) = do;(t,T) = (log(3) + 1)) /oi(t), pi(t) == (r — 302 — M)t + ip und
oi(t) == ot +i(0*)?.

Fiir den Beweis muss die bedingte Ausfallverteilung gegeben F; bestimmt werden. Dies

geschieht im Folgenden
Lemma 4.1 Firt € [0,T] und dyg, 1i(t), 0:(t) wie oben gilt

T —t))

P*(Vp < N | F) = ie—w—” ul - B(—dy,(t,T)).

!
Beweis: Bedingt auf das das Ereignis Ny — N; = i,i € N gilt fiir Gleichung (4.11)

Vi = V,exp (J(WT - W)+ (r— %(72 — \)(T — t)) H(l +U)

=1

-~

¢

mit ¢ = log(U; + 1) ~ N(p,0*). Fiir den Erwartungswert und die Varianz von ( ergibt
sich direkt

E*(¢) = (r— %02 — W)t +ip, Var*(¢) =o*(T —t) +i(c*)%

Fiir eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ¢ folgt damit:

P*(Vr < N | F) =Y P*(Vp <N | F, Ny — N, = i) - P*(Np — N, = i)

1=0

= 3P Viesplult) + (1)) < V) ¢

e M=) 4 g, 7). O

(—)\(T—t). ooy )

7!

1=

Damit lasst sich nun der Satz beweisen:
Beweis (von Satz 4.5): Wegen PY(T,T) = N — N1y,<ny + Vilgy<ny, Satz 4.1 und
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dem vorangegangenen Lemma ist

Pt T) = eI B (PYT,T) | )
=e TN (1-P(Vr <N |F)+e T E(Vp - Lyyen | F)

(T e AT =) (T
— TNy e t)T.q)(—dQ,i(t,T))e (T-1),
=0
=y AT =) .
D e f>(<i—|)>-vt.1@ (L pucen) |omvs - (4.13)
i=0 ’

Mit den Wiener-Prozess-Zuwachsen und den (; ist auch ( normalverteilt, etwa
¢ ~ N (e, o0¢) und es gilt

B (e Lecy) = <702 @((logy — pc — o) /o)
Setzt man dies in (4.13) ein, folgt die Behauptung. OJ

In neueren Ansitzen konnen Ausfille auch durch Unterschreiten einer (konstanten, zeit-
abhéngigen oder stochastischen) Schwelle erfolgen, beziehen Marktrisiken (z.B. stochas-
tische Zinsentwicklungen) mit ein oder auch endogen erzeugte Ausfallschranken anstelle
von exogenen, wie in Moody’s KMV-Modell (vergleiche den kurzen Uberblick in Ab-
schnitt 4.5.5) Unternehmenswertmodelle kénnen auch direkt auf die Modellierung eines
Korbs von ausfallbehafteten Instrumenten erweitert werden.!'® Zur Reduktion der zu
schiatzenden Anzahl der (Abhéngigkeits-)Parameter sind in der Praxis hierzu aber eher

andere Verfahren entwickelt worden, auf die in Kapitel 4.5 eingegangen wird.

4.4.2 Intensitatsmodelle

Intensitatsmodelle erhalten wegen ihrer angenehmen Bedienbarkeit und Flexibilitdt beim
Fitting empirischer Daten oft den Vorzug gegeniiber den Unternehmenswertmodellen im
Zusammenhang mit der Kreditrisikomodellierung.

In dieser Modellklasse ergibt sich die Ausfallverteilung durch die Modellierng des Aus-
fallereignisses als Zeitpunkt des ersten Sprungs eines Sprungprozesses.!®® Marktinforma-
tionen iiber die zu modellierende Grife finden iiber die Kalibration'® der sogenannten
Ausfallrate oder Intensitéit (engl. Hazard Rate (Function)) des Sprungprozesses Einzug
in das Modell.

Der theoretische Modellrahmen der Intensitétsprozesse wird nun eingefiihrt:

Hierzu liege das Finanzmarktmodell aus 4.1 mit Informationsverlauf F und &quivalen-

104Giehe 7z.B. Rudolph et al. (2007), S. 126.

105D h. eines rechtsseitig-stetigen, stiickweise konstanten stochastischen Prozesses.

106Dje Kalibration erfolgt meist iiber Marktdaten, wie historische Ausfallraten oder aktuelle CDS-
Spreadpreise fiir verschiedene Laufzeiten.
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tem Martingalmall IP* vor, in dem ein kreditrisikobehaftetes Gut gehandelt werde. Die
Zufallsvariable 7 : Q — R U {oo} beschreibe dessen Ausfallzeit'®” und besitze unter P*
eine stetige Verteilungsfunktion F mit Dichte f. Mit Hilfe von 7 wird der Ausfallpro-
zess H = (Ht)te(o,T] durch Hy := 1{;<4 erklart. Des Weiteren werden zwei zusétzliche

Filtrationen definiert:
Hi=0(Hs:s<t)=0(r<s:s<t)

sei die von H erzeugte Filtration, die also gerade die Informationen iiber den individu-
ellen Ausfallstatus wiedergibt. G = (Gi)ic(o,r], definiert durch G, = o(F;, H,), sei die
Filtration, die die Informationen von F und H zusammenfiihrt. 7 ist dann auch eine
G-Stopzeit.

Da im hiesigen Kontext nur der Zeitraum [0, 7] von Bedeutung ist, werden der risiko-
neutrale Ausfallwahrscheinlichkeitsprozess F' = (F})icpo,r) sowie der risikoneutrale Uber-

lebenswahrscheinlichkeitsprozess S = (St)icjo,r] durch

F, =P (r <t|F), tel0,T]
Stizl—Ft:]_—]P*(T>t|.E)7 tG[O,T]

definiert. Weiter sei F; < 1 Vt € (0,7 angenommen, was fiir die Praxis sicherlich nach-
vollziehbar ist (das Unternehmen soll wihrend der Laufzeit nicht P-f.s. ausfallen). Zur
Modellierung der ,Zeit bis zum Ausfall* wird meist die sogenannte Intensitit verwendet,

die nun eingefiihrt wird.

Definition 4.5 Mit den Bezeichnungen von oben heifit der Prozess A = (A¢)ie(o11,
definiert durch

1 — F, = exp(—A;) oder dquivalent Ay = —In(1 — F;)) Vvt € (0,T], (4.14)

F-Hazard-Prozess (von T unter P*). Falls zudem ein Prozess A\ = (A(w))ye(o,1) existiert
mit .
Ay = / AMu)du,
0
so heifst X (F-)Intensitit oder (F-)Hazard Rate Function von T.
Bemerkung 4.3 (i) Mit F' sind auch S und A stetig.
(1i) Wegen Fy = 0 gilt Ay = 0, zudem ergibt sichlim;_, ., Ay = +00 wegen P*(17 < 00) = 1.

Die Intensitdt bildet die zentrale Grofe in Intensitdtsmodellen und beschreibt die ,au-

genblickliche Ausfallwahrscheinlichkeit des betrachteten Finanzguts, falls bis dahin noch
IP(TG(t,l;L+h]|T>t) — f(l;l daS fOl—
1-Fy

kein Ausfall eingetreten ist. Das illustriert wegen limj_,q

gende

197Bemerkung: 7 muss i.A. keine (F});e(o,77-Stopzeit sein.
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Lemma 4.2 FEs gilt
f@)

M) =5

Beweis: Aus der definierenden Eigenschaft der Intensitét ergibt sich durch Logarithmie-

ren und Ableiten zunichst 5
At) = T In(S;).

Dies berechnet sich wegen — 2 (S;) = 2 (F;) weiter zu

A = =2 (s, = —5(S) _wF) _ f()

= ) L]
ot St S 1 - F

Der Poisson-Prozess
Poisson-Prozesse sind besonders giinstig zur Beschreibung von Ausfillen in Intensitéts-

modellen.!0%

Definition 4.6 Sei (7,)n>0 eine Folge aufsteigender (F;)-Stopzeiten und N definiert
durch

Ny =) Loy, t€(0,7).

h>0

N heifit (inhomogener) Poisson-Prozess mit Intensitat \(t), wenn gilt:

(1) Ny — Ny ist unabhingig von Fy YVt € (0,T]

(2) P(N; — N, = n) = — (/:)\(u)du>nexp (— /St)\(u)du) Jir 0 < s <t,

n!

d.h. N besitzt unabhingige Zuwdchse, die poissonverteilt sind zum Parameter

Bemerkung 4.4 a) Der Poisson-Prozess heifst homogen, wenn \(t) = X\ fir ein A > 0
gilt, d.h. P(N; — Ny =n) = L(t — s)"X"exp (—(t — s)A) fir 0 < s <t ist.

b) Besitzt der Poisson-Prozess eine stochastische Intensitit, sodass N(t) bedingt unter
A, w) fir P-f.a. w € Q einen inhomogenen Poisson-Prozess mit Intensitdt \(t,w) be-

schreibt, so heifft N auch Coz-Prozess.t%

Die Intensitdt des Poisson-Prozesses weist einen besonderen Bezug zur Hazard Rate
auf: Definiert man einen Ausfall zunéichst als ersten Sprungzeitpunkt des (inhomogenen)
Poisson-Prozesses, also 7 = inf {t € R | N, > 0}, so ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit

108Fine ausfiihrliche Einfiihrung gibt beispielsweise Schénbucher (2003), Kap. 5.
109Vgl. Lando, D. (1998)

48



bis t im Poisson-Prozess gegeben durch

S, =P(N(t) = 0| Fy) = exp (— /tT )\(u)du) .

Damit stimmt sie mit der Hazard Rate nach dessen Definition iiberein, d.h. die Intensitét

des Poisson-Prozesses ist auch eine Intensitiat geméaf Definition 4.5.

Im Fall stochastischer Intensitaten gilt fiir die Verteilung der Zuwichse:

IP(NT — Ny = TL) = E(R{NT—Nt=n}) = E(E(H{NT—Nt} ‘ >‘))

oL ([ ) e (- [ ra)]

Daraus folgt

S(t)=P(N(t)=0|F) =E [exp (— /0 t )\(u)du)} (4.15)

und durch Ableitung nach t

) =B [A(t) exp <— /Ot A(u)du)] |

Insbesondere ergibt sich fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit bei konstanter Intensitat
A > 0:

Fio=1-E e (- [ t A )| = 1= expin -0 (116)

Diese grundlegenden Ergebnisse {iber den Intensititen-Ansatz werden in den folgenden

Abschnitten mehrfach wieder aufgegriffen.

4.4.3 Incomplete Information Prozesse

Die Klasse der Incomplete Information Prozesse soll die Vorteile der vorangegangenen
Ansétze zusammenfiihren, indem im Intensitdtsmodell die Intensitdten auch von Gko-
nomischen Grofen getrieben werden. Damit beheben diese Modelle die grofte Kritik
am Intensitdtsmodell - die rein exogene Ausfallmodellierung - und behalten zugleich

10 gind verschiedene Ausge-

mathematisch praktikable Strukturen. Seit ihrer Einfiihrung
staltungen dieses Ansatzes vorgeschlagen worden. Exemplarisch wird hier nur kurz ein
Modell von Broady, Hughston und Macrina (,BHM-Modell“) angerissen.

Im BHM-Modell sei dazu C7 eine nicht-degenerierte, Fr-messbare und [0, 1]-wertige Zu-

fallsvariable auf dem W-Raum (Q, F = (Fi)ic(o,r7, P) mit Verteilungsfunktion F. Cp

10Finen umfangreichen Uberblick iiber Incomplete Information Prozesse liefern Duffie, D. und Lando,
D. (1997) sowie Elizalde, A. (2006).
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kann als Claim aufgefasst werden und bezeichne die zuféllige Auszahlung einer ausfall-
behafteten Anleihe mit Nennwert 1 zum Filligkeitszeitpunkt T. Es wird Cr = X4(T,T)
gesetzt und dann mit X¢(¢,T) der Preis dieses Claims in 0 <t < T bezeichnet.
Des Weiteren sei 8 = {Sr }o<i<r die Brownsche Briicke auf (€2, F,P) mit Sor = Srr = 0,
die

Y Bt
. T'—s

Bur — Bir = — dS+Wu_Wt
erfiille, wobei W = (Wt)ogth der Standard Wiener Prozess auf demselben W-Raum sei.
C'r sei stochastisch unabhéngig von # (und damit auch von W)

Nun definiere den sogenannten Marktinformationsprozess & = (&;)o<i<r durch

& = otCr + Bir.

Die von ¢ erzeugte Filtration F¢ - gegeben durch F¥ = o(&, : u € [0,1]) fiir ¢t € [0, 7]
- reprisentiert die Informationen des Marktes in [0,7], die sich aus Claiminformatio-
nen sowie durch § als einem Storfaktor speisen (,incomplete information“). Dabei wird
die Wahl der Brownschen Briicke als Storterm klar: Am Laufzeitende T besitzen die
Marktteilnehmer vollstdndige Informationen iiber Cr - im BHM-Modell wird dies ent-
sprechend beriicksichtigt durch den deterministischen Endwert 0 der (Standard) Brown-
schen Briicke.

Der Wert in ¢ eines ausfallbehafteten Bonds X (¢, T) mit Laufzeit T kann nun in diesem

Modell bestimmt werden und besitzt bei (wie oben) deterministischen Zinsen die Gestalt

fol zexp (7 (oaé — $0%2°t) dF (z)

X4, T)= B(t,T : '
(t,T) (t,T) fol exp (7 (oyé — Lo2y2t) dF (y)

Fiir Details wird auf [8] oder [82] verwiesen.

4.5 Modellierung korrelierter Ausfille

Neben den individuellen Ausfallereignissen ist eine Darstellung ihrer zur Bewertung von
Koérben ausfallbehafteter Schuldtitel von Noten. Die beiden verbreitesten Modellklassen
zur Beschreibung dieser Abhéngigkeiten werden in den folgenden Abschnitten vorge-
stellt. Zudem erfolgt ein kurzer Uberblick iiber weitere mdgliche Ansitze (4.5.4) und in
der Praxis geldufiger Verfahren (4.5.5) in diesem Zusammenhang. Dabei konzentriert sich
dieses Kapitel v.a. auf die Bestimmung von Ausfallverteilungen der Baskets, die schliefs-
lich den Kern der Bewertung von Basketderivaten darstellen. Dazwischen wird mit dem
Konzept der Tail Dependence in Abschnitt 4.5.3 ein modelliibergreifendes Maf fiir die
Starke von Abhangigkeiten eingefiihrt.
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4.5.1 Faktormodelle

Die Idee hinter den Faktormodellen besteht darin, die Ursachen fiir die Abhéngigkeiten
zwischen Ausfallereignissen der Schuldner in ,Faktoren“ einzuteilen, welche dann jeweils
einen systematischen Einfluss auf einen Teil oder auf alle Schuldner ausiiben.''! Da-
bei bilden die bedingenden Faktoren (nicht-vorhersehbare) stochastische Prozesse. Meist
wird eine Zielgrofe modelliert, welche die Bonitit der Investments beschreibt und die
durch die oben angefiihrten Faktoren getrieben wird. Fillt dieses Bonitdtsmak unter eine
gewisse Schwelle, bedeutet das den Ausfall des Schuldners. Im typischen Fall wird die
Bonitét dabei als linear von den Faktoren abhéngig dargestellt. Das allgemeine (lineare)
m-Faktorenmodell hat dann die Gestalt:

Bi=08i1- Y1+ .4 Bim - Yn+e, i=1,..,N,

wobei

e B, die Bonitdt des i-ten Unternehmens in einem Korb angibt und die oft auch

Zustandsvariable genannt wird
e Y, ...,Y,, & stochastisch unabhingige Zufallsvariablen sind'!?

e die Y; systematische Marktfaktoren bezeichnen, deren Einfluss sich auf diejenigen
der i = {1, ..., N} Schuldner mit f3; ; > 0 erstreckt

e ¢; die in einer Zufallsgréfe zusammengefassten firmenspezifischen Einfliisse be-
schreibt

e die 3, ; die Regressionsparamater des Modells sind, die es zu schitzen gilt

Im einfachsten Fall - dem sogenannten 1-Faktormodell - wird nur ein individueller Faktor
fiir die Bonitédt (etwa das Rating) betrachtet, d.h. die Schuldner werden als unabhingig
angenommen. Haufig verwendet wird das 2-Faktorenmodell, bei dem neben dem indi-
viduellen Faktor eine Abhédngigkeit aller Schuldtitel von einer weiteren Variable ange-
nommen wird, welche also die komplette Abhéngigkeitsstruktur zwischen den einzelnen
Adressen spezifiziert.!1? Das wichtigste Beispiel eines 2-Faktorenmodells, das hiufig auch
1-Faktorenmodell genannt wird, weil in der Literatur z.T". nur die nicht individuellen Fak-
toren gezdhlt werden, ist das sogenannte Vasicek-Modell. Die Firmenbonitét ergibt sich

hier aus der Gleichung

Bi:\/ﬁY—F\/l—p&i, Zzl,,N

H1Vel. fiir dieses Kapitel die Arbeiten von Eberlein, E. et al. (2007), sowie Ferrarese, C. (2006).

112Bei allen Parameterschitzproblemen sollte allgemein (m << N) gelten, d.h. die Zahl der Datensitze
die Parameteranzahl deutlich iibersteigen, um praktikable Ergebnisse zu erméglichen.

113Dje Korrelationen der Bonitiitsvariablen werden dabei als Asset-Korrelationen bezeichnet und dienen
besonders gut bei der Kalibrierung der Korrelationsmatrix einer Gauss-Copula (vgl. den nichsten
Abschnitt).
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mit

e Ve, ...,en sind i.i.d. ~ N(0,1), wobei Y den ,systematischen Marktfaktor” und

g; einen  firmenspezifischen Faktor® bezeichnet

e p € (0,1) steuert die Hohe der Abhingigkeit zwischen den Zufallsvariablen (je
grofer p ist, umso hoher auch die Abhéngigkeit).

Das Risiko in der Position wird also einerseits mit Anteil \/p getrieben durch den all-
gemeinen Marktfaktor und zum anderen Teil durch unabhéngige, individuelle Einfliisse,
die jeweils in den ¢; zusammengefasst sind. Mit der Normalverteilung der Y; und &; und
der Wahl der Gewichtungen gilt auch B; ~ N(0, 1), und wegen

Corr(B;, B;) = E(B; - Bj) = E((v/pY + V(1 —p)ei) - (V/pY + /(1 — p)e;))
= pE(W) = p fiir i #
gibt p gerade die Korrelation der Ausfille an und bedingt unter Y sind die B; unabhéngig.

Um die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit gegeben eine Realisation y der Marktinfor-

mation Y zu berechnen, wird die Grofe

di(t) = ®~H(Qi(t))

eingefiihrt, wobei ®~! die Inversion der Standardnormalverteilung bezeichnet und
Q;i(t) := P(r; < t) die Verteilungsfunktion der Ausfallzeit des i-ten Kredits ist. d; ist
monoton wachsend wegen der Monotonie von @Q; in ¢ und von ®~! in Q. Die Ausfallzeit

des i-ten Schuldners kann daher definiert werden als
=inf{t>0:B; <d;(t)}, i=1,...,N,
da die 7; wegen B; ~ N(0,1) und ®(B;) ~ R(0,1) gerade gemifk Q verteilt sind:
P(r; <t) =P(B; < 7 (Qi(t)) = P(2(B:) < Qi(t)) = Qi)
Damit folgt fiir alle i:

P(r; <t |Y) = P(B; < di(t) | Y)
=P(V/pY + /1 —pe; <dit) | Y)

(e O )

_ o (—d%%/pﬁy) | (4.17)
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Wegen Q;(t) = Q,;(t) und damit auch d;(t) = d;(t) Vi,j € 1, ..., N wird dabei der Index

weggelassen. Daraus ergibt sich nun..

Satz 4.6 Fiir ein normiertes, homogenes Portfolio I1 aus N Krediten mit Verlustvariable
Ly (t) und Ausfallverteilungen Q;(t) = Q(t), i = 1,..., N ist die Verteilung der relativen
Anzahl ausgefallener Titel zum Zeitpunkt t € [0,T) im Vasicek-Modell gegeben durch:

vawem-$(2) () (o) o
(4.18)

wobei ¢ die Dichte der N(0,1)-Verteilung ist.

Beweis: Definiere A} als das Ereignis, dass genau k Ausfille bis t stattfinden. Wegen der
bedingten Unabhéngigkeit der Ausfallereignisse gegeben die Marktinformation {Y = y}
ist P(AL | Y = y) binomialverteilt:

o= (1) (R (oo ()

Die unbedingte Wahrscheinlichkeit ergibt sich daraus zu

P(A}) = /OO P(AL Y =y) - o(y)dy

- /i ( . ) o (MY (e (NN T

wobei Gleichung (4.17) verwendet wurde. Aufsummation der Wahrscheinlichkeiten fiir

k=1,...,m liefert die Behauptung. [

Fiir Large Homogeneous Portfolios ldsst sich (4.18) noch wesentlich vereinfachen:

Satz 4.7 FEs sei I ein homogenes, perfekt diversifiziertes Portfolio aus N Geschiften
mit zu einem festen Zeitpunkt t einheitlicher Ausfallwahrscheinlichkeit p > 0 und zufdl-
liger Portfolioverlustquote LGDI(TN) (vgl. Definition 4.1) im Zeitpunkt t € [0,T]. Dann
konvergiert die Folge (LGD(N))NE]N m quadratischen Mittel und es gill

LGD™) P P(r<t|Y)=a (q)l(p_i — ;/ﬁy> :

d.h. Ve > 0 gilt limy_o P(| LGDW) —P(7 < t|Y)| > ) =0.

Die Bedingungen sind beispielsweise fiir ein (homogenes) Sparkassen-Portfolio mit an-
steigender Kreditanzahl insbesondere erfiillt, wenn es in der Bank eine Kreditlinienbe-

stimmung (=obere Schranke fiir einzelne Kredithohe) gibt.'™

114Vgl. Bemerkung 4.1.
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Beweis: Zunichst gilt wegen SN wZ(N)LGDi =1, (4.17) und mit &~ (p) =: d(¢t)

N N
E(LGD™ | Y) =Y wLGDE(D; | Y) =Y wVLGD,P(D;=1]Y)
=1

=1

N -1
@1r) . (D7 (p) — /pY
=P(r<t|Y)> wLGD, "= <I>( .
i=1 V91=p

Damit folgt

E[(L™) —P(r <t|Y))’] = B(L™ — E(L™ | Y))?)
EE((L™Y —E(LW [Y))?) | Y)
E(

Var(L™ | Y))

also konvergiert (L™))yen im quadratischen Mittel gegen P(7 < t | V). Damit folgt
aber auch die behauptete Konvergenz in Wahrscheinlichkeit. [

Unter den obigen Bedingungen an das Portfolio helfen die Ergebnisse, faire Spreadpreise
fiir CDO-Tranchen zu berechnen (siehe z.B. Eberlein, E. et al (2007)). Hier wird jedoch

spater ein anderer Weg - mit der Hilfe von Copulas - eingeschlagen.

Alternativer Faktor-Ansatz
Anstelle der firmenspezifischen Modellierung kann mit dem Faktoransatz auch direkt
der gesamte Portfolioverlust modelliert werden. Beispielsweise wird eine stochastische

Differentialgleichung fiir den Gesamtverlust L; bis zum Zeitpunkt ¢ postuliert, z.B.

dL,
1—-L,

= Y1dN1y + Y2dNoy + v3dN3 4, 71, 72,73 € R,

bei dem die /V;; unabhangigen Poissonverteilungen folgen und die «; Sprunghéhen des
Gesamtverlusts bedeuten. Macht nun einer der Poisson-Prozesse einen Sprung in ¢, so
erhoht sich der Portfolioverlust geméf der Groke der +;, sodass also im Modell entspre-
chend viele Schuldner ein Kreditereignis erleben. Auf diese Weise kénnen z.B. neben
einem Einzelausfall auch Ausfallhdufungen durch Branchen- oder gesamtwirtschaftliche

Krisen modelliert werden. Entsprechende Modellspezifikationen finden sich beispielswei-

o4



se in Longstaff, F. A. / Rajan, A. (2006), Kapitel 4, sowie in Duffie, D. / Géarleanu, N.
(2001).

4.5.2 Copula-Modelle

Um die Verlustverteilung eines Portfolios ausfallbehafteter Finanzgiiter zu bestimmen,
bedarf es neben der Modellierung der einzelnen Ausfallszenarien einer Spezifizierung
ihrer Abhéingigkeitsstrukturen. Copulas leisten genau das - sie ermdglichen die getrennte
Modellierung von einzelnen Ausfallwahrscheinlichkeiten und ihren Abhingigkeiten.!!?

Eine anschauliche Copula-Definition ist die folgende:

Definition 4.7 Fine Copula ist eine Funktion C : [0,1]" — [0, 1], die folgende Bedin-
gqungen erfillt:

(1) C(1,...,1Lv;,1,....1) =v; Vie{l, ..,n}, v €l0,1]

(2) Vv = (v1,...,v,) € [0, 1] gilt: C(v) =0, falls v; = 0 fiir mindestens ein i € {1,...,n};
(3) Ya = (ay,...,a,),b = (b1, ...,b,) € [0,1]" mit a < b (d.h. a; < b; Vi) gilt:

2 2
Z e Z(—l)“—‘r—“n C('Ulil, ...,'Unin) 2 07
i1=1 tn=1

wobei vj1 = aj, vjo =0b; Vj € 1,...,n, d.h. das Volumen des Wiirfels mit Ecken a und b

18t stets positiv.

116

Eine dquivalente™™® und fiir hiesige Zwecke niitzlichere, da wahrscheinlichkeitstheoreti-

sche Definition, ist die folgende:

Definition 4.8 Eine n-Copula C : [0,1]" — [0, 1] ist eine n-dimensionale Verteilungs-

funktion, deren univariate Randverteilungen R|0, 1]-verteilt sind.

Copulas verlinken (insbesondere) eindimensionale Randverteilungsfunktionen

Fi(x1), ..., Fy(z,) mit einer gemeinsamen Verteilung F(zy, ..., 7, ):*7

C(F1<x1)v 7Fn($n)) = IP(Ul < Fl(xl)v X3) Ul < F1<£L‘1))
_ P(F(U) < 4y FU(U,) < )
=P(X; <x,...,Xp, <x,) = F(ay, ..., z,),

150bwohl Copulas meist in Verbindung mit Intensitéitsmodellen fiir das individuelle Ausfallereignis
verwendet werden, kann also auch jede andere Art der Randverteilungsbestimmung (wie z.B. Unter-
nehmenswertmodelle) genutzt werden.

H6Ein Beweis dafiir findet sich z.B. in Embrechts, P. et al. (1999), S. 4.

7Die eindimensionalen Randverteilungen ergeben sich zudem zu

F;(u;)

]P(Ul S 0, ..uy Ui—l S o0, Ui S u,‘,UH_l S 0, ..uy Un S OO)
C(Fl(oo),...,Fi,l(oo),Fi(ui),FHl(oo),...,Fn(oo))
C(L ceey ]., Fz(uz)7 1, veny 1)
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und die Randverteilung eines X; ist gegeben durch

= O(F1<+OO>, ey Fl($1)7 ceey F1(+OO))
Umgekehrt lasst sich zeigen, dass zu einer jeden n-dimensionalen Verteilungsfunktion

F(z1,...,x,) und Randverteilungen F'(z),..., F'(z,) eine Copula existiert, sodass
Vz € R" = [—o0, 00]” gilt:

F(zy,...,x,) = C(F(x1), ..., F(x)).

Sind F(xy),..., F(z,) stetig, so ist C' zudem P-f.s. eindeutig bestimmt (Theorem von
Sklar.''8)

Sind die individuellen Ausfallprozesse modelliert und eine Copula ausgewéhlt worden,

so ergibt sich die Ausfallverteilungsfunktion des Portfolios also durch
F(zy,...,xy) = C(F(21), ..., F(z,))

. Aus der Klasse der Copulas lisst sich also zu beliebig vorgegebener Gesamtverlustver-
teilung sowie in der Praxis meist gut bekannten Einzelverlustmodellen eine ,zugehorige
Abhéngigkeitsstruktur® - die Copula - der Finanzgiiter finden. Copulamodelle bieten

damit einen sehr allgemeinen Weg zur Modellierung von Abhéngigkeiten.

Bemerkung 4.5 In der Praxis wird im Zuge der Bewertung andersherum nach der
Analyse individueller Ausfallprozesse eine Copula gewdhlt/vorgegeben, mit der sich die

modellierte Ausfallverteilungsfunktion des Portfolios also durch
F(xy,...,x,) = C(F(x1), ..., F(xy))

erqibt.

Sind die Verteilungsfunktionen Fi, ..., F,, von n Zufallsvariablen X7, ..., X, und eine Co-
pula C' = C(Fy(z1), ..., Fy(x,)) differenzierbar mit ,Copula-Dichte*

und ist ferner f die Dichte der zugehorigen gemeinsamen Verteilungsfunktion F von

Fi, ..., F, und C, so ergibt sich mit dem Satz von Sklar der folgende Zusammenhang

H8Ein Beweis dieses grundlegenden Resultats befindet sich z.B. in Nelsen, R. (1999), Theorem 2.3.3.

o6



zwischen diesen Groken:

_ O"F(w1, ..., 7p)
@1 2n) = 0x,...07,,
8F1(x1)8Fn($n) 61’1 al’n

_O"C(Fi(@1), oo, Fu(2,)) T+
STy r o el | R

n

= c(Fy(11), ..., Fu(xn)) - H fi(x;)

i=1

und damit
f(z1, .y xp)
H:’L:l filzi)

Dieses Resultat wird spéater bei der Kalibrierung der Parameter innerhalb einer Copula-

(Fi(21), ., Fu()) = (4.19)

Klasse noch von Hilfe sein.

Verschiedene Klassen von Copulas kommen fiir die Modellierung von CDOs in Frage.
Eine aus verschiedenen Griinden in vielen Fillen nach wie vor gebrduchliche Wahl ist

die sogenannte 1-Faktor Gauss-Copula. Sie hat die Gestalt
C(x1, .y T, B) = O (D (21), ..., D (), (4.20)

falls ® die Standardnormalverteilung bezeichnet, ®~! dessen Inversion und @y, die n-

dimensionale Normalverteilung mit Korrelationsmatrix X! ist.

Bemerkung 4.6 Es zeigt sich, dass die mit Gauss-Copulas erzeugbaren Spreadprei-
se deutlich von realistischen Marktwerten abweichen.’®® Die 1-Faktor-Gauss-Copula be-
hauptet sich in der Praxis demnoch zumindest als Quotierungsstandard und besitzt den
Vorteil, dass die Werte in der Korrelationsmatriz gerade den Asset-Korrelationen der
Schuldner im Mertonmodell entsprechen.'*! Diese kénnen aufgrund von i.d.R. reichlich

verfigbaren Marktdaten, wie z.B. Aktienkursverldufen im Fall bérsennotierter Unterneh-

19Tm einfachsten und am hiufigsten verwendeten Fall der 1-Faktor Gauss-Copula hat die Korrelations-
matrix die Gestalt
1 p .. .. p
p 1 .
p e . p 1
120Ein Beleg dafiir ist die Existenz eines Correlation Smile (wie bei der Volatilitéit im Black-Scholes-
Modell), d.h. in den Tranchen jeweils unterschiedlicher impliziter Korrelationen bei der Kalibrierung
der Gauss-Copula an Marktdaten, wohingegen das Modell eine einheitliche Korrelation unterstellt.
Eine detaillierte Beschreibung der Correlation Smile-Eigenschaften befindet sich in Hager, S. /Scho-

bel, R. (2006), Kapitel 3.
121Vgl. Martin et al. (2006), S. 203.
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men, gqut geschdtzt werden. Fiir die spdtere Bewertung des Sparkassen-CDOs wird die
1-Faktor Gauss-Copula auch deshalb herangezogen, da die gleiche Branchenzugehdérigkeit

mit der Verwendung nur eines Korrelationsparameters auskommt.'??

Aufgrund der Bemerkung sind weitere Copulas zur Modellierung von Basketkreditderi-
vaten vorgeschlagen und verglichen worden. Zu den hiesigen Zwecken wird spéter aus

folgenden Griinden die sogenannte Gumbel-(Hougaard)-Copula herangezogen:

e Es wird aufgrund der gleichen Sektorzugehorigkeit aller Schuldner und der spéateren

Annahme identischer Abhéngigkeiten nur ein Parameter bendtigt

e Die Klasse der sogenannten archimedischen Copulas - zu der die Gumbel-Copula

gehort - verfiigt iiber mathematisch vorteilhafte Eigenschaften

e Die Gumbel-Copula-Abhéngigkeiten kénnen besonders einfach mit Hilfe des Ken-
dalls tau-Konzepts quantifiziert werden, was aus Vergleichsgriinden zur Gauss-

Copula noch eine Rolle spielen wird (vgl. Kapitel 5.3)

e Gerade die Gumbel-Copula weist sogenannte upper Tail Dependence auf und ist
damit gut in der Lage, das Phinomen gehiufter Ausfille von Kreditforderungen

zu modellieren'??

Die Gumbel-Copula gehort zur Klasse der Archimedischen Copulas:
Es sei @ : [0, 1] — [0, o] eine stetige, streng monoton fallende, konvexe Funktion, sodass
(1) = 0 und ®(0) = oo gilt. Zu @ existiert dann eine Inverse ' : [0, co] — [0, 1].

Definition 4.9 Es sei ® wie oben und die Funktion C¢ : [0,1]7 — [0,1] sei definiert
durch

Cluy, ..y ug) = 7 HP(uy) + ... + Puyg)). (4.21)

C?% wird als d-dimensionale archimedische Copula bezeichnet, wenn ®~1 komplett mono-

ton im Intervall [0, 00) ist, d.h. wenn gilt

5k
k —1 .7
® heifit in diesem Fall Generator der Copula.

Bemerkung 4.7 Die Bedingung der kompletten Monotonie ist gerade nolwendig und
hinreichend dafiir, dass die gemdf (4.21) konstruierte Funktion eine Copula bildet.*

122 Mehrfaktor-Gaussmodelle erméglichen dagegen gerade die Einfiihrung von ,jintra-“ und ,jinter-“ sekto-
ralen Korrelationen. Eine umfangreiche Abhandlung zu diesem Thema geben Hofert, M. / Scherer,
M. (2008).

12380 bekriftigen beispielsweise Hofert, M. und Scherer, M. (2008) die gute Eignung der Gumbel-Copula
zum Treffen von Marktdaten. Hier gibt es allerdings in der Literatur auch gemischtereBefunde,
die u.a. abhingig sind von konkreter Situation, sowie verwendetem Giitekriterium und verwendeter
Methode.

124Vgl. Nelsen, R. B. (1998), Theorem 4.6.2.
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Es ldsst sich direkt nachrechnen, dass die Funktion ®4(t) = (—Int)?, § > 1 die Vor-
aussetzungen eines Generators erfiillt: ®, ist offensichtlich stetig mit ®p(1) = 0 und
wegen $(t) = —% < 0Vt € (0, 1] streng monoton fallend. Aufserdem ist ®y wegen
®}(t) > 0 konvex, also ein Generator, der wegen lim;_,o ®yp = oo strikt ist. Die Inverse

ist durch ®,'(s) = exp(—s9) gegeben.

Definition 4.10 Die durch den Generator ®y(t) = (—1Int)?, 0 > 1 erzeugte archimedi-
sche Copula

1
0

Co(u, ...,uq) = exp | — [

.
Il a
—

(— In U,i)el
heifit Gumbel-(Hougaard-)Copula.

4.5.3 Tail dependence

Eine Kenngrofe (Mafzahl) fiir die von Copulas erzeugten Abhéngigkeitsstrukturen von
Zufallsvariablen liefert das Konzept der Tail Dependence. Es wird nur angemerkt, dass es
zu diesem Thema auch eine Reihe weiterer Ansitze, wie das Arbeiten mit Konkordanz-
MaRen (Spearman‘s Rho, Kendall‘s tau) gibt.!?®

Die Tail Dependence beleuchtet extreme Ereignisse, wie den zeitlich gehduften Ausfall
vieler Schuldner, der etwa in Folge einer regionalen, einer Branchen- oder einer Weltwirt-
schaftskrise entstehen kann und wegen seiner starken wirtschaftlichen Auswirkungen von
erheblichem Interesse ist. Anhand von jeweils zwei betrachteten Zufallsgréfsen wird nun
die Tail Dependence eingefiihrt und Gauss- sowie Gumbel-Copula dann in Bezug auf
ihre Tail Dependence untersucht.

Gegeben sei also ein Zufallsvektor (X, Y') mit stetigen Randverteilungen Fx und Fy und
U= Fx(X) sowie V= Fy(Y), d.h. U,V ~ R0, 1].

Definition 4.11 (i) Fiir den Zufallsvektor (X,Y) heiffen Ay bzw. A\, mit
Ao = li/rr} PlY > Fy'l(u) | X > Fyl(u)],

Av = lm PlY < M (u) | X < Fy'(u)],

sofern sie jeweils existieren, die Koeffizienten der upper bzw. der lower Tail Dependence.
(i) Gilt \o € (0,1], so heiffen X und Y asymptotisch abhdngig im upper Tail, gilt
Av € (0,1], so heiffen X undY asymptotisch abhdngig im lower Tail. Im jeweils anderen
Fall heiffen Ao bzw. Ay asymptotisch unabhdngig im upper bzw. lower Tail.

Ao und Ay lassen sich als Funktional einer Copula schreiben, was das folgende Lemma

(hier exemplarisch fiir den Fall von Ap) belegt.

125 ineare Korrelationsmafe greifen hierbei zu kurz oder sind - wie etwa Pearson‘s Korrelationskoeffizient
- nicht Copula-spezifisch, sondern héngen oft auch von den Randverteilungen ab.
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Lemma 4.3 Es secien X, Y Zufallsvariablen mit stetigen Verteilungsfunktionen Fx, Fy
und U = Fx(X),V = Fy(Y). Dann gilt

Sind weiter X und Y identisch verteilt mit F(x) <1 Vo < oo, so ldsst sich Ao im Falle

126

einer in thren Argumenten symmetrischen Copula’*® auch schreiben als

/\o:ii/:rq 2-P(Y >z | X =ux).
Beweis: Die Uberlebensfunktion von (X,Y) sei gegeben durch
Sxy(z,y) =P(X >z,Y >y) Vz,y € R.
Zuerst nachzurechnen:
Sxy(z,y) =1— Fx(x) — Fy(y) + Fxy(z,y).

Fiir Ao und eine Copula C mit (X,Y) ~ C(Fx(X), Fy(Y)) folgt dann

PlY > Fy'l(u), X > Fy'(u)]

Ao =i
0= PIX > Fy'(u)]
i L PIX S P ()] = PIY < Byl (w)] + PIX < Fi'(w), Y < Fy ' (u)]
Tl 1 —P[X < Fyl(u)]
_ lim 1 —2u+ C(u,u)
u 1—wu
Wegen

liml—2u+C(u,u) =lim1l —u=0
[Tyt u M1

gilt mit der Regel von L’Hopital weiter

1 =2u+Cu,u) . 0 0
}L% — = 11}/11} 2 — %C’(s,t) | s=t=u +EC(S’t) lsmtmu | -

126D h. C(u,v) = C(v,u) Yu,v [0, 1], wie etwa im Falle der Gauss- und der Gumbel-Copula.
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Aus

P(V<ov|U=u)= lim P(V<v|u<U<u+ Au)

Av—0
~ im Plu<U<u+ Au,V <0)
Av—0 Plu<U <u+ Au)
Plu<U<u+ Au,V <o)

- Algilo Ay
— fim C(u+ Au,v) — C(u,v)
LAv—0 Au
= %C(u,v)
erhidlt man die Beziehungen
]P(V>U|U—u)—1—g0(u v)
- - au ’ I
0

PU>u|V=0v)= 1—%0(%@),

aus denen fiir Verteilungen und Copulas mit den vorausgesetzten Eigenschaften die Be-

hauptung folgt:

: 0 0
Ao = il/rri 2 — EC(s,t) ls—t=u —1—50(5,15) ls=t=u |
:1%P(V>u]U:u)+P(U>u|V:u)

=2-IlmP(V >u|U=u)
u, 1
=2- 11/m P(F'V)>az| F*U)=2)

=2-lm[PY >z | X=2). O

x /oo
Ganz dhnliche Rechnungen lassen sich fiir Ay durchfiihren und fiihren zu

Ay = lim Clu, u)
u\0 u

(4.22)

Fiir normal-verteilte Zufallsvariablen XY gilt A\p = Ay wegen der Radialsymmetrie
der Verteilungen um ihren Erwartungswert. Die Tail Dependence im Gauss-Fall (d.h.
X,Y ~ N(0,1)) mit Korrelation 727 ergibt sich damit wegen Y | X = u ~ N (ru,1 —r?)

127D h. die Copula hat dann die Gestalt

& Yw) e 1(v) 1 2 — ory 2

y+y
CGauss(u,v) = — - | dzdy.
Gauss(t:0) /_Do /—oo 2m(1 —r2)t/2 exp( 2(1=72) ) o
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im Fall » <1 zu

/\O:2~li/mIP(Y>u|X:u)

u—ru
—2.lim (1-®( ———
WOO( (\/1—7“2))

sm (o () -

also sind Gauss-Copulas asymptotisch unabhingig in den Tails.

Satz 4.8 Die upper und lower Tail Dependence der Gumbel-Copula sind
Mo =27 und \y = 0,

d.h. die Gumbel-Copula ist asymptotisch abhingig im upper, aber nicht im lower Tail.

Beweis: Wegen der Regel von ’'Hoépital gilt:

1-— 21/ 1 o91/6_4 1
1%1—21%23u =25,
u — U u
Damit ergibt sich
1-2 C
Mo — lim u+ C(u,u)
u 1 1—u
o 1—2u+ (—(2(—1nu)5)1/5)
—ul/‘rq 1—u
1— 21/8 1— 91/6
T St S SRS T S S ST
u M 1—wu w1l 1 —u

Fiir die lower Tail Dependence ergibt sich wegen 2'/° > 1:

PlY < Fy'(w), X < Fy'(w)] _ Clu,w)

Av = li =
AN PIX < Fyl(u)] u
1 1 1
= lim —exp (—(2(— Inu)° N) =lim«?”"'=0 O

4.5.4 Verteilungmodelle

Verteilungsmodelle dhneln der Klasse der Faktormodelle - die die Abhéngigkeit model-
lierende Grofe wird hier jedoch nicht durch eine externe Zufallsvariable, sondern durch
zufélliges Ziehen des Modellparameters der Verteilungsklasse in das Modell importiert.
Fiir ein Portfolio mit N Krediten wird deshalb zunéchst eine parametrische Verteilungs-
klasse gew#hlt. Dann wird der i.d.R. fiir alle Kredite gleiche Parameter(-vektor) des
Modells, z.B. ein Gradmesser der wirtschaftlichen Gesamtlage, geméif einer zuvor ge-

wihlten Verteilung gezogen. Uber die Bestimmung der Ausfallverteilung des Portfolios
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gelangt man wie iiblich zur Bewertung des Derivats.

Im nun beispielhaft betrachteten Poisson-Modell wird der Schuldnerausfall als erster
Sprung einer poissonverteilten Zufallsgréfse modelliert.

Dazu seien Dy, ..., Dy die Ausfallvariablen der N Kredite mit

Der Fall D; > 1 kennzeichne wie in Abschnitt 4.4.2 den Ausfall des Schuldners.
A:Q —(0,00), A(w) = A,

definiere eine quadratintegrierbare Zufallsgrofse mit Verteilungsfunktion F', die die Rea-
lisierung des Poisson-Parameters A\ auswiirfelt. Zur Einfiihrung der oben beschriebenen
Abhéngigkeitsstruktur werde nun angenommen, dass die D; bedingt auf eine Realisation

von A unabhéngig sind mit
D;|A=X ~ Poi()\), i €{l,...,N}.

Gegeben das Wissen iiber den systematischen Faktor A verhalten sich die Ausfallindika-
toren also unabhingig voneinander.

Ein Nachteil der Verteilungsmodelle ist die fehlende Zeitdimension. Ausfallkonstellatio-
nen konnen also nur innerhalb einer festgelegten Periode untersucht werden. Hierfiir
ergibt sich die Wahrscheinlichkeit fiir die Ausfallkonstellation (Dy, ..., Dy) = (di, ..., dnN)
durch:

IP(Dl - dl, --'7DN — dN) - / IP(Dl - dl, ---;DN - dN ‘ A - )\) dF()\)
0
:/ A' e N dF(N)
0 =1 d;!

Die individuelle Ausfallwahrscheinlichkeit in dem Modell ist wegen (4.16)

P(D; > 1) :/OO]P(DZ- S 1A= 2) dF (M)
_ /000(1 — ) dF (V).

Die Ausfallkorrelation p = Corr(D;, D;) des Modells lisst sich berechnen zu

B Var(A) B Var(A) ~ Var(A)  Var(A)
B V' Var(D;) - Var(D;) a VVar(D;) - Var(D;) - Var(D;)  Var(A)+EA’

p

63



Dabei folgt die letzte Gleichheit wegen

Var(D;) = Var(E(D; | A) + EVar(D; | A)) = Var(A) + E(A).

Verteilungs-Mischungsmodelle

Verteilungsmodelle kénnen hinsichtlich der gemeinsamen Abhéangigkeit vom Modellpa-
rameter verallgemeinert werden, es entstehen dann die sogenannten Mischungsmodelle.
Dabei wird der Parameter jedes Kreditgeschéifts von einer individuellen Zufallsgrofse
X;, i € {1,..., N} gezogen. Die Abhéingigkeit der Ausfélle ergibt sich dann durch die
Abhéngigkeitsstruktur der X;.

Im Falle der Poissonverteilung sei A = (A4, ..., Ay) die verallgemeinerte Zufallsvariable
zur Bestimmung des Parameters A = (Aq, ..., \y). Bedingt unter \ seien die D; wieder

stochastisch unabhingig mit
D;|A=X ~ Poi()\;) Vie{l, .. N}
Analog zum homogenen Modell ergibt sich dann
L. P(D; > 1) = [[°1—e dF;()\;) < E(A)

2. P(Dy =di, ., Dy = dy) = [ig v [[Zi P(Ds = di | A = ))

P
= f[o,oo)N HjV:1 4T € MdF(N),

wobei F' bzw. F; die Verteilungsfunktionen von A und A; bezeichnen.

4.5.5 Industriemodelle

Die von Finanzinstituten eigenstindig entwickelten Portfoliomodelle stellen hiufig ab-
gewandelte Anwendungen der bisher vorgestellten Modelle dar. Bluhm identifiziert vier
Modellkategorien (sieche Abbildung 4.3). Hier wird aufgrund der Weite des Themas nur
ein Uberblick gegeben. Beispielhaft und aufgrund seines Anwendungscharakters des oben
beschriebenen Poisson-Mischungsansatzes wird allerdings etwas nédher das Modell Credit
Risk+ der Credit Suisse Financial Products vorgestellt sowie schliefslich mit CreditPort-

folioView in ein ratingbasiertes Modell eingefiihrt.

In der Literatur und in Unternehmen haben sich im Wesentlichen vier Modellklassen her-
ausgebildet, die in Abbildung 4.3 mit Beispielen und deren federfithrenden Unternehmen
dahinter veranschaulicht sind. In den Unternehmenswertmodellen werden die Abhéngig-
keiten durch korrelierte Unternehmenswerte (z.B. iiber empirische Aktienkorrelationen)

erreicht. Die Stirken liegen in der Moglichkeit, relativ einfach auch Ratingdnderungen
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’ Praxismodelle ‘

[

l

l

l

l

(multivariate)
Unternehmens-
wertmodelle

Makrookon.
Modelle

Versicherungs-
Mathematische
Modelle

Intensitats-
modelle

k.

* Portfolio Manager (KMV)
* CreditMetrics (RiskMetrics)

* CreditPortfolioView
(McKinsey)

* CreditRisk+
(Credit Suisse)

* z.B. Jarrow/ Lando/
Turnbull-Modell

Abbildung 4.3: Ansétze der Portfoliomodellierung und Anwendungsbeispiele aus der In-
dustrie. Nach: Bluhm, C. et al. (2002), S. 67.

sowie Recovery-Risiko einzubinden. Intensitdtsmodelle bieten solche Vorteile nicht, ver-
fiigen aber iiber mathematisch ,schone“ Zugénge, siehe z.B. [19]. Duffie und Gérleanu
[17] wenden Intensitétsmodelle zur Bewertung von CDOs an. In makrodkonomischen Mo-
dellen werden Abhéangigkeiten implizit iiber makrockonomische Faktoren erzeugt, welche
gut an empirische Daten kalibriert werden kdnnen. Versicherungsmathematische Modelle
werden benutzen schliefslich auch Intensitdaten. Im Gegensatz zu den Intensitdtsmodellen
verwenden sie jedoch starre, anstelle (dynamisch) korrelierter Intensitiatsprozesse (z.B.
durch feste Abhingigkeit von zu Beginn spezifizierten Sektoreneinfliissen, wie in Credit

Risk+) und werden als solche separat kategorisiert.

Credit Risk+

In Credit Risk+ als der Anwendung des Poisson-Mischungs-Ansatzes folgen die Intensi-
taten einer Gammaverteilung.

Es sei also ein Portfolio aus N Kreditgeschiften der Hohe FAD; mit im Modell als de-
terministisch angenommenen LGD;, i = 1,..., N, gegeben. Zu Beginn werden Exposure-
Béander der einzelnen Forderungen erstellt, um Rechenaufwand zu reduzieren. Dazu de-

finiert man zunachst

B E

mit einer zuvor gewahlten Ezposureeinheit E. Fiir v; bezeichne vy;) diejenige ganze Zahl,

(%

die | v; — vy | minimiert. Das fiihrt zu einer Menge aus N Exposure-Werten der Form
E - vy, auf die man sich von nun an beschréankt.'”®

Nun werden Ng ,Sektoren” definiert, die etwa Branchen, Regionen, etc. darstellen kénnen
und denen jeweils eine gammaverteilte Zufallsgrofe A), s = 1,..., Ng mit Parametern

as und [, zugeordnet wird. Es sei

)\i = EAZ und )\(s) = EA(S) = asﬁs.

128 Alle EAD‘s, die im selben ,Exposureband” liegen, bekommen also den gleichen Nennwert Z[gDEl zuge-

ordnet.
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Die Modellannahme ist dann, dass bedingt unter einer Realisation Ay von A die
Anzahl L, der Ausfille in Sektor s Poi(As))-verteilt ist,

L/(s) ‘ A(S) = )\(s) ~ POi()\(s)).

Dies ist konsistent mit der Annahme, dass \; die erwartete Ausfallintensitéit des i-ten
Geschiifts beschreibt. Das Ausfallereignis jedes Geschiifts wird nun bestimmt durch die
sektorgewichteten Ausfallverteilungen, d.h. jedes Geschéift besitzt Sektorgewichte, fiir die
gilt

Ng
Gis Z O, Zgz,; - 17 1€ {1, 7N}
s=1

Die Ausfallintensitéit des i-ten Geschéfts wird dann definiert durch die Gleichung

Ags
A = Zgi,s A (e) (4.23)

wobei ein zuféllig {iberdurchschnittlicher A()-Wert also zu % > 1 fiihrt und damit
ceteris paribus auch A; erhoht. Ferner ist zu sehen, dass Ausfille verschiedener Ge-
schifte genau dann abhéngig voneinander sind, wenn g; 5, g;s > 0 fiir mindestens ein
s € {1,..., Ng} gilt, also beide Geschéfte durch mindestens einen gleichen Sektor getrie-
ben werden.

L’ bildet nach obigen Annahmen eine poissonverteilte Zufallsvariable mit zufélliger In-
tensitdt Ay + ... + A(yg). Die erwartete Sektorintensitit A(y) konnte man auch festlegen

als A5 = SN gisAi (was konsistent ist mit (4.23)). Es ist dann
L'=L+..+ Ljy.

Uber die Berechnung der erzeugenden Funktion G L, von L’(S) lasst sich nun zeigen, dass

L{,y negativ binomialverteilt ist,'*’

1
o~ NB (asar&) :

Die Ausfallverteilung des Portfolios ist dann die Faltung der Sektorverteilungen - wegen
ihrer Stabilitdt unter Faltung (vgl. Alsmeyer, G. (2005), Satz 28.3) ist auch sie negativ
binomialverteilt. Bluhm zeigt (6], Kapitel 4.3.2), dass ihre erzeugende Funktion sich in

geschlossener Form schreiben lasst als

Ng 1 — 15% Qs
+Bs
e -T1(25)

s=1 1485 4

129Gjehe z.B. Rice, A. (1995), Kapitel 8.6.1.
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Der Arbeit von Bluhm weiter folgend ldsst sich damit auch die Portfolioverlustverteilung
wegen der Unabhiingigkeit der Sektorvariablen A®M, ..., ANs) aus der Faltung der Sek-
torverteilungen gewinnen:

Gegeben die durch P(K, = vy)) = ﬁ
der Exposurehhe (wobei i € [j] bedeutet, dass der i-te Schuldner dem Exposureband j

Zie[j] gishi, j =1,...,Ng) bestimmte Verteilung

zugeordnet worden ist), ist die erzeugende Funktion von K

Da G, nicht von den Realisationen von A, abhéngt, zeigt Bluhm, dass sich die erzeu-
gende Funktion GL(S) des Sektorverlusts darstellen 1dsst als GL(S)(z) = GL'(S) o Gk, (2).
Damit folgt

GL<S)<Z) = GLQS) (0] GKS (Z)
_ - 1%55 S
1 - 5.Gr. (2)

_ _Bs s
s 1 m - .
L e ijl Zie[]’] Gis - Ai - 2°0

Die erzeugende Funktion des Portfoliogesamtverlusts Gy ergibt sich damit schlieflich zu

Gu(z) = [[ Gr, (2)-

Die Stiarken von Credit Risk+ liegen in der Betrachtung beliebiger Zeitraume, der Sek-
torenmodellierung sowie der Moglichkeit einer - wie oben gezeigt - analytischen Bestim-
mung des Portfolio-Verlusts. Ausfille werden dabei jedoch rein exogen iiber Poisson-
Prozesse modelliert und es konnen auch keine Bonitédtsverdnderungen beriicksichtigt
werden. Zudem stellt sich die Frage nach dem Schatzen der Sektorparameter sowie der

Gewichtungen in diesem Modell.

CreditPortfolioView

Beim von der Unternehmensberatergruppe McKinsey entwickelten CreditPortfolioView
spielen auch Ratingdnderungen und -abhéngigkeiten der Schuldner eine Rolle. Den Aus-
gangpunkt bildet eine aus historischen Daten geschatzte Migrationsmatrix, d.h. eine
stochastische Matrix M = (m;;) € R™ x R" mit den méglichen Ratings Ry, ..., R,,, wobei
R, den Ausfallstatus bezeichnet. P(R;, — R;) gibt dann die Wahrscheinlichkeit fiir den
Ubergang des Ratings innerhalb einer festgesetzten Periode an (im Folgenden T = 1).

Insbesondere ist die Ausfallwahrscheinlichkeit eines mit R; gerateten Schuldners inner-
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halb der néchsten Periode gegeben durch P(R; — R,,).

CPV erlaubt eine Sektorspezifik in den Ratingmatrizen und die Einbeziehung von Kon-
junkturschwankungen. Gibt es S Sektoren, so bezeichnen p,, ..., pg die durchschnittlichen
(konjunkturiibergreifenden) Sektor-Ausfallwahrscheinlichkeiten. Die Parameter py, ..., ps
fiir die kommende Periode werden mit den speziellen CPV-Verfahren ,CPV-Makro-“
oder ,CPV-Direkt-Ansatz* simuliert'®® und besitzen dort jeweils Mittelwert py, ..., Pg.
Die Grobe

gibt die Hohe der Ausfallwahrscheinlichkeit zu ,normalen” Zeiten an, also entsprechen
die Falle

e 1, < 1 einer eher guten konjunkturellen Situation
e ., = 1 der durchschnittlichen konjunkturellen Situation

e 7, > 1 einer eher schwachen konjunkturellen Situation.

Damit wird die die Branchen und deren jeweilige Konjunkturlage beriicksichtigende Mi-
grationsmatrix M formuliert als

mS) = Oéij(rs — 1) +mij, S = 1, S, (424)
mit zuvor zu kalibrierenden Koeffizienten «y;, 4,5 € {1,...,n}. Um zu garantieren, dass

M stochastisch ist, wird wegen der Zeilensummen
n n n
Doy = (re=1)Y oi+ Yy
7j=1 j=1 7=1

bei der Kalibrierung der «;; die Forderung 2?21 a;; = 0 aufgenommen. Im Falle negativer
Eintrége in M in (4.24) werden diese auf Null gesetzt und in einem Renormierungverfah-
ren die Matrix wieder in eine stochastische transformiert. Mit Hilfe der Migrationsmatrix
konnen nun insbesondere Portfolioverlustverteilungen fiir die nichste und darauffolgende

Perioden geschitzt werden.

4.6 Kalibrierung von Parametern

In der Regel findet die Bewertung von Kreditderivaten unter Beriicksichtigung histori-
scher oder aktueller Marktdaten statt. Diese kdnnen im Zuge der Festlegung auf eine
Modellklasse oder der Parameterauswahl innerhalb einer solchen eingebracht werden.
Hier wird die Kalibrierung von Intensitdten an Marktdaten und anschliefsend verschie-

dene Verfahren zur Kalibrierung von Copula-Parametern vorgestellt.

130Fiir Details wird erneut auf Bluhm, C. (2003), Abschnitt 4.3.2 verwiesen.
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4.6.1 Intensitatsfunktion

In Kenntnis von CDS-Marktpreisen kénnen im Falle exogen vorgegebener Recovery Ra-
ten zugehorige (implizite) Intensitéiten und damit risikoneutrale Ausfallwahrscheinlich-
keiten individueller Schuldner bestimmt werden. Ziel dieses Abschnitts ist daher zunéchst
die Aufstellung einer Bewertungsformel fiir CDS, die anschliefend genutzt wird, um dar-
aus implizite Intensititen zu gewinnen.

In dem Rahmen aus Abschnitt 4.4.2 werde ein CDS mit Nominalbetrag M und Falligkeit
T gehandelt. Folgende fiir diese Modellklasse iibliche Grundannahmen werden getroffen:

1. Die Ausfallintensitéit A : (0,7] — R™ sei ein cadlag-Prozess'3!
2. Es liege kein Kontrahentenrisiko vor und es gebe keine Dividendenzahlungen.
3. Im Falle eines Kreditereignisses wird die Ausfallzahlung sofort (also in 7) geleistet.

Zudem sei die Recovery Rate hier deterministisch. Bewertet wird der CDS nun, indem
alle moglichen Zahlungsstrome unter dem risikoneutralen W-Maft P* auf den gegenwér-
tigen Zeitpunkt abdiskontiert werden. Es ergeben sich das sogenannte Premium Leg PL,
welches die abdiskontierten Pramienzahlungen an den Sicherungsgeber beschreibt, sowie
das Default Leg DL, bei dem die abdiskontierte Zahlung infolge des moglichen Ausfalls
bewertet wird. In der Praxis erfolgen Pramienzahlungen meist quartalsweise. Wegen der
iiblichen Festlegung von s als ,,Spread in bps per annum‘ bezeichne deshalb hier der Aus-
gleichsfaktor i die Anzahl der Pramienzahlungen pro Jahr. Da im Falle eines Ausfalls

in t; 1 <t <t; dem Protection Seller noch die aufgelaufene Pramie

AP = M.s. A T2 tim1
ti —ti1

aus der letzten Periode zusteht, zieht er diese von seiner zu leistenden Ausfallzahlung
AZ ab. Damit gilt DL = AZ — AP. Aus der Bedingung, dass der Wert eines CDS bei
Vertragsabschluss null ist (sieche Abschnitt 2.5.1), ergibt sich der faire CDS-Spread s g
entsprechend als derjenige, fiir den unter P* barwertig DL(s% pg) — PL(stpg) = 0 gilt.!??

Default und Premium Leg
Fiir den CDS mit Préimienzahlungen der Hohe s als Anteil in bps vom Nominalwert M

zu den Zeitpunkten 0 < ¢; < ... < t, = T und Recovery Rate R gilt dann:

131D h. ) ist rechtsseitig stetig und besitzt linksseitige Limiten.

132An der Gestalt von PL und AP in (4.27) und (4.25) ist dann sofort zu sehen, dass wegen deren
Positivitdt, Stetigkeit und strengen Monotonie in s = s¢ps und wegen limg, ¢ —400 PL = +00 das
Premium Leg eindeutig bestimmt ist.

69



(1) Der Barwert der Ausfallzahlung unter P* ist wegen (4.14)
T
AZ =E"[B0,7)-M-(1—-R)lrery] =M - (1 — R)/ B(0,u) F(du)
0

—M-(1-R) /OTB(O,u) Au) exp (— /Ou)\(s)ds) du.

Der Barwert der in der Ausfallperiode aufgelaufenen Pramie unter P* betragt

% 1—1

- —ti
AP = Z E* {MST il AB(O,T)]I{ti_1<T<t,-}1
i=1

_ Msi / YU B B0, )P (du)

= Jtioa Ui T Ll

_ Ms;/tti ::ZiAB(O,u))\(u) exp (— /Ou A(s)ds) du

(4.25)
(2) Der Barwert des Premium Legs unter P* ist
PL=F (i M-B(0,t;) -5 A 11{T<ti}>
i=1
:MiB(O,ti)~s~A~(1—Fn) (4.26)

_ Mi BO1) -5 A - exp (_ /Oti )\(u)du) (4.27)

Damit folgt fiir den fairen Spread s = s{pg:

PL(stps) = DL(‘S*C’DS) =0

- R foT ' eXp( Jo M )

S B(0, )A exp( fo du>+ft“““AB(0u) (du)

Z 7

Stpg = (4.28)

Bootstrapping der risikoneutralen Intensitidten

Fiir am Markt zu verschiedenen Laufzeiten gehandelte CDS-Kontrakte eines Schuldners
mit Falligkeitsterminen 0 = Ty < 177 < ... < T}, < oo konnen die - im Folgenden in
Anlehnung an die Praxis als stiickweise konstant angenommene - Intensitdtsfunktion
At) =S8, a; 17, , 1)(t) sowie die risikoneutralen Uberlebenswahrscheinlichkeiten bis

zu allen Falligkeitsterminen gewonnen werden, indem man sukzessive wie folgt vorgeht:
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Nach Annahme gilt

Daher wird zunéchst fiir & = 1 die Intensitit (= a;7}) im Falle ¢ € (0,7;] durch Ein-
setzen in Formel (4.28) bestimmt (scpgs ist ja bekannt) und damit auch der S(77)-Wert.

Damit lassen sich nun nacheinander as, as, usw. bestimmen. Fiir die Uberlebenswahr-
scheinlichkeiten S(Ty), k € {1, ..., L} ergibt sich

k Ty
S(Tk) = exp (— Z Oéj/ ]].[Tj_Tj_l)(U)dU>
j=1 0
k Ty,
Hexp (—ozj/ ]l[Tj_T]._l)(u)du) (4.29)
j=1 0

= S(Tj-1) exp (—ay (T — Tj-1)) -

Liegen iiber die Geschifte keine CDS-Daten vor, so kann auch iiber historische Ausfallra-
ten (allgemein, regional, branchenspezifisch, etc.) eine Intensitit geschétzt werden. Dies

geschieht hier im Folgenden

Beispiel 4.1 Gegeben sind die globalen, historischen Ausfallraten aller von S&P gera-
teten Unternehmen zwischen 1981 und 2007, vgl. Abbildung 2.2, unterste Zeile. Aus den
Daten wird mittels des obigen Verfahrens und (4.29) die Intensitdt fir eine Laufzeit von
T =5 Jahren bestimmt.

Aus den als Schétzung fir die Ausfallwahrscheinlichkeiten angenommenen Ausfallra-
ten ergeben sich die zugehorigen Uberlebenswahrscheinlichkeiten fir i = 1,...,5 durch
S(T;) = 1— F(T;) und die o; schlieflich wegen (4.29) und S(0) =1 zu

e (G

Es erqgibt sich wegen der Annahme an \ direkt

A(t) = 0,00985 - Ljg 1y (t) +0,01342 - L1y o(¢)
+0,01267 - Tpp3)(t) +0,01136 - Ljg(t) + 0,00948 - Lyy 5(2). (4.30)

Wie an dem Beispiel erkennbar ist, schwankt die Intensitdt um den (gerundeten) Wert
0,011. In der Praxis wird in solchen Fillen haufig - und so spéater auch hier - einfach ein

konstanter CDS-Spread angenommen, der zu einer ,flachen” Intensitét fiihrt. In diesem
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Fall lasst sich der CDS-Spread aus (4.28) bei Vernachlédssigung aufgelaufener Pramien

schreiben als

., (1-R) fOTB(O,u)‘)\eXp(—Xu)du
SO T TSI B(0,6) - A - exp (—h - V)
(1—R)exp(r-T)-Xexp (=T -\)

exp(r-T)-exp (=T -\)
=(1-R)-\

Dies ist das sogenannte Credit Triangle

A= fc_—DE. (4.31)

Es wird spéter noch zu Simulationszwecken verwendet.

4.6.2 Copula-Parameter

Die Festlegung auf eine (parametrisierte) Copula-Klasse gibt eine generelle Struktur
fiir die Modellierung der Ausfallmechanismen vor. Auf die konkrete Situation wird das
Modell aber erst angepasst iiber die Festlegung der Schuldnerabhingigkeiten durch die
Auswahl/Schétzung des Modellparameters. Problem aller Schitzverfahren sind dabei die
spérlichen historischen Ausfallinformationen, die eine ,gute* Kalibrierung erschweren.
Die meisten Schétzverfahren bedienen sich des Maximum Likelihood Modells der allge-
meinen Statistik. Hier wird einzig in der Literatur verbreitete Interference Functions for
Margins-Methode (IFM) herausgegriffen und vorgestellt.!®> Sie nutzt pragmatisch die
Vorteile von Copulas, liefert zu den iibrigen Ansitzen vergleichbare Ergebnisse und ist
dabei weniger rechenintensiv.3!

Dazu sei X = (Xis, ...,XNs)f:1 eine Beobachtungssequenz von N Schuldnern zu S € IN
Zeitpunkten (Tage, Monate, 0.4.). Fiir k > N sei © der k-dimensionale Parameterraum
der Copula-Klasse mit § = (01, ...,0y, ¥) € ©.'% Weiter bezeichnen Ly(0) bzw. I4(6) die
Likelihood bzw. Loglikelihood-Funktion der Beobachtung in s. [() sei definiert durch

Da die Parameter in der Copulaschreibweise wegen (4.19) eindeutig den Randverteilun-
gen bzw. eindeutig der Copula zugeordnet werden konnen, wird vermdége der Copula

ein spezifischer Randverteilungsparameter (61, ...0y) und der Parametervektor W fiir die

133 Hierzu muss die Copula differenzierbar sein, was insbesondere die Normal- und Gumbel-Copulas stets
erfiillen und was im Folgenden stets unterstellt wird.

134Vel], Xu, J.J. (1996), Kap. 2.3.3 und Kap. 4.

135Insbesondere ist also W ein (k — N)-dimensionaler Parametervektor.
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Abhéngigkeitsstruktur verwendet. Es folgt mit (4.19)

:]:

S
= I [e(F(2},61), ..., Fu(z, 0n),9) - T ] fil23,6:)

s=1 i=1
S S N

:Zlnc(Fl(xf,Gl),...,FN(xN,QN —FZZlnfz
s=1 s=1 i=1

Nun werden die Copula-Parameter in einem zweischrittigen Verfahren geschétzt:
1. Bestimme fiir die Randverteilungen den MLS durch N separate Schéitzungen
(07, ...,0%), sodass also fiir jedes 67,1 =1,..., N gilt

07 = argmax['(;) := arg maxz I (x

2. Bestimme den Copula-Parameter ¥ unter Verwendung von (65, ..., 0% ):
S

U* = argmax [9(¥) := argmalenc (Fy(21,07), ..., Fn(zy, 08), ¥).

s=1

Orpar == (07, ..., 0%, ¥*) heifst dann der TFM-Schitzer.

Xu (1996) zeigt, dass der IFM-Schétzer unter gewissen Regularitéitsbedingungen kon-

t136

sisten und - wie der MLS - asymptotisch normalverteilt ist mit

\/g (HIFM — 00) —d /\/'(0,19_1(00)), fiur 90 €0

wobei —», Verteilungskonvergenz anzeigt. An die Stelle der Fisher-Informationsmatrix
tritt die Inverse der Godambe- Informationsmatrix ¥~!(,) als asymptotische Varianz-

Kovarianzmatrix.13” Letztere hat die Gestalt
o) = D 'M(D)T,

mit D = E(%Q(Q)T) und M = E(g(6) " g(#)) mit dem Gradient

9, (0, 0 D,
90) = 55! = (aell ST aqfl)

der Loglikelihoodfunktion.

Bemerkung 4.8 Die Komplezititsreduktion durch das zweischrittige Verfahren im IFM-

136Kin Schitzer Oy des wahren Parameters 6 heift konsistent, wenn limy_,oo P(| Oy —6 |[< 6) = 1 V5 > 0
gilt.
137Vgl. Xu, J.J. (1996), Theorem 2.3.
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Modell fiihrt bei manchen Modellen gerade erst dazu, dass die eingesetzten numerischen
Methoden tiberhaupt konvergieren und sie schatzbar werden. Dabei werden sich durch die
Verwendung des mit einem Fehlerrisiko behafteten Parameters (01, ...,0N) des ersten fir
den zweiten Schritt i.A. andere Ergebnisse als bei der simultanen MLS-Methode ergeben,
weshalb das Verfahren daher grundsdtzlich ungenauer ist. Die tatsichlichen Abweichun-

gen sind nach diversen Studien zu schliefien allerdings sehr gering.'%®

Erwéhnt sei noch, dass auch semi- sowie nichtparametrische Anséitze fiir die Auswahl
der Copula existieren. Diese bieten sich v.a. bei geringen Datensétzen oder Randvertei-
lungen mit starken Flanken an.!3® Beispielsweise werden in der Kanonischen Mazimum-
Likelihood-Methode (KML) im Ansatz von oben die Randverteilungen nicht parame-
trisch, sondern mit Hilfe einer empirischen Verteilung geschétzt, der Copula-Parameter
aber wie im zweiten Schritt des IFM-Modells bestimmt. Ein bekanntes Beispiel fiir einen
nichtparametrischen Ansatz ist das Verfahren nach Deheuvels [15], bei dem eine aus
einer als stetig angenommenen empirischen Verteilungsfunktion abgeleitete ,empirische
Copula“ gewonnen und fiir diese gezeigt wird, dass sie schwach gegen eine weitere Copula

C* konvergiert.

138GSiehe z.B. Xu, J.J. (1996), S.48 oder Durrleman, V. / Nikeghbali, A. / T. Roncalli, T. (2000), Kap.
2.2.
139Vg]. Elizalde, A. (2006), Kap. 4.4.3.
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5 CDO-Bewertung

Ziel dieses Kapitels ist die Herleitung einer Bewertungsformel fiir den barwertig fairen
Spread von CDO-Tranchen. Diese wird anschliefend herangezogen, um mit dem In-
tensitdtsmodell sowie dem Copula-Ansatz eine MC-Simulation des Sparkassenbeispiels
aus Abschnitt 4.3 durchzufiihren. Uber einen Vergleich mit einem CDO beziiglich eines
swohldiversifizierten“ Assetpools wird anschliefiend eine (grobe) Abschitzung fiir den
Nutzen von CDOs fiir Regionalbanken vorgenommen. Die Ergebnisse werden schlieflich

vorgestellt und diskutiert.

5.1 Generalvoraussetzungen

Betrachtet wird ein filtrierter W-Raum (€2, F, (F;)i>0, P*) mit dquivalentem Martingal-
maifs P*, dessen Existenz und Eindeutigkeit weiterhin vorausgesetzt wird.

Die Notation von Kapitel 4 wird beibehalten, d.h. insbesondere bezeichnen

e N die Anzahl der im CDO zusammengefassten Forderungen

e M; der Nominalwert der i-ten Forderung und M := Zf\il M;

e 7, € (0,00) der Zeitpunkt des Ausfalls des i-ten Schuldners

e R die (deterministische) Recovery Rate jeder Forderung im Falle eines Ausfalls

e 0 <t <..<t,=T die Primienzahlungstermine, die der Einfachheit wegen fiir
alle Referenzaktiva als identisch angenommen werden, mit der Filligkeit des CDO
int,=1T

e B(0,t) =exp (fot r(s)ds) Vt € [0, T fiir einen Short-Rate-Prozess r den (determi-
nistischen) Diskontfaktor

A

® siy p) den fairen Preis (in bps p.a.) der CDO-Tranche mit Attachment Point a = 7

und Detachment Point b = £ (vgl. Kapitel 2.5.2).

e 1/A die Anzahl der Pramienzahlungen pro Jahr.

H = (Hi)ieor) sammle wie in Abschnitt 4.4.2 die Informationen iiber die Ausfallzeit-
punkte und G = (Gy)te(o,r] mit (Gr)ico,r) = (0(Ft, He) e, die ,gesamten” verfiigbaren

Informationen. Ferner werden die Annahmen aus Abschnitt 4.6.1 iibernommen.
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5.2 Herleitung der Bewertungsformel

Die Verlustverteilung spielt die zentrale Rolle fiir die fairen CDO-Spreadpreise. Ausge-
hend von der Beziehung LG D; = 1— R, fiir die Verlustquoten LG D; und Recovery Raten
R; (i=1,...,N) ergibt sich der kumulierte Verlust eines CDO zu

N N
L(t)=Y M;-LGD; - Lney = > M- (1= R) - Lir<y. (5.1)
i=1 =1

Lia p)(t) bezeichne den Tranchenverlust der Tranche [A,B] in ¢. Da die Tranche also nur
die kumulierten Verluste zwischen A =a-M und B=0b-M (mit 0 < A < B < M, also
0 <a < b< 1) vom Nominalwert schultert, hat Ly p)(t) die Gestalt

Liap(t) = (L(t) — A)Lap (L(t) + (B — A)Lpa(L(1)). (5.2)

Lia,p)(t) ist ein reiner Sprungprozess, dessen Spriinge jeweils durch einen Ausfall in ¢
und entsprechender Ausgleichszahlung in Hohe von L () — Lia,p)(t7) > 0 ausgeldst

werden.!40

Der Bewertungsansatz fuft nun wie beim CDS auf der Betrachtung der auf den gegenwér-
tigen Zeitpunkt abdiskontierten, risikoneutralen Pramienzahlungen des CDO-Emittenten
(Premium Leg, PL) sowie den abdiskontierten Ausgleichszahlungen des Tranchenbesit-
zers (Default Leg, DL). Beide stellen nach Vertragsabschluss jeweils die einzigen Kapi-
talfliisse zwischen den Vertragspartnern dar (wenn das Accrued Premium vernachléssigt
wird - siehe unten). Der risikoneutrale Spread s;4 5 = STA’B] ist also derjenige, fiir den
sich

DL = PL(s{4 ) (5.3)

unter dem #dquivalenten Martingalmafs IP* ergibt.
Die aufgelaufenen Pramien der Ausfallperioden (AP) werden, auch nun in dieser Arbeit,
in der Literatur aus Vereinfachungsgriinden meist vernachlissigt - hier sei aber noch

notiert..

Bemerkung 5.1 a) Bei der Modellierung des AP bei einem CDO wdre im Falle eines
Kreditereignisses beim j-ten Obligor stets zwischen folgenden drei Fillen zu unterschei-
den:

i) Llti 1) < A < L(5y) = AP() = (L{7;) — A) -5 - B* [EEEAB(0, 7))

ti—ti—1

iii) L{ti1) < B < L(7) = AP(j) = (L(r;) = B) - s - B [ F5=L AB(0,75)] |

ti—ti—1
wenn der Obligor j im Falle von a) bzw. ¢) zeitlich genau den Ausfall in der i-ten Periode

140Vgl. dazu auch die Fufinote 90 iiber Zahlungen in Folge von Ausfillen.
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bezeichnet, bei dem der Gesamtverlust gerade den Attachment bzw. Detachment Point
tberschreitet, AP(j) die nur fiir dieses Geschift zu zahlende aufgelaufene Pramie angibt.
Das AP der Periode ergibt sich dann durch Summation der in dieser Periode angefalle-
nen AP(j).)

b) Anstelle einer Vernachlassigung des AP werden gelegentlich vereinfachende Annah-
men getroffen, beispielsweise indem der in einer Periode (t;_1,1;] liegende Ausfallzeit-
st

punkt T durch den (deterministischen) zeitlichen Mittelpunk von Periodenbeginn

und -ende ersetzt wird. 4!

Bestimmung von Default und Premium Leg

Der Diskontfaktor B(0,t¢) mit Falligkeit 0 < ¢ < T kann gegen den Tranchenverlust
Lia,p)(t) wegen dessen Monotonie Stieltjes-integriert werden, und das Ergebnis ist hier
stets eine endliche diskrete Summe der Gestalt >, B(0,t;)(La,p(t:;) — Lia,p(t; ). Das
Default Leg ist dann der unter dem fquivalenten Martingalmaf auf den gegenwirtigen

Zeitpunkt abdiskontierte Tranchenverlust

DL =T / " B0, )L (0) (5.4)

Fiir das Premium Leg ist zu beachten, dass die erwarteten Pramienzahlungen ebenfalls
auf den gegenwartigen Zeitpunkt abdiskontiert und nur noch auf das ausstehende Nomi-

nal der Tranche gezahlt werden, welches sich wegen (5.2) schreiben lésst als
min {max [B — L(t;),0], B — A}.

Damit fiihrt insgesamt zu

PL=E"|> sapAB(0,t;) min {max [B — L(t;),0], B — A}| .
i=1
Durch Einsetzen von DL und PL in Gleichung (5.3) erhélt man somit direkt den zum
gegenwértigen Zeitpunkt risikoneutralen Spread der CDO-Tranche [A,B|:
E* [ B(0,t)dLia p(t)

B = B S AB(0, £) min {max (B — L(&), 01, B — A}] (5:5)

Die konkrete Bestimmung von sj, 5 erfolgt im néchsten Abschnitt durch Monte-Carlo-

Simulation.

141Giehe 7z.B. Hofert, M / Scherer, M. (2008), Kap. 4.1.
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5.3 Simulation

Die MC-Simulation zur Bestimmung fairer Spreadpreise erfolgt hier in vier Schritten
und orientiert sich an der Arbeit von Galiani, S. (2003). Zunéchst werden die ,indivi-
duellen” Parameter der Intensitidtsfunktionen sowie die ,,Abhangigkeits-“Parameter der
Copula geschétzt (1). Fiir jede der K Simulationen werden dann abhingige Zufallszahlen
geméifs der jeweiligen Copula erzeugt (2) und anschliefsend daraus zuféllige Ausfallzeiten
gewonnen (3). Mit ihnen kann schlieflich in Schritt (4) die Bestimmung des Default Legs
sowie des Protection Legs erfolgen, womit vermoge Gleichung (5.5) der simulierte Preis
der CDO-Tranche ermittelt wird.

(1) Kalibrierung von Parametern

Um die Bewertungsformel auf die spezifische Situation anzuwenden, kann im Falle vor-
liegender Marktinformationen das in Abschnitt 4.6 beschriebene Verfahren angewandt
werden. Da fiir die Unternehmen im fiktiven Sparkassen-Portfolio weder Borsendaten (et-
wa durch CDS) noch sonstige spezifische Marktinformationen tiber Ausfallwahrschein-
lichkeiten verfiigbar sind, wird auf allgemeine historische Ausfallwahrscheinlichkeiten
(brancheniibergreifend) zuriickgegriffen.'*? Ausgehend von Beispiel 4.1 wird hier die ge-

mittelte, flache Intensitat von
At) = 0,011 - Lo 5 ()

angenommen.
Anstelle einer Festlegung auf einen bestimmten (Korrelations-)Parameter der Copula
wird die Simulation fiir verschiedene Auspriagungen realisiert und anschliefsend eine Ne-
beneinanderstellung mit dem vergleichsweise als ,breit diversifiziert® geltenden iTraxx
vorgenommen. Das iTraxx-Portfolio fungiert hier als Ndherung fiir das systematische -
also nicht weiter diversifizierbare - Risiko. Die Hohe des dariiber hinaus gehenden Risikos

spiegelt also die Konzentrationsrisiken des betrachteten Portfolios wieder.

(2) Erzeugung von Zufallszahlen gemifi der jeweiligen Copula
Nach Li (1999) kann die Erzeugung korrelierter Ausfallzeiten in zwei Etappen erfolgen,

namlich:
1. Erzeugung korrelierter, auf [0, 1] verteilter Zufallszahlen gemif gewdhlter Copula

2. Bestimmung von korrelierten Ausfallzeiten aus 1. {iber die Inversenbildung der

eindimensionalen Randverteilungen.

142 Auch die Einbeziehung konkreter Branchen- oder Regionendaten kann problemlos mit diesem Verfah-
ren erfolgen.
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Erzeugung normalverteilter Zufallszahlen
Zur Erzeugung von Zufallszahlen zu einer symmetrischen, positiv definiten Korrelations-
matrix ¥ wird zunéchst die Cholesky-Zerlegung von ¥ (hier mit Hilfe des Mathematik-

programms ,Matlab“!4?) bestimmt:

Definition 5.1 Fiir jede symmetrische, positiv definite N x N-Matriz 2 heifit die (ein-
deutige) Zerlegung
Y=D-DT'

in das Produkt einer unteren Dreiecksmatriz D mat threr Transponierten die Cholesky-

Zerlegung von 3.144
Nun werden
1. N unabhéngige und jeweils N(0, 1)-verteilte Zufallszahlen z = (zy, ..., z2y) erzeugt

2. der N-dimensionale Vektor z := 2! D definiert mit der unteren Dreiecksmatrix D aus
der Cholesky-Zerlegung. = besteht dann aus N(0, 1)-verteilten und entsprechend

Y korrelierten Zufallszahlen.4?

3. durch Anwendung der NV (0, 1)-Verteilungsfunktion wird z zuriick transformiert
in einen Vektor u := ®(x) von jeweils R[0, 1]-verteilten und geméf ¥ korrelierten

Zufallszahlen. Damit ist u ~ CS% wie gewiinscht.

Simulationsalgorithmus fiir Zufallszahlen gem&ff Gumbel-Copula
Es sei 1 eine komplett monotone Funktion auf [0, co) mit ¢(0) = 1 und lim;_,», ¥ (t) = 0.
G sei diejenige Verteilungsfunktion auf [0, 00), sodass ¢ die Laplace-Transformierte von

G ist, also

o(t) = /0 R OREY)

Des Weiteren wird F”(u) := exp(—t~'(u)) fiir v > 0 definiert. Dann lisst sich nachrech-

nen, dass F" fiir alle v eine univariate Verteilungsfunktion auf [0, 1] definiert. Ist X eine

143 Matlab ist ein Softwarepaket fiir numerische Berechnungen und Datenvisualisierungen.
144y} ¢ RVXN kann zunéchst eindeutig in der Form

Y=L -E-LT

geschrieben werden, wobei L eine untere Dreiecksmatrix ist, deren Diagonalelemente 1 sind, und
einer Diagonalmatrix E mit positiven Eintrdgen. Mit Hilfe der ,Matrix-Wurzel“ von E sowie dem
Matrix-Faktor D, jeweils definiert durch

E=EY?.EY? und D=L-E/?,

ergibt sich X =D - DT.
M5Fiir einen N-dimensionalen normalverteilten Vektor X ~ A(u,¥) mit Mittelwertvektor p =
(i1, .., pn) | und positiv definiter Kovarianzmatrix ¥ = (Cov (Xi, X;)); j=1.. n ist der mit der

reguldren (N-dimensionalen) Matrix D linear transformierte Zufallsvektor Y = D - X ebenfalls nor-
malverteilt gemiR Y ~ N(Du, DEDT).
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Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion G und U = (Uy, ..., Uy) ein Vektor aus bedingt
unter X unabhiingigen Zufallsvariablen mit bedingter Verteilung P(U; < wy,...,Uy <
uy | X) = F¥(u), so ist U verteilt geméf der von ¢ erzeugten archimedischen Copula,

denn

P(U; <uy,...., Uy <uy) = / P(U; <wuy,...,Uy <uy | X = 2)dG(z)
0

_ /OOO ﬂ F¥ (u:)dG(z)

=1

/ T e ) ) g )
0

Y ) + Y (u).

Fiir die Inverse

Q:\»—‘

() = exp(t?), 6> 1

des Gumbel-Copula-Generators zeigt sich, dass die sogenannte positive Stabilverteilung

St(3, 1, (cos(Z5))?,0) mit 6 > 1 gerade ®, " als Laplace-Transformierte besitzt.

Definition 5.2 FEine Zufallsvariable X heifit stabilverteilt (nach Nolan), in Zeichen
X ~ St(a, B,7,0), wenn seine charakteristische Funktion durch

exp(—y* [ t|* (1 —iBsign(t) tan(%*) +i0t)) , a # 1

W(t) = Eexp(itX) = o
exp(—y | t]| (1 —ifsign(t)2In |t |) +idt) , a#1

gegeben ist, mit o € (0,2], 5 € [-1,1], v > 0 und 6 € R. Im dem speziellen Fall
X ~ St(a,1,7,0) fir a <1 erstreckt sich die Verteilung nur auf die positive Halbachse

und wird daher auch als positive Stabilverteilung bezeichnet.

Fiir den Generator ®(t) = (—Int)?, # > 1 der Gumbel-Copula wird nun also

S

C =C(uy,...,uy) =exp | — [Z(lnui)(’] (5.6)

=1

betrachtet und zu einem Zufallsvektor (U, ..., Uy) mit Verteilungsfunktion gemif (5.6)

sei

wlt) = /0 " etdc

Einen Algorithmus von Marshall&Olkin!4® auf diese Situation anwendend kann dann
ein N-dimensionaler, geméf Gumbel-Copula verteilter Vektor aus Zufallszahlen wie folgt

simuliert werden:

146Giehe McNeil, A. (2006), Kap.2, Algorithmus 1.
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1. Erzeuge einen N-dimensionalen Vektor R(0, 1)—verteilter Zufallszahlen

2= (21, .., 2N)-
2. Fiir 0 > 1 erzeuge eine St(3, 1, (cos(25))?, 0)—verteilte Zufallszahl y.'*”

3. Dann ist u = (uy, ..., uy) mit u; = exp(—(—In z;/y)/?) eine Realisation gemif der

Gumbel-Copula.

Vergleich von Copula-Parametern mit Kendall’s tau

Da Copulas unterschiedlicher Copulaklassen hinsichtlich der Starke ihrer Abhéngigkeiten
schwer direkt miteinander zu vergleichen sind, wird haufig ein Umweg eingeschlagen, der
iiber das Konkordanzmafs Kendall’s tau fiihrt. Diese Kennzahl kann interessanterweise
ndmlich mit Hilfe der Copula von Zufallsvektoren dargestellt werden. Das ,Abhéngig-
keitsniveau* zweier Copulas gilt im Folgenden als ,jidentisch®, wenn ihr Kendall’s tau-

Wert {ibereinstimmt. Zundchst wird diese Mafzahl fiir zwei Zufallsvariablen eingefiihrt.

Definition 5.3 Fiir einen Vektor (X,Y)T mit univariaten Zufallsvariablen X und YV
heufst

TX,Y)=P(X-X)(Y -V)>0)—P((X - X)(Y - Y) <0)

Kendalls tau, wobei (X,Y)T eine unabhingige Kopie von (X,Y)7 ist.

Fiir die Gauss-Copula als Beispiel einer sogenannten ,elliptischen Copula zeigen Em-
brechts, P. et al. in [25]| das

1

Lemma 5.1 FEs sei (X,Y) ~ N(0,%) mit ¥ = (
P

f) Dann gilt fiir Kendalls tau

2
T =71(X,Y) = —arcsin(p; ;). (5.7)
T
Beweis: Sieche Embrechts, P. et al. (2005), S. 215f. O

Auch im Falle der Gumbel-Copula ist eine einfache Berechnung von Kendall’s tau mog-
lich. Dabei hilft der folgende

Satz 5.1 FEs seien X,Y zwei Zufallsvariablen mit einer von dem Generator ® erzeugten

archimedischen Copula C. Dann gilt fir Kendall’s tau

H(®) =144 /0 s/((tt))dt. (5.8)

17Dies geschieht hier in Matlab durch den Matlab-Algorithmus von McCulloch (18.12.1996). Man
findet ihn auf der Internetseite
http://www.koders.com/matlab /fid0BD948B1073EF54C930FF985FAF326142A A9EQ9E. . aspx?s=sort.
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Gauss-Korrelation 0 0,15 0,3 0,45 0,6
Kendall's tau 0 0,0959 0,194 0,2972 0,4097
Gumbel theta 1 1,1061 1,2407 1,4229 1,6941

Abbildung 5.1: Umrechnung von Korrelationsparametern fiir Gauss- und Gumbel Copula
vermoge Kendall’s tau

Beweis: Siehe Nelsen, R. B. (1999), Theorem 5.1.3 und Korollar 5.1.4. OJ

Fiir die Gumbel-Copula mit Generator ®4(t) = (—Int)? erhilt man wegen 2,98 = stint
0

aus (5.8) nun

Yilnt
79:1+4/ Tndt

0

1 ({1 ! 11
=14+4= [—tQInt} —/ —tdt

9(2 o Jo 2

1 1
—14+4-(0-2=

w1 (0-5)

-1- 7 (5.9)

In Tabelle 5.1 sind zu vorgegebenen Gausskorrelationen die mit (5.7) und (5.9) berech-

neten .entsprechenden” Parameter ¢ der Gumbel-Copula angegeben.

(3) Generierung von Ausfallzeiten

Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 4.4.2 werden nun Ausfallzeiten aus den Zufallszah-
len geméfs der individuellen Ausfallverteilungen und der Copula C gewonnen. Allgemein
bestimmt man hierzu fiir jeden Obligor zunichst wie in 4.6.1 die jeweilige Intensitét
Ai(t),i =1,..., N und berechnet dann geméaf (4.14)

t
0

Daraus erhalt man die simulierte Ausfallzeit des i-ten Schuldners als den ersten Zeit-

punkt, an dem A; auf/unter die zufillige, logarithmierte Schranke w; fallt,
7, =inf {t > 0: A;(t) <lnwu;}, i €1,..,N.

Die simulierten Ausfallzeiten haben damit - auch allgemeiner im Falle stochastischer In-
tensitdten, wenn diese unabhéngig vom Marktinformationssystem G sind, die gewiinschte

Verteilung, denn es gilt der

Satz 5.2 Der obige Algorithmus repliziert die korrekte (anvisierte) Verteilung fir die

Ausfallzeiten.
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Beweis: Die Behauptung kann leicht, wie oben angedeutet, allgemeiner fiir stochastische
Intensitaten gefithrt werden. Geméf (4.15) gilt fiir die wahre Ausfallzeit 7;, also den

Zeitpunkt des ersten Sprungs des Cox-Prozesses N;(t), in diesem Fall:

t
P*(r; >t)=FE" <exp (—/ A,(s)ds)) = E* (exp(Ai(t))), i =1,...,N.
7; sei die simulierte, also die durch

gegebene Ausfallzeit. Damit gilt also P(7; > t) = P(A;(t) > In(u;)). Da der Vektor u aus

der Simulation unabhéngig von den Informationen aus G; Vt > 0 erzeugt wurde, folgt:

d.h. 7; und 7; besitzen die gleiche Verteilung. [

Bemerkung 5.2 Im vorliegenden Fall (einheitliche, flache Intensitit) ergibt sich T; we-
gen F(1;) :=1—=P*(1; >t) =1 —exp(—t - \) = u; einfacher zu

In(1 — u;)

= ) = —
Ti (u;) ;)

)

ci=1,..,N,

mit uw = (uq,...,uy) wie oben aus der jeweiligen Simulation.

(4) Herleitung der fairen Tranchenspreads

Zuerst wird das Default Leg behandelt. K sei dazu die Anzahl der Simulationen und
ke{l,.. K}

Der Vektor der Ausfallzeiten (7F, ..., 7%) der k-ten Simulation werde in eine aufsteigende
Reihenfolge gebracht und abgeschnitten: Fiir die Anzahl L < N der bis T ausgefallenen
Schuldner in der k-ten Simulation bleibt der gekiirzte und neu sortierte L—dimensionale
Vektor T% := (7F, ..., 7F) iibrig.

Der Verlust in der k-ten Simulation berechnet sich mit Gleichung (5.1) nun zu

N
LE(t) = M;- LGDi(t) - Likey.

i=1

Hierbei ist zwischen 3 Fallen zu unterscheiden:
1. Fall: L*(T) < A= DL* =0 (kein Verlust in der betrachteten Tranche)
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2. Fall: A< LM(T) < B = setze 78 = inf {t > 0: L¥(t) > A} (,untere Triggerzeit*). Fiir
alle Ausfallzeiten (zeitlich) ab 7% berechne die abdiskontierte Ausfallzahlung des w-ten
Ausfalls durch

DLE = B(0,7F)LE = B(0,7F)(1 — Ry,)M,, fiir w € {u,u+1,..., L}

und damit

L L
DLF = ZDLZ = ZB(O,T]E)(l — Ry,) M, fir w € {u,u+1,...,L}

3. Fall: L¥(T) > B, dann setze neben 7% zusiitzlich 7% = inf {t > 0: L*(¢t) > B} (,obere
Triggerzeit”). Berechne dann fiir alle Eintriige 7* in TFA)B] = (rF, 7k |, ..., 7F) wie oben
die Héhe von DL und damit schlieflich

DLF = Z DLF.

Zur Berechnung des Premium Legs PL” fiir jede der k = {1, ..., K} Simulationen:
Gegeben die Ausfallzeiten T* und die Zahlungstermine {t, ..., ¢, } der Primien, bestimme
man zunichst den kumulierten Verlust L*(t) = SN M;LGD}(t)1;,5<; und damit das

Premium Leg der k-ten Simulation durch:
PL¥ =) "5 B(0,t;) - min {max [B — L*(t;),0], B — A}
i=1
Berechne anschliefend das arithmetische Mittel der Legs:

N
Defanlt Leg : DL = Y DL*

k=1

N
Premium Leg: PL = Z PL*
k=1
Durch Einsetzen in die Bewertungsformel (5.5) erhédlt man schlieflich den simulierten

Wert des fairen Tranchenspreads.

Konfidenzintervalle

Das Schétzen von CDO-Spreads mittels Monte-Carlo-Simulation wirft in natiirlicher Wei-
se die Frage nach der Schiitzgiite auf. Eine direkte Anwendung des Zentralen Grenzwert-
satzes liefert die folgenden (asymptotischen) Konfidenzintervalle fiir die beiden Legs,

mit denen sich im folgenden Lemma auch ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir den
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fairen Tranchenspead ergibt:

Lemma 5.2 Gegeben sei ein Signifikanzniveau o € [0, 1], ein CDO mit Laufzeit T und
fiir jede Tranche j € [1,..., L] sei PL}, = %Zi\;l PL’%J sowie DL;j = %fo:l DL%j.

Dann sind asymptotische (1 — 5)-Konfidenzintervalle fiir das erwartete Premium Leg

EPLy; und das erwartete Default Leg DLy ; der j-ten Tranche gegeben durch:

q1— a/2 d1—a/2
[UPLjT’ OPLJf] = [PLJT \/— PLJ 7PL%“ + \/N SPLJf} ’

q1— a/2 q1—a/2
[uDLjf’ ODLjT] = |:DL%“ \/— DLJ ’DL%“ +— \/N DL%} ’

Dabei sind SpLj, und SpLi, die Standardabweichungen der PL}.- bzw. DL},-Werte aus der

Monte-Carlo-Simulation, qi_q/2 ist das (1 — 5)-Quantil der Standardnormalverteilung.

u i O j
[ DLT,—DLT] (5.10)

0] i u j
DLy, DLy,

ist dann ein asymptotisches (1 — a)-Konfidenzintervall fir den fairen Spread s ; der
J-ten CDO-Tranche.

5.4 Ergebnisse

Gemik obigem Verfahren wurde der Sparkassen-CDO aus Abschnitt 4.3 bewertet. Bei
der Simulation wurde das Credit Triangle (4.31) verwendet und dazu, ausgehend von der

allgemeinen Intensititsfunktion (4.30), die flache Intensitétskurve von

fiir alle Schuldner angenommen. Ferner wurde eine deterministische Recovery Rate von
R; = 0,4 Vi € {1,...,50} gewahlt. Fiir jede der beiden Copula-Klassen wurden jeweils
fiinf verschiedene Korrelationsparameter und Nominalwerte M (1) der grofen Kreditfor-
derung berticksichtigt. Daraus resultieren insgesamt jeweils 25 Simulationsdurchléufe mit

den folgenden Inputparametern:

e Anzahl Simulationen: 200.000
e Laufzeit des CDO: T =5 Jahre
e Risikoloser Zinssatz: r = 3% p.a.

e Schuldneranzahl: N = 50

85



Equity Tranche (0%-3%)
Equity Tranche (0%-3%) .

n

o

o
N
o
o

[

o

o
[
a
o

a
o

a
o

Tranchenspread (in bps per Quartal)

=

o

o

Tranchenspread (in bps per Quartal)

=
o
o

o

oo
o
@ o

20

20

0.3

0.3 10

10 0.15

0.15 Korrelati 0 o
. o orrelation Nom(1)-Nom(2) (in Mio. )
Korrelation Nom(1)-Nom(2) (in Mio. )

Junior Mezzanine Tranche (3%-6%)
Junior Mezzanine Tranche (3%-6%) .

w

a
IN
o

N w
(5] o
L
8] w
o o

N
a
=
[S)

-
o
L

Tranchenspread (in bps per Quartal)

o
@ o

Tranchenspread (in bps per Quartal)
N
o
v

o
o,

20

20

0.3

15

0.3 10

10 0.15
0.15

Korrelation 0 o

Korrelation 00 Nom(L)-Nom(2) (in Mio. )

Nom(1)-Nom(2) (in Mio. )

Mezzanine Tranche (6%-12%)
Mezzanine Tranche (6%-12%) .

3 20
g 20 §
] &
? ag_ 15
g 15 §
§ £ 10
£ 10 K
E :
o @ 5
2 2
2 g 0
s 0 Fo06
=06

20
20

0.3

0.3 10

10 0.15

0.15

Korrelation 0

- Korrelation 00 Nom(1)-Nom(2) (in Mio. )

Nom(1)-Nom(2) (in Mio. )

86



Tranchenspread (in bps per Quartal)

Tranchenspread (in bps per Quartal)

Senior Mezzanine Tranche (12%-22%)

Tranchenspread (in bps per Quartal)

Korrelation 0o Nom(1)-Nom(2) (in Mio. )

Senior Tranche (22%-100%)

o o o
IS o ©

Tranchenspread (in bps per Quartal)
o
N

o

oo

10

Korrelation 0o Nom(1)-Nom(2) (in Mio. )

Senior Mezzanine Tranche (12%-22%)

20

0.3

10
0.15

Korrelation 0 o Nom(1)-Nom(2) (in Mio. )

Senior Tranche (22%-100%)

L

L

10

Korrelation 0 o Nom(1)-Nom(2) (in Mio. )

Abbildung 5.2: Ergebnisse fiir die fairen Tranchen-Spreads unter der Gauss- (links) sowie
der Gumbel-Copula (rechts) bei jeweils 200.000 Simulationen
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e Korrelationsmatrix

I p p
1
n=|"
e p
p p 1

der 1-Faktor Gauss-Copula, mit p € {0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8}. Der Parameter 6 > 1
der Gumbel-Copula wurde iiber die Abstimmung der Kendall’s tau-Werte hieran

angeglichen (vgl. Abbildung 5.1).
e Nominalwert der grofen Kreditforderung: M(1) € {1,6,11,16,21}

Die Simulation wurde in Matlab durchgefiihrt, die Ergebnisse sowie die Verlustmatrizen
finden sich in Anhang A, der Programm-Code in Anhang B.'*® Es wurde auf die iTraxx-
Tranchierung zuriickgegriffen, jedoch die [6%, 9%]- und die [9%, 12%]-Tranche zur {iber-
sichtlicheren Interpretation zusammengelegt. Die Ergebnisse fiir die fairen Spreads sind
in Abbildung 5.2 veranschaulicht.
Im Folgenden bezeichne

ND = M(1) — M(2)

die Nominalwertdifferenz zwischen dem groften Kredit und den kleineren Krediten. Fiir
den Einfluss von a) gewéhltem Copula-Modell, b) Korrelation sowie c¢) der Hohe des

grofen Kredits lisst sich festhalten:

a) Copula-Modell: Anhand von Abbildung 5.2 ist ersichtlich, dass die beiden Co-
pulas sehr &hnliche Ergebnisse hinsichtlich der Spreads auswerfen. Dies gilt insbesondere
fiir den unabhéngigen Fall (p = 0), bei dem beide z.B. identische VaR-Werte liefern.
Insgesamt ergeben sich in den unteren Tranchen bei der Gumbel-Copula ansonsten eher
hohere und in den héheren Tranchen eher geringere Spreads als bei der Gauss-Copula.
Diese Unterschiede bekommen eine viel gravierendere Bedeutung bei einem Blick auf
die sensiblen VaR-Werte, die im Gauss-Fall (im Falle positiver Korrelation) durchgéngig
und z.T. wesentlich hoher liegen. Weiterhin fallen die Spreads v.a. in den unteren Tran-
chen bei der im upper tail abhédngigen Gumbel-Copula im Falle niedriger Korrelation
tendenziell geringer und bei hoher Korrelation etwas hoher aus als im Gauss-Fall. In den
folgenden beiden Punkten sind die Ergebnisse fiir beide Copulas zusammengefasst und

dhneln sich im Ubrigen stark.

b) Korrelation: Wie zu erkennen ist, fillt der Spread mit zunehmender Korrelati-
on in der Equity und - in abgeschwichter Form auch noch in der Junior Mezzanine -

Tranche unabhingig von der Hohe des grofen Nominals. Fiir die Equity Tranche kann

48Dabei ist zunichst die Simulation des Sparkassen-CDOs unter Verwendung der Gauss-Copula und
danach der iTraxx-CDO (s.u.) mit der Gumbel-Copula abgebildet
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das allgemein nachgewiesen werden:

Satz 5.3 Die Fquity Tranche eines CDOs im 1-Faktor Gauss-Copula-Modell ist monoton

fallend im Korrelationsparameter p € [0, 1].

Beweis: Gezeigt wird, dass das DL in p monoton féllt und das PL in p monoton wéchst,
woraus mit (5.5) die Behauptung folgt.
Zunichst ergibt sich der erwartete Verlust E*(L(7")) des CDO unabhéingig von der Kor-

relationsstruktur aus der Summe der Einzelverluste,
N
E*(L(T)) = > _ M;-P*(r; <T).
i=1

Ist die Korrelationsmatrix X% einer Gauss-Copula gegeben durch

1 5 .. oy
por 1
¥ =
1 1 pfg\,_l)N
ON1 e pﬁ(]\,_l) 1

so definiere X% < ¥V & p¥ < pfi Vi, j € {1,...,N}. Insbesondere gilt ¥, < 3, fiir die
Korrelationsmatrizen von zwei 1-Faktor Gauss-Copula-Modellen mit Korrelationspara-
metern p; und po, p; < po. Miiller und Scarsini [63| zeigen, dass dies dquivalent ist zu
X <4n Y. Es bezeichne nun L,(T) den Gesamtverlust eines CDOs bis 7' mit Korre-
lation p. Ein Ergebnis der Versicherungsmathematik (vgl. Miiller 1997, Theorem 3.1.)
liefert nun, dass fiir die Verlustverteilung L,(7T") und jeden Attachment Point a € [0, 1)
gilt:
p1 < p2 = E*max{L, (T) — a,0}] < E*[max{L,,(T) — a,0}].

Mithilfe von (5.4) und (5.2) ldsst sich das Default Leg nun als abdiskontierter Mittelwert
solcher Erwartungswerte schreiben und ist also monoton fallend in p.

Fiir das Premium Leg ergibt sich fiir jeden Detachment Point b wie oben:
p1 < p2 = E*fmax{b— L,,(T),0}] < E*[max{b— L, (7),0}].

Da die Pramienzahlungen proportional zum noch ausstehenden Nominal in der Tranche

sind, erhoht sich also insgesamt PL mit zunehmender Korrelation.'?® [

19< ., bezeichnet dabei die supermodulare Ordnung: Es ist X <., Y & Ef(X) < Ef(Y) fiir alle
supermodularen Funktionen f. Eine Funktion f : RN — R heift dabei supermodular, wenn Vz €
RN Ve, 6 >0: AfAf-f(m) > 0 gilt, wobei AS f(z) = f(z +ee;) — f(x) ist.

150Djes gilt auch fiir die aufgelaufene Primie (vgl. Kapitel 4.6.1), sodass die Aussage des Satzes auch
unter dessen Beriicksichtigung wahr bleibt.
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Abbildung 5.3: Verteilung der Verlusthaufigkeiten des Sparkassen-Portfolios im Gauss-
Fall bei unterschiedlicher Hohe des grofsen Kredits, aber gleicher Korre-
lation (K = 200.000 Simulationen)

Bemerkung 5.3 Mit demselben Vorgehen ldsst sich zeigen, dass der faire Spread der
Senior Tranche eines CDO im Parameter p wichst. Beide Aussagen konnen zudem in fast
analoger Weise fiir viele einparametrige archimedische Copulafamilien wie die Gumbel-

Copula nachgewiesen werden.!*!

Der positive Zusammenhang zwischen p und Senior Tranche-Spread ist hier auch im Fal-
le der Senior Mezzanine Tranche erkennbar. Der Grund hierfiir liegt offensichtlich in der
steigenden Wahrscheinlichkeit fiir extreme Ereignisse (sehr viele/sehr wenige Ausfille)
im Falle steigender Abhéngigkeiten zwischen den Forderungen, die also eher auch in den
hoher liegenden Tranchen zu Buche schlagen kénnen. Umgekehrt fiihrt ein vermehrtes

Auftreten ganz weniger Ausfélle zu niedrigeren Spreads in unteren Tranchen.

c) Grofier Kredit: Die Erhthung des Nominals im ersten Kredit entspricht einer Er-
hohung der Konzentrationsrisikos des Portfolios.'®? Das fiihrt, wie die Ergebnisse zeigen,
oft zu qualitativ gleichen Abhéngigkeiten des Spreads von N D wie von p. Die (relative)
Wirkung einer Anderung des Nominalwertparameters auf den Spread ist dabei unab-
héngig von der Tranche stérker bei niedrigem Korrelationsparameter. Ein anschaulicher
Erklarungsansatz dafiir ist, dass ein grofter Kredit in m-facher Héhe der ,kleinen“ Kredite
interpretiert werden kann als m kleine Kredite mit Korrelation 1. Die “durchschnittliche®
Korrelation der Kredite wird dann namlich merklicher verdindert bei niedriger Modell-
korrelation.

Genauer ist anhand der Abbildung 5.3 ersichtlich, dass sich die Verlustverteilung bei

151Vl z.B. Burtschell, X. et al. (2008), Kap. III.

152D h. desjenigen Risikos, welches aus einer ungleichméRigen Verteilung von - wie hier - Kreditforde-
rungen gegeniiber einzelnen Kreditnehmern (Adressenkonzentration) oder in Industrie- bzw. Dienst-
leistungssektoren sowie in geographischen Regionen (Sektorkonzentration) entsteht.
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| ND=0 ND=5 ND=10 ND=15 ND=20
3

Anz. Ausfalle Equity Tranche 3 3 4 4
Anz. Ausfalle Jun. Mezz. Tranche 5 G G 7 7
Relativer Verlust durch kl. Kredit 1,20% 1,09% 1,00% 0,92% 0,86%

Abbildung 5.4: Anzahl an Ausfillen kleiner Kreditforderungen, die beim Uberleben des
groken Kredits fiir ein Erreichen des Detachment Points der jeweiligen
Tranche nétig sind.

steigender N D auseinander zieht (hdufigeres Auftreten geringer bzw. hoher Gesamtver-
luste im Vergleich zum Modalwert). Im Histogramm entstehen Hiufungen ,knapp® iiber
den Vielfachen der Verlusthohe, die sich offenbar durch ein Kreditereignis beim ersten
Schuldner in diesen Fillen ergeben. Die Konsequenzen daraus treten bei einem Blick auf
die einzelnen Tranchen in Erscheinung:

Die Equity und Junior Mezzanine Tranche zeigen keine nennenswerten Abhangigkeiten
vom Nennwert der groffen Kreditforderung. Tendenziell sinkt der Spread mit steigender
ND (im Fall der Junior Mezzanine Tranche ab ND = 5), da der Ausfall des ersten

Schuldners hier die ersten beiden Tranchen bereits'®3

ginzlich aufzehrt und ein weiter
steigendes Nominal nur zur Senkung der von anderen Schuldnern ausgelosten, relativen
Verluste fiihrt (1. Effekt). Der Effekt wird im Falle des recht wahrscheinlichen ,,Uberle-
bens* des ersten Kredits jedoch konterkariert, da mit steigender ND immer mehr Ausfille
der anderen Schuldner erfolgen miissen, ehe der relative Gesamtverlust den Detachment
Point der Tranche iiberschreitet (2. Effekt - siehe dazu auch Abbildung 5.4). Der 1. Ef-
fekt liefert auch einen Erkldrungsansatz fiir das Einbrechen des Mezzanine-Spreads ab
M(1) = 11 Mio.€: Der relative Gesamtverlust aus Verlusten allein des grofen Kredits
betréigt hier bereits 0,6 - &% = 11%.

In den beiden Tranchen der hiéchsten Bonitédt resultiert aus der relativen Lage des De-
tachment Points zu den relativen Verlusthohen durch ein Kreditereignis beim ersten

Schuldner ein positiver Zusammenhang zwischen N D und der Spreadhdhe.

Ergebnisse fiir den Value-at-Risk

In Abbildung 5.5 sind die VaR-Werte zum 99,9%-Niveau fiir alle betrachteten Korrela-
tionen und Nennwerte der grofen Kreditforderung und beide Copulaklassen aufgetragen.
Die wichtige Rolle der Abhéngigkeitsstérke fiir das Risiko einer Bank wird sofort deutlich:
Bei einem normierten Portfolio erhdht sich sich der VaR (Gumbel-Copula) um ca. 25%
bzw. im Gauss-Fall sogar um 75%, wenn anstelle von unabhéngigen Kreditforderungen
ydurchschnittlich* (hier: mit p = 0, 15) korrelierte Investments im Modell angenommen
werden. Auch die Erhéhung der Portfoliokonzentration treibt den VaR stetig und deut-
lich in die Hohe.

153Tm Falle M (1) = 6 wird beim Ausfall des ersten Schuldners der Detachment Point der Equity Tranche
und auch der der Junior Mezzanine Tranche iiberschritten: B, pez-. = 0,06 < %.(1,]{) =0,0654.
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Abbildung 5.5: Durch MC-Simulation approximierte Werte fiir Gauss- (links) und
Gumbel-Copula (rechts) bei jeweils 200.000 Simulationen

Wie nach Theorien zur Portfoliodiversifikation erwartet werden kann, steigt der VaR
mit M(1) an. Selbst bei bereits ,sehr stark korrelierten“ (p = 0,6) Krediten fiihrt eine
Erhthung von M(1) um 1 Mio.€ im Modell noch zu einem (relativen) Anstieg des VaR

von durchschnittlich etwa 1%.1%4

Im n#chsten Abschnitt werden die Ergebnisse aus diesem Kapitel einem Vergleich unter-
zogen und damit eine Abschiatzung des potentiellen Nutzens von CDO-Geschéften fiir

regionale Banken oben beschriebenen Charakters getroffen.

5.5 Regionalbanken: Ergebnisse fiir das Potential
einer Portfoliodiversifizierung mittels
CDO-Geschaften

Die Beurteilung der Attraktivitdt einer Portfoliodiversifizierung mittels CDO-Geschéften
erfolgt mit einer einfachen Handelsstrategie: die Bank verdufsert den gewiinschten Teil
der Kreditforderungen aus ihrem Portfolio iiber eine Verbriefung (das ergibt also den
sSparkassen-CDO%) und erwirbt einen ,Referenz-CDO* mit gleichem Zeithorizont und
Nennwert. Die Bank aquiriert und verdufert in diesem Fall also jeweils alle CDO-

Tranchen der zugrunde liegenden Portfolios.

Postulierung eines moglichen Referenz-CDOs
Das branchen- und ldnderiibergreifende iTraxx-Benchmark-Portfolio aus Kapitel 3.2 wird
fiir hiesige Zwecke als Referenz fiir ein wohldiversifiziertes Kreditportfolio angesetzt. Da-

zu wird ein ,typischer Korrelationsparameter durch den Import impliziter Korrelationen

1%4Rechnung im Gauss-Fall: o - (“//aalz((]\fl((ll))::il’pp::oof)) - 1) ~ 0,05 - 0,2069 ~ 0,01.
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gewahlt. Hierin liegt ein Grund fiir die Verwendung des Gauss-Modells: In diesem Fall
kann fiir die Bewertung nimlich vergleichsweise gut auf externe Berechnungen zuriick-
gegriffen werden. Die Parameter des Sparkassen-CDOs werden anschlieffend so gew#hlt,
dass sie in einem moglichst realitdtsnahen Verhiltnis zum iTraxx-Portfolio stehen. Der
Nutzen des obigen Handels kann dann unter Verwendung des Value-at-Risk-Mafes quan-

tifiziert werden. Diesbeziiglich wird nochmal notiert..

Bemerkung 5.4 Die Korrelationen im Sparkassen-CDO sollten in der Praxis aus meh-
reren Grinden héher ausfallen als etwa die des i Traxz-Portfolios:

1) Branchenabhdngigkeiten: im iTrazz wird zwischen sechs Branchen mit einem wei-

ten Branchenbegriff unterschieden (z.B. ,Telekommunikation), die Annahmen iber den
Sparkassen-CDQO beinhalten jedoch gerade die Zugehorigkeit aller Schuldner zur selben
(und u.U. zudem sehr eng begrenzten) Branche, wie der ,Heizkesselbranche® im Falle des
Beispiels in Abschnitt 4.3.

2) Regionenabhdngigkeiten: die Abhdngigkeiten des sich auf europaweit ansdssige Un-

ternehmen (mit zudem meist weltweiten Absatzmdrkten) beziehenden iTraxz-Portfolios
sollten geringer sein als diejenigen innerhalb der begrenzten Region der Sparkasse.

3) Single-Name-Konzentration: Der Sparkassen-CDO beinhaltet einerseits nur 50 statt

125 Titel; zudem ist das Portfolio nicht normiert und die Kreditforderung an das grofie

Unternehmen fallt z.T. um ein Vielfaches hoher aus als die ibrigen.

Wichtig fiir einen einfachen Vergleich des iTraxx-Portfolios mit dem Sparkassen-Portfolio
hinsichtlich der Auswirkungen von Abh#ngigkeitsstrukturen ist nun die folgende grund-

legende..

Annahme: Die individuelle Ausfallintensitdt der iTraxx-Geschéfte entspreche derjeni-

gen aus dem Sparkassen-Portfolio.

Durch die Annahme ergibt sich unter den vorliegenden Bedingungen ein identischer er-
warteter Gesamtgewinn /-verlust der Bank in Bezug auf diese Portfolios. Etwaige Risik-
ounterschiede, die vom VaR ausgeworfen werden, konnen daher allein auf Diversifikati-
onseffekte zuriickgefithrt werden. Unter diesen Voraussetzungen wird nun das folgende

Beispiel betrachtet:

Beispiel 5.1 Betrachtet werden der Sparkassen- und der 1Traxz-CDO zum Nennwert
von 50 Mio.€. Die impliziten Korrelationen beim iTrazz-CDO (Gauss-Modell) seien fir
alle Tranchen durch p = 0,10 gegeben.'®® Die Single-Name-Konzentration des ersten

Schuldners im Sparkassen-Portfolio sei so gewdhlt, dass sie einem Wert von ND = 5

155Hier wurde auf externe Berechnungen, wie Servigny, A. / Renault, O. (2002), Kap. IV, Burtschell,
X. et al. (2007), Kap. 2.1 oder Jacob, D. P. (2005) zuriick gegriffen und ein ,typischer Wert fiir
die 5-Jahres-Ausfallkorrelation daraus gewihlt. Zu beachten ist, dass implizite Korrelationen im
Gauss-Fall regelméfig einen Smile aufweisen und zudem der Ausfallkorrelationsparameter i.d.R.
starke Abhangigkeiten von Bonitat und allgemeiner Assetkorrelation aufweist. Im hier préisentierten
allgemeinen Beispiel werden Differenzierungen dieser Form géinzlich vernachlissigt.
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im Falle eines Gesamtnominals von M = 55 Mio.€entspreche, also weiterhin % =6

gelte.??% Branchen- und Regioneneinfliisse auf den Korrelationsparameter werden obiger
Bemerkung 5.4 (qualitativ) folgend so angenommen, dass sie im selben Modell im Fall

der Sparkasse einen auf p = 0,15 erhohten Wert der Ausfallkorrelation aufweisen.

Gauss-Copula: Die approximierten 99,9%-VaR-Werte ergeben sich dann im i Traza-Fall

(Ablesen aus Tabelle 5.6 und lineare Interpolation) zu
% -0,0912 + % -0,2160 = 0, 1744, verglichen mit 0,2727 wm Sparkassen-Fall.

Gumbel-Copula: Der iTraxz-VaR berechnet sich wie oben zu
% -0,0912 + % -0,2112 = 0, 1712 gegentiber 0,2073 im Sparkassen-Fall.

Im Fualle einer Verduflerung der eigenen, stark konzentrierten und korrelierten Engage-
ments und gleichzeitigem FErwerb von Forderungen gemdjf iTraxxz-Benchmark-Portfolio
mit gleichen Ausfallwahrscheinlichkeiten (und wegen als deterministisch angenomme-
nen Recovery Raten auch gleichhoher erwarteter Gewinne/Verluste) unter dem dqui-
valenten Martingalmafl ergibt sich bei gleichbleibendem Absicherungsniveau (VaR zum
99, 9%— Niveau) eine Verringerung des bendtigten okonomischen Eigenkapitals der Spar-

kasse um

(0,2727 — 0,1744) - 50 Mio.€ = 4,915 Mio.€ (Gauss-Copula) bzw.
(0,2073 — 0,1712) - 50 Mio.€ = 1,805 Mio.€ (Gumbel-Copula).

Bei gleichem erwarteten Gewinn und gleichem Risiko (VaR) miisste die Bank also im

Gauss-Fall rund g’?ZZ% = 56,4% oder 4,915 Mio.€ weniger Eigenkapital allein fir das

betrachtete Portfolio zuriickbehalten, die stattdessen fiir beliebige andere Zwecke einge-

setzt werden kinnen. Mit der Gumbel-Copula, ergibt sich noch eine okonomische Eigen-

kapitalminderung der Bank bei gleichem Risiko von 8’?33% =21,1% oder 1,805 Mio.€.

Selbst in diesem Fall konnte dies zu erheblichen Effizienzgewinnen deutscher Sparkassen

genutzt werden und damit ceteris paribus etwa das Absicherungsniveau oder die derzeit
durchschnittliche Eigenkapitalrendite von 6,7% deutscher Sparkassen!®” nicht unwesent-

lich erhoht werden.

Auch der Einfluss der Schuldneranzahl auf den VaR kann separat beleuchtet werden,
indem einfach die Konzentration beim ersten Schuldner aufgehoben wird. Hierbei ergibt

sich allein ein zusétzlich zuriick zu haltendes Eigenkapital von

156 Aufgrund der Festlegung von M = 50 Mio.€ergibt sich hier bei identischen relativen GroRenverhéltnis-
sen nur eine absolute Nominalwertdifferenz von rund 4, 55 Mio. €. Die absolute Nominalwertdifferenz
ist in der vorliegenden Situation aber irrelevant.

157Vgl. Hackethal, A. / Kotz, H.H. (2008).
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Korrelation 0 0.15 0.3 0.45 06
99,9%-Quantil Gauss 0.0912 0.2160 0.3120 0.3216 0.3216
99 9%-Quantil Gumbel 0.0912 02112 0.3168 0.3216 0.3216
Abbildung 5.6: Approximierte 99,9%-Quantile der Verlustfunktion des iTraxx-CDOs
(K = 200.000 Simulationen)

(0,252 — 0,1744) - 50 Mio.€ = 3,88 Mio.€ (Gauss-Copula) bzw.

(0,180 — 0,1712) - 50 Mio.€ = 0,44 Mio.€ (Gumbel-Copula)

gegeniiber dem iTraxx-Portfolio.

Die deutlichen Unterschiede der Ergebnisse bei Gauss- und Gumbel-Copula trotz dhn-
licher Spreads deuten auf eine starke Sensibilitdt des VaR-Mafes in Abhéngigkeit von
der Korrelation und der Konzentration hin und zeigen u.a., dass sich eine Bank in ei-
ner dieser Situation nicht auf ein einziges Modell zur Planung ihrer Geschiftstatigkeiten
verlassen sollte.

Abgesehen von diesen Unterschieden lisst sich grundsétzlich feststellen, dass durchgéngig
deutliche Auswirkungen der Single-Name-Konzentration sowie der Abhingigkeiten auf
die bei gleichem Absicherungsniveau zu bildenden finanziellen Riicklagen (nach VaR)
festgestellt werden konnen. Sie indizieren ein in der Theorie mittelméfiges bis enormes
Potential von CDO-Geschiften fiir Regionalbanken. Genauere Aufschliisse konnte wohl
erst eine auf eine konkrete Situationen angepasste Betrachtung - anstelle des allgemeinen
Zugangs in der vorliegenden Arbeit - erbringen. Dies sollte z.B. von einer Bank erfolgen,

die sich mit Kreditderivaten auseinander setzen will.
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Fazit und Schlussbemerkung:

Hauptanliegen dieser Arbeit war es, zu einer Einschitzung des potentiellen Nutzens von
CDOs speziell fiir Regionalbanken mit entsprechender Geschéftstéitigkeit zu gelangen.
Dies wurde anhand eines fiktiven, der Realitit jedoch moglichst angendherten Beispiels
durchgefiihrt. Die Ergebnisse des letzten Kapitels weisen hierbei eindeutig auf ein grund-
sitzliches, vielleicht sogar enormes, Potential des Einsatzes von Kreditderivaten fiir klei-
nere, regionale Kreditinstitute hin. Aufgrund der angesprochenen Fiktion konnen die
Ergebnisse quantitativ in natiirlicher Weise allenfalls als grobe Indizien fiir die M&glich-
keiten, die sich fiir Banken durch den Einsatz von CDOs ergeben kénnen, liefern. Damit
der festgestellte theoretische Nutzen auch langfristig stabil in die Praxis umgesetzt wer-
den kann, bedarf es neben der konkreten Situationsberiicksichtigung, technischen sowie
personellen Voraussetzungen und Aufwand und den in Kapitel 2.6.2 angefiihrten Risiken
natiirlich auch addquaten institutionellen Rahmenbedingungen, wie die Finanzkrise es
der Welt erst kiirzlich gelehrt hat. Diesbeziigliche Fragen iibersteigen den Anspruch der
vorliegenden Arbeit und miissen an anderer Stelle diskutiert werden.

Sieht man also die notigen internen und externen Voraussetzungen als gegeben an, bie-
tet der CDO neben &hnlich-gearteten Alternativen nachwievor groffe und z.T. nahezu
konkurrenzlose Moglichkeiten. Gerade die Beschiftigung und Einschatzung dieser Vor-
aussetzungen sollte jedoch auch kiinftig nicht auf die leichte Schulter genommen werden,
um sich gerade im Umgang mit komplizierteren Kreditderivaten nicht zu verzetteln. Das
folgende Zitat soll dem Rechnung tragen, indem es die Schlussbemerkung dieser Arbeit
bildet:

wDie aktuelle Krise war nicht zuletzt eine Krise der Modelle und des uniiberlegten Han-
delns von Banken und Ratingagenturen. Beide zogen letztlich Modelle heran, die nicht
in der Lage waren, die Risiken richtig einzuschitzen. (...) In jedem Fall sollten die F'i-
nanzinstitute mindestens die Lehre aus der Krise ziehen, dass es zwingend erforderlich
ist, die Abbildung und konkrete Erfassung von Risiken in ihren Modellen zu tiberdenken,

gerade bei komplexen strukturierten Kreditprodukten.“

aus: Kunisch, M. / Uhrig-Homburg, M.:
,Subprime-Krise, Kreditderivate und Ausfallabhéngigkeiten®
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6 Anhang

A: Spreads und Verlustmatrizen

Zusétzliches Nominal des grof3en Kredits (in Mio €)

Zusatzliches Nominal des groen Kredits (in Mio €)

Equity 0 5 10 15 20 Equity 0 5 10 15 20

Sigma =0 160.8876 137.2888 89.7827 137.5791 123.3944 Sigma = 0 157.3325 1343221 87.9100 135.0563 121.2772
0.15 1121345 96.9584 719212 1001719 91.0092 0.15 115.7854 100.0460 72.8626 106.3224 96.4870
03 824170 718193 556948 759206 694697 0.3 854335 743740 57.7751 81.5395 74.5850
0.45 61.0184 534245 425633 576090 529676 0.45 64.1834 56.1613 450398 62.8691 57.8037
06 446066 391756 319238 431396 39.8046 0.6 46.3381 405739 33.4394 46.2147 426549

Zusétzliches Mominal des groften Kredits (in Mio.€)

Zusatzliches Nominal des gro3en Kredits (in Mio €)

Jun. Mezzanine 0 5 10 15 20 Jun. Mezzanine 0 5 10 15 20
Sigma =0 235111 255605 15.9687 13.9601 9.5696 Sigma =0 23.3747 256298 16.0512 14.0715 96385
0.15 26.1836 32.1008 19.8726 21.3500 15.1596 0.15 284413 358511 225808 229946 154347
0.3 25.0203 31.1593 191727 21.9911 16.6455 03 30.0250 38.3690 23.7615 26.7998 19.1274
0.45 226621 283381 17.3631 20.7545 16.3452 0.45 283343 359226 220477 26.2840 20.2002
0.6 19.8296 24.8859 15.2193 18.7353 15.2876 06 24 3625 30.7420 18.7938 232716 18.8601
Zusétzliches Nominal des groften Kredits (in Mio €) Zusatzliches Nominal des grofen Kredits (in Mio €)
Mezzanine 0 5 10 15 20 Mezzanine 0 5 10 15 20
Sigma =0 17183 44488 32579 02321 0.0905 Sigma =0 1.7659 44835 3.3474 02363 0.0911
0.15 92486 10.7537 75413 37697 27707 0.15 6.7869 86686 54296 1.7727 1.0550
03 131733 14.3457 10.8691 7.0556 5.6606 0.3 13.2068 14.1025 9.5342 53185 3.8607
0.45 147844 157701 126218 90121 7.4930 0.45 17.4397 18.1749 13.4567 9.1972 7.3240
06 151435 16.0773 13.3422 10.0943 85872 0.6 18.4696 19.3995 15.6973 11.5645 9.8575

Zusétzliches Mominal des groften Kredits (in Mio.€)

Zusatzliches Nominal des groRen Kredits (in Mio €)

Sen. Mezzanine 0 5 10 15 20 Sen. Mezzanine 0 5 10 15 20
Sigma =0 0.0013 00425 10824 34576 50351 Sigma = 0 0.0011 0.0478 10957 34711 509636
0.15 09257 12683 26011 49997 67662 0.15 0.0789 03705 19271 45073 7.0878
0.3 31917 35156 45263 62690 6.9721 0.3 09724 14892 30921 56348 7.1552
0.45 53406 56351 63123 73157 7.1968 0.45 35593 40312 52182 7.0445 71712
0.6 71138 73739 7.7921 81945 75273 0.6 6.6524 69219 74062 82512 75093
Zusatzliches Nominal des groflen Kredits (in Mio.€) Zusétzliches Nominal des grofien Kredits (in Mio €)
Senior 0 5 10 15 20 Senior 0 5 10 15 20
Sigma =0 0 0 0 0.0002  0.0069 Sigma =0 0 0 0 00002 00076
0.15 00048 00067 00160 00417 01007 0.15 0 00000 0.0003 0.0055 0.0439
0.3 00801 0.0909 01234 01809 02698 0.3 0.0005 0.0019 00109 0.0442 0.1272
045 02978 03137 03591 04325 05321 0.45 0.0213 0.0355 00785 0.1594 0.2811
0.6 06685 06859 07325 08039 08976 0.6 0.1808 0.2038 02693 0.3715 0.5019

Abbildung 6.1: Die Spreads aus der Simulation des Sparkassen-CDOs mitder Gauss-
Copula (links) und der Gumbel-Copula (rechts)

Verlustmatrix Zusatzliches Nominal des groRen Kredits (in Mio.€) Verlustmatrix Zuséatzliches Nominal des grofen Kredits (in Mio.€)
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Sigma =0 0.1440 01745 02100 02400 0.2657 Sigma =0 0.1440 0.1745 0.2100 02400 0.2657

0.15 0.2520 02727 0.2900 0.3138 0.3343 0.15 0.1800 0.2073 0.2400 0.2677 0.2914

0.3 03360 03491 03700 03877 04029 0.3 02280 02509 02800 03046 03257

0.45 0.3480 0.3600 03800 03969 04114 0.45 0.3000 0.3164 0.3400 03600 0.3771

0.6 0.3480 0.3709 0.3900 0.4082 0.4200 0.6 0.3360 0.3600 0.3800 0.3969 0.4114
Abbildung 6.2: Die Werte der Verlustmatrizen aus der Gauss- (links) bzw. Gumbel-

Copula (rechts)
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B Matlab-Code

function[spreadl, spread2, spread3, spread4, spread5] = CDO_tranche_Gum(N,T,K)

%Diese Funktion bestimmt den fairen Preis der CDO-Tranchen
Parametereingabe
N=50; %Anzahl der Schuldner

T=5; %Falligkeitszeitpunkt

K=200000; %Anzahl der Simulationen
lambda=110/10000;

r=0.03; % risikoloser Zinssatz
Recovery=0.4;

tic %Bestimmt die CPU-Laufzeit bis "toc"

CDO_P1 = zeros(5,5); %equity spread fiir versch. Noml- und Korr-Werte
CDO_P2 = zeros(5,5); %junior mezz spread fiir versch. Noml- und Korr-Werte
CDO_P3 zeros(5,5);

CDO_P4 = zeros(5,5);

CDO_P5 = zeros(5,5);

Gesamtverluste=zeros(5,5,K);%Hier werden die K Gesamtverluste drin gespeichert

zeit = zeros(N,1); % hier werden die Ausfallzeiten reingeschrieben

index=zeros(N,1); % hier werden die Sortier-Nummer festgehalten
Nominal=zeros (N,1);

Sigma=[0:0.15:0.6];
for Sigma_schleife=1:5

ausfzt=Gumbel (Sigma_schleife,K,N); %$Rufe Funktion Gumbel auf

SumPrem = zeros(5,5); %speichere PL und DL der k-ten Simulation
SumbDef = zeros(5,5); % je nach Noml- und Korr-Wert
MittelPrem = zeros(5,5); %speichere Mittelwert der PLs
MittelDef = zeros(5,5); %speichere Mittelwert der DLs

Nom_s=[1:5:21];
for Nom_schleife=1:5

for k=1:K $%$starte Simulationsschleife

%Ausfindig machen, der wievielte Ausfall (zeitlich) das groBe FG betrifft
%Zaehler wird dann angeben, an wievielter Stelle das 1. FG ausgefallen ist
Zaehler=1; %zdhlt, an welcher Stelle (zeitlich) das 1.FG ausgefallen

ist
%im Vergleich zu den anderen (Rangfolge)
for i=2:N
if ausfzt(k,i) < ausfzt(k,1)
Zaehler=Zaehler+1;
end
end
Nominal (:)=1;
Nominal (Zaehler)=1*Nom_s (Nom_schleife);%dadurch kann der Ausfall des
%groben Kredits spater zugeordnet werden
A(l,Nom_schleife) = (0/100)*sum(Nominal);
A(2,Nom_schleife) = (3/100)*sum(Nominal);
A(3,Nom_schleife) = (6/100)*sum(Nominal);
A(4,Nom_schleife) = (12/100)*sum(Nominal);
A(5,Nom_schleife) = (22/100)*sum(Nominal);
B(1,Nom_schleife) (3/100) *sum (Nominal) ;
B(2,Nom_schleife) = (6/100)*sum(Nominal); 1
end
end
end
for k=1:K
if (proz/2)/100 <= Gesamtverluste (2,Nom_schleife, k)
if Gesamtverluste(2,Nom_schleife,k)<(proz/2+1)/100
haeuf2 (Nom_schleife,proz/2+1)=haeuf2(Nom_schleife,proz/2+1)+1
end
end
end
for :K
(proz/2) /100 <= Gesamtverluste(3,Nom_schleife, k)
if Gesamtverluste(3,Nom_schleife,k)<(proz/2+1)/100
haeuf3 (Nom_schleife,proz/2+1)=haeuf3 (Nom_schleife,proz/2+1)+1
end
end
end
for k=1:K
if (proz/2)/100 <= Gesamtverluste (4,Nom_schleife, k)
if Gesamtverluste (4,Nom_schleife,k)<(proz/2+1)/100
haeuf4 (Nom_schleife,proz/2+1)=haeuf4(Nom_schleife,proz/2+1)+1
end
end
end
for k=1:K
if (proz/2)/100 <= Gesamtverluste(5,Nom_schleife, k)
if Gesamtverluste(5,Nom_schleife,k)<(proz/2+1)/100
haeuf5 (Nom_schleife,proz/2+1)=haeuf5(Nom_schleife, proz/2+1)+1
end
end
end
end
end

VVl=haeufl;
VV2=haeuf2;
VV3=haeuf3;
VVd=haeufd;
VV5=haeuf5;

spreadl=CDO_P1
spread2=CDO_P2
spread. DO_P3
spread4=CDO_P4
spread5=CDO_P5

figure (1)
surf ([0:5:20], Sigma, spreadl);

title('Equity Tranche (0%-3%)')

xlabel ('Nom(1)-Nom(2) (in Mio.€)');

ylabel ('Korrelation');

zlabel ('Tranchenspread (in bps per Quartal)');

figure(2)

surf ([0:5:20], [0:.15:.6],spread2);
title('Junior Mezzanine Tranche (3%-6%)')
xlabel ('Nom(1l)-Nom(2) (in Mio.€)');

ylabel ('Korrelation');

zlabel ('Tranchenspread (in bps per Quartal)');

figure(3)

surf([0:5:20], [0:.15:.6], spread3);

title('Mezzanine Tranche (6%-12%)')

xlabel ('"Nom(1)-Nom(2) (in Mio.€)');

ylabel ('Korrelation')

zlabel ('Tranchenspread (in bps per Quartal)'); 3

B(3,Nom_schleife) = (12/100)*sum(Nominal) ;

B(4,Nom_schleife) = (22/100)*sum(Nominal);

B(5,Nom_schleife) = (100/100) *sum(Nominal) ;

[zeit,index] = sort(ausfzt(k,:));%aufsteigende Sortierung der
Ausfallzeiten

tau=[zeit;index]; %dies ist die Ausfallzeit

%Berechne Gesamtverlust in k-ter Simulation
Ges_Verlust=0; $%Zur Berechnung der Verlustverteilung

for i=1:N
if tau(i)<=T
Verlust (i)=(1-Recovery) *Nominal (i) ;
Ges_Verlust=Ges_Verlust+Verlust (i) ;
end
end

%Jetzt rel. Gesamtverlust bestimmen
Gesamtverluste (Sigma_schleife,Nom_schleife, k)=Ges_Verlust/ ((N-
1) +Nominal (Zaehler));
S
for u=1:5 %Starte Tranchenloop: Festlegung der Tranche
Prem=0;
[Ausfall,Prem]=cash_flow (T, tau, Recovery,r,Nominal,A(u,Nom_schleife)
,B(u,Nom_schleife));
SumPrem (Nom_schleife, u)=SumPrem (Nom_schleife, u) +Prem;
SumDef (Nom_schleife,u)=SumDef (Nom_schleife, u)+Ausfall;
end
end %Ende der K Simulationen (gegeben Nom_+Sigma_schleife), jetzt
"Auswertung"

for u=1:5
MittelPrem(Nom_schleife, u)=SumPrem(Nom_schleife,u)/K; $durchschn.PL
MittelDef (Nom_schleife,u)=SumDef (Nom_schleife,u)/K; %durchschn.DL
end

%Berechne nun fairen Spread fiir die 5 Tranchen
%10000 wg bps (10000bps=100%) und 4 wegen quartalsweisen Prdmienzahlungen
CDO_P1(Sigma_schleife, Nom_schleife)=(MittelDef (Nom_schleife,1)/

(4* (MittelPrem(Nom_schleife,1))))*10000;

CDO_P2 (Sigma_schleife, Nom_schleife)=(MittelDef (Nom_schleife,2)/
(4* (MittelPrem(Nom_schleife,2))))*10000;

CDO_P3 (Sigma_schleife, Nom_schleife)=(MittelDef (Nom_schleife,3)/
(4* (MittelPrem(Nom_schleife,3))))*10000;

CDO_P4 (Sigma_schleife, Nom_schleife)=(MittelDef (Nom_schleife,4)/
(4* (MittelPrem(Nom_schleife,4))))*10000;

CDO_P5(Sigma_schleife, Nom_schleife)=(MittelDef (Nom_schleife,5)/
(4* (MittelPrem(Nom_schleife,5))))*10000;

end %Ende der Nom_schleife
end

haeufl=zeros(5,26); %Bestimmung der empirischen Verlustverteilung fiir
Sigma_schleife=0

haeuf2=zeros (5,26);

haeuf3=zeros(5,26);

haeufd=zeros (5,26);

haeuf5=zeros (5,26);

for Nom_schleife=1:5

for proz 150
for k: K
if (proz/2)/100 <= Gesamtverluste(1,Nom_schleife,k)
if Gesamtverluste(1l,Nom_schleife,k)<(proz/2+1)/100
haeufl (Nom_schleife,proz/2+1)=haeufl (Nom_schleife,proz/2+1)+1
; 2
figure (4)
surf([0:5:20], [0:.15:.6], spread4) ;
title('Senior Mezzanine Tranche (12%-22%)'")
xlabel ('Nom(1)-Nom(2) (in Mio.€)');
ylabel ('Korrelation');
zlabel ('Tranchenspread (in bps per Quartal)');
figure(5)
surf ([0:5:20], [0:.15:.6],spread5);
title('Senior Tranche (22%-100%)"')
xlabel('Nom(1l)-Nom(2) (in Mio.€)');
ylabel ('Korrelation');
zlabel ('Tranchenspread (in bps per Quartal)');
x=0:0.002:1;
for i=1:5
for j=1:5
Verlustmatrix (i, j)=quantile (Gesamtverluste(i,j,:),0.999);
end
end
Verlustmatrix
figure(14)
surf ([0:2:50), [0:5:20],VV1);
title('Korr=0")
xlabel('relativer Gesamtverlust');
ylabel ('Nom(1)-Nom(2) (in Mio. €)');
zlabel ('Haufigkeit');
figure(18)
surf([0:2:50], [0:5:20],VV5);
title('Korr=0,6")
xlabel ('relativer Gesamtverlust');
ylabel('Nom(1l)-Nom(2) (in Mio. €)');
zlabel ('Haufigkeit');
figure(13)
surf ([0:5:20),Sigma, Verlustmatrix);
title('99,9%-Quantil der Verlustverteilung')
xlabel ('Nom(1)-Nom(2) (in Mio.€)');
ylabel ('Korrelation');
zlabel('99,9%-Quantil');
x=[0:0.005:1];
figure(6)
hist (Gesamtverluste(3,1,:),x)
title('Korr=0,3 und Nom(1l)=1")
figure(11)
hist (Gesamtverluste(1,3,:),x)
title('Korr=0 und Nom(1)=10")
figure (12)
hist (Gesamtverluste(5,3,:),x)
title('Korr=0,6 und Nom(1)=10")
toc
4



function ausfzeitl=gausszeit (R,Sims, Schuldner)

xl=zeros(Sims, Schuldner);
y=zeros(Sims, Schuldner);

$Verfahren gemaB Kapitel 5.3

D=chol (R) ;

clear R;

z=randn (Sims, Schuldner);

for i=1:Sims
y(i,:)=2(i,:)*D;

end

clear D;

clear z;

Gauss_Ul=normcdf (y) ;
clear y;
x1=-(log(1l-Gauss_U1))/(110/10000);
clear Gauss_Ul;

ausfzeitl=xl;

function [PV_def, PV_premium]=cash_flow(Faelligk,ausf_zeit,Erloes,ZC,Nom,A,B)
%Die Funktion bestimmt das PL und das DL
Parameter
$Faelligk = Falligkeit des CDO
%ausf_zeit = N-dim. Vektor mit Ausfallzeiten der k-ten Simulation
$Erloes = Recovery Rate
%ZC = risikoloser Zins (konstant)
%Nom = Nominalbetrag (N-dim. Vektor)
%A = Attachment Point
%B = Detachment Point

PV_def=0;
PV_premium=0;

N=size(ausf_zeit,2); % gibt die Anzahl der Spalten aus ausf_zeit aus (also N)
Verlust=zeros(N,1); %LGD fiir jeden Kredit

Ges_Verlust=0; %Gesamter PF-Verlust

Per_Verlust=zeros (4*Faelligk,1);%Speichert Verlust zu jedem Periodenende
ausst_Nom=zeros (4*Faelligk,1);%Nominal, das zu jedem Per.ende noch in betr.
Tranche {ibrig ist

fee=zeros (4*Faelligk,1);

total_fee=0;

indikator=0;

c=0;

%Berechne Gesamtverlust in k-ter Simulation
for i=1:N
if ausf_zeit(l,i)<Faelligk
Verlust (i)=(1-Erloes) *Nom (i) ;
Ges_Verlust=Ges_Verlust+Verlust (i);
end
end

%$Simulation des Default Legs
if Ges_Verlust<A
PV_def=0;
elseif Ges_Verlust>A && Ges_Verlust<B
for i=1:N
if ausf_zeit(l,i)<=Faelligk
indikator=indikator+Verlust (i);%speichere kumul. Verlust
if indikator>A %1. Tranchenverlust verarbeiten

function[spreadl, spread2, spread3, spread4, spread5] =
iTraxx_tranche_Gum(N, T, K)

%$Diese Funktion bestimmt den fairen Preis der CDO-Tranchen
P Parametereingabe

N=125; %Anzahl der Schuldner

T=5; %Falligkeitszeitpunkt

K=200000; %Anzahl der Simulationen
lambda=110/10000;

r=0.03; % risikoloser Zinssatz
Recovery=0.4;

tic %$Bestimmt die CPU-Laufzeit bis "toc"

CDO_P1 = zeros(5,1); %equity spread fiir versch. Noml- und Korr-Werte
CDO_P2 = zeros(5,1); %junior mezz spread fiir versch. Noml- und Korr-Werte
CDO_P3 = zeros(5,1);

CDO_P4 = zeros(5,1);

CDO_P5 = zeros(5,1);

Gesamtverluste=zeros (5,K);$Hier werden die K Gesamtverluste drin gespeichert

zeit = zeros(N,1); % hier werden die Ausfallzeiten reingeschrieben
index=zeros(N,1); % hier werden die Sortier-Nummer festgehalten
sim=zeros(N,1); % hier werden die Simulationen vermerkt
Nominal=zeros (N, 1) ;

Sigma=[0:.15:0.6]; %Korrelation soll zw. 0 und 0.8 liegen
for Sigma_schleife=1:5
for xx=1:N
for yy=l:xx%ab jetzt wird Korr-Matrix befiillt
if xx==yy
Korr (xx,yy)=1;
else
Korr (xx,yy)=Sigma (Sigma_schleife);
Korr (yy, xx)=Sigma(Sigma_schleife) ;
end
end
end
ausfzt=Gumbel (Sigma_schleife,K,N); %Rufe Funktion Gumbel auf

SumPrem = zeros(5); %$speichere PL und DL der k-ten Simulation
SumDef = zeros(5); %  je nach Noml- und Korr-Wert
MittelPrem = zeros(5); %speichere Mittelwert der PLs
MittelDef = zeros(5); %speichere Mittelwert der DLs

for k=1:K %starte Simulationsschleife

Nominal (:)=1;

A(l) = 0;

A(2) = (3/100)*N;

A(3) = (6/100)*N;

A(4) = (12/100)*N;

A(5) = (22/100)*N;

B(1) (3/100) *N;

B(2) (6/100) *N;

B(3) (12/100) *N;

B(4) = (22/100)*N;

B(5) = (100/100)*N;

[zeit, index] = sort(ausfzt(k,:));%aufsteigende Sortierung der
Ausfallzeiten

[zeit;index]; %dies ist die Ausfallzeit, s. AccrPrem27

%Berechne Gesamtverlust in k-ter Simulation
Ges_vVerlust=0; %Zur Berechnung der Verlustverteilung
for i=1:N

disk=(1+r)"(-ausf_zeit(1,1i));% = B(0, Ausfallzeit)

PV_def=PV_def+(indikator-A) *disk; %nur Verlust>A anrechnen

c=1;%Z&hler hochsetzen (1. Verlust jetzt verarbeitet)
else

disk=(1+r)”~(-ausf_zeit(l,1));% = B(0, Ausfallzeit)
PV_def=PV_def+Verlust (i) *disk;%vollen Verlust anrechnen

end
end
end
end
elseif Ges_Verlust>B
for i=1:N

if ausf_zeit(1l,i)<Faelligk %nur wenn 1.Verlust vor T, passiert was
indikator=indikator+Verlust (i);
if indikator>A && indikator<B

disk=(1l+r)"~(-ausf_zeit(1,i));% = B(0, Ausfallzeit)
PV_def=PV_def+Verlust (i) *disk;%vollen Verlust anrechnen

end
elseif indikator>B %in diesem Fall wieder Verlust abschneiden
if c==
disk=0;
r=7C;
disk=(1+r)"(-ausf_zeit(1,i));% = B(0, Ausfallzeit)

absorb_Verlust=B- (indikator-vVerlust (i));
PV_def=PV_def+absorb_Verlust*disk;%nur Verlust<=B anrechnen
c=2;

SPremium Leg bestimmen
for i=1:4*Faelligk

ti=i/4;
Per_Verlust (i)=0;
for j=1:N
if ausf_zeit(l,7j)<ti
Per_Verlust (i)=Per_Verlust (i)+(1-Erloes)*Nom(j);
end

end

ausst_Nom (i)=min (max (B-Per_Verlust (i), 0),B-A);%zu jeder Auszahlungszeit
noch ausst.Nominal

fee(i)=((1+2C)"(-ti))*ausst_Nom(i);

PV_premium=PV_premium+fee (i) ;

if tau(i)<=T
Verlust (i)=(1-Recovery);
Ges_Verlust=Ges_Verlust+Verlust (i);
end
end
%Jetzt rel. Gesamtverlust bestimmen
Gesamtverluste (Sigma_schleife, k)=Ges_Verlust/125;

for u=1:5 %Starte Tranchenloop: Festlegung der Tranche
Prem=0;
[Ausfall,Prem]=cash_flow (T, tau, Recovery,r,Nominal,A(u),B(u));
SumPrem (u)=SumPrem (u)+Prem;
SumDef (u)=SumDef (u)+Ausfall;

end

zahl=zeros (K, 5);
for i=1:N
if ausfzt(k,1)<=5
zahl (k, Sigma_schleife)=zahl (k, Sigma_schleife)+1;
end
end

end %Ende der K Simulationen (gegeben Nom_ +Sigma_schleife), jetzt
"Auswertung"

for u=1:5
MittelPrem(u)=SumPrem(u)/K; %durchschn.PL
MittelDef (u)=SumDef (u) /K; %durchschn.DL
end

%Berechne nun fairen Spread fiir die 5 Tranchen
%$10000 wg bps (10000bps=100%) und 4 wegen quartalsweisen Prdmienzahlungen

CDO_P1 (Sigma_schleife)=(MittelDef (1)/(4* (MittelPrem(1))))*10000;
CDO_P2(Sigma_schleife)=(MittelDef (2)/(4* (MittelPrem(2))))*10000;
CDO_P3 (Sigma_schleife)=(MittelDef (3)/(4* (MittelPrem(3))))*10000;
CDO_P4 (Sigma_schleife)=(MittelDef (4)/(4* (MittelPrem(4))))*10000;
CDO_P5 (Sigma_schleife)=(MittelDef (5)/(4* (MittelPrem(5))))*10000;
end
zahl;

haeuf=zeros (5,26);
for Sigma_schleife=
:50
K

(proz/2)/100 <= Gesamtverluste (Sigma_schleife, k,1)

if Gesamtverluste(Sigma_schleife,k,1)<(proz/2+1)/100

haeuf (Sigma_schleife,proz/2+1)=haeuf (Sigma_schleife,proz/2+1)+1

end
hallo=haeuf;
$hist([0:.1:100],ausfzt)

spreadl=CDO_P1
spread2=CDO_P2
spread3=CDO_P3
spread4=CDO_P4
spread5=CDO_P5

figure (1)

plot ([0:.15:.6], spreadl);

title('Equity Tranche (0%-3%)')

xlabel ('Korrelation');

ylabel ('Tranchenspread (in bps per Quartal)');



figure(2)

plot([0:.15:.6], spread2);

title('Junior Mezzanine Tranche (3%-6%)')
xlabel ('Korrelation');

ylabel ('Tranchenspread (in bps per Quartal)');

figure(3)
plot([0:.15:.6], spread3);

title('Mezzanine Tranche (6%-12%)')

xlabel ('Korrelation')

ylabel ('Tranchenspread (in bps per Quartal)');

figure (4)
plot ([0:.15:.6],spread4);

title('Senior Mezzanine Tranche (12%-22%)')
xlabel ('Korrelation');

ylabel ('Tranchenspread (in bps per Quartal)');

figure(5)

plot ([0:.15:.6],spread5);

title('Senior Tranche (22%-100%)")

xlabel ('Korrelation');

ylabel ('Tranchenspread (in bps per Quartal)');

x=0:0.002:1;
for i=1:5

Verlustmatrix(i)=quantile (Gesamtverluste(i,:,1),0.999);
end
Verlustmatrix

figure (13)

plot (Sigma,Verlustmatrix);
title('99,9%-Quantil der Verlustverteilung')
xlabel ('Korrelation');

ylabel ('99,9%-Quantil’');

x=[0:0.005:11;

figure (6)

hist (Gesamtverluste(3,:),x)
title('Korr=0,3")

figure(11)
hist (Gesamtverluste(l,:),x)
title('Korr=0")

figure(12)
hist (Gesamtverluste (5, :
title('Korr=0,6")

*

toc

function ausfzeitl=Gumbel (R, Sims, Schuldner)
Parametereingab:
1; %Zshang zw. alpha und Kendalls tau: alpha = 1/(l-tau)
lambda=110/10000;

$Beginn der Simulation der Gumbel-Copula gemaf Kap. 5.3
u=zeros (Schuldner, Sims) ;
phi=zeros (Sims, 1) ;

tau=zeros (Schuldner, Sims) ; 9
% the median for all alpha. When alpha = 1 and beta = 0, the

% distribution is Cauchy (arctangent) with median delta.

% When the submitted alpha is > 2 or < .1, or beta is outside

% [-1,1], an error message is generated and x is returned as a

% matrix of NaNs.

% Alpha < .1 is not allowed here because of the non-negligible

% probability of overflows.

%

% If you're only interested in the symmetric cases, you may just

% set beta = 0 and skip the following considerations:

% When beta > 0 (< 0), the distribution is skewed to the right

% (left).

% When alpha < 1, delta, as defined above, is the unique fractile

% that is invariant under averaging of iid contributions. I

% call such a fractile a "focus of stability." This, like the

% mean, is a natural location parameter.

% When alpha = 1, either every fractile is a focus of stability,

% as in the beta = 0 Cauchy case, or else there is no focus of

% stability at all, as is the case for beta ~=0. 1In the latter

% cases, which I call "afocal," delta is just an arbitrary

% fractile that has a simple relation to the c.f.

% When alpha > 1 and beta > 0, med(x) must lie very far below

%  the mean as alpha approaches 1 from above. Furthermore, as

% alpha approaches 1 from below, med(x) must lie very far above

% the focus of stability when beta > 0. If beta ~= 0, there

% is therefore a discontinuity in the distribution as a function

% of alpha as alpha passes 1, when delta is held constant.

% CMS, following an insight of Vladimir Zolotarev, remove this

% discontinuity by subtracting

% beta*c*tan(pi*alpha/2)

% (equivalent to their -tan(alpha*phi0)) from x for alpha ~=1

% in their program RSTAB, a.k.a. RNSTA in IMSL (formerly GGSTA).

% The result is a random number whose distribution is a contin-

%  uous function of alpha, but whose location parameter (which I

% call zeta) is a shifted version of delta that has no known

%  interpretation other than computational convenience.

%  The present program restores the more meaningful "delta"

% parameterization by using the CMS (4.1), but with

% beta*c*tan(pi*alpha/2) added back in (ie with their initial

% tan(alpha*phi0) deleted). RNSTA therefore gives different

% results than the present program when beta ~= 0. However,

% the present beta is equivalent to the CMS beta' (BPRIME).

% Rather than using the CMS D2 and exp2 functions to compensate

%  for the ill-condition of the CMS (4.1) when alpha is very

% near 1, the present program merely fudges these cases by

% computing x from their (2.4) and adjusting for

%  beta*c*tan(pi*alpha/2) when alpha is within 1.e-8 of 1.

% This should make no difference for simulation results with

% samples of size less than approximately 1078, and then

% only when the desired alpha is within 1.e-8 of 1, but not

$ equal to 1.

% The frequently used Gaussian and symmetric cases are coded

%  separately so as to speed up execution.

%

% Additional references:

% V.M. Zolotarev, _One Dimensional Stable Laws_, Amer. Math.

% soc., 1986.

% G. Samorodnitsky and M.S. Tagqu, _Stable Non-Gaussian Random

%  Processes_, Chapman & Hill, 1994.

% A. Janicki and A. Weron, _Simulaton and Chaotic Behavior of

% Alpha-Stable Stochastic Processes_, Dekker, 1994.

$ J.H. McCulloch, "Financial Applications of Stable Distributons,"

% _Handbook of Statistics_ Vol. 14, forthcoming early 1997.
Stabilverteilung -

%beta=1;

%c=(cos (pi*alpha/2))~(1/alpha);

sdelta=0;

m=1; 11

stab=zeros (Sims, 1) ;

thetamatrix=[1.001 1.1061 1.2407 1.4229 1.6941];%nur Werte>1 mdglich->nimm
1.001

theta=thetamatrix (R)

for j=1:Sims

stab(j)=stabrnd(1/theta, 1, (cos(pi/(theta*2)))~theta,0); %Rufe Funktion
stabrnd auf

phi(j)=exp(-stab(j) " (1/theta));

v=rand (Schuldner); %$Erzeuge N R(0,1)-verteilte Zufallszahlen
for i=1:Schuldner
u(i,j)= exp(-(-log(v(i))/stab(j))"(1/theta));
t=0;
while —lambda*t > log(l-u(i,]))
t=t+0.1;
if t==5.1
break
end
end
tau(i, j)=t;
end
end
ausfzeitl=tau';
end
function [x] = stabrnd(alpha, beta, c, delta, m, n)
% STABRND.M
% Stable Random Number Generator (McCulloch 12/18/96)
%
k3 x = stabrnd(alpha, beta, c, delta, m, n);
%
% Returns m x n matrix of iid stable random numbers with
% characteristic exponent alpha in [.1,2], skewness parameter
% beta in [-1,1], scale ¢ > 0, and location parameter delta.
% Based on the method of J.M. Chambers, C.L. Mallows and B.W.
% Stuck, "A Method for Simulating Stable Random Variables,"
% JASA 71 (1976): 340-4.
% Encoded in MATLAB by J. Huston McCulloch, Ohio State
% University Econ. Dept. (mcculloch.2@osu.edu). This 12/18/96
% version uses 2*m*n calls to RAND, and does not rely on
% the STATISTICS toolbox.
% The CMS method is applied in such a way that x will have the
%  log characteristic function
3 log E exp(ixt) = i*delta*t + psi(c*t),
% where
B psi(t) = -abs(t)”alpha*(l-i*beta*sign(t)*tan(pi*alpha/2))
% for alpha ~= 1,
5 = —abs(t)*(l+i*beta*(2/pi)*sign(t)*log(abs(t))),
3 for alpha = 1.
% With this parameterization, the stable cdf S(x; alpha, beta,
% ¢, delta) equals S((x-delta)/c; alpha, beta, 1, 0). See my
% "On the parametrization of the afocal stable distributions,"
% _Bull. London Math. Soc._ 28 (1996): 651-55, for details.
% When alpha = 2, the distribution is Gaussian with mean delta
% and variance 2*c”2, and beta has no effect.
% When alpha > 1, the mean is delta for all beta. When alpha
% <= 1, the mean is undefined.
% When beta = 0, the distribution is symmetrical and delta is
n=1;

$ Errortraps:
if alpha < .1 | alpha > 2
disp('Alpha must be in [.1,2] for function STABRND.')
alpha
x = NaN * zeros(m,n);
return
end
if abs(beta) > 1
disp('Beta must be in [-1,1] for function STABRND.')
beta
x = NaN * zeros(m,n);
return
end

% Generate exponential w and uniform phi:
w = -log(rand(m,n));
phi = (rand(m,n)-.5)*pi;

% Gaussian case (Box-Muller):
if alpha == 2

x = (2*sqrt(w) .* sin(phi));
x = delta + c*x;
return

if beta ==
if alpha == % Cauchy case
x = tan(phi);
else
x = ((cos((l-alpha)*phi) ./ w) .~ (1/alpha - 1)
.* sin(alpha * phi) ./ cos(phi) .~ (1/alpha));
end

% General cases:
else
cosphi = cos(phi);
if abs(alpha-1) > 1.e-8
zeta = beta * tan(pi*alpha/2);
aphi = alpha * phi;

alphi = (1 - alpha) * phi;
x = ((sin(aphi) + zeta * cos(aphi)) ./ cosphi) ...
.* ((cos(alphi) + zeta * sin(alphi))
./ (w .* cosphi)) .~ ((l-alpha)/alpha);
else
bphi = (pi/2) + beta * phi;
x = (2/pi) * (bphi .* tan(phi) - beta * log((pi/2) * w
.* cosphi ./ bphi));
if alpha ~= 1
X = X + beta * tan(pi * alpha/2);
end
end
end
% Finale:
x = delta + ¢ * x;j
return

% End of STABRND.M
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