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Einleitung

In der Statistik wird meistens das Hauptaugenmerk auf die Betrachtung von Mit-
telwerten gelegt. Fiir viele Bereiche ist das sinnvoll, doch z.B. bei der Investition
in eine Aktie, ist es zwar interessant zu wissen wie viel im Durchschnitt an Ge-
winn oder Verlust zu erwarten ist, aber viel entscheidender ist die Frage nach dem
,worst case”. Wie viel kann mit dieser Investition mit welcher Wahrscheinlichkeit
im schlimmsten Fall verloren gehen? Auch in vielen anderen Bereichen, wie z.B.
in Versicherungen oder bei der Planung von Deichen, ist es entscheidend, sich
fiir den schlimmsten Fall abzusichern. Denn um einen Deich so hoch zu planen,
dass im Normalfall keine Uberschwemmungen zu befiirchten sind, niitzt es wenig,
die durchschnittliche Wasserh6he zu kennen. Stattdessen miissen die besonders
hohen Wasserstiande, oder im Fall der Versicherung die besonders hohen Versiche-
rungsrisiken, abgeschétzt werden. Mit dieser Frage beschiftigt sich die Extrem-
werttheorie. Dabei werden, wie der Name schon sagt, hauptséichlich die extremen
Werte, sogenannte ,,Ausreifter* betrachtet. Doch eine Abschitzung dieser Werte ist
in vielen Féllen nicht einfach, da Aussagen {iber einen Bereich der Stichprobe ge-
macht werden sollen, in denen nur wenige Werte vorliegen. Haufig wird dabei der
Fehler gemacht, eine Normalverteilung an die gesamten Daten anzupassen. Diese
beschreibt die mittleren Daten zwar meistens recht gut, es ist aber empirisch er-
wiesen, dass z.B. Renditen von Aktienpreisen deutlich haufiger Ausreifer zeigen,
als es von einer Normalverteilung beschrieben wird. An den Réndern, den soge-
nannten , Tails“, fallt die Normalverteilung zu schnell ab und unterschitzt damit
das Risiko grofer Verluste. Besser geeignet fiir die Abschétzung grofer Gewinne
oder Verluste sind sogenannte ,heavy tail“ Verteilungen. Diese besitzen, wie der
Name schon vermuten lasst, grofere Tails als die Normalverteilung und bieten
somit eine bessere Anpassung. Ein gutes Verfahren um eine heavy tail Vertei-
lung z.B. an Renditedaten anzupassen, bietet die Peak over Threshold Methode.
Ubersetzt heifit Peak Spitze oder Héchstpunkt und ein Threshold ist einfach ein
Schwellenwert. Peak over Threshold bedeutet also so etwas wie Hochstpunkt oder
Spitze {iber einem Schwellenwert. Der Name beschreibt im Prinzip auch schon das
Vorgehen der Methode. Es wird zun#chst ein Schwellenwert im oberen Bereich
der Daten gewédhlt. Dabei ist es entscheidend den Schwellenwert méglichst gut zu
wahlen, damit es nicht zu viele, aber auch nicht zu wenige Thresholdiiberschrei-
tungen gibt. Schlieflich sollen ,nur die extremen Werte betrachtet werden. Ist
der Threshold aber so hoch, dass zu wenige Uberschreitungen iibrig bleiben, ist
die Anpassung evtl. zu ungenau. Ist der Threshold gew#hlt, kann schlieflich eine
heavy tail Verteilung an die Uberschreitungen angepasst werden.



10 Einleitung

Somit erhdlt man mit der Peak over Threshold Methode eine Verteilung, die die
hohen Werte sehr gut beschreibt. Nur die Verteilung an sich sagt noch nicht sehr
viel aus. Daher wird hier eines der, wenn nicht sogar das, inzwischen wichtigste
Risikomaf betrachtet, der Value at Risk. Der Value at Risk ist das g-te Quantil der
angepassten Verteilung. Er gibt an, welcher Betrag in einer bestimmten Zeit, mit
einer bestimmten Wahrscheinlichkeit, nicht {iberschritten wird. Dariiber hinaus
wird der Expected Shortfall betrachtet. Dieser gibt die erwartete Verlustgrofe,
gegeben dass der Value at Risk iiberschritten wurde, an.

In dieser Arbeit wird in Kapitel 1 zunéchst die Peak over Threshold Methode
fiir den einfachsten Fall, ndmlich unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvaria-
blen, vorgestellt. Dariiber hinaus wird in diesem Kapitel der Value at Risk und
der Expected Shortfall hergeleitet. Im Anschluss wird die Methode in Kapitel 2
auf die Renditen der téglichen DAX-Abschlusswerte von 1996 bis 2000 angewen-
det. Zusétzlich wird eine Normalverteilung an die Daten angepasst und damit
der Value at Risk und der Expected Shortfall berechnet. Die Ergebnisse werden
mit den Ergebnissen aus der Peak over Threshold Methode verglichen. Da die
Annahme, unabhéngiger Daten in vielen Fillen, vor allem bei der Betrachtung
von Finanzdaten, nicht realistisch ist, wird in Kapitel 3 die Peak over Threshold
Methode fiir stationére Zeitreihen vorgestellt. Dafiir wird zunéchst eine kleine
Einfiihrung in die Grundlagen der Zeitreihenanalyse gegeben. In Kapitel 4 wird
die Peak over Threshold Methode fiir stationére Zeitreihen wieder auf die Rendi-
ten der tdglichen DAX-Abschlusswerte von 1996 bis 2000 angewendet. Auch hier
wird ein Vergleich mit der Normalverteilung gezogen. Dariiber hinaus werden die
Ergebnisse mit denen aus Kapitel 2 verglichen. Kapitel 5 bietet schlieflich eine
alternative Anwendung zu Kapitel 4.

An dieser Stelle mochte ich mich herzlich bei PD Dr. Paulsen fiir die Bereitstellung
dieses interessanten Themas und die gute Betreuung wihrend der Anfertigung
dieser Diplomarbeit bedanken. Auferdem gilt mein Dank all denjenigen, die zum
Gelingen dieser Arbeit beigetragen haben.

Gemék § 21 (6) der Diplompriifungsordnung fiir den Studiengang Mathematik
der Westfilischen Wilhelms-Universitdt Miinster vom 15. Juli 1998 versichere ich,
dass ich die vorliegende Diplomarbeit selbstindig verfasst und keine anderen als
die im Literaturverzeichnis angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt habe.

Miinster, den 16.November 2010

Julia Prahm



1 POT-Methode fiir iid
Zufallsvariablen

Im ersten Teil sollen unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen X, X, ...
mit einer unbekannten Verteilungsfunktion F' betrachtet werden. Diese Zufalls-
variablen kénnen z.B. betriebliche Risiken, Versicherungsrisiken, Kreditverluste
oder Renditen von Aktienpreisen darstellen. In dieser Arbeit werden aber vor al-
lem Renditen von Aktienpreisen betrachtet. Vorab sei bemerkt, dass bei einigen
der oben genannten Interpretationen, realistisch betrachtet, nicht von unabhén-
gigen Zufallsvariablen ausgegangen werden kann. Dies wird in Kapitel 3 genauer
untersucht.

Bei einer Investition in eine Aktie ist der Anleger interessiert daran, grofe Verluste,
die diese Aktie in einer Zeitspanne von z.B. 10 oder 100 Tagen erbringen kann,
abzuschétzen. Dazu soll der sogenannte Value at Risk (kurz: VaR) betrachtet
werden. Der VaR ist das g-te Quantil der Verteilung F, fiir 0.95 < ¢ < 1

VaR, = F’l(q),

wobei F'~! die Inverse von F ist!. Er gibt sozusagen an, welcher Betrag in einer
bestimmten Zeit, mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit (1 — ¢) nicht iiber-
schritten wird. Um den Value at Risk zu berechnen, wird jedoch die zugrunde
liegende, unbekannte Verteilungsfunktion F der Daten benotigt. In vielen Schét-
zungen wird dazu eine Normalverteilung an die Daten angepasst und damit der
Value at Risk berechnet. Das Problem dabei ist, dass die Normalverteilung bei der
Art von Daten, die hier betrachtet werden sollen, oft keine sehr gute Anpassung an
die extremen Werte der Daten liefert, da diese zu haufig auftreten. Da hier keine
Mittelwerte betrachtet werden sollen, sondern grofte Verluste, ist aber gerade die
Anpassung an diese extremen Werte wichtig.

Eine bessere Moglichkeit die sogenannten tails (Flanken) der unbekannten, zu-
grunde liegenden Verteilung zu schitzen, bietet die Peak over Threshold Methode
(kurz: POT-Methode). Mit dieser Methode kann eine verallgemeinerte Paretover-
teilung an die hohen Werte der Daten angepasst und schlieklich der Value at Risk
berechnet werden. Dies soll im Folgenden hergeleitet werden. Dariiber hinaus soll
noch der Ezpected Shortfall (kurz: ES) vorgestellt werden. Er bietet eine Alter-
native zum Value at Risk. Der Expected Shortfall ist die erwartete Verlustgrofe,

Lygl. [16] (S.4)
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gegeben, dass der VaR iiberschritten wurde?

ES, = E[X | X > VaR,].

In Kapitel 2 wird fiir ein konkretes Beispiel mit Hilfe der POT-Methode eine
verallgemeinerte Paretoverteilung an einen Datensatz angepasst und der Value at
Risk und der Expected Shortfall berechnet.

Da die absoluten Kurswerte einer Aktie keine Auskunft iiber den Gewinn oder Ver-
lust geben, werden Log-Renditen von Aktien betrachtet®. Diese werden zunichst
berechnet und dann negiert, da die Methoden, die im Folgenden vorgestellt wer-
den, darauf ausgelegt sind Maxima zu schétzen, in diesem Fall aber die grofen
Verluste, also Minima, abgeschétzt werden sollen. Dies kann man sich leicht {iber-
legen, denn es gilt*:

min X; = —max(—X;).

i<n i<n
Im Folgenden sei also

X; = —(logS; — logS;_1),

wobei S; der Wert einer Aktie am Ende des Tages ¢, und X; die entsprechende
Log-Rendite ist.

1.1 POT-Methode

Bei den Anwendungen die hier betrachtet werden, interessiert der Anleger sich
vor allem dafiir die besonders hohen Werte (die hier durch die gesetzten Voraus-
setzungen die besonderes kleinen Werte sind) abzuschétzen, damit er sich gegen
grofte Verluste absichern kann. Diese hohen Werte liegen in den tails der gesuch-
ten Verteilung. Sie werden oft als Extremwerte bezeichnet. Bei der Art von Daten
die hier betrachtet werden sollen, treten hiufiger Extremwerte auf, als das z.B.
von einer Normalverteilung abgebildet wird. Es wird eine Verteilung bendétigt, de-
ren tails dicker und breiter sind als die einer Normalverteilung, eine sogenannte
heavy tailed Verteilung, um diese Extremwerte gut abzuschétzen. Dazu folgende
Definition®:

Definition 1
FEine Verteilung besitzt ein heavy tail, wenn es ein j € IN gibt, so dass das j-te
Moment (ausgewertet auf der positiven Halbgerade) unendlich ist.

Zvgl. [16] (S.4)

3Es kann leicht gezeigt werden, dass die Log-Renditen in etwa den ,normalen Renditen
X, = % entsprechen.

tvel. [19] (S.9)

Svgl. [19] (S.27)
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Dariiber hinaus treten bei Renditen von Aktien auch die mittleren Werte haufiger
auf, als es von einer Normalverteilung abgebildet wird. Eine bessere Anpassung lie-
fert eine sogenannte thin waist Verteilung, deren Gipfel hoher und schmaler ist als
bei einer Normalverteilung®. Eine Verteilung mit heavy tails und thin waists wird
auch leptokurtische Verteilung genannt. Abbildung 1.1 zeigt so eine leptokurtische
Verteilung im Vergleich mit einer Normalverteilung.

— leptokurtische Verteilung
- - - Normalverteilung

Abbildung 1.1: Leptokurtische Verteilung im Vergleich mit einer Normalverteilung

Da mit der POT-Methode ,nur“ der Tail einer Verteilung abgeschitzt wird, wird
hiufig eine Konvexkombination einer an den Tail angepassten heavy tail Verteilung
G und einer an den Rest der Daten angepassten Normalverteilung F verwendet”

(1—-d)F +dG, d € (0,1) klein.

Um mit der Peak over Threshold Methode eine geeignete Verteilung an die hohen
Werte der Beobachtungen anzupassen, wird zunéchst ein Schwellenwert ( Thres-
hold) u, der im oberen Teil des Wertebereichs der Daten liegen sollte, vorgegeben.
Mit diesem Threshold werden dann fiir x; > u« die Fzzesse {iber u

Yi =Ty — U

bestimmt. Die x;, die x; > wu erfiillen, heiken FEzceedances. Es werden also die
grofsen Werte aus dem Datensatz selektiert.

bvgl. [5] (S.59)
Tvgl. [19] (S.32)
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Sei nun K eine Zufallsgrofe, die die Anzahl der Exceedances zu einem gegebenen
Threshold u angibt. Da die X; iid Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungs-
funktion F' sind, gilt

n

P =) = (1)1~ 5 = Bl (k)

wobei B(n,p) die Binomialverteilung mit Parametern n und p = 1 — F'(u) ist. Die
erwartete Anzahl an Uberschreitungen iiber u ist also

On,p(u) = np =n(1 — F(u))

und somit monoton fallend in u. Wenn np fiir n — oo gegen ein A > 0 konver-
giert, kann auch eine Poi(\)-Approximation durchgefiihrt werden. Fiir einen hohen
Threshold u, also einen Threshold, der nah am rechten Endpunkt liegt, kann die
Anzahl K der Exceedances als poissonverteilte Zufallsgrofe aufgefasst werden®.

Nun soll die Verteilungsfunktion der Exzesse iiber u definiert werden®:
Definition 2
Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F'. Die Fxzess-Verteilungs-
funktion von X bzw. F oberhalb des Thresholds u wird definiert durch
F —F

(x + u) (u) (1.1)

1— F(u)

fir x > 0 und festes u < xg, wobei xgr = sup{zr € R: F(x) < 1} < oo den rechten
Endpunkt von F bezeichnet.

Fx)=P{X —u<z|X >u}=

Die Exzess-Verteilung reprisentiert also die Wahrscheinlichkeit, dass ein Verlust
den Threshold v mit héchstens einem Betrag x iiberschreitet, gegeben, dass der
Threshold iiberschritten wird.

1.2 Verallgemeinerte Paretoverteilung

Das wichtigste Verteilungsmodell fiir Exzesse iiber Thresholds ist die verallgemei-
nerte Paretoverteilung (generalized pareto distribution, kurz: GPD)!:

Definition 3
Die Verteilungsfunktion der verallgemeinerten Paretoverteilung wird definiert durch

1— (1+€5)-18, 0,
G p(w) = {1 _i_wfﬁ) io

wobei 5 > 0, undeOwennf’zOundOSxS—g wenn £ < 0.

vgl. [19] (S.6ff)
9vgl. [13] (Definition 2.4 S.44)
10ygl. [13] (Definition 2.3 S.43)
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Abbildung 1.2: Verteilungsfunktion und Dichte der verallgemeinerten Paretover-
teilung fiir verschiedene Shape-Parameter

Die Verteilung ist verallgemeinert, in dem Sinne, dass sie verschiedene andere
Verteilungen unter einer gemeinsamen parametrischen Form zusammenfasst. Da-
bei ist ¢ der Form-Parameter (auch: Shape-Parameter) und [ ein zusétzlicher
Skalierungs-Parameter (auch: Scale-Parameter). Fiir £ > 0 ist Gg¢g eine repa-
rametrisierte Version der gewohnlichen Paretoverteilung, £ = 0 entspricht einer
Exponentialverteilung und ¢ < 0 ist bekannt als eine Pareto Typ II Verteilung!!.
Fiir das Risikomanagement ist vor allem der erste Fall relevant, weil die GPD
heavy tailed ist, wenn & > 0 ist. Die GPD-Familie kann durch Hinzufiigen eines
Lage-Parameters (auch: Loc-Parameter) p erweitert werden. G, 5(z) ist dann
definiert als G¢ g(z — p), d.h.

1— ]."‘ =L 71/67 07
Gepp(t) = Geplr —p) = {1_2”55 7 éio.

Abbildung 1.2 (links) zeigt die Verteilungsfunktionen der GPD fiir u =0, 5 = 0.5
und ¢ € {—0.5,0,0.5}. Abbildung 1.2 (rechts) zeigt dazu die entsprechenden Dich-
tefunktionen. £ bestimmt dabei die Geschwindigkeit, mit der die Dichte fiir x — oo
gegen 0 konvergiert. In der Abbildung ist zu sehen, dass die Dichte der GPD mit
einem Shape-Parameter von 0.5 deutlich grofere Tails hat, als die Dichte der GPD
mit £ = —0.5. Eine Verdnderung des Loc-Parameters p wiirde eine Verschiebung
der Verteilungsfunktion bzw. der Dichte parallel zur x-Achse bewirken und g de-
finiert die Stauchung (5 < 1) bzw. die Streckung (5 > 1) der Verteilung.

Uygl. [15] (S.3)
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1.3 Exkurs: Block-Maxima Methode und
GEV-Verteilung

Um spater Aussagen iiber das Grenzwertverhalten der Exzesse machen zu kon-
nen, werden einige Grundlagen der sogenannten Block-Maxima Methode benétigt.
Diese soll nun kurz vorgestellt werden. Die Block-Maxima Methode ist die dlteste
Gruppe von Modellen fiir Extremwerte. Bei dieser Methode werden die zugrunde
liegenden iid Beobachtungen in m Blocke der Lange n eingeteilt und aus jedem
Block wird das Maximum ermittelt

M, = max{Xy, ..., X, }.

Die Blécke kénnen dabei z.B. Monate oder Jahre darstellen. Am besten geeignet
fiir die Abschéitzung solcher Block-Maxima ist die verallgemeinerte Extremwert-
verteilung!?:

Definition 4
Die Verteilungsfunktion der verallgemeinerten Extremwertverteilung (generalized
extreme value distribution, kurz: GEV) wird definiert durch

(e - fe(- L e, g0
¢ exp(—e "), §=0,
firx mit 1+ &x >0 und —oo < € < 0.

Wie bei der GPD ist ¢ wieder der Shape-Parameter. Durch Einbeziehung von
entsprechenden Loc- und Scale-Parametern g und ¢ > 0 kann die Familie der
Verteilungen erweitert werden. He, () ist dann definiert als He(*;%). Der De-

finitionsbereich besteht in diesem Fall aus allen z mit 1 + ¢ % > (. Man sagt,
He o 1st vom Typ He.

Die Extremwert-Dichten stehen in folgendem Zusammenhang mit den verallge-
meinerten Pareto Dichten:

G(z) =1+ logH (x)

fiir logH (x) > —1, wobei G eine verallgemeinerte Paretoverteilung und H eine
entsprechende verallgemeinerte Extremwertverteilung ist'3.

Ein weiterer Begriff, der spiter benotigt wird um Aussagen iiber das Gernzwert-
verhalten der Exzesse zu machen, ist der des Max-Anziehungsbereiches!:

12ygl. [13] (Definition 2.1 S.41)
1Bygl. |19] (S.21)
Hygl. [15] (S.4)



1.4 Pickands-Balkema-de Haan Theorem 17

Definition 5

Seien F und H Verteilungsfunktionen. F liegt im Maz-Anziehungsbereich von H
(Schreibweise: F' € D(H)) falls es Folgen von reellen Zahlen a,, > 0 und b, gibt,
so dass die normalisierte Folge (M, —by,)/a, in Verteilung gegen H konvergiert

M - n—oo
P{n—bn < x} = F"(apz + b,) == H(x),

Qn

wobei F™(x) = FMn(2)1° und FMr(x) ist die Verteilungsfunktion von M,,.

Fisher & Tippet!'® haben gezeigt, dass die Extremwertverteilungen die einzigen
nicht-entarteten Grenzverteilungen fiir anndhernd normalisierte Stichproben-Maxi-
ma sind. Genauer gesagt kann fiir eine gegebene Verteilung F' gezeigt werden, dass
folgende Aussagen dquivalent sind:

e Die anndhernd normalisierten Stichproben-Maxima konvergieren in Vertei-
lung gegen eine nicht entartete Verteilung H.

o [ liegt im Max-Anziehungsbereich einer GEV H fiir irgendein &.

1.4 Pickands-Balkema-de Haan Theorem

Nun kann das Pickands-Balkema-de Haan Theorem formuliert werden. Es liefert
ein wichtiges Resultat fiir die Schitzung von Exzessverteilungen oberhalb hoher
Thresholds'”:

Theorem 6 (Pickands-Balkema-de Haan)
Fir alle ¢ € R liegt eine in xp stetige Verteilungsfunktion F' in D(H¢) genau
dann, wenn

lim sup | Fy(z) — Gegu(x) |=0
UITR 0<z<zRp—u
fiir eine geeignete positive, messbare Funktion B gilt, wobes
rr = sup{x € R: F(x) < 1} < oo wieder den rechten Endpunkt von F' bezeichnet.

Diese Aussage wird mit Hilfe des Fisher-Tippet Theorems bewiesen. Ein ausfiihr-
licher Beweis ist z.B. in [13] zu finden. Hier soll nur eine Beweisskizze gezeigt
werden, die sich weitestgehend an [4] (S.76ff) hélt. Dariiber hinaus wird gezeigt,
dass f(u) = B+ &(u — p) gilt, was spater noch bendtigt wird.

15was leicht zu zeigen ist, siche dazu z.B. [13] (Lemma 1.1 S.2)

16vgl. [§]
17vgl. [13] (Satz 2.6.2 S.45)
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Beweisskizze
Sei F' die Verteilungsfunktion von X. Dann gilt fiir n grof genug nach Fisher &
Tippet!®
v — 1 —1/¢
FeD(H¢) < F"(v) ~ exp | — (1+§( 3 ))
fiir p, 8 > 0 und irgendein £&. Wird auf beiden Seiten der Logarithmus berechnet,
folgt daraus
v —p\]Ve

nlog F(z) ~ — [1+§ (T)l . (1.2)

Fiir grofse Werte von x impliziert eine Taylor-Entwicklung, dass
log F(z) = —(1 — F(x)) (1.3)

gilt. Durch Einsetzten von (1.3) in (1.2) und Umstellen der Gleichung ergibt sich

F(z) ~ 1—% {1+£(%)]_1/£.

Also gilt fiir grofes u

und fir x > 0

_ —1/¢
Plutn)~1- g (P21

Fiir die Exzess-Verteilungsfunktion ergibt sich damit

F(z)=P{X -u<z|X >u}
:F(:L’+u)—F(u)
1 — F(u)

e (] (ot e ()] )
(-4 e (5] )

[(ms(uu))‘l/ & <5+§(U+wu))_1/ 5]
5 B

1 <B+£(u—u)>l/ ¢
3

n

L S—x -1/¢
- <1+ﬁ+€(u—u)>

= G preup ().

Q

3=

1Bygl. [§]
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Daraus folgt
Fu(z) = Ge gy (z)

mit
Blu) = B+ &(u—p). (1.4)
O

Das Pickands-Balkema-de Haan Theorem besagt insbesondere, dass die verall-
gemeinerte Paretoverteilung fiir grofse u eine gute Approximation der Exzess-
Funktion F, darstellt, wenn F' im Anziehungsbereich einer Extremwertverteilung
liegt. Dariiber hinaus ist der Shape-Parameter der GPD fiir die Exzesse derselbe
wie der Shape-Parameter der GEV Verteilung fiir die Maxima. Es kann gezeigt
werden, dass im Wesentlichen alle allgemein verwendeten Verteilungen der Statis-
tik fiir ein £ im Max-Anziehungsbereich von H, liegen. Die Normal-, Exponential-,
Gamma- und Lognormalverteilungen z.B. liegen im Max-Anziehungsbereich von
Hy. Diese Verteilungen werden auch medium tailed genannt. Fiir £ < 0 liegen
z.B. die Gleichverteilung und die Betaverteilung im Max-Anziehungsbereich von
H. Diese Verteilungen heifien short tailed. Am interessantesten sind hier jedoch
die heavy tailed Verteilungen wie z.B. die Pareto-, Burr-, Loggamma-, Cauchy-
und die t-Verteilung. Diese liegen fiir ¢ > 0 im Max-Anziehungsbereich von H".
Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass das Pickands-Balkema-de Haan
Theorem ein weit anwendbares Resultat ist, dass die GPD als kanonische Vertei-
lung fiir die Modellierung von Exzessen oberhalb hoher Thresholds qualifiziert.

1.5 Wahl eines geeigneten Thresholds

Im Folgenden stellt sich die Frage, wie ein geeigneter Threshold gewéhlt wird.
Bei der Einfiihrung der POT-Methode, wurde bereits erwiahnt, dass der gewéhlte
Threshold im oberen Teil des Wertebereichs der Daten liegen sollte, da sonst keine
extremen Werte geschitzt werden konnen. Aus dem Pickands-Balkema-de Haan
Theorem resultiert, dass die gesuchte Verteilung der Exzesse durch eine GPD ap-
proximiert werden kann, wenn der Threshold grofs genug ist. Dies legt nahe, einen
relativ hohen Threshold zu wihlen, der sehr nah am rechten Endpunkt liegt. An-
dererseits bleiben bei einem sehr hohen Threshold nur noch sehr wenig Exzesse
iibrig, mit denen das Modell geschitzt werden kann, was unter Umstdnden zu
einer sehr hohen Varianz fiihrt. Die Wahl eines Thresholds ist somit grundsitz-
lich ein Kompromiss zwischen der Wahl eines ausreichend hohen Thresholds, so
dass das Theorem von Pickands-Balkema-de Haan als tatséachlich exakt betrachtet
werden kann, und der Wahl eines ausreichend kleinen Thresholds, so dass genii-
gend Material zum Schitzen der Parameter zur Verfiigung steht. Eine optimale,
universale Losung fiir die Thresholdwahl gibt es also nicht. Es gibt aber zwei

ygl. [15] (S.4ff)
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graphische Hilfsmittel mit denen geeignete Thresholds gefunden werden konnen.
Eines davon ist der sogenannte Mean Residual Life Plot. Im Weiteren folgt eine
kurze Darstellung.

In Definition 2 wurde die Exzess-Verteilungsfunktion von X bzw. F' oberhalb des
Thresholds u

F(x 4+ u) — F(u)
1— F(u)

Fuz)=P{X —u<z|X >u}=

fiir x > 0 und festes u < xg definiert. Diese Verteilungsfunktion wird haufig auch
Residual Life Verteilungsfunktion zum Alter u genannt. Dabei stellt F,(x) die
Wahrscheinlichkeit dar, dass die verbleibende Lebenszeit < x ist, wenn das Alter
u erreicht wurde. Im Fall der Lebenszeit-Schatzung ist die im Alter u zu erwartende
verbleibende Lebenszeit von Interesse. Diese wird durch die Mean Residual Life
Funktion (kurz: mrl-Funktion) dargestellt®’:

E ((X — u)l{X>u})

fi < Ip.
PX > u) ; ur u < rg

ef(u) =E(X —u|X>u)=

Bei der Betrachtung von z.B. Aktienkursen wiirde die Mean Residual Life Funkti-
on die zu erwartende Kurserh6hung, oder bei Betrachtung negativer Log-Renditen,
den zu erwartenden Kursabfall, gegeben, der Kurs hat bereits eine Schwelle u tiber-
bzw. unterschritten, darstellen. Fiir Schwellenwerte, die grofer sind als der rechte
Endpunkt zg, ist die mrl-Funktion gleich 0, denn fiir solche u ist die Exzess-
Verteilungsfunktion gleich 0. Eine fiir die Thresholdwahl entscheidende Eigen-
schaft der mrl-Funktion ist, dass die Exzesse ab einem bestimmten Wert fiir u
anndhernd GP(generalized pareto)-verteilt sind und die mrl-Funktion dann linear
in w ist. Dies soll kurz gezeigt werden.

Wenn Y GP-verteilt ist, mit den Parametern § und &, dann gilt fiir £ < 1

E(v)= . (1.5)

=12

Fiir £ > 1 ist der Erwartungswert unendlich?!. Sei nun ug der kleinste Threshold,
fiir den das GP-Modell gilt, und Xj,..., X, seien Zufallsgréfen mit der entspre-
chenden durch u festgelegten Verteilung. Vorausgesetzt & < 1, gilt dann fiir jedes

X;
Buo

1-¢&

wobei f3,, den Scale-Parameter, der sich fiir die Verteilung der Exzesse {iber den

Threshold wug ergibt, darstellt. Aber wenn das GP-Modell giiltig ist fiir Exzesse
iiber den Threshold wug, sollte es auch giiltig sein fiir alle Thresholds u > wy,

E(X;—uo | X; > ) =

20ygl. [19] (S.47)
2lygl. [4] (S.78fF)
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allerdings mit einem anderen durch u gegebenen Scale-Parameter (,. Zwischen (3,
und f3,, besteht folgender Zusammenhang:

Bu = /Buo + €U

Das folgt aus der Beweisskizze des Pickands-Balkema-de Haan Theorem (Theorem
6), wenn anstatt der GPD-Verteilungsfunktion Gg , g, die GPD-Verteilungsfunktion
G¢ g eingesetzt wird, d.h. die Verteilungsfunktion, die noch nicht durch einen Loc-
Parameter erweitert wurde. Fiir die mrl-Funktion ergibt sich daraus

Fiir u > wug ist die mrl-Funktion also linear in .

Fiir die Wahl eines geeigneten Thresholds heift das nun, dass die mrl-Funktion
auf ihrem gesamten Wertebereich geplottet werden muss. Da die Verteilung aber
fiir alle Werte unbekannt ist, muss in diesem Fall auf die empirische Variante der
mrl-Funktion zuriickgegriffen werden??:

e <u> o %Z?:l(xz - u)l(uvoo)<xi)
o o 2t Lawoo) ()

Eine Anwendung des starken Gesetz der grofen Zahlen ergibt, dass die empirische
mrl-Funktion ndherungsweise mit der tatsdchlichen iibereinstimmt. Somit liefert
dieses Verfahren eine gute Hilfestellung fiir die Thresholdwahl. Allerdings bietet
auch diese Vorgehensweise keine Universallosung, denn die Interpretation eines
mrl-Plots ist in der Praxis nicht immer eindeutig. Ein konkretes Beispiel eines mrl-
Plots folgt in Kapitel 2. Dort wird zudem der Threshold Choice Plot vorgestellt.
Dieser bietet eine weitere Moglichkeit um einen geeigneten Threshold zu finden.

fir alle u < zp.

1.6 Schatzung der GPD Parameter

Nachdem ein geeigneter Threshold gewihlt wurde, konnen die Parameter der
GPD-Verteilung geschatzt werden. Durch die Wahl des Thresholds u ist der Loc-
Parameter i bereits festgelegt. Da die Wahrscheinlichkeit, den Threshold zu iiber-
schreiten, bei einem Wert, der kleiner ist als wu, gleich O ist, ist u der linke End-
punkt der Exzess-Verteilung. Dieser entspricht bei einer GPD-Verteilung dem Loc-
Parameter p. Bleiben also noch der Shape- und der Scale-Parameter zu schitzen.
Diese konnen durch verschiedene Methoden geschitzt werden. Die bekanntesten
Methoden sind die Momentenmethode (method of moments, kurz: MoM), die Me-
thode der wahrscheinlichkeitsgewichteten Momente (method of probability weigh-
ted moments, kurz: PWM) und die Maximum-Likelihood Methode (kurz: ML).

2ygl. [19]
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Diese drei Methoden wurden 1987 von Hosking & Wallis?® und 1995 von Rootzén
& Tajvidi?* in Simulations-Studien fiir GPD-verteilte Daten verglichen. Dabei
folgerten Hosking & Wallis aus ihren Simulations-Ergebnissen, dass fiir eine Emp-
fehlung, welche Schéitzmethode besser geeignet ist, in der Praxis einige Spezifi-
kationen des Problems noétig sind. Dabei ist besonders der Wertebereich in dem
¢ wahrscheinlich liegen wird, von Interesse. Nach den Resultaten von Hosking &
Wallis zeigen MoM-Schitzer fiir £ nahe 0 und fiir £ > 0 die beste Gesamtleistung.
Wenn die Wahrscheinlichkeit grofs ist, dass & wesentlich kleiner ist als 0, und be-
sonders wenn & kleiner sein konnte als —0.2, préferieren sie die PWM-Methode
wegen ihres geringen systematischen Fehlers. Die ML-Methode erscheint ihnen
dagegen nur gerechtfertigt fiir sehr grofse Stichproben und £ > 0.2. Rootzén &
Tajvidi folgerten aus ihrer Studie, dass die PWM-Methode fiir heavy-tailed Daten
mit £ > 0.5 schwer verzerrte Parameter-Schitzer liefert, die dafiir aber weniger
variabel sind als die ML-Schétzer. Da hier erwartet wird, dass die Daten heavy tai-
led sind (also £ > 0 gilt), soll hier nur kurz auf die Maximum-Likelihood Methode
eingegangen werden.

Seien yy, ..., y, die k Exzesse iiber den gew#hlten Threshold u. Fiir £ # 0 erhilt
man aus der GPD-Verteilungsfunktion die Dichtefunktion

—(l-&-l)
o) = ! (1 " %) 5

und daraus die Log-Likelihood-Funktion

k
0(B3,€) = —klog 8 — (1 + %) > log (1 + %y) :
=1

vorausgesetzt (1 + %) > 0 fiir i = 1,..., k; sonst gilt £(5,§) = —oc0. Fiir £ =0

erhalt man aus der Dichte
g(z) =ple 7

die Log-Likelihood-Funktion
k
(B = —klogh— 573 y.
i=1

Die Maximum-Likelihood-Schéitzer lassen sich ermitteln, indem B und é SO ge-
wahlt werden, dass ¢ ein lokales Maximum annimmt. Fiir £ > —0.5 kann gezeigt
werden, dass die Regularitdtsbedingungen fiir die Maximum-Likelihood Methode
erfiillt sind und dass die ML-Schétzer (B,f), basierend auf einer Stichprobe von
k Exzessen, asymptotisch normalverteilt sind?®. Konkret haben Hosking & Wallis

Bygl. [11]
2ygl. [20]
Zygl. [11]
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gezeigt, dass

o[ (05 2]

gilt.

1.7 Value at Risk

1.7.1 Mathematische Herleitung des VaR

Nachdem gezeigt wurde, wie mit den vorgestellten Verfahren eine verallgemeinerte
Paretoverteilung an die Daten angepasst werden kann, kann nun der Value at Risk
hergeleitet werden. Wie schon in der Einleitung erwdhnt, ist der Value at Risk das
g-te Quantil einer Verteilung F' fiir 0.95 < ¢ <1

VaR, = F_l(q),

wobei F~! die Inverse von F ist.

Sei nun F' die unbekannte, zugrunde liegende Verteilungsfunktion mit rechtem
Endpunkt zg. Es wird angenommen, dass F' im Max-Anziehungsbereich einer
GEV-Verteilung H, liegt. Diese Annahme ist gerechtfertigt, da wie schon in Ab-
schnitt 1.4 erwdhnt, im Wesentlichen alle in der Statistik verwendeten Verteilungen
im Anziehungsbereich einer GEV-Verteilung liegen. Mit Bezug auf das Pickands-
Balkema-de Haan Theorem (Theorem 6, Abschnitt 1.4) wird angenommen, dass

Fu(y) = Geply), 0<y<zgp—u (1.6)

fiir einen hohen Threshold u und irgendein £ € R und § > 0 gilt. Durch Set-
zen von r = u + y und Kombinieren dieser Formel mit der Formel der Exzess-

Verteilungsfunktion
Fly+u) — F(u)

F.(y) =
) 1— F(u)
gelangt man zu folgender Darstellung
F(z)=(1—F(u)Gepg(x —u) + F(u). (1.7)

Ziel ist es nun, diese Formel zu verwenden, um einen Tail-Schétzer zu konstruieren.
Das einzige zusitzliche Element, das dazu bendétigt wird, ist ein Schétzer fiir F'(u).
Ein naheliegender Schétzer fiir F'(u) ist der empirische Schétzer

n—k
n

, (1.8)
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wobei k die Anzahl der Thresholdiiberschreitungen bezeichnet. Es wird die Me-
thode der historischen Simulation (kurz: HS) genutzt. Jetzt konnte sich die Frage
stellen, warum die HS Methode nicht direkt genutzt wird um den gesamten Tail
von F(z) zu schitzen. Dies wire allerdings keine gute Alternative, da die HS
Methode bei wenigen Daten, wie z.B. im Tail der Verteilung, relativ unzuverlés-
sig ist. Durch Setzen eines Thresholds u wird aber gewéhrleistet, dass geniigend
Beobachtungen, die u {iberschreiten, zur Verfiigung stehen um eine angemessene
Schitzung von F(u) durchzufithren. Durch Einsetzen des HS Schétzer (1.8) fiir
F(u) und der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir die Parameter der GPD in (1.7)
ergibt sich

A k T — U -1/
F(x)zl—ﬁ(l—i—ﬁ B ) (1.9)

fiir x > w. Durch Invertieren der Tail-Schétzungs-Formel (1.9) gelangt man schliefs-
lich fiir eine gegebene Wahrscheinlichkeit ¢ > F'(u) zu folgendem VaR-Schétzer

~

—_— _é
Vo, —u+ 2 (9(1 - q)> 1), (1.10)
£ \\k
Aus mathematischer Sicht ist der VaR damit hergeleitet®.

1.7.2 Einordnung des VaR

Bis jetzt wurde gezeigt, wie mit Hilfe der POT-Methode eine GPD-Verteilung an
iid Zufallsvariablen, die z.B. Log-Renditen von Aktien darstellen, angepasst und
der VaR berechnet werden kann. Im Weiteren stellt sich die Frage, zu welcher
Aussage der VaR konkret fiithrt. Eine weniger mathematische Definition des Value
at Risk bietet z.B. Meyer?":

,Unter Value at Risk wird die
e in Geldeinheiten (der Referenzwihrung) ausgedriickte,
e mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit (dem Konfidenzniveau)

e in einer bestimmten Zeitperiode (dem Zeithorizont oder der Hal-
tedauer)

e nicht iiberschrittene absolute Wertdnderung (maximaler unreali-
sierter Verlust)

e ciner Position verstanden.

26ygl. [16] (S.5F)
27[18] (S.12)
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Dariiber hinaus stellt Meyer klar, dass der Value at Risk ,,... als absoluter Wert
keine direkte Prognose iiber die Hohe auftretender Verluste darstellt, sondern le-
diglich die Schwelle angibt, die auftretende Verluste mit der vorgegebenen Wahr-
scheinlichkeit unter normalen Marktbedingungen nicht iiberschreiten werden ...“.
Durch seine Struktur ermoglicht es der VaR aber Wahrscheinlichkeitsaussagen
iiber den FEintritt zukiinftiger Verluste machen zu kénnen. Viele andere Risiko-
mafe geben nur die Hohe des Verlustes an, der bei einer bestimmten Marktent-
wicklung eintreten wird. Die Eintrittswahrscheinlichkeit dieser Marktentwicklung
kann durch sie aber nicht bestimmt werden?®. Ein weiterer Vorteil des VaR ist,
dass er das Risiko in Form einer in Geldeinheiten ausgedriickten, skalaren Gro-
ke darstellt?, was ihn leicht kommunizierbar®® und vergleichbar macht. Dariiber
hinaus wird ihm eine hohe Verstdndlichkeit auch bei Nicht-Finanzmathematikern
nachgesagt3!.

Gerade diese Vorteile sind es, die den Value at Risk, als Risikomafs, vor allem im
finanzwirtschaftlichen Sektor so populdr gemacht haben. Besonders die Morgan
Guaranty Trust Company, kurz J.P. Morgan, hat 1994 mit ihrem RiskMetrics”
System zur Verbreitung des Value at Risk beigetragen. Seinen Durchbruch erlangte
der Value at Risk in der zweiten Halfte der 90er Jahre, als er im Aufsichtsrecht
der Banken durch Basel II als verbindliches Risikomafs vorgeschrieben wurde.

Durch die Verbreitung und die weitlaufige Nutzung des Value at Risk kam auch
Kritik auf. Mit der Zeit sind zahlreiche Verfahren fiir die VaR-Bestimmung entwi-
ckelt worden. Dabei wurde oft kritisiert, dass viele dieser Verfahren eine Normal-
verteilung der Daten annehmen. Wie anfangs erwéhnt, ist diese Annahme aber in
den meisten Féllen nicht gerechtfertigt, da die Daten im Gegensatz zur Normalver-
teilung heavy tails aufweisen. Dieser Kritikpunkt trifft auf den hier vorgestellten
Ansatz der GPD-Anpassung nicht zu, da dieser die Tails der Verteilung besser
modelliert. Der Unterschied zwischen dem VaR einer GPD-Anpassung und dem
VaR unter Annahme einer Normalverteilung wird im Anwendungsteil (Kapitel 2)
spater verdeutlicht. Kritik, die allgemein auf den Value at Risk zutrifft, erhoben
Artzener u.a. (1997,1999)32. Sie kritisierten den Value at Risk als Risikomaf indem
sie zeigten, dass der VaR kein kohérentes Risikomak ist, da er nicht subadditiv
ist. Sie wiesen nach, dass das Risiko einer aggregierten Position hoher liegt, als die
Summe der Einzelrisiken. Diese Beobachtung stellte den VaR als Mals fiir die inter-
ne Risikolimitierung in Frage, da es damit moglich ist, dass alle Geschéftsbereiche
ihr Risikolimit einhalten, das Gesamtunternehmen seine Risikobeschrinkung aber
weit verfehlen kann®3. Als Alternative schlugen Artzener u.a. (1997,1999) den Ex-
pected Shortfall vor, welcher im Gegensatz zum Value at Risk die Eigenschaften

Zygl. [12] (S.39)
vgl. [5] (S.88)
30ygl. [5] (S.89)
3lygl. [10] (S.23)
32vygl. [1] und [2]
Bygl. [10] (S.25fF)



26 1 POT-Methode fiir iid Zufallsvariablen

eines kohdrenten Risikomafes besitzt. Dieser wird im néachsten Abschnitt herge-
leitet.

1.8 Expected Shortfall

Der Expected Shortfall ist die erwartete Verlustgrofe, gegeben dass der VaR {iber-
schritten wurde

ES,=E[X | X >VaR,.
Er bezieht sich auf den VaR, durch

ES,=VaR,+ E[X —VaR, | X > VaR,),

wobei der zweite Term der Erwartungswert der Exzess-Verteilung Fy,r, (x) iber
den Threshold ValRR, ist.

Aus (1.4) folgt, dass
Fyar,(t) = Geprewar,—u)(T) (1.11)
gilt, das heift, dass die GPD-Anpassung fiir Fy,r, den Shape-Parameter { und
den Scale-Parameter 5 + £(VaR, — u) besitzt. Daraus folgt mit (1.5), dass die
GPD-Verteilung in (1.11) folgenden Erwartungswert hat
_ B+E&VaR, — u)

EX -VaR,| X >VaR,] = ¢ ,

vorausgesetzt & < 1. Es sei bemerkt, dass

ES, 1 B—E&u
VaR, 1-¢  (1—¢)VaR, (1.12)

gilt. In dem Fall, wo die zugrunde liegende Verteilung einen unendlichen rech-
ten Endpunkt hat, lohnt es sich dieses Verhiltnis genauer zu betrachten. Denn
in diesem Fall ist das Verhéltnis grofitenteils festgelegt durch den Faktor l—ig
Der zweite Term auf der rechten Seite von (1.12) wird nebenséchlich klein, wenn
die Wahrscheinlichkeit ¢ ndher gegen 1 geht. Diese Beobachtung unterstreicht die
Wichtigkeit des Shape-Parameters ¢ in der Tail-Schiatzung. Sie legt fest, wie weit
sich die beiden Risikomafe in den extremen Regionen der Verlust-Verteilung un-
terscheiden!. Den Expected Shortfall erhilt man nun durch Austauschen von

Daten-bezogenen Schéitzern fiir alles, was in (1.12) unbekannt ist

E\quvaR‘Hﬁ_?u.
1-¢  1-¢

3ygl. [16] (S.7ff)
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Der ES im Gegensatz zum VaR subadditiv. Dariiber hinaus ist er fiir die Risi-
komessung von Bedeutung, da der Value at Risk ,nur eine Schwelle angibt, die
mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit nicht tiber- bzw. unterschritten wird.
In vielen Anwendungen ist es aber von Interesse zu wissen, wie grof der erwartete
Verlust, in dem Fall in dem die Schwelle {iberschritten wurde, ist. Da der Expected
Shorfall wie der Value at Risk relativ leicht berechnet werden kann, bietet er in
vielen Fillen eine gute Alternative zur Value at Risk Berechnung.






2 Anwendung der POT-Methode
fur 1id Zufallsvariablen

In diesem Kapitel wird das in Kapitel 1 beschriebene Verfahren in einem Anwen-
dungsbeispiel genauer beschrieben. Dazu wird die POT-Methode im Folgenden
auf die tédglichen DAX Abschlusswerte vom 01.01.1996 bis zum 31.12.2000 ange-
wendet. Fiir die Aufarbeitung der Daten wurde das Programm R verwendet.

Zuerst werden die Daten in R eingelesen. In diesem Fall wurden die historischen
DAX Abschlusswerte der Internetseite Yahoo Deutschland Finanzen! entnommen.
Da bei Aktienindizes vor allem die Abweichungen, die sich von einem Tag zum
ndchsten ergeben, von Interesse sind, sollen hier die Log-Renditen der Daten be-
trachtet werden. Wie schon in Kapitel 1 erwahnt, miissen diese noch negiert wer-
den, da hier grofe Verluste (also Minima) abgeschétzt werden sollen, mit den
verwendeten Methoden aber Maxima geschatzt werden. Es sei also:

X = —(logS; — logS;_1),

wobei S; der Abschlusswert des DAX am Tag ¢ und X; die entsprechende nega-
tive Log-Rendite ist. Abbildung 2.1(oben) zeigt die DAX Abschlusswerte in dem
beobachteten Zeitraum. Zu erkennen ist der leichte Kursverlust im Oktober 1997
aufgrund der Asienkrise und der DAX-Absturz im Oktober 1998 aufgrund der
Finanzkrisen in Russland, Asien und Lateinamerika. Im Jahr 2000 sind die ersten
Kursriickgidnge aufgrund des Platzens der sogenannten Dotcom-Blase zu erkennen.
Abbildung 2.1(unten) zeigt die negativen Log-Renditen.

Nun soll eine Verteilung an die Daten angepasst werden. Zunéchst wird gepriift, ob
eine Normalverteilung eine gute Anpassung an die Daten bieten wiirde. Abbildung
2.2 zeigt dazu den QQ-Plot der negativen Log-Renditen gegen die Normalvertei-
lung. Der QQ-Plot setzt sich dabei aus den Punkten

(GIERERE

zusammen. Wobei F' in diesem Fall die Standardnormalverteilung und (), ..., 7 ()
den geordneten Datensatz der negativen Log-Renditen darstellt. Wenn die Vertei-
lung die Daten gut beschreibt, sollte dieser Plot keine deutlichen Abweichungen

Thttp://de.finance.yahoo.com
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Abbildung 2.1: Tégliche DAX-Schlusswerte und negative Log-Renditen vom
01.01.1996 bis zum 31.12.2000.
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Abbildung 2.2: QQ-Normal Plot der negativen Log-Renditen

von einer Geraden haben. Hier ist aber zu sehen, dass die Punkte an den Rindern
deutlich von der Linie abweichen. Das zeigt, dass eine Normalverteilung gerade in
den Tails keine gute Abschédtzung der Daten liefert, und dass die gesuchte Vertei-
lung deutlich ,heavier tailed” ist als eine Normalverteilung.

2.1 Thresholdbestimmung

2.1.1 mrl-plot

Um eine verallgemeinerte Paretoverteilung anzupassen, muss zundchst ein Thres-
hold bestimmt werden. Dazu lisst man sich in R einen Mean Residual Life Plot?
der negativen Log-Renditen ausgeben, siehe Abbildung 2.3. Da hier noch nicht
sehr deutlich zu erkennen ist, ab wann der Plot annihernd linear verlauft, sollte
der interessante Teil noch einmal vergrofert ausgegeben werden, siehe Abbildung
2.4. Hier wiirde zunéichst wahrscheinlich einen Threshold von 0.0395 (blaue Linie)
gewiahlt werden, da der Plot ab diesem Wert anndhernd linear verlauft. Weil die-
ser Threshold aber, wie sich spater herausstellen wird, deutlich zu wenig Exzesse
liefert, versucht man einen niedrigeren Threshold zu finden. Dafiir bietet sich z.B.
ein Threshold von 0.0218 (rote Linie) an. Wie schon im Theorieteil erwéhnt, ist es
nicht immer einfach einen Threshold zu wihlen, da ein mdglichst hoher Threshold

2siehe Abschnitt 1.5
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Abbildung 2.3: Mean Residual Life Plot der negativen Log-Renditen
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Abbildung 2.4: Ausschnitt aus dem Mean Residual Life Plot der Daten
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gewahlt werden sollte, damit das Pickands-Balkema-de Haan Theorem als exakt
betrachtet werden kann, aber der Threshold auch noch geniigend Uberschreitun-
gen bieten muss, da sonst keine Verteilung an die Exzesse angepasst werden kann.
Deshalb sollen hier zunéchst mehrere mdogliche Thresholds gesammelt und spéater
verglichen werden, um dann einen geeigneten Threshold zu wéhlen.

2.1.2 tcplot

Eine weitere Moglichkeit in R einen geeigneten Threshold zu finden, bietet der
sogenannte Threshold Choice Plot (kurz tcplot). Die Funktion tcplot fiihrt in
R fiir eine angegebene Anzahl an Thresholds aus einem angegebenen Intervall
Maximum-Likelihood-Schatzungen fiir POT-Modelle durch. Fiir jeden zu schét-
zenden Parameter wird dann eine Graphik ausgegeben, in der die geschétzten
Parameterwerte samt Konfidenzintervall zu einem vorgegebenen Niveau iiber den
Threshold abgetragen werden. Dann gibt es einen minimalen Threshold uy ab dem
die Approximation der Daten durch eine GPD greift. Fiir alle grofseren Schwel-
lenwerte sollten die Schitzwerte fiir den Shape-Parameter anndhernd konstant
bleiben. Fiir den Scale-Parameter /3, mit u > wuq gilt nach (1.4) wieder

B’u - 6u0 + g(u - UO).
Wenn man zur Betrachtung des reparametrisierten Schétzers
6* - Bu - fu

iibergeht, ist auch dieser Parameter konstant fiir u > ug 3. Fiir die Thresholdwahl
bedeutet dies, dass aus den tcplots der Threshold ausgewéhlt wird, ab dem beide
Parameter annidhernd konstant bleiben.

Fiir das Beispiel wurden zuerst Maximum-Likelihood-Schéitzungen fiir 100 Thre-
sholds im Intervall von [0, 0.04], ohne Konfidenzintervalle, ausgegeben (Abbildung
2.5). Hier ist zu erkennen, dass die geschétzten Scale- und Shape-Parameter ab
einem Wert von 0.0335 ann&hernd konstant sind. Abbildung 2.6 zeigt Maximum-
Likelihood-Schétzungen fiir 31 Thresholds im Intervall [0,0.03] mit Konfidenz-
intervallen. In diesen Abbildungen kann ein anndhernd konstanter Verlauf der
geschitzten Parameter ab einem Threshold von 0.02 beobachtet werden.

2.1.3 Thresholdvergleich

Schliefslich wurden mit den zwei Methoden insgesamt vier Thresholds bestimmt.
Es soll im Folgenden ein Threshold fiir die weiteren Berechnungen ausgesucht

Svgl. [4] (S.83)
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mit Konfidenzintervallen



2.2 Schéitzen der Parameter 35

werden. Entscheidend ist hierbei die Anzahl der Werte, die iiber dem Threshold
liegen, damit geniigend Werte fiir die Schatzung einer Tail-Verteilung zur Verfii-
gung stehen. Einen guten Anhaltspunkt bieten hierbei die Quantile der Daten.
Ein guter Threshold sollte ungefihr zwischen dem 90%- und dem 95%-Quantil
der Daten liegen. Die 90%- und 95%-Quantile der negativen Log-Renditen sind in
Tabelle 2.1 abgebildet.

90%

95%

0.01698462

0.02369838

Tabelle 2.1: 90%- und 95%- Quantile der negativen Log-Renditen

Threshold Anzahl Liegt der Threshold
der Exzesse | innerhalb der Quantile?
mrl-plot 0.0395 11 Nein, weit dariiber.
0.0218 85 Ja.
teplot 0.0335 19 Nein, weit dariiber.
0.02 96 Ja.

Tabelle 2.2: Threshold-Vergleich

Tabelle 2.2 zeigt einen Vergleich der ausgewdhlten Thresholds, mit der Anzahl der
Exzesse. Zwei der gewihlten Thresholds (0.0218 und 0.02) passen genau in das von
den Quantilen aufgespannte Intervall. Das sind auch die einzigen Thresholds, die
eine angemessene Anzahl an Exzessen bieten. Die Thresholds 0.0395 und 0.0335
bietet mit nur 11 bzw. 19 Uberschreitungen keine Alternative. Dariiber hinaus
liegen sie auch weit iiber dem von den Quantilen aufgespannten Intervall. Fiir die
weiteren Berechnungen soll nun ein Threshold von 0.0218 benutzt werden.

2.2 Schatzen der Parameter

Nachdem ein Threshold gew#hlt wurde kdnnen mit R die restlichen Parameter der
GPD geschétzt werden. R fiihrt dazu eine Maximum-Likelihood-Schétzung durch
und gibt folgende Werte aus:

Threshold: 0.0218
Anzahl der Exzesse: 85
Parameterschatzer: ¢ 0.227585836

£ 0.006636448
¢ 0.149105745
£ 0.001144116
0.0222325232  -1.179388e-04
-0.0001179388  1.309001e-06

Standardabweichung der Schétzer:

Varianz-Kovarianzmatrix:
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Wie schon im Theorieteil erwdhnt, ist der gewdhlte Threshold automatisch der
Loc-Parameter. Der geschiitzte Shape-Parameter & betrigt 0.227585836 und der
Scale-Parameter wurde auf 0.006636448 geschétzt. Dariiber hinaus gibt R die
Standardabweichungen der Schétzer an. Diese ist im Vergleich zu den Werten
relativ hoch. Eine Abweichung von 0.149105745 bei einem Shape-Parameter von
0.227585836 wiirde aber nicht bewirken, dass & negativ oder 0 wird, d.h. die hea-
vy tailed Form der angepassten Verteilung wiirde erhalten bleiben. Mit den drei
geschitzten Parametern wurde schlieflich eine GPD Verteilung an den Tail der
Daten angepasst.

2.3 Uberpriifung der Anpassung

2.3.1 Histogramm

Mit Hilfe eines Histogramms soll die Giite der Anpassung iiberpriift werden. Hier-
fiir wird auf Grundlage der Datenbasis ein Histogramm berechnet. R teilt dafiir
den Datensatz in verschiedene Klassen auf. Um ein aussagekriftiges Histogramm
zu erhalten ist es sinnvoll, die Klassen gleich grof zu wéhlen. R gibt dann eine
Graphik aus, bei der auf der x-Achse die Klassen abgetragen werden und iiber je-
der Klasse wird ein Rechteck gezeichnet, dessen Hohe die absolute Haufigkeit der
Daten in dieser Klasse beschreibt. Siehe Abbildung 2.7 (links). Die blaue Kurve
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Abbildung 2.7: Histogramm der negativen Log-Renditen mit der Dichte der ge-
schitzten Verteilung (links) und empirische Verteilungsfunktion
der Daten mit der geschitzten Verteilungsfunktion (rechts).



2.3 Uberpriifung der Anpassung 37

in der Abbildung zeigt zum Vergleich die Dichte der geschitzten GPD-Verteilung.
Hier ist zu sehen, dass die Verteilung schon recht gut an die Daten angepasst ist.
Die sehr hohen Werte werden zwar nach wie vor leicht unterschitzt, aber insge-
samt passt sich die Kurve ziemlich gut dem Datensatz an. Abbildung 2.7 (rechts)
zeigt die empirische Verteilungsfunktion

. 1 <&
anx(t) = ﬁ Z 1(_0071@(1’2‘),
i=1

wobei © = (z1,...,x,) der Datensatz der negativen Log-Renditen ist, zusammen
mit der geschitzten Verteilungsfunktion. Auch in dieser Abbildung ist zu erken-
nen, dass die beiden Kurven gut aufeinander liegen, d.h. die Anpassung der Ver-
teilungsfunktion ist gut gelungen.

2.3.2 Kolmogorov-Smirnov-Test

Eine weitere Moglichkeit, die Giite der Schétzer zu iiberpriifen, bietet der Kolmo-
gorov-Smirnov-Test, der auf dem Vergleich der empirischen Verteilungsfunktion
mit der geschitzten Verteilungsfunktion basiert. Dieser gibt im Fall der vorgenom-
menen Anpassung einen p-Wert von 0.9629 aus, d.h. zu praktisch allen iiblichen
Niveaus kann die Nullhypothese der Verteilungsgleichheit nicht abgelehnt werden.
Das ist ein weiteres Indiz dafiir, dass die Anpassung gut gelungen ist.

2.3.3 Vergleich der ersten Momente, der Varianz und der
Schiefe

Schliefslich soll die Anpassung rechnerisch mithilfe der ersten Momente, der Vari-
anz und der Schiefe nachgepriift werden. Dazu wird mit R jeweils das erste Mo-
ment, die Varianz und die Schiefe des Datensatzes und der angepassten Verteilung
berechnet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 2.3 abgebildet. Das arithmetische Mittel

Datensatz Verteilung
Mittel | 0.03028352 0.0303918259
Varianz | 0.0000994638 | 0.0001354914
Schiefe | 1.854026 5.712416

Tabelle 2.3: Mittel, Varianz und Schiefe des Datensatzes und der angepassten
Verteilung

des Datensatzes und das erste Moment der Verteilung weichen erst bei der vierten
Nachkommastelle voneinander ab. Ebenso dhnlich sind sich die Varianz der Daten
und die Varianz der Verteilung, welche ebenfalls erst ab der vierten Nachkomma-
stelle voneinander abweichen. Lediglich die Schiefe der Verteilung weicht deutlich
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von der Schiefe des Datensatzes ab. Beide Werte sind allerdings grofer als Null,
d.h. die angepasste Verteilung und die Daten sind wie erwartet rechtsschief.

Insgesamt hat das Histogramm, die empirische Verteilungsfunktion, der Kolmogo-
rov-Smirnov-Test und die Berechnungen der ersten Momente, der Varianz und
der Schiefe gezeigt, dass die GPD Verteilung mit den geschétzten Parametern
eine gute Anpassung an die Daten liefert.

2.4 Value at Risk und Expected Shortfall

Mithilfe der geschitzten Parameter kann jetzt der Value at Risk

VaR, :u+§: ((%(1 —q)>_é— 1)

und der Expected Shortfall

ES, = —4 4+ 25
1-¢  1-¢

berechnet werden. Tabelle 2.4 zeigt die Ergebnisse. Es ist zu sehen, dass der Value

Value at Risk | Expected Shortfall
95% 0.02387964 0.03308421
99% 0.03769910 0.05097547
99.5% 0.04539856 0.06094352
99.9% 0.06873728 0.09115881
99.99% | 0.12115548 0.15902162

Tabelle 2.4: VaR und ES fiir verschiedene Wahrscheinlichkeiten

at Risk und der Expected Shortfall stark vom Konfidenzintervall abhdngen. Der
Value at Risk fiir ein Konfidenzintervall von 99% und eine Haltedauer von z.B.
10 Tagen, kann so interpretiert werden, dass innerhalb der nachsten 10 Tage mit
einer Wahrscheinlichkeit von einem Prozent eine negative Log-Rendite von mehr
als 0.03769910 zu erwarten ist. Der erwartete Verlust, gegeben, dass der VaR
iiberschritten wurde entspricht in diesem Fall 0.05097547. Im Vergleich dazu gibt
der VaR fiir ein Konfidenzintervall von 99.99% an, dass innerhalb der néchsten 10
Tage mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.01% eine negative Log-Rendite von mehr
als 0.12115548 zu erwarten ist. Das entspriche einem Kursverlust um mehr als
12%. Dieser Wert ist deutlich hoher als der VaRg g9, er wird aber auch mit einer
deutlich geringeren Wahrscheinlichkeit erwartet. Die grofite negative Log-Rendite
des Datensatzes betragt im Verglich dazu 0.06449672, d.h. der 99.99% VaR und
auch der 99.9% VaR wurde in dem betrachteten Zeitraum nicht {iberschritten.
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Da die grofite negative Log-Rendtite aber grofer ist als 0.04539856, folgt dass der
VaRgg95 in dem betrachteten Zeitraum mindestens einmal iiberschritten wurde.
Bei Betrachtung der zehn groften Werte des Datensatzes, ist festzustellen dass
der 99.5% VaR zwischen 1996 und 2000 insgesamt achtmal iiberschritten wurde.

Zum Vergleich kann noch der Value at Risk und der Expected Shortfall fiir die
verschiedenen Wahrscheinlichkeiten unter der Annahme einer Normalverteilung
der Daten berechnet werden. Dazu wird mit Hilfe des Erwartungswertes

tn, = —0.0008242146 und der Standardabweichung o, = 0.01436555 der negati-
ven Log-Renditen eine Normalverteilung an die Daten angepasst. Der Vergleich
ist in Tabelle 2.5 abgebildet. Es ist deutlich zu erkennen, dass der Value at Risk
und der Expected Shortfall bei Annahme einer verallgemeinerten Paretovertei-
lung grofer ist als bei Annahme einer Normalverteilung. Der Unterschied wird
mit wachsendem Konfidenzintervall grofer. Dies zeigt, dass der Value at Risk un-
ter der Annahme einer Normalverteilung das Risiko grofer Verluste unterschétzt.
Wenn z.B. der 99% Value at Risk und einen Zeitraum von 100 Handelstagen be-
trachtet werden, gibt der VaRy g9 unter Annahme einer Normalverteilung an, dass
an einem von 100 Handelstagen ein relativer Verlust (negative Log-Rendite) von
mehr als 0.03259505 zu erwarten ist. Der VaR g9 unter Annahme einer GPD, gibt
im Vergleich dazu an, dass an einem von 100 Handelstagen ein relativer Verlust
von mehr als 0.03769910 zu erwarten ist. D.h. bei gleicher Wahrscheinlichkeit,
wird mit dem GPD-VaR ein héherer Verlust geschétzt.

Value at Risk Expected Shortfall
GPD Normalverteilung GPD Normalverteilung
95% 0.02387964 0.02280501 0.03308421 0.02880779
99% 0.03769910 0.03259505 0.05097547 0.03746305
99.5% | 0.04539856 0.03617899 0.06094352 0.04072021
99.9% | 0.06873728 0.04356867 0.09115881 0.04754588
99.99% | 0.12115548 0.05260150 0.15902162 0.05604152

Tabelle 2.5: Vergleich: Value at Risk und Expected Shortfall fiir die angepasste
GPD und die angepasste Normalverteilung

2.4.1 Tailplot

Abbildung 2.8 zeigt den sogenannten Tail-Plot zur ML-Schitzung. Die Punkte in
der Abbildung sind die 85 Thresholdiiberschreitungen und die Kurve durch die
Punkte ist der Tailschitzer
N\ e
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Abbildung 2.8: Tailplot der negativen Log-Renditen

wobei k wieder die Anzahl der Thresholdiiberschreitungen bezeichnet. Auch hier
ist zu sehen, dass sich der Schitzer gut an die Daten anschmiegt. Die erste gestri-
chelte, vertikale Linie markiert das 99%-Quantil der verallgemeinerten Paretover-
teilung. Die linke gestrichelte Kurve ist die Profile Likelihood Kurve fiir den VaR
als Parameter des GPD-Modells. Sie wird konstruiert durch Nutzung des Like-
lihood Ratio Tests. Fiir weitere Informationen zur Profile Likelihood Funktion und
zum Likelihood Ratio Test siche z.B. [4]. Die horizontale, gestrichelte Linie dient
der Anschauung eines 95% Konfidenzintervalls fiir die Schitzer. Die Schnittpunkte
der Profile Likelihood Kurve mit dieser Linie sind die Grenzen eines 95%-Intervalls
fiir den Schitzer. Im Fall der vorliegenden Daten liegt der 99%-Quantilschitzer
bei 0.03769910 und die Schnittpunkte der Profile Likelihood Kurve mit der ho-
rizontalen Linie liegen bei 0.03418402 und 0.04307676, d.h. der 99%-VaR liegt
mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% im Intervall [0.03418402,0.04307676]. Die
zweite vertikale, gestrichelte Linie markiert den Punktschétzer des 99% Expected
Shortfalls. Dieser liegt bei 0.05097547. Die Schnittpunkte der Profile Likelihood
Kurve des ES mit der horizontalen Linie liegen bei 0.04318442 und 0.08107574,
d.h. der 99% Expected Shortfall liegt mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% im
Intervall [0.04318442,0.08107574].
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2.4.2 Vergleich GPD und Normalverteilung

Im Folgenden soll die angepasste verallgemeinerte Paretoverteilung noch einmal
mit einer angepassten Normalverteilung verglichen werden.

© - | '
o X ' — GPD
! ! --- 99.5% VaR

< | |
° ! ! — Normalverteilung
% o : : - -~ 995% VaR
a | |

~ - | |

- — \\ |

5 : [ 1

[ I I I I |
0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

log—Renditen

Abbildung 2.9: Angepasste GPD und Normalverteilung und 99.5% Value at Risk
der Verteilungen.

Abbildung 2.9 zeigt ein Histogramm der Thresholdiiberschreitungen mit den Dich-
ten der angepassten verallgemeinerten Paretoverteilung G , 5 (blaue Kurve) und
der in Abschnitt 2.4 angepassten Normalverteilung N, ,. (rote Kurve). Die ge-
strichelten vertikalen Linien markieren jeweils den 99.5% Value at Risk der Ver-
teilungen. In der Abbildung ist wieder zu erkennen, dass die Normalverteilung die
hohen Werte deutlich unterschétzt und somit ist auch der VaR unter Annahme
einer Normalverteilung zu niedrig. Die GPD beschreibt die hohen Werte (oder
in diesem Beispiel die niedrigen Werte, denn es werden negative Log-Renditen
betrachtet) der Daten deutlich besser und da die Anpassung besser ist, ist das
Ergebnis ein ,yerldsslicherer Value at Risk. Zusammenfassend kann festgehalten
werden, dass eine verallgemeinerte Paretoverteilung die grofen Verluste des DAX
deutlich besser modelliert als eine Normalverteilung. Der ,interessante” Teil der
Daten ist durch die hier vorgestellte Methode gut modelliert worden.

Der Vollstandigkeit halber soll nun noch eine Verteilung an den kompletten Daten-
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satz angepasst werden. Hierfiir wird, wie schon in Abschnitt 1.1 erwdhnt, am bes-
ten eine Konvexkombination aus einer GPD und einer Normalverteilung verwen-
det. Dafiir muss eine Normalverteilung an den linken und mittleren Teil der Daten,
also alle Daten die kleiner sind als 0.0218, angepasst werden. Der Erwartungswert
dieser Daten betrigt u,, = —0.003082248 und die Varianz o,, = 0.01178198.

25

I
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Dichte
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Abbildung 2.10: Histogramm der Daten mit der Dichte einer Konvexkombination
aus GPD und Normalverteilung (blau) und mit einer angepassten
Normalverteilung (rot).

Abbildung 2.10 zeigt einen Ausschnitt aus dem Histogramm der gesamten Daten
mit der Dichte der Konvexkombination

(1 = ANy om +dGe 5
(blaue Kurve), wobei NV, .. die angepasste Normalverteilung fiir den linken und
mittleren Teil der Daten und G ¢qp die angepasste GPD mit den geschitzten
Parametern ist. d ist dabei die relative Anzahl der Thresholdiiberschreitungen.

Sie ergibt sich aus
85

= = 1
= Tor6 = 0.06767516.
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Die rote Kurve in Abbildung 2.10 zeigt zum Vergleich die Dichte der, an den ge-
samten Datensatz angepassten Normalverteilung N, .. In der Abbildungen ist
zu sehen, dass die Konvexkombination die Daten insgesamt besser beschreibt. Vor
allem die sehr grofsen Werte werden bei dieser Verteilung noch gut abgeschétzt,
wihrend sie durch die Normalverteilung, wie schon in Abbildung 2.9 zu erkennen
war, unterschéitzt werden. Aber auch die mittleren Werte der Daten werden durch
die Konvexkombination besser abgebildet. Die Normalverteilung unterschitzt die
Daten dort leicht. Lediglich im linken Tail, also fiir die sehr kleinen Werte, liefert
die Normalverteilung eine bessere Anpassung als die Konvexkombination, welche
die Daten dort leicht unterschiitzt. Um hier eine bessere Anpassung der Kon-
vexkombination zu erhalten, konnte das komplette POT-Verfahren noch einmal
auf die kleinsten Werte der Daten (die eigentlich die grofiten sind, da negative
Log-Renditen betrachtet werden) angewendet werden. Da der linke Tail in diesem
Beispiel die grofsten Gewinne darstellt, welche fiir gewohnlich nicht abgesichert
werden miissen, wird hier nicht weiter darauf eingegangen. Insgesamt zeigt das
Histogramm, dass eine leptokurtische Verteilung mit thin waists und heavy tails
eine bessere Anpassung an die Daten liefert, als eine Normalverteilung.

Damit wurde nun an den Datensatz der negativen Log-Renditen der DAX Ab-
schlusswerte vom 01.01.1996 bis zum 31.12.00 eine verallgemeinerte GPD-Vertei-
lung mit den Parametern

o & =0.227585836
o 1 =0.0218
o 3 =0.006636448

angepasst. Die Uberpriifung der Anpassung mit Hilfe eines Histogramms, des Kol-
mogorov-Smirnov-Tests und dem Vergleich des Erwartungswertes, der Varianz und
der Schiefe der Daten und der geschitzten Verteilung haben ergeben, dass die An-
passung gut gelungen ist. Hier miissen allerdings Abstriche gemacht werden, da
in diesem ersten Teil unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen also in
diesem Beispiel unabhangige, identisch verteilte negative Log-Renditen voraus-
gesetzt wurden. Es ist aber bekannt, dass Log-Renditen von Aktienkursen nicht
unbedingt als unabhingig angesehen werden kénnen.

Im Vergleich zur Normalverteilung haben die graphischen Mittel gezeigt, dass eine
verallgemeinerte Paretoverteilung eine deutlich bessere Anpassung an die DAX
Log-Renditen liefert. Der mit den Parametern der GPD geschétzte Value at Risk
ist im Vergleich zum Value at Risk unter Annahme einer Normalverteilung deutlich
konservativer.






3 POT-Methode fiir stationare
Zeitreithen

Wie im ersten Teil dieser Arbeit gesehen, bietet die POT-Methode eine sehr gute
Moglichkeit um Verluste von Renditezeitreihen abzuschitzen. Obwohl die Ergeb-
nisse fiir den iid Fall schon recht gut waren, gibt es noch Verbesserungsmog-
lichkeiten. Ein hiufiger Kritikpunkt ist die Annahme, dass die Daten unabhén-
gig voneinander sind. Denn bei der genauen Betrachtung von Finanzzeitreihen
ist festzustellen, dass grofse Verdnderungen dazu tendieren von grofsen Veridnde-
rungen gefolgt zu werden und kleine Schwankungen werden hiufig von kleinen
Schwankungen gefolgt. Es sind also Phasen hoher Volatilitdt und Phasen nied-
riger Volatilitdt zu erkennen, was im Widerspruch zur iid Annahme steht. Eine
bessere Modellierung der Zeitreihe erhdlt man durch die Verwendung von Mo-
dellen, in denen sich die Varianz stindig verdndert. Diese Modelle werden auch
heteroskedastisch genannt. Sie stehen im Gegensatz zu den homoskedastischen
Modellen, bei denen die Varianz konstant ist. Die wichtigsten Modelle fiir Rendi-
tezeitreihen sind die so genannten AutoRegressive-Conditional-Heteroskedasticity
(kurz ARCH) und die generalized ARCH (kurz GARCH) Prozesse. Diese sollen
im Folgenden kurz mit einigen Eigenschaften vorgestellt werden. Zunéchst folgt
dazu eine kurze Einfiihrung in die Grundlagen der Zeitreihenanalyse, in der vor
allem einige fiir die Modellierung von ARCH- und GARCH-Prozessen wichtige
Begriffe, wie Stationaritit und weifses Rauschen, definiert werden. Danach wird
eine Methode vorgestellt, mit der der Value at Risk und der Expected Shortfall
einer stationdren Zeitreihe, mit Hilfe eines GARCH-Prozesses, berechnet werden
kann.

3.1 Grundlagen der Zeitreihenanalyse

3.1.1 Grundbegriffe

Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ein stochastischer Prozess (Xi)ier ist
eine Familie von Zufallsvariablen definiert auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum.
Zeitrethen sind spezielle stochastische Prozesse. Sie laufen in diskreter Zeit ab.
I ist in diesem Fall eine héchstens abzihlbare Menge. Fiir festes w € €2 heifst
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(Y(w)i)ier Pfad oder Realisation des stochastischen Prozesses Y. Im Folgenden
sei I = Z und (X;) stehe fiir den stochastischen Prozess (X});ez.

Die Erwartungswertfunktion sei definiert durch
wu(t) = E(Xy), te’Z

und
o = o*(t) = Var(Xy), teZ

definiere, falls sie existiert, die Varianzfunktion von (X;);cz. Dariiber hinaus sei
Yt s) = E((Xy — p(@))(Xs — u(s),  t,seZ

die Autokovarianzfunktion von (X)iez.

Die Erwartungswertfunktion gibt als Funktion der Zeit ¢t an, welcher Wert des
stochastischen Prozesses im Zeitpunkt ¢ zu erwarten ist. Dabei kann E(X;) als
durchschnittliche Rendite im Zeitpunkt ¢ {iber verschiedene mogliche historische
Verlaufe aufgefasst werden.

Stationare Zeitreihen

Eine wichtige Eigenschaft fiir das Schétzen von stochastischen Prozessen ist die
Stationaritit. Dabei wird zwischen strikter und schwacher Stationaritit unter-
schieden’:

Definition 7
Fine Zeitreihe (X)iez ist strikt stationdr, falls

(Xeys oo Xe) L (Xeyros ooy X i)

fir alle ty, ..., t,, k € Z und alle n € N gilt.

Definition 8
Fine Zeitreihe (X,)iez ist schwach stationdr, wenn die ersten beiden Momente
existieren und den Bedingungen

u(t) = p, tez,
Y(t,s) =yt +k s+ k), t,s,k €Z

genigen.

Stationaritit bedeutet also, dass sich die ,Struktur® der Zeitreihe im Zeitablauf
nicht verdndert. Systematische Anderungen des Erwartungswertes, der Varianz

Lygl. [17] (S.126)
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oder der Kovarianz zwischen dquidistanten Beobachtungen sind widerspriichlich
zur Stationaritit, d.h. falls sie definiert sind gilt E(X;) = u(t) = p und

Var(X;) = o? = o? fiir alle t € T und alle Kovarianzen sind invariant in Bezug
auf die Verschiebung um s Zeiteinheiten.

Anschaulich wird Stationaritit hdufig so erklirt, dass, wenn man ein Fenster ge-
eigneter Breite {iber die Graphik einer stationdren Zeitreihe gleiten lésst, sich das
Bild nicht qualitativ verindert?. Diese Definition ist allerdings sehr vage, da nicht
definiert ist, was ein Fenster geeigneter Breite ist, und wann eine qualitative Ver-
anderung vorliegt.

Es kann leicht nachgepriift werden, dass eine strikt stationére Zeitreihe mit end-
licher Varianz schwach stationar ist. Da die Varianz einer Zeitreihe aber nicht
immer endlich ist, gibt es auch strikt stationdre Prozesse, die nicht schwach sta-
tionr sind?®.

Aus Definition 8 folgt, dass die Kovarianz von X; und X, nur von der Zeitdifferenz
| s —t | abhéingt, denn fiir alle s, ¢ gilt

’Y(t - 370) = V(tv 8) = 7(570 = 7(5 - t,O).

Die Zeitdifferenz | s — t | wird auch Lag genannt.

Fiir einen schwach stationaren Prozess kann die Autokovarianzfunktion als Funk-
tion in einer Variablen geschrieben werden:

v(h) :==~(h,0),  VheL

dabei sei v(0) = Var(X;),Vt € Z.

Mit dieser Definition kann die Autokorrelationsfunktion p(h) eines schwach statio-
néren Prozesses (X;);ez definiert werden:

p(h) = p(Xn, Xo) = LZ) Vh € Z.

p(h) heifst dann Autokorrelation zum Lag h.

Weilles Rauschen

Eine weitere Definition, die fiir die Einfiihrung von ARCH und GARCH Prozessen
bendtigt wird, ist die des weiken Rauschens?:

2ygl. [21] (S115)
3ygl. [21] (S.115)
tvgl. [17] (Definition 4.4 und 4.5 S.127)
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Definition 9
(X1)tez heifst weifes Rauschen (kurz: WN, fiir white noise), wenn (X;)iez schwach
stationdr st mit Autokorrelationsfunktion

Definition 10

(X¢)iez heifit striktes weiffes Rauschen (kurz: SWN, fiir strict white noise), wenn
(X¢)iez eine Reihe von unabhangig identisch verteilten Zufallsvariablen mit end-
licher Varianz ist.

Striktes weifles Rauschen ist damit eine deutlich stirkere Bedingung, da hier Un-
abhéingigkeit und nicht nur Unkorreliertheit der Zufallsvariablen gefordert wird.
Bei Finanzzeitreihen modelliert weifes Rauschen den Teil, der als zufillig ange-
sehen wird. Im Folgenden steht (X;) ~ WN(0,0?) dafiir, dass der stochastische
Prozess (X;) weikes Rauschen mit Erwartungswert Null und Varianz ¢? ist, und
(X;) ~ SWN(0,0%) bedeutet entsprechend, dass (X;) striktes weikes Rauschen
mit Erwartungswert Null und Varianz o? ist.

3.1.2 AR- und MA-Prozesse

Als néchstes sollen die sogenannten autoregressiven und Mowving-Average Prozesse
eingefiihrt werden. Diese sind relativ einfache Prozesse, die wegen ihrer Linearitét
fiir die Beschreibung von Renditen in den meisten Féllen nicht so gut geeignet
sind, aber trotzdem einen wichtigen Teil der Kapitalmarktforschung abdecken.

MA-Prozesse

Definition 11
Fin stochastischer Prozess (Xi)iez heifst Moving- Average-Prozess der Ordnung q
(kurz: MA(q)-Prozess), wenn er sich in der Form

q
Xt = Zejet_j, teZ
j=0

mit 0, # 0 und 0y = 1 darstellen lisst. (€)cz ist dabei weifes Rauschen®.

Es kann leicht gezeigt werden, dass MA(q)-Prozesse immer schwach stationér
sind®. Da MA-Prozesse fiir das spitere Vorgehen nicht weiter benétigt werden,
seien sie hier nur der Vollstindigkeit halber kurz erwdhnt.

Svgl. [21] (Definition 4.17 S.129)
bsiehe z.B. [21] (S.130ff)
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AR-Prozesse

Eine weitere Art von Prozessen sind die autoregressiven Prozesse’:

Definition 12
Fin stochastischer Prozess (Xi)iez heifit autoregressiver Prozess der Ordnung p

(kurz: AR(p)-Prozess), wenn es weifses Rauschen (e)icz und reelle Zahlen ¢o, ..., ¢,
mit oo =1 und ¢, # 0 gibt, so dass

p
Z ijXt—j = €4, te Z
j=0
gilt.
Bei einer AR(p)-Zeitreihe héngt X also linear von den p vorangehenden Werten

Xi—1,Xi—9, ..., Xy—p und einer zufélligen Storung €, ab.

AR(p)-Prozesse sind etwas komplizierter als MA(q)-Prozesse, da sie nur unter
bestimmten Bedingungen stationér sind. Es kann gezeigt werden, dass ein AR(p)-
Prozess stationir ist, wenn alle Wurzeln der charakteristischen Gleichung aufer-
halb des Einheitskreises liegen, d.h. betragsmifig grofer als Eins sind®. Der Ein-
fachheit halber, und da fiir die spidteren Anwendungen nur ein AR(1)-Prozess
benétigt wird, werden hier nur einige Eigenschaften von AR(1)-Prozessen aufge-
fiihrt.

Stationaritit des AR(1)-Prozesses

Der AR(1)-Prozess hat die Darstellung
Xt = ¢Xt,1 + €, Vt (31)

Es kann leicht gezeigt werden, dass fiir | ¢ |> 1 kein schwach stationdrer Prozess
X existiert, der die Differenzengleichung (3.1) erfiillt. Fiir | ¢ |< 1 existiert aber
ein eindeutiger, schwach stationérer Prozess, der (3.1) erfiillt. In diesem Fall gilt

Xi=0Xi1+¢
= d(pXi2+€1) + &
= P(P(PpXi—3 + €1-2) + €1-1) + €&

k
= ¢k+1Xt7k71 + Z ¢i€t7i-
i=0

Tvgl. [21] (Definition 4.19 S.131)
8siehe z.B. [21]
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Dann kann gezeigt werden, dass die Bedingung | ¢ |< 1 sicherstellt, dass der erste
Term fiir k£ — oo verschwindet und der zweite Term konvergiert. Der Prozess

Xy = Z (bietfi
i=0

ist die einzige Losung der Gleichung (3.1) und es ist leicht zu zeigen, dass diese
schwach stationdr ist®.

ARMA-Prozesse

Eine Kombination aus AR- und MA-Prozessen sind die ARMA-Prozesse'?:

Definition 13

Sei (€:)iez, ~ WN(0,02). Der stochastische Prozess (X;)iez heifit autoregressiver
Moving-Average-Prozess der Ordnung p und q (kurz: ARMA(p,q)-Prozess) mit
Erwartungswert Null, wenn er schwach stationdr ist und folgende Darstellung be-
sitzt

Xt — QSlXt—l — .. gprt—p = €¢ + 91675_1 + ...+ eqét_q, Vit € 7.

(X;) heifft ARMA-Prozess mit Erwartungswert p, wenn der zentrierte Prozess
(X: — w)iez ein ARMA-Prozess mit Erwartungswert Null ist.

Ob der ARMA-Prozess strikt stationér ist oder nicht, hingt nach dieser Definition
nur von den ¢ ab. Diese werden haufig auch als Innovationen bezeichnet.

Invertierbarkeit

Unter bestimmten Bedingungen konnen die hier vorgestellten stochastischen Pro-
zesse ineinander iiberfiihrt werden. Diese Eigenschaft wird héufig Invertierbarkeit
genannt. Es kann gezeigt werden, dass ein AR(1)-Prozess mit | ¢ |< 1 als ein
MA (00)-Prozess dargestellt werden kann und allgemein, dass ein AR(p)-Prozess
genau dann in einen MA(oo)-Prozess {iberfithrt werden kann, wenn (X;) stationér
ist. Umgekehrt kann ein MA(q)-Prozess als AR(co)-Prozess dargestellt werden,
falls alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms betragsmébig grofier sind als
Eins. ARMA (p,q)-Prozesse lassen sich ebenfalls in AR(c0)- oder MA(co)-Prozesse
iiberfiihren'!.

9vgl. |17] (S.129fF)
10vgl. [17] (Definition 4.7 S.128)
Hygl. [21] (S.135ff)
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3.1.3 ARCH- und GARCH-Prozesse

Schlieflich werden die AutoRegressive-Conditional-Heteroskedasticity-Prozesse
(kurz: ARCH-Prozesse) vorgestellt. Diese wurden 1982 von Engle'? eingefiihrt und
bilden eines der wichtigsten Modelle um tégliche Renditezeitreihen zu schitzen.
Dariiber hinaus bieten sie eine M6glichkeit, die bedingten Varianzen

Var(X; | Xi—1) von X,_; abhéngig zu machen.

ARCH-Prozesse

Definition 14

Sei (Zt)iez ~ SWN(0,1). Ein Prozess (X;)iez heifst ARCH(p)-Prozess, wenn er
strikt stationdr ist und fir alle t € 7 und einen Prozess (04)iez mit strikt positiven
Werten die Gleichungen

Xt = UtZta (32)

p
ol =g+ Z X2 (3.3)

i=1
erfillt, wobei oy > 0 und a; > 0 fiiri=1,...,p gilt'’.

Um ARCH-Prozesse genauer zu betrachten, empfiehlt es sich, zunéchst die Eigen-
schaften eines ARCH(1)-Prozesses zu beobachten. Die Resultate konnen spéter
leicht auf den allgemeinen Fall erweitert werden. Der ARCH(1)-Prozess ist von
der Form

X =047y,
2 X2
0y = O + Q1 Ay q,

wobei ag > 0 und a; > 0.

Stationaritidt des ARCH(1)-Prozesses

Strikte Stationaritét

Fiir die Analyse von Renditezeitreihen spielt die Stationaritéit eine wichtige Rolle,
daher ist es sinnvoll Bedingungen fiir die Stationaritit eines ARCH(1)-Prozesses
zu ermitteln. McNeil, Frey und Embrechts'* verwenden dafiir sogenannte stochas-
tische Rekurrenzgleichungen. Sie betrachteten den quadrierten ARCH(1)-Prozess
X? = 0272 mit 6 = ap + oy X2 ;. Dieser Prozess ist von der Form

Xt2 = Oé(]Zt2 + OéthQXffl' (34)

12[7]
13vgl. [17] (Definition 4.16 S.139)
Hygl. [17] (S.141fF)
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Diese Gleichung ist eine stochastische Rekurrenzgleichung. Eine detaillierte Ana-
lyse stochastischer Rekurrenzgleichungen findet der interessierte Leser z.B. in Em-
brechts u.a.!®. Da die stochastischen Rekurrenzgleichungen hier nur als Hilfsmittel
dienen um Bedingungen fiir die Stationaritit von ARCH-Prozessen zu erhalten,
werden hier nur die notigsten Eigenschaften erwihnt. Gleichung (3.4) ist ein spe-
zielles Beispiel einer Klasse von Rekurrenzgleichungen der Form

Y, =AY, + B, (3.5)

wobei (A;)iez und (By)iez Folgen von unabhéngig und identisch verteilten Zufalls-
variablen sind. Embrechts u.a.'® haben gezeigt, dass

E(n" |B/|)<oo und  E(ln|A|) <0, (3.6)

wobei InTz = max(0,Inx), hinreichende Bedingungen fiir eine Losung der Glei-
chung sind. Die einzige Losung ist

00 i—1
i=B+> Bi[[A- (3.7)
i=1 j=0
wobei die Summe fast sicher, absolut konvergiert. Zu diesem Ergebnis gelangt man

durch k-fache Iteration der Gleichung (3.5)
Vi = Ai(Ai1Yi o+ Bia) + By

k i—1 k
= B, + Z B H A+ Y H A
i—1 =0 i=0

Die Bedingungen (3.6) versichern, dass der mittlere Term auf der rechten Seite ab-
solut konvergiert und der Endterm verschwindet, da das starke Gesetz der grofen
Zahlen zusammen mit der Bedingung F(In | A; |) < 0 ergibt, dass

k
1 5.
" ;:0: In | A |22 E(In| 4, |) < 0.

Daraus folgt
k k
H | Ai_i |= exp (Z In| A ]) EEN)
i=0 i=0

Die Losung (3.7) ist ein strikt stationdrer Prozess und die Bedingung
E(In | A; |) < 0 entwickelt sich damit zu einem entscheidenden Faktor fiir die
strikte Stationaritit von ARCH-Prozessen.

Der quadrierte ARCH(1)-Prozess (3.4) ist eine stochastische Rekkurenzgleichung
der Form (3.5) mit A, = a; Z} und B; = oy Z?. Die Bedingungen (3.6) verwandeln

1516] (S.4551F)
16[6]
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sich damit zu E(In" | apZ? |) < oo, was durch die Definition des ARCH(1)-
Prozesses bereits erfiillt ist, und F(In(a;Z?)) < 0. Es kann also gezeigt werden,
dass F(In(a; Z?)) < 0 eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die strikte
Stationaritét eines ARCH(1)-Prozesses ist. Die strikte Stationaritit des ARCH(1)-
Prozesses hingt damit von der Verteilung der Innovationen Z; ab. Die Losung der
Gleichung (3.4) hat die Form

e %
2 _ § % | | 2
i=0 =0

Schwache Stationaritit

Damit wére die Frage, wann ein ARCH(1)-Prozess strikt stationér ist, geklart.

Bleibt noch die Frage nach der schwachen Stationaritiat. McNeil, Frey und Em-

brechts!” haben gezeigt, dass ein ARCH(1)-Prozess genau dann ein schwach sta-

tiondres weifes Rauschen ist, wenn oy < 1 gilt. In diesem Fall ist die unbedingte
ag

Varianz des Prozesses durch o? = oo gegeben. Dies wird im Folgenden kurz,

zusammen mit einigen weiteren Eigenschaften des ARCH(1)-Prozesses, gezeigt.

Weitere Eigenschaften des ARCH(1)-Prozesses

Fiir einen ARCH(1)-Prozess ist leicht zu zeigen, dass fir t € Z gilt
E(X,) =0,
E(X,| F1)=0.
Fiir die unbedingte Varianz gilt
of = Var(X,) = BE(X}) = E(E(X} | Fio1)) = E(ow+ a1 X7 ) = ao+ a1 B(X7 ).

Da X; ein stationirer Prozess mit E(X;) = 0, 02 = o2, = F(X? ) ist, folgt

0? = ap + apo? und daraus folgt,

(&%)

o2 = .
1—&1

Damit die Varianz von X, positiv ist, muss 0 < a; < 1 gelten'®.
Héaufig wird angenommen, dass die Z; standardnormalverteilt oder standard-Stu-
dent-t verteilt sind. Trotz dieser Annahme ist die Kurtosis eines ARCH(1)-Pro-

zesses grofer als die einer Normalverteilung. Das hat zur Folge, dass ein ARCH-
Prozess eher ,Ausreifser” zeigt als ein gaufisches weifes Rauschen. Dies soll nun

7vgl. [17] (Proposition 4.18 S.142)
18ygl. [22] (S.104fF)
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kurz gezeigt werden. Sei X; ein stationdrer ARCH(1)-Prozess mit standardnormal-
verteilten Innovationen Z; und F(X}') = my < co. Dann gilt

my = E(X}') = E(0}Z}) = E(0})E(Z}) = E(Z})E((a0 + a1 X[ 1))
=3(af + 20001 E(X}2 ) + a1 E(X} ).

Da E(X? ) = 22, wie oben gesehen, und E(X;' ;) = my, folgt
my = 3(ag + 2000y + a2my) = 3a3 (1 oM ) + 3aimy.
— 1 1— (0%}

Auflésen der Gleichung ergibt schlieflich

3a2(1 + ay)
(1—a1)(1—3a?)

Damit das vierte Moment positiv ist, muss 1 — 3af > 0 gelten, d.h. 0 < of < 3.
Mit diesem Ergebnis kann nun die Kurtosis berechnet werden:

E'(Xf):3 (14 aq) *(1—a1)2:31—a% >3
(02)2 (1—a1)(1—3a?) ol 1—3a2 '

my =

Also ist die Tailverteilung von X; heavier tailed als die einer Normalverteilung,
obwohl angenommen wurde, dass die Z; standardnormalverteilt sind. Diese Ei-
genschaft ist sehr niitzlich fiir die Modellierung von Renditezeitreihen, da diese
bekanntlich auch heavier tailed sind als eine Normalverteilung.

Eine weitere niitzliche Eigenschaft von ARCH Prozessen ist, dass sie sogenann-
te Volatilitdtsschwankungen modellieren, denn angenommen X; sei ein schwach
stationiires weifies Rauschen'®, dann gilt E(X?) < oo und

Var(X, | Fi1) = E(02Z? | Fioy) = o2Var(Z,) = o?.

Daraus folgt, dass die bedingte Varianz o,, auch Volatilitit genannt, eine sich kon-
tinuierlich verdndernde Funktion der vorherigen quadrierten Werte des Prozesses
ist. Wenn einer oder mehrere der | X;—y |,...,| X¢—, | besonders grof ist, dann
wird X; gewissermalen aus einer Verteilung mit grofer Varianz gezogen und kann
daher selbst grof sein. Auf diese Weise erzeugt das Modell sogenannte Volatilitits-
cluster®®, d.h. Phasen hoher Volatilitit und Phasen niedriger Volatilitit. Dieses
Phénomen ist bei ,echten” Renditezeitreihen hiufig zu beobachten.

Der Name ARCH bezieht sich auf die Struktur des Prozesses. Das Modell ist auto-
regressiv, da X; von den vorherigen X;_; abhingt, und bedingt heteroskedastisch,
da sich die bedingte Varianz kontinuierlich veréindert?!.

Die vorgestellten Eigenschaften gelten auch fiir allgemeine ARCH-Modelle, aber
die Berechnungen werden komplizierter fiir grofsere p.

9was, wie zuvor gezeigt, fiir einen ARCH(1)-Prozess unter der Bedingung a; < 1 gilt

20yg]. [17] (S.139fF)
2lygl. [17] (S.139)
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GARCH-Prozesse

In einem ARCH-Modell kann die Anzahl der Parameter, die zu schétzen sind,
leicht sehr grof werden. Daher wurde eine Erweiterung mit weniger Parametern

aber dennoch guter Datenanpassung entwickelt. Bollerslev?? fiihrte 1986 die soge-
nannten GARCH-Prozesse (generalized ARCH-Prozesse) ein.

Definition 15

Sei (Zt)tez ~ SWN(0,1). Der Prozess (Xi)iez heifst GARCH(p,q)-Prozess, wenn
er strikt stationdr ist und fir alle t € Z und einen strikt positiven Prozess (o1)iez
die Gleichungen

Xy = 0vZy,
p q
ol = a0+Zain_i+Zﬁjaf_j
i=1 j=1
erfullt, wober ag >0, a; > 0 fiiri =1,....,pund 8; >0 firj=1,...,q.

Der GARCH-Prozess ist ein verallgemeinerter ARCH-Prozess in dem Sinne, dass
die quadrierte Volatilitit o7 genauso von den vorherigen quadrierten Volatilitéten
abhidngen kann, wie von den vorherigen quadrierten Werten des Prozesses. Dabei
ist ein GARCH(p,0)-Prozess gerade ein ARCH(p)-Prozess. GARCH(1,1)-Prozesse
eignen sich besonders gut fiir die Modellierung von Aktienrenditezeitreihen, weil
in diesen Modellen hohe Volatilitdten dazu tendieren bestéindig zu sein, da | X; |
grof ist, wenn | X;_; | oder o;_; groR ist?3.

Wie bei den ARCH-Prozessen ist es auch bei GARCH-Prozessen sinnvoll sich zu-
néchst auf den einfachen Fall zu konzentrieren. Die Ergebnisse konnen dann leicht
auf Prozesse hoherer Ordnung erweitert werden. Dariiber hinaus werden in den
meisten Anwendungen ohnehin GARCH-Prozesse niedriger Ordnung verwendet.

Stationaritit des GARCH(1,1)-Prozesses

Strikte Stationaritit

Fiir einen GARCH(1,1)-Prozess gilt nach Definition 15
o} = ap+a0; 1 Zf 4 + Bopy = g+ (aa Z, + B)ot .

Dies ist wieder eine stochastische Rekurrenzgleichung der Form Y; = A,Y, 1 + By,
allerdings in diesem Fall fiir Y; = o7 anstatt fiir X2. Dabei sei

op =(uZl,+p) of, + ao . (3.8)
=Y; ::At =Y;_1 ::Bi

22[3]
Bygl. [17] (S.145)
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Die Bedingung E(In | A; |) < 0 fiir die strikte Stationaritét der stochastischen
Rekurrenzgleichung wird durch Einsetzen von A; zu F(In(ay Z2 , + 3)) < 0. Die
einzige Losung von (3.8) sieht in diesem Fall so aus

Ut2 = + Qp Z H(OQZE_J» + 5)

i=1 j=1
Wenn (0?);c7 ein strikt stationiirer Prozess ist, ist (X;)sez ebenfalls strikt statio-

nir, da Xy = 047, gilt und (Z;);ez striktes weifes Rauschen ist. Die Losung der
GARCH(1,1) Definitionsgleichung ist damit

Xt =2, | (1 + Z H(alzt{j + 6)) :

i=1 j=1

Schwache Stationaritit

Ahnlich wie fiir den ARCH(1)-Prozess kann gezeigt werden, dass der GARCH(1,1)-
Prozess schwach stationédres weifes Rauschen ist, genau dann wenn a; + 5 < 1
gilt?,

Weitere Eigenschaften des GARCH(1,1)-Prozesses

Wie beim ARCH(1)-Prozess ist der unbedingte Erwartungswert des GARCH(1,1)-
Prozesses Null. Fiir die unbedingte Varianz gilt

o2 = Var(X,) = B(X?) = 1—3%@

Auch bei GARCH-Prozessen wird hiufig angenommen, dass die Innovationen 7,
standardnormal- oder standard-Student-t-verteilt sind. Die Kurtosis eines GARCH-
Prozesses ist aber wie beim ARCH-Prozess grofer als die einer Normalvertei-
lung. Dies zeigt man dhnlich wie beim ARCH-Prozess. Da die Berechnungen nicht
schwierig, aber relativ lang sind, werden hier nur die Ergebnisse aufgezeigt. Fiir
eine ausfiihrliche Rechnung siehe z.B. [21] (S.175ff). Fiir einen schwach stationédren
GARCH(1,1)-Prozess X; mit 07 < oo, Z; ~ N(0,1) und F(X}') < oo gilt

E(X}) = E(Z})E(0}) = 3E((ao + ax Xiy + Boy_1)?).
Durch einige Umformungen ergibt sich

Oég(l —|—041 + 5)
(1—3af =208 — %) (1 — oy — B)

24ygl. [17] (Proposition 4.21 S.146)

E(X}) =3 (3.9)




3.2 POT-Methode 57

Der Zéhler in (3.9) ist positiv. Durch die Voraussetzung, dass der Prozess schwach
stationdr ist, ist 1—aq — 3 ebenfalls positiv. Fiir die Existenz des vierten Momentes
muss also gelten, dass

307 + B + 2018 < 1.
Die Kurtosis ergibt sich dann aus
BE(X{) ag(l+on+ ) (1—a—p)°

(BE(X?))? (1=3af =208 = )1 - a1 - f) ag

2
6o

=3
+(1—3a%—ﬁ2—2a1ﬁ

)>3.

Damit wurden im Wesentlichen die fiir die Kapitalmarktforschung wichtigen, sto-
chastischen Prozesse mit einigen Eigenschaften vorgestellt. Weitere Eigenschaften
der vorgestellten Prozessen sind z.B. in [21] oder [17] zu finden.

3.2 POT-Methode

Nun kann die POT-Methode fiir stationére Zeitreihen vorgestellt werden. Im Fol-
genden wird also nicht mehr angenommen, dass die Zeitreihe iid ist. Stattdessen
werden stationiire Zeitreihen betrachtet. McNeil und Frey?® stellten 2000 eine Me-
thode vor, bei der die VaR Schéitzungen fiir stationére Zeitreihen mit Hilfe eines
GARCH(1,1)- und eines AR(1)-Prozesses auf den iid Fall zuriickgefiihrt werden
konnen. Dieser Ansatz soll hier gezeigt werden und spéter in einem Anwendungs-
teil mit anderen Ansétzen verglichen werden.

Sei (X)ez eine strikt stationédre Zeitreihe, die die Log-Renditen eines Aktienkur-
ses darstellt. Es wird angenommen, dass X; von der Form

Xy = iy +0vZy

ist, wobei die Innovationen Z; striktes weikes Rauschen mit Erwartungswert Null
und Varianz Eins sind. Die Randverteilungsfunktion der Z; wird mit Fz(z) be-
zeichnet. G; 1 sei die bis zur Zeit ¢t — 1 verfiighare Information und es wird ange-
nommen, dass y; und o; messbar beziiglich G;_; sind. Dariiber hinaus sei F'x(x) die
Randverteilung von X; und Fyx, 1 1x, ¢ () sei die k-Tages-Rendite, gegeben
dem Wissen der Renditen bis zu und einschlieflich dem Tag t.

Wie im iid Fall sollen wieder der Value at Risk und der Expected Shortfall berech-
net werden. Weil die Log-Renditen in diesem Kapitel nicht mehr als iid angesehen
werden, konnen die einzelnen Beobachtungen voneinander abhingen. Daher wird
der bedingte Value at Risk und der bedingte Expected Shortfall betrachtet.

25[14]
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Definition 16
a) Der (in Kapitel 1 vorgestellte) unbedingte Value at Risk der Randverteilung
Fx(x) mit 0 < ¢ < 1 wird im Folgenden bezeichnet mit

zg=1inf{z € R: Fx(z) > ¢}.

b) Dariiber hinaus wird der bedingte Value at Risk der voraussagenden Verteilung
Fx\oito 4 Xooilg () defindert durch

xf](k) = inf {x ER: Fxppiqotxiinlo () > q} )

Definition 17
a) Der (in Kapitel 1 vorgestellte) unbedingte Expected Shortfall wird im Folgenden
bezeichnet mit

S, = E[X | X > x,).

b) Der bedingte Expected Shortfall wird definiert durch
k k
Sy(k) = E ZXt-i-j | ZXt+j > ay(k), G
j=1 j=1

Im Folgenden sollen 1-Schritt Vorhersagen betrachtet werden, d.h. es gelte k = 1.
Der bedingte Value at Risk hat dann die Gestalt

xy = inf {z eR: Fx,,,j6.(x) > ¢}
und der bedingte Expected Shortfall wird zu
St =E[Xi1 | X1 >z, Gl

Fiir die Verteilung FJ,, g, (x) kann leicht gezeigt werden, dass

x _
FXt+1|gt($> =Fy <—Mt+1) (310)

Ot+1

gilt. Mit (3.10) lassen sich z} und S} vereinfachen zu

IZ = Mty1 T Or12g, (3.11)
S}; = Ht4+1 + O't+1E[Z | Z > Zq], (312)

wobei
zg =1Inf{z € R: Fz(2) > q}

der Value at Risk der Randverteilung von Z; ist.
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Um den Value at Risk und den Expected Shortfall fiir stationéire Zeitreihen zu
schétzen, miissen also die Parameter fi11, 0141, 2, und E [Z | Z > z,] geschitzt
werden. In vielen Ansitzen wird dabei unterstellt, dass die Innovationen Z; stan-
dardnormalverteilt sind, so dass z, = ®'(q) ist, wobei ®(z) die Standardnor-
malverteilung bezeichnet. McNeil und Frey?® haben allerdings gezeigt, dass dieser
Ansatz die bedingten Quantile unterschitzt, da die Verteilung der Innovationen
in den meisten Fillen heavier tailed sind als die Normalverteilung. Sie schlugen
stattdessen einen alternativen Ansatz vor, den sie bedingte Extremwerttheorie
nannten. Diese Methode sieht vor, mit Hilfe der Pseudo-Maximum-Likelihood
Methode einen AR(1)-Prozess mit GARCH(1,1)-Fehlern an die Renditezeitrei-
he anzupassen. Dabei sollte das Modell keine Annahmen iiber die Verteilung
F7(z) machen. Nach der Anpassung werden mit Hilfe der Schétzer des AR(1)-
GARCH(1,1)-Prozesses die Innovationen z; geschétzt. Diese werden auch Residu-
en genannt. Wenn die Anpassung gelungen ist sollten die Residuen iid sein. Die
1-Schritt Vorhersagen ;1 und o1 konnen dann rekursiv berechnet werden. In
einem zweiten Schritt kann die POT-Methode fiir iid Zeitreihen auf die Residuen
angewendet werden um eine GPD-Verteilung anzupassen und den VaR und den
ES der Residuen zu berechnen. Den Value at Risk und den Expected Shortfall der
stationdren Zeitreihe erhilt man dann durch Zusammensetzen der geschatzten
Parameter. Dieses Verfahren wird im Folgenden ausfiihrlich beschrieben.

3.2.1 Schatzen von p; 1 und oy

Die Log-Renditen (x_41,...,x4—1,2;) werden nun als Realisation eines AR(1)-
GARCH(1,1)-Prozess aufgefasst. Der Einfachheit halber wird ein konstanter Da-
tenspeicher n festgelegt, so dass die vorliegenden Daten am Tag ¢t aus den letzten
n negativen Log-Renditen (x;_,41, ..., 2;_1, z;) bestehen. Dariiber hinaus wird die
Mittelwert-bereinigte Folge

€ = Xy — iy (3.13)
betrachtet. Es wird also ein AR(1)-Prozess der Form
Xo=p+e (3.14)
betrachtet, wobei
€ = 012 (3.15)
ein GARCH(1,1)-Prozess mit
0l =g+ e | + ot (3.16)

fiir ap > 0, @y > 0 und B > 0 ist und fiir y, gilt
MUt = ¢Xt—1' (317)

26[14]
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Stationaritdt

Zunachst miissen Bedingungen fiir die Stationaritdt der Anpassung aufgestellt
werden. Da in diesem Kapitel angenommen wird, dass X; eine strikt stationére
Zeitreihe ist, muss auch die GARCH-Anpassung strikt stationér sein, d.h. sie muss
der Bedingung

E(log(a1Z}, + B)) <0

geniigen. Weil fiir die Parameterschitzung durch die Verwendung der Pseudo-
Maximum-Likelihood-Methode indirekt angenommen wird, dass die Z; standard-
normalverteilt sind, reicht es, in diesem Fall die Bedingung fiir schwache Stationa-
ritdt eines GARCH-Prozesses zu zeigen, denn da die Logarithmusfunktion konvex
ist und Z; integrierbar ist, kann die Jensensche Ungleichung fiir Erwartungswerte
angewendet werden. Es gilt

0> E(log(a1Zi; + B)) = log(E(a1 Z_y + B)) = log(an EZ{_; + B) = log(an + B),

wobei die zweite Ungleichheit aus der Jensen-Ungleichung folgt und die letzte
Gleichheit aus der Annahme, dass Z; standardnormalverteilt ist. Da die Logarith-
musfunktion log(z) nur kleiner als Null ist, wenn z kleiner als Eins ist, ist

Oél+ﬁ<1

eine hinreichende Bedingung fiir die strikte Stationaritdt der Anpassung.

Pseudo-Maximum-Likelihood Methode

Da die Verteilung der Innovationen unbekannt ist, wird fiir die Schitzung der
Parameter des AR(1)-GARCH(1,1)-Prozesses die Pseudo-Maximum-Likelihood-
Methode (kurz: PML-Methode) verwendet. Das bedeutet, fiir die Maximum-Likeli-
hood-Schitzung wird angenommen, dass die Z; standardnormalverteilt sind, ob-
wohl diese Annahme fiir die betrachteten Daten unrealistisch ist. Es kann aber
gezeigt werden, dass die PML-Methode trotz dieser Annahme einen konsistenten,
asymptotisch normalen Schitzer liefert?.

Es wird angenommen, dass die Stationaritatsbedingung oy + 8 < 1 erfiillt ist und
dass Ee; < oo existiert. Da die Z;, nach Annahme, iid und standardnormalver-
teilt sind, ist die Verteilung von X; bedingt auf F, ; eine Normalverteilung mit
Erwartungswert p; = ¢X;_; und Varianz o7 = oy + as€ | + o7, d.h. es gilt

f(Xe | Fier) =

exp| ——= |,
\/2mo? 207

2Tyvgl. [9]
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wobei € = Xt — ¢Xt—1 ist.
Fiir den GARCH(1,1)-Prozess gilt dann

n

L(¢, a0, a1, B | z) = fx,(20) Hf(xt | Fie1)-

t=1

Dabei wird der erste Wert als deterministischer Startwert angesehen. Wie bei
der Maximum-Likelihood-Schétzung tiblich, wird die Log-Likelihood-Funktion be-
trachtet. Dabei kann fx,(z¢) als feste Konstante bei der Optimierung vernachlas-
sigt werden. Es ergibt sich

T

T
T 1 1 €2

log L(¢, ag, a1, B | ) = —5108;(2”) D) E log o} — 2 § O__tgu (3.18)

t=1 t

wobei ¢, = x; — ¢x;_q gilt. Den Maximum-Likelihood-Schétzer = (gg, Qo, Q1, B)T
erhélt man schlieflich durch die Maximierung von (3.18) iiber den zulédssigen Pa-
rameterraum.

Mit dem PML-Schitzer  konnen aus (3.16) und (3.17) rekursiv Schiitzer fiir den
bedingten Mittelwert

~

(ft—ng1s s fit)

und die bedingte Varianz

~

(5t—n+1a ---,Ut)

berechnet werden. Weil o, von o, 1 abhéingt, muss allerdings zunfchst ein Start-
wert fiir o, gewahlt werden. Haufig wird dafiir die Stichprobenvarianz, oder Null
gewdhlt.

Residuen z

Als néchstes werden die Residuen z; berechnet. Sie werden bendtigt um die
GARCH-Modellierung zu tiberpriifen. Wenn das angepasste Modell haltbar ist,
sollten die z; iid sein. Dariiber hinaus werden sie spéter beno6tigt, um Schéatzer fiir
zound E[Z | Z > z,] zu erhalten. Da

Xy =y + 042y

gilt, folgt fiir die Residuen

Ti—n+1 — Ht—n+1 Ty — Mt
(Zt,nJrl,...,Zt) = 5 g ooy 5 .
t—n—+1 t
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Nachdem die Residuen berechnet wurden, kann z.B mit einem Autokorrelations-
funktions-Plot oder einem Ljung-Box-Test?® kontrolliert werden, ob die Residuen
iid sind. Dariiber hinaus muss die Stationaritatsbedingung oy + g < 1 {iberpriift
werden. Ist das Ergebnis zufriedenstellend, kénnen die 1-Schritt Vorhersagen fi; 1
und 64,1 berechnet werden. Ansonsten muss die AR(1)-GARCH(1,1)-Anpassung
wiederholt werden bis man akzeptable Schétzer erhalt.

fi;4+1 und 6441 ergeben sich schlieflich aus

fley1 = Oy,

A2 A A2 | Aa2

Oppq = O + Qi€ + Ba;,
wobei €, = x; — [iy.

Damit wéren f;41 und oy geschatzt. Es fehlen noch Schétzer fiir z, und
E|[Z|Z > z;] um den bedingten VaR und den bedingten ES zu ermitteln. Da die
Zy aber iid sind, kann die POT-Methode fiir iid Renditefolgen auf sie angewendet
und eine GPD-Verteilung angepasst werden.

3.2.2 Berechnung des bedingten VaR und des bedingten ES

Nachdem die Parameter des GARCH-Prozesses geschétzt und damit Schétzer fiir
pee1 und oyqq ermittelt wurden, wird in einem zweiten Schritt die POT-Methode
fiir iid Renditefolgen, auf die Residuen Z; angewendet um Schétzer fiir den Value
at Risk und den Expected Shortfall der Residuen zu erhalten. Dabei wird, wie in
Kapitel 1 beschrieben, mit Hilfe einer Maximum-Likelihood-Schétzung eine GPD-
Verteilung an die hohen Werte der Residuen angepasst und mit dieser Verteilung
der Value at Risk und der Expected Shortfall bestimmt.

Wenn schlieflich Schétzer fiir den VaR und den ES der Residuen bestimmt worden
sind, kénnen die geschéitzten Parameter zusammengefiihrt werden um die Schétzer
fiir den bedingten VaR und den bedingten ES der stationidren Renditezeitreihe zu
erhalten

t A ~
Ty = M1+ Orq12g,

S; = ﬂt+1 + a't+1E[Z ‘ Z > Zq].

Damit wurde gezeigt, wie mit Hilfe der POT-Methode Schétzer fiir den bedingten
VaR und den bedingten ES einer stationdren Zeitreihe berechnet werden kénnen.
Im néchsten Kapitel wird diese Methode auf die téglichen Abschlusswerte des DAX
von 1996 bis 2001 angewendet. Die Ergebnisse werden spéater mit den Ergebnis-
sen der unbedingten Extremwerttheorie aus Kapitel 2 verglichen. Dariiber hinaus
wird der Ansatz standardnormalverteilter Innovationen bei stationéren Zeitreihen,

28siche Anwendung, Kapitel 4
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der in diesem Kapitel kurz angesprochen wurde, ebenfalls auf die Abschlusswerte
angewendet und mit den anderen Ergebnissen verglichen.






4 Anwendung der POT-Methode
fur stationare Zeitreihen

In diesem Anwendungsteil wird die POT-Methode fiir stationdre Zeitreihen auf
den Datensatz aus Kapitel 2, also die tdglichen DAX-Abschlusswerte von 1996
bis 2001, angewendet. Wie schon am Anfang von Kapitel 3 erwidhnt wurde, ist
die Annahme, dass tégliche DAX-Abschlusswerte unabhéngig voneinander sind,
nicht sehr realistisch. Betrachtet man die Werte genauer, ist festzustellen, dass
hohe Werte eher auftreten, wenn der Kurs vorher auch schon relativ hoch war
und ebenso treten niedrige Werte héufiger auf, wenn der Kurs insgesamt sehr
niedrig ist. Diese sogenannten Volatilitatscluster sind bei niherer Betrachtung
der negativen Log-Renditen der DAX-Abschlusswerte auch in Abbildung 4.1 zu
erkennen. In der Zeit von 1996 bis Mitte 1997 ist z.B. eine deutlich geringere
Volatilitat als in der Zeit um 1999 zu erkennen. Realistischer ist es also in diesem
Fall von stationdren Zeitreihen auszugehen.

Negative Log—Renditen

0.05
l

negative Log—Renditen
0.00
|

-0.05

I I I I I I
1996 1997 1998 1999 2000 2001

Jahr

Abbildung 4.1: Negative Log-Renditen der DAX-Abschlusswerte vom 01.01.1996
bis zum 31.12.2000.
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4.1 Anpassung eines
AR(1)-GARCH(1,1)-Prozesses

Zunéchst wird, wie im Theorieteil 3.2 beschrieben, ein AR(1)-GARCH(1,1)-Prozess
an die Log-Renditen angepasst. R fiihrt dazu eine Pseudo-Maximum-Likelihood
Schéitzung durch und gibt folgende Parameter aus:

Schétzer Standard- t-Wert | Signifikanzcode
abweichung
¢ | 0.01494 0.03021 0.495 | 0.6208
ap | 0.000002398 | 0.0000009827 | 2.440 | 0.0147 *
oy | 0.09199 0.01689 5.448 | 0.000000051 ***
g 109 0.01743 51.634 | < 2% 10716 F**

Tabelle 4.1: Ergebnisse der Pseudo-Maximum-Likelihood Schitzung

Die Standardabweichung des geschitzten ¢-Parameters ist im Vergleich zum Schét-
zer relativ hoch. Auch der Signifikanzcode ist sehr hoch. Das bedeutet, dass dieser
Parameter nicht sehr signifikant in das Modell eingeht. Um die Signifikanz zu
verbessern, wird haufig geraten Prozesse niedrigerer Ordnung an die Daten anzu-
passen. Da aber ohnehin nur ein AR-Prozess 1.0rdnung gewihlt wurde und fiir
dieses Beispiel AR(1)-GARCH(1,1)-Prozesse betrachtet werden sollen, kann auch
mit diesem Parameter weiter gerechnet werden.! Dariiber hinaus sind «; und 3
sehr gut geschétzt. Sie haben eine verhéltnisméfig kleine Standardabweichung und
erhalten beim Signifikanzcode die beste Bewertung (drei Sterne).

Mithilfe der Schétzer fiir ¢, ag, oy und S, die man durch die Pseudo-Maximum-
Likelihood-Schéitzung erhalten hat, konnen rekursiv die Schétzer fiir (o411, ..., 0¢)
und (f¢—p+1, .-, ¢) durch

2 2 2
o; =y + i€ + Boj,
e = 0X; 4

berechnet werden. Als Startwert fiir o, wurde in diesem Fall Null gewahlt. Man
erhilt also den Vektor (fi;_ni1,.., ftz) als Schétzer fiir den bedingten Mittelwert
und (64_p1,-..,0¢) als Schitzer fiir die bedingte Varianz. Wobei beide Vektoren
in diesem Beispiel eine Linge von 1256 Werten haben.

In Kapitel 5 wird spiiter eine alternative Anwendung gezeigt, bei der auf den AR(1)-Prozess
verzichtet wird.
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4.2 Residuen

Als néchstes werden die Residuen berechnet. Diese erhélt man, wie in Kapitel
3.2.1 beschrieben, durch

o Tt—n+1 — Ht—n+t1 Ty — [t
(Zt,nJrl,...,Zt) = 5 g eery 5 .
t—n+1 t

Residuen

< -
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>
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Abbildung 4.2: Residuenplot

Abbildung 4.2 zeigt einen Plot der geschitzten Residuen. Im Vergleich zum Plot
der negativen Log-Renditen (Abbildung 4.1) ist die Struktur der Residuen ,einheit-
licher. Die Schwankungen iiber die Zeit sind, bis auf einige ,Ausreifser ungefihr
gleich, wohingegen die Log-Renditen Abschnitte mit kleinen Schwankungen und
Abschnitte mit héheren Schwankungen zeigen.

4.2.1 Uberpriifung der Unabhingigkeit der Residuen

Wichtig ist, dass die Residuen unabhiingig voneinander sind. Die Uberpriifung
der Unabhingigkeit ist namlich eine Uberpriifung der Qualitit der Anpassung.
Wenn die Residuen als anndhernd unabhingig angesehen werden konnen, ist die
Anpassung gut gelungen.

acf-plot

Um die Unabhéngigkeit zu iiberpriifen, wird ein sogenannter autocorrelation-func-
tion-plot (kurz: acf-plot) der Residuen erstellt. Ein acf-plot plottet die empirische
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Autokorrelationsfunktion

. 7(h)
MMZ&@,
wobei 4(0) > 0 und
|t
Y(h) = n (Tr4n — Tp) (T — T)
t=1

die empirische Autokovarianzfunktion ist, mit

n
_ 1
Ty = — E Tt.
n
t=1

Die Autokorrelation sollte relativ nah bei Null liegen. Daher gibt R zusétzlich ein
Konfidenzintervall (—1.96/+/n, 1.96/1/n) um Null aus (blaue gestrichelte Linien).
Wenn die Autokorrelationen, ab einem moglichst kleinen Wert, in dem vorgegebe-
nen Intervall liegen, kann von unkorrelierten Daten ausgegangen werden. Zusitz-
lich zum Datensatz kann dabei noch eine maximale Zeitverschiebung h angegeben
werden. Standardméfig gibt R eine Lag-Linge von 30 aus. Eine weitere hiufig
verwendete Lag-Lénge ist 2y/n, wobei n die Linge des Datensatzes ist. Abbil-
dung 4.3 zeigt den acf-plot der Log-Renditen (oben) fiir die Lag-Langen 30 und
2v/1256 = 70.88018 im Vergleich zum acf-plot der Residuen z; (unten) fiir die
gleichen Lag-Léangen. In diesem Vergleich ist zu erkennen, dass die Residuen eher
in dem gekennzeichnetem Intervall liegen, als die Log-Renditen.

Mit diesem acf-plot kann aber nur die Unkorreliertheit der Daten {iberpriift wer-
den. Um festzustellen, ob die Daten als unabhingig voneinander angesehen werden
konnen, wird der acf-plot der quadrierten Werte betrachtet. Abbildung 4.4 zeigt
die Ergebnisse wieder fiir die Lag-Langen 30 und 2v/1256 = 70.88018. Es ist
zu beobachten, dass die Log-Renditen fiir beide Lag-Léngen eindeutig nicht als
unabhéngig angesehen werden kénnen. Fiir die Residuen hingegen liegt die Auto-
korrelation sehr nah bei Null. Es kann also aufgrund des acf-Plots von anndhernd
unabhéingigen Residuen ausgegangen werden.

Ljung-Box-Test

Zusétzlich zum acf-plot kann mit einem Ljung-Box-Test die Unabhéingigkeitsan-
nahme iiberpriift werden. Dazu wird ein Ljung-Box-Test auf die Residuen ange-
wendet. Mit ihm ldsst sich signifikant nachweisen, dass eine Beobachtung nicht
von einer iid Folge stammt. Dazu wird die Teststatistik

L
1

Q=n(n+2) p(h)?

;n—h
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Abbildung 4.3: act-plot der Log-Renditen (oben) mit Lag—30 (links) und
Lag=70.88018 (rechts) im Vergleich zum acf-plot der Residuen
(unten) mit Lag=30 (links) und Lag=70.88018 (rechts)
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quadrierte Log—Renditen
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Abbildung 4.4: acf-plot der quadrierten Log-Renditen (oben) mit Lag=30 (links)
und Lag=70.88018 (rechts) im Vergleich zum acf-plot der qua-
drierten Residuen (unten) mit Lag=30 (links) und Lag=70.88018

(rechts)
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Lag-Lange | p-Wert
50 | 0.4669
2./(1256) | 0.2648
100 | 0.2293
150 | 0.2347
200 | 0.4448
250 | 0.3721
300 | 0.606
400 | 0.719
500 | 0.5396
600 | 0.8524
700 | 0.818
800 | 0.7433
900 | 0.7905
1000 | 0.8687
1100 | 0.8644
1200 | 0.9118

Tabelle 4.2: Ljung-Box-Test Ergebnisse fiir verschiedene Lag-Lingen

bestimmt. L ist dabei die maximale Lag-Lange. Tabelle 4.2 zeigt fiir verschiedene
Lag-Langen den p-Wert, der von R ausgegeben wird. Es ist zu sehen, dass der p-
Wert fiir keine Lag-Lénge kleiner als 0.05 ist. (Es wurden noch weitere Lag-Léngen
eingesetzt, und auch hier wurden keine p-Werte kleiner als 0.05 ausgegeben.) Zu
den {iblichen Niveaus kann somit die Nullhypothese der Unabhéangigkeit nicht
abgelehnt werden.

Insgesamt kann also, aufgrund der acf-Plots und der Ljung-Box-Tests, davon aus-
gegangen werden, dass die Residuen unabhéngig voneinander sind und die Anpas-
sung gut gelungen ist.

Weiterhin muss die Stationaritit gepriift werden. Da
a; + 4 =0.09199 4+ 0.9 = 0.99199 < 1

gilt, kann davon ausgegangen werden, dass die Anpassung strikt stationar ist,
obwohl der Wert sehr nah an der zuldssigen oberen Schranke liegt.

4.2.2 Anwendung der POT-Methode auf die Residuen

Auf die Residuen wird jetzt die POT-Methode fiir iid Zufallsvariablen angewendet.
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QQ-Normal Plot

Der QQ-Normal-Plot (Abbildung 4.5) zeigt, dass auch die Residuen heavier tailed
sind als eine Normalverteilung, da die Punkte an den Rédndern wieder deutlich
von der Linie abweichen. Es ist also auch fiir die Residuen sinnvoll eine GPD-
Verteilung anzupassen.

Sample Quantiles

Theoretical Quantiles

Abbildung 4.5: QQ-Normal Plot der Residuen

mrl-Plot

Mit Hilfe des Mean Residual Life Plots der Residuen wird wie in Kapitel 2.1.1
ein Threshold ausgewihlt. Abbildung 4.6 zeigt den Mean Residual Life Plot und
Abbildung 4.7 zeigt wieder einen Ausschnitt daraus. Aus der Graphik konnte
man die Schwellenwerte 2.45 (gelbe Linie) oder 1.8 (blaue Linie) als geeignete
Werte entnehmen. Diese Werte liegen allerdings nicht in dem von den 90%- und
95%-Quantilen aufgespannten Intervall (1.258764,1.619105) sondern dariiber und
bieten somit zu wenige Uberschreitungen. Ein besserer Threshold ist 1.45 (griine
Linie) oder 1.3 (rote Linie). Fiir diese Werte erhilt man 82 bzw. 111 Uberschreitun-
gen und sie liegen beide in dem von den 90%- und 95%-Quantilen aufgespannten
Intervall. Fiir die weiteren Berechnungen wurde der Threshold 1.3 ausgewéhlt.

Alternativ wurde ein tcplot betrachtet, aber dieser fiithrt zu einem dhnlichen Thres-
hold und wird deshalb hier nicht weiter aufgefiihrt.

Maximum-Likelihood-Schitzung

Nachdem der Threshold gewéhlt wurde, kénnen wie in Abschnitt 2.2 durch eine
Maximum-Likelihood-Schétzung Schitzer fiir £ und S berechnet werden. R gibt
folgende Werte aus:



4.2 Residuen

Mean Residual Life Plot

Mean Excess
2

Threshold

Abbildung 4.6: Mean Residual Life Plot der Residuen
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Abbildung 4.7: Ausschnitt aus dem Mean Residual Life Plot der Residuen
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Threshold: 1.3

Anzahl der Exzesse: 111

¢ 0.01012838

£ 0.57002697

¢ 0.10093950

£ 0.07898203
0.01018878  -0.005755520
-0.00575552 0.006238161

Als Schitzer fiir £ wurde der Wert 0.01012838 ermittelt und als Schétzer fir
0.57002697. Der Threshold 1.3 ist automatisch wieder der Schétzer fiir p. Leider
ist die Standardabweichung des Schéatzers fiir ¢ sehr hoch. Dies ldsst sich jedoch
nicht immer vermeiden, da der Schétzer fiir £ sehr klein ist. Dariiber hinaus ergibt
die Uberpriifung der Anpassung, die als niichstes folgt, ein sehr gutes Ergebnis.
Daher kann davon ausgegangen werden, dass die Maximum-Likelihood Schitzung
trotzdem gut gelungen ist.

Parameterschitzer:

Standardabweichung der Schétzer:

Varianz-Kovarianzmatrix:

4.2.3 Uberpriifung der Anpassung
Histogramm

Die Anpassung wird durch ein Histogramm iiberpriift. Abbildung 4.8 zeigt das
Histogramm der Residuen mit der Dichte der geschiitzten Verteilung (links) und
die empirische Verteilungsfunktion der Residuen mit der geschétzten Verteilungs-
funktion (rechts). In beiden Abbildungen ist zu sehen, dass die Verteilung sehr
gut an die Daten angepasst ist.

o _
- 5§ 2
o £ °
L 4 7] 2 —
5 )
o S o
o 5 2 o 7]
S 7 2
o _
>
o _| o _|
© T T 1 © T T T T T T T
2 3 4 5 1.0 2.0 3.0 4.0
Residuen Residuen

Abbildung 4.8: Histogramm der Residuen mit der Dichte der geschitzten Vertei-
lung (links) und empirische Verteilungsfunktion der Residuen mit
der geschitzten Verteilungsfunktion (rechts).
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Kolmogorov-Smirnov-Test

Ein Kolmogorov-Smirnov-Test mit einem p-Wert von 0.9994 bestétigt dieses Er-
gebnis.

4.2.4 Value at Risk der Residuen

Mit der angepassten Verteilung kann nun, wie in Kapitel 2.4, mit der Formel

~

2, = u+§ ((%(1 —q))é— 1)

der Value at Risk der Residuen berechnet werden. In Tabelle 4.3 sind die Ergeb-
nisse fiir verschiedene Konfidenzintervalle aufgelistet.

q Zq

95% | 1.625611
99% | 2.555904
99.9% | 3.913498
99.99% | 5.303125

Tabelle 4.3: Value at Risk der Residuen unter Annahme GPD verteilter Residuen
(fiir verschiedene Konfidenzintervalle).

Der Value at Risk héngt wieder stark vom Konfidenzintervall ab. Fiir ¢ = 95%
betriagt er nur 1.625611 und fiir ¢ = 99.99% mit 5.303125 mehr als das Dreifache.
Diese Werte sind aber noch nicht sehr aussagekraftig, da sie ,nur ein Zwischen-
ergebnis fiir die Schitzung des VaR der gesamten Zeitreihe sind.

Zum Vergleich wurde zusétzlich der Value at Risk der Residuen unter Annahme
einer Normalverteilung berechnet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.4 aufgelistet.
Auch diese Werte sind noch nicht sehr aussagekriftig. Sie werden aber fiir einen

q Zq

95% | 1.577590
99% | 2.259068
99.9% | 3.022934
99.99% | 3.651703

Tabelle 4.4: Value at Risk der Residuen unter Annahme normal verteilter Residu-
en (fiir verschiedene Konfidenzintervalle).

spéteren Vergleich der Methoden benétigt. Im Vergleich der beiden Tabellen (4.3
und 4.4) ist aber, wie schon in Kapitel 2, zu sehen, dass der VaR fiir eine GPD
Verteilung teilweise deutlich grofer ist, als der VaR einer Normalverteilung.
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4.2.5 Expected Shortfall der Residuen

Schlielich wird mit der Formel
ElZ|Z > 2] = —1 4 B=&
1-¢ 1-¢
wie in Kapitel 2.4, der ES der Residuen berechnet. Die Ergebnisse fiir verschiedene

Konfidenzintervalle sind in Tabelle 4.5 aufgelistet. Auch hier hingen die Werte
stark vom Konfidenzintervall ab.

q ElZ]Z > 2]
95% | 2.204803
99% | 3.144614
99.9% | 4.516099
99.99% [ 5.919945

Tabelle 4.5: Expected Shortfall der Residuen unter Annahme GPD verteilter Re-
siduen (fiir verschiedene Konfidenzintervalle).

Tabelle 4.6 zeigt den ES der Residuen unter der Annahme, dass die Residuen
normalverteilt sind. Insgesamt ist beim ES dasselbe Verhalten wie beim VaR zu
beobachten, er variiert sehr stark bei Veranderung des Konfidenzintervalls und
der ES unter Annahme normalverteilter Daten ist immer kleiner als der ES unter
Annahme GPD verteilter Daten.

g E[Z1Z > %]
95% 1.995439
99% 2.597926
99.9% | 3.299785
99.99% | 3.891160

Tabelle 4.6: Expected Shortfall der Residuen unter Annahme normalverteilter Re-
siduen (fiir verschiedene Konfidenzintervalle).

4.3 Bedingter Value at Risk

Der bedingte Value at Risk kann jetzt durch Zusammensetzen der Ergebnisse
berechnet werden. Es gilt nach (3.11) aus Kapitel 3.2

~t ~ ~ A
Ty = [h+1 + Oty12g,
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wobei 41 = ¢X; und Opq = G + Guef + 362 und %, ist der VaR der Residuen
fiir das Konfidenzintervall ¢, der aus Tabelle 4.3 entnommen werden kann. Da es
sich nun um einen bedingten VaR, also ein dynamisches Verfahren handelt, erhalt
man jetzt keine Zahl mehr, sondern eine Funktion.

bedingter GPD 95% VaR bedingter GPD 99% VaR
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Abbildung 4.9: Log-Renditen mit den Schitzern fiir den bedingten VaR
unter Annahme GPD verteilter Residuen fiir verschiedene
Konfidenzintervalle.

Abbildung 4.9 zeigt den geschétzten bedingten Value at Risk fiir die verschiedenen
Konfidenzintervalle zusammen mit den Log-Renditen. Es ist zu sehen, dass sich
der VaR sehr gut an die Log-Renditen anpasst und sehr schnell auf Volatilitats-
veranderungen reagiert. Fiir ein Konfidenzintervall von 95% gibt es noch einige
sogenannte Stérungen, d.h. Werte, fiir die der geschétzte VaR kleiner ist als die
Log-Rendite, also & < xy,1. Aber fiir ein Konfidenzintervall von 99.9% ist der
VaR schon sehr ,sicher. Er weist nur 2 Stoérungen auf. Fiir ein Konfidenzintervall
von 99.99% gibt es sogar gar keine Storungen mehr.
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Vergleich GPD und Normalverteilung
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Abbildung 4.10: Log-Renditen mit dem bedingten VaR unter Annahme GPD
verteilter Residuen (blau) und dem bedingten VaR unter
Annahme normalverteilter Residuen (pink) (fiir verschiedene
Konfidenzintervalle).

Abbildung 4.10 zeigt fiir die verschiedenen Konfidenzintervalle die Log-Renditen
mit dem bedingten VaR unter der Annahme, dass die Residuen GPD-verteilt sind
(kurz: bedingter GPD VaR) (blau) und den bedingten VaR unter der Annah-
me normalverteilter Residuen (kurz: bedingter normal VaR) (pink). Beide VaR-
Funktionen liefern gute Ergebnisse. Fiir ein Konfidenzintervall von 95% liegen
die Graphen fast genau iibereinander, es gibt also keine grofien Unterschiede. Bei
einem Konfidenzintervall von 99.9% oder 99.99% ist schon ein deutlicherer Un-
terschied zu erkennen. Hier liegt der bedingte GPD VaR immer leicht {iber dem
bedingten normal VaR, d.h. er ist etwas konservativer. Beim 99.99% normal VaR
treten allerdings noch Stérungen (2) auf, was beim 99.99% GPD VaR nicht der
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Fall ist. Beide VaR-Funktionen reagieren aber sehr gut auf die Volatilitdtsschwan-
kungen.

Vergleich bedingter und unbedingter VaR
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Abbildung 4.11: Log-Renditen mit dem bedingten VaR unter Annahme GPD ver-
teilter Residuen (blau) und dem unbedingten VaR unter Annah-
me GPD verteilter Zufallsvariablen (aus Kapitel 2) (pink).

In Abbildung 4.11 ist der bedingte GPD VaR (blau) im Vergleich zum unbedingten
GPD VaR (aus Kapitel 2.4) (pink) fiir verschiedene Konfidenzintervalle in die
Graphik der Log-Renditen eingezeichnet. Gerade bei einem Konfidenzintervall von
99% ist sehr gut zu sehen, dass der bedingte und der unbedingte VaR gleich
oft Storungen aufweisen. Aber wenn eine Storung auftritt, iiberschreitet die Log-
Rendite den unbedingten VaR teilweise schon sehr deutlich. Der bedingte VaR
wird hingegen immer nur ganz leicht i{iberschritten. Bei einem Konfidenzintervall
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von 99.99% ist sehr gut zu sehen, dass der unbedingte VaR weit iiber den Daten
liegt. Der bedingte VaR liegt zwar auch immer iiber den Log-Renditen, aber er
liegt die meiste Zeit deutlich unter dem unbedingten VaR und beschreibt das
Risiko grofer Verluste in diesem Fall besser.
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Abbildung 4.12: Log-Renditen mit dem bedingten und unbedingten VaR unter
Annahme GPD verteilter und normalverteilter Residuen bzw.
Zufallsvariablen.

Abbildung 4.12 zeigt noch einmal speziell fiir ein 99%-Konfidenzintervall den be-
dingten GPD VaR (blaue durchgezogene Kurve), den bedingten normal VaR (pin-
ke durchgezogene Kurve), den unbedingten GPD VaR (blaue gestrichelte Linie)
und den unbedingten normal VaR (pinke gestrichelte Linie) im Vergleich. Am
besten schneidet in diesem Vergleich der bedingte GPD VaR ab. Er hat zwar
genausoviele Storungen (nédmlich 12) wie der unbedingte GPD VaR, aber die Log-
Renditen iiberschreiten diesen VaR immer nur leicht. Der bedingte normal VaR
zeigt mit 20 Storungen eine deutlich schlechtere Risikoabschéitzung und der un-
bedingte normal VaR schneidet mit 23 Stérungen am schlechtesten ab. Insgesamt
ist aus diesem Ergebnis festzuhalten, dass der VaR unter Annahme einer GPD
Verteilung im bedingten und unbedingten Fall ein besseres Ergebnis liefert als der
VaR unter Annahme einer Normalverteilung.
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4.4 Bedingter Expected Shortfall

Im Folgenden wird der bedingte Expected Shortfall genauer betrachtet. Dieser
ergibt sich durch Einsetzen der Ergebnisse in

St = jus1 + 01 E[Z | Z > 2],

wobei ji, 11 = 6X; und 62, = G + G162 + 62 und E[Z | Z > 2,] ist der ES der
Residuen fiir das Konfidenzintervall ¢, der aus Tabelle 4.5 abgelesen werden kann.
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Abbildung 4.13: Log-Renditen mit den Schitzern fiir den bedingten ES
unter Annahme GPD verteilter Residuen fiir verschiedene
Konfidenzintervalle.

Abbildung 4.13 zeigt die Log-Renditen mit dem bedingten ES fiir verschiedene
Konfidenzintervalle. Auch hier ist zu sehen, dass die Abschitzung recht gut ge-
lungen ist und der ES schnell auf Volatilitdtsschwankungen reagiert.
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Vergleich GPD und Normalverteilung

Abbildung 4.14 zeigt den bedingten GPD ES (blaue Linie) und den bedingten
normal ES (pinke Linie). Im Vergleich der Verteilungen ist dasselbe Verhalten wie
beim VaR (Abbildung 4.10) zu beobachten, nur dass der bedingte ES hoher iiber
den Log-Renditen liegt als der bedingte VaR. Dies folgt aber aus der Definition
des ES.
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Abbildung 4.14: Log-Renditen mit dem bedingten ES unter Annahme GPD
verteilter Residuen (blau) und mit dem bedingten ES unter
Annahme normalverteilter Residuen (pink) (fiir verschiedene
Konfidenzintervalle).
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Vergleich VaR und ES

Dass der bedingte ES hoher iiber den Log-Renditen liegt als der bedingte VaR,
wird in Abbildung 4.15 verdeutlicht. Denn dort ist der bedingte GPD VaR (blau)
und der bedingte GPD ES (pink) fiir verschiedene Konfidenzintervalle zusammen
mit den Log-Renditen abgebildet.
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Abbildung 4.15: Log-Renditen mit dem bedingten Value at Risk (blau) und dem
bedingten Expected Shortfall (pink) unter Annahme GPD ver-
teilter Residuen (fiir verschiedene Konfidenzintervalle).

In Abbildung 4.16 wurde speziell fiir ein Konfidenzintervall von 99% der bedingte
VaR (blaue durchgezogene Kurve), der unbedingte VaR (blaue gestrichelte Linie),
der bedingte ES (pinke durchgezogene Kurve) und der unbedingte ES (pinke ge-
strichelte Linie) (alles unter Annahme einer GPD Verteilung) in die Graphik der
Log-Renditen eingezeichnet. Hier ist sehr schon zu sehen, dass der bedingte VaR
und der bedingte ES sehr nah beieinander liegen. Zwischen dem unbedingten VaR
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und dem unbedingten ES liegt ein grofserer Abstand. Das liegt an dem schon er-
wahnten ,Phinomen”, dass der unbedingte VaR, wenn er {iberschritten wird, meist
deutlich tiberschritten wird, was beim bedingten VaR nicht der Fall ist. Da der ES
nach Definition der erwartete Verlust, gegeben dass der VaR iiberschritten wurde
ist, liegt dieser im unbedingten Fall deutlicher iiber dem VaR als im bedingten
Fall.
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Abbildung 4.16: Log-Renditen mit dem bedingten und unbedingten VaR und ES
unter Annahme GPD verteilter Residuen bzw. Zufallsvariablen
(fiir ein Konfidenzintervall von 99%)

4.5 AbschlieRender Vergleich

Insgesamt kann aus den Graphiken gefolgert werden, dass der bedingte GPD VaR
das Risiko grofer Verluste am besten beschreibt. Um dies zu verdeutlichen wurden
mit R die Stérungen (also die Werte fiir die 441 > .i?:f] gilt) fiir die verschiedenen
Methoden und Konfidenzintervalle gezahlt und in Tabelle 4.7 aufgelistet. In den
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Klammern hinter den Werten sind die gerundeten Prozentzahlen aufgelistet, also

der Anteil der Storungen im Vergleich zur Linge des Datensatzes.

Storungen | bedingter | unbedingter | bedingter | unbedingter

GPD VaR | GPD VaR | normal VaR | normal VaR

95% | 62 (0.0493) | 63 (0.0502) | 69 (0.0549) | 72 (0.0573)

99% | 12 (0.0096) | 12 (0.0096) | 20 (0.0159) | 23 (0.0183)
99.9% | 2 (0.0016) | 0 (0.0000) 5 (0.0040) 8 (0.0063)
99.99% | 0 (0.0000) | 0 (0.0000) 2 (0.0016) 6 (0.0048)

Tabelle 4.7: Anzahl der Storungen fiir die verschiedenen Methoden und Konfi-
denzintervalle. In Klammern steht der Anteil der Stérungen im Ver-
gleich zur Liange des Datensatzes.

Im Vergleich der Anzahl der Stérungen schneiden der bedingte GPD VaR und der
unbedingte GPD VaR am besten ab. Sie liegen, was die Anzahl der Stérungen
angeht, sehr nah beieinander. Wie in den Abbildungen gesehen, wird der unbe-
dingte VaR bei einer Stérung aber im Durchschnitt deutlich mehr iiberschritten
als der bedingte VaR, da er nicht so schnell auf Volatilitdtsschwankungen reagiert.
Dies wird durch die Betrachtung des ES noch verdeutlicht. Deshalb schneidet der
bedingte VaR in diesem Vergleich besser ab, als der unbedingte VaR. Der VaR
unter Annahme einer Normalverteilung zeigt ein deutlich schlechteres Ergebnis.
Die Anzahl der Storungen liegt in allen Fillen iiber der Anzahl der Stérungen
des GPD VaR, wobei der unbedingte normal VaR noch ein schlechteres Ergebnis
liefert, als der bedingte normal VaR.

Dieses Ergebnis bestétigt die Aussage, dass eine GPD Verteilung Log-Rendite
Daten besser beschreibt als eine Normalverteilung und dass die POT Methode fiir
iid Folgen und fiir stetige Zeitreihen eine sehr gute Abschéitzung der Daten liefert.
Insgesamt ist bei dieser Art von Daten die POT Methode fiir stetige Zeitreihen zu
praferieren. Trotz der Abhéngigkeitsstruktur der Daten liefert die POT Methode
fiir iid Folgen aber auch noch sehr gute Ergebnisse.
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Das in Kapitel 3 und 4 vorgestellte Verfahren ist ein gingiges Verfahren um den
VaR von stationdren Zeitreihen zu schitzen. An dieser Stelle soll aber noch einmal
auf die Signifikanz des Parameters ¢ eingegangen werden. Da fiir diesen Parameter
bei dem vorliegenden Beispiel der DAX-Abschlusswerte bei der Pseudo-Maximum-
Likelihood Schatzung, in Abschnitt 4.1, ein sehr hoher Signifikanzcode ausgegeben
wurde, soll in diesem Kapitel kritisch hinterfragt werden, ob der AR(1)-Prozess in
diesem Fall fiir die Anpassung benotigt wird. Dariiber hinaus stellt sich die Frage,
ob der AR(1)-Prozess die Log-Renditen gut abbildet, da diese, wie in den acf-plots
(Abbildung 4.3) gesehen, annidhernd unkorreliert sind und diese Eigenschaft nicht
durch den AR-Prozess abgebildet wird. Um diesen Fragen nachzugehen wird in
diesem Kapitel ,nur” ein GARCH(1,1)-Prozess an die Log-Renditen angepasst und
die Ergebnisse werden mit denen aus Kapitel 4 verglichen.

5.1 Anpassung eines GARCH(1,1)-Prozesses

Im Gegensatz zum géngigen Verfahren ist p; in dieser Anwendung konstant. Als
Wert fiir ;o wird der Erwartungswert der Log-Renditen verwendet. Dieser betragt
—0.0008242146. Dementsprechend haben die Log-Renditen die Gestalt

Xt:M+€t,

wobei ¢, = 0,Z; mit 02 = ap+ ay€er_; + o, wieder ein GARCH(1,1)-Prozess ist.
Es wird also ein GARCH(1,1)-Prozess an die Mittelwert-bereinigte Folge
X; — p angepasst.

Die Pseudo-Maximum-Likelihood Schéitzung mit R liefert folgende Schétzer:

Schétzer Standard- t-Wert | Signifikanzcode
abweichung
ap | 0.00000258386 | 0.000001012 | 2.554 | 0.0107 *
aq | 0.0944175 0.01727 5.468 | 0.0000000454 ***
B | 0.89665 0.01785 50.228 | < 2% 10716 #¥*

Tabelle 5.1: Ergebnisse der Pseudo-Maximum-Likelihood Schétzung
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Die Ergebnisse fiir die Parameter o, a; und ( liegen sehr nah an den Werten aus
der AR(1)-GARCH(1,1)-Anpassung aus Kapitel 4.1. Auch die Signifikanzcodes
fiir a; und B sind wieder sehr gut.

Mit den geschétzten Parametern kann mit

2 2 2
oy = ap+ a6, + Po;_,

wieder rekursiv der Schétzer fiir (64,1, ..., 0¢) berechnet werden. Auch hier wurde
Null als Startwert gewihlt.

5.2 Residuen

Als nachstes werden die Residuen berechnet. Diese erhilt man in diesem Fall durch

[ Tt—nt1 — M Ty — |
(thn+17---7zt> = = g ey ~ .
Ot—n+1 Ot

Residuen

Residuen
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Abbildung 5.1: Residuenplot

Abbildung 5.1 zeigt den Plot der Residuen. Im Vergleich mit dem Plot der Resi-
duen aus Kapitel 4.2 (Abbildung 4.2) sind auf den ersten Blick keine Unterschiede
zu erkennen. Selbst wenn beide Graphiken iibereinander gelegt werden, sind nur
minimale Unterschiede zu beobachten. Im Durchschnitt unterscheiden die Werte
sich um 0.06599787 und der maximale Unterschied betragt 0.1755684.

5.2.1 Uberpriifung der Unabhingigkeit der Residuen

Die Unabhéangigkeit der Residuen wird mit einem acf-plot und einigen Ljung-
Box-Tests iiberpriift. Abbildung 5.2 zeigt die acf-plots der quadrierten Residuen
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fiir die Lag-Léngen 30 (links) und 21/1256 (rechts). Die Autokorrelationen liegen
ungefdhr in dem vorgegebenen Intervall. Somit konnen die Residuen als anndhernd
unabhangig angenommen werden.
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Abbildung 5.2: acf-plot der quadrierten Residuen fiir die Lag-Léngen 30 (links)
und 2v/1256 (rechts).

Zusatzlich wurden wieder einige Ljung-Box-Tests fiir verschiedene Lag-Lingen
durchgefiihrt um die Unabhéngigkeit zu iiberpriifen. Die Ergebnisse sind in Ta-
belle 5.2 aufgefiihrt. Auch hier liegen die p-Werte alle {iber 0.05 und somit kann
die Nullhypothese der Unabhéngigkeit zu keinem der iiblichen Niveaus abgelehnt
werden.

Schliefslich wird die Stationaritit iiberpriift. Es gilt
a1 + 8 =0.0944175 4 0.89665 = 0.9910675 < 1,

daher kann davon ausgegangen werden, dass die Anpassung strikt stationér ist.

5.2.2 Anwendung der POT-Methode auf die Residuen

Der QQ-Normal-Plot (Abbildung 5.3) zeigt wie bei den anderen Anwendungen,
dass die Residuen an den Enden deutlich von der Linie abweichen. Eine Normal-
verteilung wiirde die Tails der Verteilung also nicht sehr gut beschreiben.

Um einen Threshold zu wéhlen wird wieder der Mean Residual Life Plot der Resi-
duen ausgegeben. Abbildung 5.4 zeigt einen Ausschnitt aus dem mrl-plot mit den
moglichen Thresholds 2.51 (gelbe Linie), 2.155 (blaue Linie), 1.75 (griine Linie)
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Lag-Lange | p-Wert
50 | 0.4284
24/(1256) | 0.2404
100 | 0.2151
150 | 0.2136
200 | 0.4121
250 | 0.3583
300 | 0.606
400 | 0.6928
500 | 0.4941
600 | 0.8272
700 | 0.797
800 | 0.7287
900 | 0.7791
1000 | 0.8652
1100 | 0.8735
1200 | 0.9254

Tabelle 5.2: Ljung-Box-Test Ergebnisse fiir verschiedene Lag-Langen

Sample Quantiles

Abbildung 5.3: QQ-Normal-Plot der Residuen
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und 1.3 (rote Linie). In dem von den 90%- und 95%-Quantilen aufgespannten In-
tervall (1.31561,1.68296) liegt aber nur der Wert 1.3. Dieser wird fiir die weiteren
Berechnungen als Threshold gesetzt.

Mean Residual Life Plot

15

Mean Excess

Threshold

Abbildung 5.4: Ausschnitt aus dem Mean Residual Life Plot der Residuen.

Die Maximum-Likelihood Schétzung liefert folgende Parameterschitzer:

Threshold: 1.3
Anzahl der Exzesse: 132

.. ) & 0.0742653
Parameterschatzer: B 0.5055251

¢ 0.10378328
B 0.06839695
0.010770968  -0.005139739
-0.005139739  0.004678143

Standardabweichung der Schéatzer:

Varianz-Kovarianzmatrix:

In diesem Fall ist der {-Parameter deutlich grofier als der (-Parameter der GPD-
Anpassung aus der herkommlichen Anwendung in Kapitel 4.2.2. Der S-Parameter
ist ungefdhr gleich grof. Fiir die angepasste Verteilung heift das, dass die Tails
der Verteilung in diesem Fall grofer sind als die der GPD-Verteilung aus Kapitel
4.2.2. Die Lage und die Streckung ist bei beiden Verteilungen ungefiahr gleich.

Die Uberpriifung der Anpassung liefert auch fiir diese Anpassung gute Resultate.
Abbildung 5.5 zeigt das Histogramm der Residuen mit der Dichte der geschatzten
Verteilung (links) und die empirische Verteilungsfunktion der Residuen mit der
geschiitzten Verteilungsfunktion (rechts). Es ist zu erkennen, dass die Verteilung
gut an die Daten angepasst ist.

Auch ein Kolmogorov-Smirnov-Test liefert einen p-Wert von 0.986 und somit ein
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Abbildung 5.5: Histogramm der Residuen mit der Dichte der geschitzten Vertei-
lung (links) und die empirische Verteilungsfunktion der Residuen
mit der geschitzten Verteilungsfunktion (rechts).

sehr gutes Ergebnis. Insgesamt ist die Anpassung der Verteilung an die Daten also
sehr gut gelungen.

5.2.3 VaR und ES der Residuen

Mit der geschétzten Verteilung kann jetzt der Value at Risk und der Expected
Shortfall der Residuen berechnet werden. Die Tabellen 5.3 und 5.4 zeigen die
Ergebnisse fiir verschiedene Konfidenzintervalle.

q Zq

95% | 1.686079
99% | 2.599328
99.9% | 4.111107
99.99% | 5.904823

Tabelle 5.3: Value at Risk der Residuen unter Annahme GPD verteilter Residuen
(fiir verschiedene Konfidenzintervalle).

Zusitzlich wurde wieder der VaR und der ES unter der Annahme normalverteilter
Residuen berechnet (Tabelle 5.5 und 5.6).
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g E[Z1Z > %)
95% 2.263132
99% 3.249644
99.9% | 4.882703
99.99% | 6.820316

Tabelle 5.4: Expected Shortfall der Residuen unter Annahme GPD verteilter Re-
siduen (fiir verschiedene Konfidenzintervalle).

q Zq

95% 1.647469
99% 2.330626
99.9% | 3.096374
99.99% | 3.726692

Tabelle 5.5: Value at Risk der Residuen unter Annahme normalverteilter Residuen
(fiir verschiedene Konfidenzintervalle).

q E(Z]Z > %)
95% 2.066348
99% 2.670319
99.9% | 3.373907
99.99% | 3.966740

Tabelle 5.6: Expected Shortfall der Residuen unter Annahme normalverteilter Re-
siduen (fiir verschiedene Konfidenzintervalle).
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Insgesamt liegt der VaR und der ES der Residuen fiir diese Anpassung immer
leicht iiber dem VaR und dem ES der Residuen aus Kapitel 4.2.4 und 4.2.5.

5.3 Bedingter VaR und ES

Der bedingte VaR kann wie in Kapitel 4.3 durch Zusammensetzen der Ergebnisse
berechnet werden. In diesem Fall muss p;,1 durch die Konstante p ersetzt werden.
Es gilt also

o ~ ~
Ty = [+ Oty12g,

wobei 62, = g+ a1€2 + 62 und 2, ist der VaR der Residuen fiir das Konfidenz-
intervall ¢, der aus Tabelle 5.3 entnommen werden kann.

Ebenso wird der bedingte ES durch Einsetzen der Schéitzer fiir p, 6441 und
ElZ|Z > %] in

S:; =u+ 5't+1E[Z|Z > é’q]

berechnet.

Abbildung 5.6 zeigt fiir verschiedene Konfidenzintervalle den bedingten GPD VaR
der GARCH(1,1)-Anpassung (blau) im Vergleich zum bedingten GPD VaR der
AR(1)-GARCH(1,1)-Anpassung (pink) aus Abschnitt 4.3. Fiir die Konfidenzin-
tervalle 95%, 99% und 99.9% sind im Prinzip keine Unterschiede zu erkennen, die
blaue Funktion liegt in diesen Fillen fast genau iiber der pinken Funktion. Nur
bei ganz genauem Hinschauen sind minimale Unterschiede zu erkennen. Bei einem
Konfidenzintervall von 99.99% sind hingegen schon etwas deutlichere Unterschiede
zu sehen. Dort liegt der bedingte VaR der GARCH-Anpassung immer leicht iiber
dem bedingten VaR der AR-GARCH-Anpassung. Insgesamt ist aber zu sehen,
dass aus beiden Methoden ein guter Schitzer resultiert.

Der Vergleich zwischen dem bedingten normal VaR der GARCH(1,1)-Anpassung
(blau) und dem bedingten normal VaR der AR(1)-GARCH(1,1)-Anpassung (pink)
(wieder fiir verschiedene Konfidenzintervalle) ist in Abbildung 5.7 zu sehen. In
diesem Fall ist nur die blaue Funktion zu erkennen, weil beide VaR-Funktionen
genau iibereinander liegen, d.h. unter der Annahme normalverteilter Residuen
liefern beide Methoden dasselbe Ergebnis.

Der gleiche Vergleich wurde auch fiir den bedingten Expected Shortfall durch-
gefiihrt. Abbildung 5.8 zeigt dazu den bedingten GPD ES der GARCH(1,1)-
Anpassung (blau) im Vergleich zum bedingten GPD ES der AR(1)-GARCH(L,1)-
Anpassung (pink) fiir verschiedene Konfidenzintervalle. Hier ist das gleiche Verhal-
ten wie beim VaR zu erkennen. Fiir die Konfidenzintervalle 95%, 99% und 99.9%
ist praktisch kein Unterschied zu sehen. Lediglich bei einem Konfidenzintervall
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von 99.99% liegt der bedingte GPD ES der GARCH(1,1)-Anpassung leicht iiber
dem bedingten GPD ES der AR(1)-GARCH(1,1)-Anpassung.

Auch die Betrachtung der ES-Funktionen unter Annahme normalverteilter Re-
siduen liefert dasselbe Ergebnis wie beim Vergleich der VaR-Funktionen unter
Annahme normalverteilter Residuen. Abbildung 5.9 zeigt den bedingten normal
ES der GARCH(1,1)-Anpassung (blau) und den bedingten normal ES der AR(1)-
GARCH(1,1)-Anpassung (pink) (fiir verschiedene Konfidenzintervalle). Da die bei-
den Funktionen wieder genau iibereinander liegen, ist nur die blaue Funktion zu
erkennen.
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Abbildung 5.6: Log-Renditen mit den Schétzern fiir den bedingten GPD VaR
der AR(1)-GARCH(1,1)-Anpassung (pink) und den bedingten
GPD VaR der GARCH(1,1)-Anpassung (blau) (fiir verschiedene

Konfidenzintervalle).
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Abbildung 5.7: Log-Renditen mit den Schétzern fiir den bedingten normal VaR
der AR(1)-GARCH(1,1)-Anpassung (pink) und den bedingten
normal VaR der GARCH(1,1)-Anpassung (blau) (fiir verschiedene
Konfidenzintervalle).
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Abbildung 5.8: Log-Renditen mit den Schitzern fiir den bedingten GPD ES
der AR(1)-GARCH(1,1)-Anpassung (pink) und den bedingten
GPD ES der GARCH(1,1)-Anpassung (blau) (fiir verschiedene
Konfidenzintervalle).
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Abbildung 5.9: Log-Renditen mit den Schétzern fiir den bedingten normal ES
der AR(1)-GARCH(1,1)-Anpassung (pink) und den bedingten
normal ES der GARCH(1,1)-Anpassung (blau) (fiir verschiedene
Konfidenzintervalle).
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Zahlt man fiir die einzelnen Methoden und Konfidenzintervalle wieder die St6-
rungen, also die Werte fiir die x;,1 > .f?f] gilt, erhdlt man ein dhnliches Ergebnis
wie in Abschnitt 4.5. Der bedingte GPD VaR der GARCH(1,1)-Anpassung lie-
fert fiir jedes Konfidenzintervall exakt die gleiche Anzahl an Stérungen wie der
bedingte GPD VaR der AR(1)-GARCH(1,1)-Anpassung. Beim bedingten normal
VaR der GARCH(1,1)-Anpassung sieht es dhnlich aus, dort tritt bei einigen Kon-
fidenzintervallen lediglich eine Storung mehr als beim bedingten normal VaR der
AR(1)-GARCH(1,1)-Anpassung auf.

5.4 AbschlieRender Vergleich

Abschliefsend soll die Frage gekldrt werden, welche Parameter ausschlaggebend
sind fiir die leichten Abweichungen zwischen den Methoden. Wie bereits festge-
stellt, liegen die Schitzer des GARCH(1,1)-Prozesses, also ap, a; und f fiir beide
Methoden sehr nah beieinander. Daher sind die Werte fiir o; im Vergleich auch
sehr dhnlich. Eine leichte Abweichung gibt es bei y; bzw. p, denn beim bedingten
VaR der GARCH(1,1)-Anpassung ist u konstant —0.0008242146. Beim bedingten
VaR der AR(1)-GARCH(1,1)-Anpassung hingegen nimmt u; verschiedene Wer-
te an. Dabei betrigt p; im Durchschnitt ca. —0.00001230768 und ist somit im
Durchschnitt etwas grober als das g der GARCH(1,1)-Anpassung. Der kleins-
te Wert, den p, in dieser Anpassung annimmt, ist —0.0008807802. Dieser Wert
liegt nah an p, ist aber noch etwas kleiner. Also ist festzuhalten, dass das p, fiir
die AR(1)-GARCH(1,1)-Schitzung insgesamt etwas grofer ist als das p fiir die
GARCH(1,1)-Schéatzung. Dieser Unterschied macht aber im Vergleich des beding-
ten VaR und ES der Methoden nicht viel aus, da p bzw. u; in der Formel des
bedingten VaR (bzw. des bedingten ES) jnur“ hinzu addiert wird und die Abwei-
chungen im Vergleich zu den anderen Werten minimal sind. Entscheidender ist
der Unterschied des VaR und des ES der Residuen. Dieser betrigt z.B. fiir den
99.99% GPD ES 0.900371 und fiir den 99.99% GPD VaR 0.601698. Dies sind die
grokten Unterschiede im Vergleich des VaR und des ES der Residuen. Fiir diese
beiden Mafe sind auch in den Abbildungen (Abbildung 5.6 und 5.8) Unterschiede
zu erkennen. Minimale Unterschiede sind auch beim bedingten 99.9% GPD VaR
und beim bedingten 99.9% GPD ES zu erkennen. Hier betridgt der Unterschied
des VaR bzw. des ES der Residuen 0.197609 bzw. 0.3410931. Bei den anderen Ver-
gleichen war kein Unterschied in den Abbildungen des bedingten VaR bzw. des
bedingten ES zu erkennen. Der Unterschied des VaR bzw. des ES der Residuen
ist in diesen Féllen auch immer kleiner als 0.11. In den meisten Féllen ist er sogar
deutlich kleiner als 0.11 und liegt ca. bei 0.07.

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass die Berechnung der Residuen und die ent-
sprechende GPD Anpassung mit der schlieklich der VaR und der ES der Residuen
geschétzt wird, entscheidend fiir die Bestimmung des bedingten VaR und des be-
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dingten ES ist. Die Schétzer fiir p; (bzw. ) und o, haben in diesem Vergleich
keine grofse Bedeutung, da sie nur verhéltnismakig kleine Unterschiede aufweisen
und wegen ihrer Groéfe ohnehin nicht wesentlich in die Schatzung eingehen.

Insgesamt kann fiir diesen Beispieldatensatz festgestellt werden, dass fiir die Schit-
zung des bedingten VaR und des bedingten ES auf den AR(1)-Prozess verzichtet
werden kann ohne das Ergebnis zu verschlechtern. Da sich das Ergebnis aber durch
das Weglassen des AR(1)-Prozesses auch nicht verbessert hat, kann ebensogut die
herkdmmliche Methode verwendet werden. Der einzige Vorteil der GARCH(L,1)-
Anpassung ist, dass sie etwas weniger zeitaufwéndig ist, als die AR(1)-GARCH(1,1)-
Anpassung.



Fazit

Ziel dieser Arbeit war es, die Peak over Threshold Methode mit einer Anwen-
dung vorzustellen und zu tberpriifen, ob diese Methode fiir die Abschéitzung von
Renditezeitreihen gute bis sehr gute Resultate liefert.

Dazu wurde die Methode in Kapitel 1 zunéchst fiir den einfachsten Fall, also
unabhangig und identisch verteilte Zufallsvariablen eingefiihrt. Es wurde gezeigt,
wie ein geeigneter Threshold gewihlt werden kann, so dass die Uberschreitungen
dieses Thresholds nach dem Pickands-Balkema-de Haan Theorem durch eine ver-
allgemeinerte Paretoverteilung modelliert werden konnen. Dariiber hinaus wurde
gezeigt, wie die Parameter der verallgemeinerten Paretoverteilung mit Hilfe der
Maximum-Likelihood Methode geschétzt werden, und wie damit der Value at Risk
und der Expected Shortfall der Daten berechnet werden kann. Die Anwendung der
Methode auf die Log-Renditen der DAX-Abschlusswerte vom 01.01.1996 bis zum
31.12.2000 in Kapitel 2 lieferte bereits fiir diesen Fall sehr gute Ergebnisse. Dar-
iiber hinaus wurde, fiir den iid Fall, gezeigt dass die Anpassung einer heavy tail
Verteilung (also in diesem Fall einer verallgemeinerten Paretoverteilung) an die
Daten einen deutlich besseren Schitzer fiir den Value at Risk und den Expected
Shortfall liefert, als die Anpassung einer Normalverteilung.

Da Renditezeitreihen hiufig eine sehr komplexe Abhingigkeitsstruktur aufweisen,
konnten die Ergebnisse noch nicht als zufriedenstellend angesehen werden und
es wurde in Kapitel 3 die Peak over Threshold Methode fiir stationire Zeitrei-
hen eingefiihrt. Dazu wurden zunéchst einige Grundlagen der Zeitreihenanalyse
vorgestellt. Es wurde gezeigt, wie mit Hilfe einer Pseudo-Maximum-Likelihood
Schitzung ein AR(1)-GARCH(1,1)-Prozess an Renditezeitreihen angepasst wer-
den kann und wie mit den Parameterschitzern des AR(1)-GARCH(1,1)-Prozesses
1-Schritt Vorhersagen fiir die bedingte Varianz und den bedingten Erwartungs-
wert geschatzt werden konnen. Dariiber hinaus wurde gezeigt, wie mit Hilfe der
1-Schritt Vorhersagen Residuen berechnet werden konnen, auf die schlieflich die
Peak over Threshold Methode fiir unabhingig und identisch verteilte Zufallsva-
riablen angewendet werden kann. Mit Hilfe des Value at Risk und des Expected
Shortfalls der Residuen wurde eine Formel fiir den bedingten Value at Risk und
den bedingten Expected Shortfall der stationédren Zeitreihe vorgestellt. Die An-
wendung dieser Methode auf die DAX-Abschlusswerte vom 01.01.1996 bis zum
31.12.2000 in Kapitel 4 lieferte auch in diesem Fall sehr gute Ergebnisse. Da
aus dieser Anpassung ein ,yariabler* Value at Risk resultiert, kann dieser sich
schneller an Volatilitdtsschwankungen anpassen und somit das Risiko von Kurs-
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verlusten besser beschreiben als der statische Value at Risk aus der Peak over
Threshold Methode fiir iid Zufallsvariablen. Zusétzlich wurde zum Vergleich wie-
der eine Normalverteilung an die Daten angepasst. Auch hier schnitt die Peak over
Threshold Methode mit der Anpassung einer verallgemeinerten Paretoverteilung
deutlich besser ab.

Weil sich bei der Anpassung des AR(1)-GARCH(1,1)-Prozesses in dem Anwen-
dungsbeispiel herausstellte, dass der AR(1)-Prozess nicht signifikant in die Schét-
zung eingeht, wurde schlieflich in Kapitel 5 noch eine alternative Anwendung der
Peak over Threshold Methode fiir stationire Zeitreihen vorgestellt, bei der ,nur
ein GARCH(1,1)-Prozess an die Log-Renditen der DAX-Abschlusswerte angepasst
wurde. Diese Methode lieferte ein sehr dhnliches Ergebnis wie die herkémmliche
Methode. Nur bei der Betrachtung des Value at Risk oder des Expected Shortfalls
fiir ein Konfidenzintervall von 99.99% waren leichte Unterschiede zwischen den
Methoden zu erkennen.

Insgesamt ist die vorgestellte Peak over Threshold Methode fiir stationére Zeitrei-
hen sehr zu empfehlen. Dabei kann, wenn es die Anpassung zuldsst, auf die Ver-
wendung eines autoregressiven Prozesses verzichtet werden ohne das Ergebnis zu
verschlechtern. Dartiber hinaus liefert die Peak over Threshold Methode fiir un-
abhingig und identisch verteilte Zufallsvariablen, trotz ihrer Einfachheit, verhélt-
nisméfkig gute Ergebnisse und ist daher, z.B. fiir einen schnellen Vergleich zweier
Investitionen, ebenfalls zu empfehlen.



Anhang

Fiir die Anwendung mit R wurden unter anderem folgende Funktionen verwendet:

Aus dem Paket evd:

mrlplot Mit dieser Funktion wird ein Mean Residual Life Plot erstellt.
(Siehe z.B. Abbildung 2.3, S.32)

teplot Die Funktion tcplot erstellt einen Threshold Choice Plot.
(Siehe z.B. Abbildung 2.5 oder Abbildung 2.6, S.34)

hist Mit diesem Befehl kann ein Histogramm erzeugt werden.
(Siehe z.B. Abbildung 2.7 (links), S.36)

plot.ecdf ecdf ist die Abkiirzung fiir empirical cumulative distribution
function. plot.ecdf zeichnet also die empirische Verteilungs-
funktion. (Siehe z.B. Abbildung 2.7 (rechts), S.36)

pgpd gpd bezeichnet die verallgemeinerte Paretoverteilung (genera-
lized pareto distribution) und das p steht fiir die Verteilungs-
funktion. Mit pgpd kann also die Verteilungsfunktion einer
verallgemeinerten Paretoverteilung in eine Graphik eingezeich-
net werden. (Siehe z.B. Abbildung 2.7 (rechts), S.36)

dgpd gpd bezeichnet die verallgemeinerte Paretoverteilung und das
d steht fiir die Dichte. Mit dgpd wird also die Dichte einer
verallgemeinerten Paretoverteilung in eine Graphik
eingezeichnet. (Siehe z.B. Abbildung 2.7 (links), S.36)

Aus dem Paket fGarch:

garchl'it Mit diesem Befehl kann ein GARCH-Prozess (oder auch ein
AR-GARCH-Prozess) an einen Datensatz angepasst werden.
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Aus dem Paket evir:

gpd

riskmeasures

tailplot

gpd.q

gpd.sfall

Mit diesem Befehl kann eine verallgemeinerte Paretoverteilung
an einen Datensatz angepasst werden. In der Standardeinstel-
lung werden die Parameter durch die Maximum-Likelihood-
Methode geschétzt.

Mit riskmeasures kann der Value at Risk und der Expected
Shortfall einer mit gpd angepassten verallgemeinerten
Paretoverteilung berechnet werden. Dabei kénnen verschie-
dene Konfidenzintervalle angegeben werden.

Diese Funktion erstellt einen tailplot einer mit gpd ange-

passten verallgemeinerten Paretoverteilung.
(Siehe z.B. Abbildung 2.8, S.40)

Mit diesem Befehl wird die Profile Likelihood Kurve fiir den
VaR und ein 95%-Konfidenzintervall fiir den Schitzer in die
tailplot-Graphik eingefiigt. (Siehe z.B. Abbildung 2.8, S.40)

Mit diesem Befehl wird die Profile Likelihood Kurve fiir den
ES und ein 95%-Konfidenzintervall fiir den Schitzer in die
tailplot-Graphik eingefiigt. (Siehe z.B. Abbildung 2.8, S.40)

Aus dem Paket stats:

acf

Box.test

gqgnorm

qqline

ks.test

Mit dieser Funktion wird ein Autokorrelationsfunktions-
plot erstellt. (Siehe z.B. Abbildung 4.3, S.69)

Fiihrt einen Box-Pierce- oder einen Ljung-Box-Test fiir eine
angegebene Lag-Lange durch.

Mit dem Befehl qqnorm wird ein QQ-Normal-Plot erstellt.
(siehe z.B. Abbildung 2.2, S.31)

Mit qqline wird eine Linie in den QQ-Normal-Plot eingefiigt
um festzustellen, ob die Werte von der Linie abweichen.
(siehe z.B. Abbildung 2.2, S.31)

Fiihrt einen Kolmogorov-Smirnov-Test fiir einen angegebenen
Datensatz und eine angegebene Verteilung durch.
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