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Einleitung

Fiir Banken und Versicherungen stellen Zinsdnderungen ein grofses Risiko dar. Um sich
gegen dieses Risiko abzusichern, kénnen am Markt geeignete Zinsderivate erworben wer-
den.

So hat das Handelsvolumen von Zinsderivaten in den letzten Jahren enorm zugenommen.
Beispielsweise bewegt sich das Handelsvolumen von Zinsoptionen in der Gréfenordnung
des Jahreshaushalts der Bundesrepublik Deutschland. Dies verdeutlicht die Notwendigkeit
der korrekten Bewertung dieser Zinsderivate. Die Entwicklung aussagekriftiger Zinsstruk-
turmodelle ist also unbedingt erforderlich.

In dieser Arbeit werden zunéichst im ersten Kapitel notwendige Begriffe und Definitio-
nen eingefiihrt.

Im zweiten Kapitel wird das von Heath, Jarrow und Morton [HIM92](1992) entwickel-
te Zinsstrukturmodell eingefiihrt, in welchem die Dynamik der Forward Rates mit Hilfe
eines It0-Prozesses fiir alle Falligkeiten innerhalb eines endlichen Zeithorizonts simultan
modelliert wird. Nach der Definition dieses It6-Prozesses wird zunéchst als ein wichtiges
Hilfsmittel der Satz von Fubini fiir stochastische Integrale eingefiihrt. Anschliefend wird
die Dynamik der Bondpreise, welche sich aus der Dynamik der Forward Rates herleiten
lasst, berechnet. Die simultane Modellierung unendlich vieler Bonds allerdings erfordert
es, eine Driftrestriktion in das Modell einzufiihren. Nur wenn diese Driftrestriktion erfiillt
ist, ist das Modell arbitragefrei. Die Driftrestriktion besagt, dass die Drift der Forward
Rates nur von der Volatilitdt abhéangt.

Néaher betrachtet werden Gaukmodelle als Spezialfille des HJM-Modells und es wird ge-
zeigt, wie ausgewahlte Short Rate Modelle aus dem HJM-Modell abgeleitet werden kon-
nen. Ein besonderer Fokus wird hier auf die Beantwortung der Frage gelegt, wann die
aus dem HJM-Modell hergeleitete Short Rate die Markoveigenschaft erfiillt. Es wird kurz
beschrieben, wie HJM-Modelle kalibriert werden kénnen.

Das dritte Kapitel beschéiftigt sich mit dem LIBOR Markt Modell, welches 1997 von
Brace, Gatarek und Musiela [BGM97| hergeleitet wurde. Die zugrunde liegende Idee ist
es, statt der kurzfristigen Zinsen den LIBOR als diskreten Zinssatz zu betrachten. Der
LIBOR kann dann jeweils unter einem eigenen Wahrscheinlichkeitsmafs lognormalverteilt
modelliert werden. Auf diese Weise erhélt man die Formel von Black und Scholes fiir
Caplets.

Nach der Definition wichtiger Zinsderivate wird der Zusammenhang des LIBOR Modells
zum HJM-Modell aufgezeigt werden. Anschlieffend wird zunéchst ein nicht auf dem HJM-



Modell basierendes diskretes Tenormodell konstruiert. Aus diesem diskreten Modell lassen
sich die Bondpreise fiir die Falligkeiten, die der Tenorstruktur entsprechen, herleiten. So
erhilt man ein konsistentes sowie arbitragefreies Zinsstrukturmodell. Es wird kurz aufge-
zeigt, wie ein solches Modell kalibriert werden kann.

Im letzten Schritt wird ein stetiges Tenormodell konstruiert. Hierbei wird das diskrete
Tenormodell als Grundlage genutzt und die bisher nicht definierten Zwischenrdume der
Falligkeiten werden geeignet geschlossen. Abschliefend werden im stetigen Tenormodell

die Bondpreise fiir alle Falligkeiten hergeleitet.

Gemék §21 Absatz (6) der Diplompriifungsordnung fiir den Studiengang Mathematik der
Westfilischen Wilhelms-Universitidt Miinster vom 15. Juli 1998 versichere ich, dass ich
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1 Grundlagen

In diesem Kapitel werden fiir die Arbeit benétigte grundlegende Definitionen und Be-
griffe eingefiihrt. Beispielsweise wird gezeigt, wie ein Forward Rate Agreement zustande-
kommt, wie verschiedene Zinssitze, insbesondere die augenblickliche Forward Rate und
der LIBOR, definiert werden oder wie das Geldmarktkonto eingefiihrt wird. Fiir Litera-
tur siehe hierzu unter anderem in [Shr04], [Sch05] oder [BS04]. Im ersten Schritt wird
ein endlicher Handelshorizont T* > 0 fixiert, derart dass im Handelsintervall [0, 77| ein
stetiger Handel angenommen werden kann. Weiterhin sei angenommen, dass fiir jedes
T € [0,T*] ein ausfallrisikoloser Zero-Coupon-Bond existiert, welcher eine sichere Zah-
lung von einer Geldeinheit bei Félligkeit 7' garantiert. Mit B(¢,T') sei der Preis eines
solchen Zero-Coupon-Bonds mit Félligkeit 7" zum Zeitpunkt ¢ fiir alle T € [0, 7] und
t € [0, T] bezeichnet.

Es wird notwendigerweise angenommen, dass
e B(t,t) =1 fiir alle t € [0,T7],
e B(t,T) >0 fiir alle T € [0,7%] und ¢ € [0, T, sowie

o —alogaBT(t’T) existiert fiir alle 7" € [0,7*] und t € [0, 7.

Die erste Bedingung stellt sicher, dass der Zero-Coupon-Bond fiir jede Filligkeit nicht
ausfallgefihrdet ist. Durch die zweite Bedingung wird die einfache Arbitragemdglichkeit
ausgeschlossen, eine sichere Zahlung einer Geldeinheit in 7' zu einem Zeitpunkt ¢t < T
kostenlos zu erhalten und die letzte Bedingung stellt sicher, dass die Forward Rates wohl-
definiert sind.

Die Funktion B(¢,T),T > t, wird auch als Diskontierungsfunktion in ¢t sowie B(t,T) als
Diskontierungsfaktor bezeichnet. In der Regel ist die Diskontierungsfunktion monoton fal-
lend.
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Im néchsten Schritt wird betrachtet, wie sich Zinsen auf zukiinftigen Intervallen verhalten,
denn aus den Bondpreisen zum Zeitpunkt ¢ lassen sich schon die Zinsen zum Zeitpunkt ¢

fiir die Anlage aller spéteren Zeitraume [T, S] C [t, T*] bestimmen.

Betrachtet wird das Zustandekommen eines Forward Rate Agreement(FRA).

Sei 0 < T <5 < T* und betrachte fiir t < T folgende Strategie:

(i) In ¢: Verkaufe einen T-Bond und kaufe ggig -Anteile an einem S-Bond.

Dann ergibt sich zum Zeitpunkt ¢:

B@Tp(%%%ﬂ@&):g

Zum Zeitpunkt t fallen also keine Kosten an!
(ii) In T Zahle eine Geldeinheit fiir den in ¢ verkauften 7-Bond.

(iii) In S: Erhalte ggg aus den in t gekauften Anteilen an dem S-Bond.

Diese Strategie ermoglicht also die Anlage einer Geldeinheit iiber das Intervall [T, S| mit

Zahlung von % > 1in S. Wichtig dabei ist festzustellen, dass der Zinssatz bereits zum

Zeitpunkt ¢ fixiert wurde. Der Zinssatz ergibt sich aus folgender Definition:

Definition 1.1: Sei 0 <t <T <5 <T™,

(i) Die diskrete Forward Rate fiir den Zeitraum [T, S| zum Zeitpunkt ¢ ergibt sich durch

I BT
L@Tﬁjzs—T<Bmsy_Q'

Die Forward Ratdl| L(¢, T, S) heitt LIBOR-Forward-Rate.

(ii) Der diskrete Zins fiir den Zeitraum [t, T] ist demnach definiert durch

L., T) = Tl—t<B(t1,T) - 1)'

Die einfache Spot Rate L(¢,¢,T) heift LIBOR-Spot-Rate.

tauch Terminzins genannt



Man unterscheidet zwischen den diskreten Zinsen, welche sich auf einen endlichen
Zeitraum beziehen und linear verzinst werden, und den stetigen Zinsen, welche sich
hypothetisch auf einen infinitesimalen Zeitraum beziehen und stetig verzinst werden.
Des Weiteren ist zwischen Spot Rates und Forward Rates zu unterscheiden. Bei
Spot Rates beginnt der Anlagezeitraum sofort, wihrend sich Forward Rates auf
Anlagezeitraume beziehen, welche erst in der Zukunft liegen.

Betrachtet wird nun die Umrechnung von einer diskreten bzw. linearen Verzinsung
L(t, T, S) zu einer stetigen Verzinsung R(¢, T, S), welche sich tiber folgende Gleichung
ergibt:

RET.S)(S=T) _ q + L(t, T, S)(S - T)

1 (B@tT)
B 1+S—T(B(t,s*) _1>(S_T)
_ Bt.T)
- B(t,9)

Somit ergeben sich folgende Definitionen:

(iii) Die stetig verzinste Forward Rate fiir das Intervall [T, S] zum Zeitpunkt ¢ ist definiert

durch
In(B(t,S)) — In(B(t,T))

S—-T

R(t,T,S) = —

(iv) Die stetig verzinste Spot Rate fiir das Intervall [¢, T ist definiert durch

In(B(t, T
R(.T) = R(t.t. T) = —MBET))
T—1
(v) Lésst man S | T gehen, so erhidlt man die augenblickliche Forward Ratdﬂ
Die augenblickliche Forward Rate mit Filligkeit 7" zum Zeitpunkt ¢ ist definiert
durch

f(,T):=1limR(t,T,S) = lim(—ln(B(t’ S) — ln(B(t,T)))

S|T S|T S —-T (1 1)
= —iln(B(t T)) |
o7 e

Die augenblickliche Forward Rate f(¢,7) entspricht dem vom Markt erwarteten

zukiinftigen Zins fiir den infinitesimalen Zeitraum [T, T + dt] zum Zeitpunkt ¢.

2Die augenblickliche Forward Rate wird auch instantanous oder sofortige Forward Rate genannt.
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(vi) Die augenblickliche Short Rate zum Zeitpunkt ¢ ist definiert als

r(t) = f(t,t) = l%rfth(t,T).
Die Short Rate gibt den Zinssatz zum sofortigen Leihen und Verleihen von Geld zum

Zeitpunkt ¢ an.

Im Folgenden bezeichnet, falls keine Verwechslungsmoglichkeit besteht, Forward Rate die
augenblickliche Forward Rate f(¢,T). Mit Bonds sind typischerweise Zero-Coupon-Bonds
gemeint und T-Bond bezeichnet einen Zero-Coupon-Bond mit Falligkeit 7.

Bemerkung 1.2: Der LIBOR ist der prominenteste Zinssatz im Interbankenhandel. Der
LIBOR(London Interbank Offered Rate) wird banktéglich als arithmetisches Mittel aus
den (Brief-)Zinssdtzen errechnet, zu denen Londoner Banken mit erstklassiger Bonitét
bereit sind, Geld mit gleicher Bonitit an andere Banken auszuleihen. LIBOR-Sétze wer-
den fiir typische Laufzeiten von ein, drei, sechs und zwolf Monaten und verschiedenen
Wihrungen verdffentlicht. [

Aus (L.1)) ergibt sich der Zusammenhang zwischen der Forward Rate und den Bonds.
Aufgrund von B(t,t) = 1 ergibt sich

exp(— /tTf(t,u)du> exp(— /tT —wdu>

ou
= exp <ln(B(t, T)) - 1H(B(t7t))>
= B(t,T).

Also:

B, T) = exp(— /tT f(t,u)du). (1.2)

3Siehe [RSM04].



Bemerkung 1.3: Sind also sdmtliche Forward Rates bekannt, so lassen sich die Bond-

preise berechnen. Sind die Bondpreise bekannt, so lassen sich die Forward Rates iiber

f(t,T) = —a% In(B(t,T))

bestimmen.

Abschliefsend wird noch das Geldmarktkonto eingefiihrt.

Definition 1.4: Das Geldmarktkonto ist definiert durch

B(t) := exp</0tr(u)du). (1.3)

Der Prozess 3(t) gibt den Wert einer zum Zeitpunkt 0 investierten Geldeinheit zum Zeit-
punkt ¢ an. Ein Investment in das Geldmarktkonto unterliegt keinen Fristen. Fine Anlage
ist also in beliebiger Hohe zu jedem beliebigen Zeitpunkt und iiber jede beliebige Laufzeit

moglich.



2 Das HIM-Modell

Einen entscheidenden Schritt in der Entwicklung von stetigen Zinsstrukturmodellen stellt
das Modell von Heath, Jarrow und Morton dar, welches im Folgenden mit HJM-Modell
bezeichnet wird.

Im Unterschied zu Short Rate Modellen, in welchen die Dynamik des kurzfristigen Zinses,
also der Short Rate, am Anfang des Modells steht und sich die Bondpreise dann model-
lendogen ergeben, modelliert man in HJM-Modellen die Dynamik der Forward Rates mit
Hilfe von Ito-Prozessen fiir alle Filligkeiten simultan. Die Bondpreise ergeben sich dann
iiber B(t,T) = exp(— ft f(t,u)du).

Die auf diese Weise simultane Modellierung unendlicher vieler Bondpreise bei nur endlich
vielen Risikoquellen erfordert es, die Dynamik der Forward Rates durch eine Driftrestrik-
tion einzuschrinken. Nur wenn diese erfiillt ist, ist das HJM-Modell arbitragefrei. Diese
Driftrestriktion fordert einen direkten Zusammenhang zwischen Drift und Volatilitdt der
Forward Rates. Weiter wird die Einfiihrung eines Forwardmartingalmafies eine entschei-
dende Vereinfachung fiir die Bewertung von Claims mit sich bringen.

Es sei festgehalten, dass das hergeleitete Modell vielmehr einen Modellrahmen darstellt.
Spezifiziert man jedoch Drift und Volatilitiat der Forward Rates, so erhédlt man aus dem
Modellrahmen ein konkretes Modell. Aufgrund der Driftrestriktion ist die zentrale Grofe
in arbitragefreien HJM-Modellen die Volatilitdt der Forward Rates. Im einfachsten Fall
geht man von deterministischen Volatilitdten aus. Die Forward Rates sind dann normal-
verteilt, weshalb man auch von Gaufmodellen spricht. In diesen lassen sich zumindest
fiir einfache Zinsderivate geschlossene Bewertungsformeln ableiten. Die beiden geldufigs-
ten Spezifikationen unterstellen eine konstante, von der Zeit unabhéngige Volatilitdt oder
eine Volatilitit, die exponentiell mit der Restlaufzeit fillt. Fiir diese Spezifikationen wird
hergeleitet, welche Short Rate Modelle sich so aus dem HJM-Modell ableiten lassen.
Weiter soll kurz aufgezeigt werden, wie HIM-Modelle implementiert bzw. kalibriert wer-

den konnen. Ein besonderer Fokus wird auf die Beantwortung der Frage gelegt, wann die



in einem HJM-Modell abgeleitete Short Rate die Markoveigenschaft erfiillt.

Zur Vereinfachung der Notation wird angenommen, dass die Forward Rates lediglich von
einer Brownschen Bewegung W (¢) angetrieben werden. Die wichtigsten Literaturquellen
dieses Kapitels sind [HIM92|, [Shr04], [Shr97], [BS04], [Fil04], [Sch05] und [B;j604].

Die Unsicherheit in dem Modell wird durch den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) cha-
rakterisiert, wobei () ein Ergebnisraum, F eine o-Algebra, welche messbare Ereignisse
reprisentiert, und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. In dem gegebenem Handelsintervall
entwickeln sich die Informationen geméaf der rechtsseitig stetigen, vollstindigen Filtration

(Ft)iefo,r+], welche von einer Brownschen Bewegung (W (t))iejo,r+] erzeugt Wird.ﬂ

Es wird zunichst die Eigenschaft progressiv messbar definiert

Definition 2.1: Ein stochastischer Prozess X = X (w,t) heifit progressiv messbar (oder
progressiv), falls Q x [0,¢] 3 (w, s) — X(w, s) F ® B0, t]-messbar ist fiir alle ¢ > 0.

Definition 2.2: Mit Prog wird die o-Algebra bezeichnet, welche von allen progressiven
Prozessen auf 2 x R, erzeugt wird. Progr bezeichnet die Einschrénkung von Prog auf
Q x [0,T7.

Seien o = (a(w,t,T)) und 0 = (0(w, t,T")) R-wertige stochastische Prozesse mit folgenden

Eigenschaften:
e o und o sind Prog ® B-messbar.
o i il a(s,u)|ds du < oo fiir alle T € [0, 7).
® sup,;.r|o(s,t)| < oo fiir alle T € [0,77].

Die beiden letzten Eigenschaften sind punktweise fiir jedes w € ) zu verstehen.

"Vergleiche [HIM92].
2Siehe [Fil09],S.59.
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Ist dann eine integrierbare anfingliche Zinskurve (f(0,7))rep,r-) mit

T
0

gegeben, so kann der Prozess der Forward Rates definiert werden.
Sei T' € [0,7*] fest gewahlt und der Prozess der Forward Rates f(¢,7T) erfiille die Ito-
Gleichung

f&,T)=f(0,T)+ /Ota(u,T)du - /Ota(u,T)dW(u), 0<t<T, (2.1)

bzw. in Differentialschreibweise’]

df (¢, T) = a(t, T)dt + o(t, T)AW (), 0<t<T. (2.2)

Durch die Annahmen fiir « und o ist wohldefiniert und, da a und ¢ in die Dynamik
(2.1) nur fiir ¢ < T eingehen, setzt man ohne Einschrinkung «(¢,7) = o(t,T) = 0 fiir
t>T.

In dem stochastischen Prozess, definiert durch , wird die stochastische Fluktuation
der gesamten Zinsstruktur der Forward Rates ausgehend von einer fest gewihlten anfang-
lichen Zinskurve (f(0,7"))rcp,r+ festgelegt. Wie empfindlich die Forward Rates auf eine
bestimmte Félligkeit 7' zum Zeitpunkt ¢ reagieren, wird durch die Drift (a(t,T"))o<i<r<7
und die Volatilitdt (o(t,T))o<i<r<7+ ausgedriickt. Bis auf obige Messbarkeits- und Inte-
grabilitdtsbedingungen werden keine weiteren Bedingungen an die Drift und die Volati-
litdt gestellt und es ist durchaus moglich, dass sie von der gesamten Vergangenheit der
Brownschen Bewegung abhingen. Allerdings haben unterschiedliche Wahlen der Volatili-
tét signifikante Auswirkungen auf den Prozess der Forward Rates.

Die Dynamik der Short Rate ist ebenfalls bereits durch festgelegt und ergibt sich
durch

r(t) :f(O,t)+/O a(u,t)du+/0 o(u, t)dW (u). (2.3)

3In der allgemeinen Formulierung existiert mehr als ein risikotreibender Faktor, das heift, dass
d

die Differentialgleichung die Form df(t,T) = o«(t,T) + > 0i(t,T)dW;(t) hat und o(w,t,T) =
i=1

(o1(w,t,T),...,0q(w,t,T)) ein R%-wertiger stochastischer Prozess ist.



2.1. Der Satz von Fubini fiir stochastische Integrale

Dieser Prozess ist dem Prozess der Forward Rates dhnlich, allerdings variieren die Argu-

mente fiir die Zeit und die Falligkeit simultan.

2.1 Der Satz von Fubini fiir stochastische Integrale

Der Satz von Fubini fiir stochastische Integrale wird im Folgenden ein wichtiges Hilfsmittel
sein. Dieser Satz erlaubt es Lesbegue-Stieltjes Integration und stochastische Integration
zu vertauschen. Zum Beweis des Satzes wird der Satz iiber monotone Klassen (Monotone
Class Theorem )| bendtigt.

Satz 2.3: H sei eine Menge reellwertiger beschrinkter Funktionen, welche auf einer Men-
ge Q definiert sind, die folgende Eigenschaften erfiillt:

(1) H ist ein Vektorraum.
(i) H enthdlt die konstante Funktion lq.

(111) Falls f, € H mit f, T f monoton gegen eine beschrinkte Funktion f auf 2, dann
folgt f € 'H.

Enthdlt ' H eine Menge M reellwertiger Funktionen, welche unter Multiplikation abge-
schlossen ist, dann enthdlt H alle reellwertigen beschrinkten Funktionen, welche o(M)-

messbar sind.

Es ist nun méglich, den Satz von Fubini fiir stochastische Integraleﬂ zu beweisen.

Satz 2.4: Sei ¢ = ¢(w,t,s) mit 0 < t,s < T ein Ri-wertiger stochastischer Prozess,
welcher folgende Figenschaften erfillt:

(a) ¢ ist Progr ® B0, T]-messbar
() sup,, [0(t,9)] < oo.
4Siehe 7.B. [Pro04] S.7, [Fil09] S.101 oder mit Beweis [Ste00].

5Siehe [Fil09], S.99, Theorem 6.2.
5Diese Bedingung gilt fiir jedes w € Q.
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Dann ist \(t fo o(t,s)ds € E I und es existiert eine Progr ® B[0, T|-messbare Version
Y(s) von fo o(t, s)dW ) mit fo V?(s)ds < 0o f.s.
Weiterhin gilt fo s)ds = fo (t)dW (t), was bedeutet, dass

/OT (/OT oL, $)AW (1) ) ds = /OT (/OT O(t, s)ds ) VY (2). (2.4)

Beweis: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei d = 1 angenommen. Ansonsten be-
weist man (2.4) komponentenweise.

Zunichst wird die Annahme (b) verschérft und durch Annahme (b’) ersetzt.
(b’) |¢| < C fiir eine endliche Konstante C.

Dann gilt A € £. Sei mit H die Menge aller ¢ bezeichnet, welche (a) und (b’) erfiillen
und fiir die zusétzlich der Satz gilt. Das Ziel ist es, mit Hilfe des Satzes iiber monotone
Klassen zu zeigen, dass H bereits alle ¢ enthélt, welche die Voraussetzungen (a) und (b’)
erfiillen. Zu zeigen sind die Voraussetzungen des Satzes iiber monotone Klassen.
Zunichst stellt man fest, dass H aufgrund der Linearitit des Integrals ein R-Vektorraum
ist und offensichtlich die konstante Funktion 1q enthélt.

Im néchsten Schritt wird gezeigt, dass H eine multiplikativ abgeschlossene Menge M re-
ellwertiger Funktionen enthélt.

Sei hierzu K ein beschriankter progressiver Prozess und f eine beschriankte B[0, T']-messbare
Funktion. Die Funktion ¢ sei definiert durch

d(w,t,s) = K(w,t)f(s).

Somit erfiillt ¢ Bedingung (a) und, da sowohl K als auch f beschrénkt sind, auch Bedin-
gung (b’). Der so definierte Prozess ¢ erfiillt (2.4]), denn es gilt:

(i)/OT¢(t,s)ds:K(t)/otf(s)ds sowie 11/ o(t, $)dW (1) /K B (¢

"L bezeichnet die R%-wertigen progressiven Prozesse h mit fot [h(u)||? du < oo fiir alle ¢ > 0.

10
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Somit erhilt man

/0 ! /0 T¢(t, s)AW (1) ds 2 /0 Tf(s) /0 TK<t)dW(t) ds
_ /0 "R @aw () /0 " f(s)ds
= [ w0 [ stspas awi

(Q) /OT /OT o(t, s)ds dW (t).

Es folgt, dass ¢ € H. Des Weiteren ist die Menge

M = {K f|K beschrinkter progressiver Prozess, f beschrinkte B[0, T|-messbare Funktion}

multiplikativ abgeschlossen, denn mit

G1,Gy € M folgt G1Gy = K 1 fiKofy = K1Ks fifo € M mit einem beschrinkten pro-
—_—

=K ::f
gressiven Prozess K und einer beschrankten 5[0, T]-messbare Funktion f, da Produkte

messbarer Funktionen messbar sind.

Fiir die Aussage von Satz wird festgestellt, dass M die o-Algebra Progr @ B|0,T]
erzeugt.

Es bleibt noch Bedingung (iii) von Satz 2.3 zu iiberpriifen.

Sei also ¢, € H mit ¢, T ¢ fiir einen beschrédnkten Progr ® B[0, T]-messbaren Prozess ¢.
Da ¢, € ‘H und somit insbesondere (b’) erfiillen und gegen einen beschrinkten Prozess
konvergieren, kann man eine Konstante N finden, so dass sup, . ||¢n(t,s)| < N fiir alle n.
Setze

wn(s):/o On(t, s)dW (t). (2.5)

Aufgrund der Tto-Tsometrie und der Abschiitzung fOT (dn(t,s) — @(t, s))%dt < (N + C)*T

sowie dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt, dass

B[ () [ ott.oriw)] D u[([ it - ott.pawo)|

g (2.6)
lto E[/O (6n(t, s) — (L, s))th} ol

fir alle s < T'. Definiere A := {(w,s)| lim ¢, (w, s) existiert}. Dann ist A F @ B0, T'-

11
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messbar, da v, und damit auch lim sup v, messbar sind. Somit ist der Prozess

Plw,s) == {nlim Uulw,s), falls (0, 5) € A

0, sonst

F ® B0, T]-messbar. Wegen (2.6) gilt (s fo o(t,s)dW (t) fs. fir alle s < T. (s)
ist also eine messbare Version von fo (, S)dW( ) und wegen der Beschrinktheit von ¢
folgt, dass fo P?(s)ds < oo f.s.

Wegen der stetigen Jensenschen Ungleichung, der Ito-Isometrie und dem Satz von der

majorisierten Konvergenz gilt

E|( /OT Yuls)ds /OTws)ds)Q} - EWOT Oule)ds = v(s)ds) |
S S
Jensn T2 / (tn(5) — 0(5))%ds]

/T (6n(t, 5) ))dW(t))Q] ds

o
=T

[/T (n(t,5) — (2, ))zdt} ds — 0 fiir 7 — co.
0 (2.7)

Weiterhin gilt:

s[([ ([ auttoas)avo - [ xwaw)]
([ [ 6t~ ott.opasawio)|
o / /¢nt5 ts)ds)th}
— 7 / 1 / ¢n<t,s>—¢<t,s>ds)2dt] (28)
Jen<senTIE / / (6nt,5) = O{t, 5))*ds dt|

]E \/0 /0 (fn(t,s) — o(t, s))*ds dzﬁ] — 0 fiir n — co.

<T2(N+C)2

12



2.1. Der Satz von Fubini fiir stochastische Integrale

Somit folgt dann zusammen

/ /gbtde /¢ )ds

&1 lim ¢n( )ds

n—oo

_ ,}H&/ / bu(t, )W (1) ds
1}520/ / bu(t, 5)ds AW (2)
/0 )t

/OT (/OT &, S)ds) AW (t).

Der Satz gilt also auch fiir ¢ und somit ist ¢ € H. Daher sind alle Voraussetzungen von
Satz [2.3] erfiillt und es kann gefolgert werden, dass H alle beschrinkten, o (M )-messbaren

Funktionen enthélt. Unter der Annahme (b’) ist der Satz also bewiesen.

||g

Fiir den allgemeinen Fall wird eine nicht fallende Folge von Stoppzeiten definiert durch
Tp 1= inf{t | sup |o(t,s)| > n} AT.
Wegen Voraussetzung (b) gilt offensichtlich 7,, — T fiir n — oo. Setze

gbn(t’ 8) = ¢(t7 S)l{té'rn}-

Der so gekappte Prozess erfiillt Bedingung (b’). Auf diese Weise erhélt man durch den
ersten Schritt A, € £ und eine Progr ® B[0,T]-messbare Funktion ,,(s) mit

T tATh
_ / B(t, )1y dW () = / o(t, s)dW (1) f.s.
0 0

fiir alle s < T und den gewiinschten Eigenschaften. Mit A, ( fo o(t,s)ds = MNt)Ly<ry
folgt wegen A, € L, dass auch A\ € L.

13
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Auf der Menge {7, = T} gilt:

/OT </OT ¢(t,s)dW(t)>ds = /OT (\/OT ot S)l{tST}dW(tz)dS

o

dnEM /OT (/OT o(t, sl{tST}d:s)dW(t)

_ /0 ! ( /0 Tt S)ds )1V (1)

Der Satz gilt also auf der Menge {7, = T'} fiir alle n > 1. Wegen sup, , [|¢(t, s)|| < oo gilt
fir {7, < T}, dass

P(r, < T) = P({w € Qinf{t | sup |p(w,t,5)| > n} AT < T}) == 0.

Auf diese Weise erhilt man

und der Satz ist bewiesen. O]

2.2 Die Dynamik der Bondpreise

Aus der Dynamik fiir die Forward Rates (2.1) und der Beziehung (1.2 kann man bereits
die Dynamik der Bondpreise herleiten. Hierzu benétigt man den Satz von Fubini fiir
stochastische Integrale [2.4]

Satz 2.5: Fir jedes T € [0, T*] erfillt der Prozess B(t,T) die stochastische Differential-
gleichung

dB(t,T) = B(t,T)[(r(t) — a*(t,T) + %a*(t,T)z)dt o')W ()], 0<t<T, (2.9)

wobei

o (,T) = /t Ta(t,u)du

14



2.2. Die Dynamik der Bondpreise

(4, T) = /tTa(t,u)du.

Beweis: Mit Z; :==In B(t,T) gilt

Zy = InB(t,T)
(%) / f(t, )
_/ (0.9 + /ta(u,s)du—i—/ota(u,s)dW(u))ds
Fugini_/Tf(o,s)ds—/t /Ta(u,s)ds du—/t /Ta(u,s)ds dW (u)
/ f()sds—// usdsdu—// (u, 5)ds AW ()

o*(u, T)

/f03d3+// usdsdu—l—// (u, s)ds dW (u)

FuEmlfo d
t t t
= Zo—/ oz*(u,T)du—/ U*(U,T)dW(u)—|—/ r(u)du.
0 0 0

Hieraus folgen die Darstellungen

dZ; = r(t)dt — o*(t, T)dt — o*(t,T)dW (t) und d[Z]; = o*(t,T)*dt. (2.10)
Mit der Ito-Formel ldsst sich nun die Dynamik der Bonds berechnen durch

dB(t,T) = d(exp(Zt))
L exp(Z,)dZ, + % exp(Z,)d[Z);
D 5 B(t, T)( (t)dt — o (t, T)dt — o*(t, T)dW (t) + %0*(t,T)2dt)

— B(,T) ((r(w —a*(t,T) + %a*(t, TV2)dt — o*(t, T)dW(t)).

15
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Bemerkung 2.6: —o*(t,7) = —ftT o(t,u)du kann als die Volatilitidt der Bondpreise
interpretiert werden. Zu beobachten ist, dass die Volatilitdt der Bondpreise negativ ist,

denn die Bondpreise sinken, wenn die Zinsen steigen. [

2.3 Arbitragefreiheit

Der folgende Abschnitt orientiert sich an [Shr04], [Sch05| und [Bj504].

In einem HJM-Modell existiert fiir jede Filligkeit 7' € [0,7*] ein Zero-Coupon-Bond.
Daher sollen Arbitragemoglichkeiten, welche durch Handeln in diesen Bonds entstehen
konnen, ausgeschlossen werden. Um dieses sicherzustellen, miissen die Prozesse o und
o in einer bestimmten Beziehung zueinander stehen. Das hergeleitete Ergebnis wird die
beriihmte HJM-Driftbedingung sein, welche eine notwendige und noch wesentlich wichti-
ger hinreichende Bedingung der Arbitragefreiheit fiir HIM-Modelle liefert. Zunéchst trifft

man folgende Definition.

Definition 2.7: Ein HJM-Modell ist arbitragefrei, wenn ein risikoneutrales Wahrschein-

lichkeitsmafl existiert.

Theorem 2.8: (Vergleiche [Shr0j), Theorem 10.3.1.)
FEin HIM-Modell ist arbitragefrei, wenn es einen Prozess 0(t) gibt, so dass

a(t,T) = o(t, T)[o" (t, T) + 0(t)]

fir alle 0 <t < T < T* gilt. Hierbei sind o(t,T) und o(t,T) Drift bzw. Volatilitit der
Forward Rates aus (2.9). Den Prozess 6(t) nennt man den Marktpreis des Risikos.

Beweis: Um die Arbitragefreiheit herleiten zu kénnen, muss ein risikoneutrales Wahr-

8Vergleiche [Cai04].
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2.3. Arbitragefreiheit

scheinlichkeitsmafs () konstruiert werden, unter welchem alle abdiskontierten Bondpreise

B(t,T)
A(t)

— exp(~ /tr(u)du>B(t,T), 0<t<T,

Martingale bilden.
Wegen d(mt)) = d(exp(— fotr(u)du)> = —r(t) 5~ o 8ilt mit partieller Integration

B(t,T) + —dB(t T)

. m 500
= g(’t)T> (-erwn)+ ;< (4, T))R)dt — o (1, T)AW (1)) (2.11)

-~

(%)

Das Ziel ist es nun den Term (*) in der Form
—o*(t,T)[0(t)dt + dW (t)]

mit geeignetem 6(t) zu schreiben Dann lift sich der Satz von Girsanov anwenden, um zu

einem Wahrscheinlichkeitsmafl () zu wechseln, unter welchem

_ /t 6(u)du + W (1) (2.12)

eine Brownsche Bewegung ist. Mit Hilfe dieser Brownschen Bewegung ergibt sich dann
(2.11) zu

B(t,T)\  B(tT)
(57) =56

) wegen des fehlenden dt-Terms unter @) ein Martingal und damit () risi-

o* (t, T)dW (t).

B(t,T)
B(t)
koneutral und das Modell arbitragefrei. Um wie bis zu diesem Punkt beschrieben vorgehen

Somit wére (
zu konnen, muss die Gleichung
(~or(t.7) + %a*(t, TP )t — o (6, T)AW (1) = —o* (1, T)[B(0) + dW (1)
gelost werden. Also ist ein Prozess zu finden, welcher
—a*(t,T) + %(0*(2&,T))2 =—0(t)o*(t,T) (2.13)

erfiillt. Es ist zu beachten, dass (2.13)) unendlich viele Gleichungen représentiert. Namlich

17
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eine fiir jede Filligkeit T € [0, T*]. Diese Gleichungen nennt man die Gleichungen des
Marktpreis des Risikos und es existiert eine fiir jeden Bond, also eine fiir jede Filligkeit.
Dennoch gibt es nur einen Prozess 6(t), der diese Gleichungen erfiillen muss, das heift,
alle Bonds miissen denselben Marktpreis des Risikos implizieren.

Sind d Brownsche Bewegungen gegeben, welche das Modell antreiben, so gibt es zu jeder
Brownschen Bewegung jeweils einen Marktpreis des Risikos. In diesem Fall treibt lediglich
eine Brownsche Bewegung das Modell an, es gibt folglich nur einen Marktpreis des Risikos.

Um die Gleichung des Marktpreis des Risikos 16sen zu kénnen, betrachtet man

T
ora*(t,T) = 8T/ a(t,u)du = a(t,T) und
b or
Oro™(t,T) = 8T/ o(t,u)du = o(t,T),
¢
wobei Or die partielle Ableitung nach 7" bezeichnet.

Somit gilt

or(—a*(1.7) + %(a*(t, 7)) = o7 (~o*(1.T)0())
& —alt,T)+ " (t,T)o(t,T) = —o(t, T)0(t) (2.14)
& a(t,T)=o(t,T)[c*(t,T) + 0(t)].

Es muss noch iiberpriift werden, ob Gleichung gilt, falls 6(t) Gleichung erfiillt.
Dann kann wie oben beschrieben Girsanov angewendet werden, um ein risikoneutrales
Wahrscheinlichkeitsmaf zu konstruieren, dessen Existenz die Arbitragefreiheit garantiert.
Also erfiille 6(¢) Gleichung (2.14)). Durch Ersetzen von T' durch v erhilt man

a(t,v) = o(t,v)[c*(t,v) + 0(t)]

Integriert man dieses beziiglich v von v =t nach v = T', dann ergibt sich

* V= 1 * v= v=
o (t,o))Z) = (o (t,0))*[i=f + ot o)/

Und wegen a*(t,t) = o*(t,t) = 0 ergibt sich

18



2.3. Arbitragefreiheit

wujv_%w1unf+a@Tw@L

also die Gleichung des Marktpreis des Risikos (2.13]).

Solange o(t,T) # 0 ist, kann man den Marktpreis des Risikos durch

_a(t,T)
- o(t,T)

definieren. Somit ist 0(t) eindeutig bestimmt. Daraus folgt, dass auch das risikoneutrale

o(t) o T), 0<t<T,

Wahrscheinlichkeitsmak () eindeutig bestimmt ist und mit dem Zweiten Fundamentalsatz
der Preistheorie folgt, dass das Modell vollstandig ist und damit alle Zinsderivate hedgebar

sind, indem man in Bonds handelt.

Bisher wurde die Entwicklung der Forward Rates unter dem urspriinglichen Wahrschein-
lichkeitsmafs [P definiert, das heift, dass der treibende Prozess W (t) aus eine Brown-
sche Bewegung unter P ist.

Betrachtet wird nun die Entwicklung des HJM-Modells unter dem risikoneutralen Wahr-
scheinlichkeitsmaf (), unter welchem iiblicherweise HIM-Modelle formuliert werden. Uber
das Verhalten der Drift gibt folgendes Theorem Klarheit.

Theorem 2.9: Das Wahrscheinlichkeitsmafl () ist genau dann risikoneutral, wenn die
HJM-Driftbedingung
a(t,T)=0o(t,T)o"(t,T) (2.15)

gilt.

Beweis: Ist () ein risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsmaf, dann ist (%E?) ein Q-
0<t<T

Martingal. Somit verschwindet der dt-Term in Gleichung (2.11]) und es folgt aus

d(B(t,T)) _ B(t,T)

) = S (0" (6,7) + 50" (1, 7))t — o* (1, T)aVT ()],
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wobei W (t) eine Brownsche Bewegung unter @ ist, dass

1
o’ (t,T) = 50" (1. T)".

Differenzieren nach 7' liefert die HJM-Driftbedingung
at,T)=0o(t,T)o"(t,T).

Gilt andersherum
at,T)=0o(t,T)o*(t,T),

so setzt man in Theorem [2.§] fiir den Marktpreis des Risikos
O(t) =0 firalle0<t<T <T"

Es folgt, dass das HJM-Modell arbitragefrei und @) ein risikoneutrales Wahrscheinlich-
keitsmafs ist. O

Korollar 2.10: Die Forward Rates entwickeln sich unter dem risikoneutralen Wahr-

scheinlichkeitsmaf Q) gemdfs
df(t,T) = o(t,T)o*(t,T)dt + o(t, T)dW (t), (2.16)

wobei W (t) eine Brownsche Bewegung unter Q ist.

Beweis: Es gilt

AT = alt,T)dt + oft, T)AW (D)
= o(t,T)o*(t, T)dt + o(t, T)[(t)dt + dW (t)]
o(t, T)o* (t, T)dt + o(t, T)dW ().

Fiir die Dynamik der Bondpreise erhdlt man folgendes Ergebnis.
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2.3. Arbitragefreiheit

Korollar 2.11: Unter dem risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmaf$ () entwickeln sich die

Bondpreise gemdfs
dB(t,T) = r(t)B(t,T)dt — o*(t, T)B(t,T)dW (t). (2.17)

Hierbei ist W (t) eine Brownsche Bewegung unter dem risikoneutralen Warscheinlichkeits-

maf Q).

Beweis: Fiir die Dynamik des Geldmarktkontos gilt

dB(t) = r(t)3(t)dt. (2.18)

Da @ risikoneutral ist, erfiillen die diskontierten Bondpreise

d(Bg(% ?) _ —Bg(’t )T)a*(t, TV (8). (2.19)

Die Dynamik der Bondpreise ergibt sich dann durch

a1 = d(B) é()T))
ERED 10502t - o) i)

= r(t)B(t, T)dt — o*(t, T)B(t, T)dW (1)
O

Die Volatilitat der Forward Rates verdndert sich also unter dem risikoneutralen Wahr-
scheinlichkeitsmaf () nicht. Der Mafswechsel hat jedoch Auswirkungen auf die Drift der
Forward Rates, welche sich nun in Abhéngigkeit der Volatilitatsstruktur der Forward Ra-
tes ausdriicken ldsst. Auch die Volatilitdt der Bondpreise ist unter P und @ gleich. Die
Drift der Bonds unter @ entspricht der Short Rate r(¢). Aus Gleichung sieht man,
durch welche Angaben das Modell unter dem risikoneutralen Maf @) eindeutig beschrieben
ist. Bendtigt wird demnach die anféngliche Zinskurve (f(0,T))rcp,r+) sowie die Volatili-
tatsstruktur der Forward Rates (o(¢,T"))o<t<r<r+. Weder der Marktpreis des Risikos noch
die Drift unter dem urspriinglichen Wahrscheinlichkeitsmaf P werden benotigt.

Schlieklich wird noch festgestellt, dass die stochastische Differentialgleichung die
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eindeutige Losung

B(t,T) = B(0,T) exp((r(t) - %0*(15 T)%dt — o (t,T)dW(t)
:B(O,T)exp(/O r(u )du——/ (o*(u, T))*du — /0 w, T)dW ( )) (2.20)

:B(O,T)ﬁ(t)exp(—%/ot( du—/o o (u, T)AW (u))

besitzt.

2.4 Implementierung eines HJM-Modells

Das Ergebnis des vorherigen Abschnitts zeigt also, dass die Volatilitdtsstruktur unter dem
Wahrscheinlichkeitsmaf () frei gewéhlt werden kann, um die Dynamik der Forward Rates
zu bestimmen. Die Drift ist dann iiber die Driftbedingung ebenfalls eindeutig bestimmt.

Ein Algorithmus fiir die Anwendung eines HJM-Modells lautet schematisch folgenderma-
Ren: [

(1) Definiere eine beliebige Volatilitdtsstruktur o (¢, T).

(2) Die Drift der Forward Rates ist gegeben durch die HJM-Driftbedingung

alt,T)=0o(t,T)o*(t,T).

(3) Die heutige Struktur der Forward Rates

(f*(()? T))T>0'
wird am Markt beobachtet.

(4) Die Forward Rates erhélt man durch Integration von

ft,T)=f"0,T)+ /Ota(u,T)du + /Ota(u, T)dW (u).

9Giehe [Bjo04], S.343.
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(5) Berechne die Bondpreise mit Hilfe der Formel
T
B(t,T) = exp(—/ f(t,u)du).
t

(6) Nutze die obigen Ergebnisse, um Preise fiir Derivate zu berechnen.

In einem spater behandelten Abschnitt iiber die Beispiele fiir Gaufmodelle werden einige

explizite Wahlen der Volatilitdtsstruktur o(¢,7") genauer untersucht werden.

2.5 Die Dynamik der Short Rate

Unter einigen zusétzlichen Voraussetzungen lésst sich die Dynamik des Short Rate Prozes-
ses, welcher durch die Forward Rates in einem HJM-Modell festgelegt wird, bestimmen.
Hierzu siehe auch [MR98| und [Fil09].

Satz 2.12: (Vergleiche [MR98] S. 312 Proposition 13.1.1.)
Seien a(t,T), o(t,T) und f(0,T) differenzierbar nach T mit fOT 10, f(0,u)du| < oo und
beschrinkten partiellen Ableitungen Opa(t,T), Oro(t,T) und Or f(0,T). Dann ist der Pro-

zess der Short Rate (unter P) ein Ito-Prozess der Form

t
0

r(t) :r(0)+/0 f(u)du—l—/ o(u, u)dW (u), (2.21)

wobei

E(u) = a(u,u) + 0, f(0,u) + /Ou Oua(s,u)ds + /0“ Oyo (s, u)dW (u).

Beweis: Aus Gleichung ({2.3) ist bekannt, dass

r(t) = f(t,t) :f(o,t)+/0 a(s,t)ds+/0 o(s, t)dW(s).

Mit Hilfe des Satzes von Fubini fiir stochastische Integrale folgt dann, dass
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/Ota(S,t)dW(S) = /Ota(s,s)dW(s)+/()t(a(s,t)—0(3,3))dW(3)

_ /Ot (5, 5)dIV (s) //E)asu)dudW()
Fugini/ot (s, 5)dWV (s //a (s, u)dW (s) du.

Analog folgt mit Hilfe des klassischen Satzes von Fubini

t t t U
/a(s,t)ds:/ a(s,s)ds—i—/ / Oya(s, u)ds du.
0 0 0 Jo

Des Weiteren gilt

f(0,8) = r(0) + f(0,t) = r(0) = ()+f0t) £(0,0)

Durch Zusammenfiigen dieser Ergebnisse ergibt sich dann

r(t):r(0)+/tauf(0,u)du+/t (5, 5)dV (s) // Do (s, u)dW (s) du
/ ssds—i—//aczsudsdu

:7‘(0)—{—/0 a(u,u) + 0y f(0,u) + /aasuds+/8asu)dW() /Ota(wu)du.

=€(u)

]

Abschliefsend wird noch geklért, wie sich der Prozess der Short Rate unter dem risikoneu-
tralen Wahrscheinlichkeitsmafs () verhélt.

Bemerkung 2.13: Betrachtet man den Short Rate Prozess unter dem risikoneutralen
Wabhrscheinlichkeitsmafs @), so gilt zunéchst fiir die Drift a(¢,T) = o(t,T)o*(t,T) und
somit fiir die partielle Ableitung nach T
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2.6. Das T-Forward-Maf

ora(t,T) = 0ro(t,T)o*(t,T) + o(t,T)0rc"(t,T)
= Ora(t,T)o*(t,T) + o(t,T)>.

Mit «(t,t) = o(t,t) o*(t,t) = 0 und einer analogen Rechnung wie im Beweis von Satz 2.12]
0
erhélt man

r(t) = r(0)+ /0 t [auf<o,u)+ /0 " Do (s, )V (s) + /0 " (Bu0(s, u)o(s,10) + o(s,u)?) ds} du

bzw. in Differentialschreibweise

dr(t) = {th(O,t)+/Ot3t0(s,t)dW(s)—l—/ot (0o (s,t)0" (s, 1) + 0 (s,1)?) ds} dt+o(t, t)dW (t).
(2.22)

2.6 Das T-Forward-Mals

Von nun an wird das Modell stets unter dem risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmaf @)

betrachtet, das heifst, dass alle abdiskontierten Bondpreise

B(t,T)
Bt)

positive Martingale unter ) bilden. Die Einfiihrung eines sogenannten T-Forward-Mafses,

te 0,7, (2.23)

die sich an [Fil04](Kapitel 9) orientiert, ermoglicht es eine starke Vereinfachung der Be-
wertungsformeln fiir 7-Claims herzuleiten. Zunéichst wird die Problematik, welche bei der
Verwendung der risikoneutralen Bewertungsformel auftritt, ndher betrachtet.
Sei X ein T-Claim mit % € LY(Q, Fr), so ist der faire Preis 7(t) aufgrund der Vollstéin-
digkeit des Marktes zum Zeitpunkt ¢ gegeben durch die Bewertungsformel [

n(t) =Eq (exp(— /tT r(u)du)X‘}}). (2.24)

Um 7(t) berechnen zu konnen, wird die gemeinsame Verteilung von exp(— ftTr(u)du)

10Siehe z.B [Reb98] S.167.
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und X bendtigt und es muss beziiglich dieser Verteilung integriert werden. So erhilt
man ein Doppelintegral, welches hdufig schwierig zu berechnen sein wird. Betrachtet wird

stattdessen ein alternativer Weg, welcher den T-Bond als Numeéraire einfiihrt.

2.6.1 Der 7T-Bond als Numéraire und eine Bewertungsformel

Zunichst wird es das Ziel sein, einen T-Bond mit beliebiger Falligkeit als Numéraire ein-
zufithren, das heifst, dass alle beziiglich des T-Bonds diskontierten Preise ein Martingal
unter dem T-Forward-Maf bilden. Spéter erkennt man, dass das T-Forward-Mafk die ent-
scheidende Verbindung zum LIBOR Markt Modell darstellt.

Zu diesem Zweck wird folgender Dichtequotientenprozess definiert.

SeiT" > 0 und
Ly = 1 >0
TB0,T)B(T) T
somit gilt
=1
B(T,T) 1 B(0,T)
y Q-Martingal 5
Eo[Ly| = E [— it E [ ] —1
ollr} =Ee| 56 7y50m) B(0,T) “L p(0)
=1
Auf diese Weise definiert man iiber
Q" 1

dQ — B(0,T)5(T)
ein Aquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaft Q7 ~ @ auf Fp und fiir ¢ < T gilt
dQT dQT Q-Martingal B(t, T)
—~|rn =Eq [—!}}} =
dQ dQ B(0,1)8(1)
Dieses Wahrscheinlichkeitsmaf heift 7-Forward-Maf[™]

Im niichsten Schritt wird sichergestellt, dass zu jedem T-Bond ein T-Forward-Maf Q7

existiert, welches den 7-Bond als Numeéraire besitzt.

QT heifit auch terminrisikoangepasstes Mafk.
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2.6. Das T-Forward-Maf

Lemma 2.14: Se: 0 < T < T*. Fiir ein beliebiges 0 < S < T ist der Forwardpreis des

S)
S-Bonds (B(t ) ) t€[0,SAT]

T und besitzt den T-Bond als Numéraire.

ein QT-Martingal. QT ist das Forwardmartingalmaf$ beziiglich

Beweis: Sei s <t < S AT. Dann gilt nach der Formel von Bayes H

B(th) B(tvs) B S,S)
E [B(t, S) | f}Bayes Eq [B(o,T)ﬁ(w e |7 } ﬂ((s) B(s, 5)
T —_— s pu pum— pum .
@ IB(t,T) B(s.T) BT) — B(s,T)
B(0,1)5(s) B(s)

Also ist ( B(t.5) ein QT-Martingal.

B(t.T) ) t€[0,SAT]

Nun ist es moglich ein weiteres wichtiges Resultat dieses Abschnitts, die Bewertungsformel

fiir T-Claims unter dem T-Forward-Mafs, zu formulieren.

Satz 2.15: Sei X ein T-Claim mit % € LYQ, Fr). Dann gilt:

EQTHXH < o0
und 7(t) = B(t,T)Eqr [ X|F, (2.25)

wobei 7(t) den fairen Wert von X zum Zeitpunkt t bezeichnet.

Bewelis:
| X|

Eor[|X|] = Eq [W

] < oo nach Voraussetzung.

Wegen ( = exp( ft du) der Fi-Messbarkeit von (3(t) sowie der Formel von Bayes
gilt mit der Bewertungsformel ([2.24)):

2Der Satz von Bayes befindet sich im Anhang.
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Kapitel 2. Das HIM-Modell

X

t) = B(0,T)B(t)Eq | 55 |F
Bayes B(t, T)
= B0, 7)8(t)Eqr| X|\Ft| 57—~
( ) )ﬁ( ) QT[ |ft]B(0,T)ﬁ(t)
= B(t,T)Eqgr[X|F].
0
Stellt man die Gleichung um, so erkennt man, dass Eqr [ X|F,] = % als Forwardpreis

beziiglich T" interpretiert werden kann.

Des Weiteren liegen die Vorteile der erhaltenen Bewertungsformel auf der Hand. Zum
einen muss mit dem Forwardpreis Egr[X|F;] nur noch ein einfaches Integral berechnet
werden, zum anderen kann der Bondpreis B(¢,T") am Markt beobachtet werden und muss

nicht berechnet werden.

2.6.2 Bewertung von Optionen mittels T-Forward-Mafs

Betrachtet sei eine europiische Calloption auf einen S-Bond mit Ausiibungszeitpunkt
T < S und Strike K. Die Zahlung des Calls in Félligkeit 7" ist dann

Cr =max{B(T,S) — K, 0}
= (B(T,S) - K)*
= B(T, S)1ypr,s)>ky — K1ipr,s)>K}-

Da B(T,S) den Wert einer Geldeinheit in S zum Zeitpunkt 7" bezeichnet, ergibt sich der

faire Preis iiber die risikoneutrale Bewertungsformel durch

S

B(T. 5) = Eqexp(~ / r(w)du) 1|7y (2.26)

T

Der faire Preis der Calloption zum Zeitpunkt ¢ ist dann gegeben durch
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2.6. Das T-Forward-Maf

Ct(K7 T7 S)

Satz 215 o |:eXp<— /tTT(u)du> (B(T, S) — K)ﬂft]

= Eo [exp<— /t Tr(u)du>B(T, 5)1{B<T,s>zf<}|ft}

— KEq [exp(— /fr(u)du) l{B(T,S)EK}lﬂ}
B2 g, [exp(— /tTr(u)du>E[eXp<— /TST(U)dU) |fT} LiB(r.5)>K}| Ft

T
— KEq [exp(—/ r(u)dU> 1{B(T,S)2K}|JT;€}
. t
= Eg [exp(—/t T(u)du>1{B(T,S)2K}|]:t]
T
— KEg [exp(— /t r(u)dU> l{B(T,S)ZK}lﬂ}

= B(t)B(0,9)Eq [m 1(B(1,9)>K} ’:/E;S:|

— B(t)B(0,T)KEq [m 115>k} Iﬂ}

B(t, S)
F050,5) 50" Lerszml A

- Kﬁ(t)B(O,T)%

= B(t,5)Egs 1{B(T,S)2K}!ft} — B(t,T)KEgr [1{B(T,S)2K }\ft}

= B(t,S)Q%B(T,S) > K|F,) — B(t, )KQ"(B(T,S) > K|F,).

P50 B(0, S)

Eqr [1{B(T,S)2K} |ft]

(2.27)

2.6.3 Zusammenhang zwischen Forward Rate und Short Rate

Die Forward Rate f(t,7T) ist der risikolose Zinssatz iiber das infinitesimale Intervall
[T, T + dT1, festgelegt zum Zeitpunkt ¢. Andererseits ist die Short Rate (7") der risikolose
Zinssatz ebenfalls iiber das infinitesimale Intervall [T, T + dT1, festgelegt zum Zeitpunkt
T. Die Forward Rate f(¢,T') ist also der Terminpreis der zukiinftigen Short Rate r(T")
beziiglich des Termins 7' zum Zeitpunkt ¢[5]

13Vergleiche [Bjo04] S.357.
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Wegen der eindeutigen Losung fiir den Bondpreisprozess erhilt man fiir die Dichte

dQ" B(t,T) @&x) 1t 2 L 7
a0 |7 = 3OB0.T) = exp(—§/0 o*(u,T) du—/o o (u,T)dW(u)).

Mit dem Satz von Girsanov erhélt man, dass

W) =wi(t) + /t o*(u, T)du (2.28)

eine Brownsche Bewegung unter dem T-Forward-Mafs ist. Zusammen mit der Dynamik

der Forward Rates unter dem risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmaf @) ergibt sich dann

df(t,7) B2 o (¢, T)o (¢, T)dt + o (t, T)AW (¢)
o* (£, T)o(t, T)dt — o*(t, T)o(t, T)dt + o(t, T)AWT (¢) (2.29)
= o(t,T)dW™(t).

Aufgrund des fehlenden dt-Terms ist (f(¢,T))tepo,r) ein QF-Martingal und man erhilt:

Korollar 2.16: Unter dem T-Forward-Maj$ lisst sich die Forward Rate f(t,T) als be-
dingte Erwartung der zukinftigen Short Rate ausdriicken. Es gilt

f(t,T) = Eqr[r(T)|F].
Beweis:
Egrlr(T)|F] =  Egr[f0.7)+ /0 o (0. TYAW" ()| F,

QT—Mart.

£(0,7) + /0 o(u, T)dW™ (u)
f(t.7)

Die Forward Rate ist der Forwardpreis auf die Short Rate.
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2.7 Gaulimodelle

Einer der wichtigsten Spezialfille des HJM-Modells sind die Gaufsschen HJM-Modelle.
Man spricht von einem Gaufmodell, falls die Volatilitat der Forward Rates eine determi-
nistische Funktion ist, das heifst, dass die Volatilitdt nur von der zeitlichen Entwicklung
in £ und dem Falligkeitszeitpunkt 7' abhéngt, nicht aber von dem Zustand w. Betrach-
tet man das Modell unter dem risikoneutralen Maf @, so gilt die HJM-Driftbedingung
und die Funktion «(t,T) ist ebenfalls eine deterministische Funktion. Es folgt, dass die

Forward Rates in einem Gaufmodell normalverteilt sind, denn unter () gilt

f(t,T)= f(0,T) +/0 J(U,T)U*(U,T)du+/0 o(u, T)dW (u) .

[\

VvV Vv
deterministisch normalverteilt

Weiterhin folgt unmittelbar, dass die Bonds lognormalverteilt sind, denn die Bonds folgen
der Dynamik, die gegeben ist durch Gleichung (2.17)), mit eindeutiger Losung ([2.20)), also

B(t,T) = B(0,T)5() exp(—% /0 t (0™ (u, T))2du — /0 o T)dW(u))

B(07T) exp(f(O,t)+/0 cr*(u,t)a(u,t)du—%/o (g*(u,T))2du

J/

Vv
deterministisch

+\/Ota(u,t)dVMV(U) - /Ot U*<“’T)dw<uz)'

~
normalverteilt

Es ist bereits gezeigt worden, dass das HJM-Modell unter () vollstandig durch die anfang-
liche Zinskurve (f(0,T))rejo,r+) und die Volatilitdtsstruktur der Forward Rates o(t,T)
beschrieben ist. Zum Ende des Abschnitts sollen die Auswirkungen einiger ausgewihlter
deterministischer Volatilitdtsfunktionen auf das HJM-Modell untersucht werden. Aufser-
dem wird der Zusammenhang einiger Short Rate Modelle zum HJM-Modell bzw. jener
ausgewahlter Volatilitdtsfunktion verdeutlicht werden. Um in den folgenden Beispielen
die Optionspreise einfacher berechnen zu kénnen, wird zunéchst eine Formel zur Opti-
onsbewertung in Gaufmodellen hergeleitet. Anschliefsend wird die Markoveigenschaft von
Gaufkmodellen betrachtet, welche eine Besonderheit von Gaufsmodellen darstellt, da HIM-
Modelle sonst typischerweise pfadabhéngig sind.
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2.7.1 Optionsbewertung im Gaufimodell

In diesem Abschnitt, welcher sich an [BS04] orientiert, wird eine Formel zur Bewertung

von Optionen in Gaukmodellen hergeleitet.

Lemma 2.17: Sei 0 <t < T. Der Preis eines S-Bonds zum Zeitpunkt T' < S ist gegeben
durch

B(r,8) & exp( /T (T, s)ds>
BLY o« ( /:(f /T (u,s)o*(u, s)du+/T (u, s)dW (u ))ds)
— ex (/Tsf(tsds eXp // o(u, 5) usduds—// (u, 8)dW (u ds>.

B(t,5) _ exp(— ft (t,u)du)
Wegen B(t,T) = exp(— f ftw)du) eXp fT

chastische Integrale [2.4] gilt

f(t,u)ds) und dem Satz von Fubini fiir sto-

e ] et [ o waiio)

250" (u,9) aro*(u,s)

a B(t:T) eXp(_% /tT (0" (u, 8)* = 0" (u, T)*)du — /tT (0*(u, S) — o*(u, T))dW(u))_

O
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Satz 2.18: In einem GaufSimodell gilt fiir den Preis eines europdischen Calls auf einen

S-Bond mit Ausiibungszeitpunkt T und Strike K zum Zeitpunkt t

C(K,T,S) = B(t, S)®(dy) — KB(t, T)®(ds) (2.31)

In ( )i ft *(u,S) — o*(u, T))*du
\/ft *(u, S) — o*(u, T))?du ’

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.

mit d172 =

Beweis: Aus (2.27) ist bekannt, dass

Cy(K,T,S) = B(t,5)Q°(B(T, S) > K|F,) — B(t, )KQT(B(T,S) > K|F,).

Zu bestimmen ist also die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {B(7,S) > K|F;} unter
dem T- bzw. S-Forward-Mafs. Zunachst gilt nach Lemma fiir t <T < S und wegen
AW (u) = dW™ (u) — o*(u, T)du

B(T,$) = 25 exp(—% /tT (0" (u, §)? — o™ (u, T)?)du — /tT (0*(u, S) — o (u, T))dW(u))

B(t,T)
= gg:;i exp<—%/t (U*(U, 5)2 _ g*(u, T)2 _ 20.*(,“’ S)O'*<u7 T) 190" (u’ T)2)du
_ /t g*(u, S) — U*(u, T)dWT(u)>
B ggg eXp(_%/t (97 (w, 8) = o"(u, T))"dlu = /t (0" (1. ) — 0" (u, )W (u)).

Analog gilt beim Wechsel zum S-Forward-Maf

B(T,S) = ) exp(— /t ' (0*(u, S) — o™ (u, T))2du— /t ' (0*(u, S) — o™ (u, T))dWS(u)>.
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Somit gilt zum Zeitpunkt ¢:

In B(T, S) = In igf’; :F%/t (0" (u, ) — a*(u,T))Qdu—/t (0" (u, §) — o (u, T)) AW/ (u) .

.

TV vV
deterministisch normalverteilt

B(T, S) -gegeben Fi- ist sowohl unter QT als auch unter Q° lognormalverteilt und man
erhélt

Q"(B(T,S) > K|F)
:QT</t (0°(w, ) = 07(u, T))dW" (u) < In ((]f S% 1I1K_%/t <0*(u,S)—a*(u,T))2dU>
:q)(ln(;féf;?)) LI (0" (u, 8) — " (u, ))2du>
VIT (07, S) = 0*(u, T))du

wobei sich die Varianz mit Hilfe der Tto-Isometrie berechnen lisst. Analog gilt unter Q°

Q*(B(T.S) = K|F)

T . . T B(t S) 1 T * * 2
:QS(/t (0" (1, S) — o (u, T))dW7 (u) < In ( = an+§/t (0" (u, §) — o™ (u, T)) dU)
)+ 3 [T (0% (u, 8) — (u,T))2du)

(u

In(
=0
( \/ft *(u, S) — o*(u, T))2du

]

Die Formel ist vollig analog zur Black-Scholes Formel[”] Die Rolle des risikolosen Geld-
marktkontos nimmt jetzt das Investment in den Bond mit Falligkeit T ein und die Aktie
wird durch den Bond mit Félligkeit S ersetzt.

1Siehe z.B. [IxI98].
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2.7.2 Markoveigenschaft

Fiir beliebige Volatilitatsstrukturen der Forward Rates ist die Entwicklung der Short Rate
nicht Markovsch. Der gesamte Pfad ist also notwendig, um die Dynamik der Prozesse zu
beschreiben. Numerische Verfahren miissen die gesamte Zinsstruktur anhand jedes Pfa-
des bestimmen, um einen Claim berechnen zu kénnen, was einen hohen Rechenaufwand
erfordert. Dieser Aufwand reduziert sich enorm, falls die Short Rate die Markoveigen-
schaft besitzt. In der Arbeit von Carverhill (1994) [Car94] wird unter der Annahme, dass
die Volatilitétsfunktion o(t,7T") deterministisch ist, ein notwendiger und hinreichender Zu-
sammenhang zwischen der Volatilitdtsfunktion und der Markoveigenschaft der Short Rate
hergeleitet. Weitere Literaturquellen sind [MR98| und [Sch03].

Definition 2.19: Ein stochastischer Prozess (X;);>0 heifst Markovsch, falls fiir alle 0 < s < ¢

und fiir beschrinkte Borel-messbare Funktionen A : R — R gilt, dass

E[h(X:)|F] = E[p(X:)| X ]

Ein Markovprozess ist also nicht pfadabhingig.

Satz 2.20: Seio(t,T) deterministisch und stetig differenzierbar nach T' sowie o(t,T) # 0
fur alle 0 <t <T <T*. Dann ist dquivalent:

(i) r(t) ist Markovsch.

(ii) Es existieren zwei Funktionen x(t) und y(T'), so dass sich die Volatilitit als Produkt

dieser Funktionen schreiben lisst. Fs qilt also

o(t,T)=xt)y(T) firale 0<t<T<T".

(11i) Es existiert eine Funktion y, so dass sich die Short Rate gemdf folgender Gleichung
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entwickelt:

dr(t) = (at £(0,8) + / (0" (u, )0y (u, ) + (0(u, 1))2) du) dt
0 (2.32)

( /0 t o* (u, t)or(u, t)du + £(0,) — r(t))dt +o(t, AW (1)

Beweis: (i)-(ii):
Der Short Rate Prozess ist im HJM-Modell festgelegt durch

r(t) :f(O,t)—l—/O U(u,t)a*(u,t)du+/0 o(u, t)dW (u).

deterministisch

Da nach Voraussetzung die Volatilitat deterministisch ist, ist auch die Drift der Short Rate

deterministisch. Da r(t) ebenfalls nach Voraussetzung Markovsch ist, muss das Integral

Dy = /0 ta(u, £)dW (u)

Markovsch sein. Man hat die Zerlegung

Dy — /O " o, TV ()

—Dt+/0Ta(u,T)dW(u)—/Ota(u,t)dW(u)

=D, + /t o(u, T)dW (u) + /0 (o(u, T) — o(u,t)) dW (u).

Betrachtet man die Zerlegung von Dr, so stellt man fest, dass das Integral iiber [¢,T]
unabhéngig von D, ist. Die Markoveigenschaft kann also nur noch von dem letzten Integral

gestort werden. Es gilt

/0 (o(u,T) — o(u,t)) dW(u) = /o O(U,T)dW(u) — Dy.

Da nach Voraussetzung die Markoveigenschaft erfiillt ist, gilt

E| /0 o, T)d1V (u)| D] M4 g / ' o, TYAW (1) 7] = /0 ' o, TYAW (u).

0
(. &
~\~ v~

o(D¢)-messbar Fi-messbar
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Also ist das Integral f(f o(u, T)dW (u) o(D;)-messbar. Da beide Ausdriicke normalverteilt
sind, haben sie die Korrelation 1]7]
Es gilt D, ~ N(0, [} o(u,t)?du) sowie Dy ~ N(0, [; o(u, T)?du) und man erhilt aus

Corr(Dy, Dr) = \/VafogiD\t/?/Zi(DT = 1 die Gleichung

Eq K /0 o, T)dVV(u)) ( /0 ta<u,t)dvv(u))]
</Ot o(u, T)dW(u))2 (/Ota(u, t)dW(u))2] % |

Mit Hilfe der Ito-Isometrie und der Voraussetzung, dass o(t,T') deterministisch ist, folgt

M

=K, Eo

t

/OtO(U,T)U(U,t)du = (/Otg(uj)gdu)é(/o U(U,t)Qdu>é.

Auf diese Weise erhilt man eine Gleichung in Cauchy-Schwarz-Beziehung. Dieses impli-
ziert, dass o(u,T) und o(u,t) kollinear iiber u € [0,¢] sind, was unmittelbar aus dem
Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt. Es gibt also fiir ein beliebiges T' € [0, T*]

eine Konstante K7°7", so dass
ot,T) = K" o(t, T,  t€]0,T].

Setzt man nun y(T) := KTT" und z(t) := o(t,T*), so ist die gewiinschte Zerlegung
o(t,T) = z(t)y(T) gefunden.

(i) (iil):
Aus Gleichung (12.22)) ist bereits bekannt, dass

dr(t) = [8tf(o,t)+/0t ata(s,t)dW(s)—l—/ot (040 (s, )" (s, 1) + 0 (s,1)?) ds | dt+o(t, t)dW ().

Wegen (ii) existiert wiederum eine Zerlegung von o (t,T) = z(t)y(T) firalle0 <t < T < T*

und man erhélt

15Ein Beweis hierfiir befindet sich im Anhang.
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/atastdW /atx W(s)

e / s =20 a2
- dy(?) ta s V(s
=0 /0 (s,t)dW (s).

Aufgrund der Definition der Short Rate ist

/Otcr(s,t)dW(s) =— {f(O,t) n /OtU(S,t)U*(s,t)dg B T(t)}

und es gilt
¢
dr(t) &2 {df( t) + / (O (s, t)o*(s,t) + o(s,1)?) ds] dt
0
¢
L 9wl) / o(s,t)dW (s) + o (t, t)dW (t)
y() Jo
¢
= [&f(o,t) +/ (Do (s, t)0*(s,t) + 0 (s,1)?) ds] dt
0
¢
— 6;?25;) <f(0,t) +/ o(s,t)o*(s,t)ds — r(t)) + o (t, t)dW (t).
0
(i) »(i):
Da die Short Rate r(t) Bedingung (iii) erfiillt, ist r(¢) als Losung einer stochastischen
Differentialgleichung Markovsch [ O

Definition 2.21: Die Volatilitdtsstruktur o(¢,7") heift stationéir oder zeitlich homogen,
falls fiir alle 7 > 0 gilt, dass o(t1,t1 +7) = o(to,to + 7) fir alle 0 <t <ty <T* — 7.

Korollar 2.22: Isto(t,T) deterministisch und stetig differenzierbar nach T sowie o(t,T) # 0
fiir alle 0 <t <T <T* und erfillt die Short Rate die Markoveigenschaft, dann gilt:

16Siehe [Oks03).

38



2.7. GauBmodelle

(1) Firt<s<T gilt

(1) Ist die Volatilitit zusdatzlich stationdr ist, so ist die Volatilitit von der Vasicek-Form.

Es gilt also
o' (1, ) = 2 (1= exp(a(T ~ 1)),

a
wobei v, > 0 konstant sind.
Beweis: (i) Nach Satz [2.20(i) existieren zwei Funktionen, so dass

o(t,T) = x(t)y(T)

und es gilt

1) -8 a0 o= [

= z(s) /ST y(u)du

=o"(s,T).

(ii) Zunéchst gilt durch Differenzieren nach T
Oro*(t,T) =o(t,T) = yexp(—a(T —1)).

Insbesondere ist o(t,7) # 0 und es existiert, da o(t,7) stationér ist, eine Funktion
z:R— Rmit o(t,T) = 2(T — t). Nach Satz [2.20(i) existiert eine Zerlegung

2(T —t) =x(t)y(T).
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Durch Logarithmieren erhilt man

log(z(T" —t)) = log(x(t)) + log(y(T)).
Leitet man dies partiell ab, so erhilt man

(T —t) a(t) (T —t) y(T)
2(T —t) x(t)  2(T—1) y(T)"

Also

— =T fliralle 0 <t < T <T".

' (t)
z(t)
0 <t < T*. Fiir die rechte Seite folgt dies analog. Dieser konstante Wert sei «. Folglich

Dies ist aber nur moglich, wenn beide Seiten konstant sind, denn es gilt = % fiir alle

ist auch 'ZZ/((;__;)) konstant und man folgert, dass log(z(7" — t)) linear ist. Daher hat z die
Gestalt z(T —t) = exp(a(T —t) + b). Mit b := In(v) folgt die gewiinschte Gestalt und
durch Integrieren nach T folgt die Behauptung. O]

2.7.3 Beispiele

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie einige ausgewdhlte Modelle aus dem HJM-Modell
abgeleitet werden kénnen. Hierzu wird die Volatilitatsfunktion der Forward Rates fiir jedes
Modell geeignet gewihlt. [[7]

Ho-Lee Modell

Der einfachste Fall einer deterministischen Funktion fiir die Volatilitat der Forward Rates

ist eine konstante Funktion. Sei also

o(t,T):=0>0.

Die Volatilitat hangt also weder vom aktuellen Zeitpunkt noch von der Restlaufzeit ab

und ist fiir alle Forward Rates gleich hoch. Es gilt

1"Vergleiche [BS04].
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2.7. GauBmodelle

o (8, T) = /tTa(t,u)du _ /tTadu — (T —1).

Die Volatilitdt der Bondpreise héngt also proportional von der Restlaufzeit des Bonds ab.
Fiir die Forward Rates gilt

df(t,T) = o(t, T)o*(t, T)dt + o (t,T)dW (t)
= o}(T — t)dt + odW (t)

bzw. in Integralschreibweise

f&,T)=f(0,T)+ /Ot o*(T — u)du + /Ot odW (u)

= £(0,T) + o*(T — %t) + oW (t).

Man sieht, dass mit positiver Wahrscheinlichkeit die Forward Rates negative Werte an-
nehmen kénnen. Zum Zeitpunkt ¢ sind die Forward Rate-Kurven in den verschiedenen
Zustanden parallel verschoben, da sie sich nur hinsichtlich der additiven Grofe UW(t)
unterscheiden.

Fiir den Short Rate Prozess unter dem risikoneutralen Maf @) gilt

r(t) = f(0,t) + azg + oW (t).

Auch die Short Rate kann mit positiver Wahrscheinlichkeit negative Werte annehmen. ['¥]
Mit z(t) = o und y(T') = 1, also o(t,T) = z(t)y(T), erkennt man, dass die Volatilitdt in
zwel Funktionen separiert. Mit Satz folgert man, dass die Short Rate markovsch ist
und aus Gleichung erhilt man fiir die Dynamik der Short Rate

dr(t) :(at £(0,1) + azt) dt + odW ().

=6(t)

Man befindet sich somit im Ho-Lee Model.
Der Wert einer Calloption zum Zeitpunkt ¢ mit Ausiibungszeitpunkt 7" auf einen S-Bond

18Vergleiche [HIM92].
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Kapitel 2. Das HIM-Modell

mit Strike K kann mit Gleichung (2.31)) bestimmt werden. Man erhélt

C(K,T,S) = B(t,S)®(dy) — KB(t, T)®(ds)

s
] In (féit%))i ft *(u,S) —o*(u,T))*du
12 =

\/ft (u,S) —o*(u,T))?*du 7

mit

wobel

Z(f@ﬂ%ﬂﬂwﬂﬂm:ﬁlm@—Tﬂw:H@—TﬂT—w

Das Ho-Lee Model wird in der Praxis hiufig genutzt. Es ist gut steuerbar, aber leider
unrealistisch '] da gegensiitzlich zu den Marktbeobachtungen lingere Laufzeiten mit ho-
heren Faktoren bedacht werden als kiirzere. Des Weiteren besteht ein klarer Nachteil in
der Tatsache, dass mit positiver Wahrscheinlichkeit die Forward Rates negative Werte

annehmen konnen.

Vasié¢ek-Modell

Betrachtet wird nun die Wahl der Volatilitdtsfunktion

o(t,T) = oe T~ mit o, a > 0.

Somit haben Forward Rates mit einer langen Laufzeit eine geringere Volatilitdt als For-

ward Rates mit einer kurzen Laufzeit.

Es gilt

«

T
O'*(t,T) — / O_e—a(u—t)du — _z <e—a(T—t) o 1>.
t

Daraus folgt fiir die Forward Rates

19Siehe [JW00],S.203.
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2.7. GauBmodelle

2 ~
df(t,T) = — L e <e—a<T—t> — 1) dt + oe™ T AW (t)

«

bzw.
2

[, T)=f(0,T)+ %‘42 <26_°‘T(e°‘t — 1) — 20T (20t 1)>

t
+ae_°‘T/ e dW (u).
0

Fiir die Short Rate gilt

2

t
r(t) = f(0,t) + %(1 —e ) 4 O'/ e~ AW (u). (2.34)
« 0
Aus Satz folgt, dass die Short Rate die Markoveigenschaft besitzt, denn die Volatilitat

lasst sich schreiben als

o(t,T) = e T = e gemoT
N~ N

=x(t) =y(T)

Berechnet man die Dynamik der Short Rate mit Hilfe von Satz [2.20(iii), so erhélt man

dr(t) = [@f(O,t) + /Ot —%(6_(t_“) _ 1)(_0a)e—a(t—u) i (0_6—a(t—u))2

+a(=2)(e 00— 1)(oem ) du + a(£(0,1) - (1) dt + od ¥ (1

= {@]‘(O, t) +o? /t e 2=y + o (f(0,t) — T(t)):| dt + odW (t)

o 1 af(o>t) 02 —at T
- a(f(o,t) o gl )J—r(t))dtnLadW(t).

-

=6(t)

Diese Gleichung zeigt, dass man sich im erweiterten Vasi¢ek-Modell befindet. Natiirlich
kann man die Dynamik der Short Rate auch direkt aus Gleichung bestimmen.
Sieht man sich die Drift der Short Rate genauer an, so erkennt man, dass dieser fiir
groke Short Rates negativ bzw. fiir kleine Short Rates positiv ist. So wird die Short Rate
zum zeitabhidngigen Mittelwert 6(t) zuriickgezogen, was als Mean Reversion Eigenschaft
bezeichnet wird.

Auch hier ldsst sich mit Gleichung wieder eine geschlossene Formel fiir einen Call

auf einen S-Bond und Ausiibungszeitpunkt 7" sowie Strike K angeben.
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Kapitel 2. Das HIM-Modell

Es gilt
Cy(K,T,S) = B(t,5)®(d) — KB(t, T)®(d>)
d In <KBtT>:|: ft *(u, S) —O'(U,T))zdu
mi 12 = :
\/ft (u,S) —o*(u,T))*du
wobei

2

T
/ (0% (1, 8) — 0 (u, T) o = 2 (1 — e T)R(1 — =270
‘ 2cv
Auch dieses Modell wird in der Praxis haufig genutzt. Leider gilt auch hier, dass es zwar
gut steuerbar und aufgrund der Markoveigenschaft gut berechenbar ist, aber leider ist
auch dieses Modell unrealistisch, da die Forward Rates wiederum mit positiver Wahr-

scheinlichkeit negative Werte annehmen kdnnen.

Zwei-Faktor-Modell

Dieses Beispiel vorgestellt in [HIM92] ist eine Kombination aus den Ansdtzen von Ho-
Lee und Vasicek bzw. stellt einen Spezialfall des Zwei-Faktor-Vasi¢ek Modells dar. Man

definiert zwei Volatilitatsfunktionen

o1(t,T) = oy;
oo(t,T) := gpe T,

wobei 01,09, positive Konstanten sind. In diesem Beispiel wird das Modell von zwei

unabhéngigen eindimensionalen Brownschen Bewegungen angetrieben, das heifst, dass
df (t,T) = aft, T)dt + o1dW,(t) + oo 7T DdW,(t).

Fiir den ersten Faktor (W (t)):cjo,r+) hiingen die Volatilitdten wie im Ho-Lee Modell pro-
portional von der Restlaufzeit der Forward Rate ab und koénnen als ,longrun“ Faktor
angesehen werden. Bei dem zweiten Faktor (Ws(t)).cjo,r+ sind die Volatilitdten kiirzerer
Laufzeiten hoher als bei denen lidngerer Laufzeiten. Daher kann dieser als Aufschlag auf
die kiirzeren Laufzeiten zu den lingeren interpretiert werden. Die Ergebnisse, welche fiir
die vorherigen Beispiele hergeleitet wurden, gelten auch fiir dieses Beispiel analog, indem

man sie auf die Faktoren einzeln anwendet.

44



2.8. Kalibrierung

Nichtnegative Forward Rates

Alle bisherigen Beispiele hatten den klaren Nachteil, dass die Forward Rates mit positiver
Wahrscheinlichkeit negativ werden konnten. Betrachtet wird nun ein Beispiel, in dem die

Forward Rates mit Wahrscheinlichkeit 1 positiv sind. Sei

o(t,T) :=omin(f(¢t,T),\); o,A>0 konstant.

Dann gilt

(¢, 7) = o min( (1, 7), X)( /t o min(f(t, ), N)ds ) di + o min(f(, T), )TV (1),

In [HIM92] wird sichergestellt, dass es einen Prozess f(t,T') gibt, welcher obige Gleichung
16st, und der so gewéhlte Prozess der Forward Rates mit Wahrscheinlichkeit 1 positiv ist,

falls eine strikt positve anféngliche Zinskurve (f(0,7))rejo,r+) vorgegeben wurde.

2.8 Kalibrierung

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie man die neben der anfinglichen Zinskurve
(f(0,T))rejo,r+) bendtigte Volatilititsstruktur (o(t,T))o<i<r<r- aus historischen Daten
herleiten kann, um das HIM-Modell zu spezifizieren. Dieser Abschnitt orientiert sich an
[Shr04](S.432) und [Sch05](S.32). Es wird ausgenutzt, dass o(t,T) unter dem urspriingli-
chen Wahrscheinlichkeitsmaf P und dem risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmaf ) gleich
ist. Deshalb kann die Volatilitéit o(t,T), die aufgrund der in der Vergangenheit beobach-

teten Werte geschitzt wurde, also unter P, fiir die Modellierung unter () genutzt werden.

Schiatzung der Volatilitat o(¢,7) anhand von historischen Daten

Angenommen, o(t,T) besitzt die Gestalt

o(t,T)=a6(T —t)min(\, f(¢t,T)),
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Kapitel 2. Das HIM-Modell

wobei 6(7),7 > 0 eine deterministische Funktion und A > 0 konstant ist.

Damit sind die Forward Rates positiv gewéhlt. Das Minimum ist nétig, um die Explosion
der Forward Rates zu verhindern, was im folgenden Abschnitt genauer erldutert wird. Des
Weiteren héingt & nur von der Restlaufzeit (7' — t) ab, nicht aber von T und ¢ separat,
was eine zeitliche Homogenitét liefert, welche ausgenutzt werden soll.

Das Ziel wird es sein, 6(7"—t) an historische Daten anzupassen. Zunéchst stellt man fest,

dass die Forward Rates der Dynamik
df(t,T) = a(t, T)dt + 6(T — t) min(\, f(¢t,T))dW (t)

folgen.

Beobachtung der Forward Rates in der Vergangenheit

Angenommen, man befindet sich im Zeitpunkt ¢ = 0 und die Forward Rates sind zu
den Zeitpunkten t; < to < ... < t; < 0 in der Vergangenheit mit den Laufzeiten

T < Ty < ... < Tr beobachtet worden. Also

(f(tj,tj +Tk:)>

=J Lt xhv >

Weiterhin sei eine ausreichend kleine Konstante o > 0 angenommen, so dass die Forward
Rates

(f(tj +0,t + Tk)) _____

ebenfalls beobachtet worden sind. Fiir 6 > 0 gilt ¢, + 6 < t;4; fir 1 < j < J —1 und
t; + 0 < 0. Die beobachteten Intervalle {iberschneiden sich also nicht und liegen in der

Vergangenheit. Dann gilt

[+ 0,t; + 1) — ft5,t; + )
~oa(ty, t; + 1) + o () min(A, f(¢;, ¢+ 7)) (W(t; +6) — W(t;)).

Man setzt
f(tj + (5, tj + Tk) — f(tj, tj + Tk)

Vo min(\, f(t,t; + 7))
_ Vealt, tp+m) o(re) (Wt +96) = W(Ly))
© min(\, f(tj,t + 7)) Ve '

j?k =
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2.8. Kalibrierung

Wihlt man § > 0 sehr klein, so ist der erste Term im Vergleich zum zweiten Term sehr

klein. Setzt man Wit 5 Wit

Vo

so sind die X; aufgrund der Eigenschaften der Brownschen Bewegung nicht nur standard-

normalverteilt, sondern auch unabhingig voneinander, da ¢ klein genug gewahlt wurde.
Man folgert, dass
Djp~o(m)X;,  1<j<J (2.35)

Berechnet man die theoretische Kovarianz von D, und D;, mit Gleichung (2.35)), so

erhdlt man fiir j = 1,... ,J fiir die Laufzeiten 75, und 7,:

Cov(6(Th,) X, 0 (Th,) X)) = E(5(Tk1)Xj5(Tk2)Xj — E(6 (74, ) X;)0 (7h,) X
— 0 (Tk, ) X E(0(71,) X5) +E(5(Tk1)Xj)E(5(Tkz)Xj)>
—_——

=0

= G (7h,)5 (7h,) E(XF)
———

=1

= 0(Tky )0 (Thy)-

Andererseits lassen sich J unabhingige Beobachtungen von D;; zu den Zeitpunkten
t1,...,t; mit derselben Laufzeit 7, machen. Hierzu betrachtet man die Differenz der

beobachteten Forward Rates, denn es gilt

f(tj + (5, tj + Tk) - f(tj,tj + Tk)
Vomin(\, f(t;,t; + 1))

j?k -

Man kann die Kovarianz aufgrund der Unabhéingigkeit sehr gut schitzen durch

1 XJ: Q5+ 06,t;+ 1) — [ty + 7)) f(E5 + 0,85+ 70,) — f(E,85 + Tay)

J—1 i=1 \/(_Smln()‘v f(tj7 tj + Tkl)) \/Smln(/\v f(tjv tj + Tkz))

Ck17k2 =

fiir alle ky, ko = 1,2,... , K. Die theoretische Kovarianzstruktur soll nun an die empirisch
beobachtete Kovarianzstruktur angepasst werden. Optimalerweise ist also (1), ... ,6(7k)

zu finden, so dass

Cykl,k;2 = 5’(Tk1)5(Tk2) fllI' alle k’l,k’g = 1,2, Ce ,K
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gilt. Es existieren also K2 Gleichungen fiir X Unbekannte. Aufgrund von Symmetrieeigen-
schaften Cy, j, = Ch, r, reduziert sich die Anzahl der Gleichungen auf 1K (K +1). Um die
beste Wahl fiir (1), ... ,6(7x) treffen zu kénnen, nutzt man die Principal Component
Analysis (PCA). Bei der PCA fasst man Daten zusammen und erreicht damit eine Ver-
ringerung der Dimension, wobei der Informationsverlust moglichst gering gehalten wird.

Auf diese Weise wird in einer geringeren Dimension der Grofteil der Varianz erklirt.

Man definiert

)

Cip -+ Cik
C= : : :
Ck1 - Ckxk

)

C ist symmetrisch und positiv definit, somit besitzt C die Zerlegung
C = Merel + doegel + ...+ A\gerels,

wobei Ay > Ao > ... > Ag > 0 die Eigenwerte von C und ey, ... ,ex die i-ten normierten
Einheitsvektoren bezeichnet. Die Eigenwerte stellen nach der Diskriminanzanalyse eine

Gewichtung der Varianz dar. Nach den obigen Uberlegungen soll die Matrix C die Gestalt

c=| ¢ | (6t .. ()
(Tk)
besitzen, denn dann entspricht die theoretische der empirischen Kovarianzstruktur. Die
beste Wahl ist

o(71)
= \//\_161.
(7x)
Um eine bessere Annidherung an C zu erhalten, kann man die Forward Rates von mehreren
Brownschen Bewegungen antreiben lassen. Jede dieser Brownschen Bewegungen hat ein
eigenes &, welches als v/ Agea, v/ Ases, ... gewihlt werden kann. Auf diese Weise ldsst sich

eine Genauigkeit vorgeben. Sei € > 0 gegeben. Wéhle d Brownsche Bewegungen, so dass

Somit werden die wichtigsten Eigenwerte verwendet, um eine Approximation an die Ko-
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varianzstruktur zu erhalten.

Bis zu diesem Zeitpunkt wurden ausschliefslich historische Daten genutzt. Im letzten
Schritt der Kalibrierung wird eine deterministische Funktion s(¢) in die Dynamik der

Forward Rates eingefiihrt. Also

df (t,T) = o(t, T)o*(t, T)dt + s(t)&(T — t) min(M, f(t,T))dW (¢). (2.36)

Zunichst schitzt man also die Werte von (7T — t) anhand von historischen Daten unter
der Annahme s(¢) = 1. Anschliefend kann s(t) beliebige Werte annehmen. Typischerweise
wird s(t) als stiickweise konstant angenommen, die Werte dieser Konstanten sind frei
wahlbar und werden genutzt, damit das Modell mit den Marktpreisen iibereinstimmt.
Dabei handelt es sich nicht um einen sonderlich grofen Spielraum, aber typischerweise

andert sich die Kovarianzstruktur von Zinsen in kurzen Zeitraumen nicht sehr vehement 29

Bemerkung 2.23: Es gilt
T
o*(t,T) = s(t)/ (u—t)min(M, f(¢t,T))du
t

und die Drift der Forward Rates in (2.36) kann bestimmt werden. So definiert ist das
Modell arbitragefrei, obwohl die Funktion s(¢) erst im letzten Moment eingefiihrt wurde.

Eine Rekalibrierung des Modells hat lediglich Auswirkungen auf s(t).

2.9 Forward Rates lognormalverteilt?

Es stellt sich die Frage, ob die Forward Rates lognormalverteilt gewdhlt werden kénnen.
Wire dies moglich, so erhielte man die Formel von Black und Scholes fiir Caplets unter
einem risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmaf und kénnte somit Caplets der Marktpraxis
entsprechend bewerten. Leider konnen die Forward Rates nicht lognormalverteilt gewahlt

werden, denn um ein HJM-Modell mit lognormalverteilten Forward Rates zu konstruieren,

20Vergleiche [Sch03].
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miisste man die Volatilitit folgendermafen wahlen:
o(t,T)=0f(t,T), o > 0 konstant.

Dann gilt aufgrund der HJM-Driftbedingung

df (t,T) = f(t,T) (02 ( /t : f(t,u)du)dt + adW(t))
mit Losung

ot

F(6.7) = 70, 7) exp(o? /Ot /STf(s,u)du ds) exp (=75 + 0T (1)

fiir alle T € [0,7*] und t € [0, T7.

Leider kann gezeigt werden, dass es keine endliche Losung fiir diesen Ausdruck gibt.
Es ist sogar so, dass die Forward Rates mit positiver Wahrscheinlichkeit fiir das risiko-
neutrale Wahrscheinlichkeitsmal und somit auch fiir jedes dquivalente Wahrscheinlich-
keitsmals in endlicher Zeit explodieren. Unendliche Forward Rates haben verschwindende
Zero-Coupon-Bond Preise zur Folge, was wiederum Arbitragemdglichkeiten ersffnet Pl[Eine
Modellierung lognormalverteilter Forward Rates, um ein arbitagefreies Modell fiir Bonds
zu erhalten, ist im HJM-Modell also nicht mdglich. Daher kann auch die Formel von Black
und Scholes fiir Caplets, welche in der Praxis genutzt wird, nicht hergeleitet werden.
Das Problem wird niher anhand einer gewohnlichen Differentialgleichung betrachtet ]
Der dt-Term o2 f(t,T) ftT f(t,u)du lasst sich, falls ¢t und T dicht zusammen liegen, unge-
fihr abschitzen durch o2 f2(t, T)(T — t). Das Quadrat der Forward Rates verursacht das
Problem. Betrachtet man die Differentialgleichung

fi(t) =’ f(t)
mit positiver Anfangsbedingung f(0) > 0, dann 16st

f(0)

0= =aryon

21Siehe [HIM92].
22Sjehe [Shr04].
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die Differentialgleichung, denn

o?£2(0)
(1= f(0)t)*

f1(t) =
Die Funktion f(¢) explodiert also bei t = #(o)' Mit der Drift obiger stochastischer Dif-
ferentialgleichung verhélt es sich sogar noch ungiinstiger, denn aufgrund der Zufalligkeit
explodieren einige Pfade sofort unabhéngig von der gegebenen Anfangsbedingung.
Dieses Problem fiihrt dazu, dass der LIBOR betrachtet wird, welcher lognormalverteilt

modelliert werden kann.

2.10 Fazit

Vor- und Nachteile des HIM-Modells

Durch das HIM-Modell erreicht man eine wesentliche Verallgemeinerung aller bisherigen
arbitragefreien Modelle. Beispielsweise lassen sich die Modelle von Ho-Lee, Vasicek oder
Cox-Ingersoll-Ross als Spezialfille des HIM-Modells auffassen, indem man eine geeignete
Volatilitatsstruktur im HJM-Modell wihlt. Durch die Konstruktion ist das HJM-Modell
automatisch zinsstrukturkonform, denn die am Markt beobachtbare anfingliche Zinskurve
(f(0,T))rep,r+ ist eine Anfangsbedingung des Modells. Das Modell kann genutzt werden,
um Preise von amerikanischen und européischen Contingent Claims konsistent zu bestim-
men. Die wichtigste Erkenntnis aber, welche man durch das HIM-Modell erhélt, ist, dass
eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Arbitragefreiheit hergeleitet werden
kann, welche fiir jedes arbitragefreie Modell Giiltigkeit haben muss, das von einer Brown-
schen Bewegung angetrieben wird. Die HJM-Driftbedingung ist sehr niitzlich, um die
Eigenschaften von Modellen, die aus dem HJM-Modell abgeleitet werden konnen, unter
Arbitragefreiheit zu untersuchen.

Ein grundlegendes Problem des HJM-Modells ist in der Schwierigkeit der Wahl einer ge-
eigneten Volatilitdtsfunktion zu sehen, um ein konkretes Modell zu erhalten und Derivate
bewerten zu kénnen. Ein weiteres Problem stellt die potenziell komplexe Kalibrierung des
Modells dar. Meist werden aufwendige Prozeduren nétig sein, um das Modell zu imple-
mentieren, da HJM-Modelle in der Regel nicht Markovsch sind. Typischerweise wird zur
Implementation die Monte-Carlo-Simulation herangezogen, welche aber einen sehr hohen

Rechenaufwand erfordert und sich insbesondere bei der Bewertung von Optionen mit einer
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amerikanischen Komponente als schwierig erweisen kann. Aufserdem ist es nicht moglich,

die augenblicklichen Forward Rates lognormalverteilt zu wéhlen.

Unterschiede von Short Rate Modellen und HIM-Modellen

Wie bereits erwdhnt, konnen arbitragefreie Short Rate Modelle als Spezialfille des HJM-
Modells aufgefasst werden. In Short Rate Modellen wird nur die Short Rate (r(t)):cj0,7+]
modelliert, um den gesamten Geldmarkt zu modellieren, was 6konomisch gesehen nicht
plausibel erscheint. Ausgehend von der Short Rate sind dann die Bondpreise modellen-
dogen bereits bestimmt. Im Gegensatz hierzu wird in HJM-Modellen die gesamte Zins-
struktur mit Hilfe eines It6-Prozesses mit einem Mal konstruiert, was wesentlich mehr
als nur die Modellierung der Short Rate darstellt, denn in den Forward Rates, welche im
HJM-Modell modelliert werden, steckt bereits die Risikopriferenz des Marktes. Aufgrund
der Modellierung der Forward Rates durch einen It6-Prozess besitzt das HJM-Modell we-
sentlich mehr Freiheitsgrade in der Modellierung als Short Rate Modelle. Die Bondpreise
konnen anschliefend aus den Forward Rates gewonnen werden. Es wurde gezeigt, dass
HJM-Modelle zinsstrukturkonform sind, also mit den am Markt beobachtbaren Zinsen
iibereinstimmen, denn die anféngliche Zinsstruktur (f(0,7"))rcp,r+ ist eine Anfangsbe-
dingung des Modells. Das Modell muss daher nicht an die Zinsstruktur kalibriert werden.
Im Gegensatz hierzu sind Short Rate Modelle in der Regel nicht zinsstrukturkonform. Sie
miissen an die vorgegebene Zinskurve kalibriert werden, was sich als kompliziert erweisen

kann.
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3 Das LIBOR Markt Modell

Im vorhergehenden Kapitel sind Zinsstrukturmodelle mit infinitesimalen Zinsen, wie die
augenblickliche Forward Rate im HJM-Modell oder die augenblickliche Short Rate in
Short Rate Modellen untersucht worden. Vom mathematischen Standpunkt aus gesehen,
sind diese Zinssitze gut handhabbar, doch leider sind diese Zinssitze am Markt nicht
beobachtbar und eine Kalibrierung des Models an z.B. Cap-Daten ist in diesen Modellen
numerisch aufwendig.

Im LIBOR Markt Modell betrachtet man anstelle der infinitesimalen Zinsen den LIBOR,
welcher einen diskreten Zinssatz darstellt. Der entscheidende Vorteil ist, dass dieser dis-
krete Zinssatz tatsdchlich am Markt beobachtbar ist. Im LIBOR Markt Modell wird der
LIBOR L(t,T) jeweils unter einem eigenen Maf definiert. So werden durch eine geeignete
Wahl des Numéraires die LIBOR-Zinssdtze unter dem jeweiligen Mafl in der Tat lognor-
malverteilt konstruiert.

Das LIBOR Markt Modell ist ein logisch konsistentes sowie arbitragefreies Modell, in wel-
chem die theoretischen Preise fiir Caps und Floors, welche zwei der wichtigsten Zinsderi-
vate darstellen, der Formel von Black und somit der gdngigen Marktpraxis entsprechen.
Das Modell liefert somit die theoretische Grundlage zur Verwendung der Formel von Black
und Scholes fiir Caps und Floors. Die Art und Weise der Konstruktion des LIBOR Markt
Modells wird dieses automatisch zinsstrukturkonform modellieren. So ist eine Kalibrie-
rung an Caps bzw. Floors einfach. Das Modell kann anschlieffend genutzt werden, um
exotischere Produkte zu bewerten. Fiir diese Bewertung werden iiblicherweise numerische
Methoden, wie z.B. die Monte-Carlo-Methode, benotigt.

Die Herleitung eines solchen Markt Modells gelang Miltersen(1997) und Brace(1997), wel-
che ihre Ergebnisse aus dem HJM-Modell ableiten konnten. In diesem Kapitel wird daher
der Zusammenhang zwischen LIBOR Markt Modell und HJM-Modell geklirt werden. Es
wird jedoch ein direkter Zugang zum LIBOR Markt Modell verfolgt, welcher keinen Bezug

auf die augenblickliche Forward Rate nimmt. Insbesondere liegt dieser Konstruktion kein
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Kapitel 3. Das LIBOR Markt Modell

HJM-Modell zugrunde.

Zunichst sei eine fest gewahlte aufsteigende Folge von Falligkeitszeitpunkten Ty, 11, ... , Ty

mit dquidistanten Abstinden
6:7—;_2717 7;:17"'7Na
angenommen. Den Wert § nennt man Tenor. Dieser Wert wird in Anwendungen iiblicher-

weise 0 = 0.5, also halbjihrlich, oder § = 0.25, also vierteljihrlich, gesetzt[T]

Zur Erinnerung wird die Definition der LIBOR-Forward-Rate aus Definition 1.1 nochmals

angegeben und die Notation kompakter gemacht durch

Lt T):=LtT,T+05) = % (% - 1) . (3.1)

L(t,T;) bezeichnet den diskreten Forwardzins iiber das Intervall [T}, T;,1] aus der Sicht
zum Zeitpunkt ¢.

3.1 Cap, Floor, Swap und Swaption

In diesem Abschnit werden eine Reihe wichtiger Zinsderivate definiert. Siehe hierzu auch
[Bj604].

Cap und Floor

Eines der am haufigsten gehandelten Zinsderivate ist der Cap bzw. der Floor. Ein Cap
ist eine Absicherung gegen steigende Zinsen, da ein Cap Auszahlungen bei hohen Zinsen
besitzt. Genauer ist der Cap ein Vertrag, welcher die Differenz zwischen einem variablen
Zinssatz und einem festen Zinssatz, der Cap Rate K, in Bezug auf einen Nennwert P

zahlt. Somit wird garantiert, dass die Zinsen niemals iiber einer im Voraus festgelegten

!Die Abstinde miissen nicht notwendigerweise Aquidistant gewdhlt werden. Dieses wird aber ange-
nommen, um die Notation so einfach wie moglich zu halten.
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3.1. Cap, Floor, Swap und Swaption

Cap Rate K liegt. Das Gegenstiick zum Cap ist der Floor, welcher garantiert nicht we-
niger als eine im Vorhinein festgelegte Floor Rate zu erhalten. Betrachtet wird hier der
Cap bzw. Floor auf einen Forward-LIBOR.

Ein Cap wird beschrieben durch

(1) eine aufsteigende Folge von Zeitpunkten Ty < T} < ... < Ty mit T4y —T; =6
fiiri=0,... N —1,

(2) einer positven Cap Rate K,
(3) einem Nennwert P.

Ein Cap mit Cap Rate K zahlt an den Zeitpunkten T, den Betrag

SP(L(T,T;)) - K)"; i=0,...,N—1.

Die Zahlung wird bereits zum Zeitpunkt 7; fixiert, aber erst zum Zeitpunkt 7}, gezahlt.
Ein Cap ist ein Portfolio aus Caplets, daher geniigt es, um den Wert eines Caps berechnen
konnen, den Wert einer einzelnen Zahlung, also eines Caplets, zu kennen und anschlieffend
diese Werte aufzusummieren.

Ein Caplet ist festgelegt durch

1) ein reset date T},

2) ein resettlement date 7},

3) einer positiven Cap Rate K,

4) sowie einem Nennwert P.

(1)
(2)
(3)
(4)

Ein Caplet besitzt zum Zeitpunkt 7}, die Auszahlung

5P (L(T;, T) — K.

Ein (LIBOR-)Caplet ist eine Calloption auf den LIBOR mit Strike K. Ein Cap ist ent-

sprechend ein Portfolio von Calloptionen.

Sei t < Ty und bezeichnet man mit Cpl(t,i) den Wert eines Caplets mit reset date T;
und resettlement date T;,; zum Zeitpunkt ¢, so gilt fiir den Wert Cp(t) eines Caps zum
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Zeitpunkt ¢

Cp(t) = Z_ Cpl(t,1).

Im Folgenden sei ohne Einschrinkung angenommen, dass das Nominal P =1 ist.

Das Gegenstiick zum Cap ist der sogenannte Floor. Der Floor stellt eine Versicherung
gegen fallende Zinsen dar. Dem Besitzer des Floors wird garantiert, dass die Zinsen auf
das Nominal P nicht unter der Floor Rate K liegt. Ein Floor hat demnach Auszahlungen,
falls der Zinssatz unterhalb der Floor Rate liegt. Ein (LIBOR-)Floor ist eine Portfolio
von Putoption auf den LIBOR und besteht aus einem Portfolio von Floorlets und ist

beschrieben durch

(1) eine aufsteigende Folge von Zeitpunkten Ty < T} < ... < Ty mit T4y —T; =6
firi=0,... N —1,

(2) einer positven Floor Rate K,
(3) sowie einem Nennwert P.

Ein Floor mit Floor Rate K und Nennwert P zahlt an den Zeitpunkten 7, den Betrag
SP(K — L(T;, T))"; i=0,...,N—1.

Ein Floorlet besitzt dann zu den entsprechenden Zeitpunkten obige Auszahlungen und ist

analog zum Caplet definiert.

Sei t < Ty und sei mit Fli(t,i) der Wert eines Floorlets zum Zeitpunkt ¢ mit reset date
T; und resettlement date T, bezeichnet, so ergibt sich der Wert eines Floors FI(t) zum
Zeitpunkt ¢ durch

ﬂ@:}imm@.

In der Marktpraxis ist es iiblich, Caps und Floors mit der Formel von Black zu bewerten.
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3.1. Cap, Floor, Swap und Swaption

Satz 3.1: (Vergleiche [Fil04] S.27.)
Sei t < Ty, dann ergibt sich der Wert eines Caplets mit reset date T; und resettlement
date T;11 firi=0,... ,N —1 durch

Cpl(t, i) = 6B(t, Tyon) (L(E T)R(d1 (1)) — KO(da(t,1))),

wobei

L%’g”):l:%o‘(t)Q(ﬂ . t)

o(t)VT; —t

- og(
d1’2<t, Z) =

O bezeichnet die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung und die Funktion o(t)
die Capuvolatilitdt, welche fir alle Caplets gleich ist. (Haufig ist o(t) konstant.)
Ebenso ergibt sich der Wert des i-ten Floorlets gemdfs der Formel von Black durch

Fl(t,i) = 6B(t, Tyr) (K@(—dg(t, i) — L, T)®(—du(t, i)))).

Swap

Allgemein ist ein Swap eine Ubereinkunft zwischen zwei Vertragspartnern zu zukiinftigen
Zeitpunkten Zahlungsstrome gemals getroffener Vereinbarungen zu tauschen. Hier wird
der am héufigsten genutzte Zinsswaps, ein Plain Vanilla Swap, bei dem ein variabler Zins-
satz mit einem fixen Zinssatz getauscht wird, betrachtet. Der variable Zinssatz orientiert
sich an dem LIBOR. Auch eine Orientierung am EURIBOR oder anderen Referenzzinsen
ist moglich. Durch einen Zinsswap kann also ein variabler Zinssatz gegen einen fixen Zins-
satz zur Absicherung von Zinsédnderungsrisiken getauscht werden.

In einem Payer Swap wird ein fester Zinssatz gezahlt und man erhilt im Gegenzug einen
variablen Zinssatz auf den Nennwert zu den festgelegten Zeitpunkten. Ahnliches gilt beim
Receiver Swap, bei dem man einen variablen Zinsatz zahlt und im Gegenzug einen festen

Zinssatz auf den Nennwert zu den festgelegten Zeitpunkten erhélt.

Der hier betrachtete (Forward) Payer Swap ist also festgelegt durch

(1) eine aufsteigende Folge von Zeitpunkten Tp < T} < ... < Ty mit T,y —T; =6
fiiri =0,...,N —1,

(2) dem variablen Zinssatz, dem LIBOR L(¢,T;),
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Kapitel 3. Das LIBOR Markt Modell

(3) einer fixierten Zinsrate K,
(4) und dem Nennwert P.

Der variable Zinssatz L(T;,T;), welchen man in T, erhélt, wird bereits zum Zeitpunkt
T; festgelegt. Zu den Zeitpunkten T;,; fiir i = 0,... , N — 1 ergeben sich bei einem Payer
Swap die Zahlungen

SPL(T;, T;) — 0PK.

Bei einem Receiver Swap ergeben sich die Zahlungen mit umgekehrten Vorzeichen.
Die Zahl n wird als Lénge eines Swaps bezeichnet. Die Zeitpunkte Ty, ... ,Ty_1 werden
als reset dates sowie die Zeitpunkte T7,... , Ty als resettlement dates bezeichnet. Ohne

Einschriankung sei angenommen, dass der Nennwert P = 1 ist.

Betrachtet wird nun der Zusammenhang zwischen Caps, Floors und Swaps.

Lemma 3.2: (Cap-Floor-Swap-Paritit)
Fiir einen Cap, Floor und Payer Swap mit identischer Tenorstruktur und derselben Zins-
rate K gilt

Cp(t) — Fi(t) = T (1),

wobei IL,(t) den Wert eines Payer Swap zum Zeitpunkt t bezeichnet.

Beweis: Entsprechen die Auszahlungen des Caps und des Floors den Auszahlungen des
Payer Swaps zu jedem Zeitpunkt T;,; fiir © = 0,... , N — 1, so entsprechen sich nach dem
Replikationsprinzip auch ihre Preise. Es gilt zum Zeitpunkt 7; ., fiir ¢ =0,... , N — 1 fiir
die Auszahlungen auf der linken Seite

= 5<L(Tz‘, T my>ky = Kluamysry = Klan<xy + LT, ﬂ)l{L<Ti,Ti>>K}>

= o(L(T.T) - K),

was der Auszahlung des Payer Swaps auf der rechten Seite entspricht. m
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3.2. Zusammenhang zwischen dem HJM-Modell und dem LIBOR Markt Modell

Es folgt unmittelbar, da ein Receiver Swap Auszahlungen eines Payer Swap mit umge-

kehrten Vorzeichen hat, dass
Fi(t) — Cp(t) = IL(1),

wobei I1,.(¢) den Wert eines Receiver Swaps zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet.

Swaption

Eine (européische) Payer (Receiver) Swaption mit Strike x ist eine Option, durch welche
der Besitzer das Recht erwirbt, in einen Payer (Receiver) Swap mit fixierter Zinsrate K
zu einem festen Zeitpunkt ¢, der Swaption Félligkeit, welche meist mit dem ersten reset

date des Swaps zusammen fillt, einzutreten.

3.2 Zusammenhang zwischen dem HJM-Modell und dem
LIBOR Markt Modell

Betrachtet wird nun der Zusammenhang zwischen dem HJM-Modell und dem LIBOR
Markt Modell. Es stellt sich die Frage, ob aus dem HJM-Modell ein LIBOR Modell herge-
leitet werden kann, so dass der LIBOR positiv ist und Caplets mit der Formel von Black
bewertet werden konnen. Diese Frage wird im folgenden Abschnitt positiv beantwortet
werden. Siehe hierzu auch [MR9§|, S. 348 und [Fil09]|, S.197. Dennoch wird, nachdem
der Zusammenhang des HJM-Modells mit dem LIBOR Markt Modell geklirt wurde, ein
direkter Zugang zum LIBOR Markt Modell gewdhlt, welcher keinen Bezug auf die augen-

blickliche Forward Rate nimmt.

B(t,T;) )
BtTi1) ) yefo,r)
Formel und der partiellen Integration folgt die Darstellungﬂ

B(t,Ti) . B(thi> T 1 Tit1
d(B(t,]’iH))_B(t,TiH)/Ti 7t e

. J/
~~

ein QTi+1-Martingal ist. Mit der Ito-

Aus Lemma [2.14| ist bekannt, dass (

=075, (1)

2Eine ausfiihrliche Herleitung der Darstellung befindet sich im Anhang.
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Kapitel 3. Das LIBOR Markt Modell

So erhilt man die Dynamik von L(t,T;) durch

% Bizt(tTTJl) B 1))

01,13, (DAW (1)

Angenommen, es existiert eine deterministische R%-wertige Funktion A : [0, T*] x [0,T*] — R

mit

SL(t,T))

STt T (3.2)

0T, Ti41 <t> =

so ergibt sich
dL(t,T;) = L(t, T)A(E, T)AW ™+ (1),

was dquivalent ist zu

L, T) = L(s, T)exp(/st)\(u,ﬂ)dWTiH(u)—%/St HA@,@)\F@) (3.3)

N

TV TV
normalverteilt deterministisch

fir s <t <T,. L(T;, T;) -gegeben F;- ist also lognormalverteilt unter dem T;;-Forward-
Mak QTi+! fiir allet = 0,..., N — 1.

Der faire Wert Cpl(t,i) eines Caplets mit reset date T; und resettlement date T}, sowie
Strike K zum Zeitpunkt ¢ ergibt sich durch

Cpi(t, i) B Bg [em i rm (51, ) - K)) |
BD B(t, 1) Egr [(S(L(T, T) — K))F |7
= OBt To) (L(t, T)®(dy (1, T2)) — KD(da(t,T))).

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet und

w

(s, T; % ds
dijo(t,T;) = 2ll .

ST\ds

60



3.2. Zusammenhang zwischen dem HJM-Modell und dem LIBOR Markt Modell

Die letzte Gleichheit wird in dem Abschnitt {iber die Formel von Black fiir Caplets aus-
fiihrlich bewiesen. Mit

ot = [ AT ds
j—ji - t t
erhdlt man aus Satz exakt die Formel von Black fiir Caplets.
Jedes HJM-Modell, welches also Gleichung erfiillt, generiert der Marktpraxis entspre-
chend Preise fiir Caplets in der Form von Black. Die Konstruktion eines solchen HJM-

Modells ist nicht einfach. Es wird auf [BGM97] verwiesen und das Vorgehen skizziert

Einerseits gilt

Tiv1
O—Tz‘7Ti+1 (t) = / U(tv u)du = 0*(t> ﬂ—i—l) - O'*(t, T‘z)a

T;

andererseits soll o7, 1., (t) Gleichung (3.2)) erfiillen. Also

5L(t7Tz) )\(t T)

ori T () = 5L(t T) +1

Ut u)d
(1_exp ft ) u>>)\(t,Ti)

exp(— ft f(t,u)du

]

= (1 - e_fTi’-’_ f t7u) u) )\(t,j—;)

Durch Gleichsetzen erhélt man die Beziehung

T;
o (t, Tiq) = o*(t, T;) + (1 eI f<t’“>d“) At, T;)
und Differenzieren nach 1T liefert

o(t, Tir) = o(t,T0) + (F(t, Tipa) — F(£,T))e I TE0Nq )
41— e Ty g T,

3Siehe |Fil09],S.197.
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Diese rekurrente Beziehung kann mittels Vorwértsinduktion gelost werden, sobald o(t, -)
auf dem Intervall [0,8) festgelegt wurde[] Die auf diese Weise definierten Volatilitéiten
erfiillen also Gleichung und das so definierte HJM-Modell generiert demnach Preise
fiir Caplets in der Form von Black. In [BGM97| wird gezeigt, dass die zugehorige HIM-
Gleichung eine eindeutige und wohldefinierte Losung besitzt.

Im Folgenden wird ein direkter Zugang zum LIBOR Markt Modell verfolgt, welcher keinen

Bezug auf die augenblickliche Forward Rate nimmt.

3.3 Das diskrete Tenormodell

In diesem Abschnitt, welcher sich an [Fil09], [MR98| und [Bjo04] orientiert, wird ein
LIBOR Markt Modell konstruiert, welches sicherstellt, dass die LIBOR Rate stets positiv
und lognormalverteilt ist. Die grundlegende Idee besteht darin, die LIBOR Rate L(t,T;)
fiir jedes i € 0,--- , N — 1 jeweils unter einem eigenen Wahrscheinlichkeitsmaf Q7%+
lognormal zu definieren.

Es wird betont, dass hier kein HJM-Modell zugrundel iegt. Insbesondere sind also noch
keine Preise fiir die Bonds bekannt. Die Bondpreise konnen aber, nachdem die LIBOR

Rates modelliert worden sind, zu den diskreten Zeitpunkten hergeleitet werden.

Angenommen sei ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, (F)sefo,ry], @) mit einer
d-dimensionalen Brownschen Bewegung W~ der die usual conditions erﬁillt.

Da ein Modell fiir die LIBOR Rates L(t,T;) fiir ¢ = 0,... ,N — 1 konstruiert werden
soll, sei angenommen, dass fiir i = 0,... , N — 1 eine R%wertige, deterministische und
beschriankte Funktion A(t,T;),t € [0, T;], existiert, welche die Volatilitat von L(¢,T;) dar-
stellt. Die Funktionen A(¢,7;),t € [0, T;] sind hierbei frei wihlbar. Auferdem existiere eine

anfangliche positive, nichtfallende, diskrete Zinskurve

B(0,T;), i=0,... ,N.

*Hiufig wird o(t,T) = 0 fiir T € [0, ) gewiihlt.
®Die usual conditions sind erfiillt, falls (F}):>o vollstindig und rechtsseitig stetig ist, d.h. Fo enthélt
alle QTN—Nullmengen und es gilt F; = ﬂs>t F, fiir alle ¢t > 0.

62



3.3. Das diskrete Tenormodell

Man erhilt folglich nichtnegative anféngliche LIBOR Rates durch

L(o,ﬂ):%(;é?—&g)—l), i=0,... N—1. (3.4)

Im ersten Schritt wird gefordert, dass

dL(t,Tx_1) = L(t, Txy_1)At, Txy_1)dW™ (1), t € [0, T_1].

Mit (3.4)) folgt die dquivalente Darstellung

1 <B(O,TN_1)

Lt 1) = 5 B(0, Ty)

: 1) exp (/Ot A, Ty )W (u) — %/Ot IACe, T |

und L(t,Ty_;) ist unter QT¥ lognormalverteilt, da A(¢,Ty_;) deterministisch gewihlt
wurde. Motiviert durch die Herleitung des Modells aus dem HJM-Modell, sei der R-

wertige, beschriankte und progressive Prozess

Lt Tyoy)
CSL(t, Ty_1) + 1

O-TN—17TN (t) )\(t, TN—l)a t e [O, TN—l] (35)

definiert. Da o7, _, 1, beschrankt ist, ist die Novikov-Bedingung erfiillt und

Tn-1 T 1 [Tva 2
dCQ—TN = e}(p(\/0 O-TN,l,TN(U)dW N(u) — 5/0 HO-TthTN(u)H du)

definiert ein zu Q™ dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmak Q7~-1 auf Fr, . Der Satz von

Girsanov liefert, dass

t
WTN?l(t) - WTN (t> - / OTn_1,TN (u)Tdu, t e {O; TNfl]
0

eine Brownsche Bewegung unter QTV-1 ist.
Nach der vollstdndigen Konstruktion der LIBOR Rates und dem Einfiihren des Bond-
markts wird gezeigt, dass gerade diese Girsanov-Transformation die geeignete ist, um zu

einem Forwardmartingalmak zu wechseln. [

8Siehe Bemerkung (3.5).
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Im néchsten Schritt wird gefordert, dass

dL(t, TN_Q) = L(t, TN_Q))\(t, TN_Q)dWTNfl(t), t e [0, TN_Q],

mit Losung

0. T-2) = (BT ) exp [ M Tyt = [ N T )

ist. Es kann der R%wertige, beschrinkte und progressive Prozess

SL(t, Ty _»)
1) =
UTN—Q,TN—1< ) 5L(t,TN_2) +1

At, Tn—z), t€0,Tn_2],
definiert werden. Da or,_, 7, _, beschrinkt ist und somit die Novikov-Bedingung erfiillt

ist, wird durch

dQTN,g Tn_2 . 1 Tn-2 9
W = exXp (/0 UTN72,TN71(u)dW Nt (u) - 5/0 HUTN72,TN—1(U)H du)

ein zu QTV-1 dquivalentes WahrscheinlichkeitsmaR auf Fr,_, definiert. Der Satz von Gir-

sanov liefert, dass

t
WTN_2 (t) = WTN_I(t) - / O-TN—QyTN—lT(u)7 te [07 TN72]7
0

eine Brownsche Bewegung unter QTV-2 ist.

Wiederholt man diese Schritte, so erhilt man eine Familie lognormalverteilter Martingale
(L(t,T;))tepory jeweils unter dem Wahrscheinlichkeitsmak Q7+, welches sich spéter als
das T;j,1-Forward-Maf fiir ¢ = 0,... , N — 1 herausstellt. Unter einem Maf ist eine solche

Darstellung lognormalverteilter LIBOR-Prozesse nicht méglich[]

"Siehe [Reb98].
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3.3.1 Das Terminal Measure

Jede LIBOR Rate ist bisher unter einem eigenen Maf definiert. Es ist aber wichtig, die
Dynamik von L(t,T;) unter einem gemeinsamen Mafs zu bestimmen. Insbesondere wird
das sogenannten Terminal Measure Q*V, das Forward-Maf am Handelshorizont Ty, eine

wichtige Rolle spielen.

Lemma 3.3: (Vergleiche [Fil09], Lemma 11.1.)
Sei 0 <i,7 < N — 1. Dann gilt fir die Dynamik von L(t,T;) unter QTi+1

( j
AT Y onm, () dE+ A TYAW (1), i<
dL(t,T;) k=i+1

Lt,T;) ) A, T)dwTi(t), i=j
AT Y1 011, (0T dE+ NG TAW T (1), i >

firt € [0,T; N Tj1q]. Fir j = N — 1 erhdlt man die Dynamik von L(t,T;) unter dem

Terminal Measure Q™.

Beweis: Aus obiger Konstruktion der LIBOR Rates erhélt man

dL(t, T;) = L(t, T)\t, T;)dW i1 (¢). (3.6)

Fall 1: 1 < j

Aufgrund des Satzes von Girsanov weifs man, dass

dWTi(t) = dWTh+1(t) — UThTM(t)Tdt, t €10, T3],

gilt und W7i(t) eine Brownsche Bewegung unter Q7 ist. Durch sukzessives Einsetzen

erhdlt man die Beziehung

J
AW (8) = AW () = > 7 omr,, (07 dt, ¢ € [0, T,

l=i+1
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Durch Einsetzen in (3.6]) folgt dann die Behauptung

dL(L,T) .
=—-\t,T) dt At 1) dW it (¢t).
L(t T) ZZZ-H or, Tl+1 + ( ) w ( )

Fall 2: 1 =
Die Behauptung entspricht (3.6]).

Fall 3: 7>

Mit der Beziehung

J
dWTi+1(t) = dqwlit (t) + Z UTZ,THl(t) dt

l=i+1

folgt die Behauptung analog zum ersten Fall. O]

Zu beachten ist, dass fiir i # N — 1 die LIBOR Rate L(t,T;) unter dem Terminal Measure
Q™ kein Martingal ist, da die Drift nicht verschwindet.

3.3.2 Der Bondmarkt

Mit Blick auf die Definition des LIBOR ([3.1) ergibt sich der Forwardpreis des T;_;-Bonds
durch

B(ta ﬂ—l)

BUT) — OL(t, Ti 1) + 1. (3.7)

Die Dynamik des Forwardpreises ldsst sich somit folgendermafen berechnen.

B<t7T%—1)
d(m> LD S, T )

= SL(t, Ty )A(t, Ty_1 )dWTi(t)
= or .1 (1) (5L(t, T))+ 1>dWTZ’ (1)

-B(th 1) T
W 7,1 () AW ()
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3.3. Das diskrete Tenormodell

und (—B(t’TH)

BT ist somit ein QTi-Martingal mit eindeutiger Losung

) tG[O,TZ',l]

B(t,Ti B(0,T;—4 t . 1t )
B(t(t’Ti)) _ BE(O’Ti)) exp(/O or,_ 1, (w)dW (u) — 5/0 oz, (W] du). (3.8)

Fiir i < j gilt

B(t,T,)  B(tT)  BtTi)
BU.T,) ~ Bu.Tny By 0Lk (3.9)

Man erhélt fiir den Forwardpreis folgendes Lemma, welches zeigt, dass die fiir die Model-
lierung der Dynamik der LIBOR Rates konstruierten Mafse in der Tat die Forwardmar-

tingalmafe sind.

Lemma 3.4: (Vergleiche [Fil09], Lemma 11.2.)
Sei 1 <i<j <N, dann gilt

B ,E B 0,7—; ¢ T, 1 t 5
BEET; Bgo,zﬁexp(/o or, 1, (WdWh (u) - 5 / oz, (w)|*du), ¢ € [0,T)
(3.10)

wobei OT,T; = D i OT} Tiyy €11 Re-wertiger, beschrinkter und progressiver Prozess ist.

Insbesondere ist der Forwardpreis <§E:%%) o) ein positives Qi -Martingal und somit
43) ) tefo,;

ist QT ein Forwardmartingalmap.

1
g B0,T) 7 t . 1 )
S S0t Teww( [ om0 = [ om0
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(0,7}
B(0,T}) -
1 tJj—1 )
_§</ oz 100 (0)]|“du + 207, 1y, (u Z on,m.. (u Tdu>>
O k=i I=k+1
B(0,T;) it n 2
= BT, exp ; ZJTkaH YW ( T (U )
B0, T;) 1
= T W) AW (u
B<o,n>eXp/o;“” /” 7.1, 0)[)

Bemerkung 3.5: An dieser Stelle ist es moglich, den Dichtequotientenprozess, welcher
die Wahrscheinlichkeitsmafse definiert, die zur Konstruktion der LIBOR Rates genutzt

wurden, ndher zu bestimmen. Es gilt

B(t,Tn_1) B(t, Tn-1) Ty
A BaTy) = Baag om0

mit Losung

B(t,Ty-1) _ B(0, Ty
B(t,Ty) ~ B(0,Ty)

) t . 1 [ 2
eXp</0 O'TN71,TN(U)dW N(u) — 5 ; HO-TN—LTN<U>H du>

Dann gilt fiir den Dichtequotientenprozess

dQTN—l t T
dQ—TN’ft = eXp(/(; GTN—hTN( )dW N / HUTN 1TN H du>
_ B(t,Ty_1) B(0,Ty)

B(t,Tx) B(0,Tn-1)
_ (1 + 5W¢N”)%'
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3.3. Das diskrete Tenormodell

Somit zeigt insbesondere die zweite Gleichheit. dass die geeignete Girsanovtransformation
gewdhlt worden ist, um zu einem Forwardmartingalmal zu wechseln. Fiir die iibrigen

Mafswechsel folgt dies analog.

Da Q77 ein Martingalmaf mit dem 7;-Bond als Numéraire ist, ist das Modell arbitragefrei
fiir die Bonds mit Félligkeiten Ty, ... ,Ty. Mit Blick auf die Bewertungsformel unter dem
T;-Forward-Maf 1} ist fiir jeden Tj-Claim X mit Eq,. [|X|] < oo der faire Preis 7 (¢)
zum Zeitpunkt ¢ < T} gegeben durch die Formel

n(t) = B(t, T))Eqr, [X|F). (3.11)

Zu den Zeitpunkten T; lisst sich der Bondpreis mit Félligkeit 7} fiir 0 <i < j < N durch
den LIBOR ausdriicken durch

J
E?Tk - 1
B(T,. T;) . 3.12
HBT;,Tkl HdLT Ti) + 1 (312)

k=i+1

Bemerkung 3.6: Es ist nicht moglich, die stetigen Bondpreise B(t, T;)icpo,1;) im diskreten
Tenormodell eindeutig zu bestimmen. Um diese stetigen Bondpreise herleiten zu kénnen,
miissen die LIBOR Rates aller Falligkeiten T' € [0, Ty_;] bekannt sein.ﬂ Allerdings werden
die stetigen Bondpreise im diskreten Tenormodell zur Bewertung zum Beispiel von Caplets
nicht bendtigt. Die Kenntnis der Bondpreise zu den diskreten Zeitpunkten sind dafiir

ausreichend [l

8Siehe [Fil09], Seite 203.
9Siehe Abschnitt 3.3.4, Black-Scholes Formel fiir Caplets.
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3.3.3 Das Geldmarktkonto

Sind die LIBOR Rates L(T;_1,T;—1) der Periode [T;_,,T;] fir i = 1,... , N bekannt, so
kann das diskrete Geldmarktkonto definiert werden, indem man stets in den Zero-Coupon-

Bond mit der kiirzesten verfiigbaren Laufzeit investiert. Man definiert

B(0) =1,
B(T;) = 1+ 0L(Tj—1,Tj-1))B(Tj-1), j=1,...,N,
also )
T 1 -
B(T3) = B(T) 11 B(Te. Tory)’ j<i<N. (3.13)

B(T;) stellt den Wert einer zum Zeitpunkt ¢ = 0 investierten Geldeinheit zum Zeitpunkt 7;
dar. Der Prozess 3 ist nach Konstruktion monoton wachsend und beziiglich der diskreten
Filtration (Fr,) previsibel. §(7;) ist also (Fr,_,)-messbar fiiri =1,... , N.

Sei n:[0,7,-1] — N, t — n(t) eine Funktion, welche so definiert ist, dass

Tn(t)—l <t< Tn(t), t > 0.

Die Funktion 7 sei also so gewéhlt, dass T}, den néchstmoglichen und 75,1 den letzt-

moglichen Handelszeitpunkt zum Zeitpunkt ¢ in dem diskreten Modell angibt.

Das Ergebnis des nichsten Lemmas ermdglicht es, ein risikoneutrales Wahrscheinlichkeits-
malk zu definieren, welches das Geldmarktkonto als Numéraire besitzt. Die abdiskontierten

Bondpreise bilden dann beziiglich der diskreten Filtration Martingale.

Lemma 3.7: Seit € [0,Ty_1], dann gilt

B (BT BO.T)IF] = exp [ onn (a0 =5 [ flona @) du),

wobei der R¥-wertige, beschrinkte und progressive Prozess durch

oy Ty, (1) = fo:—nl(t) 0T, Ty (1) definiert ist.
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3.3. Das diskrete Tenormodell

Insbesondere erhdlt man

B(T})
E [ T ] = 5
Beweis: Berechnet sei zunéchst die Gleichheit
n(t)—1 -1
B13) 1 1 1 1
Tw) =¥ (0 S = .
BT QET)/ it B(Ty, Ti41) kI;[(t) B(Ty, Tiy1) B(Oan(t))B(Tﬁ(t)7TN)
(3.14)
Dann ergibt sich
=1
B(T, )) B(0,Ty)
[ Ty N }
E TV)B(O, Ty)|F] = E F
QTN[B( N) ( ) N)’ t] QTN B(O Tn(t> ( n(t)7TN)‘ t
B(0,Ty) [B(Tn(t ) }
=~ Egry —\Ft
B(0, Ty)) B(Ty): Tn)

QTN -Mart. B(0,Ty) B<t7T?7())
B(0,T,u) B(t,Ty)

B-10) t T 1 /[t 2
= exp ([ onm s AW @) = 5 | om, gy, )| du)
0 0

t 1 t 9
= eXp(/(; UTo,TN—l(u)dWTN(u> - 5/0 ||O-T07TN—1(U)H du)

Aufgrund der Fr,-Messbarkeit von 5(T;) und B(T}, Ty) erhdlt man

1
Egry |B(Tw)|Fr| = B(T})Egry I,
o [0 ] = 0 Een [T 57, 775 7
B(le,TN)
B(13)
B(T}, Ty)
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Definition des risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmafies

Mit Hilfe von Lemma definiert man auf Fr, ein zu QT dquivalentes Wahrscheinlich-
keitsmafs () durch

dQ

dQ—TN\fTN = B(Tn)B(0, ).

Sowie

d t 1 [t
dQ—gNLﬁ = eXp(/O 0Ty, Tn—1 (u)dWTN (u) - 5/0 HaTo,TNq (u)||2)7 te [07TN—1]

und insbesondere erhalt man fiir t = 7}

dQ | _ 6(Tj)B(07TN) (3 15)
dQT~ F B(Tj’TN) )
fiir j=0,... ,N —1.
Der Satz von Girsanov liefert, dass
t
W () = W (1) — / orome, (WTdu, 1€ [0, T, (3.16)
0

eine Brownsche Bewegung beziiglich @) ist. Die Dynamik der LIBOR Rates kann unter

dem Wahrscheinlichkeitsmaf () berechnet werden.

Lemma 3.8: Sei 0 <i < N — 1. Dann gilt fir die Dynamik von L(t,T;) unter Q

dL(L,T) = L(t,ﬂ)A(t,ﬂ)( Z aTk,TkHdeW(t)), te0,T).

k=n(t)

Beweis: Da t € [0, T;] ist, gilt aufgrund der Definition der Funktion 7, dass i + 1 > n(t)
ist. Mit Lemma [3.3] erhélt man
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3.3. Das diskrete Tenormodell

aL(t, T) =S L, TN T) (- Z O30, (8)Tdt + AW (1))
k=i+1
N-1
(4, T)A ( Z ot 1, (7 dE+ > aTk,TkH(t)TdeW(t))
k=i+1 k=n(t)

= L(t, T)A(t, (Z o1y, T A+ AW (E ))
k=n(t)

Lemma 3.9: Seii < j. Der Preis w(T;) eines T;-Claims zum Zeitpunkt T; erfillt

X

m(T;) = B(T)Eq [WTJ)

:FTZ} : (3.17)

Beweis: Es gilt nach Gleichung ({3.11])

() = B(T,T)Eqy, | X| 7]

E[X ot | 7]

B(0,Tn)3
B(T:i,Tn)
B(0,Tn)B(T;)

2 p(1,.1,)5(T)Eq [%;N)) ﬁé')

Ba_yes

B(T;,T;)

]

1
B(T;,Tyj)

X ]—"Ti].

B(T)Eq [TTJ)

Definitionsgeméf bezeichnet B(T;,T;) den Preis eines Zero-Coupon-Bonds mit Falligkeit
T; zum Zeitpunkt T;, also den fairen Wert in 7} einer sicheren Auszahlung einer Geldeinheit
zum Zeitpunkt T;. Setzt man X = 1, so gilt n(7;) = B(T;,T;) und somit
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BIT.T) . 1
sy = Eelam;

wobei die rechte Seite wegen der ,,Tower Property* der bedingten Erwartung ein Martingal

Fr).

goee

goee

@ kann als risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsmalfs interpretiert werden.

3.3.4 Black-Scholes Formel fiir Caplets

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass die Black-Scholes Formel fiir Caplets im LIBOR
Markt Modell gilt.

Korollar 3.10: Sei k+ 1 < i < N. Der Preis Cpl(T},1) zum Zeitpunkt T}, eines Caplets

mit reset date T; und resettlement date T;,1 sowie Strike K entspricht

Cpl(Ty, ) = 6B(Th, Tisr) (L(Tk,Ti)@(dl(Tk, i) — KCD(dg(Tk,z'))>,

L(Ty,,T; T;
log(“TET )24 [} | A(u T3] du

wobei dy o(T},, 1) = und ® die Verteilungsfunktion der Standard-

VIR @) P
normalverteilung bezeichnet.

Beweis: Das Caplet besitzt zum Zeitpunkt T;,; die Auszahlung §(L(T;,T;) — K)*. Somit

ist der faire Preis zum Zeitpunkt 7}, bestimmt durch

CPU(Th ) = B(Th Tes1 g, [S(L(T, T) — K)* |7,
= 0B(Ty, Ti+1) (EQTM [L(Tz', T)1{nr, 1)K} ’ka]

— KEQTHl [1{L(Ti,Ti)>K} ‘ka} > .
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3.3. Das diskrete Tenormodell

Damit der Preis des Caplets berechnet werden kann, muss ein Mafwechsel durchgefiihrt
werden. Hierzu definiert man, da aufgrund der Beschrénktheit von \(¢,T;) die Novikov-

Bedingung erfiillt ist, ein zu QT+ Aquivalente Wahrscheinlichkeitsmaf in“ durch

Zggi\ﬂ = eXp</0t>\(u )W ™+ (u) / At T du> - (< ) z))

und der Satz von Girsanov liefert, dass

t
W)\Tz'ﬂ(t) — Wit (t) _A A(u,Ti)Tdu, t e [O’Ti]7 (3.18)

eine Brownsche Bewegung unter in“ ist. Fiir die Dynamik der LIBOR Rate unter in“
ergibt sich

dL(t,T;) = L(t, )\, T;)dW T+ (t)
B.13) L(t, T)\t,T;) (dW;H—l (t) + A(t, Ti)Tdt>

mit Losung
t t
L(t,T,) = L(0.T,) exp / w<u,n>||2du) exp / A, T) AW ( / A T du)

t
:eXp</ Au, T;)dW T+ ( / A, 7)) du)
0

(3.19)

Fiihrt man den Mafswechsel durch, so erhilt man nach dem Satz von Bayes

EQTi+1 |:L(T’zy E)l{L(TivTi)>K} ‘ka]
1 L(T07 )

= L(T,, TP (L(ﬂ,T,-) > K‘ka).

] L(TmTi)

Bayes
B pr | LT T
QfH— ( ) <T071—ZL>

Fasst man zunéchst diese Ergebnisse durch
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Cpl(Ti, i) = 3B(Th, ) (L(Te TOBY (LT T) > K P )
~ KPP (L(T,T) > K77, ))

zusammen und ist die Information bis zum Zeitpunkt 7; gegeben, so gilt

LT, T) > K
(3-3) T I 2
L(Tk,n)exp(/ )\(u,Ti)dWTi“(u)——/ A, T dur) > K

Tk 2 T
o [ AT ) > log — +1/Ti||)\( )| d
u, T} 1y 0g ————— + — w, T; U
~N(O, 7 I T |2 dur)
szj:l )\(u T,)dWTi-H (u) - log L(Tk u TZ)HZCZU
(u, T})||? du (u, T})||? du

und man berechnet PTi+1 <L(TZ~, T;) > K|]-"Tk> durch

pTit (L(]},T-) > K|ka>

logLTk )—i- ka IA(u, T3) || du)
T)|1? du

)|’ du)_

:1-@(

log

=

uT|| du

Man berechnet IP’?+1 (L(Ti,Ti) > K|J:Tk> mit Blick auf (3.19) mit einem umgekehrten

Vorzeichen voéllig analog und erhilt

- log Au, Ty)|| du
A (L(n,ﬂ) > K\ka) - )
¢Luuuﬁu|m
Fasst man jetzt alle Ergebnisse zusammen, folgt die Behauptung. ]
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Ein Vergleich mit der Black-Scholes Formel aus Satz [3.1] zeigt, dass mit

o(Ty)? = !

T;
2
o [ AT (3:20)

Tk

die Black-Scholes Formel mit dem Ergebnis aus dem Korollar {ibereinstimmt.

3.4 Kalibrierung

Md6chte man exotischere Zinsderivate als Caps oder Floors bewerten, so konnen die im-
pliziten Blackvolatilitdten genutzt werden, um das Modell an Marktdaten zu kalibrieren.
Anschliefend kann beispielsweise die Monte-Carlo-Simulation genutzt werden, um diese
Zinsderivate zu bewerten. Siehe hierzu [Bjo04]. Bisher ist stets eine frei wihlbare, deter-
ministische Funktion A(¢,7;), welche die Volatilitit des LIBOR darstellt, angenommen
worden, ohne dass diese Funktion genauer spezifiziert wurde. In der Praxis werden die
Volatilitdten genutzt, um das Modell an die Marktpreise gehandelter Derivate zu kalibrie-
ren.

Aus Vereinfachungsgriinden sei angenommen, dass ¢t = 0 gilt. Sei weiter angenommen, dass
zu jedem Ausilibungszeitpunkt Ty, ... , Ty die impliziten Blackvolatilitdten oy,... ,0n_1
aller Caplets mit reset date 7; und resettlement date 7;,; bekannt sind. Vergleicht man

diese mit den Formeln von Black, so stellt man fest, dass die deterministischen Funktionen
)\(t, To), cee /\(t, TN—I) durch

I
az:_/ IMw, T) " du,  i=0,...,N—1,
Ti Jo

definiert werden miissen, um das Modell zu kalibrieren. Aufgrund der Norm erhélt man
keine zusitzliche Flexibilitit, indem man das Modell mit mehr als einer Brownschen Be-
wegung antreibt. Es sei also d = 1 angenommen und \(¢,7;) sei eine R-wertige Funktion
mit

1 2 .
0 = — Mu, T;) du, i=0,...,N—1.
7 J,

In der Praxis werden verschiedene strukturelle Annahmen iiber das Aussehen der Volati-

litdt getroffen. Einige haufige Wahlen werden hier aufgelistet.

7



Kapitel 3. Das LIBOR Markt Modell

(1) Die jeweilige Volatilitit wird als konstant angenommen, also

ANt,T) =6, i=0,...,N—1, 0<t<T.

(2) Die Volatilitdt wird als stiickweise konstant angenommen, also fir i = 0,... ,N — 1
gilt
A(t,n):Uij flir E,1§t<ﬂ, ]:0,,Z

(3) Die Volatilitét ist stiickweise konstant, aber die Volatilitiat hédngt von der Anzahl an
moglichen Ausiibungszeitpunkten bis zur Filligkeit ab, also fiir: =0,... , N — 1 gilt

oy =Gy fir T St<Tp j=0....i

wobei 1, ..., Oy fest gewdhlt sind.

(4) Die Volatilitét ist stiickweise konstant mit
O-ijzﬁi’}/j fiir 7}_1<t<,_rj7 j:O,...,i7

wobei 3; und ~; fest gewéhlt sind.

(5) Die Volatilitét hat die Parametrisierung
At T;) = qi(T; — t)e 0,

wobei ¢;(t) ein Polynom und f; € R ist.

Ist das Modell an die Marktdaten kalibriert, konnen mit der Monte-Carlo-Simulation

Preise fiir exotischere Finanzprodukte bestimmt werden.
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3.5 Das stetige Tenormodell

In diesem Abschnitt, welcher sich an [Fil09], [Fil04] und [MR9S8| orientiert, werden alle
LIBOR Raten L(t,T) fiir t € [0, Ty_1] definiert. Ist ein diskretes Tenormodell konstruiert,
so geniigt es, die Zwischenrdume zwischen den diskreten Zeitpunkten zu schliefsen. Jede
LIBOR Rate L(t,T) wird dann lognormalverteilt unter dem jeweiligen (7" + §)-Forward-
Malfs sein.

Es sei angenommen, dass die Filtration F; von der d-dimensionalen Brownschen Bewe-
gung WIN erzeugt wird. Es existiert fiir jedes T € [0, Ty_1] eine Re-wertige, determinis-
tische, beschrinkte und messbare Funktion A(¢,7),t € [0,7T], welche die Volatilitat von
L(t,T) darstellt. Die Funktionen A(t,7),t € [0,7], sind hierbei frei wihlbar. Weiter sei
eine nichtsteigende, positive anfingliche Zinsstruktur (B(0,T"))reo rv) gegeben. Auf diese
Weise erhédlt man mit eine nichtnegative anfingliche LIBOR Zinskurve durch

1 B(0,T)
LOT) == —"—-1 T e |0, Ty_1]. 3.21

0.1 5(B(0,T+5) > € [0, Tyl (3.21)
Zunichst wird ein diskretes Tenormodell fiir L(t,7;),7 = 0, ... , N—1 definiert. Die LIBOR
Rates in den Zwischenrdumen sind bisher noch nicht definiert. Bekannt sind aber die Werte
des Geldmarktkontos 3(T;),i = 0,..., N. Aukerdem ist das risikoneutrale Wahrschein-
lichkeitsmafs ) bekannt und es gilt

Eo| 3] ZEQ[%} R B0, T, 0<i<N. (3.22)

Man definiert das stetige Tenormodell &hnlich wie das diskrete Tenormodell. Man beginnt
damit, die LIBOR Rates fiir beliebiges T' € [Tv_1, Tv] zu definieren. Anschliefend definiert
man die LIBOR Rates fiir beliebiges T' € [Ty _2, Tv_1]. Diese Prozedur wird entsprechend
haufig wiederholt bis alle LIBOR Rates bestimmt sind.

Sei T' € [Tn-1,Ty]. In diesem Fall miissen die LIBOR Rates L(¢,T") nicht betrachtet
werden, da solche LIBOR Rates in diesem Modell nach dem Zeitpunkt Ty_; nicht exis-
tieren. Zunéchst soll das Geldmarktkonto G(7) fir T' € [Ty_1, Tn| definiert werden. Die
Werte des Geldmarktkontos zu den Zeitpunkten T _; und Ty sind bekannt und 5(Tx_1)
sowie 3(Ty) sind Fr,_,-messbar. Das Modell muss an die gegebene anfingliche Zins-

struktur (B(0,7"))rcjo,r~) angepasst werden. Bendtigt wird eine nichtfallende Funktion
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a:[Tn-1,Tn] — [0,1] mit a(Tn—-1) =0 und a(Tx) = 1, so dass
InB(T) = (1 —a(T)) In B(Tn-1) + (T) In B(T)
fiir alle T € [Ty_1, Ty] die Gleichung

1
B0, T) =Eg|—=—= Te T 1, T
( ’ ) Q[ﬁ(T)L E[ N-1 N],
erfiillt. Da 0 < B(Ty-1) < B(Tw) und (B(0,T))re[ry_, 1y €ine monoton fallende Funktion
ist, existiert eine solche eindeutig bestimmte Funktion a.
Da §(T) positiv ist mit

EQ[ﬁ(T);(O,T)] L

kann auf Fr, ein zu @ dquivalentes T-Forward-Maf Q7 definiert werden durch

dQT 1

9Q T BB, 1)

Der MaRwechsel vom Terminal Measure Q7 nach QT wird durch den Dichtequotienten-

prozess
dQ"  dQ" dQ  B(Tn)B(0,Tw)
dQ™ — dQ dQ™ — B(T)B(0,T)

gegeben. Da die Filtration von der d-dimensionlen Brownschen Bewegung erzeugt wird,

ist nach dem Martingaldarstellungssatz bzw. dem Satz von Girsanovl¥] der Dichtequoti-

entenprozess ein Exponentialmartingal. Es existiert also ein Prozess or 1, , so dass

dQT| _E [5(TN)B(07TN)
dQ™~ 7t T TN L B(T)B(0, T)

:mdl%mﬂmmWWM—%Awwﬁme@.

1]

Der Satz von Girsanov liefert, dass

WT(t) = WIN(t) — /Ot orry(w)du, te0,T), (3.23)

0Siehe [Pau09|, Finanzmathematik 2, Abschnitt 3.7.
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eine Brownsche Bewegung unter Q7 ist

Da T € [In-1,Ty] beliebig gewéhlt wurde, kann nun der LIBOR Prozess L(t,T') fiir
beliebiges T' € [Ty_o, Ty—1] definiert werden durch

dL(t,T) = L(t, T)\(t, T)dWT(t).

Aus der Definition der LIBOR. Rate erhalt man

1/ BO,T)
101 = gorre )

Analog zum diskreten Fall definiert man den beschréankten und progressiven Prozess

SL(t,T)

- T T
(5L(t,T)+1>\(t7 )7 te[ov ]7

orr4s(t) =

fir ein T € [Ty_2,Tn-1]. Da aufgrund der Beschrinktheit von o775 die Novikov-

Bedingung erfiillt ist, definiert man fiir 7' € [Ty_o, Tv_1] durch,

dQT T s 1 T 5
Torss = e[ ormasaw™ ) - 5 [ lorsw]f du)

ein zu Q71 Aquivalentes Wahrscheinlichkeitsma Q7.

Beziiglich des Terminal Measure ist der Mafwechsel nach Q7 gegeben durch

dQT dQT dQT+5
dC?—TN|]:t = dQT+5|ft dQTN |-7:t

t
= exp / o (W)W () / HJTM )| du)
0

t
coxp( [ oram @™ @)~ 5 [ loran ()P )
0 0

t
(3.23))
- &P (/ orrs(w) + orismy (w)dW™ (u)
0

1 t
) / oz ris(W* + llorssry (W + 207,746 (W) o457y (U)Td“>
0

t
= eo( [ orn W™ (@ = 1 [ ona, ] du)
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mit or7, = orris + orssmy fir T € [Tn—2, Ty_1]. Wiederholt man dieses Vorgehen,
so erhilt man durch Riickwirtsinduktion ein T-Forward-Maf QT mit der zugehorigen
Brownschen Bewegung W7 fiir alle T' € [0, Ty] und die LIBOR Rates L(t,T) sind fiir alle
T € [0,Tn_1] definiert.

Allgemein erhilt man so fiir den Dichtquotientenprozess fiir T' € [0, T| folgendes Ergeb-

nis.

Satz 3.11: Sei 0 < T <Ty. Sei k € Ny so gewdhlt, dass Ty_1 <T+kd < Ty. Dann gilt

dQT

t 1 t
ote = oo [ ornwav™w = [ lors P d). te 0.

wobei or 1y = OTT4s + 07457125 T -+ OT L (h—1)6,T+k6 T OT k8T -

Beweis: Sei T' € [0, Ty]. Dann gilt

dQT B dQT dQT+6 dQT+(k—1)6 dQT—i—kzé
dQ—TNbrf T QT |7, dQT+2 RN dQT+ks T dQT~ |7
t k—1
- &P (/ Z Orio+(i+1)5 (W) + 0T ks 1y (1) AW (1)
0 =0
t k—1
2
/ (X lorssrswens(@)]” + o, (o]
1=0
k—1
+9 Z <0T+i6,T+(i+1) (u) + o ksTy (U > ( Z orjon+(1)s(W) + oriks Ty (U)T>>du>
=0 Jj=i+1

t 1 t
— exp /0 T IV (1) = 5 [ o, ()] du).

Der Satz von Girsanov liefert, dass
t
W) =W @) = [ onnwdu tel0.T)
0

eine Brownsche Bewegung unter Q7 ist
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3.5.1 Der Bondmarkt

In diesem Abschnitt werden die Bondpreise B(t,T")co,r) fiir T € [0, Ty] aus dem stetigen

Tenormodell hergeleitet [l Hierzu wird zuniichst der Prozess des Forwardpreises bestimmt.

Satz 3.12: Sei 0 <t <T < S <Ty. Dann gilt fir den Prozess des Forwardpreises

B(t,S) B(0,S)
B(t,T) B(0,T)

exp(— /OtaTﬁ(u)dWT(u)—%/ot ||0T7S(u)||2du>, te0,7],

wobei o7 g = Or 1y — OSTy -
Insbesondere gilt firt € [0, T

B(t,T) B(0,T)

B(t,T+0) B(0,T+9) eXP( /0 orrs(wW)dW (u) — % /0 ||aT,T+5(u)|y2du). (3.24)

Beweis: Mit Blick auf (3.10)) gilt fiir den Forwardpreis

B(t,S)

B(t,T)

Fiir den Beweis des zweiten Teils sei T' € [0, Tn_1] mit S =T + 5. Wahle k € N so, dass
Tv_1 < T+ kd < Ty. Dann sind aufgrund des Abstands zwischen T und S der grofte

Teil der Funktionen, welche fiir den Mafwechsel benotigt werden, bis auf umgekehrtes

USiehe [Fil09], Ubung 11.8, Seite 222.
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Vorzeichen gleich und heben sich weg. Es gilt

o7y (1) — 07451y (1)
= (o r4s(0) + orpsros(u) + ...+ UT+(k71)6,T+k6(U) + oriks Ty (W)
— (ortsr42s(u) + ...+ UT+(k71)6,T+k6(U) + orpksy (1))

= UT,T+6<U)-

Daraus folgt durch Einsetzen die Behauptung. O

Wahlt man in Satz fiir ¢ = T, so erhélt man fiir 0 < T < S < Ty die Bondpreise
durch

B(T, S) = ﬁgg gi exp( - /O s () ATV () — % /0 tHOT,S(u)H?du).

Auf diese Weise sind die Bondpreise fiir alle Filligkeiten definiert. Man erhélt fiir den

Forwardpreis folgendes Korollar.

Korollar 3.13: Sei 0 < T < Twn_1. Dann gilt fir den Forwardpreis

B(t,T)

) 14 6L, T 7).

Beweis: Mit der Dynamik der LIBOR Rates und der Definition des Prozesses orr.s
ergibt sich
d(0L(t,T) + 1) = 6dL(t,T)

- (5<L(t, TN, T)dWT+5(t)>
_ 5(%(&@, T) + Dores (DT (0))
= (6L(t, T) 4 Vopps(t)dW (1)

mit Losung

SL(t,T)+1 = (5L(0,T)+1)exp( /O 0T7T+5(u)dWT+5(u)—% /0 ||aT,T+5(u)||2du). (3.25)
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3.5. Das stetige Tenormodell

Somit gilt
B(t,T) @z B(O,T) /t T4 (y /
meTe = Bo7 55 o] orrestaw lor.rss(u)|*du)
t
B 50,1+ 1) exp( / o715 (w)dWTH (1) / lorrss (@)l du)
0
D 50, 7) + 1.

Fiir Bondpreise zum Zeitpunkt 7" mit Filligkeit S, bei denen S — T ein Vielfaches der
Periodenlénge ¢ betrégt, kann garantiert werden, dass der Bondpreis B(T', S) stets kleiner

als 1 ist.

Korollar 3.14: Se: 0 <t < T <S5 < Ty. Weiter sei S —T = ko fiir ein k € N. Dann
gilt
B(T,S) <1

Beweis: Es gilt S — T = kd. Dann folgt mit Korollar [3.13] dass

k-1
B(T, T + (i — 1)6)
B(T, 5) = H B(T,T + i9)

1
= <1
HO 1+ 0L(T, T +1i0) —

~—
<1

Bemerkung 3.15: Es besteht die Moglichkeit, dass die Bondpreise B(T,S) grofer als 1
sind, falls S — T kein Vielfaches der Periodenlinge ¢ betrigt. [ Denn obwohl alle LIBOR
Rates fiir alle Perioden der Lange 0 nichtnegativ konstruiert wurden, ist es moglich, dass

es Zinssitze gibt, die negativ sind, falls diese nicht eine Periode der Liinge & besitzen. [1%]

2Fiir diese Bonds existiert also kein k& € N, so dass S — T = k§ gilt.
13Siehe [Fil09], Seite 221.
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3.6 Fazit

Ein entscheidender Vorteil des LIBOR Markt Modells liegt in der Tatsache begriindet,
dass im LIBOR Markt Modell mit den LIBOR Rates tatsdchlich am Markt beobachtbare
diskrete Zinssitze modelliert werden. [ Aber nicht nur deshalb findet das LIBOR Markt
Modell eine breite Akzeptanz in Theorie und Praxis. Denn zum einen werden die Zinssitze
lognormal und damit positiv modelliert und zum anderen fiihrt im LIBOR Markt Modell
die Bewertung von Caplets, einem der am héufigsten gehandelten Zinsderivate, zu einer
Bewertungsformel, die mit der Formel von Black iibereinstimmt. Das LIBOR Market Mo-
dell liefert also den theoretischen Nachweis fiir die Verwendung der Formel von Black fiir
Caplets in einem arbitragefreien Zinsstrukturmodell. Diese Erkenntnis ist wichtig, denn
es entsprach bereits schon vorher der Marktpraxis Caplets mit der Formel von Black zu
bewerten. Des Weiteren erméglicht die Existenz dieser Formel eine einfache Kalibrierung
des Modells an Capletpreise.

Leider gibt es im LIBOR Markt Modell keine geschlossene Formel fiir die Bewertung von
Swaptions. Diese Preise miissen im LIBOR Markt Modell approximiert werden. Das soge-
nannte Swap Rate Modell hingegen liefert eine solche geschlossene Formel fiir Swaptions
in der Form von Black, aber keine geschlossene Formel zur Bewertung von Caplets, welche
dort approximiert werden miissen. Man kann zeigen, dass die LIBOR Rates im Swap Rate
Modell nicht lognormalverteilt modelliert werden kénnen. Das LIBOR Markt Modell ist
demnach nicht kompatibel mit dem Swap Markt Modell.

14TIm HIJM-Modell wird im Gegensatz hierzu die augenblickliche Forward Rate, welche sich auf einen
infinitesimalen Zeitraum bezieht und nicht am Markt beobachtbar ist, modelliert.
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A Anhang

Satz A.1: (Formel von Bayes)
Sei X eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (0, F,P) und Q ein weiteres
Wahrscheinlichkeitsmaf auf (Q, F) mit Radon-Nikodym-Ableitung

L=2%,
apP'”
Weiter sei X € L'(Q, F,P) und G eine o-Algebra mit G C F.

Dann gilt:
Ep[LX|G]

Eq[X|9] = ES[LIG]

Q— f.s.

Beweis: Den Satz von Bayes und den Beweis findet man in |[Bj604] S.440, Proposition
B.41 [

Satz A.2: Seien X,Y normalverteilte Zufallsvariablen mit X ~ N(py,01) und y ~
N (uz,02). X sei o(y)-messbar. Dann ist die Korrelation von X,Y gleich 1.

Beweis: Zu zeigen ist Corr(X,Y) = Cov(X.Y)

— = 1. Umformen ergibt
\/Va'r(X) \/VGT(Y) &

E[X,Y] - EX]E[Y] = /Var(X)

J

\/Var(Y)
sia Jo1 Joz

Nach dem Faktorisierungslemma (siche [Als07] S. 295) existiert eine messbare Funktion
h:R — R mit
X =h(Y).
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Anhang A. Anhang

Die Funktion A ist linear, da X und Y normalverteilt sind. Es gilt

E[XY] = E[h(Y)Y] = E[(aY + b)Y]
= aR[Y?] + by

und
wm=EX =aus+0
o1 = Var(X) = d’o».
Einsetzen liefert

E[XY] = pips = \/o11/02
(V2] + bps — pa(aps + b) = ay/021/03
< aE|[

Y?) — apy = aoy
= V(Y) = 03.

< alE

Herleitung der Dynamik des Forwardpreises aus Abschnitt [3.2]

Zu zeigen ist

B(t,TZ‘) B(t,Tz) Tit1
d(B(t,Tm)) N B(t,ml)UTi’T”l(t)dW 0

Mit der Ito-Formel gilt

1 Ito 1 1 1

d<B(t T-+1)> - B(t T.H)2dB(t’TZ’+1) T §2md3[(t,m1)]t
1 ~

= e (0" (t, Ti1)* = r(1))dt + o™ (t, T )dW (t) ).

B(t, Tit1) <(a (t, Tip1)” —r(t))dt + o™ (L, Tia)dW ( ))
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Dann folgt mit partieller Integration:

d<B€f£E)> B B(t’Ti)dB(t,lTiH) + B(t’lTiH)dB@’Ti) +d[B(t,T3), B(t, Tis1)ls

_ (. Bt.T)
B (B(t,THl)
Fr(t)dt — o (8, T)AW (1) — o™ (t, Ty o™ (. ﬂ)dt)

D () (B e )

) <a*(t, Tipn)2dt — r(t)dt + o (t, Tipy)dW (1)

Tiaq
fT;Jr U(t’u)du::UTL‘,Ti+1(t)
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