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Kapitel 1

Einleitung

Heutzutage besteht bei Banken und Versicherungen die Notwendigkeit mehrdimensionale Zu-
sammenhänge adäquat zu modellieren, beispielsweise die Renditeverteilung eines Portfolios
von Finanztiteln oder die Ausfallwahrscheinlichkeit von Krediten.
In der Praxis sind in der Vergangenheit oft multivariate Normalverteilungen verwendet worden.
Diese haben das Defizit, dass sie das Auftreten von gemeinsamen Extremereignissen kaum
berücksichtigen. Die Vergangenheit hat jedoch gezeigt, dass Börsencrashs, also gemeinsame
starke Einbrüche der Rendite der Finanztitel, in der Realität viel häufiger vorkommen als im
Modell mit multivariaten Normalverteilungen.
Daher ist es notwendig andere multivariate Verteilungen zu finden, welche zu zuverlässigeren
Modellansätzen führen. Bei der Konstruktion multivariater Verteilungen hat es lange Zeit starke
Einschränkungen an die multivariaten Verteilungen gegeben. Oft sind diese multivariaten Ver-
teilungen als Erweiterung von univariaten Verteilungen gebildet worden, so dass nur gleiche
Randverteilungen möglich gewesen sind, oder es hat starke Restriktionen an die Abhängigkeit
der einzelnen Zufallsgrößen gegeben.
Abhilfe schaffen hier Copulas. Mithilfe von Copulas lassen sich multivariate Verteilungsfunk-
tion in zwei Teile zu zerlegen. Es werden dabei die univariaten Randverteilungen von der Co-
pulafunktion getrennt, welche die Abhängigkeitsstruktur der Zufallsvariablen beschreibt. Sklar
erarbeite 1959 das Theorem zur Existenz und Eindeutigkeit dieser Copulas. Mit dem Copula-
Ansatz lassen sich multivariate Verteilungen flexibel konstruieren, indem man die Copulafunk-
tion, also die Abhängigkeitsstruktur, getrennt von den Randverteilungen modelliert. Die ein-
zelnen Randverteilungen wie auch die Copula sind frei wählbar, wodurch die Modellierung
erheblich flexibler wird.
Der Name "Copula" leitet sich ab von dem englischen Wort "to couple - verbinden". Er wurde
gewählt um zu betonen, dass eine Copula ihre Randverteilungen verbindet.
In der Statistik ist der Ansatz, die Randverteilungen von der gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
verteilung zu trennen, seit den 40er Jahren des letzten Jahrhundert bekannt, daher sind die meis-
ten wahrscheinlichkeitstheoretischen und mathematischen Grundlagen der Copulas hinreichend
erforscht. Dennoch werden Copulas erst seit kurzem in der Finanzmarkt- und Versicherungs-
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KAPITEL 1. EINLEITUNG 2

theorie beachtet.
Das Interesse an Copulas ist den vergangenen zehn Jahren enorm gestiegen, wie man an der
stark ansteigenden Anzahl der Veröffentlichungen zu diesem Thema erkennen kann. Mittler-
weile haben Copulas im Risikomanagement, wie z. B. bei der Kreditrisikoanalyse, und beim
Pricing von Finanztiteln Einzug erhalten. Dennoch stellt die Copula-Theorie ein junges For-
schungsgebiet dar, wie man an der geringen Anzahl an Standardwerken erkennt, die sich auf
Copulas fokussieren, wie [31], [33] und [4].
Ungeachtet der enormen Fortschritte in der Copula-Theorie existieren noch viele Probleme, wie
die geringe Anzahl an multivariaten Copula-Modellen im Vergleich zum bivariaten Fall. Dazu
kommt es, weil die Erweiterungen bivariater Copulas auf den multidimensionalen Fall nicht
immer möglich ist.
Diese Arbeit ist folgendermaßen aufgebaut:
Im zweiten Kapitel wird die Definition der Copulas erarbeitet und mithilfe Sklar’s Theorem
die Existenz und Eindeutigkeit der Copulas bewiesen. Danach werden die Fréchet-Hoeffding-
Schranken angeführt, welche die maximalen, bzw. minimalen Grenzen der Abhängigkeit der
Zufallsvariablen angeben. In diesem Zusammenhang geht es auch um andere wichtige Eigen-
schaften wie zum Beispiel die Invarianz der Copulas unter streng monoton steigenden Umfor-
mungen der Zufallsvariablen. Am Ende dieses Kapitels wird die Dichte der Copula erarbeitet,
welche bei den bedingten Verteilungen von Bedeutung ist.
Im dritten Kapitel werden alternative Abhängigkeitsmaße vorgestellt. Als Erstes wird dort die
bekannte Korrelation nach Pearson vorgestellt, wobei hierbei auch ihre Nachteile aufgezeigt
werden. Danach werden zwei Rangkorrelationsmaße vorgestellt, welche die monotone Abhän-
gigkeit der Zufallsvariablen messen: Kendall’s τ und Spearman’s ρ. Diese haben gegenüber der
Korrelation einige Vorteile und lassen sich als Funktionale der Copula darstellen. Als Letztes
wird in diesem Kapitel die Tail Dependence eingeführt. Mit ihr misst man die asymptotische
Abhängkeit von Zufallsvariablen. Dieses Maß ist bedeutend bei der Modellierung gemeinsamer
Extremereignisse und findet daher oft in der Praxis, zum Beispiel bei Versicherungen, Verwen-
dung.
Im vierten Kapitel werden elliptische Copulas vorgestellt. Diese sind abgeleitet von Sklar’s
Theorem. Die Klasse der elliptischen Copulas hat sehr bekannte Vertreter wie die Gauß-Copula
oder die t-Copula, welche in dieser Arbeit vorgestellt werden. Anhand dieser Beispielcopulas
werden dann die Abhängigkeitsmaße aus dem vorherigen Kapitel berechnet.
Um archimedische Copulas geht es im fünften Kapitel. Diese werden im Gegensatz zu den ellip-
tischen Copulas nicht von Sklar’s Theorem abgeleitet, sondern werden mithilfe einer univaria-
ten Generatorfunktion gebildet. Das führt dazu, dass sich diese Copulas stets als geschlossener
Ausdruck darstellen lassen. Es werden als bekannte Vertreter dieser Klasse die Gumbel-Copula
und die Clayton-Copula angeführt. Auch für diese Copulas werden wie im vorherigen Kapitel
ihre wichigen Eigenschaften dargestellt, und einige Abhängigkeitsmaße berechnet, die sich in
Abhängkeit der univariaten Generatorfunktion darstellen lassen.
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Im sechsten Kapitel geht es darum, Simulationen aus gegeben Zufallsvekoren zu generieren.
Dabei wird zunächst ein allgemein gülter Simulationsalgorithmus für Copulas erarbeitet. Da-
nach werden werden für die elliptischen und die archimedischen Copulas effizientere Simulati-
onsalgorithmen entwickelt.
Das siebte Kapitel beschäftigt sich mit statistischen Konzepten. Dabei geht es um das Schät-
zen der der Randverteilungen und der Copulafunktion bei gegebenen Datensatz. Diese werden
sowohl parametrisch auf Basis der Maximum-Likelihood-Methode als auch nichtparametrisch
mithilfe von Kernschätzern geschätzt werden.
Im achten Kapitel wird die zuvor erarbeitet Copulatheorie auf Ausfallrisiken bei Krediten an-
gewandt. Dabei wird mittels einer Simultion untersucht, ob die Wahl der Copula bei gegebener
Korrelation Einfluss auf die Verteilung der Anzahl der ausgefallenen Schuldner hat.
Im neunten Kapitel werden die wichtigsten Aussagen abschließend zusammengefasst.



Kapitel 2

Theoretische Grundlagen der Copulas

In diesem Kapitel werden die Grundlagen der Copulatheorie erarbeitet. Dabei werden Copulas
zunächst definiert und dann wird mithilfe von Sklar’s Theorem die Existenz und Eindeutigkeit
gezeigt. Auf diesem Theorem fußen dann die übrigen Eigenschaften wie die Fréchet-Hoeffding-
Schranken, innerhalb derer sich die Werte einer Copula bewegen können. Falls die Copula diese
Grenzen annimmt, können Rückschlüsse auf die Abhängigkeiten der Zufallsvariablen der Co-
pula gezogen werden, wie im Abschnitt Ko- und Kontramonotonie gezeigt wird. Am Ende
dieses Kapitels werden die Überlebenscopula und die Dichte der Copula eingeführt.

2.1 Mathematische Einführung

Diesem Abschnitt behandelt die mathematischen Grundlagen zur Einführung der Copulas. Co-
pulas haben im Wesentlichen drei Eigenschaften. Eine Copula ist n-steigend, geerdet und sie
hat gleichverteilte Randverteilungen. Diese Eigenschaften werden nun der Reihe nach vor-
stellt, um damit die genaue Definition einer Copula angeben zu können. Gundlage dieses Ab-
schnitts ist die Arbeit von Nelson[31], wobei in seinem Werk die hier angeführten Lemmata
und Sätze nur für den zweidimensionalen Fall bewiesen worden sind.
Um n-steigend definieren zu können, bedarf es zwei weiterer Definitionen.

Definition 2.1.1. (n-Box) Sei R := [−∞,∞] und seien S1, ..., Sn nicht leere Teilmengen von
R. H sei eine reelle Funktion mit n Variablen und Definitionsbereich S1 × ... × Sn . (Der
Definitionsbereich einer Funktion H wird im Folgenden mit DomH gekennzeichnet.) Es gelte
a ≤ b für a, b ∈ Rn falls ak ≤ bk für alle k = {1, ..., n}. Für a ≤ b sei eine n-Box definiert
als das kartesische Produkt über n abgeschlossene Intervalle, deren 2n Eckpunkte in DomH
liegen:

B := [a, b] = ([a1, b1]×, ...,×[an, bn])

Zur Veranschaulichung desH-Volumens wird dieses mithilfe der n-Box nun auf zwei Arten
definiert.
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KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN DER COPULAS 5

Definition 2.1.2. (H-Volumen)

1. Das H-Volumen von B ist definiert als

VH(B) =
∑

sign(c)H(c),

wobei die Summe über alle Ecken c = (c1, ..., cn) läuft mit ci ∈ {a1, b1}∀i ∈ {1, ..., n}.
Die Funktion sign(c) ist definiert als

sign(c) =

{
1 falls ck = ak für eine gerade Anzahl von k′s.
−1 falls ck = ak für eine ungerade Anzahl von k′s.

2. Äqiuivalent dazu ist die Darstellung des H-Volumens der n-Box B als Differenz n-ter
Odnung von H auf B

VH(B) = 4b
aH(t) = 4bn

an ...4
b1
a1
H(t),

wobei die Differenz der ersten Ordnung definiert ist als

4bk
ak
H(t1, ..., tk−1, ·, tk+1, ..., tn) :=H(t1, ..., tk−1, bk, tk+1, ..., tn)

−H(t1, ..., tk−1, ak, tk+1, ..., tn).

Beweis. Für n = 2 gilt

VH(B) = 4b1
a1
4b2

a2
H(t1, t2) = H(b1, b2)−H(b1, a2)−H(a1, b2) +H(a1, a2)

=
∑

sign(c)H(c),

wobei die Summe die Eckpunkte {(a1, b1), (a2, b1), (a1, b2), (a2, b2)} durchläuft. Im All-
gemeinen kann man die Äquivalenz dieser Aussagen mit einer vollständigen Induktion
beweisen.

Damit sind wir nun in der Lage die erste wichtige Eigenschaft für die Copula zu formulieren.

Definition 2.1.3. (n-steigend) Eine reelle Funktion H mit n Variablen heißt n-steigend, falls
VH(B) ≥ 0 für alle n-Boxen B, dessen Ecken in DomH liegen.

Falls H eine n-steigende Funktion ist, folgt daraus nicht, dass H monoton steigend in jeder
Variablen ist. Ebenso wenig gilt der Umkehrschluss, wie die beiden folgenden Beispiele zeigen.

Beispiel 2.1.4. Sei H eine Funktion auf dem Einheitsquadrat I2 := [0, 1] × [0, 1] definiert
durch H(x, y) = max{x, y}, so ist H monoton steigend in jeder Variable, da für x1 ≤ x2 gilt
max{x1, y} ≤ max{x2, y} für alle y ∈ [0, 1], bzw. weil für y1 ≤ y2 gilt
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max{x, y1} ≤ max{x, y2} für alle x ∈ [0, 1]. Jedoch ist H nicht 2-steigend, da

VH(I2) = H(1, 1)−H(0, 1)−H(1, 0) +H(0, 0) = −1.

Beispiel 2.1.5. Sei H eine Funktion definiert auf I2 durch (2x− 1)(2y − 1). Dann ist H
2-steigend, denn sei B := [x1, x2]× [y1, y2], dann gilt

VH(B) = H(x2, y2)−H(x2, y1)−H(x1, y2) +H(x1, y1)

= 4x2y2 − 2x2 − 2y2 + 1− 4x2y1 + 2x2 + 2y1 − 1

−4x1y2 + 2x1 + 2y2 − 1 + 4x1y1 − 2x1 − 2y1 + 1

= 4(x2 − x1)(y2 − y1)

≥ 0.

Jedoch ist H nicht monoton steigend in jeder Variablen, denn für x < 1
2

ist H monoton fallend
für y ∈ (1

2
, 1).

Die zweite wichtige Eigenschaft für die Copulas ist:

Definition 2.1.6. (geerdet) Sei ak das jeweils kleinste Element der nicht leeren Teilmenge
Sk ⊂ R mit k ∈ {1, .., n}. Man nennt eine Funktion H : S1 × ... × Sn 7→ R geerdet, falls
H(x1, ..., xn) = 0 gilt, wenn für mindestens ein xi mit i ∈ {1, .., n} gilt xi = ai.

Die folgenden beiden Lemmata beziehen sich auf die beiden eingeführten wichtigen Eigen-
schaften der Copulas und zeigen ihre Bedeutung.

Lemma 2.1.7. Seien S1, ..., Sn nichtleere Teilmengen des R, und seinH eine n-steigende Funk-
tion mit DomH = S1 × ...× Sn. Dann ist die Funktion

t 7→H(x1, ..., xl−1, s, xl+1, ..., xk−1, t, xk+1, ..., xn)

−H(x1, ..., xl−1, r, xl+1, ..., xk−1, t, xk+1, ..., xn)

monoton steigend mit k 6= l und k, l ∈ {1, ..., n}. Hierbei ist xi ∈ Si für i ∈ {1, ..., n} und
r, s ∈ Sl mit r ≤ s.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass für t1 < t2 gilt

H(x1, ..., xl−1, s, xl+1, ..., xk−1, t2, xk+1, ..., xn)

−H(x1, ..., xl−1, r, xl+1, ..., xk−1, t2, xk+1, ..., xn)

−H(x1, ..., xl−1, s, xl+1, ..., xk−1, t1, xk+1, ..., xn)

+H(x1, ..., xl−1, r, xl+1, ..., xk−1, t1, xk+1, ..., xn) ≥ 0.

Dieser Ausdruck ist aber gerade 4s
r4

t2
t1H(x1, ..., xl−1, ·, xl+1, ..., xk−1, ·, xk+1, ..., xn) und da-

mit größer oder gleich 0, da H eine n-steigende Funktion ist.
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Lemma 2.1.8. Seien S1, ..., Sn nichtleere abgeschlossene Teilmengen von R, wobei jedes Si
sein kleinstes Element ai enthält. H sei eine geerdete n-steigende Funktion mit Definitionsbe-
reich S1 × ...× Sn. Dann ist H monoton steigend in jeder Variablen.

Beweis. Es ist für (x1, ..., xk−1, r, xk+1, ..., xn), (x1, ..., xk−1, s, xk+1, ..., xn) ∈ DomH und
r < s zu zeigen, dass folgende Ungleichung gilt:

H(x1, ..., xk−1, r, xk+1, ..., xn) ≤ H(x1, ..., xk−1, s, xk+1, ..., xn) (2.1)

Da ak jeweils das kleinste Element von Sk ist, gilt

B = [(a1, ..., ak−1, r, ak+1, ..., an), (x1, ..., xk−1, s, xk+1, ..., xn)].

Da H n-steigend ist gilt VH(B) ≥ 0 und da H geerdet ist, gilt

0 ≤ VH(B) = H(x1, ..., s, ..., xn)−H(x1, ..., r, ..., xn),

da alle anderen Summanden mindestens ein ai enthalten und somit wegfallen. Hieraus folgt die
zu zeigende Ungleichung (2.1) direkt.

Jetzt können wir die dritte wichtige Eigenschaft für die Copulas definieren. Zuvor wird die
mehrdimensionale Verteilungsfunktion mit zuvor eingeführten Copulaeigenschaften definiert.

Definition 2.1.9. (n-dimensonale Verteilungsfunktion) Eine n-dimensionale Verteilungsfunk-
tion H ist eine Funktion mit Definitionsbereich Rn

, für die gilt, dass H geerdet und n-monoton
wachsend ist und H(∞, ...,∞) = 1 gilt.

Definition 2.1.10. (Randverteilung) Sei bk das jeweils größte Element der nicht leeren Teil-
menge Sk ⊂ R mit k ∈ {1, .., n} und H sei eine Funktion auf S1 × ... × Sn. Man nennt
Hk die eindimensionale Randverteilungen für k ∈ {1, .., n}, falls gilt: DomHk = Sk und
Hk(x) = H(b1, ..., bk−1, x, bk+1, ..., bn),∀x ∈ Sk. Mehrdimensionale Randverteilungen erhält
man, indem man weniger Variablen fixiert.

Ein wichtiger und häufig verwendeter Satz zur Konstruktion gleichverteilten Zufallsvaria-
blen ist der Folgende:

Satz 2.1.11. Wahrscheinlichkeitsintegral-Transformation[1, Theorem1+2] Sei X eine reellwer-
tige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F , und sei U(0, 1) eine auf dem Einheitsintervall
rechteckverteilte Zufallsvariable, dann lautet die Wahrscheinlichkeitsintegral-Transformation:

1. Falls X die stetige Verteilungsfunktion F hat, so hat die Zufallsvariable Y = F (X) die
Verteilungsfunktion U(0, 1).
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2. Sei F eine Verteilungsfunktion. Weiter sei F−1 : [0, 1] 7→ (−∞,∞) definiert durch
F−1(y) = inf{x|F (x) ≥ y} mit 0 < y < 1, und U hat die Verteilungsfunktion U(0, 1).
Dann hat X = F−1(U) die Verteilungsfunktion F .

Um diesen Satz zu beweisen, benötigen wir noch folgendes Lemma:

Lemma 2.1.12. [1, Lemma 1] Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F . Dann gilt
für alle x

P [F (X) ≤ F (x)] = F (x).

Beweis. Das Ereignis {F (X) ≤ F (x)} lässt aufspalten in

{F (X) ≤ F (x)} = [{F (X) ≤ F (x)} ∩ {X ≤ x}] ∪ [{F (X) ≤ F (x)} ∩ {X > x}]

Da {X ≤ x} ⊂ {F (X) ≤ F (x)} gilt und {X < x} ∩ {F (X) < F (x)} nicht leer ist, folgt

{F (X) ≤ F (x)} = {X ≤ x} ∪ [{X > x} ∩ {F (X) = F (x)}].

Nimmt man nun die Wahrscheinlichkeiten, erhält man

P [F (X) ≤ F (x)] = P [X ≤ x] ∪ P [X > x ∩ F (X) = F (x)] = P [X ≤ x].

Damit erhält man das gewünschte Resultat.

Damit sind wir nun in der Lage den Satz 2.1.11 zu beweisen.

Beweis.

Ad 1: Sei u ∈ (0, 1). Da F stetig ist, existiert ein reelles x mit F (x) = u. Mit dem Lemma
2.1.12 gilt P [Y ≤ u] = P [F (x) ≤ F (x)] = u. Daher ist Y standardgleichverteilt.
Ad 2: Für ein x mit 0 < F (x) < 1 und u ∈ I gilt F (x) ≥ u genau dann, falls x ≥ F−1(u) gilt.
Angenommen, es gilt x ≥ F−1(u) = inf{x|F (x) ≥ u}, dann gilt, da F als Verteilungsfunktion
monoton steigend und rechtsstetig ist, dass {x|F (x) ≥ u} ein Intervall ist, dass den linken
Endpunkt beinhaltet. Daher muss für x gelten F (x) ≥ u.
Umgekehrt, falls F (x) ≥ u gilt, so folgt x ≥ inf{x|F (x) ≥ u} = F−1(u). Damit ergibt sich
P [F−1(U) ≤ x] = P [U ≤ F (x)] = F (x) und der Satz ist gezeigt.

Für Funktionen, welche die drei vorgestellten Copulaeigenschaften erfüllen, gelten bestimm-
te Aspekte, welche in den folgenden beiden Sätzen verdeutlicht werden.

Satz 2.1.13. Seien S1, ...Sn nichtleere Teilmengen von R, welche jeweils ihr kleinstes Element
ak und größtes Element bk beinhalten. Weiter sei H eine n-steigende und geerdete Funktion mit
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eindimensionalen Randverteilungen H1, ..., Hn.
Dann gilt für (x1, ..., xk−1, x, xk+1, ..., xn) ∈ DomH

0 ≤ H(x1, ..., xk−1, x, xk+1, ..., xn) ≤ Hk(x). (2.2)

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition der Randverteilung und dem Lemma 2.1.8.

Es folgt aus diesem Satz, dass die Randverteilungen einer n-dimensionalen Verteilungs-
funktion wieder Verteilungsfunktionen sind.

Satz 2.1.14. Seien S1, ...Sn nichtleere Teilmengen von R, welche jeweils ihr kleinstes Element
ak und größtes Element bk beinhalten. Weiter sei H eine geerdete n-steigende Funktion mit
Definitionsbereich S1, ..., Sn und Randverteilungen H1, .., Hn.
Für (x1, .., xn), (y1, ...yn) ∈ S1 × ...× Sn gilt

|H(x1, ..., xn)−H(y1, ..., yn)| ≤
n∑
k=1

|Hk(xk)−Hk(yk)| .

Beweis. Nach der Dreiecksungleichung gilt

|H(y1, ..., yn)−H(x1, ..., xn)| ≤|H(y1, ..., yn)−H(x1, y2, ..., yn)|+ (2.3)

|H(x1, y2, ..., yn)−H(x1, x2, y3, ..., yn)|

+ ...+ |H(x1, ..., xn−1, yn)−H(x1, ..., xn)|.

Wieder machen wir eine Fallunterscheidung:
1. Fall:Sei xk ≤ yk. Da H geerdet und n-steigend ist gilt mit Lemma 2.1.8:

0 ≤ H(y1, ...yk−1, yk, xk+1, ..., xn)−H(y1, ..., yk−1, xk, xk+1, ..., xn), ∀k ∈ {1, ...n}

Wendet man nun das Lemma 2.1.7 n − 1 mal an, so erhält man, da die Randverteilungen von
H existieren,

0 ≤ H(y1, ...yk−1, yk, xk+1, ..., xn)−H(y1, ..., yk−1, xk, xk+1, ..., xn)

≤ Hk(yk)−Hk(xk), ∀k ∈ {1, ..., n}.

2. Fall: xk ≥ yk: Der Beweis läuft analog zum ersten Fall, nur dass sich hier alle Ungleichungen
umkehren.
Daher kann den Betrag nehmen und erhält

0 ≤ |H(y1, ...yk−1, yk, xk+1, ..., xn)−H(y1, ..., yk−1, xk, xk+1, ..., xn)|

≤ |Hk(yk)−Hk(xk)|, ∀k ∈ {1, ..., n}.
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Dies führt man für alle k = {1, .., n} durch und ersetzt in (2.3) die Terme. Damit erhält man die
Behauptung.

Nun sind wir in der Lage eine Copula zu definieren. Diese kann man auf mehreren Wegen
definieren. Drei davon werden hier vorgestellt.

Definition 2.1.15. (Copula)

1. Eine n-Copula ist eine Funktion C : [0, 1]n : 7→ [0, 1] für die gilt:

(a) C ist geerdet.

(b) C ist n-steigend.

(c) Die Randverteilungen Ck mit k ∈ {1, ..., n} sind rechteckverteilt auf I .

2. Eine zweite Möglichkeit ist die Definition über die Teilcopula.
Eine n-Teilcopula ist eine Funktion C ′ für die gilt:

(a) DomC ′ = S1 × ... × Sn, wobei S1, ..., Sn und Teilmengen vom Einheitsintervall
I = [0, 1] sind, die die beiden Punkte 0 und 1 beinhalten.

(b) C ′ ist geerdet.

(c) C ′ ist n-steigend.

(d) Für jedes ui ∈ Si gilt C ′(1, ..., 1, ui, 1, ..., 1) = ui.

Eine n-Copula C ist eine n-Teilcopula mit Definitionsbereich In.

3. Eine dritte Möglichkeit Copulas zu definieren lautet:
Eine n-dimensionale Copula ist eine multivariate Verteilungsfunktion von n auf I stan-
dardgleichverteilen Zufallsvariablen U1, ..., Un:

C(u1, ..., un) = P{U1 ≤ u1, ..., Un ≤ un}

Bemerkung 2.1.16.

• Der Punkt (c) der Definition 1 hat zur Folge, dass Ck(u) = u,∀u ∈ [0, 1].

• Ist C eine n-Copula, so ist jede k-dimensionale Randverteilung eine k-Copula.

• Da Copulas eine Verteilungsfunktion von In nach I darstellen, induziert eine Copula ein
Wahrscheinlichkeitsmaß auf In durch

VC([0, u1]× ...× [0, un]) = C(u1, ..., un).

Dieses Maß wird im Folgenden das C-Maß genannt.
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Der nächste Satz bildet die Grundlage für die partiellen Ableitungen einer Copula.

Satz 2.1.17. Sei C eine n-Copula. Dann gilt für alle u, v ∈ In folgende Lipschitzbedingung

|C(v)− C(u)| ≤
n∑
k=1

|vk − uk| .

Daher ist C gleichmäßig stetig auf ihrem Definitionsbereich.

Beweis.

|C(u)− C(v)|
2.1.14

≤
n∑
k=1

|Ck(vk)− Ck(uk)|

=
n∑
k=1

|vk − uk|.

Der letzte Schritt gilt, da die Randverteilungen rechteckverteilt auf I sind.

Satz 2.1.18. Sei C(u1, ..., un) eine Copula. Für beliebige u1, ..., ui−1, ui+1, ..., un ∈ I existiert
die partielle Ableitung ∂C/∂ui für fast alle u für i ∈ {1, ..., n}, und es gilt

0 ≤ ∂

∂ui
C(u1, ..., un) ≤ 1. (2.4)

Beweis. Die Existenz der partiellen Ableitung folgt daraus, dass monotone Funktionen fast
überall ableitbar sind. Die partiellen Ableitungen sind größer oder gleich 0, da die Copulas
streng monoton steigend in jeder Variablen sind. Dass die partiellen Ableitungen aus (2.4) klei-
ner gleich eins sind, folgt aus dem Satz 2.1.17, indem man
u1 = v1, ..., ui−1 = vi−1, ui+1 = vi+1, ..., un = vn für i ∈ {1, ..., n} setzt.

2.2 Sklar’s Theorem

Das Theorem von Sklar ist das bedeutendste in der Copula-Theorie, da es die Grundlage für die
meisten statistischen Anwendungen ist. Das Theorem besagt, dass für gegebene Randverteilun-
gen und gemeinsamer Verteilungsfunktion eine Copula existiert, die auf dem Wertebereich der
Randverteilungen eindeutig definiert ist.
Um dieses Theorem zu beweisen bedarf es einiger Arbeit. Wir gehen dabei in drei Schritten
vor:

1. Seien eine gemeinsame Verteilungsfunktion und ihre Randverteilungen gegeben. Wir zei-
gen im ersten Schritt, dass sich eine Teilcopula finden lässt, welche auf dem Wertebereich
von der Randverteilungen eindeutig definiert ist.

2. Es bleibt zu zeigen, dass sich diese Teilcopula zu einer Copula fortsetzen lässt. Im zweiten
Schritt wird die Teilcopula zu einer Verteilungsfunktion auf In erweitert.
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3. Im dritten Schritt wird gezeigt, dass diese Verteilungsfunktion eine Copula ist.

4. Im vierten Schritt wird das Ergebnis aus den Schritten zwei und drei dann auf allgemeine
Copulas ausgedehnt.

Ad 1:

Satz 2.2.1. Sei H eine n-dimensionale Verteilungsfunktion mit Randverteilungen F1, ..., Fn.
Dann existiert eine eindeutige Teilcopula C ′, so dass

1. DomC ′ = RanF1 × ...×RanFn.

2. Für alle x = (x1, ..., xn) ∈ Rn
gilt H(x) = C ′(F1(x1), ..., Fn(xn)).

Beweis. Zunächst wird gezeigt, dass die Verteilungsfunktion H eindeutig durch die Werte der
Randverteilungen festgelegt ist.
Die gemeinsame Verteilungsfunktion H erfüllt mit S1 = ... = Sn = R die Voraussetzungen des
Satzes 2.1.14 und somit gilt für x, y ∈ Rn

|H(y)−H(x)| ≤
n∑
k=1

|Fn(yn)− Fn(xn)|.

Falls F1(x1) = F1(y1), ..., Fn(xn) = Fn(yn) gilt, folgt daraus, dass H(x) = H(y). Das be-
deutet, dass der Wert H(x) nur von den Werten F1(x1), ..., Fn(xn) abhängt. Daher definiert
die Menge der geordneten Paare {[(F1(x1), ..., Fn(xn)), H(x)]|x ∈ Rn} eine n-dimensionale
Funktion C ′.
Es bleibt zu zeigen, dass C ′ eine Teilcopula ist. Dazu werden die vier Punkte aus der Definition
für Teilcopulas gezeigt.

1. DomC ′ = RanF1 × ... × RanFn ist Teilmenge von In und enthält die beiden Zahlen 0

und 1, da die Fi Verteilungsfunktionen sind.
Sei Am = RanFm. Für jedes um in Am gibt es ein xm ∈ R, so dass Fm(xm) = um.

2. C ′ ist geerdet, denn

C ′(u1, ..., um−1, 0, um+1, ..., un)

=C ′(F1(x1), ..., Fm−1(xm−1), Fm(−∞), Fm+1(xm+1), ..., Fn(xn))

=H(x1, ..., xm−1,−∞, xm+1, ..., xn) = 0,

da H geerdet ist.



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN DER COPULAS 13

3. C ′ ist n-steigend, denn sei B = ([a1, b1]×, ...,×[an, bn]) eine n-Box mit Eckpunkten in
DomC ′, dann ist VC′(B) =

∑
sign(c)C ′(c), wobei c = (c1, ..., cn) mit ci ∈ {ai, bi} für

alle i ∈ {1, ..., n}. Für jedes ci ∈ RanFi existiert ein vi, derart dass Fi(vi) = ci. Daher
gilt

VC′(B) =
∑

sign(c)C ′(c)

=
∑

sign(c)C ′(F1(v1), ..., Fn(vn))

=
∑

sign(v)H(v1, ..., vn) ≥ 0.

4. C ′ hat Randverteilungen, denn für jedes wm ∈ RanFm gibt es ein xm ∈ R derart, dass
Fm(xm) = wm. Daher gilt

C ′(1, ..., 1, wm, 1, ..., 1)

=C ′(F1(∞), ..., Fm−1(∞), Fm(xm), Fm+1(∞), ..., Fn(∞))

=H(∞, ...,∞, xm,∞, ...,∞)

=Fm(xm) = wm.

Damit haben wir die Existenz einer eindeutigen Teilcopula C ′ auf dem Wertebereich der
Randverteilungen gezeigt.

Ad 2:
Es bleibt damit zu zeigen, dass jede Teilcopula zu einer Copula erweitert werden kann. Elegant
wird dieses Problem in der Arbeit von Carley und Taylor in [5] mittels Schachbrettcopulas
gelöst. Dort wird die Erweiterung zunächst für Teilcopulas mit diskretem Definitionsbereich
gezeigt. Dazu wird die Teilcopula zu einer Verteilungsfunktionen auf In fortgesetzt. Dazu zuerst
die Definition eines Schachbretts.

Definition 2.2.2. (Schachbrett) Für n ≥ 2 seien m1, ...,mk ∈ N für jedes k ∈ {1, ..., n}. Weiter
seien ak,0, ak,1, ..., ak,mk ∈ I mit

0 = ak,0 < ak,1 < ... < ak,mk = 1.

Das Schachbrett D ist dann gegeben durch

D = {a1,0, ..., a1,m1} × ...× {an,0, ..., an,mn}
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und man bemerke, dass D den Einheitswürfel In in m1 ·m2 · · ·mn n-Boxen unterteilt, wobei

Bi1,...,in = [a1,i1−1, a1,i1 ]× [a2,i2−1, a2,i2 ]× ...× [an,in−1, an,in ]

mit ij ∈ {1, 2, ...,mj},∀j ∈ {1, ..., n}.

Eine Teilcopula S, die auf einem Schachbrett D definiert ist, kann folgendermaßen zu einer
Verteilungsfunktion auf dem Einheitswürfel fortgesetzt werden.

Satz 2.2.3. Sei D ein Schachbrett und S eine diskrete n-Teilcopula mit Definitionsbereich D.
Dann gibt es eine Verteilungsfunktion CS auf In, welche S fortsetzt, so dass CS(x) = S(x) für
alle x ∈ D gilt.

Beweis. Sei λ das Lebesgue-Maß auf In und für eine MengeA sei IA die Indikatorfunktion von
A. Für eine gegebene n-Box Bi1,...,in sei

δi1,...,in :=
VS(Bi1,...,in)

λ(Bi1,...,in)
.

Definiere ein Maß µS durch

µS(A) :=
∑
i1,...,in

∫
A

δi1,...,inIBi1,...,in dλ.

Aus λ(A) = 0 folgt direkt µS(A) = 0. Daher ist µ absolut stetig bzgl. des Lebesgue-Maßes λ.
Da µS(In) = 1 gilt, ist µS ein Wahrscheinlichkeitsmaß. Für zwei n-BoxenBi1,...,in undBj1,...,jn ,
die nicht gleich sind, gilt

µ(Bi1,...,in ∩Bj1,...,jn) = 0.

Falls sie sich in mehr als einer Komponente unterscheiden, haben sie als Schnitt maximal einen
Punkt und damit ist der Fall klar. Unterscheiden sie sich in nur einer Komponente, hat der
Schnitt die Dimension n − 1. Damit ist das Lebesgue-Maß 0. Da µS absolut stetig auf dem
Lebesgue-Maß ist, hat der Schnitt das µS-Maß 0.
Damit können wir zeigen, dass die Verteilung µ eine Fortsetzung von S ist. Für jk ∈ {1, ...,mk}
mit k ∈ {1, ..., n} gilt

µS([0, a1,j1 ]× ...× [0, an,jn ]) = µS

 ⋃
ik≤jk

k={1,...,n}

Bi1,...,in

 =
∑
ik≤jk

k={1,...,n}

µ(Bi1,...,in)

=
∑
ik≤jk

k={1,...,n}

VS(Bi1,...,in) = VS([0, a1,j1 ]× ...× [0, an,jn ]) = S(a1,j1 , ..., an,jn).
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Zu µS ist folgende Verteilungsfunktion CS auf dem Einheitswürfel In gegeben:

CS(x1, ..., xn) = µs([0, x1]× ...× [0, xn]).

CS ist also eine Verteilungsfunktion, die S auf I fortsetzt.

Ad 3:
Es bleibt nun zu zeigen, dass die Verteilungsfunktion CS eine Copula ist. Dazu führen wir
zunächst die Schachbrettcopulas ein.

Definition 2.2.4. (Schachbrettcopula)
Sei S eine Teilcopula, welche auf einem Schachbrett definiert ist. Eine Schachbrettcopula in

Bezug auf S ist eine Funktion CS : In → I definiert durch

CS(x1, ..., xn) : = µS([0, x1]× ...× [0, xn])

=
∑
i1,.,,.in

∫ x1

0

...

∫ xn

0

δi1,...,inIBi1,...,in dλ.

Wir wollen nun zeigen, dass CS eine Erweiterung von S zu einer n-Copula ist. Wir wissen
bereits:

• CS stimmt mit der Teilcopula S auf D überein.

• CS ist n-steigend, denn für jede n-Box B ⊂ In gilt VCS(B) = µS(B) ≥ 0.

• CS ist geerdet, denn CS(x1, ..., xn) = 0 falls ein xi = 0.

Um die Randverteilungseigenschaft zu zeigen, benötigen wir noch die Linearitätseigenschaft
der Schachbrettcopulas.

Lemma 2.2.5. [5] CS ist linear in jeder Variablen in Folgendem Sinne. Falls x und y in einem
Bj1,...,jn liegen und sich nur in einer einzelnen Komponente unterscheiden, gilt für 0 ≤ t ≤ 1

CS((1− t)x+ ty) = (1− t)CS(x) + tCS(y).

Beweis. O.B.d.A. kann man den Fall betrachten, dass sich x und y nur in der ersten Komponente
unterscheiden. Sei also x = (x1, ..., xn) und y = (y1, x2, ..., xn). Mit den Definitionen von µ
und CS gilt

CS((1− t)x+ ty) =CS(x+ t(y − x))

=CS(x) +
∑
i1,...,in

∫ x1+t(y1−x1)

x1

∫ x2

0

...

∫ xn

0

δi1,...,inIBi1,...,in dλ...dλ.
(2.5)
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JedesBi1,...,in hat die FormE1×...×En, wobei jedesEi ein geschlossenes Intervall darstellt.
Das Intervall in I von x1 zu y1 liegt entweder in E1, ist disjunkt von E1 oder schneidet dieses in
einem einzelnen Punkt. Wenn wir nun die Integration in Bezug auf die erste Variable betrachten,
bekommen wir aus dem vorher Genannten und der Tatsache, dass der Integrant konstant ist in
Bi1,...,in ,∫ x1+t(y1−x1)

x1

∫ x2

0

...

∫ xn

0

δi1,...,inIBi1,...,in dλ...dλ

=t

∫ y1

x1

∫ x2

0

...

∫ xn

0

δi1,...,inIBi1,...,in dλ...dλ

=t

(∫ y1

0

∫ x2

0

...

∫ xn

0

δi1,...,inIBi1,...,in dλ...dλ−
∫ x1

0

∫ x2

0

...

∫ xn

0

δi1,...,inIBi1,...,in dλ...dλ
)
.

Zusammen mit (2.5) erhalten wir

CS((1− t)x+ ty) = CS(x) + t(CS(y)− CS(x))

= (1− t)CS(x) + CS(y).

Mit diesem Lemma können wir nun zeigen, dass die Verteilungsfunktion CS aus dem Satz
2.2.3, die die auf dem Schachbrett definierte Teilcopula fortsetzt, ein Schachbrettcopula ist.
Dazu ist die noch fehlende Randverteilungseigenschaft zu zeigen.

Satz 2.2.6. [5] Für die Schachbrettcopula CS aus dem Satz 2.2.3 gilt die Randverteilungseigen-
schaft

CS(1, ..., 1, xi, 1, ..., 1) = xi, ∀xi ∈ I.

Beweis. Die Randverteilungseigenschaft übernimmt CS von S auf allen ai,j ∈ D:

CS(1, ..., 1, ai,j, 1, ..., 1) = µS(I × ...× I × [0, ai,j]× I × ...× I)

= S(1, ..., 1, ai,j, 1, ..., 1) = ai,j.

Für jedes xi gibt es eine Darstellung xi = (1 − t)ai,j + tai,j+1 für j ∈ {1, ..., n} und t ∈ I .
Daher folgt mit Lemma 2.2.5 die Behauptung.

Daher können wir die CS als eine Erweiterung von S ansehen und der Erweiterungssatz ist
für diskrete Teilcopulas bewiesen.
Ad 4:
Dieses Ergebnis wird nun auf beliebige Teilcopulas ausgeweitet.

Satz 2.2.7. [5] Eine n-Teilcopula S mit abgeschlossenem Definitionsbereich kann ausgeweitet
werden zu einer n-Copula C. Das heißt, ist eine n-Teilcopula S gegeben, dann gibt es eine
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Copula C für die gilt

C(x) = S(x), ∀x ∈ DomS. (2.6)

Beweis. SeiDomS = D1×...×Dn. Für jedesDi mit i ∈ {1, ...n} können wir eine aufsteigende
Folge von endlichen Mengen Ai,k ⊂ Di finden, so dass {0, 1} ∈ Ai,1 und

⋃
k Ai,k = Di, wobei⋃

k Ai,k den Abschluss von
⋃
k Ai,k darstellt.Dann definieren wir Sk : A1,k × ... × An,k 7→ I

durch

Sk(a1, ..., an) = S(a1, ..., an), ∀a ∈ DomSk.

Jedes Sk ist eine n-Teilcopula, weil es eine Einschränkung einer n-Teilcopula ist und weil {0, 1}
zu jedem Faktor der Sk gehören. Daher existiert eine Folge von n-Teilcopulas {Sk}, für die gilt,
dass

• DomSk endlich für alle k ist,

• Sk eine Einschränkung von S ist,

• DomSk ⊂ DomSk+1 ist und

•
⋃∞
k=1DomSk eine abzählbare und dichte Teilmenge von DomS ist.

Für jedes k sei Ck eine Schachbrettcopula in Bezug auf Sk. Da die Ck’s gleichgradig stetig
sind, und durch 0 und 1 nach unten und oben beschränkt sind, kann man den Satz von Arzela-
Ascoli anwenden. Danach gibt es eine Teilfolge von {Ck}, die gegen eine stetige Funktion C
konvergiert.
O.B.d.A. können wir annehmen, dass limk 7→∞Ck = C.
Für jede n-Box B in In ist VCk(B) eine lineare Kombination von Werten von Ck. Damit gilt
VCk ≥ 0 für alle k. Für k 7→ ∞ gilt VC(B) ≥ 0, daher ist C eine n-steigende Funktion. Weiter
gilt C(x1, ..., xn) = 0, falls mindestens ein xi = 0, da die Schachbrettcopulas Ck = 0 geerdet
sind. Ebenso überträgt sich Randverteilungseigenschaft C(1, ..., 1, xi, 1, ..., 1) = xi, ∀xi ∈ I

von den Schachbrettcopulas Ck.
C stimmt mit S in jedem Punkt von

⋃∞
k=1 DomSk ⊆

⋃∞
k=1DomSk = DomS überein. Da C

und S stetig aufDomS sind und
⋃∞
k=1DomSk dicht inDomS ist, stimmen sie auch aufDomS

überein.
Damit haben wir die Erweiterung einer beliebigen Teilcopula S zu eine Copula CS bewiesen.

Nun treffen wir noch eine Aussage zur Linearität dieser erweiterten Copula C, welche im
nächsten Abschnitt benötigt wird. Dazu benötigen wir folgende Definition.

Definition 2.2.8. Sei S eine n-Teilcopula. Eine Teilmenge B ⊂ In ist eine S-Box genau dann,
wenn
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1. B von der Form B1 × ...×Bn ist, wobei die Faktoren abgeschlossene Intervalle sind.

2. alle Eckpunkte von B in DomS liegen und wenn im Inneren von B ansonsten kein Punkt
zu DomS gehört.

Bemerkung 2.2.9. [5] Sei C die Erweiterung einer Teilcopula S wie in Satz 2.2.7 beschrieben.
Dann ist C linear in jeder Variablen in jeder S-Box.

Beweis. Sei nun B eine S-Box. Wir wollen zeigen, dass C linear in jeder Komponente ist.
Seien x, y ∈ B, so dass x und y sich nur in einer Komponente unterscheiden und sei t ∈ I . Da
DomSk ⊆ DomS gilt, gibt es für jedes k eine Sk-Box Bk, so dass B ⊆ Bk gilt. Da x, y ∈ Bk

ist, haben wir

Ck((1− t)x+ ty) = (1− t)Ck(x) + tCk(y)

für jedes k. Lassen wir nun k gegen Unendlich laufen, erhalten wir

C((1− t)x+ ty) = (1− t)C(x) + tC(y).

Da wir den Erweiterungssatz 2.2.7, den wir zunächst nur für diskrete Teilcopulas gezeigt
haben, für allgemeine Teilcopulas bewiesen haben, haben wir alle nötigen Hilfsmittel für Sklar’s
Theorem zusammen.

Sklar’s Theorem 2.2.10. Seien X1, ..., Xn Zufallsvariablen und sei H eine n-dimensionale
Verteilungsfunktion mit Randverteilungen F1, ..., Fn. Dann gibt es eine (nicht zwingend ein-
deutige) n-Copula C, so dass gilt

H(x1, ..., xn) = C(F1(x1), ..., Fn(xn)), ∀x1, ..., xn ∈ R.

C ist eindeutig definiert, falls die univariaten Verteilungsfunktionen F1, ...Fn stetig sind. An-
sonsten ist C eindeutig bestimmt auf ihrem Wertebereich RanF1 × ...×RanFn.

Beweis. Nach dem Satz 2.2.1 kann man eine Teilcopula C ′ finden, die aufRanF1×...×RanFn
eindeutig definiert ist, für die gilt

H(x1, ..., xn) = C ′(F1(x1), ..., Fn(xn)), ∀x1, ..., xn ∈ R.

Da die Teilcopula C ′ auf ihrem Definitionsbereich nach Satz 2.1.17 gleichmaßig stetig ist, kann
man diese Teilcopula auf den Abschluss von RanF1 × ... × RanFn zu einer Teilcopula S
fortsetzen. Diese Teilcopula S kann nach dem Erweiterungssatz 2.2.7 fortgesetzt werden zu
einer Copula C, welche auf dem RanF1 × ...×RanFn eindeutig definiert ist.
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Mithilfe von Sklar’s Theorem lässt sich die Verteilungsfunktion in die univariaten Randver-

teilungen und die Copulafunktion aufsplitten. Diese sind völlig unabhängig voneinander, was
eine einfache und flexible Modellierung ermöglicht.

Korollar 2.2.11. Sei H eine n-dimensionale Verteiungsfunktion mit stetigen Randverteilungen
F1, ..., Fn und der Copula C, so gilt für jedes n-Tupel in [0, 1]n

C(u1, ..., ud) = H(F−1
1 (u1), ..., F−1

n (un)),

mit F−1
i (ui) := inf{x ∈ R|Fi(x) ≥ ui} für i = {1, ..., n}.

2.3 Fréchet-Hoeffding-Schranke

In diesem Abschnitt geht es darum die Schranken festzusetzen, in denen sich eine n-Copula be-
wegt. Dann werden wir in diesem Abschnitt zeigen, dass die obere Schranke selbst eine Copula
ist, die untere Schranke jedoch nur für den Fall n = 2 eine Copula ist. Grundlage für diesen Ab-
schnitt bildet wieder Nelson[31], wobei auch hier wieder der zweidimensionale Fall betrachtet
wurde. In dieser Arbeit wird direkt der n-dimensionale Fall betrachtet.

Fréchet-Hoeffding-Theorem 2.3.1. Sei C eine Copula. Für alle u = (u1, ..., un) ∈ DomC mit
W n := max{u1 + ...+ un − n+ 1, 0} und Mn := min{u1, ..., un} gilt

W n ≤ C(u1, ..., un) ≤Mn.

Beweis. Da C monoton steigend in jeder Variablen ist, und u ∈ [0, 1]ist, gilt

C(u1, ..., un) ≤ C(1, ..., 1, ui, 1, ..., 1) = ui ∀i ∈ {1, .., n}

⇒ C(u1, ..., un) ≤ min{u1, ..., un}.

Sei C eine Copula mit Randverteilungen Ck mit k ∈ {1, ..., n}. Da C eine geerdete n-steigende
Funktion ist mit DomC = [0, 1]n gilt nach Satz 2.1.17 für alle u = (u1, ..., un) ∈ DomC

|C(1, ..., 1)− C(u1, ..., un)| ≤
n∑
k=1

|Ck(1)− Ck(uk)|.

Da C und die Ck Verteilungsfunktionen auf [0, 1]n bzw. [0, 1] sind, sind alle Differenzen größer
oder gleich 0 und man kann die Betragsstriche weglassen. Daraus ergibt sich

C(1, ..., 1)− C(u1, ..., un) ≤
n∑
k=1

(Ck(1)− Ck(uk)) = n−
n∑
k=1

Ck(uk).
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Abbildung 2.1: Graphen der Fréchet-Hoeffding-SchrankenM2(u, v) undW 2(u, v), Quelle: [31,
Seite 10]

Daraus folgt direkt

C(u1, ..., un) ≥ (u1 + ...+ un)− n+ 1.

In der Abbildung 2.1 werden werden die Graphen der Fréchet-Hoeffding-Schranken für den
2-dimensionalen Fall gezeigt.

Im Folgenden werden wir untersuchen, ob die Grenzen selber wieder Copulas sind.

Lemma 2.3.2. Mn ist eine Copula.

Beweis.

• Mn ist geerdet, da min{u1, ..., un} = 0 gilt, falls mindestens ein ui = 0.

• Mn hat auf I rechteckverteilte Randverteilungen, denn min{1, ..., 1, ui, 1, ..., 1} = ui, für
alle i ∈ {1, ..., n}.

• Es bleibt zu zeigen, dass Mn n-steigend ist, also dass gilt

VMn([a, b]) = 4bn
an ...4

b1
a1
Mn = 4bn

an ...4
b1
a1

min{·, ..., ·} ≥ 0.

Bei der Minimumfunktion darf man die einzelnen Argumente permutieren. Man nummeriere
die Elemente {a1, ..., an} so um, derart dass a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an gilt.
Sei Di := {ai, ai+1, ..., an, bi, bi+i, ...bn},∀ i ∈ {1, ..., n}. Nun ist a1 das kleinste Element von
D1, daher gilt

VMn([a, b]) = 4bn
an ...4

b2
a2

min{b1, ·, ..., ·} − 4bn
an ...4

b2
a2

min{a1, ·, ..., ·}︸ ︷︷ ︸
=2n−1∗(a1−a1)=0

.
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Das Volumen ist Null, falls b1 kleiner als alle Element von D2 ist.
Ist b1 nicht kleiner als alle Elemente von D2, geht man für i = 2, ..., n−1 iterativ vor: ai ist nun
kleinstes Element von Di, daher gilt

VMn([a, b]) =4bn
an ...4

bi+1
ai+1

min{b1, ..., bi, ·, ..., ·}

− 4bn
an ...4

bi+1
ai+1

min{b1, ..., bi−1, ai, ·, ..., ·}︸ ︷︷ ︸
=2n−2∗(ai−ai)=0

.

Falls bi kleiner als alle Elemente von Di+1 ist, haben wir VMn = 0 und die Behauptung ist
gezeigt. Ansonsten erhalten wir nach n− 1 Schritten

VMn([a, b]) = 4bn
an min{b1, ..., bn−1, ·}

= min{b1, ..., bn} −min{b1, ..., bn−1, an} ≥ 0.

Bemerkung 2.3.3. W 2 ist eine Copula.

Beweis. Offensichtlich ist W 2 geerdet und hat gleichverteite Randverteilungen. Es bleibt also
zu zeigen, dass W 2 für jede 2-Box ([u1, u2] × [v1, v2]) mit u1, u2, v1, v2 ∈ [0, 1] 2-steigend ist,
also dass gilt

VW 2 = max{u2 + v2 − 1, 0}+ max{u1 + v1 − 1, 0}

−max{u2 + v1 − 1, 0} −max{u1 + v1 − 1, 0} ≥ 0.

Wir führen eine Fallunterscheidung durch.
1. Fall: Die beiden unteren Maxima sind gleich 0. Daraus folgt VW 2 ≥ 0.
2. Fall: Eines der beiden unteren Maxima ist größer 0. O.B.d.A. sei u1 + v2 − 1 ≥ 0. So gilt
aber max{u2 + v2 − 1, 0} ≥ max{u1 + v2 − 1, 0}. Daraus folgt VW 2 ≥ 0.
3. Fall: Die beiden unteren Maxima sind größer als 0. Dann gilt

VW 2 = (u2 + v2 − 1)− (u1 + v2 − 1)− (u2 + v1 − 1) + max{u1 + v1 − 1, 0}

= max{u1 + v1 − 1, 0} − u1 + v1 − 1 =

{
= 0 ,für u1 + v1 ≥ 1.

> 0 ,für u1 + v1 < 1.
.

Somit haben wir alle drei Fälle abgearbeitet und das Lemma ist gezeigt.

Bemerkung 2.3.4. W n ist für n ≥ 3 keine Copula.

Beweis. Es genügt nach der Definition der Copula zu zeigen, dass W n nicht steigend ist. Dazu
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betrachtet man das W n-Volumen des n-dimensionalen Würfels [1/2, 1]n ⊂ [0, 1]n:

VWn

([
1

2
, 1

])
= max{1 + ...+ 1− n+ 1, 0}︸ ︷︷ ︸

1

−n ∗max

{
1

2
+ 1 + ...+ 1− n+ 1

}
︸ ︷︷ ︸

1
2

+

(
n

2

)
∗max

{
1

2
+

1

2
+ 1 + ...+ 1− n+ 1, 0

}
︸ ︷︷ ︸

0

...

+ max

{
1

2
+ . . .+

1

2
− n+ 1, 0

}
︸ ︷︷ ︸

0

= 1− n

2
≤ 0, für n ≥ 3.

Im Folgenden wird gezeigt, dass man für alle n-Tupel (u1, ..., un) eine Copula finden dann,
so dassC(u1, ..., un) = W n(u1, ..., un) gilt. Das bedeutet, dass auch diese Schranke nicht weiter
verbessert werden kann.

Satz 2.3.5. [31, Theorem 2.10.13] Für jedes u aus In gibt es eine Copula C, welche die Glei-
chung C(u) = W n(u) erfüllt.

Beweis. Falls u = 0 := (0, ..., 0) oder u = 1 := (1, .., 1) gilt, kann man jede beliebige Copula
nehmen. Sei also u ∈ In\{0, 1}. Man macht eine Fallunterscheidung:
1. Fall; 0 < u1 + ...+ un ≤ n− 1: Man betrachte eine Menge aus 3n Punkten v = (v1, ..., vn),
wobei jedes vk ∈ {0, 1, tk} ist mit tk = (n− 1)uk/(u1 + ...+un). Nun definiert man auf diesen
Punkten eine Funktion C ′ durch C ′(v) = W n(v).
Zunächst zeigen wir, dass C ′ eine Teilcopula ist. C ′ ist offensichtlich nur auf Punkten des Ein-
heitsintervalls definiert, geerdet und hat rechteckverteilte Randverteilungen. Es bleibt zu zeigen,
dass C ′ n-steigend ist. Für t = (t1, ..., tn) folgt

C ′(t) = W n(t) = max

{
(u1 + ...+ un)

n− 1

(u1 + ...+ un)
− n+ 1, 0

}
= 0.

Seien a(k) = (0, ..., 0, tk, 0, ..., 0) und b(k) = (t1, ..., tk−1, 1, tk+1, ..., tn). Dann gilt für jede
n-Box Bk = ([a(k), b(k)])
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V ′C(Bk) = C ′(t1, ..., tk−1, 1, tk+1, ..., tn)− C ′(t)

= W n(t1, ..., tk−1, 1, tk+1, ..., tn)− 0

= max

{
(u1 + ...+ un)

n− 1

(u1 + ...+ un)
− uk

n− 1

(u1 + ...+ un)
+ 1− n+ 1, 0

}
= 1− tk, ∀k = {1, ..., n}.

Per vollständiger Induktion kann man zeigen, dass alle anderen n-Boxen, die ebenfalls vs als
Eckpunkte haben und disjunkt von den Bks sind, das C ′-Volumen 0 haben. Damit ist C ′

n-steigend, und somit eine Teilcopula.
Wendet man nun den Erweiterungssatz 2.2.7 und die zugehörige Bemerkung 2.2.9 auf die Teil-
copula C ′ an, so erhält man eine n-Copula C, welche linear in jeder Variablen ist. Für jedes x
in der n-Box [0, t] (was u einschließt) gilt somit C(x) = W n(x) = 0.
2. Fall; n−1 < u1+...+un < n: Man betrachtet nun die Menge aus 3n Punkten v = (v1, ..., vn),
wobei nun jedes vk ∈ {0, 1, sk}ist, mit sk = 1− (1− uk)/(n− (u1 + ...+ un)). Jetzt definiert
man auf diesen Punkten eine Funktion C ′ durch C ′(v) = W n(v). Für t = (t1, ..., tn) folgt

C ′(t) = W n(t) = max

{
n+

n− (u1 + ...+ un)

n− (u1 + ...+ un)
− n+ 1, 0

}
= 0.

Wieder erbt C ′ von W n, dass C ′ geerdet ist und auf I rechteckverteilte Randverteilungen hat.
Um nachzuweisen, dass C ′ eine Teilcopula ist, bleibt wieder zu zeigen, dass C ′ n-steigend ist.
Seien a(k) = (0, ..., 0, sk, 0, ..., 0) und b(k) = (s1, ..., sk−1, 1, sk+1, ..., sn). Dann gilt für jede
n-Box Bk = [a(k), b(k)]

VC′(Bk) = C ′(s1, ..., sk−1, 1, sk+1, ..., sn)− 0

= W n(s1, ..., sk−1, 1, sk+1, ..., sn)

= max

{
n− n− (u1 + ...+ un)

n− (u1 + ...+ un)
− 1 +

1− uk
n− (u1 + ...+ un)

+ 1− n+ 1, 0

}
=

1− uk
n− (u1 + ...+ un)

= 1− sk ,∀k = {1, .., n}.

Man kann erneut mittels vollständiger Induktion zeigen, dass alle anderen n-Boxen, die eben-
falls vs als Eckpunkte haben und disjunkt von den Bks sind, das C ′-Volumen 0 haben. Wir
erweitern die Teilcopula C ′ zu einer Copula C wie oben.
Sei s = (s1, ..., sn), dann gilt für jedes x in der n-Box [s, 1] (was u einschließt),
C(x) = W n(x) = x1 + ...+ xn − n+ 1.
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2.4 Ko- und Kontramonotonie

In diesem Abschnitt wird der Zusammenhang zwischen den Fréchet-Hoeffding-Schranken und
dem Vorliegen bestimmter Abhängigkeiten bei den Zufallsvariablen der Copulas erläutert. Dazu
werden zunächst die Begriffe definiert.

Definition 2.4.1. Zwei Zufallsvariablen X, Y heißen komonoton, falls es eine monoton stei-
gende Funktion f gibt, derart dass X = f(Y ) fast sicher gilt. Das bedeuted, dass sie zur selben
Zeit große, bzw. kleine Werte annehmen.
Die Zufallsvariablen heißen kontramonoton, falls es eine monoton fallende Funktion f gibt,
derart dass X = f(Y ) fast sicher gilt. In diesem Fall sind die beiden Zufallsvariablen gegen-
läufig.

In Bezug auf Copulas kann man folgende Aussage treffen.

Satz 2.4.2. Zwei reelle stetige Zufallsvariablen X1 und X2 mit Randverteilungen F1 und F2

und mit gemeinsamer Verteilungsfunktion H sind genau dann komonoton, falls gilt

H(x1, x2) = M2(F1(x1), F2(x2)),∀x1, x2 ∈ R.

Die Zufallsvariablen sind kontramonoton, falls gilt

H(x1, x2) = W 2(F1(x1), F2(x2)),∀x1, x2 ∈ R.

Bemerkung 2.4.3. Im Falle n = 2 sind die Schranken W 2 und M2 selbst Copulas. Sei U eine
auf I rechteckverteilte Zufallsvariable auf [0,1] (U ∼ U(0, 1)) , dann gilt

W 2 = P[U ≤ x1, 1− U ≤ x2] und M2 = P[U ≤ x1, U ≤ x2].

Daher kann man W 2 und M2 als Verteilungsfunktionen des Vektors (U, 1− U)T bzw. (U,U)T

auffassen. Die Verteilungsfunktion von (U, 1 − U)T hat ihre Masse auf der Diagonalen Zwi-
schen (0, 1) und (1, 0), wohingegen die Verteilungsfunktion von (U,U)T ihre Masse nur auf
der Diagonalen von (0, 0) nach (1, 1) hat. Hier beschreibt W n die perfekte negative und Mn

perfekte positive Abhängigkeit.

Satz 2.4.4. [38, Theorem 1] Zwei reellwertige Zufallsvariablen X und Y sind genau dann ko-
monoton, wenn eine Zufallsvariable Z und monoton steigende Funktionen u und v auf R exis-
tieren, derart dass (X, Y ) =d (u(Z), v(Z)) gilt.

Beweis. Sei Z eine Zufallsbvarialbe und u und v monoton steigende Funktionen auf R, so dass
(X, Y ) =d (u(Z), v(Z)) gilt. Sei H die gemeinsame Verteilungsfunktion von X und Y , so gilt

H(x, y) = P [u(Z) ≤ x, v(Z) ≤ y] = P [Z ∈ A,Z ∈ B],
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wobei A und B Intervalle der Form [0, d] oder [0, d) sind. Da entweder A ⊆ B oder B ⊆ A

gilt, folgt

H(x, y) = P [Z ∈ A,Z ∈ B] = min{P [Z ∈ A], P [Z ∈ B]}

= min{P [X ≤ x, Y ≤ y]} = min{F1(x), F2(y)},

wobei F1 und F2 die Randverteilungen von X und Y sind. Damit ist der erste Teil bewiesen.
Für die Rückrichtung seien nun X und Y reellwertige komonotone Zufallsvariablen und U eine
auf I rechteckverteilte Zufallsvariable. Dann gilt nach Satz Pit

(X, Y ) =d (F−1
1 (U), F−1

2 (U)),

Wobei für die Inversen der Randverteilungen Fi gilt F−1
i (q) = inf{x|Fi(x) ≥ q} für q ∈ I .

Damit sind F−1
1 , F−1

2 monoton steigende Funktionen und der Satz ist gezeigt.

Ebenso gibt es auch einen Satz kontramonotonen Zufallsvariablen

Satz 2.4.5. Zwei reellwertige Zufallsvariablen X und Y sind genau dann kontramonoton, wenn
es eine Zufallsvariable Z, eine monoton steigengende Funktionen u und eine monoton fallende
Funktion v auf R existieren, derart dass (X, Y ) =d (u(Z), v(Z)) gilt.

Beweis. Der Beweis verläuft analog zum Beweis des Satzes 2.4.4

Bemerkung 2.4.6. Im Falle stetiger Verteilungsfunktionen F1 und F2 von X und Y ist die
Copula eindeutig, und die obigen Sätze können verschärft werden zu:

• C = W 2 gilt genau dann, wenn Y = T (X) fast sicher gilt mit monoton fallendem
T = F−1

2 ◦ (1− F1).

• C = M2 gilt genau dann, wenn Y = T (X) fast sicher gilt mit monoton steigendem
T = F−1

2 ◦ F1.

2.5 Copulas und Zufallsvariablen

Eine wichtige Eigenschaft von Copulas ist die Invarianz, bzw. die einfache Änderung bei Trans-
formation der Zufallsvariablen durch eine stetige und streng monotone Funktionen, was in die-
sem Abschnitt näher ausgeführt wird.
Zunächst geht es jedoch um die Copula, welche man bei unabhängigen Zufallsvariablen erhält.

Definition 2.5.1. Die Produktcopula ist für u = (u1, .., un) definiert als

Πn(u) = ui · ... · un.
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Abbildung 2.2: Graph der Produktcopula Π2(u, v), Quelle: [31, Seite 10]

Für den 2-dimensionalen Fall wird der Graph der Produktcopula Π2(u, v) in Abblidung 2.2
dargestellt.

Lemma 2.5.2. Sei (X1, ..., Xn) ein Vektor mit stetigen Zufallsvariablen mit Copula C.
X1, ..., Xn sind genau dann unabhängig, falls C = Πn gilt.

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus Sklar’s Theorem und der Tatsache, dass die Zufallsvaria-
blen X1, .., Xn genau dann unabhängig sind, falls H(x1, .., xn) = F1(x1) · ... · Fn(xn) für alle
(x1, ..., xn) ∈ Rn

gilt.

Das folgende Lemma beschreibt die Invarianz der Copula unter streng monotonen Trans-
formationen der Zufallsvariablen. Diese Eigenschaft werden wir in dieser Arbeit noch öfter
benutzen.

Lemma 2.5.3. [10, Theorem 2.6] Sei (X1, ..., Xn)T ein Vektor mit stetigen Zufallsvariablen mit
Copula C, und α1, ..., αn seien streng monoton steigende Funktionen auf RanX1, ..., RanXn.
Dann gilt (α1(X1), ..., αn(Xn))T hat ebenfalls Copula C.

Beweis. Seien F1, ..., Fn die Verteilungsfunktionen vonX1, ..., Xn und seienG1, ..., Gn die Ver-
teilungsfunktionen von α(X1), ..., α(Xn). Der Vektor (X1, ..., Xn)T habe die Copula C und
(α1(X1), ..., αn(Xn))T habe die Copula Cα. Da die αk streng monoton steigend für jedes k
sind, gilt Gk(x) = P[αk(Xk) ≤ x] = P[Xk ≤ a−1

k (x)] = Fk(α
−1
k (x)),∀x ∈ R. Daher gilt

Cα(G1(x1), .., Gn(xn)) = P[α1(X1) ≤ x1, ..., αn(Xn) ≤ xn]

= P[X1 ≤ α−1
1 (x1), ..., Xn ≤ α−1

n (xn)]

= C(F1(α−1
1 (x1)), ..., Fn(α−1

n (xn)))

= C(G1(x1), ..., Gn(xn)).

Da die X1, ..., Xn stetig sind, gilt RanG1 = ... = RanGn = [0, 1].
Daraus folgt DomCα = DomC = [0, 1]n.
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Im nächsten Lemma geht es um die Veränderung der Copula bei streng monoton fallenden
Transformationen.

Lemma 2.5.4. [10, Theorem 2.7] Sei (X1, ..., Xn)T ein Vektor mit stetigen Zufallsvariablen
mit Copula CX1,...,Xn . Seien α1, ..., αn streng monotone Funktionen auf RanX1, ..., RanXn.
Weiter gehöre zum Vektor (α1(X1), ..., αn(Xn))T die CopulaCα1(X1),...,αn(Xn), und αk sei streng
monoton fallend für ein k ∈ {1, ..., n}. O.B.d.A. sei k = 1. Dann gilt

Cα1(X1),...,αn(Xn)(u1, ..., un) =Cα2(X2),...,αn(Xn)(u2, ..., un)

− CX1,α2(X2),...,αn(Xn)(1− u1, u2, .., un).

Beweis. Die Zufallsvariablen X1, ..., Xn haben die Verteilungsfunktionen F1, ..., Fn und
α1(X1), ..., αn(Xn) haben die Verteilungsfunktionen G1, ..., Gn. Es gilt

Cα1(X1),...,αn(Xn)(G1(x1), ..., Gn(xn))

= P[α1(X1) ≤ x1, ..., αn(Xn) ≤ xn]

= P[X1 > α−1
1 (x1), α2(X2) ≤ x2, ..., αn(Xn) ≤ xn]

= P[α2(X2) ≤ x2, ..., αn(Xn) ≤ xn]− P[X1 ≤ α−1
1 (x1), α2(X2) ≤ x2, ..., αn(Xn) ≤ xn]

= Cα2(X2),...,αn(Xn)(G2(x2), ..., Gn(xn))− CX1,α2(X2),...,αn(Xn)(F1(α−1
1 (x1)), G2(x2), ..., Gn(xn))

= Cα2(X2),...,αn(Xn)(G2(x2), ..., Gn(xn))− CX1,α2(X2),...,αn(Xn)(1−G1(x1), G2(x2), ..., Gn(xn)),

woraus die Gleichung direkt folgt.

Durch die rekursive Benutzung dieser beiden Lemmata können wir für streng monotone
α1, ..., αn die Copula Cα1(X1),...,αn(Xn) mithilfe der Copula CX1,...,Xn und ihren tieferdimensio-
nalen Randverteilungen vollständig beschreiben.

Beispiel 2.5.5. Sei (X1, X2)T ein Vektor mit stetigen Zufallsvariablen mit CopulaCX1,X2 . Seien
α1, α2 streng monotone fallende Funktionen auf RanX1, RanX2. Weiter gehöre zum Vektor
(α1(X1), α2(X2))T die Copula Cα1(X1),α2(X2). Dann gilt

Cα1(X1),α2(X2)(u1, u2) = Cα2(X2)(u2)− CX1,α2(X2)(1− u1, u2)

= u2 − CX1(1− u1) + CX1,X2(1− u1, 1− u2)

= u2 + u1 − 1 + CX1,X2(1− u1, 1− u2)

2.6 Überlebenscopula

In diesem Abschnitt werden die Überlebenscopula und die Überlebensfunktion einer Copula
definiert und ihr Zusammenhang verdeutlicht. Dies wird zunächst für den zweidimensionalen
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Fall gemacht, da die Unterschiede der Begriffe so leichter nachzuvollziehen sind. Dazu zunächst
einige Definitionen.

Definition 2.6.1. (Überlebensfunktionen) Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion
F , so ist die Überlebensfunktion F definiert als

F (x) = P [X > x] = 1− F (x)

Für ein Paar von Zufallsvariablen (X, Y ) mit gemeinsamer Verteilungsfunktion H ist die ge-

meinsame Überlebensfunktion gegeben durch

H(x, y) = P [X > x, Y > y].

Für zwei Zufallsvariablen X und Y mit Verteilungsfunktionen F und G und gemeinsamer
Verteilungsfunktion H kann man mithilfe von Sklar’s Theorem eine Copula C finden, welche
die univariaten Verteilungsfunktionen mit der gemeinsamen Verteilungsfunktion verbindet. Nun
wollen wir überprüfen, ob es analog dazu eine Verbindung der zwei Überlebensfunktionen F
und G mit ihrer gemeinsamen Überlebensfunktion H gibt. Dafür betrachten wir

H(x, y) =1− F (x)−G(y) +H(x, y)

=F (x) +G(y)− 1 + C(F (x), G(y))

=F (x) +G(y)− 1 + C(1− F (x), 1−G(y)).

Definiert man eine Funktion Ĉ : I2 7→ I durch

Ĉ(u, v) = u+ v − 1 + C(1− u, 1− v)

erhält man

H(x, y) = Ĉ(F (x), G(x)).

Damit können wir die Überlebenscopula definieren:

Definition 2.6.2. (Überlebenscopula)
Sei (X1, ..., Xn)T ein Zufallsvektor mit n-dimensionaler Verteilungsfunktion H , Copula C und
stetigen Randverteilungen F1, ..., Fn. Dann gilt

P[X1 ≤ x1, ..., Xn ≤ xn] = H(x1, ..., xn) = C(F1(x1), ..., Fn(xn)).

Die gemeinsame Überlebensfunktion ist definiert als

P[X1 > x1, ..., Xn > xn] = H(x1, ..., xn).
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Dann ist die Überlebenscopula Ĉ definiert als

P[X1 > x1, ..., Xn > xn] = H(x1, ..., xn) := Ĉ(F
−1

(x1), ..., F
−1

(xn)).

Lemma 2.6.3. Die Überlebenscopula ist eine Copula.

Beweis. Sei T (u) = 1− u für u ∈ I eine streng monoton fallende Transformation.
Für Ui ∼ U(0, 1) mit i ∈ {1, .., n} gilt T (Ui) ∼ U(0, 1), und daraus ergibt sich

CU1,...,Un(u1, ..., un) = P[U1 > 1− u1, ..., Un > 1− un]

= P[T (U1) < u1, ..., T (Un) < un]

= CT (U1),...,T (Un)(u1, .., un).

Hieraus folgt die Behauptung.

Bemerkung 2.6.4. Wichtig bei Überlebenscopula Ĉ ist, diese nicht zu verwechseln mit der
gemeinsamen Überlebensfunktion C von zwei auf I rechteckverteilten Zufallsvariablen U und
V mit gemeinsamer Verteilungsfunktion, bzw. Copula C:

C(u, v) = P [U > u, V > v]

Der Zusammenhang zwischen der Überlebensfunktion einer Copula C und der Überlebensco-
pula Ĉ ist

C(u, v) = 1− u− v + C(u, v) = Ĉ(1− u, 1− v). (2.7)

Es gilt, dass C im Gegensatz zur Überlebenscopula keine Copula ist.

Am Ende dieses Abschnitts wird noch eine Aussage zur bedingten Wahrscheinlichkeit ge-
macht, die wir im nächsten Kapitel benötigen werden.

Bemerkung 2.6.5. Man kann die bedingte Wahrscheinlichkeit auch mithilfe der Überlebensco-
pula angeben:

P [U > u|V > v] =
C(u, v)

1− v
=

1− u− v + C(u, v)

1− v
=
Ĉ(1− u, 1− v)

1− v

2.7 Konkordanzordnung

Mit der Überlebenscopula kann man die Konkordanzordnung definieren, durch die eine Inter-
pretation des Copula-Parameters bei Copulasfamilien ermöglicht wird. Diese Ordnung stellt
damit eine erste, wenn auch sehr schwache Abhängigkeitsordnung dar.
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Definition 2.7.1. (Konkordanzordnung) Seien C1 und C2 zwei Copulas, dann ist C1 kleiner als
C2 (geschrieben C1 ≺ C2), falls

C1(u) ≤ C2(u) und C1(u) ≤ C2(u), ∀ u ∈ [0, 1]n

gilt. Diese Ordnung macht eine Aussage zur Abhängigkeit der Randverteilungen einer Copula.
In diesem Fall hat die Copula eine größere positive Abhängigkeit der Randverteilungen als die
Copula C1.

Die Konkordanzordnung ist nur eine Teilordnung, da sich nicht alle Copulas mit ihr verglei-
chen lassen. Es gilt jedoch für alle Copulas C in Bezug auf die Fréchet-Hoeffding-Schranken

W n ≺ C(u) ≺Mn.

Bemerkung 2.7.2. Für den bivariaten Fall sind die beiden Bedingungen für die Konkordan-
zordnung äquivalent, denn dort besteht folgende Beziehung zwischen der Copula und ihrer
gemeinsamen Überlebensfunktion:

C(u1, u2) = 1− u1 − u2 + C(u1, u2) (2.8)

Damit gilt:

C1(u1, u2) ≤ C2(u1, u2)⇔ 1− u1 − u2 + C1(u1, u2) ≤ 1− u1 − u2 + C2(u1, u2)

⇔ C1(u1, u2) ≤ C2(u1, u2).

Zusammenfassend lässt sich folgende Formulierung formulieren.

Bemerkung 2.7.3. Es gilt W n ≺ C ≺Mn für alle n-Copulas C, jedoch sind nicht alle
n-Copulas untereinander vergleichbar, da dies nur eine partielle Ordnung darstellt. Es gibt je-
doch total geordnete Copulafamilien, worauf wir im Späteren zurückkommen werden.

2.8 Dichte der Copulas

Copulas sind als Verteilungsfunktionen definiert. Es lassen sich aber auch Ausdrücke für die
Dichte herleiten, falls diese existiert.
Jede n-Copula C lässt sich für u = (u1, ..., un) aufsplitten in einen absolut stetigen Teil AC und
einen singulären Teil SC

C(u) = AC(u) + SC(u),
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wobei

AC(u) =

∫ u1

0

...

∫ un

0

∂n

∂s1...∂n
C(s1, ..., sn)ds1...dsn und SC(u) = C(u)− AC(u).

Die partiellen Ableitungen existieren nach Satz 2.1.18 fast überall innerhalb In. Im Gegensatz
zu multivariaten Verteilungsfunktionen sind die Randverteilungen der Copulas immer stetig.
Deshalb haben Copulas keine Punkte in In mit einem positiven C-Maß.

Definition 2.8.1. (Copula-Dichte) Sei F eine multivariate, absoult stetige Verteilungsfunktion
der Zufallsvariablen X1, .., Xn mit absolut stetiger Copula C, also C = AC . Weiter sei f die
gemeinsame Dichte von F und fi seien die Dichten der stetigen Randverteilungen Fi. Dann ist
die gemeinsame Dichte f definiert als

f(x1, .., xn) =
∂nF (x1, .., xn)

∂x1...∂xn
=
∂nC(F1(x1), .., Fn(xn))

∂x1...∂xn

=
∂nC(F1(x1), .., Fn(xn))

∂F1(x1)...∂Fn(xn)
·
n∏
i=1

∂Fi(xi)

∂xi

Substituiert man nun ui = Fi(xi), so erhält man

f(x1, ..., xd) =
∂nC(u1, .., un)

∂u1...∂un
·
n∏
i=1

fi(xi)

= c(u1, .., ud) ·
n∏
i=1

fi(xi).

Hierbei wird

c(u1, ..., un) =
∂nC(u1, .., un)

∂u1...∂un

als die Copula-Dichte definiert.

Die gemeinsame Dichte f ist also das Produkt der Copuladichte und der gemeinsamen Dich-
te der Zufallsvariablen im Falle der Unabhängigkeit. Die Copula-Dichte spielt eine wichtige
Rolle bei der Schätzung der Copula-Modelle mit der Maximum-Likelihood-Methode.

Bemerkung 2.8.2. Mit Copulas lassen sich auch Ausdrücke für bedingte Verteilungsfunktionen
angeben. Da die partiellen Ableitungen einer Copula nach Satz 2.1.18 fast überall existieren, hat
ein Zufallsvektor (U1, ..., Un) mit Copula C folgende Ableitungen k-ter Ordnung:

Ck(u1, ..., un) =
∂kC(u1, ..., un)

∂u1...∂uk

Seien Werte der Zufallsvariablen U1, ..., Uk−1 gegeben. Die Dichte der bedingten Verteilung
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für Uk sei gegeben durch

fUk|U1,...,Un(s|u1, ..., uk−1) =
∂kCk(s, u1, ..., uk−1)

∂s∂u1...∂uk−1

/∂k−1Ck−1(u1, ..., uk−1)

∂u1...∂uk−1

.

Damit gilt für die bedingte Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen Uk für k ∈ {2, ..., n}:

Ck(uk|u1, ..., uk−1) = P [Uk ≤ uk|U1 = u1, ..., Uk−1 = uk−1]

=

∫ uk

0

fUk|U1,...,Un(s|u1, ..., uk−1)ds

=
∂k−1Ck(u1, ..., uk)

∂u1...∂uk−1

/∂k−1Ck−1(u1, ..., uk−1)

∂u1...∂uk−1

.



Kapitel 3

Abhängigkeitskonzepte

Mit Copulas werden Abhängigkeiten zwischen Zufallsvariablen beschrieben. Es gibt allerdings
eine Vielzahl von Maßen, die diese Abhängigkeiten messen. In diesem Abschnitt wird zunächst
Pearson’s Korrelationskoeffizient eingeführt und seine Nachteile aufgezeigt. Danach werden
zwei Rangkorrelationskoeffizienten vorgestellt, die diese Nachteile nicht mehr haben. Am Ende
wird in diesem Abschnitt die Tail Dependence behandelt, welche die asymptotische Abhängig-
keit von Zufallsvariablen beschreibt.

3.1 Korrelation

Das wohl bekannteste Maß der Abhänigigkeit zwischen zwei Zufallsvariablen ist Pearson’s Kor-
relationskoeffizient. Dieser ist ein Maß für den Grad des linearen Zusammenhangs zwischen
zwei Zufallsvariablen. Er nimmt Werte im Intervall [−1, 1] an. Nimmt der Korrelationskoeffi-
zient den Wert 0 an, hängen die beiden Zufallsvariablen überhaupt nicht linear voneinander ab.
Allerdings können diese dessen ungeachtet in nicht-linearer Weise voneinander abhängen.

Definition 3.1.1. Sei (X, Y )T ein Vektor mit ZufallsvariablenX und Y mit positiven Varianzen
V ar(X) und V ar(Y ). Der Korrelationskoeffizient für (X, Y )T , oder auch die Korrelation ge-
nannt, entsteht durch geeignete Normierung der KovarianzCov(X, Y ) = E(XY )−E(X)E(Y )

r(X, Y ) =
Cov(X, Y )√
V ar(X)V ar(Y )

.

Mit der Division der Kovarianz durch die Wurzel der Varianzen erreicht man eine Normie-
rung des Korrelationskoeffizienten, so dass die Ungleichung−1 ≤ r(X, Y ) ≤ 1 erfüllt ist. Dies
gilt, da |Cov(X, Y )| ≤

√
V ar(X)V ar(Y ).

Im Falle unabhängiger Zufallsvariablen X und Y gilt r(X, Y ) = 0, denn Cov(X, Y ) = 0. Die
Korrelation ist ein Maß der linearen Abhängigkeit.

Im nächsten Lemma wird die Linearitätseigenschaft des Korrelationskoeffizienten beschrie-
ben. Diese birgt den Vorteil, dass man den Korrelationskoeffizienten an bestimmte Gegebenhei-

33
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ten anpassen kann.

Lemma 3.1.2. Für zwei Zufallsvariablen X und Y und α, β, δ, γ ∈ R mit α, γ 6= 0 gilt:

r(αX + β, γY + δ) = sign(α · γ)r(X, Y ).

Beweis.

r(αX + β, γY + δ) =
Cov(αX + β, γY + δ)√

V ar(αX + β)
√
V ar(γY + δ)

=
αγCov(X, Y )√

α2V ar(X)
√
γ2V ar(Y )

= sign(α, γ)r(X, Y )

Daher ist die Korrelation invariant unter streng monoton steigenden linearen Transformatio-
nen. Dies gilt jedoch nicht für nichtlineare Transformationen.

In Bezug auf Verteilungsfunktionen ergibt sich für Pearson’s r:

Lemma 3.1.3. Seien X1 und X2 Zufallsvariablen mit endlichen Varianzen, Randverteilungen
F1 und F2 und gemeinsamer Verteilungsfunktion F . Dann lässt sich Pearson’s Korrelationsko-
effizienten darstellen als

r(X1, X2) =
1√

V ar(X1)V ar(X2)

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

[F (x1, x2)− F1(x1)F2(x2)]dx1dx2. (3.1)

Beweis. Die Covarianz lässt sich nach dem Verschiebungssatz von Steiner darstellen als

Cov(X1, X2) = E(XY )− E(X)E(Y ).

Daher genügt es zu zeigen, dass

E(XY )− E(X)E(Y ) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

[F (x1, x2)− F1(x1)F2(x2)]dx1dx2 (3.2)

gilt. Seien dazu (X1, Y1)T und (X2, Y2)T zwei unabhängige identisch verteilte Zufallsvektoren
mit gemeinsamer Verteilungsfunktion F . Dann gilt

2(E(X1Y1)− E(X1)E(Y1)) =E((X1 −X2)(Y1 − Y2))

=E

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(I{u≤X1} − I{u≤X2})(I{v≤Y1} − I{v≤Y2})dudv.

=E

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(I{u≤X1}I{v≤Y1} + I{u≤X2}I{v≤Y2}

− I{u≤X2}I{v≤Y1} − I{u≤X1}I{v≤Y2})dudv
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=2E

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(I{u≤X1}I{v≤Y1} − I{u≤X2}I{v≤Y1})dudv,

da (X1, Y1)T und (X2, Y2)T unabhängig identisch verteilt sind. Da die Covanzianz existiert
sind E|XY |, E|X| und E|Y | endlich. Daher kann man den Erwartungswert unter das Intregral
ziehen, auf beiden durch 2 teilen und man erhält die Behauptung.

Bemerkung 3.1.4. Substituiert man in Gleichung (3.1) ui = Fi(xi), bzw. xi = F−1
i (ui) für

i ∈ {1, 2}, so gilt

r(X1, X2) =
1√

V ar(X1)V ar(X2)

∫ 1

0

∫ 1

0

[C(u1, u2)− u1u2]dF−1
1 (u1)dF−1

2 (u2).

Definition 3.1.5. (Korrelationsmatrix) Betrachtet man nun mehrdimensionale Zufallsvariablen
X = (X1, ..., Xn)T und Y = (Y1, ..., Yn)T , so lassen sich alle paarweisen Kovarianzen und
Korrelationen in n × n Matrizen Cov(X, Y ) und r(X, Y ) darstellen. Solange alle Varianzen
endlich sind, gilt

Cov(X, Y )i,j := Cov(Xi, Yj) und r(X, Y )i,j := r(Xi, Yj), 1 ≤ i, j ≤ n.

Diese Matrizen sind symmetrisch. Die paarweisen Korrelationen eines einzelnen Zufallsvektors
erhält man, indem man Y = X setzt:

r(X) := r(X,X), bzw. Cov(X) = Cov(X,X),

wobei Cov(X,X) gerade die Kovarianzmatrix von X ist.
r(X) heißt in diesem Fall die Korrelationsmatix.

Der folgende Satz zeigt die Grenzen der Korrelation auf.

Satz 3.1.6. [11, Theorem 4] Sei (X, Y )T ein Zufallsvektor mit Randverteilungen F1 und F2

und 0 < V ar(X), V ar(Y ) <∞, so gilt:

1. Die Menge der möglichen Korrelationen ist das abgeschlossene Intervall [rmin, rmax], mit
rmin < 0 < rmax.

2. Falls X und Y kontramonoton sind wir der Wert rmin angenommen. Sind X und Y ko-
monoton, so wird der Wert rmax angenommen.

Beweis. Ad 2:
Die Kovarianz lässt sich für eine gemeinsame Verteilungsfunktion F darstellen als

Cov(X, Y ) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

[F (x, y)− F1(x)F2(y)]dxdy.
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Die Kovarianz wird daher dann minimal, wenn der Integrand minimal wird. Dieser wird mini-
mal, falls F (x, y) minimal wird, und das ist der Fall, fallsX und Y kontramonoton sind. Analog
wird die Kovarianz maximal, falls X und Y komonoton sind. Dies gilt auch für die Korrelation
r, da die Varianzen von X und Y unverändert bleiben, und die Korrelation somit nur von der
Kovarianz abhängt.
Ad 1:
Für den Fall r = rmax sind die Zufallsvariablen komonoton, und müssen daher die Copula M2

haben. Das rmax ≥ 0 gilt, ist klar. Weiter gilt rmax > 0, denn ansonsten müsste

min{F1(x), F2(y)} = F1(x)F2(y), ∀ x, y ∈ R

gelten. Dies steht im Widerspruch zur Annahme, dass die Randverteilungen nichtdegeneriert
sind, da die Varianzen größer 0 sind.
Analog gilt für den Fall r = rmin, dass die VerteilungsfunktionW 2 vorliegt. Dann gilt rmin < 0,
denn ansonsten müsste

max{F1(x) + F2(y)− 1, 0} = F1(x)F2(y), ∀ x, y ∈ R

gelten, was ebenfalls die Degeneration mindestens einer Randverteilungbedeuten würde.
Für ein λ ∈ [0, 1] hat die Mischung der beiden Exremverteilungen

λ ·max{F1(x) + F2(y)− 1, 0}+ (1− λ) ·min{F − 1(x), F2(y)}

die Korrelation λ · rmin + (1− λ) · rmax. Auf diese Weise kann man gemeinsame Verteilungen
mit beliebigen r innerhalb [rmin, rmax] konstruieren.

Am folgenden Beispiel kann man erkennen, dass das Intervall rmin, rmin beliebig klein wer-
den kann.

Beispiel 3.1.7. Seien X ∼ LN(0, 1) und Y ∼ LN(0, σ2) zwei log-normalverteilte Zufallsva-
riablen mit σ > 0.
Für rmin und rmax gilt:

rmin =
e−σ − 1√

(e− 1)(eσ2 − 1)
und rmax =

eσ − 1√
(e− 1)(eσ2 − 1)

, (3.3)

was zum Beispiel in [24, Seite 20] gezeigt wird.
Für rmin und rmax gilt daher limσ 7→∞ rmin = limσ 7→∞ rmax = 0, was in Abbildung 3.1 darge-
stellt wird.

In diesem Beispiel wird klar, dass zwei Zufallsvariablen mit beliebig kleinem Korrelations-
koeffizienen trotzdem ko- oder kontamonoton sein können. Daher kann man bei kleiner Korre-
lation nicht auf geringe Abhängigkeit zwischen den Zufallsvariablen schließen. Die Nachteile
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Abbildung 3.1: rmin und rmax in Abhängigkeit von σ. Quelle: [11, Seite 25]

der lineraren Korrelation sind die folgenden:

• Die Korrelation nimmt ihr gesamtes Spektrum von [−1, 1] nur bei gemeinsamen ellipti-
schen und sphärischen Verteilungen an. Diese Verteilungen werden im nächsten Kapitel
vorgestellt. Ein Vertreter ist die mehrdimensionale Normalverteilung.

• Korrelation ist nicht invariant unter streng monotonen Transformationen

• Die Varianzen vonX und Y müssen endlich sein, denn ansonsten ist die Korrelation nicht
definiert. Dies führt zu Problemen bei Verteilungen mit dicken Tails.

• Nichtlineare Zusammenhänge werden im Allgemeinen nicht erfasst.

3.2 Konkordanz

Im Folgenden geht es im Gegensatz zum Korrelationskoeffizienten um Rangkorrelationskoef-
fizienten. Diese zeichnen sich dadurch aus, dass sie invariant unter streng monoton steigenden
Umformungen der Variablen sind. Da dies auch eine Eigenschaft der Copulas ist, wird hier auf
die Verbindung zwischen ihnen und den Abhängigkeitsmaßen näher eingegangen.
Die bekanntesten dieser Abhängigkeitsmaße sind Kendall’s τ und Spearman’s ρ. Andere Kon-
kordanzmaße werden in [31] vorgestellt. Da all diese die Abhängigkeit in Form von Konkordanz
messen, werden wir hier ansetzten.

Definition 3.2.1. Seien (x, y)T und (x′, y′)T zwei Realisierungen eines Zufallsvektors (X, Y )T .
(x, y)T und (x′, y′)T heißen konkordant, falls sie zur selben Zeit große, bzw. kleine Werte anneh-
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men. Also falls gilt: (x−x′)(y−y′) > 0. Sie heißen diskordant, falls die beiden Zufallsvariablen
entgegengesetzt verlaufen. Also falls (x− x′)(y − y′) < 0 ist.

Um hierbei die Beziehung zu den Copulas zu erläutern, definieren wir uns eine Konkordanz-
funktion Q als Differenz der Wahrscheinlichkeit der Konkordanz minus der Wahrscheinlichkeit
der Diskordanz zwischen zwei Zufallsvektoren.

Satz 3.2.2. [31, Theorem 5.1.1] Seien (X, Y )T und (X ′, Y ′)T unabhängige Vektoren von ste-
tigen Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungsfunktion H , bzw. H ′, die die selben Rand-
verteilungen F (von X und X ′) und G (von Y und Y ′) haben. C und C ′ seien die Copulas von
(X, Y )T und (X ′, Y ′)T , so dass H(x, y) = C(F (x), G(y)) und H ′(x, y) = C ′(F (x), G(y))

gilt. Q sei definiert als Differenz der Wahscheinlichkeiten von Konkordanz und Diskordanz

Q := P{(X −X ′)(Y − Y ′) > 0} − P{(X −X ′)(Y − Y ′) < 0}. (3.4)

Dann gilt:

Q = Q(C,C ′) = 4

∫ ∫
[0,1]2

C ′(u, v)dC(u, v)− 1 (3.5)

Beweis. Da die Zufallsvariablen stetig sind, gilt:

P{(X −X ′)(Y − Y ′) < 0} = 1− P{(X −X ′)(Y − Y ′) > 0}

Daraus folgt:

Q = 2P{(X −X ′)(Y − Y ′) > 0} − 1 (3.6)

Allerdings ist P{(X − X ′)(Y − Y ′) > 0} = P{X > X ′, Y > Y ′} + P{X < X ′, Y < Y ′},
und diese Wahrscheinlichkeiten können mit Integration über die Verteilungen über einen der
Zufallsvektoren (X, Y )T oder (X ′, Y ′)T berechnet werden:

P{X > X ′, Y > Y ′} = P{X ′ < X, Y ′ < Y } =

∫ ∫
R2

P{X ′ < x, Y ′ < y} dC(F (x), G(y))

=

∫ ∫
R2

C ′(F (x), G(y)) dC(F (x), G(y)).

Mittels Substitution von u = F (x) und v = G(y) erhält man

P{(X −X ′)(Y − Y ′) > 0} =

∫ ∫
[0,1]2

C ′(u, v) dC(u, v).

Ähnlich gilt
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P{X < X ′, Y < Y ′} =

∫ ∫
R2

P{X ′ > x, Y ′ > y} dC(F (x), G(y))

=

∫ ∫
R2

{1− F (x)−G(y) + C ′(F (x), G(y))} dC(F (x), G(y))

=

∫ ∫
[0,1]2
{1− u− v + C ′(u, v)} dC(u, v).

C ist gemeinsame Verteilungsfunktion des Vektors (U, V )T mit auf I rechteckverteilten Zufalls-
variablen, also gilt E(U) = E(V ) = 1/2. Daraus folgt

P{X < X ′, Y < Y ′} = 1− 1

2
− 1

2
+

∫ ∫
[0,1]2

C ′(u, v) dC(u, v)

=

∫ ∫
[0,1]2

C ′(u, v) dC(u, v).

Also gilt

P{(X −X ′)(Y − Y ′) > 0} = 2

∫ ∫
[0,1]2

C ′(u, v) dC(u, v).

Dies eingesetzt in Satz (3.6) führt zur Behauptung.

Korollar 3.2.3. Seien C,C ′ und Q wie in 3.2.2, dann gilt:

1. Q ist symmetisch: Q(C,C ′) = Q(C ′, C).

2. Q ist monoton steigend in jedem Argument. Das heißt, ist C kleiner als C ′, so gilt
Q(C̃, C) ≤ Q(C̃, C ′) für jede Copula C̃.

Beweis.

1. Q(C,C ′) = P{(X −X ′)(Y − Y ′) > 0} − P{(X −X ′)(Y − Y ′) < 0}

= P{(X ′ −X)(Y ′ − Y ) > 0} − P{(X ′ −X)(Y ′ − Y ) < 0}

= Q(C ′, C)

2. Q(C̃, C) = 4

∫ ∫
[0,1]2

C(u, v)dC̃(u, v)− 1

≤ 4

∫ ∫
[0,1]2

C ′(u, v)dC̃(u, v)− 1

= Q(C̃, C ′)

Nun wollen wir die Konkordanzfunktion für einige ausgewählte Beispiele, die wir in den
folgen beiden Abschnitten benötigen werden, berechnen.
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Bemerkung 3.2.4. [31, Example 5.1] Sei C eine beliebige Copula, M2 und W 2 definiert wie
in 2.3.1 und Π2 sei die Produktcopula , dann gilt

Q(C,C) ∈ [−1, 1], Q(C,M2) ∈ [0, 1],

Q(C,W 2) ∈ [−1, 0], und Q(C,Π2) ∈ [−1/3, 1/3].

Beweis. Da Q eine Differenz von zwei Wahrscheinlichkeiten ist, gilt Q(C,C) ∈ [−1, 1].
Der Träger von M2 ist die Diagonale v = u in [0, 1]2. Da die Randverteilungen von M recht-
eckverteilt auf [0, 1] sind, gilt, falls g eine ingetrierbare Funktion auf [0, 1]2 ist∫ ∫

[0,1]2
g(u, v) dM2(u, v) =

∫ 1

0

g(u, u) du.

Daraus ergibt sich mit Satz 3.2.2

Q(M2,M2) = 4

∫ ∫
[0,1]2

min{u, v} dM2(u, v)− 1 = 4

∫ 1

0

u du− 1 = 1,

Q(M2,W 2) = 4

∫ ∫
[0,1]2

max{u+ v − 1, 0} dM2(u, v)− 1 = 4

∫ 1

1/2

(2u− 1) du− 1 = 0,

Q(M2,Π2) = 4

∫ ∫
[0,1]2

uv dM2(u, v)− 1 = 4

∫ 1

0

u2 du− 1 = 1/3.

Der Träger von W 2 ist die Diagonale v = 1 − u in [0, 1]2. Daher gilt für eine auf [0, 1]2 inte-
grierbare Funktion f ∫ ∫

[0,1]2
f(u, v) dW 2(u, v) =

∫ 1

0

f(u, 1− u) du.

Hieraus ergibt sich mit Satz 3.2.2

Q(W 2,W 2) = 4

∫ ∫
[0,1]2

max{u+ v − 1, 0} dW 2(u, v)− 1 = 4

∫ 1

0

0 du− 1 = −1

Q(W 2,Π2) = 4

∫ ∫
[0,1]2

uv dW 2(u, v)− 1 = 4

∫ 1

0

u(1− u) du− 1 = −1/3.

Aus diesen Gleichungen und dem zweiten Punkt vom obigen Korollar 3.2.3 folgen die Behaup-
tungen.

3.3 Kendall’s τ

Nachdem wir nun die Konkordanzfunktion eingeführt haben, wird nun der erste Rangkorrela-
tionskoeffizient eingeführt. Der große Unterschied zum Korrelationskoeffizienten besteht dar-
in, dass der Rangkorrelationskoeffizient unabhängig von den Randverteilungen ist, und somit
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nur von der gemeinsamen Verteilungsfunktion abhängt. Dies führt zu einigen besonderen Ei-
genschaften dieses Abhängigkeitsmaßes. Zunächst beginnen wir jedoch mit der Defintion von
Kendall’s τ .

Definition 3.3.1. Für einen Vektor aus stetigen Zufalllsvariablen (X, Y )T ist Kendall’s τ defi-
niert als die Wahrscheinlichkeit der Konkordanz minus der Wahrscheinlichkeit der Diskordanz:

τX,Y := P{(X −X ′)(Y − Y ′) > 0} − P{(X −X ′)(Y − Y ′) < 0},

wobei (X ′, Y ′)T und (X, Y )T unabhängig identisch verteilt sind. (X ′, Y ′)T und (X, Y )T haben
also dieselbe gemeinsame Verteilungsfunktion.

Bemerkung 3.3.2. [31, 5.1.3] Seien X und Y stetige Zufallsvariablen mit Copula C. Dann ist
Kendall’s τ gegeben durch

τX,Y = τC = Q(C,C) = 4

∫ ∫
[0,1]2

C(u, v)dC(u, v)− 1.

Dieses Integral kann man auch als Erwartungswert der Funktion C(U, V ) mit auf I rechteck-
verteilten Zufallsvariablen auf [0, 1] auffassen. Es gilt

τC = 4E(C(U, V ))− 1.

Im Folgenden werden wir einen Schätzer für Kendall’s τ einführen, wobei [18] als Grund-
lage dient.

Schätzer für Kendall’s τ 3.3.3. Seien (Xi, Yi) und (Xj, Yj) unabhängige identisch verteilte
Zufallsvektoren, und seien

pc := P [(Xj −Xi)(Yj − Yi) > 0] und pd := P [(Xj −Xi)(Yj − Yi) < 0],

so erfüllt Kendall’s τ die Gleichung

τ = pc − pd.

Weiter seien (Xs, Ys) für s ∈ {1, ..., n} n unabhängige Kopien des Zufallsvektors (Xi, Yi) und

Aij := sign(Xj −Xi)sign(Yj − Yi),

wobei sign wie gewohnt definiert ist als

sign(x) =


1 für x > 0

0 für x = 0

−1 für x < 0

.
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Aij nimmt die Werte aij an mit

aij =


1 für (Xj −Xi)(Yj − Yi) > 0

0 für (Xj −Xi)(Yj − Yi) = 0

−1 für (Xj −Xi)(Yj − Yi) < 0

Damit hat diese Variable die marginale Wahrscheinlichkeitsfunktion

fAij(aij) =


pc für aij = 1

pd für aij = −1

1− pc − pd für aij = 0

.

Für den Erwartungswert gilt

E(Aij) = 1pc − 1pd = τ.

Für unsere Stichprobe der Größe T erhalten wir insgesamt T (T − 1)/2 Beobachtungspaare, da
aii = 0 und aij = aji. Somit haben wir für τ folgenden erwartungstreuen Schätzer, welchen
man sowohl für stetige als auch für diskrete Verteilungen anwenden kann:

τ̂ = 2
∑

1≤i<j≤T

Aij
T (T − 1)

(3.7)

Dieser Schätzer ist schwach konsistent, was in [18] bewiesen wird.

3.4 Spearman’s ρ

In diesem Abschnitt wird ein zweiter Rangkorrelationskoeffizient, Spearman’s ρ, vorgestellt,
der ähnliche Eigenschaften wie Kendall’s τ hat. Mit Spearman’s ρ lässt sich eine Beziehung
zum Korrelationskoeffizienten herstellen.
Wir beginnen, wie gewohnt, mit der Definition.

Definition 3.4.1. Seien (X1, Y1)T , (X2, Y2)T und (X3, Y3)T drei unabhängige Zufallsvektoren
mit stetiger gemeinsamer VerteilungsfunktionH mit Randverteilungen F undG und Copula C.
Spearman’s ρ ist definiert als die Wahrscheinlichkeit der Konkordanz der Vektoren (X1, Y1)T

und (X2, Y3)T minus der Wahrscheinlichkeit ihrer Diskordanz:

ρX,Y = 3 (P[(X1 −X2)(Y1 − Y3) > 0]− P[(X1 −X2)(Y1 − Y3) < 0]) (3.8)

Dabei hat der Zufallsvektor (X1, Y1)T die Verteilungsfunktion H und(X2, Y3)T hat die Vertei-
lungsfunktion F (x)G(y), denn die beiden Zufallsvektoren X2 und Y3 sind unabhängig. Damit
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lässt sich Spearman’s ρ alternativ darstellen als

ρX,Y = 3 ·Q(CX,Y ,Π).

Bemerkung 3.4.2. Nach Bemerkung 3.2.4 gilt Q(W 2,Π) = −1/3 und Q(M2,Π) = 1/3, und
somit gilt Q(C,Π) ∈ [−1/3, 1/3]. Der Koeffizient ”3” in der Definition 3.4.1 dient also der
Normierung, so dass auch Spearman’s ρ Werte in [−1, 1] annimmt.

Bemerkung 3.4.3. [10, Theorem 3.4] Seien X und Y stetige Zufallsvariablen mit Copula C,
dann ist Spearman’s ρ proportional zur Differenz des Volumens der Copula C und der Produk-
copula Π

ρX,Y = ρC = 3Q(C,Π) = 12

∫ ∫
[0,1]2

(C(u, v)− uv)dudv. (3.9)

Beweis. Nach (3.4) gilt

ρX,Y = 3Q(Π, C).

Mit (3.5) und der Unabhängigkeit von U und V bei der Produktcopula folgt

ρX,Y = 3(4

∫ ∫
[0,1]2

C(u, v) dudv − 1).

Dies lässt sich umschreiben zu

ρX,Y = 12

(∫ ∫
[0,1]2

C(u, v) dudv

)
− 3

= 12

(∫ ∫
[0,1]2

C(u, v) dudv − 1

4

)
= 12

(∫ ∫
[0,1]2

C(u, v) dudv −
∫ ∫

[0,1]2
uv dudv

)
= 12

(∫ ∫
[0,1]2

(C(u, v)− uv) dudv

)
.

ρC kann also interpretiert werden als ein Maß für die durchschnittliche Distanz einer Copula
zur Produktcopula.
In der folgenden Bemerkung wird der Zusammenhang zwischen Spearman’s ρ und dem Korre-
lationskoeffizienten verdeutlicht.

Bemerkung 3.4.4. Seien X und Y Zufallsvariablen mit stetigen Verteilungsfunktionen F und
G, so gilt U = F (X) und V = G(Y ) sind auf I rechteckverteilte Zufallsvariablen mit gemein-
samer Verteilungsfunktion C. Da E(U) = E(V ) = 1/2 und V ar(U) = V ar(V ) = 1/12 gilt,
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ergibt sich für Spearman’s ρ:

ρX,Y = ρC = 12

∫ ∫
[0,1]2

uv dC(u, v)− 3 = 12E(UV )− 3

=
E(UV )− 1/4

1/12
=
E(UV )− E(U)E(V )√
V ar(U)

√
V ar(V )

= r(F (X), G(Y )).

Also ist für zwei Zufallsvariablen X und Y Spearman’s ρ identisch mit dem Korrelationskoef-
fizienten von F (X) und G(Y ).

Auch für Spearman’s ρ werden wir nun einen Schätzer suchen, wobei hier [33] als Grund-
lage dient.

Schätzer für Spearman’s ρ 3.4.5. Sei ein Zufallsvektor (X1, ..., Xn)T gegeben. Die Berechung
eines nichtparametrischen Schätzers ρ̂ für zwei Zufallsvariablen Xi und Xj des Zufallsvektors
erfolgt mit Rangstatistiken. Es seien wieder T Realisierungen des Zufallsvektors (Xi, Xj)

T

gegeben. Rit sei der Rang von Xit in der aufsteigend geordneten Folge Xi1, ..., XiT . Weiter
seien Ri = 1

T

∑T
t=1 Rit, bzw. Rj = 1

T

∑T
t=1Rjt die arithmetischen Mittel der Ränge von Xi,

bzw. Xj , also Ri = Rj = T+1
2

. Der Schätzer wird nun als Korrelationskoeffizient der Ränge der
Zufallsvariablen Xi und Xj berechnet:

ρ̂ =r(Rit, Rjt)

=

∑T
t=1 (Rit −Ri)(Rjt −Rj)√∑T

t=1 (Rit −Ri)2
∑T

t=1 (Rjt −Ri)2

=
12

T (T 2 − 1)

T∑
t=1

(
Rit −

1

2
(T + 1)

)(
Rjt −

1

2
(T + 1)

)

=
12

T (T 2 − 1)

T∑
t=1

RitRjt − 3
T + 1

T − 1

Auch dieser Schätzer ist erwartungstreu und schwach konsistent, was in [18] bewiesen wird.

3.5 Konkordanzmaße

In diesem Abschnitt wird zunächst der Begriff des Konkordanzmaßes eingeführt. Diese ist ein
Abhängigkeitsmaß, das bestimmte Forderungen erfüllen. Es wird gezeigt, dass Kendall’s τ und
Spearman’s ρ zu den Konkordanzmaßen zählen. Grundlage dieses Kapitels bildet [31].

Definition 3.5.1. Ein Abbildung κ, die je zwei stetigen Zufallsvariablen X und Y mit Copula
C eine reelle Zahl zuordnet heißt Konkordanzmaß, falls sie die folgenden Eigenschaften erfüllt:

1. Es gilt −1 ≤ κX,Y ≤ 1, κX,X = 1 und κX,−X = −1.
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2. Es gilt κX,Y = κY,X .

3. Falls X und Y unabhängig sind, gilt κX,Y := κπ = 0.

4. Es gilt κ−X,Y = κX,−Y = −κX,Y .

5. Haben (X, Y )T und (X ′, Y ′)T die gleiche Verteilung, so gilt κX,Y = κX′,Y ′ .

6. Für zwei Copulas C und C ′ mit C ≺ C ′ gilt κC ≤ κC′ .

7. Falls{(Xn, Yn)} eine Folge von stetigen Zufallsvariablen mit Copulas Cn ist, und falls
{Cn} punktweise gegen eine Copula C konvergiert, dann gilt limn→∞ κCn = κC .

Falls diese Eigenschaften alle erfüllt sind, also ein Konkordanzmaß vorliegt, kann man aus
diesen sieben Eigenschaften noch drei weitere folgern.

Satz 3.5.2. Sei κ ein Konkordanzmaß für stetige Zufallsvariablen X und Y .

1. Falls Y fast sicher eine streng monoton steigende Funktion von X ist, gilt
κX,Y = κM = 1.

2. Falls Y fast sicher eine streng monoton fallende Funktion von X ist, gilt
κX,Y = κW = −1.

3. Falls α und β fast sicher streng monoton steigende Funktionen auf RanX und RanY
sind, gilt: κα(X),β(Y ) = κX,Y .

Beweis. 1. Da X und Y komonoton sind, haben sie nach Satz 2.4.4 die Copula M2. Daher
ist κ maximal und es gilt κX,Y = κM2 = 1.

2. In diesem Fall sindX und Y kontramonoton. Deshalb folgt aus Satz 2.4.5, dass die beiden
Zufallsvariablen die gemeinsame Verteilung W 2 haben. Das bedeutet, κ ist minimal und
nimmt somit den Wert −1 an.

3. Da Copulas nach Satz 2.5.3 invariant unter streng monoton steigenden Umformungen
ihrer Zufallsvariablen sind, gilt
κα(X),β(y) = κC(α(X),β(Y )) = κC(X,Y ) = κX,Y .

Der große Vorteil eines Konkordanzmaßes gegenüber der Korrelation ergibt sich aus dem
dritten Punkt. Konkordanzmaße sind genau wie Copulas invariant bezüglich streng nonoton
steigender Variablentransformationen. Sie hängen somit nicht von der Randverteilung an sich
ab, sondern von der Abhängigkeitsstruktur zwischen den Randverteilungen.

Satz 3.5.3. [31] Falls X und Y stetige Zufallsvariablen mit Copula C sind genügen Kendalll’s
τ und Spearman’s ρ den Eigenschaften aus Definition 3.5.1 für Konkordanzmaße.
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Beweis. 1. Nach den Sätzen 2.4.4 und 2.4.5 und den Bemerkungen 3.3.2 zu Kendall’s τ und
3.4.3 zu Spearman’s ρ gilt:

τX,X = Q(M2,M2)
3.2.4
= 1,

τX,−X = Q(W 2,W 2)
3.2.4
= −1,

ρX,X = 3Q(M2,Π2)
3.2.4
= 1 und

ρX,−X = 3Q(W 2,Π2)
3.2.4
= −1.

Nach dem zweiten Teil von 3.2.3 folgt nun, dass −1 ≤ τX,Y , ρX,Y ≤ 1.

2. Die Symmetrieeigenschaft für τ und ρ zeigt man folgendermaßen:

τ(X, Y ) = P[(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0]− P[(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0]

= P[(Y1 − Y2)(X1 −X2) > 0]− P[(Y1 − Y2)(X1 −X2) < 0] = τ(Y,X)

ρ(X, Y ) = 3(P[(X1 −X2)(Y1 − Y3) > 0]− P[(X1 −X2)(Y1 − Y3) < 0])

= 3(P[(Y1 − Y3)(X1 −X2) > 0]− P[(Y1 − Y3)(X1 −X2) < 0]) = ρ(Y,X).

3. Nach 3.2.2 gilt

Q(Π,Π) = 4

∫ ∫
[0,1]2

uv dΠ(u, v)− 1.

Da die beiden Randverteilungen von π(u, v) unabhängig sind, gilt

4

∫ ∫
[0,1]2

uv dΠ(u, v)− 1 = 4

∫ ∫
[0,1]2

uv dudv − 1

= 4

∫ ∫
[0,1]2

1

2
v dv − 1 = 0.

Daher gilt τΠ = Q(Π,Π) = 0 und ρΠ = 3Q(Π,Π) = 0.

4. Die Bedingung κ−X,Y = κX,−Y = −κX,Y zeigt man für Kendall’s τ folgendermaßen:

τ−X,Y = P[((−X1)− (−X2))(Y1 − Y2) > 0]− P[((−X1)− (−X2))(Y1 − Y2) < 0]

= P[(X1 −X2)(−1)(Y1 − Y2) > 0]− P[((X1)− (X2))(−1)(Y1 − Y2) < 0]

= τX,−Y = (−1)P[(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0]− (−1)P[((X1)− (X2))(Y1 − Y2) < 0]

= −τX,Y
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Für Spearman’s ρ gilt:

ρ−X,Y = 3(P[((−X1)− (−X2))(Y1 − Y3) > 0]− P[((−X1)− (−X2))(Y1 − Y3) < 0])

= 3(P[(X1 −X2)(−1)(Y1 − Y3) > 0]− P[((X1)− (X2))(−1)(Y1 − Y3) < 0])

= ρX,−Y = 3((−1)P[(X1 −X2)(Y1 − Y3) > 0]− (−1)P[((X1)− (X2))(Y1 − Y3) < 0])

= −ρX,Y

5. Da (X, Y )T und (X,′ Y ′)T die gleiche Verteilung haben, haben sie die gleiche Copula.
Da Kendall’s τ und Spearman’s ρ von dieser abhängen, folgt die Aussage.

6. Für C ≺ C ′ gilt mit dem zweiten Teil des Satzes 3.2.3

τC = Q(C,C) ≤ Q(C ′, C ′) = τC′ , und

ρC = 3Q(C,Π) ≤ 3Q(C ′,Π) = ρC′ .

7. Die Lipschitzbedingung 2.1.17 impliziert, dass jede Folge von Copulas gleichmäßig stetig
ist. Daher ist die Konvergenz von Cn gleichmäßig. Somit ist Punkt 7 gezeigt.

Da wir zeigen konnten, dass sowohl Kendall’s τ als auch Spearman’s ρ Konkordanzmaße
sind, gelten für sie auch die drei Punkte aus dem Satz 3.5.2. Damit haben diese beiden Rang-
korrelationskoeffizienten gegenüber der Korrelation folgende Vorteile:

• Sie liefern immer sinnvoll interpretierbare Ergebnisse, nicht nur bei normalverteilten Zu-
fallsvektoren.

• Sie sind invariant unter monoton steigenden Transformationen der Zufallsvariablen.

• Sie benötigen keine endlichen Varianzen der Zufallsvariablen.

• Es werden auch nichtlineare Zusammenhänge erfasst.

3.6 Tail Dependence

Beim Konzept der Tail Dependence geht es um die Konkordanz in den Tails der gemeinsa-
men Verteilung. Geometrisch gesehen geht es dabei um die Stärke der Abhängigkeit im oberen
rechten und im unteren linken Quadranten einer bivariaten Verteilung. Die Tail Dependence ist
daher relevant beim Untersuchen von extremen Ereignissen.

Definition 3.6.1. (Koeffizienten der oberen, bzw. unteren Tail Dependence)
Sei (X, Y )T ein Vektor aus zwei stetigen Zufallsvaraiblen mit Verteilungsfunktionen F und G.
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Die beiden Zufallsvariablen heißen asymptotisch abhängig (bzw. unabhängig) im oberen Tail,
falls der Koeffizient der oberen Tail Dependence

λU := lim
u↗1

P[X > F−1(u)|Y > G−1(u)]

existiert und λU > 0 (bzw. λU = 0) gilt.
X und Y heißen asymptotisch abhängig (bzw. unabhängig) im unteren Tail, falls der Koeffizient
der unteren Tail Dependence

λL := lim
u↘0

P[X < F−1(u)|Y < G−1(u)]

existiert und λL > 0 (bzw. λL = 0).

Bezüglich Copulas gilt Folgendes für die Tail Dependence.

Lemma 3.6.2. Sei C eine Copula, so dass

lim
u↗1

1− 2u+ C(u, u)

1− u

gegen ein λU ∈ (0, 1] konvergiert, dann hat C obere Tail Dependence. Konvergiert der Limes
gegen 0, s hat C obere Tail Independence.
Sei C eine bivariate Copula C, so dass

lim
u↘0

C(u, u)

u

gegen ein λL ∈ (0, 1], so hat C untere Tail Dependence. Konvergiert der Limes gegen 0, so hat
C keine untere Tail Dependence.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Bemerkung 2.6.5.

Bemerkung 3.6.3. Die Tail Dependence hängt also nicht von Randverteilungen, sondern nur
von der Copulafunktion ab. Daher überträgt sich die Invarianz bezüglich streng monoton wach-
sender Transformationen von der Copula auf die Tail Dependence.

Satz 3.6.4. [4, Theorem 3.10] Für die Überlebenscopula Ĉ in Bezug auf die Copula C gilt für
die Koeffizienten der Tail Dependence

λU = λL, und λL = λU .

Beweis. Für die Überlebenscopula Ĉ gilt nach ihrer Definition

Ĉ(u, v) = u+ v − 1 + C(1− u, 1− v).
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Also gilt:

λU = lim
u↗1

1− 2u+ Ĉ(u, u)

1− u
= lim

u↗1

C(1− u, 1− u)

1− u
= lim

u↘0

C(u, u)

u
= λL und

λL = lim
u↘0

Ĉ(u, u)

u
= limu↘0

2u− 1 + C(1− u, 1− u)

u
= lim

u↗1

1− 2u+ C(u, u)

1− u
= λU

Dies gilt ebenfalls für den multivariaten Fall, denn für die Berechnung der Tail Dependence
Koeffizienten werden die bivariaten Randverteilungen verwendet, und es gilt der Satz 3.6.4
ebenfalls, wie folgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 3.6.5. Sei Ĉ die Überlebenscopula in Bezug auf die Copula C, so gilt

Ĉ(1, ..., 1, ui, 1, ..., 1, uj, 1, ..., 1) = ui + uj − 1 + C(1, ..., 1, 1− ui, 1, ..., 1, 1− uj, 1, ..., 1).

Daher gilt für die Tail Dependence Indizes der Copulas C und Ĉ

λUi,j = λLi,j und λLi,j = λUi,j , ∀i, j ∈ {1, ..., n}.



Kapitel 4

Elliptische Copulas

Die Klasse der elliptischen Verteilungen liefert eine große Menge an gemeinsamen Verteilungs-
funktionen, welche die schönen Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung besitzen. El-
liptische Copulas sind die Copulas der elliptischen gemeinsamen Verteilungsfunktionen. Diese
Copulas ermöglichen eine einfache Berechnung der Rangkorrelationskoeffizienten und der Tail
Dependence und sind einfach zu simulieren. Grundlage dieses Kapitels ist [10].

4.1 Definition

Um eine Definition für die elliptische Verteilung geben zu können, führen wir zunächst die
charakteristische Funktion ein. Die charakteristische Funktion stellt im Wesentlichen die Ver-
allgemeinerung der Fouriertransformation auf Zufallsvariable dar.

Definition 4.1.1. Die charakteristische Funktion ϕX : Rn 7→ C einer mehrdimensionalen Zu-
fallsvariablen X ist definiert als

ϕX(s) := E[exp(isTX)], s ∈ Rn.

Eine charakteristische Funktion charakterisiert die Verteilung der zugehörigen Zufallsvariable
vollständig. Zwei Zufallsvariablen mit der gleichen charakteristischen Funktion haben auch die
gleiche Verteilung. Es lässt sich elementar nachrechnen, dass folgende Eigenschaften gelten:

• |ΦX(z)| ≤ 1

• ΦX(−u) = ΦX(u).

Definition 4.1.2. Sei X ein n-dimensionaler Zufallsvektor, µ ∈ Rn, und sei Σ eine positiv
semidefinite, symmetrische n×n-Matrix. Wenn die charakterische Funktion ϕX−µ(t) vonX−µ
die Form

ϕX−µ(t) = φ(tTΣt)
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hat, so hat X eine elliptische Verteilung mit Parametern µ, Σ, und φ. Die Familie aller
n-dimensionalen elliptisch verteilten Zufallsvektoren mit diesem Parametern bezeichnet man
mit En(µ,Σ, φ), wobei man φ : Rn 7→ C den charakteristischen Generator nennt.

Äquivalent dazu kann man elliptische Verteilungen definieren als:

Satz 4.1.3. [12] Der Zufallsvektor X ist genau dann elliptisch verteilt mit Parametern µ, Σ und
φ, wobei RanΣ = k gilt, wenn es eine von U unabhängige Zufallsvariable R > 0 und eine
n× k Matrix A mit AAT = Σ gibt, so dass sich X darstellen lässt als

X =d µ+RAU.

U ist hierbei ein k-dimensionaler Zufallsvektor, welcher gleichförmig auf der Hypersphäre
{z ∈ Rk|zT z = 1} verteilt ist.

Beweis. Die Äquivalenz und die Beziehung zwischen R und φ wird in [12, Seite 31+32] ge-
zeigt.

Hierzu zunächst ein Beispiel, um die Funktion des charakterischen Generators zu verdeut-
lichen.

Beispiel 4.1.4. Sei X ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit unabhängigen normalverteilten
Zufallsvariablen, also X ∼ Nn(0, In), wobei In die n-dimensionale Einheitsmatrix darstellt).
Da die Xi ∼ N(0, 1) unabhängig sind, und da exp(−t2/2) die charakteristische Funktion der
Xi ist, gilt für die charakteristische Funktion von X

ϕX(t) = exp

(
−1

2
(t21 + ...+ t2n)

)
= exp

(
−1

2
tT t

)
.

Also folgt X ∼ En(0, In, φ) mit φ(u) = exp(−u/2)

4.2 Wichtige Eigenschaften

Als Erstes wird eine besondere Eigenschaft der normalverteilten Zufallsvariablen aufgezeigt.

Bemerkung 4.2.1. Sei X = (X1, ..., Xn)T ein elliptisch verteilter Zufallsvektor für welchen
gilt X ∼ En(µ,Σ, φ). Wenn Σ eine Diagonalmatrix ist und X eine endliche Covarianzmatrix
hat, so sind die X1, ..., Xn unkorreliert. Aus der Unkorreliertheit folgt nur bei Normalverteilun-
gen die Unabhängigkeit der X1, ..., Xn.

Es folgt eine Bemerkung zur Eindeutigkeit der elliptischen Verteilungen.

Bemerkung 4.2.2. [12, Theorem 2.15] Für einen elliptisch verteilten Zufallsvektor X mit
X ∼ En(µ,Σ, φ) sind Σ und φ nicht eindeutig definiert.
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Für eine zweite Darstellung X ∼ En(µ∗,Σ∗, φ∗) gilt

µ = µ∗, Σ = cΣ∗, φ(·) = φ ∗ (·/c).

für eine Konstante c > 0.

Definition 4.2.3. Die Copula einer elliptischen Verteilung heißt elliptische Copula.

Satz 4.2.4. Sei X eine elliptisch verteilte Zufallsvariable. Dann gibt es eine Parametrisierung
von dieser Zufallsvariablen X ∼ En(µ,Σ, φ), so dass Cov(X) = Σ gilt.
Dies wird mithilfe von Bemerkung 4.2.2 und Satz 4.1.3 in [10, Seite 23] gezeigt.

Korollar 4.2.5. Da eine elliptische Verteilungsfunktion durch ihre Parameter µ, Σ und φ ein-
deutig bestimmt ist, ist die Copula eines nichtdegenerierten, elliptisch verteilten Zufallsvektors
durch die Korrelationsmatrix R und φ eindeutig bestimmt.

Der nächste Satz macht zusammen mit dem darauf folgendem Korollar Aussagen zu den
Randverteilungen der elliptischen Verteilungen.

Satz 4.2.6. [10, Theorem 5.2] SeiX ∼ En(µ,Σ, φ) und seiB eine q×n-Matrix und sei b ∈ Rq.
Dann gilt

b+BX ∼ Eq(b+Bµ,BΣBT , φ).

Beweis. Nach dem Satz 4.1.3 hat b+BX die stochastische Darstellung

b+BX =d b+Bµ+RBAU,

mit positiver Zufallsvariable R und einer gleichförmig auf der Einheitshypersphäre verteilten
Zufallsvariable U . Damit folgt die Behauptung direkt.

Korollar 4.2.7. [10, Corollary 5.1] Seien X ∼ En(µ,Σ, φ) und µ und Σ wie folgt zerlegt:

X =

(
X1

X2

)
, µ =

(
µ1

µ2

)
, Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)

Hier sindX1 und µ1 zwei r-dimensionale Vektoren undX2 und µ2 sind zwei n−r-dimensionale
Vektoren. Σ11 ist eine r× r Matrix, Σ12 ist eine r× n− r Matrix, Σ21 ist eine n− r× r Matrix
und Σ22 ist eine n− r × n− r Matrix. Dann gilt

X1 ∼ Er(µ1,Σ11, φ), X2 ∼ En−r(µ2,Σ22, φ).

Die Randverteilungen der elliptischen Verteilungen sind elliptisch und haben den selben cha-
rakteristischen Generator.
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Im nächsten Lemma geht es um die Kombination elliptisch verteilter Zufallsvektoren.

Lemma 4.2.8. [10, Lemma 5.1] Seien X ∼ En(µ,Σ, φ) und X̃ ∼ En(µ̃, cΣ, φ̃) mit c > 0 zwei
unabhängige, elliptisch verteilte Zufallsvektoren. Dann ist für a, b ∈ R die Kombination dieser
beiden ebenfalls ein elliptischer Zufallsvektor aX + bX̃ ∼ En(aµ + bµ̃,Σ, φ∗) mit Generator
φ∗(t) = φ(a2u)φ̃(b2cu).

Beweis. Nach Definition 4.1.2 gilt für alle t ∈ Rn

ϕaX+bX̃−aµ−bµ̃(t) = ϕa(X−µ)(t)ϕb(X̃−µ̃)(t)

= φ((at)TΣ(at))φ̃((bt)T (cΣ)(bt))

= φ(a2tTΣt)φ̃(b2ctΣt).

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Die elliptischen Verteilungsfunktionen kann man nur seltenen analytisch berechnen und
daher kann man ihre Copulas nur in einzelnen Fällen explizit angeben. Einer dieser Fälle ist die
Gauß-Copula.

Beispiel 4.2.9. (Gauß-Copula) Für die univariaten Standardnormalverteilung Φ und die
n-variaten Standardnormalverteilung Φn

R mit Korrelationsmatrix R ist die Gauß-Copula gege-
ben als

CGa
R (u) = Φn

R(Φ−1(u1), ...,Φ−1(un)). (4.1)

Für den bivariaten Fall lässt sich die Copula schreiben als

CGa
R (u, v) =

∫ Φ−1(u)

−∞

∫ Φ−1(v)

−∞

1

2π(1−R2
12)1/2

exp

(
−s

2 − 2R12st+ t2

2(1−R2
12)

)
dsdt.

Hier bezeichnet R12 die Korrelation der bivariaten Normalverteilung.

Als weiterer wichtiger Vertreter der Klasse der elliptischen Copulas wird die t-Copula vor-
gestellt.

Beispiel 4.2.10. (t-Copula) Wir betrachten zunächst die stochastische Darstellung eines
n-dimensionalen t-verteilten Zufallsvektor X . Seien µ ∈ Rn und seien S ∼ χ2

ν (eine Chi-
Quadrat verteilte Zufallsvariable mit ν Freiheitsgraden) und Z ∼ N(0,Σ) unabhängig. Der
Rn-wertige Zufallsvektor X sei von der Form

X =d µ+

√
ν√
S
Z.

Er besitzt eine n-variate tν-Verteilung mit ν Freiheitsgraden, Erwartungswert µ (für ν > 1) und
Kovarianz Matrix ν

ν−2
Σ (für ν > 2). Falls ν ≤ 2 gilt, so ist Cov(X) nicht definiert.
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Nach Sklar’s Theorem gilt für die Copula von X

Ct
ν,R(u) = tnν,R(t−1

ν (u1), ..., t−1
ν (un)).

Hier bezeichnet tnν,R die multivariate Verteilungsfunktion von
√
νY/
√
S, wobei S ∼ χ2

ν und
Y ∼ Nn(0, R) unabhängig sind. tν sind Randverteilungen von tmν,R, also eindimensionale
t-Verteilungen mit ν Freiheitsgraden. R bezeichne die Korrelationsmatrix.
Für den bivariaten Fall ergibt sich damit

Ct
ν,R(u, v) =

∫ t−1
ν (u)

−∞

∫ t−1
ν (v)

−∞

1

2π(1−R2
12)1/2

(
1 +

s2 − 2R12st+ t2

ν(1−R2
12)

)−(ν+2)/2

dsdt.

R12 steht an dieser Stelle wieder für die Korrelation der bivariaten tν-Verteilung für ν > 2.

4.3 Kendall’s τ für elliptische Verteilungen

Kendall’s τ lässt sich für elliptische Copulas einfach berechnen.

Satz 4.3.1. [27, Teorem 2] Sei X ∼ En(µ,Σ, φ) eine elliptisch verteilte Zufallsvariable mit
stetigen Verteilungsfunktionen. Für jeweils zwei Komponenten Xi, Xj mit i, j ∈ {1, ..., n} gilt
für Kendall’s τ

τ(Xi, Xj) =
2

π
arcsin rij.

wobei rij wieder den Korrelationskoeffizienen darstellt.

Beweis. Dieses Theorem ist Hauptbestandteil von [27]. Der dort zu findende Beweis ist relativ
technisch.

Dieses Resultat war schon vorher für normalverteilte Zufallsvariablen bekannt, und es konn-
te auch für elliptische Verteilungsfunktionen bewiesen werden, was in [27] genauer ausgeführt
wird.
Interessant in diesem Zusammenhang ist, dass Kendall’s τ weder direkt von der Verteilung noch
vom charakteristischen Generator abhängt.

Die Copulas in diesem Abschnitt wurden anhand von Sklars Theorem gebildet. Das hat
den Vorteil, dass sie einfach durch komponentenweise Transformationen der elliptischen Rand-
verteilungen zu bekommen sind. Es gibt allerdings auch Nachteile. Ein schwerwiegender ist,
dass sich elliptische Copulas höherer Dimensionen nicht als geschlossene Ausdrücke schreiben
lassen.
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Archimedische Copulas

Viele interessante und bekannte Copulafamilien sind archimedische Copulas. Die Betrachtung
von archimedischen Copulas hat mehrere Gründe. Zum einen haben sie viele positive Eigen-
schaften, die sie leicht handhabbar werden lassen. Zum anderen sind diese Copulas einfach
durch Generatorfunktionen zu konstruieren und es lassen sich viele unterschiedliche Abhängig-
keitsstrukturen modellieren. Im Gegensatz zu den elliptischen Copulas haben die archimedi-
schen alle eine geschlossene Form und sind nicht abgeleitet von Sklar’s Theorem. Als Konse-
quenz daraus werden wir zeigen müssen, dass die multivariaten Erweiterungen der archimedi-
schen 2-Copulas in der Tat wieder Copulas sind. Ein weiterer Nachteil der multivariaten Erwei-
terungen dieser Copulas ist, dass man nicht alle Parameter der Korrelationsmatrix frei wählen
kann, da dort bestimmte Einträge den selben Wert haben müssen. Zuerst werden wir nun archi-
medische 2-Copulas definieren und dann später die multivariaten Erweiterungen konstruieren.
Grundlagen für dieses Kapitel sind [10] und [33].

5.1 Definition

Eine archimedische Copula hängt von ihrem univariaten Generator ab. Um diesen definieren zu
können, führen wir zunächst die Pseudo-Inverse ein.

Definition 5.1.1. Sei ϕ : [0, 1] 7→ [0,∞] eine stetige, streng monoton fallende Funktion mit
ϕ(1) = 0. Die Pseudo-Inverse von ϕ ist die Funktion ϕ[−1] : [0,∞] 7→ [0, 1], welche gegeben
ist durch

ϕ[−1](t) =

{
ϕ−1(t), für 0 ≤ t ≤ ϕ(0)

0, für ϕ(0) ≤ t ≤ ∞
.

Bemerkung 5.1.2. Folglich ist ϕ[−1] stetig und monoton fallend auf [0,∞] und streng monoton
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fallend auf [0, ϕ(0)]. Es gilt ϕ[−1](ϕ(u)) = u auf [0,1] und

ϕ(ϕ[−1](t)) =

{
t, für 0 ≤ t ≤ ϕ(0)

ϕ(0) für ϕ(0) ≤ t ≤ −∞

Falls ϕ(0) =∞, so gilt ϕ[−1] = ϕ−1.

Der folgende Satz gibt die Bedingung für einen Generator an, um mit ihm eine Copula zu
definieren.

Satz 5.1.3. [31, Theorem 4.1.4] Sei ϕ : [0, 1] 7→ [0,∞] eine stetige und streng monoton
fallende Funktion mit ϕ(1) = 0 und sei ϕ[−1] sei die Pseudo-Inverse von ϕ. Die Funktion
C : [0, 1]2 7→ [0, 1] sei definiert durch

C(u, v) = ϕ[−1](ϕ(u) + ϕ(v)). (5.1)

Dann ist C genau dann eine Copula, wenn ϕ konvex ist.

Beweis. Die Schwierigkeit in diesem Beiweis liegt darin zu zeigen, dass C 2-steigend ist. Die
Beweisidee ist auszunutzen, dass die partiellen Ableitungen der Copula kleiner gleich 1 sind.
Dies wird in [31] gezeigt.

Damit sind wir in der Lage die archimedische Copula zu definieren.

Definition 5.1.4. Copulas der Form (5.1) nennt man archimedische Copulas. Die Funktion
ϕ heißt Generator der Copula. Falls ϕ(0) = ∞, nennt man ϕ einen strikten Generator und
C(u, v) = ϕ−1(ϕ(u) + ϕ(v)) eine strikte Copula.

Das Interessante ist hierbei, dass die komplette Information über die mehrdimensionale Ab-
hängigkeitsstruktur der Zufallsvariablen im univariaten Generator enthalten ist.
Als nächstes werden zwei Beispiele angeführt, die sich durch das ganze Kapitel ziehen.

Beispiel 5.1.5. (Gumbel-Familie) Sei

ϕθ(t) =

{
(− ln t)θ, für t ∈ (0, 1]

∞, für t = 0
, (5.2)

mit θ ≥ 1, so ist ϕθ(t) stetig und ϕθ(1) = 0. Für t ∈ (0, 1) ist ϕ streng monoton fallend, da

ϕ′θ(t) = −θ(− ln t)θ−1/t < 0

gilt. Weiter ist ϕ konvex, da

ϕ′′θ(t) = θ(− ln t)θ−1/t2 + θ(− ln t)θ−2(θ − 1)/t2 > 0.
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gilt. Da ϕθ(0) =∞ gilt, ist ϕθ ein stikter Generator, und mit (5.1) erhalten wir folgende strikte
Copula:

Cθ(u, v) = ϕ−1
θ (ϕθ(u) + ϕθ(v)) = exp(−([(− lnu)θ + (− ln v)θ]1/θ).

Für θ = 1 erhalten wir die Produktcopula Π(u, v) = uv, und für den Grenzwert limθ 7→∞Cθ

erhalten wir die obere Fréchet-Hoeffding-Schranke M(u, v) = min(u, v). Diese Copulafamilie
nennt man die Gumbel-Familie.

Beispiel 5.1.6. (Clayton-Familie) Sei ϕθ(t) = (t−θ − 1)/θ mit θ ∈ [−1,∞)\{0}, so ist ϕ(t)

stetig und ϕθ(1) = 0. Für t ∈ (0, 1) ist ϕθ streng monoton fallend, da

ϕ′θ(t) = −t
−θ

t
≤ 0

gilt. Weiter ist ϕθ konvex, da

ϕ′′θ(t) =
t−θθ

t2
+
t−θ

t2
, für θ ∈ [−1,∞)\{0}

gilt. Damit ist die Clayton-Familie gegeben durch

Cθ(u, v) = max([u−θ + v−θ − 1]−1/θ, 0).

Für θ > 0 haben wir strikte Copulas, und die Form vereinfacht sich zu

Cθ(u, v) = (u−θ + v−θ − 1)−1/θ.

Bei der Clayton Familie erhalten wir für θ = −1 die unter Fréchet-Hoeffding-Schranke, für
limθ 7→0Cθ erhält man die Produktcopula und für limθ 7→∞Cθ erhält man die obere Fréchet-
Hoeffding-Schranke.

5.2 Wichtige Eigenschaften

Archimedische Copulas haben einige interessante Eigenschaften, die den einfachen Umgang
mit ihnen ermöglichen. Diese werden nun vorgestellt.

Satz 5.2.1. [31] Sei C eine archimedische Copula mit Generator ϕ, so gilt:

1. C ist symmetrisch, d. h. C(u, v) = C(v, u) gilt ∀u, v ∈ I .

2. C ist assoziativ, d. h. C(C(u, v), w) = C(u,C(v, w)) gilt ∀u, v, w ∈ I .

Beweis. • Der erste Punkt ergibt sich direkt aus der Definition der archimedischen Copula.
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• Für (ϕ(u) + ϕ(v) + ϕ(w)) ≤ ϕ(0) gilt offensichtlich

C(C(u, v), w) =ϕ[−1](ϕ(ϕ[−1](ϕ(u) + ϕ(v))) + ϕ(w))

=ϕ[−1](ϕ(u) + ϕ(v) + ϕ(w))

=ϕ[−1](ϕ(u) + ϕ(ϕ[−1](ϕ(v) + ϕ(w))))

=C(u,C(v, w)).

Dies gilt ebenfalls für (ϕ(u) + ϕ(v) + ϕ(w)) ≥ ϕ(0), denn in diesem Fall gilt

C(C(u, v), w) = C(u,C(v, w)) = 0. (5.3)

Satz 5.2.2. [31, Theorem 4.3.4] Sei C eine archimedische Copula mit Generator ϕ und sei
KC(t) das C-Maß der Menge {(u, v) ∈ I2|C(u, v) ≤ t} beziehungsweise der äquivalenten
Menge {(u, v) ∈ I2|ϕ(u) + ϕ(v) ≥ ϕ(t)}. Dann gilt

KC(t) = VC({(u, v) ∈ I2|C(u, v) ≤ t}).

Weiter gilt für t ∈ I

KC(t) = t− ϕ(t)

ϕ′(t+)
, (5.4)

wobei ϕ+ die rechtsseitige Ableitung von ϕ im Punkt t darstellt.

Beweis. Die Beweisidee ist, die Fläche VC wie bei der Einführung des Integrals über eine eine
Annäherung mit Rechtecken zu bekommen. Der Beweis ist zu finden in [31].

Korollar 5.2.3. [31, Corollary 4.3.6] Der Zufallsvektor (U, V )T habe als Verteilungsfunktion
die archimedische Copula C mit Generator ϕ. Dann ist die Funktion KC , gegeben in (5.4), die
Verteilungsfunktion von C(U, V ).

Beweis. Für die Verteilungsfunktion von von C(U, V ) gilt

P [C(U, V ) ≤ t] = P [(U, V ) ∈ {(u, v);C(u, v) ≤ t}] = VC((u, v);C(u, v) ≤ t) = KC(t)

5.3 Kendall’s τ für archimedische Copulas

Mithilfe des letzten Korollars lässt sich zeigen, dass man Kendall’s τ für archimedische Copu-
las nur in Abhängigkeit vom Generator darstellen kann. Dies stellt in den meisten Fällen eine
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Vereinfachung dar, da der Generator im Gegensatz zur Copula von nur einer Variablen abhängt.
Spearman’s ρ lässt sich leider nicht zu einer Darstellung in Abhängigkeit vom Generator ver-
einfachen.
Kendalls τ lässt sich für archimedische Copulas folgendermaßen berechenen.

Satz 5.3.1. [10] Seien X und Y Zufallsvariablen mit archimedischer Copula C mit Generator
ϕ. Dann ist Kendall’s τ gegeben durch

τC = 1 + 4

∫ 1

0

ϕ(t)

ϕ′(t)
dt. (5.5)

Beweis. Seien U und V gleichförmig auf I verteilte Zufallsvariablen mit gemeinsamer Vertei-
lungsfunktion C, und sei KC die Verteilungsfunktion von C(U, V ). Dann gilt mit Bemerkung
3.3.2 und Korollar 5.2.3

τC = 4E(C(u, v))− 1 = 4

∫ 1

0

tdKc(t)− 1

= 4

(
[tKC(t)]10 −

∫ 1

0

KC(t)dt

)
− 1 = 3− 4

∫ 1

0

KC(t)dt.

Nach (5.4) ist die Verteilungsfunktion KC von C(U, V ) gegeben durch

KC(t) = t− ϕ(t)

ϕ′(t+)
.

Da ϕ konvex ist, existieren ϕ′(t+) und ϕ′(t−) für fast alle t ∈ (0, 1).
D ie Menge {t ∈ (0, 1)|ϕ′(t+) 6= ϕ′(t−)} ist abzählbar und hat folglich das Lebesque Maß 0.
Daher gilt

τC = 3− 4

∫ 1

0

(
t− ϕ(t)

ϕ′(t+)

)
dt = 1 + 4

∫ 1

0

ϕ(t)

ϕ′(t)
dt.

Nun wird dieser Satz angewandt, um Kendall’s τ für die beiden vorgestellten Copulafamili-
en zu berechnen.

Beispiel 5.3.2. Für die Gumbel-Familie mit Generator ϕθ(t) = (− ln t)θ mit θ ≥ 1 erhält man

ϕθ(t)

ϕ′θ(t)
=
t ln t

θ
.

Mit Satz 5.3.1 ergibt sich damit für Kendall’s τ

τθ = 1 + 4

∫ 1

0

t ln t

θ
dt = 1 +

4

θ

([
t2

2
ln t

]1

0

−
∫ 1

0

t

2
dt

)
= 1 +

4

θ

(
0− 1

4

)
= 1− 1

θ
.
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Beispiel 5.3.3. Für die Clayton-Familie mit Generatorϕθ(t) = (t−θ−1)/θmit θ ∈ [−1,∞)\{0}
ergibt sich:

ϕθ(t)

ϕ′θ(t)
=
tθ+1 − t

θ

Mit Satz 5.3.1 erhält man

τθ = 1 + 4

∫ 1

0

tθ+1 − t
θ

dt = 1 +
4

θ

(
1

θ + 2
− 1

2

)
=

θ

θ + 2

5.4 Tail Dependence für archimedische Copulas

Ebenso wie bei Kendall’s τ lässt sich bei archimedischen Copulas auch die Tail Dependence in
Abhängigkeit vom Generator darstellen.

Satz 5.4.1. [22] Sei C eine archimedische Copula mit striktem Generator ϕ, für den zusätzlich
(−1)j d

j

dtj
ϕ−1 ≥ 0 fur j = 0, 1, 2, ... gilt. Falls ϕ−1′(0) endlich ist, so hat C keine obere Tail

Dependence. Falls ϕ−1′(0) = −∞ gilt, so hat C obere Tail Dependence und der Koeffizient ist
gegeben durch

λU = 2− 2 lim
s↘0

[
ϕ−1′(2s)

ϕ−1′(s)

]
.

Für den Koeffizienten der unteren Tail Dependence gilt

λL = 2 lim
s↗∞

[
ϕ−1′(2s)

ϕ−1′(s)

]
.

Beweis. Der Beweis ist technisch und ist zu finden in [22, Theorem 4.12].

Bemerkung 5.4.2. Die zusätzliche Bedingung an den Generator wirkt auf den ersten Blick
umständlich. Ihre Bedeutung wird aber klarer bei der Konstruktion multivariater archimedischer
Copulas. Die Mehrzahl der relevanten Copulas erfüllen diese Bedingung ohnehin.

Im Folgenden wird jeweils ein Beispiel zur oberen und zur unteren Tail Dependence für die
beiden eingeführten Copula-Familien aufgezeigt.

Beispiel 5.4.3. Die Copulas der Gumbel-Familie sind strikte archimedische Copulas mit Gene-
rator ϕθ(s) = (− ln s)θ. Es gilt ϕ−1

θ (s) = exp(−s 1
θ ) und ϕ−1′

θ (s) = −s 1
θ
−1 exp(−s 1

θ )1
θ
. Daher

ergibt sich mit Satz 5.4.1 für den Koeffizienten der oberen Tail Dependence

λU = 2− 2 lim
s↘0

[
ϕ−1′

θ (2s)

ϕ−1′

θ (s)

]
= 2− 2

1
θ lim
s↘0

[
exp(−(2s)

1
θ )

exp(−s 1
θ )

]
= 2− 2

1
θ .
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Damit haben die Copulas obere Tail Dependence. Sie haben jodoch keine untere Tail Depen-
dence, denn für λL gilt

λL = 2 lim
s↗∞

[
ϕ−1′

θ (2s)

ϕ−1′

θ (s)

]
= 2

1
θ lim
s↗∞

[
exp(−(2s)

1
θ )

exp(−s 1
θ )

]
= 0.

Beispiel 5.4.4. Gegeben sei eine Copula der Clayton-Familie Cθ(u, v) = (u−θ+v−θ−1)−
1
θ mit

θ > 0. Diese Copula hat den Generator ϕθ(s) = (s−θ − 1)/θ. Daher gilt ϕ−1
θ (s) = (1 + θs)−

1
θ

und ϕ−1′

θ (s) = −(1 + θs)−
1
θ
−1. Mit Satz 5.4.1 erhalten wir:

λU = 2− 2 lim
s↘0

[(
1 + 2θs

1 + θs

)− 1
θ
−1
]

= 0.

Diese Copula hat keine obere Tail Dependence, aber mit Satz 5.4.1 stellen wir die untere Tail
Dependence fest:

λL = 2 lim
s↗∞

[
ϕ−1′

θ (2s)

ϕ−1′

θ (s)

]
= 2 lim

s↗∞

[(
1 + 2θs

1 + θs

)− 1
θ
−1
]

= 2 · 2−
1
θ
−1 = 2−

1
θ .

Diese Ergebnisse werden durch die folgende Grafik verdeutlicht.

Abbildung 5.1: 1000 Realisierungen der Clayton-Copula und der Gumbel-Copula, jeweils mit
Kendall’s τ = 0, 5

5.5 Multivariate archimedische Copulas

Im Folgenden werden wir uns mit der Konstruktion einer multivariaten Erweiterung von archi-
medischen 2-Copulas beschäftigen. Für u = (u1, ..., un) lässt sich die n-dimensionale Produkt-
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copula schreiben als

Πn(u) = u1 · ... · un = exp(−[(− lnu1) + ...+ (− lnun)]).

Dies legt folgende Erweiterung der Formel (5.1) nahe:

Cn(u) = ϕ[−1](ϕ(u1) + ...+ ϕ(un)) (5.6)

Diese Copula kann man iterativ aus archimedischen 2-Copulas gewinnen, indem man folgen-
dermaßen vorgeht:

Cn(u1, ..., un) = C(Cn−1(u1, ..., un−1), un)

Diese Technik ist nicht auf Copulas im Allgemeinen anwendbar, denn mit ϕ(t) = 1 − t als
Generator erhält man W n, das für n ≥ 3 keine Copula ist, wie wir in Bemerkung 2.3.4 ge-
zeigt haben. Da archimedische Copulas assoziativ und symmetrisch sind, ist mit (5.6) unter
bestimmten Voraussetzungen an den Generator in der Tat eine Copula definiert, wie wir nun
zeigen werden.

Definition 5.5.1. Eine Funktion g(t) ist vollstängig monoton auf einem Intervall J , falls sie
unendlich oft differenzierbar mit alternierendem Vorzeichen ist, d.h. falls

(−1)k
dk

dtk
g(t) ≥ 0

für alle t im Inneren von J und k = 0, 1, 2, ... gilt.

Lemma 5.5.2. Falls die Pseudo-Inverse ϕ[−1] eines archimedischen Generators vollständig mo-
noton ist, so gilt ϕ[−1](t) > 0, ∀t ∈ [0,∞). Das bedeutet ϕ ist strikt und es gilt ϕ[−1] = ϕ−1.

Beweis. Für eine vollständig monotone Funktion ϕ[−1] : [0,∞) 7→ [0, 1] gilt nach [39, Corollary
3.a in Chapter IV]: Falls ein t ∈ (0,∞) mit ϕ[−1](t) = 0 existiert, so gilt ϕ[−1](t) = 0 schon für
alle t ∈ (0,∞).

Der folgende Satz gibt die notwendige und hinreichende Bedingung für einen strikten Ge-
nerator an, um eine archimedische Funktion zu erzeugen:

Satz 5.5.3. [31, Theorem 4.6.2] Sei ϕ : [0, 1] 7→ [0,∞] eine stetige und streng monoton fallende
Funktion mit ϕ(0) = ∞ und ϕ(1) = 0. Weiter sei ϕ−1 die Inverse von ϕ. Falls Cn : In 7→ I

definiert ist wie in (5.6), so ist Cn genau dann eine n-Copula für n ≥ 2, falls ϕ−1 vollständig
monoton auf [0,∞) ist.

Beweis. Der Beweis ist zu finden in [25]. In [25, Theorem 2’] wird gezeigt, dassCn eine Copula
ist, falls ϕ−1 vollständig monoton auf (0,∞) ist. Die Rückrichtung folgt aus [25, Corollary to
Theorem 1].



KAPITEL 5. ARCHIMEDISCHE COPULAS 63

Dieser Satz kann erweitert werden auf den Fall, in demϕ kein strikter Generator ist undϕ[−1]

m-monoton auf [0,∞) für ein m ≥ 2 ist. Das bedeutet, dass die ersten m Ableitungen alternie-
rende Vorzeichen haben. Dann ist die Funktion Cn aus (5.6) eine n-Copula für 2 ≤ n ≤ m.

Der Satz 5.2.1 lässt sich auch folgendermaßen auf n Dimensionen ausdehnen.

Satz 5.5.4. [33] Für eine archimedische Copula C mit Generator ϕ gilt:

1. C ist austauschbar, d.h. C(u1, .., un) = C(uΠ(1), ..., uΠ(n)) für alle u1, ..., un ∈ I und alle
Permutationen (Π(1), ...,Π(n)) von (1, .., n).

2. C ist assoziativ, d. h. C(C(u1, ..., un−1), un) = C(u1, C(u2, ..., un)), ∀u1, ..., un ∈ I .

Beweis. Der Beweis ist technisch und läuft wie beim zweidimensionalen Fall ab.

Bemerkung 5.5.5. Nach der ersten Eigenschaft sind die Argumente der Copula permutierbar.
Aus dieser Eigenschaft folgt direkt, dass die Abhängigkeiten zwischen den einzelnen Zufalls-
variablen gleich sein müssen. Diese Austauschbarkeit ist wichtig bei der Modellierung von
Abhängigkeiten homogener Gruppen.
Aus den beiden Punkten zusammen kann man folgern, dass alle k-dimensionalen Randvertei-
lungen für k < n identisch sind, was eine große Beeinträchtigung bei der Modellierung darstellt.
Im folgenden Korollar wird ein weiterer Nachteil der multivariaten Copulas verdeutlicht.

Korollar 5.5.6. [31, Corollary 4.6.3] Wenn die Inverse ϕ−1 des strikten Generators einer ar-
chimedischen Copula C vollständig monoton ist, so gilt C � Π. Es können also nur positive
Abhängigkeiten modelliert werden

Beweis. Beweisidee ist hier zu zeigen, dass C � Π gilt, falls − lnϕ−1 konkav ist. Die Konka-
vität wird dann mit einem technischen Beweis gezeigt. Dies wird in [31] näher ausgeführt.

Bemerkung 5.5.7. Dies gilt jedoch nicht für bivariate archimedische Copulas, wie man bei-
spielsweise an der Clayton Copula erkennt, welche nach Beispiel 5.1.6 für θ = −1 die untere
Frechet-Hoeffding-Schranke annimmt.



Kapitel 6

Simulation von mehrdimensionalen
Verteilungen

Die Simulation abhängiger Zufallsvektoren stellt eine Möglichkeit dar, Realisationen aus sto-
chastischen Modellen zu generieren. Dies hat in vielen praktischen Anwendungen eine große
Bedeutung, beispielsweise um Aussagen über die zukünftige Entwicklung der Finanztitel in ei-
nem Portfolio zu machen. In der Versicherung ist es von großer Bedeutung Realisationen zu
simulieren, um essentielle Kennzahlen wie den Value at Risk bestimmen zu können.
Im ersten Abschnitt geht zunächst um die Frage, wann zu gegebenen Randverteilungen und
gegebener Korrelationsmatrix ein passender Zufallsvektor gefunden werden kann. Anschlie-
ßend wird gezeigt, wie man Werte von diesem Vektor simuliert. Im zweiten Abschnitt wird eine
allgemeine Methode vorgestellt, um Simulationen einer Copula zu erhalten. Danach werden
spezielle Simulationsalgorithmen für elliptische und achimedische Copulas aufgezeigt.

6.1 Simulation bei gegebenen Randverteilungen und Korre-
lationsmatrix

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns zunächst mit folgendem Problem:
Seien die Randverteilungen F1, ..., Fn gegeben. Weiter sei r eine Korrelationsmatrix, also eine
symmetrische und positiv semi-definite Matrix, für die −1 ≤ rij ≤ 1 und rii = 1 für alle
i, j ∈ {1, ..., n} gilt.
Frage: Gibt es einen Zufallsvektor (X1, ..., Xn)T mit gemeinsamer Verteilungsfunktion F , so
dass

• Fi Verteilungsfunktion für Xi für alle i ∈ {1, ..., n} ist.

• r(Xi, Xj) = rij, ∀ i, j ∈ {1, ..., n} gilt?

Danach wird in diesem Abschnitt gezeigt, wie man Realisationen des Zufallsvektors (X1, ..., Xn)T

simuliert.

64
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Für den bivariaten Fall kann man eine zur solche Verteilungsfunktion folgendermaßen fin-
den:

Satz 6.1.1. [11, Theorem 6] Seien Randverteilungen F1 und F2 gegeben, weiter seien rmin und
rmax die zugehörigen minimalen und maximalen Korrelationen, und es gilt r ∈ [rmin, rmax].
Dann ist die bivariate Verteilungsfunktion F gegeben durch

F (x1, x2) = λmax{F1(x1) + F2(x2)− 1, 0}+ (1− λ) min{F1(x1), F2(x2)}),

mit λ = (rmax − r)/(rmax − rmin).

Beweis. F ist als Konvexkombination zweier Verteilungsfunktionen wieder eine Verteilungs-
funktion. Weiter hat F offensichtlich die passenden Randverteilungen und die passende Korre-
lation λrmin + (1 − λ)rmax. Denn setzt man das λ in diese Gleichung ein, erhält man gerade
r.

Bemerkung 6.1.2. Der Satz 6.1.1 gilt auch, wenn an Stelle der Korrelationsmatrix eine Rang-
Korrelationsmatrix gegeben ist. Eine Rang-Korrelationsmatrix liegt dann vor, wenn die Einträge
nicht den Korrelationen der Zufallsvariablen, sondern den Korrelationen der Verteilungsfunk-
tionen der Zufallsvariablen entsprechen. In diesem Fall gilt rmin = −1 und rmax = 1.

Die gemeinsame Verteilungsfunktion ist nicht eindeutig, wie folgendes Gegenbeispiel zeigt:

Beispiel 6.1.3. [11, Remark 3] Seien F1 und F2 zwei Randverteilungen. Für r ≥ 0 besitzt die
Verteilung

F (x1, x2) = λF1(x1)F2(x2) + (1− λ)min{F1(x1), F2(x2)}

mit λ = (rmax − r)/rmax ebenfalls Randverteilung F1 und F2 und Korrelation r. Dies kann
analog zu Satz 6.1.1 gezeigt werden.

Algorithmus 6.1.4. Für den den bivariaten Fall kann man, wie in Satz 6.1.1 gesehen, für ein
geeignetes r die gemeinsame Verteilungsfunktion angeben. Diese lässt sich mit folgendem Al-
gorithmus simulieren:

1. Man generiere zwei unabhängige Zufallszahlen u1, u2 einer auf I rechteckverteilten Zu-
fallsvariablen.

2. Für u1 ≤ λ nehme man (x1, x2)T = (F−1
1 (u2), F−1

2 (1− u2))T

Für u1 > λ nehme man (x1, x2)T = (F−1
1 (u2), F−1

2 (u2))T

Wendet man diesen Algorithmus nun mehrfach an und trägt die Werte in ein Diagramm ein, er-
hält man eine Punktwolke der Realisationen der gemeinsamen Verteilungsfunktion und anhand
dieser Punktwolke kann man die Abhängigkeitsstruktur sichtbar machen.
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Für den Fall n ≥ 3 wird es komplizierter eine Lösung zu finden. Es reicht nun nicht mehr
wie in Satz 6.1.1 aus, dass alle rij ∈ [rmin(Fi, Fj), rmax(Fi, Fj)] sind, wie man im folgenden
Beispiel erkennt.

Beispiel 6.1.5. Seien die Zufallsvariablen X1, X2, X3 mit den stetigen Verteilungsfunktionen
F1, F2, F3 gegeben. Es gibt keine gemeinsame Verteilungsfunktion mit rXi,Xj = rmin(Fi, Fj)

für i 6= j und rii = 1 für i, j ∈ {1, 2, 3}.
Argument: Da X1 und X2 die minimale Korrelation aufweisen, sind sie kontramonoton. Eben-
so sind X2 und X3 kontramonoton. Daher müssen X1 und X3 jedoch komonoton verlaufen, da
sie jeweils zu X2 kontramonoton sind. Das ist ein Widerspruch zur Annahme.

Bei Zufallsvariablen mit maximaler bzw. minimaler Korrelationen kann man Aussagen zur
Existenz einer gemeinsame Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen machen, wie im folgenden
Satz verdeutlicht wird.

Satz 6.1.6. [11, Theorem 7] Seien F1, ..., Fn für n ≥ 3 stetige Verteilungsfunktionen, und sei
r eine Korrelationsmatrix mit rii = 1 und rij ∈ {rmin(Fi, Fj), rmax(Fi, Fj)}. Für i 6= j, j 6= k

und k 6= i gelte,

• falls rij = rmax(Fi, Fj) und rik = rmax(Fi, Fk), so ist rjk = rmax(Fj, Fk),

• falls rij = rmax(Fi, Fj) und rik = rmin(Fi, Fk), so ist rjk = rmin(Fj, Fk),

• falls rij = rmin(Fi, Fj) und rik = rmin(Fi, Fk), so ist rjk = rmax(Fj, Fk).

Unter diesen Vorraussetzungen gibt es eine eindeutig definierte gemeinsame Verteilungsfunk-
tion mit Randverteilungen F1, ..., Fn und Korrelationsmatrix r.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit gilt

r1j =

{
rmax(F1, Fj), für 2 ≤ j ≤ m ≤ n,

rmin(F1, Fj), für m < j ≤ n,

für 2 ≤ m ≤ n. Aus den Bedingungen dieses Theorems folgt, dass die Abhängigkeit zwei-
er Randverteilungen durch ihre Abhänigigkeiten zur ersten Randverteilung festgelegt ist. Die
Randverteilungen Fj , für die r1j = rmax gilt, bilden eine Äquivalenzklasse, ebenso wie die
Randverteilungen mit r1j = rmin. Damit muss für die gemeinsame Verteilung gelten, dass die
X1, ..., Xm paarweise komonoton verlaufen und die Xm+1, ..., Xn auch untereinander komono-
ton verlaufen. Die Elemtente aus den beiden verschiedenen Äquivalenzklassen verlaufen jedoch
kontramonoton zueinander.
Für U ∼ U(0, 1) hat der Zufallsvektor

(F−1
1 (U), ..., F−1

m (U), F−1
m+1(1− U), ..., F−1

n (1− U))T
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die gesuchte gemeinsame Verteilungsfunktion, welche aufgrund der Ko-, bzw. Kontramonoto-
nie folgende Form besitzen muss:

F (X1, ..., Xn) = max{0, min
1≤i≤m

{Fi(xi)}+ min
m+1≤i≤n

{Fi(xi)} − 1}.

Dadurch ist die Eindeutigkeit gezeigt.

Für die in diesem Satz definierten gemeinsamen Verteilungsfunktionen gilt Folgendes.

Definition 6.1.7. Ein Zufallsvektor (X1, ..., Xn)T mit Randverteilungen F1, ..., Fn hat eine ge-

meinsame Extremverteilung H , wenn r(Xi, Xj) ∈ {rmin(Xi, Xj), rmax(Xi, Xj)} für alle i 6= j

ist.

Für die Anzahl der möglichen gemeinsamen Extremverteilungen lässt sich folgende Aussa-
ge treffen.

Bemerkung 6.1.8. Wenn man wie im Satz 6.1.6 annimmt, dass F eine Extremverteilung ist,
so können alle Randverteilungen in Bezug zur ersten entweder ko-, oder kontramonoton sein.
Daher gibt es höchstens 2n−1 mögliche gemeinsame Extremverteilungen.

Korollar 6.1.9. [11, Seite 32] Seien G(i) die gemeinsamen Extremverteilungen der Randvertei-
lungen F1, ..., Fn und sei ri die zugehörige Korelationsmatrix. Die konvexen Kombinationen

G =
2n−1∑
j=1

λjG
(j) mit λj ≥ 0 und

2n−1∑
j=1

λj = 1

haben dann ebenfalls Randverteilungen F1, ..., Fn, und sie haben die Korrelationsmatrix

r =
2n−1∑
j=1

λjrj.

Wenn wir also eine beliebige Korrelationsmatrix r′ in eine konvexe Summe Korrelationsma-
trizen zerlegen können, können wir mithilfe einer Konvexkombination der Extremverteilungen
eine gemeinsame Verteilung mit Korrelationsmatrix r′ konstruieren.

Hat man eine gemeinsame Verteilungsfunktion gefunden, kann man mit ihr Zufallswerte
generieren. Für den bivariaten Fall wurde in Lemma 6.1.4 eine Möglichkeit zur Simulation
von Zufallswerten gegeben. Für den multivariaten Fall geschieht dies mithilfe von bedingten
Verteilungsfunktionen.

Bedingte Verteilungsfunktionsmethode 6.1.10. Seien X1, ..., Xn Zufallsvariablen mit Rand-
verteilungen F1, ..., Fn gegeben. Eine Realisation (x1, ..., xn)T des Zufallsvektors (X1, ..., Xn)T

wird mit folgendem Algorithmus erzeugt:
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• Erzeuge x1 gemäß F1

• Erzeuge nacheinander xk gemäß P (Xk ∈ ·|X1 = x1, ..., Xk−1 = xk−1) für k = 2, ..., n.

Auf diese Weise erhält man als Output die Realisation (x1, ..., xn).

6.2 Bedingte Inversionsmethode für Copulas

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns damit, die gemeinsame Verteilungsfunktion für den
Fall zu simulieren, dass die Copulafunktion und die Randverteilungen gegeben sind. Im Gegen-
satz zum vorherigen Abschnitt geht es nicht um die theoretische Frage, ob eine Lösung existiert,
da wir mithilfe von Sklar’s Theorem bereits wissen, dass es eine Lösung gibt. Hier geht es also
nur um die Simulation von Zufallswerten, was ein eher technisches Problem darstellt.
Sei nun C eine Copula der Zufallsvariablen X1, ..., Xn mit Randverteilungen F1, ..., Fn und
gemeinsamer Verteilungsfunktion F . Wenn wir einen Zufallsvektor (u1, ..., un) der Copula C
simuliert haben, so haben wir mit dem Zufallsvektor (F−1

1 (u1), ..., F−1
n (un)) bereits eine Rea-

lisation der gemeinsamen Verteilung F gefunden. Das technische Problem besteht also darin,
eine Realisation der mehrdimensionalen Copulafunktion zu generieren.
In diesem Abschnitt wird dazu ein allgemeines Simulationsverfahren vorgestellt, das auf alle
Arten von Copulas angewandt werden kann, nämlich die bedingte Inversionsmethode.
Unser Ziel ist es also, für eine Copula C = C(u1, ..., un) ein n-Tupel von Realisationen aus
U(0, 1)-verteilten Zufallsvariablen (U1, ..., Un) zu generieren, welches die Copula C als ge-
meinsame Verteilungsfunktion hat.
Die bedingte Inversionsmethode ist eine Kombination aus der bedingten Verteilungsfunktions-
methode 6.1.10 und der einfachen Inversionsmethode, welche nun kurz vorgestellt wird:

Einfache Inversionsmethode 6.2.1. Man erhält die Zufallsvariable X , indem man die auf I
rechteckverteilte Zufallsvariable U in die Quantilsfunktion F−1 einsetzt. Damit impliziert die
Inversionsmethode folgenden Algorithmus zur Erzeugung einer Realisation x aus einer Vertei-
lungsfunktion F :

1. Man generiert eine Zufallszahl u aus einer U(0, 1)-Verteilung.

2. Man setzt x = F−1(u)

Bedingte Inversionsmethode 6.2.2. Die bedingte Inversionsmethode ist eine Kombination aus
der bedingten Verteilungsmethode 6.1.10 und der einfachen Inversionsmethode. Bei der beding-
ten Inversionsmethode wird die einfache Inversionsmethode auf die einzelnen bedingten Vertei-
lungen angewandt. Die Realisation einer multivariaten Copula entsteht somit durch sukzessive
Tranformationen von auf I rechteckverteilten Zufallsvariablen mit der jeweiligen Quantilfunk-
tion.
Die bedingte Inversionsmethode für Copulas ist ein rekursiver Algorithmus, der folgenderma-
ßen abläuft.
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Bedingter Inversionsalgorithmus 6.2.3. [33, Seite 74 ff.] Sei C eine absolut stetige Copula.
Weiter sei Ck(u1, ..., uk) = C(u1, ..., uk, 1, ..., 1) mit k = 1, ..., n die k-dimensionle Randver-
teilung von C mit den Spezialfällen C1(u1) = u1 und Cn(u1, ..., un) = C(u1, ...., un). Die
bedingte Verteilungsfunktion von uk, gegeben u1, ..., uk−1, ist nach Bemerkung 2.8.2 definiert
als

Ck(uk|u1, ..., uk−1) = P [Uk ≤ uk|U1 = u1, ..., Uk−1 = uk−1]

=
∂k−1Ck(u1, ...., uk)

∂u1...∂uk−1

/∂k−1Ck−1(u1, ..., uk−1)

∂u1...∂uk−1

,

für k = 2, ..., d, falls der Nenner ungleich Null ist. Der Algorithmus zur Generierung einer
Realisierung der Copula C verläuft folgendermaßen:

• Man simuliere u1 aus der U(0, 1)-Verteilung.

• Man simuliere u2 aus der bedingten Copula C2(u2|u1).
...

• Man simuliere un aus der bedingten Copula Cd(ud|u1, ..., un−1).

Bei der Simulation einer Beobachtung aus Ck(uk|u1, ..., uk−1) wird zunächst eine Realisation v
der auf I rechteckverteilten Zufallsvariablen U(0, 1) bestimmt. Diese wird dann in die Quantil-
funktion C−1

k eingesetzt und somit das uk bestimmt.
Somit erhält man die gewünschte Realisation, also ein n-Tupel von Zufallswerten aus der Co-
pula C.

Die bedingte Inversionsmethode hat den Vorteil, dass sie auf alle Copulas angewendet wer-
den kann. Ein bedeutsamer Nachteil ist jedoch, dass diese Methode durch ihre rekursive Defini-
tion schnell sehr rechenintensiv und somit langsam werden kann. Dies passiert beispielsweise,
wenn die bedingten Verteilungen nicht mehr analytisch berechnet werden können, sondern nu-
merisch angenähert werden müssen.

6.3 Simulation von archimedischen Copulas

In diesem Abschnitt geht es darum, Realisierungen einer archimedischen Copula zu bekom-
men. Die bedingte Inversionsmethode wird für archimedische Copulas unter Verwendung des
Generators vereinfacht, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 6.3.1. [4, Theorem 6.1] Sei C(u1, ..., un) eine archimedische n-Copula mit Generator ϕ.
Es gilt für k = 2, ..., n

Ck(uk|u1, ..., uk−1) =
ϕ−1(k−1)(ϕ(u1) + ...+ ϕ(uk))

ϕ−1(k−1)(ϕ(u1) + ...+ ϕ(uk−1))
,
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wobei ϕ−1(k−1) die Ableitung der Ordnung k − 1 von ϕ−1 ist.

Beweis. Da nach der Definition des Generators ϕ(1) = 0 gilt, haben wir für k = 2, ..., n− 1

Ck(u1, ..., uk) = C(u1, ..., uk, 1, ..., 1) = ϕ−1(ϕ(u1) + ...+ ϕ(uk)).

Damit gelten die beiden Spezialfälle C1(u1) = ϕ−1(ϕ(u1)) = u1 und

Cn(u1, ..., un) = C(u1, ..., un) = ϕ−1(ϕ(u1) + ...+ ϕ(un)).

Nach Bemerkung 2.8.2 gilt

Ck(uk|u1, ..., uk−1) =
∂k−1Ck(u1, ..., uk)

∂u1...∂uk−1

/∂k−1Ck−1(u1, ..., uk−1)

∂u1...∂uk−1

. (6.1)

Den Zähler des Doppelbruchs kann man darstellen als

∂k−1Ck(u1, ..., uk)

∂u1...∂uk−1

=
∂k−1ϕ−1(ϕ(u1) + ...+ ϕ(uk))

∂u1...∂uk−1

= ϕ−1(k−1)(ϕ(u1) + ...+ ϕ(uk)) ·
k−1∏
j=1

ϕ(1)(uj).

Für den Nenner ergibt sich

∂k−1Ck−1(u1, ..., uk−1)

∂u1...∂uk−1

=
∂k−1ϕ−1(ϕ(u1) + ...+ ϕ(uk−1))

∂u1...∂uk−1

= ϕ−1(k−1)(ϕ(u1) + ...+ ϕ(uk−1)) ·
k−1∏
j=1

ϕ(1)(uj).

Setzt man diese beide Umformungen in (6.1) erhält man direkt die Behauptung.

Mit diesem Satz kann man den bedingten Simulationsalgorithus 6.2.3 für archimedische
Copulas vereinfachen. Dies wird hier für die in Beispiel 5.1.6 vorgestellte Familie der Clayton-
Copulas gezeigt.
Bei dem Simulationsalgorithmus der Clayton-Copulas gibt es in dieser Arbeit Differenzen zur
Literatur, da in [4] die Clayton-Copula mit anderem Generator definiert wurde, und in [33]
die Inverse des Generators falsch berechnet wurde. Nach unserer Defintion der Clayton-Copula
verläuft für den Simulationsalgorithmus folgendermaßen.

Simulationsalgorithmus für Clayton-Copulas 6.3.2. Die archimedische Clayton-n-Copula
hat, wie in Beispiel 5.1.6 definiert, den Generator ϕθ(t) = 1

θ
(t−θ − 1) mit θ > 0. Die Inverse

des Generators ist ϕ−1
θ (s) = (θ · s + 1)−

1
θ . Damit lässt sich die Clayton-n-Copulas nach (5.6)
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darstellen als

C(u1, ..., un) =

[
n∑
i=1

uθi − n+ 1

]− 1
θ

.

Die k-te Ableitung der Inversen ist

ϕ
−1(k)
θ (s) = (−1)k

k−1∏
j=1

(θs+ 1)−
1
θ
−k(θ + j). (6.2)

Damit ergibt sich folgender Simulationsalgorithmus:

• Man simuliere n unabhängige Zufallszahlen v1, ..., vn aus der RechtecktverteilungU(0, 1).

• Man setze u1 = v1.

• Man setze v2 = C2(u2|u1) = ϕ−1′ (ϕ(u1)+ϕ(u2))

ϕ−1′ (ϕ(u1)
.

Mit den obigen Formeln ergibt sich daraus

v2 =

(
u−θ1 + u−θ2 − 1

u−θ1

)− 1
θ
−1

,

und löse diese Gleichung nach u2 auf.
...

• Man setze

vn = Cn(un|u1, ..., un−1) =

( [∑n
i=1 u

−θ
i

]
− n+ 1[∑n−1

i=1 u
−θ
i

]
− n+ 2

)− 1
θ
−n+1

, (6.3)

und löse diese Gleichung nach un auf.

Damit hat man nun für eine Clayton-Copula eine n-dimensionale Beobachtung simuliert.
Für die Gumbel-Copula verlaufen die Schritte des Simulationsalgorithmus ananlog zur Clayton-
Copula.

6.4 Simulationsmethode von Marshall und Olkin

In diesem Abschnitt wird eine weitere Methode zur Simulation von archimedischen Copulas
eingeführt, die Simulationsmethode von Marshall und Olkin. Diese hat im Vergleich zur Simu-
lationsmethode des letzten Abschnitts den entscheidenden Vorteil, dass sie weniger rechenin-
tensiv ist. Grundlagen dieses Abschnitts sind [4] und [29]. Diese Simulationsmethode bedient
sich der Laplace Transformation und ihrer Inversen. Daher wird zunächst kurz auf die Laplace-
Transformation eingegangen.
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Definition 6.4.1. Die Laplace-Transformation einer positiven Zufallsvariablen γ ist definiert
als

τ(s) = Eγ(e
−sγ) =

∫ ∞
0

e−stdFγ(t),

wobei Fγ die Verteilungsfunktion von γ ist.

Bemerkung 6.4.2. Da die Laplace-Transformierte zu einer positiven Zufallsvariablen gehört,
gilt τ(∞) = 0, und es gilt τ(0) = 1. Die Laplace-Transformierte ist als stetige streng monoton
fallende Funktion umkehrbar. Die Umkehrfunktion erfüllt die Kriterien eines strikten Genera-
tors aus Definition 5.1.4.

Nun haben wir alle Hilfsmittel eingeführt und können die Simulationsmethode definieren.

Simulationsalgorithmus von Marshall und Olkin 6.4.3. Sei Xi eine Zufallsvariable und γ
eine davon abhängige positive Zufallsvariable. Die bedingte Verteilungsfunktion Hi von Xi,
gegeben γ, sei definiert durch H(xi|γ) = Hi(xi)

γ für i = 1..., n. Marshall und Olkin haben in
[29, Corollary 2.2.] gezeigt, dass

F (x1, ..., xn) = E(H1(x)γ · ... ·Hn(x)γ)

= τ(τ−1(F1(x1)) + ...+ τ−1(Fn(xn)))

gilt, wobei der Erwartungswert über γ gebildet wird. Fi ist die i-te Randverteilung der gemein-
samen Verteilungsfunktion F und τ ist die Laplace-Transformierte von γ. Dabei wird γ so
gewählt, dass τ mit der Inversen des Generator der archimedischen Copula übereinstimmt.
Der Simulationsalgorithmus läuft folgendermaßen ab:

• Generiere eine Zufallsvariable γ, welche die Laplace-Transformierte τ hat, wobei τ die
Inverse des Generators der archimedischen Copula ist.

• Generiere unabhängige Realisierungen u1, ..., un einer auf I rechteckverteilten Zufallsva-
riable.

• Berechne für k = 1, ..., n die xk = F−1
k (u∗k) mit u∗k = τ(− 1

γ
lnuk).

Zur Verdeutlichung wird dieser Algorithmus nun auch für die in Beispiel 5.1.5 eingeführte
Familie der Gumbel-Copulas durchgeführt:

Beispiel 6.4.4. Die Inverse des Generators der Gumbel-Copula ist ϕ−1(s) = exp
(
−s 1

θ

)
. Die

positiv stabilverteilte Zufallsvariable Y ∼ St(1
θ
, 1, γ, 0) mit θ > 1 hat gerade ϕ−1(s) als

Laplace-Transformierte. Damit läuft der Simulationsalgorithmus folgendermaßen ab:

• Man generiere eine Beobachtung der St(1
θ
, 1, γ, 0)-Verteilung. (Effiziente Methoden zur

Simulation von Stabilverteilungen sind in [3] zu finden.)



KAPITEL 6. SIMULATION VON MEHRDIMENSIONALEN VERTEILUNGEN 73

• Man generiere unabhängig vom ersten Schritt n unabhängig Beobachtungen der Recht-
eckverteilung U(0, 1).

• Man berechne Xk = F−1
k (U∗k ) für k = 1, ..., n mit

U∗k = τ

(
−1

γ
lnUk

)

Der Simulationsalgorithmus von Marshall und Olkin hat den Vorteil, dass hier der Rechen-
aufwand im Gegensatz zur bedingten Inversionsmethode für höhere Dimensionen nicht so stark
ansteigt wie bei der bedingten Inversionsmethode. Der einzige Nachteil der Methode von Mars-
hall und Olkin ist, dass man eine zusätzliche Zufallsvariable γ simulieren muss.

6.5 Simulation für elliptische Copulas

Nachdem wir im vorherigen Abschnitt Simulationsalgorithmen für die archimedischen Copulas
betrachtet haben, geht es in diesem Abschnitt darum, Simulationsalgorithmen für die Klasse der
elliptischen Copulas zu finden. Grundlage für diesen Abschnitt ist [4]. Wie wir bereits gesehen
haben, lassen sich die meisten elliptischen Copulas nicht als geschlossener Ausdruck darstellen.
Dennoch lassen sich diese Copulas einfach simulieren, wie nun an unseren beiden Beispielen,
der Gauß-Copula und der t-Copula, gezeigt wird.

Simulationsalgorithmus für Gauß-Copulas 6.5.1. Realisationen der Gauß-n-Copula CGa
R er-

hält man mit folgendem Algorithmus:

• Man führe eine Cholesky-Zerlegung von der KorrelationsmatrixR durch (Man sucht eine
Matix A mit R = AAT ).

• Man simuliere den n-dimensionalen Zufallsvektor z = (z1, ..., zn)T , wobei die zi mit
i = 1, .., n unabhängig identisch standardnormalverteilt sind.

• Man setze x = Az.

• Man setze ui = Φ(xi) für i = 1, ..., n, wobei Φ die univariate Standardnormalverteilung
darstellt.

Eine t-Copula ist ebenfalls einfach zu simulieren, wie folgendes Beispiel zeigt:

Simulationsalgorithmus für t-Copulas 6.5.2. Realisationen der t-Copula Ct
ν,R erhält man mit

folgendem Algorithmus:

• Man führe eine Cholesky-Zerlegung der Korrelationsmatrix R durch, so dass R = AAT

gilt.
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• Man simuliere den n-dimensionalen Zufallsvektor z = (z1, ..., zn)T , wobei die zi mit
i = 1, .., n unabhängig identisch standardnormalverteilt sind.

• Man simuliere eine Zufallsvariable s von χ2
ν unabhängig von z.

• Man setze y = Az.

• Man setze x =
√

ν
s
y.

• Man setze ui = Tν(xi), für i = 1, ..., n, wobei Tν die univariate t-Verteilung mit ν
Freiheitsgraden bezeichnet.

Bei diesen beiden vorgestellten Algorithmen erhält man wie gewohnt die Realisation der
gemeinsamen Verteilung aus der Realisation der Copula, indem man die Quantilfunktion der
univariaten Randverteilungen F−1

i an den Stellen ui für i = 1, .., n auswertet.

6.6 Illustration

Mit den Simulationsalgorithmen für archimedische und elliptische Copulas sind wir in der La-
ge, Realisationen für die vier Beispielcopulas zu generieren. In Abbildung 6.1 sind jeweils 2000

Simulationen der 2-dimensionalen Gaußcopula und der 2-dimensionalen t-Copula mit 2 Frei-
heitsgraden dargestellt. Diese beiden Copulas haben die gleiche Korrelation. Trodzdem sind

Abbildung 6.1: 2000 Realisierungen der Gauß-Copula und der t-Copula-Copula mit 2 Freiheits-
graden, jeweils mit Korrelation r = 0, 891

deutliche Unterschiede zu erkennen. Die t-Copula hat offensichtlich die Tendenz, mehr Werte
in der oberen linken und unteren rechten Ecken zu generieren. Die Unterschiede zwischen die-
sen beiden Copulas werden im achten Kapitel von entscheidender Bedeutung sein.
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Die Abbildung 6.2 zeigt 2000 Realisierungen der 2-dimensionalen Clayton-Copula mit Parame-
ter 14/3 und der 2-dimensionalen Gumbel-Copula mit Parameter 10/3. Die Parameter wurden
gerade so gewählt, dass beide Copulas den Wert 0, 7 für Kendall’s τ annehmen. An diesen Si-

Abbildung 6.2: 2000 Realisierungen der Clayton-Copula mit Parameter 14/3 und der Gumbel-
Copula mit Parameter 10/3

mulationen ist nochmals gut zu erkennen, dass die Clayton-Copula untere Tail Dependence hat,
und somit viele Werte in der linken unteren Ecke generiert. Diese Copula eignet sich also da-
zu Situationen zu modellieren, in denen es häufig zu gemeinsamen tiefen Werten kommt. Die
Gumbel-Copula hat obere Tail Dependence und ist daher in der Lage gemeinsam große Werte
zu modellieren.
Die Korrelation der elliptischen Copulas in Abbildung 6.1 ist auch so gewählt worden, dass
diese beiden Copulas den Wert 0, 7 für Kendall’s τ annehmen. Vergleicht man die elliptischen
Copulas mit den der Gumbel-Copula bzw. der Clayton-Copula, so fällt auf, dass die elliptischen
Copulas eine annähernd symmetrische Punktwolke generieren. Diese Eigenschaft folgt aus der
zugrunde liegenden elliptischen Verteilung.



Kapitel 7

Statistische Konzepte

Nachdem wir im letzten Kapitel die Simulation einer Copula für gegebene Verteilungsfunktio-
nen betrachtet haben, geht es in diesem Kapitel um das Schätzen der passenden Randverteilun-
gen und Copulafunktion bei gegebenem Datensatz. Je nach getroffener Modellannahmne lassen
sich die Schätzmethoden in drei Kategorien einteilen. Es gibt die parametrische, die semipara-
metrische und die nichtparametrische Schätzmethode.
Der erste Abschnitt beschäftigt sich mit der parametrischen Schätzmethode. Dabei wird die
Maximum-Likelihood-Methode angewandt, durch welche die Copulafunktionen und die Rand-
verteilungen parametrisch spezifiziert werden. Angelehnt daran wird zudem die Schätzmethode
mittels Inferenzfunktionen vorgestellt.
Im zweiten Abschnitt werden semiparametrische Schätzmethoden aufgezeigt. Hierbei werden
entweder die Copulafunktionen oder die Randverteilungen parametrisch geschätzt.
Im dritten Abschnitt wird auf die nichtparametrische Schätzung näher eingegangen. Dabei wer-
den die gesuchten Verteilungsfunktionen bzw. die gesuchten Dichten durch ihre empirischen
Gegenstücke oder mittels der auf Kernen basierenden Glättungsmethode geschätzt.
Nach welcher dieser drei Methoden man das Copula-Modell schätzen sollte, hängt von den
ex-ante Informationen zu der Copulafunktion oder den Randverteilungen ab. Hat man keine In-
formationen gegeben, so ist die nichtparametrische Methode anzuwenden. Falls Informationen
zu einer Verteilungsfunktion vorliegen, sollte man diese selbstverständlich berücksichtigen und
ggf. nur noch den Parameter schätzen. Im Folgenden werden diese drei Methoden vorgestellt
und ihre Vor- und Nachteile aufgezeigt.

7.1 Parametrische Schätzung

Die parametrische Schätzung wird angewandt, falls sowohl für die Copulafunktion als auch
für die univariaten Randverteilungen ein parametrisches Modell vorliegt. Das bedeutet, dass die
Copula und die Randverteilungen jeweils bis auf einen zu schätzenden Parametervektor bekannt
sind.
Die wichtigste Methode zur Schätzung der Parameter ist die Maximum-Likelihood-Schätzung
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(maximum likelihood estimation, kurz: MLE), für welche es zwei mögliche Vorgehensweisen
gibt. Bei der ersten, der exakten ML-Methode, werden alle Parameter simultan geschätzt, wo-
hingegen bei der zweiten, der Methode der Inferenzfunktionen, zuerst nur die Parameter der
Randverteilungen geschätzt werden. Diese werden dann bei der Schätzung der Copulaparame-
ter verwendet.
Die Rahmenbedingungen für diese beiden Methoden sind folgende.

Voraussetzungen 7.1.1. Der Zufallsvektor X = (x1, ..., xn)T habe die gemeinsame Vertei-
lungsfunktion F (x1, ..., Xn; θ) und die Randverteilungen Fi(Xi, αi) für i = 1, ..., n, wobei
θ, α1, ..., αn die zu schätzenden Parametervektoren der Verteilungen sind.
Nach Sklar’s Theorem 2.2.10 gibt es eine Copula C, für die gilt

F (x1, ..., xn, θ) = C(F1(x1;α1), ..., Fn(xn;αn); θC).

Die Copula C ist hierbei parametrisch bestimmt mit Parametervektor θC . Für die Schätzung
wird die Dichtefunktion benötigt, welche sich nach Defintion 2.8.1 mithilfe der Copuladichte c
darstellen lässt als

f(x1, ..., xd; θ) = c(F1(x1;α1), ..., Fn(xn;αn); θC) ·
n∏
i=1

fi(xi;αi). (7.1)

Indem man die Copula nach ihren Randverteilungen differenziert, erhält man die Copuladichte

c(F1(x1;α1), ..., Fn(xn;αn); θC) =
∂nC(F1(x1;α1), ..., Fn(xn;αn); θC)

∂F1(x1;α1)...∂Fn(xn;αn)
.

Indem man die Randverteilungen ableitet, erhält man die Randdichten fi, für die gilt

fi(xi;αi) =
∂Fi(xi;αi)

∂xi
. (7.2)

7.1.1 Exakte Maximum-Likelihood-Schätzung

Sei die Stichprobe vom Umfang D eines n-dimensionalen Zufallsvektors gegeben durch

{xt}Dt=1 = {(x1t, ..., xnt)
T}Dt=1. (7.3)

Aus der Gleichung 7.1 und der Stichprobe ergibt sich die Loglikelihoodfunktion

l(θ) =
D∑
t=1

ln c(F1t(x1t;α1), ..., Fnt(xnt;αn); θc) +
D∑
t=1

n∑
i=1

ln fi(xit;αi), (7.4)
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wobei θ ein Parametervektor ist, bestehend aus dem Parameter θc der Copula und den αi der
Randverteilungen. Der exakte ML-Schätzer ist das Maximum der Loglikelihoodfunktion

θ̂MLE = max
θ∈Θ

l(θ),

wobei Θ die Menge aller möglichen Parametervektoren θ ist. Bei dieser Methode werden alle
Parameter simultan geschätzt.
Die folgenden Regularitätsbedingungen werden benötigt, um Aussagen zur Güte des Schätzers
treffen.

Definition 7.1.2. (Regularitätsbedingungen) Sei f(x; θ) und Θ die Menge aller möglichen Pa-
rametervektoren θ. θ0 sei der wahre Wert des zu schätzenden Parametervektors θ. Die Regula-

ritätsbedingungen sind erfüllt, falls folgendes gilt:

1. Für jedes θ ∈ Θ existitieren die Ableitungen

∂ ln f(x; θ)

∂θ
,

∂2 ln f(x; θ)

∂2θ
,

∂3 ln f(x; θ)

∂3θ

für alle x.

2. Für jedes θ0 ∈ Θ existieren Funktionen g(x), h(x) und H(x), so dass für θ in der Umge-
bung von θ0) und für alle x die Ungleichungen∣∣∣∣∂f(x; θ)

∂θ

∣∣∣∣ ≤ g(x),

∣∣∣∣∂2f(x; θ)

∂2θ

∣∣∣∣ ≤ h(x),

∣∣∣∣∂3 ln f(x; θ)

∂3θ

∣∣∣∣ ≤ H(x)

mit ∫
R
g(x)dx <∞,

∫
R
h(x)dx <∞, Eθ(H(X)) <∞

erfüllt sind.

3. Für jedes θ ∈ Θ gilt

0 < E

((
∂ ln f(X; θ)

∂θ

)2
)
<∞

Mit diesen Regularitätsbedingungen gelten folgende Eigenschaften für die exakten ML-
Schätzer:

Satz 7.1.3. [21, Theorem 17.1] Unter diesen Regularitätsbedingungen gilt für einen ML-Schätzer
θ̂, wobei θ0 der wahre Parametervektor ist:

1. θ̂ ist konsistent.
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2. θ̂ ist asymptotisch normalverteilt θ̂ ∼ N [θ0, {I(θ0}−1], mit

θ̂ ∼ N [θ0, {I(θ0}−1], wobei I = E0

[(
∂ ln l(θ0)

∂θ0

)(
∂ ln l(θ0)

∂θ0

)T]

die Fisher-Information bezeichnet.

3. θ̂ ist invariant in dem Sinne, dass c(θ̂) der ML-Schätzer für eine stetig differenzierbare
Funktion δ0 = c(θ0) ist.

Beweis. Dieser Satz wird in [21, Seiten 477 ff.] bewiesen.

Dieses Verfahren ist zwar sehr aufwendig, jedoch liefert es ein exaktes Ergebnis. Daher
wird es auch exakte ML-Methode genannt. Der große Nachteil dieser Methode ist, dass eine
analytische Berechnung des ML-Schätzers teilweise nicht möglich ist und er daher numerisch
angenähert werden muss. Dieser konvergiert oft nur schlecht oder gar nicht. Da bei dieser Me-
thode alle Parameter gleichzeitig optimiert werden, ist die Rechenintensität sehr hoch.

7.1.2 Methode der Inferenzfunktionen für die Randverteilungen

Die Methode der Inferenzfunktionen für die Randverteilungen ist ebenfalls eine parametrische
Schätzfunktion auf der Grundlage des ML-Schätzers. Diese wurde in [22] eingeführt.
Inferenzfunktionen der Randverteilungen (inference functions for margins, kurz IFM) sind de-
finiert als die ersten Ableitungen der Loglikelihoodfunktionen der Randverteilungen.
Bei genauerer Betrachtung der Gleichung (7.4) erkennt man, dass sich die Loglikelihoodfunkti-
on in zwei Teile aufspaltet, wobei der Teil mit der Doppelsumme nur von den Randverteilungen
und nicht von der Copulafunktion abhängt.
Die Idee der Schätzmethode mittels Inferenzfunktionen ist es, zunächst die Parameter α1, ...αn

der univariaten Randverteilungen zu schätzen. Zu der Stichprobe (7.3) betrachtet man die Lo-
glikelihoodfunktionen der Randverteilungen

li(αi) =
D∑
t=1

ln fi(Xit;αi).

Indem man diese Funktionen bzgl. ihren Parametern maximiert, erhält man die Schätzer der
Parameter

α̂i = max
αi

li(αi).

Diese Schätzer fasst man zum Vektor (α̂1, ..., α̂n)T zusammen, welchem man im zweiten Schritt
verwendet, um einen Schätzer des Copulaparameters θc zu finden.
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Dazu lässt dich die Loglikelihoodfunktion der Copula C darstellen als

lc(θc; α̂1, ..., α̂n) =
D∑
t=1

ln c(F1t(X1t; α̂1), ..., Fnt(Xnt; α̂n); θc).

Unter den Regularitätsbedingungen 7.1.2 lässt sich diese Funktion lc optimieren, und man erhält
für den Copulaparameter den ML-Schätzer

θ̂c = max
θ∈Θ

lc(θc; α̂1, ..., α̂n).

Dieser Schätzer θ̂IFM = (θ̂c; α̂1, ..., α̂n)T des Parametervektors (θc;α1, ..., αn)T wird IFM-
Schätzer genannt. Er ist Lösung des Gleichungssystems(

∂l1
∂α1

, ...,
∂ln
∂αn

,
∂lc
∂θc

)T
= (0, ..., 0)T .

Der exakte ML-Schätzer ist hingegen Lösung des Gleichungssystems(
∂l

∂α1

, ...,
∂l

∂αn
,
∂l

∂θc

)T
= (0, ..., 0)T .

Daran erkennt man, dass die beiden Schätzer im Allgemeinen nicht übereinstimmen. Eine Aus-
nahme bilden die beiden Schätzer bei einer Gauß-Copula, also die Copula der multivariaten
Normalverteilung. In dem Fall stimmen sie überein, wie in [23] gezeigt wird. Dort wurde auch
das asymptotische Verhalten des IFM-Schätzers näher untersucht. Unter den Regularitätsbedin-
gungen 7.1.2 ist der IFM-Schätzer ebenfalls asymptotisch normalverteilt, und es gilt

√
D
(
θ̂IFM − θ0

)
7→ N(0, G−1(θ0)),

wobei G−1(θ0) die Informationsmatrix von Godambe darstellt. Diese ist definiert als

G−1(θ0) = D−1V (D−1)T ,

mit D = E
(
∂s(θ)
∂θ

)
, V = E[s(θ)s(θ)T ] und Scorefunktion

s(θ) =

(
∂l1
∂α1

...
∂ln
∂αn

,
∂lc
∂θc

)T
.

7.1.3 Fazit

Da man bei diesem Schätzverfahren nicht alle Parameter simultan schätzt, ist der Rechenauf-
wand im Vergleich zur exakten Maximum-Likelihood-Methode geringer.
Mit der IFM-Methode kann man die Abhängigkeitsstrukturen von Modellen vergleichen und
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Sensitivitätsanalysen der Modelle für bestimmte Vorhersagen durchführen. Damit ist der IFM-
Schätzer rubuster gegen Fehlspezifikationen der Abhängigkeitsstruktur und Ausreißern in der
Stichproben als die der CML-Schätzer.
Kleine Stichproben können bei der CML-Methode zu großen Problemen führen. Diese können
bei der IFM-Methode etwas eingeschränkt werden, wenn alle Parameter durch univariate Like-
lihoodfunktionen geschätzt werden können.
In [40] wird außerdem gezeigt, dass der IFM-Schätzer im Vergleich zum exakten ML-Schätzer
höhere Effizienz besitzt.

7.2 Semiparametrische Schätzung

Bei der semiparametrischen Schätzung werden die parametrische und die nichtparametrische
Schätzung kombiniert. In Bezug auf Copulas bedeutet dies, dass die Copulafunktion bis auf
einen Parametervektor gegeben ist, man aber keine Informationen zu den univariaten Randver-
teilungen gegeben hat. Diese sind dann nichtparametrisch zu schätzen. Der umgekehrte Fall,
bei dem die Copulafunktion nichtparametrisch geschätzt wird, aber dafür die univariaten Rand-
verteilungen parametrisch spezifiert sind, ist ebenfalls möglich, wird in dieser Arbeit allerdings
nicht berücksichtigt. Grundlage dieses Abschnitts bildet [33].

7.2.1 Kanonische Maximum-Likelihood-Schätzung

Bei der kanonischen ML-Schätzung betrachten wir wieder den n-dimensionalen Zuvallsvektor
X mit gemeinsamer Verteilungsfunktion

F (x1, ..., xn; θ) = C(F1(x1), ..., Fn(xn); θ).

θ ist in diesem Fall der Parametervektor der Copula. Die Bestimmung der Randverteilungen
wird umgangen, indem man die Stichprobe {(x1t, ..., xnt)

T}Dt=1 in eine auf I rechteckverteil-
te Stichprobe {(u1t, ..., unt)

T}Dt=1 transformiert. Da auf I rechteckverteilte Zufallsvariablen die
Dichte 1 auf ihrem Definitionbereich [0, 1] besitzen, fallen in der Gleichung 7.1 die Ausdrücke
der univariaten Dichtefunktionen weg.
Die Loglikelihoodfunktion hängt somit nur noch von der Copuladichte ab. Da es bei dieser
Schätzmethode nicht um die gemeinsame Verteilungsfunktion, sondern primär um die Copula-
funktion geht, nennt man die diese Methode die kanonische ML-Schätzung (canonical maxi-
mum likelihood, kurz CML). Das Finden des CML-Schätzers verläuft zweischrittig.
Im ersten Schritt werden die Randverteilungen Fi durch ihre empirischen Verteilungsfunktionen
ersetzt, wobei eine empirische Verteilungsfunktion definiert ist als

F̂ np
i (x) =

1

D

D∑
t=1

I{Xit≤x}.
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Hier und im Folgenden dient np der Kennzeichnung eines nichtparametrischen Schätzers.
Falls mehrere der uis Werte nahe 1 annehmen, kann dies zu Randwertproblemen führen. Um
diese zu umgehen, wird in der Praxis häufig mit dem Faktor D

D+1
reskaliert:

F̂ np′

i (xi) =
1

D + 1

D∑
t=1

I{Xit≤xi} (7.5)

Diese empirischen Randverteilungen werden nun in die Gleichung (7.1) eingesetzt, bei der wie
oben beschrieben die Dichten der Randverteilungen wegfallen, und wir erhalten

f(x1, ..., xn; θ) = c(F̂ np
1 (x1), ..., F̂ np

n (xn); θ).

Im zweiten Schritt wird nun die ML-Methode angewandt, indem die Loglikelihoodfunktion in
Abhängigkeit des Copulaparameters θ maximiert wird. Die Gleichung (7.4) vereinfacht sich
aufgrund der wegfallenden Dichten der Randverteilungen zu

l(θ) =
D∑
t=1

ln c(F̂ np
1 (x1), ..., F̂ np

n (xn); θ)

=
D∑
t=1

ln c(û1t, ..., ûnt; θ).

Der kanonische ML-Schätzer θ̂CML ist dann definiert als

θ̂CML = max
θ∈Θ

l(θ).

Auch dieser Schätzer ist unter den Regularitätsbedingungen 7.1.2 konsistent und asyptotisch
normalverteilt, wie in [17, Chapter 2] mithilfe der Taylor-Entwicklung der Loglikelihoodfunk-
tion gezeigt wird.
Bei der kanonischen ML-Schätzung werden im Gegensatz zur exakten ML-Schätzung und zur
Schätzung mittels Inferenzfunktionen keine Annahmen zu den Randverteilungen getroffen,
wodurch eine Fehlspezifikation ausgeschlossen wird. Kommt man bei den drei vorgestellten
Schätzverfahren zu stark unterschiedlichen Schätzern, so kann dies als Indiz für eine Fehlspe-
zifikaion einer oder mehrerer Randverteilungen angesehen werden.

7.2.2 Schätzung mittels copulabasierter Abhängigkeitsmaße

Im Folgenden betrachten wir die Schätzung des Copulaparameters mithife bekannter Abhängig-
keitsmaße. In dieser Arbeit beschränken wir uns auf die Schätzung mittels Kendall’s τ . Grund-
lagen für diesen Abschnitt sind [30, Section 5.5.1] und [33].
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7.2.2.1 Schätzung mittels copulabasierter Abhänigkeitsmaße für archimedische Copula

Wie in Satz 5.3.1 gesehen, lässt sich Kendall‘s τ für geordnete parametrische archimedische
Copulafamilien als streng monotone Funktion in Abhängigkeit vom Copulaparameter darstel-
len:

τ = f(θ)

Mit diesem Zusammenhang lässt sich leicht ein Schätzer θ̂ finden, indem man die theoretische
Version von Kendall’s τ in dieser Gleichung durch den empirischen Schätzer (3.7) substituiert.
Man erhält somit τ̂np = f(θ̂). Da f für geordnete Copulafamilien streng monoton ist, kann man
die Gleichung nach den gesuchten Schätzer θ̂ auflösen, und erhält

θ̂ = f−1(τ̂np).

Da die Randverteilungen nichtparametrisch geschätzt werden, für die Copula aber mithilfe von
Kendall’s τ ein Parameter spezifiziert wird, liegt ein semiparametrischer Schätzer vor.

7.2.2.2 Schätzung mittels copulabasierter Abhängigkeitsmaße für elliptische Copulas

Möchte man bei elliptischen Copulas die Korrelationsmatix schätzen, so kann man den in Satz
4.3.1 beschriebenen Zusammenhang

τ(Xi, Xj) =
2

π
arcsin rij (7.6)

ausnutzen. Dazu ist die Vorgehensweise ähnlich wie im Fall archimedischer Copulas. Zunächst
schätzt man wieder für je zwei Randverteilungen Kendall’s τ mittels (3.7), löst dann die Glei-
chung (7.6) nach der Korrelation auf und fasst die Werte in einer Matrix zusammen. Diese
Matrix ist im Allgemeinen nicht mehr positiv semidefinit, kann aber mithilfe der Eigenwert-
methode auf eine solche Gestalt gebracht werden. Dies wird in [30, Algorithm 5.55] näher
ausgeführt.

7.2.3 Fazit

Der größte Vorteil der Schätzung mittels copulabasierter Abhängigkeitsmaße ist die einfache
Anwendbarkeit, da keine rechenintensintensiven numerischen Annäherungsverfahren angewandt
werden. Der größte Nachteil dieser Methode ist, dass die Effizienz viel geringer als bei dem zu-
vor eingeführten ML-Schätzer ist, was beispielsweise in [33, 7.4.3] für archimedische Copulas
gezeigt wird.
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7.3 Nichtparametrische Schätzung

Bei der nichtparametrischen Schätzung benötigt man im Gegensatz zu den vorher besprochenen
Schätzmethoden keine Spezifikationen der zugrunde liegenden Verteilungen. Hier geht es also
nicht mehr darum, den passenden Parameter einer Copulafamilie zu finden, sondern einen kon-
sistenten Schätzer für die Copula an sich auf der Grundlage einer Stichprobe zu konstruieren.
Hierzu werden zwei Möglichkeiten aufgezeigt.
Die erste benutzt die direkt aus den Stichprobendaten abgeleiteten empirischen Verteilungs-
funktionen zur Schätzung der unbekannten Verteilung und wurde von Deheuvels in [6] und [7]
entwickelt.
Bei der zweiten Methode wird die Glättungsmethode mittels Kernen benutzt. Die Kernschät-
zung kann dabei sowohl auf die Copuladichte als auch auf die Dichte ihrer Randverteilungen
angewandt werden. Das Verfahren der Kernschätzung wurde von Gijbels und Mielniczuk in [20]
für den bivariaten Fall eingeführt, und Fermanian und Scaillet haben dieses Verfahren in [13]
auf den multivariaten Fall erweitert. Diese Schätzverfahren werden im Folgenden vorgestellt.

7.3.1 Die emprirische Copula von Deheuvels

Nach dem Theorem von Glivenko-Cantelli konvergiert die empirische Verteilungsfunktion ei-
ner einfachen Stichprobe fast sicher gegen ihre zugrunde liegende Verteilungsfunktion F . Dies
wird z. B. in [19, Seite 56] bewiesen. Auf dieser Grundlage hat Deheuvels einen nichtparame-
trischen konsistenten Schätzer für eine Copula eingeführt. Dieser wird die emprische Copula
genannt und wird im Folgenden vorgestellt. Grundlage dieses Abschnitts ist [33].

Definition 7.3.1. (empirische Copula)
Sei wieder {(X1t, ..., Xnt)

T}Dt=1 eine Stichprobe vom Umfang D des n-dimensionalen Vektors
X . Zu diesem werden Ordnungsstatistiken {X(t)

1 , ..., X
(t)
n } und Rangstatistiken {R1t, ..., Rnt}

aufgestellt. Dabei haben diese die Beziehung X(Rit)
i = Xit. Weiter sei die multivariate empiri-

sche Verteilungsfunktion gegeben durch

F̂ np(x1, ..., xn) =
1

D

D∑
t=1

I{X1≤x1,...,Xn≤xn}.

F̂ np
i (xi) seien für i = 1, ..., n die univariaten empirischen Verteilungsfunktionen.

Eine empirische Copula Ĉnp ist dann nach Sklar’s Theorem definiert als

F̂ np(x1, ..., xn) = Ĉnp
(
F̂ np

1 (x1), ..., F̂ np
n (xn)

)
Die Funktion Ĉnp ist auf dem Gitter gD = {( t1

D
, ..., tn

D
), 1 ≤ ti ≤ D, 1 ≤ i ≤ n} eindeutig
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definiert durch

Ĉnp(
t1
D
, ...,

tn
D

) =
1

D

D∑
t=1

I{X1t≤X
(t1)
1 ,...,Xnt≤X(tn)

n }.

Bemerkung 7.3.2.

1. Äquivalent dazu kann man Ĉnp mittels Rangstatistiken darstellen als

Ĉnp(
t1
D
, ...,

tn
D

) =
1

D

D∑
t=1

n∏
i=1

I{(Rit≤ti}.

2. Es gilt supu∈[0,1] |Ĉnp(u)−C(u)| 7→ 0, fast sicher. Das heißt, die empirische Copula kon-
vergiert gleichmäßig fast sicher gegen die zugrunde liegende Copula, wenn der Umfang
der Stichprobe gegen Unendlich geht, was in [7] bewiesen wird.

Zu einer empirischen Copula Ĉnp lässt sich auch eine empirische Dichte angeben.

Definition 7.3.3. Die empische Dichte einer empirischen Copula ist definiert durch

ĉnp
(
t1
D
, ...,

tn
D

)
=

{
1
D
, falls (X1t, ..., Xnt) ein Element der Stichprobe ist.

0 sonst.

Diese diskrete Dichte ĉnp lässt sich wie üblich mit ihrer Copula in Verbindung bringen.

Bemerkung 7.3.4. Für eine emprische Copula Ĉnp mit Dichte ĉnp gilt

Ĉnp

(
t1
D
, ...,

tn
D

)
=

t1∑
j1=1

...

tn∑
jn=1

ĉnp
(
j1

D
, ...,

jn
D

)
.

Mit diesen Definitionen der Dichte und der Verteilungsfunktion sind wir nun in der Lage
Abhängigkeitsmaße einer Copula auf Grundlage der empirischen Copula darzustellen.

Satz 7.3.5. [31, Theorem 5.2] Seien Ĉnp eine empirische Copula und sei ĉnp ihre Dichtefunk-
tion. Weiter sei die Stichprobe {(X1t, X2t)

T}Dt=1 gegeben. Dann lässt sich Kendall’s τ und Spe-
arman’s ρ auf Grundlage der empirischen Copula bestimmen durch

τ̂np =
2D

D − 1

D∑
t1=1

D∑
t2=1

t1−1∑
j1=1

t2−1∑
j2=1

(
ĉnp
(
t1
D
,
t2
D

)
ĉnp
(
j1

D
,
j2

D

)
− ĉnp

(
t1
D
,
j2

D

)
ĉnp
(
j1

D
,
t2
D

))
und

ρ̂np =
12

D2 − 1

D∑
t1=1

D∑
t2=1

(
Ĉnp

(
t1
D
,
t2
D

)
− t1
D

t2
D

)
.
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Beweis. Dies wird bewiesen, indem man die Schätzer von Kendall’s τ aus 3.3.3 und Spearman’s
ρ aus 3.4.5 auf die Stichprobe anwendet, die der empirischen Copula zugrunde liegt. Ausgeführt
wird dies in [31, Seite 178].

Die empirische Copula hat den Vorteil, dass sie sich unkompliziert aus einer Stichprobe
ermitteln lässt, jedoch hat sie den großen Nachteil, dass sie unstetig ist. Daher sollte man, um
stetige Verteilungsfunktionen zu schätzen, besser zur Methode der Kernschätzer übergehen,
welche im Folgenden vorgestellt wird.

7.3.2 Nichtparametrische Kernschätzung

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit Glättungsmethoden. Diese zählen ebenfalls zu
den nichtparametrischen Schätzmethoden, da sie keine ex-ante Information für die zu schät-
zenden Verteilungen benötigen. Eine bekannte Glättungsmethode ist die mittels Kernschätzer,
welche in diesem Abschnitt erarbeitet wird. Kernschätzer lassen sich sowohl auf die Copula-
dichten als auch auf die Dichten der Randverteilungen anwenden. Grundlage dieses Abschnitts
ist [33].
Bei Gijbels und Mielniczuk [20] wird das Finden eines Kernschätzers für Copuladichten er-
arbeitet. Fermanian und Scaillet haben in [13] einen nichtparametrischen Kernschätzer für die
Copulafunktion entwickelt.
Im Folgenden wird der Begriff des Kerns definiert, um danach auf die beiden beschriebenen
Ansätze zur Kernschätzung näher einzugehen.

7.3.2.1 Grundlagen eines Kernschätzers

Definition 7.3.6. (Kern) Eine reelle, beschränkte und symmetische Funktion k : R 7→ R+ ist
ein Kern, falls gilt ∫ ∞

−∞
k(s)ds = 1.

Ein Kern ist somit die Lebegue-Dichte eines beliebig wählbaren Wahrscheinlichkeitsmaßes. Für
den multivariaten Fall kann man n-dimensionale Kerne definieren. Der einfachste Fall ist hier
der Produktkern, welcher das Produkt von n univariaten Kernen ist:

k(s) =
n∏
i=1

ki(si)

Der Produktkern hat die Stammfunktion

K(s) =
n∏
i=1

∫ si

−∞
ki(ti)dti =

n∏
i=1

Ki(si).
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Mit den Kernen können wir nun Kernschätzer definieren.

Definition 7.3.7. (univariater Kernschätzer) Ein univariater Kernschätzer f̂ auf Grundlage ei-
ner Stichprobe (x1, ..., xD) ist nun definiert als

f̂(x) =
1

Dh

D∑
t=1

k

(
x− xt
h

)
,

mit Bandbreite h > 0 und univariatem Kern k.

Bemerkung 7.3.8. Um konstistente Schätzer zu erhalten, muss für die Kerne gelten, dass sie
stetig, symmetrisch und fast überall glatt sind. Diese Kerne lassen sich in zwei Klassen eintei-
len. Die erste Klasse besteht aus Kernen, deren Gewicht asymptotisch gegen 0 läuft, wie zum
Beispiel

• Gaußkern k(t) = 1√
2π

exp
(
−1

2
t2
)

• Cauchy-Kern k(t) = 1
π(1+t2)

• Picard-Kern k(t) = 1
2

exp(−|t|)

Die zweite Klasse besteht aus Kernen, die ab einen bestimmten Punkt das Gewicht Null haben,
wie beispielsweise:

• Gleichförmiger Kern k(t) = 1
2

für |t| ≤ 1 und 0 sonst

• Cosinus-Kern k(t) = 1 + cos(2πt) für |t| ≤ 1
2

und 0 sonst

• Dreieck-Kern k(t) = 1− |t| für |t| ≤ 1 und 0 sonst.

Die Wahl des Kerns ist nicht entscheidend für die Güte des Schätzers. Allerdings ist die Band-
breite h entscheidend für die Qualität des Schätzers. Um die Konvergenz des Dichteschätzers
zu erhalten, muss für die Bandbreite limD 7→∞ h = 0 und limD 7→∞ hD = ∞ gelten. Wählt man
h zu klein, so erscheint der Schätzer verwackelt. Für eine zu groß gewählte Bandbreite wird die
Schätzung ungenau. Dieses Optimierungsproblem wurde in [32, Section 2.7] gelöst. Dort wird
auch ein Konstruktion einer optimalen Bandbreite angegeben.

Definition 7.3.9. (multivariater Kernschätzer) Ein multivariater Kernschätzer f̂ auf der Grund-
lage einer Stichprobe {(x1t, ...xnt)

T}Dt=1 ist definiert als

f̂(x) =
1

D|h|

D∑
t=1

k
(
h−1(x− xt)

)
,

wobei x und xt in diesem Fall n-dimensionale Vektoren sind. Die Bandbreite h ist eine Diago-
nalmatrix mit Elementen {hi}ni=1 und Determinante |h| und k ist ein multivariater Kern.
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Bemerkung 7.3.10. Falls ein Produktkern vorliegt, ergibt sich damit für den Kernschätzer

f̂(x) =
1

D|h|

D∑
t=1

n∏
i=1

ki

(
xi − xit
hi

)
.

Die individuellen Bandbreiten hi(D) sind positive Funktionen in Abhängigkeit vom Stichpro-
benumfang D mit der Eigenschaften limD 7→∞ hi = 0 und limD 7→∞ hiD =∞.

7.3.2.2 Nichtparametrische Kernschätzung der Copula-Dichte nach Gijbels und Miel-
niczuk

Die nichtparametrische Kernschätzung der Copuladichte nach Gijbels und Mielniczuk befasst
sich ausschließlich mit dem bivariaten Fall. Grundlage für diesen Schätzer bildet die einfache
Stichprobe {X1t, X2t}Dt=1 aus dem Zufallsvektor (X1, X2)T mit gemeinsamer Verteilungsfunk-
tion F , Randverteilungen F1, F2 und Copula C.
Um den Kernschätzer zu konstruieren, wird als erstes die Stichprobe mittels der empririschen
Randverteilungen zu einer Pseudostichprobe

{(F̂ np
1 (X1t), F̂

np
2 (X2t))

T}Dt=1

transformiert, wobei die F̂ np
i die empirischen Randverteilungen aus Gleichung (7.5) sind.

Mithilfe dieser transformierten Stichprobe ist der natürliche Kernschätzer ĉnp(u1, u2) gegeben
durch

ĉnp(u1, u2) =
1

Dh2
D

D∑
t=1

k

(
u1 − F̂ np

1 (X1t)

hD
,
u2 − F̂ np

2 (X2t)

hD

)
(7.7)

Dabei ist k ein bivariater Kern und {hD}D=1,2,... eine Folge positiver Bandbreiten in Abhängig-
keit umfangreicher werdender Stichproben D, die gegen 0 konvergiert.
Die bivariate Copula ist auf dem Einheitsquadrat definiert. Der eben vorgestellte Schätzer (7.7)
liefert nur sinnvolle Ergebnisse, falls die Beobachtungen der transformierten Stichprobe nicht
zu dicht am Rand liegen. Die Idee des Kernschätzers ist nämlich, die Punkte der Beobachtungen
durch die Kerne zu verschmieren. Liegt ein Punkt dabei zu nah am Rand, so kann ein Teil der
Masse der Kerns außerhalb des Einheitsquadtrates liegen und würde somit nicht mehr berück-
sichtigt werden.
Die Idee ist hierbei, die Masse der Kerne, welche über das Einheitsquadrat hinaus ragt, zurück-
zuspiegeln, damit sich die Wahrscheinlichkeitsmasse über dem Einheitsquadrat wieder zu eins
summiert. Dieses Prinzip lässt sich für den eindimensionalen Fall zeigen.

Wir betrachten in Abbildung 7.1 den Fall, dass eine Kerndichteschätzung im Einheitsin-
tervall auf der Grundlage dreier Beoachtungspunkte durchgeführt werden soll. Dazu benutzen
wir Gaußkerne und Bandbreite h = 0, 2. Wie in dieser Abbildung verdeutlicht wird, würde
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Abbildung 7.1: Univariate Kerndichteschätzung innerhalb eines Intervalls. Quelle: [34, Seite
106]

ein erheblicher Teil der Masse der Kerne am linken Rand nicht mehr über dem Einheitsintervall
liegen und somit wegfallen. Dieser Teil wird zurückgespiegelt (gestrichelte Linie) und zur dorti-
gen Dichte dazuaddiert. Dadurch erhält man die fette Linie. Die Idee ist also, durch Spiegelung
der Punkte an der Intervallgrenze die Anzahl der Punkte zu verdoppeln. Eine Kerndichteschät-
zung mit der verdoppelten Anzahl an Beobachtungspunkten führt über dem Einheitsintervall zu
genau der fetten Linie, welche sich durch die Spiegelung ergeben hat.
Gleichermaßen würde man an der rechten Intervallgrenze verfahren.

Im bivariaten Fall wird das Problem der Verzerrtheit an den Rändern ebenfalls durch die
Spiegelbild-Modifakation gelöst. In Abbildung 7.2 wird dies am Beispiel von sieben Beob-

Abbildung 7.2: Grafische Illustration der bivariaten Spiegelbild-Modifikation. Quelle: [34, Seite
107]
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achtungspunkten gezeigt. Diese sieben Punkte werden jeweils an den Seiten und Ecken des
Einheitsquadrates gespiegelt, wodurch die Anzahl der Beobachtungen verneunfacht wird.
Die Kerndichteschätzung wird nun mit dem erweiterten Datensatz durchgeführt, wodurch sich
der Kernschätzer für die Copuladichte darstellen lässt als

ĉnp(u1, u2) =
1

Dh2
D

D∑
t=1

9∑
j=1

k

(
u1 −R1tj

h
,
u2 −R2tj

h

)
. (7.8)

Das Paar (R1tj, R2tj) durchläuft für j = 1, ..., 9 die Menge

{(R1t, R2t), (R1t,−R2t), (−R1t,−R2t), (R1t, 2−R2t), (−R1t, 2−R2t),

(2−R1t, R2t), (2−R1t,−R2t), (2−R1t, 2−R2t)},

mit R1t = F̂ np
1 (X1t) und R2t = F̂ np

2 (X2t).
Unter bestimmten Bedingungen an die Bandbreite und die Glattheit des Kerns ist in [20, Section
3] gezeigt worden, dass der Schätzer aus Gleichung (7.8) konsistent und asymptotisch normal-
verteilt ist.

7.3.3 Nichtparametrische Kernschätzung der Copula nach Fermanian und
Scaillet

Die nichtparametrische Kernschätzung der Copula ist von Fermanian und Scaillet in [13] ent-
wickelt worden. Grundlage dafür ist ein strikt stationärer Prozess {Xt, t ∈ Z}, welcher Werte
in Rn annimmt. Man wertet nun Xt = (X1t, ..., Xnt)

T im Punkt x = (x1, ..., xn)T ) aus, so
bezeichne f(x) die gemeinsame Dichte und F (x) die gemeinsame Verteilungsfunktion von Xt.
Der univariate Kernschätzer für die Randdichte fi(xi) von Xit an der Stelle xi sei wie gewohnt
definiert als

f̂npi (xi) =
1

Dhi

D∑
t=1

ki

(
xi −Xit

hi

)
.

Für die gemeinsame Dichte f(x) gilt

f̂np(x) =
1

D|h|

D∑
t=1

n∏
i=1

ki

(
xi −Xit

hi

)
.

Mifhilfe der Schätzer für die Randdichten können wir nun Schätzer für die Randverteilungen
konstruieren. Für einen Schätzer der Randverteilung Fi von Xit an der Stelle xi gilt

F̂ np
i (xi) =

∫ xi

−∞
f̂npi (y)dy,
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und für einen Schätzer für die gemeinsame Verteilungsfunktion F von Xt an der Stelle
x = (x1, ..., xn)T gilt

F̂ np(x) =

∫ xi

−∞
...

∫ xn

−∞
f̂np(y)dy.

Nach dem Korollar 2.2.11 von Sklar’s Theorem kann man eine Copula C in einem beliebigen
Punkt u = (u1, ..., un)T schätzen, indem man die Gleichung

Ĉnp(u) = F̂ np(ζ̂)

an der Stelle ζ̂ = (ζ̂1, ..., ζ̂n) auswertet, wobei die ζ̂i = inf{x|F̂ np
i (xi) ≥ ui} gerade die Kern-

schätzer der Quantilfunktionen sind.
In [13, Section 3] wird gezeigt, dass der Kernschätzer unter bestimmten Bedingungen an den
Kern, an das asymptotische Verhalten der Bandbreite und an den strikt stationären Prozess
asymptotisch normalverteilt ist.



Kapitel 8

Anwendungen

In diesem Abschnitt geht es darum, mit der Methode der latenten Zufallsvariablen die Risiken
im Kreditportfolio zu modellieren. Diese Methode ist Grundlage für alle Modelle, die vom Mer-
ton Modell abgeleitet sind, wie zum Beispiel das Kreditrisikomodell von der KMV Corporation
oder von CreditMetrics. Grundlage dieses Abschnitts ist [15].
In diesen Modellen fällt ein Schuldner aus, falls die latente Zufallsvariable einen bestimmten
Grenzwert unterschreitet. Die latente Zufallsvariable wird dabei als der Wert der Assets des
Schuldners interpretiert und der Grenzwert als der Wert der Verbindlichkeiten. Die Abhängig-
keit der Schuldnerausfälle wird dabei durch die Abhänigkeiten der latenten Zufallsvariablen
wiedergespiegelt.
Die Modelle von KMV Corporte und von CreditMetrics beruhen auf der Grundlage, dass die
latenten Zufallsvariablen gemeinsam normalverteilt sind. Daher werden die Kreditausfälle mit
der Gauß-Copula simuliert. Es gibt jedoch keinen überzeugenden Grund, sich für die multiva-
riate Normalverteilung zu entscheiden. In diesem Kapitel wird gezeigt, dass die Verteilung der
Portfolioverluste sehr stark von der multivariaten Verteilungsfunktion der latenten Zufallsvaria-
blen abhängt. Dabei kommt zu tragen, dass die multivariate Verteilungsfunktion nicht eindeutig
durch ihre Randverteilungen und ihre Korrelationsmatrix bestimmt ist.
In dieser Arbeit wird als Alternative zur Gauß-Copula die Verteilung der Creditportfolioverluste
mittels der t-Copula modelliert. Diese besitzt Tail Dependence. Daher generiert sie tendenziell
mehr gemeinsame Extremwerte. Dies schlägt direkt auf die Verteilung der Creditportfoliover-
luste durch, da gemeinsame tiefe Werte der Assets zu gemeinsamen Ausfällen vieler Schuldner
führen. Die jüngste Vergangenheit hat gezeigt, dass die gleichzeitigen Ausfälle vieler Kredite
tatsächlich vorkommt und daher in einem Modell berücksichtigt werden sollte.

8.1 Modell mit latenten Variablen

Betrachtet wird ein Portfolio von m Schuldnern und einen fester Zeithorizont Z, beispielswei-
se ein Jahr. Für 1 ≤ i ≤ m sei Yi die Zufallsvariable, die den Ausfall des Schuldners i am
Zeitpunkt Z darstellt. Yi nimmt die Werte {0, 1} an, wobei wir den Wert 1 als Ausfall des
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Schuldners interpretieren. Y bezeichnet man als Indikatorvektor. Zum Zeitpunkt t = 0 sei noch
kein Schuldner ausgefallen.
SeiX = (X1, ..., Xm)T einm-dimensionaler Zufallsvektor mit stetigen Randverteilungen, wel-
che die latenten Zufallsvariablen zum Zeitpunkt Z darstellen. Weiter seien (D1, ..., Dn)T ein
Vektor mit deterministischen Grenzwerten Di. Dann heißt (Xi, Di)1≤i≤m ein Modell mit laten-

ten Variablen für einen binären Zufallsvektor Y = (Y1, ..., Ym)T , falls genau dann Yi = 1 gilt,
wenn Xi ≤ Di ist.

In dem KMV Modell wird die Annahme getroffen, dass die Xi einer multivariaten Normal-
verteilung genügen. Sie werden als die Änderung der Assets interpretiert. Die Korrelation der
Assets wird mit Faktormodellen kalibriert, wobei die Faktoren makro-ökonomische Variablen
sind. Die Grenzwerte Di werden mithilfe der Technik zur Bepreisung von Optionen auf der
Grundlage der historischen Unternehmenswerten bestimmt. Bei dem Modell von Creditmetrics
läuft es ähnlich.

8.2 Copulas in Modell mit latenten Variablen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass die Gauß-Copula zu strukturell ähnlichen Modellen
führt. Dazu führen wir eine formale Definition für die Äquivalenz von Modellen mit latenten
Zufallsvariablen ein.

Definition 8.2.1. Seien (Xi, Di)1≤i≤m und (X i, Di)1≤i≤m zwei Modelle mit latenten Zufalls-
variablen, die die Indikatorvektoren Y und Y erzeugen. Die Modelle heißen äquivalent, falls
Y =d Y gilt.

Zwei äquivalente Modelle erzeugen also die gleiche Verteilung für die Anzahl der Ausfälle
im Kreditportfolio.
In Bezug auf Copulas gilt für äquivalente Modelle folgender Satz:

Satz 8.2.2. Seien (Xi, Di)1≤i≤m und (X i, Di)1≤i≤m zwei Modelle mit latenten Zufallsvariablen
mit latenten Zufallsvariablen, die die Indikatorvektoren Y und Y erzeugen. Die Modelle sind
äquivalent, wenn

1. P (Xi ≤ Di) = P (X i ≤ Di), für i ∈ {1, ...,m},

2. X und X haben die gleiche Copula.

Beweis. Der Beweis ist zu finden in [16, Proposition 3.3.].

Die folgende Bemerkung zeigt, dass gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeiten durch Copu-
las und die individuellen Wahrscheinlichkeiten für den Ausfall der Schuldner darstellt werden
können.
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Bemerkung 8.2.3. Man betrachte eine Menge von k Schuldnern {i1, ..., ik} ⊂ {1, ...,m} mit
individuellen Ausfallwahrscheinlichkeiten pi1 , ..., pik . Dann ist die gemeinsame Ausfallwahr-
scheinlichkeit dieser k Schuldner gegeben durch

P (Yi1 = 1, ..., Yik = 1) = P (Xi1 ≤ Dik , ..., Xik ≤ Dik) = Ci1,...,ik(pi1 , ..., pik),

wobei Ci1,...,ik die k-dimensionale Randverteilung der Copula C von X ist.

8.3 Vergleich zweier Modelle

In diesem Abschnitt wird das zuvor eingeführte Modell mit latenten Zufallsvariablen nun für
zwei Copulas simuliert und verglichen. Einerseits wählt man, wie in den Modellen der KMV
Corporation und CreditMetrics, die Gauß-Copula. Als zweites wird das Modell bezüglich der
t-Copula betrachtet. Es wird eine Copula mit mehrdimensionaler t-Verteilung gewählt, da die
t-Verteilung gegen die Normalverteilung konvergiert, falls man die Freiheitgrade gegen Unend-
lich laufen lässt. Daher könnte man vermuten, dass man mit diesen Copulas ähnliche Ergebnisse
erhält. Die t-Copula hat allerdings im Gegensatz zur Gauß-Copula Tail Dependence, was in [8,
Proposition 1] gezeigt wird. Dies führt dazu, dass bei der t-Copula extreme Ereignisse, also das
gleichzeitige Ausfallen vieler Schuldner, häufiger auftreten als bei der Gauß-Copula.
Wir betrachten nun ein homogenes Portfolio von m = 5000 Schuldnern, die alle die gleiche
individuelle Ausfallwahrscheinlichkeit besitzen. Die Asset-Korrelation zweier Schuldner sei
jeweils r = 0, 038. Damit sind die Modelle:

1. Gauß-Modell; X ∼ N5000(0, R),

2. t-Modell; X ∼ t5000(ν, 0, R),

wobei R eine Matrix ist mit den Elementen Rij = 1 für i = j und Rij = 0, 0038 für i 6= j.
Für die Anzahl der Freiheitsgrade gilt in unserem Fall ν = 10. Die Grenzwerte sind dabei so
gewählt, dass P (Yi = 1) = π = 0, 005 gilt. T sei ein Jahr.

Tabelle 8.1: Ergebnis der Simultation
Modell Min 25% Med Mean 75% 90% 95% 98% Max
Gauß 0 14 22 25,12 32 46 56 69 186
t 0 0 4 25,23 22 69 120 211 1980

Um nun Aussagen über die gesuchte Verteilungsfunktion der Anzahl der Schuldnerausfälle
M =

∑5000
i=1 Yi machen zu können, wurden diese beiden Modelle beide für jeweils 100000 Jahre

simuliert. Für den Erwartungswert von M gilt E(M) = mπ = 25. Es verwundert daher nicht,
dass der empirische Durchschnitt nahe dem Wert 25 liegt. Interessanter sind die hohen Quantile
von M , welche mit dem Value-at-Risk korrespondieren. Diese Quantile geben Auskunft über
das extreme Risiko, welches implizit in den Modellen enthalten ist. So ist beispielsweise der
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Wert zum 95%-Quantil im t-Modell mehr als doppelt so hoch wie im Gauß-Modell. Bei dem
98%-Quantil ist der Wert mit dem t-Modell schon um den Faktor 3 größer.
Dies zeigt, dass im t-Modell deutlich mehr gemeinsame Extremwerte generiert werden als in
Gauß-Modell, was sich auf die Tail Dependence im t-Modell zurückführen lässt.

Fazit: Individuelle Ausfallwahrscheinlichkeiten und die Korrelation der Assets reichen nicht
aus, um die Risiken eines Kreditportfolios zu bestimmen, da sie die Copula latenter Variablen
nicht eindeutig bestimmen.



Kapitel 9

Zusammenfassung

In dieser Arbeit ist zunächst die Copulatheorie erarbeitet worden. Dabei ist unter anderem
Sklar’s Theorem bewiesen worden. Mit diesem lässt sich eine multivariate Verteilungsfunk-
tion durch ihre Randverteilungen und eine Copulafunktion darstellen.
Es ist gezeigt worden, dass die Korrelation trotz ihrer großen Bekanntheit einige Nachteile bein-
haltet. Um diese zu beheben sind alternative Abhängigkeitsmaße angeführt worden. Kendall’s
τ und Spearman’s ρ haben im Gegensatz zur Korrelation die Vorteile, dass sie wie auch die
Copulas invariant gegenüber streng monotonen steigenden Umformungen der Zufallsvariablen
sind. Dabei ist die Beziehung zu den Copulas verdeutlicht worden. Ein weiterer Vorteil ist, dass
Kendall’s τ und Spearman’s ρ nicht nur lineare Zusammenhänge messen.
Weiter sind zwei wichtige Klassen von Copulas dargestellt worden: Die archimedischen und
die elliptischen Copulas. Zu diesen sind je zwei bekannte Vertreter vorgestellt worden, anhand
derer die Berechnung der vorher vorgestellten Abhängigkeitsmaße gezeigt worden ist.
Im Zusammenhang mit der Simulation von Zufallsvektoren ist gezeigt worden, dass man zu
gegebener Korrelation und gegebener Randverteilungen nicht in jedem Fall einen Zufallsvektor
finden kann, der die die Korrelation und die Randverteilungen besitzt. Es sind sowohl allgemei-
ne Simulationsalgorithmen, als auch auf spezielle Copulafamilien zugeschnittene Simulations-
algorithmen erarbeitet worden, wie die Simulationsmethode nach Marshall und Olkin für die
archimedischen Copulas.
Wir haben gesehen, wie man bei gegebenen Datensatz die Parameter einer Copula auf der
Grundlage der Maximum-Likelihood-Methode oder der Copulabasierten Abhängigkeitsmaße
schätzen kann. Des Weiteren ist die nichtparametrische Schätzung mittels Kernschätzer gezeigt
worden. Dabei ist dargestellt worden, wie man die Copuladichte mittels Spiegelungen nach
dem Ansatz von Gijbels und Mielniczuk, bzw. die Copula nach dem Ansatz von Fermanian und
Scaillet schätzt.
Weiter ist im letzten Kapitel dieser Arbeit nochmals deutlich gezeigt worden, dass sich die Ab-
hängigkeitsstruktur eines Zufallsvekors nicht hinreichend durch die Korrelation determinieren
lässt. Dies unterstreicht nochmals die Bedeutung der Copulas bei der Modellierung von Abhän-
gigkeiten zwischen Zufallsvariablen.
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