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Kapitel 1
Einleitung

Heutzutage besteht bei Banken und Versicherungen die Notwendigkeit mehrdimensionale Zu-
sammenhidnge addquat zu modellieren, beispielsweise die Renditeverteilung eines Portfolios
von Finanztiteln oder die Ausfallwahrscheinlichkeit von Krediten.

In der Praxis sind in der Vergangenheit oft multivariate Normalverteilungen verwendet worden.
Diese haben das Defizit, dass sie das Auftreten von gemeinsamen Extremereignissen kaum
beriicksichtigen. Die Vergangenheit hat jedoch gezeigt, dass Borsencrashs, also gemeinsame
starke Einbriiche der Rendite der Finanztitel, in der Realitét viel hdufiger vorkommen als im
Modell mit multivariaten Normalverteilungen.

Daher ist es notwendig andere multivariate Verteilungen zu finden, welche zu zuverlédssigeren
Modellansitzen fiihren. Bei der Konstruktion multivariater Verteilungen hat es lange Zeit starke
Einschrinkungen an die multivariaten Verteilungen gegeben. Oft sind diese multivariaten Ver-
teilungen als Erweiterung von univariaten Verteilungen gebildet worden, so dass nur gleiche
Randverteilungen moglich gewesen sind, oder es hat starke Restriktionen an die Abhédngigkeit
der einzelnen Zufallsgroen gegeben.

Abhilfe schaffen hier Copulas. Mithilfe von Copulas lassen sich multivariate Verteilungsfunk-
tion in zwei Teile zu zerlegen. Es werden dabei die univariaten Randverteilungen von der Co-
pulafunktion getrennt, welche die Abhédngigkeitsstruktur der Zufallsvariablen beschreibt. Sklar
erarbeite 1959 das Theorem zur Existenz und Eindeutigkeit dieser Copulas. Mit dem Copula-
Ansatz lassen sich multivariate Verteilungen flexibel konstruieren, indem man die Copulafunk-
tion, also die Abhingigkeitsstruktur, getrennt von den Randverteilungen modelliert. Die ein-
zelnen Randverteilungen wie auch die Copula sind frei wihlbar, wodurch die Modellierung
erheblich flexibler wird.

Der Name "Copula" leitet sich ab von dem englischen Wort "to couple - verbinden". Er wurde
gewihlt um zu betonen, dass eine Copula ihre Randverteilungen verbindet.

In der Statistik ist der Ansatz, die Randverteilungen von der gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
verteilung zu trennen, seit den 40er Jahren des letzten Jahrhundert bekannt, daher sind die meis-
ten wahrscheinlichkeitstheoretischen und mathematischen Grundlagen der Copulas hinreichend

erforscht. Dennoch werden Copulas erst seit kurzem in der Finanzmarkt- und Versicherungs-
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theorie beachtet.

Das Interesse an Copulas ist den vergangenen zehn Jahren enorm gestiegen, wie man an der
stark ansteigenden Anzahl der Veroffentlichungen zu diesem Thema erkennen kann. Mittler-
weile haben Copulas im Risikomanagement, wie z. B. bei der Kreditrisikoanalyse, und beim
Pricing von Finanztiteln Einzug erhalten. Dennoch stellt die Copula-Theorie ein junges For-
schungsgebiet dar, wie man an der geringen Anzahl an Standardwerken erkennt, die sich auf
Copulas fokussieren, wie [31], [33] und [4].

Ungeachtet der enormen Fortschritte in der Copula-Theorie existieren noch viele Probleme, wie
die geringe Anzahl an multivariaten Copula-Modellen im Vergleich zum bivariaten Fall. Dazu
kommt es, weil die Erweiterungen bivariater Copulas auf den multidimensionalen Fall nicht
immer moglich ist.

Diese Arbeit ist folgendermalen aufgebaut:

Im zweiten Kapitel wird die Definition der Copulas erarbeitet und mithilfe Sklar’s Theorem
die Existenz und Eindeutigkeit der Copulas bewiesen. Danach werden die Fréchet-Hoeffding-
Schranken angefiihrt, welche die maximalen, bzw. minimalen Grenzen der Abhingigkeit der
Zufallsvariablen angeben. In diesem Zusammenhang geht es auch um andere wichtige Eigen-
schaften wie zum Beispiel die Invarianz der Copulas unter streng monoton steigenden Umfor-
mungen der Zufallsvariablen. Am Ende dieses Kapitels wird die Dichte der Copula erarbeitet,
welche bei den bedingten Verteilungen von Bedeutung ist.

Im dritten Kapitel werden alternative Abhingigkeitsmalle vorgestellt. Als Erstes wird dort die
bekannte Korrelation nach Pearson vorgestellt, wobei hierbei auch ihre Nachteile aufgezeigt
werden. Danach werden zwei Rangkorrelationsmalle vorgestellt, welche die monotone Abhén-
gigkeit der Zufallsvariablen messen: Kendall’s 7 und Spearman’s p. Diese haben gegeniiber der
Korrelation einige Vorteile und lassen sich als Funktionale der Copula darstellen. Als Letztes
wird in diesem Kapitel die Tail Dependence eingefiihrt. Mit ihr misst man die asymptotische
Abhingkeit von Zufallsvariablen. Dieses MalB ist bedeutend bei der Modellierung gemeinsamer
Extremereignisse und findet daher oft in der Praxis, zum Beispiel bei Versicherungen, Verwen-
dung.

Im vierten Kapitel werden elliptische Copulas vorgestellt. Diese sind abgeleitet von Sklar’s
Theorem. Die Klasse der elliptischen Copulas hat sehr bekannte Vertreter wie die Gaul3-Copula
oder die t-Copula, welche in dieser Arbeit vorgestellt werden. Anhand dieser Beispielcopulas
werden dann die Abhingigkeitsmalle aus dem vorherigen Kapitel berechnet.

Um archimedische Copulas geht es im fiinften Kapitel. Diese werden im Gegensatz zu den ellip-
tischen Copulas nicht von Sklar’s Theorem abgeleitet, sondern werden mithilfe einer univaria-
ten Generatorfunktion gebildet. Das fiihrt dazu, dass sich diese Copulas stets als geschlossener
Ausdruck darstellen lassen. Es werden als bekannte Vertreter dieser Klasse die Gumbel-Copula
und die Clayton-Copula angefiihrt. Auch fiir diese Copulas werden wie im vorherigen Kapitel
ihre wichigen Eigenschaften dargestellt, und einige Abhingigkeitsmalle berechnet, die sich in

Abhingkeit der univariaten Generatorfunktion darstellen lassen.
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Im sechsten Kapitel geht es darum, Simulationen aus gegeben Zufallsvekoren zu generieren.
Dabei wird zunichst ein allgemein giilter Simulationsalgorithmus fiir Copulas erarbeitet. Da-
nach werden werden fiir die elliptischen und die archimedischen Copulas effizientere Simulati-
onsalgorithmen entwickelt.

Das siebte Kapitel beschiftigt sich mit statistischen Konzepten. Dabei geht es um das Schit-
zen der der Randverteilungen und der Copulafunktion bei gegebenen Datensatz. Diese werden
sowohl parametrisch auf Basis der Maximum-Likelihood-Methode als auch nichtparametrisch
mithilfe von Kernschitzern geschitzt werden.

Im achten Kapitel wird die zuvor erarbeitet Copulatheorie auf Ausfallrisiken bei Krediten an-
gewandt. Dabei wird mittels einer Simultion untersucht, ob die Wahl der Copula bei gegebener
Korrelation Einfluss auf die Verteilung der Anzahl der ausgefallenen Schuldner hat.

Im neunten Kapitel werden die wichtigsten Aussagen abschlieend zusammengefasst.



Kapitel 2
Theoretische Grundlagen der Copulas

In diesem Kapitel werden die Grundlagen der Copulatheorie erarbeitet. Dabei werden Copulas
zunichst definiert und dann wird mithilfe von Sklar’s Theorem die Existenz und Eindeutigkeit
gezeigt. Auf diesem Theorem fuflen dann die tibrigen Eigenschaften wie die Fréchet-Hoeftding-
Schranken, innerhalb derer sich die Werte einer Copula bewegen konnen. Falls die Copula diese
Grenzen annimmt, konnen Riickschliisse auf die Abhingigkeiten der Zufallsvariablen der Co-
pula gezogen werden, wie im Abschnitt Ko- und Kontramonotonie gezeigt wird. Am Ende

dieses Kapitels werden die Uberlebenscopula und die Dichte der Copula eingefiihrt.

2.1 Mathematische Einfiihrung

Diesem Abschnitt behandelt die mathematischen Grundlagen zur Einfithrung der Copulas. Co-
pulas haben im Wesentlichen drei Eigenschaften. Eine Copula ist n-steigend, geerdet und sie
hat gleichverteilte Randverteilungen. Diese Eigenschaften werden nun der Reihe nach vor-
stellt, um damit die genaue Definition einer Copula angeben zu konnen. Gundlage dieses Ab-
schnitts ist die Arbeit von Nelson[31], wobei in seinem Werk die hier angefiihrten Lemmata
und Sitze nur fiir den zweidimensionalen Fall bewiesen worden sind.

Um n-steigend definieren zu konnen, bedarf es zwei weiterer Definitionen.

Definition 2.1.1. (n-Box) Sei R := [—00, o] und seien S, ..., S,, nicht leere Teilmengen von
R. H sei eine reelle Funktion mit n Variablen und Definitionsbereich S; x ... x S, . (Der
Definitionsbereich einer Funktion /7 wird im Folgenden mit Dom H gekennzeichnet.) Es gelte
a < bfira,b € R falls a;, < by, fiir alle K = {1,...,n}. Fir a < b sei eine n-Box definiert
als das kartesische Produkt iiber n abgeschlossene Intervalle, deren 2" Eckpunkte in DomH

liegen:
B = {Cl,b] = ([al,bl]x, ceny x[an,bn])

Zur Veranschaulichung des H-Volumens wird dieses mithilfe der n-Box nun auf zwei Arten
definiert.
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Definition 2.1.2. (H-Volumen)

1. Das H-Volumen von B ist definiert als

Via(B) = 3 sign(c) (),

wobei die Summe iiber alle Ecken ¢ = (cy, ..., ¢,) lduft mit ¢; € {ay,b1}Vi € {1,...,n}.

Die Funktion sign(c) ist definiert als

) { 1 falls ¢, = ay fiir eine gerade Anzahl von £’s.
sign(c) =

—1 falls ¢, = ay fiir eine ungerade Anzahl von £’s.

2. Agiuivalent dazu ist die Darstellung des H-Volumens der n-Box B als Differenz n-ter
Odnung von H auf B

b bn b
Vu(B) = A H(t) = A AR H(t),
wobei die Differenz der ersten Ordnung definiert ist als

AZIZH(tla ey th—1, tk—i—lv '-'7tn> ::H(tla ooy U1, bkatk—‘rh 7tn)
- H(tla ooy Ui—1, Qg tk’-i-la X3 tn)

Beweis. Fiirn = 2 gilt
VH(B) = AZiAZZH(tl, tz) = H(bl, bg) — H(bl, ag) — H(al, bz) + H(al, CLQ)
= 3" sign(e)H(c),

wobei die Summe die Eckpunkte { (a1, b1), (ag,b1), (a1, b2), (ag, by)} durchlduft. Im All-
gemeinen kann man die Aquivalenz dieser Aussagen mit einer vollstindigen Induktion

beweisen. O]

Damit sind wir nun in der Lage die erste wichtige Eigenschaft fiir die Copula zu formulieren.

Definition 2.1.3. (n-steigend) Eine reelle Funktion H mit n Variablen heilit n-steigend, falls
Vi (B) > 0 fiir alle n-Boxen B, dessen Ecken in Dom H liegen.

Falls H eine n-steigende Funktion ist, folgt daraus nicht, dass // monoton steigend in jeder

Variablen ist. Ebenso wenig gilt der Umkehrschluss, wie die beiden folgenden Beispiele zeigen.

Beispiel 2.1.4. Sei H eine Funktion auf dem Einheitsquadrat I* := [0,1] x [0,1] definiert
durch H(z,y) = max{z,y}, so ist H monoton steigend in jeder Variable, da fiir z; < x5 gilt

max{z,y} < max{xzy,y} firalle y € [0, 1], bzw. weil fiir y; < y gilt
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max{z,y;} < max{z,y,} firalle z € [0, 1]. Jedoch ist H nicht 2-steigend, da
Vy(I*) = H(1,1) — H(0,1) — H(1,0) + H(0,0) = —1.

Beispiel 2.1.5. Sei H eine Funktion definiert auf 72 durch (22 — 1)(2y — 1). Dann ist H

2-steigend, denn sei B := [x1, 2] X [y1, yo], dann gilt

Vu(B) = H(xa,y2) — H(x2,y1) — H(z1,92) + H(z1,11)
= 4dxoys — 209 — 2ys + 1 — 4oy + 220 + 2y; — 1
—4x1ys + 221 + 2y — 1 + 421y — 221 — 2y + 1
= 4z —x1)(y2 — y1)
> 0.

Jedoch ist H nicht monoton steigend in jeder Variablen, denn fiir z < % ist H monoton fallend
firy € (3,1).
Die zweite wichtige Eigenschaft fiir die Copulas ist:

Definition 2.1.6. (geerdet) Sei a; das jeweils kleinste Element der nicht leeren Teilmenge
Sy € Rmit k& € {1,..,n}. Man nennt eine Funktion H : S; x ... x S, — R geerdet, falls

H(zy,...,x,) = 0 gilt, wenn fiir mindestens ein x; miti € {1,..,n} gilt z; = a;.

Die folgenden beiden Lemmata beziehen sich auf die beiden eingefiihrten wichtigen Eigen-

schaften der Copulas und zeigen ihre Bedeutung.

Lemma 2.1.7. Seien 51, ..., S, nichtleere Teilmengen des R, und sein H eine n-steigende Funk-

tion mit DomH = S; X ... x S,,. Dann ist die Funktion

t|—>H(1’1,...,xl,l,s,xlﬂ,...,xk,l,t,xkﬂ,...,xn)
_H(x17"'7xl—17r7xl+17'”7xk—17t7xk+17'”7xn)
monoton steigend mit & # [ und k,l € {1,...,n}. Hierbei ist z; € S; firi € {1,...,n} und
r,s € Symitr < s.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass fiir ¢; < ¢ gilt

H(l’l, ces L1158, Ti41, "'7$k—17t27xk+17 "-7$n)
- H(xb cey L1—1, T Ti41, "'7xk—17t27$k+17 7xn)
— H(Z1, ooy 11, Sy Tty ooey Tho1, L1y Tl 1y vy Tp)

+ H(‘xlv oy L1, Ty Tl "'7xk717t17xk+17 wxn) > 0.

Dieser Ausdruck ist aber gerade AiAifH(xl, ey Ty Tty ooy Th1y *y Tha1s -y Tpy) Und da-

mit groBer oder gleich 0, da H eine n-steigende Funktion ist. 0
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Lemma 2.1.8. Seien Si, ..., S, nichtleere abgeschlossene Teilmengen von R, wobei jedes S;
sein kleinstes Element a; enthilt. H sei eine geerdete n-steigende Funktion mit Definitionsbe-

reich S; x ... X S,,. Dann ist H monoton steigend in jeder Variablen.

Beweis. Esist fur (z1, ..., Xg_1,7, Tki1, ooy Tn)y (T1, ooy Th—1, S, Tt 1,y -, L) € DomH und

r < s zu zeigen, dass folgende Ungleichung gilt:
H(xq, oy X1, 7y Ty 1y ooy Ty) < H(Xp, oo Tp1, Sy Thi 1y oovy T (2.1)
Da a,, jeweils das kleinste Element von S, ist, gilt
B =1[(a1, ey Q1,7 Qg 1y ooy )y (T4, ooy T 1,y Sy Thei 1y ey Ty
Da H n-steigend ist gilt Vi (B) > 0 und da H geerdet ist, gilt
0<Vy(B)=H(x1,..,8 ey Tn) — H(xq, o7, oy ),

da alle anderen Summanden mindestens ein a; enthalten und somit wegfallen. Hieraus folgt die

zu zeigende Ungleichung (2.1) direkt. 0

Jetzt konnen wir die dritte wichtige Eigenschaft fiir die Copulas definieren. Zuvor wird die

mehrdimensionale Verteilungsfunktion mit zuvor eingefithrten Copulaeigenschaften definiert.

Definition 2.1.9. (n-dimensonale Verteilungsfunktion) Eine n-dimensionale Verteilungsfunk-
tion H ist eine Funktion mit Definitionsbereich @n, fir die gilt, dass H geerdet und n-monoton

wachsend ist und H (oo, ..., 00) = 1 gilt.

Definition 2.1.10. (Randverteilung) Sei b, das jeweils grofite Element der nicht leeren Teil-
menge S; C R mit k € {1,..,n} und H sei eine Funktion auf S; x ... x S,. Man nennt
H) die eindimensionale Randverteilungen fir k € {1,..,n}, falls gilt: DomH, = S) und
Hy(x) = H(by,...,bk_1,2,bg11, ..., by), V& € Sk. Mehrdimensionale Randverteilungen erhilt

man, indem man weniger Variablen fixiert.

Ein wichtiger und hiufig verwendeter Satz zur Konstruktion gleichverteilten Zufallsvaria-

blen ist der Folgende:

Satz 2.1.11. Wahrscheinlichkeitsintegral-Transformation[1, Theorem1+2] Sei X eine reellwer-
tige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F', und sei U(0, 1) eine auf dem Einheitsintervall

rechteckverteilte Zufallsvariable, dann lautet die Wahrscheinlichkeitsintegral-Transformation:

1. Falls X die stetige Verteilungsfunktion F' hat, so hat die Zufallsvariable Y = F'(X) die
Verteilungsfunktion U (0, 1).
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2. Sei F eine Verteilungsfunktion. Weiter sei F~! : [0,1] — (—o0,00) definiert durch
F~l(y) = inf{z|F(z) > y} mit 0 < y < 1, und U hat die Verteilungsfunktion U (0, 1).
Dann hat X = F~!(U) die Verteilungsfunktion F.

Um diesen Satz zu beweisen, benodtigen wir noch folgendes Lemma:

Lemma 2.1.12. [1, Lemma 1] Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion /. Dann gilt

fir alle

Beweis. Das Ereignis { F(X) < F(x)} lédsst aufspalten in
{F(X) < Fa)} = [{F(X) < F@)} N {X < 2}] U[{F(X) < F@2)} n {X > z}]
Da {X <z} C {F(X) < F(z)} giltund {X < 2} N {F(X) < F(z)} nicht leer ist, folgt
{F(X) < Fa)} = {X <2} U[{X > 2} 0 {F(X) = F(2)}].
Nimmt man nun die Wahrscheinlichkeiten, erhilt man

PIF(X) < F(z)] = P[X <2]UP[X > 2N F(X) = F(z)] = P[X < a].

Damit erhilt man das gewiinschte Resultat. 0
Damit sind wir nun in der Lage den Satz 2.1.11 zu beweisen.

Beweis.

Ad 1: Sei u € (0,1). Da F stetig ist, existiert ein reelles  mit F'(z) = u. Mit dem Lemma
2.1.12 gilt P]Y < u] = P[F(z) < F(z)] = u. Daher ist Y standardgleichverteilt.

Ad 2: Firein x mit 0 < F(z) < lund u € I gilt F'(z) > u genau dann, falls z > F~1(u) gilt.
Angenommen, es gilt z > F~'(u) = inf{z|F(z) > u}, dann gilt, da F als Verteilungsfunktion
monoton steigend und rechtsstetig ist, dass {x|F'(z) > wu} ein Intervall ist, dass den linken
Endpunkt beinhaltet. Daher muss fiir = gelten F'(z) > u.

Umgekehrt, falls F/(x) > w gilt, so folgt z > inf{x|F(z) > u} = F~'(u). Damit ergibt sich
P[F~(U) < z] = P|[U < F(x)] = F(z) und der Satz ist gezeigt. O

Fiir Funktionen, welche die drei vorgestellten Copulaeigenschaften erfiillen, gelten bestimm-

te Aspekte, welche in den folgenden beiden Sétzen verdeutlicht werden.

Satz 2.1.13. Seien S, ...S, nichtleere Teilmengen von R, welche jeweils ihr kleinstes Element

ay, und grofBites Element b, beinhalten. Weiter sei H eine n-steigende und geerdete Funktion mit
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eindimensionalen Randverteilungen H, ..., H,,.

Dann gilt fiir (zq, ..., X1, %, Tpt1, -, Tn) € DomH
0< H(xh vy Tk—1, L5 Th1,s 7xn) < Hk(x) (22)

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition der Randverteilung und dem Lemma 2.1.8. U

Es folgt aus diesem Satz, dass die Randverteilungen einer n-dimensionalen Verteilungs-

funktion wieder Verteilungsfunktionen sind.

Satz 2.1.14. Seien S|, ...S, nichtleere Teilmengen von R, welche jeweils ihr kleinstes Element
aj und groBtes Element b, beinhalten. Weiter sei H eine geerdete n-steigende Funktion mit
Definitionsbereich S, ..., S, und Randverteilungen H, .., H,,.

Fir (z1,..,2,), (Y1, --Yn) € S1 X ... X 5, gilt

H(21, o) = By oo y)| < 3 [Hi(w) = Hely)].
k=1
Beweis. Nach der Dreiecksungleichung gilt
\H(y1, s yn) — H(xy, ooy )| <|H (Y1, o Yn) — H(x1, Y2y ooy Yn) |+ (2.3)

‘H(xlvy%'“ayn) —H(331,$2,3/3>---7yn)‘
+ .o H(@r, o T, Yn) — H(zq, 2]

Wieder machen wir eine Fallunterscheidung:

1. Fall:Sei x;, < y,. Da H geerdet und n-steigend ist gilt mit Lemma 2.1.8:

0 < H(W1y - Yk—1,Yks Tht1y oo Tn) — H(Y1y ooy Yb—1, Ty Thot 1, - T )y Vh € {1, .0}

Wendet man nun das Lemma 2.1.7 n — 1 mal an, so erhilt man, da die Randverteilungen von

H existieren,

0 S H<y17 < Yk—15 Yks Tht 1 7x7l) - H(y17 vy Yk—15 They Thet 1,5 -..,xn>
< Hi(yx) — Hi(zx), Vk e {1,...,n}.

2. Fall: x;, > yi: Der Beweis lduft analog zum ersten Fall, nur dass sich hier alle Ungleichungen
umkehren.

Daher kann den Betrag nehmen und erhilt

0 < |H(y17 o Yk—1, Yk Th+1, 7:Cn) - H(y17 oy Yk—15 They Th4-1,5 ,$n>’
< [Hy(yx) — Hi(zx)l, Vk € {1,....n}.
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Dies fiihrt man fiir alle £ = {1, .., n} durch und ersetzt in (2.3) die Terme. Damit erhilt man die

Behauptung. 0

Nun sind wir in der Lage eine Copula zu definieren. Diese kann man auf mehreren Wegen

definieren. Drei davon werden hier vorgestellt.
Definition 2.1.15. (Copula)
1. Eine n-Copula ist eine Funktion C' : [0, 1] :— [0, 1] fuir die gilt:

(a) C ist geerdet.
(b) C'ist n-steigend.

(c) Die Randverteilungen Cj, mit k € {1, ...,n} sind rechteckverteilt auf /.

2. Eine zweite Moglichkeit ist die Definition iiber die Teilcopula.

Eine n-Teilcopula ist eine Funktion C” fiir die gilt:

(a) DomC" = 57 X ... X S,, wobei S, ..., S, und Teilmengen vom Einheitsintervall
I = [0,1] sind, die die beiden Punkte 0 und 1 beinhalten.

(b) (" ist geerdet.
(c) C'ist n-steigend.
(d) Firjedesu; € S; gilt C'(1, ..., 1, u;, 1, ..., 1) = u,.

Eine n-Copula C ist eine n-Teilcopula mit Definitionsbereich /™.

3. Eine dritte Moglichkeit Copulas zu definieren lautet:
Eine n-dimensionale Copula ist eine multivariate Verteilungsfunktion von n auf [ stan-

dardgleichverteilen Zufallsvariablen Uy, ..., U,:

C(uyy .oy uyn) = P{UL <y, Uy < upt

Bemerkung 2.1.16.

e Der Punkt (c) der Definition 1 hat zur Folge, dass Cy(u) = u, Yu € [0, 1].
e Ist C eine n-Copula, so ist jede k-dimensionale Randverteilung eine k-Copula.

e Da Copulas eine Verteilungsfunktion von /™ nach [ darstellen, induziert eine Copula ein
Wahrscheinlichkeitsmaf auf /™ durch

Ve([0,ug] x ..o X [0,u,]) = Clug, ... uyp).

Dieses Mal3 wird im Folgenden das C-Maf3 genannt.
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Der niéchste Satz bildet die Grundlage fiir die partiellen Ableitungen einer Copula.

Satz 2.1.17. Sei C' eine n-Copula. Dann gilt fiir alle u, v € I"™ folgende Lipschitzbedingung

C) =CW] <Y ok —w.
k=1

Daher ist C' gleichméBig stetig auf ihrem Definitionsbereich.

Beweis.
2.1.14
Cu) = Cw)] < > |Chlox) = Cilur)]
k=1
= Z |’Uk — Uk|
k=1
Der letzte Schritt gilt, da die Randverteilungen rechteckverteilt auf / sind. [

Satz 2.1.18. Sei C'(uy, ..., u,) eine Copula. Fiir beliebige w1, ..., u;_1, Ujt1, ..., u, € I existiert
die partielle Ableitung 0C'/Ju; fiir fast alle w fiir i € {1,...,n}, und es gilt

0 C(uyy .oy uy) < 1. 2.4)

0<

Beweis. Die Existenz der partiellen Ableitung folgt daraus, dass monotone Funktionen fast
iberall ableitbar sind. Die partiellen Ableitungen sind groBer oder gleich 0, da die Copulas
streng monoton steigend in jeder Variablen sind. Dass die partiellen Ableitungen aus (2.4) klei-
ner gleich eins sind, folgt aus dem Satz 2.1.17, indem man

U = V1y ooy Uj—1 = Vi1, Ujr1 = Vig1, ...y Uy = Upy fiir; € {1, ,77,} setzt. ]

2.2 Sklar’s Theorem

Das Theorem von Sklar ist das bedeutendste in der Copula-Theorie, da es die Grundlage fiir die
meisten statistischen Anwendungen ist. Das Theorem besagt, dass fiir gegebene Randverteilun-
gen und gemeinsamer Verteilungsfunktion eine Copula existiert, die auf dem Wertebereich der
Randverteilungen eindeutig definiert ist.

Um dieses Theorem zu beweisen bedarf es einiger Arbeit. Wir gehen dabei in drei Schritten

VOor:

1. Seien eine gemeinsame Verteilungsfunktion und ihre Randverteilungen gegeben. Wir zei-
gen im ersten Schritt, dass sich eine Teilcopula finden ldsst, welche auf dem Wertebereich

von der Randverteilungen eindeutig definiert ist.

2. Esbleibt zu zeigen, dass sich diese Teilcopula zu einer Copula fortsetzen lidsst. Im zweiten

Schritt wird die Teilcopula zu einer Verteilungsfunktion auf /™ erweitert.
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3. Im dritten Schritt wird gezeigt, dass diese Verteilungsfunktion eine Copula ist.

4. Im vierten Schritt wird das Ergebnis aus den Schritten zwei und drei dann auf allgemeine

Copulas ausgedehnt.
Ad 1:

Satz 2.2.1. Sei H eine n-dimensionale Verteilungsfunktion mit Randverteilungen £, ..., F},.

Dann existiert eine eindeutige Teilcopula C”’, so dass
1. Dom(C'" = RanF; x ... x RanF,,.
2. Firalle z = (zq,...,x,) € R" gilt H(z) = C"(Fy(x1), ..., Fy ().

Beweis. Zunichst wird gezeigt, dass die Verteilungsfunktion /1 eindeutig durch die Werte der
Randverteilungen festgelegt ist.

Die gemeinsame Verteilungsfunktion H erfiillt mit S; = ... = S,, = R die Voraussetzungen des
Satzes 2.1.14 und somit gilt fiir x, y € R"

k=1
Falls Fi(z1) = Fi(y1), ..., Fo(z,) = F,(y,) gilt, folgt daraus, dass H(x) = H(y). Das be-
deutet, dass der Wert H (z) nur von den Werten F}(z;), ..., F},(z,) abhingt. Daher definiert
die Menge der geordneten Paare {[(F\(z1), ..., F\(z,)), H(z)]|z € R"} eine n-dimensionale
Funktion C".
Es bleibt zu zeigen, dass C” eine Teilcopula ist. Dazu werden die vier Punkte aus der Definition

fiir Teilcopulas gezeigt.

1. DomC" = RanFy X ... X RanF, ist Teilmenge von /™ und enthilt die beiden Zahlen 0
und 1, da die F; Verteilungsfunktionen sind.

Sei A,, = RanF,,. Fiir jedes u,, in A,, gibt es ein ,, € R, so dass F,(x,,) = Upn,.

2. (' ist geerdet, denn

C/(Ul, vy U —1,4 0, Umt1y -+ un)
:C/(F1<I1)7 e Fm—l(xm—1>7 Fm(—OO), Fm+1(xm+1>7 e Fn(xn))

=H(x1, ..., Typ_1, =00, Typi1, -y Tpy) = 0,

da H geerdet ist.
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3. " ist n-steigend, denn sei B = ([a1,b1] X, ..., X[an, b,]) eine n-Box mit Eckpunkten in
Dom(C', dann ist Vo (B) = Y sign(c)C'(c), wobei ¢ = (cq, ..., ¢,) mit ¢; € {a;, b;} fiir
alle i € {1,...,n}. Fir jedes ¢; € RanF; existiert ein v;, derart dass F;(v;) = ¢;. Daher

gilt

Ver(B) = Z sign(c)C'(c)

= Z sign(v)H (v, ...,v,) > 0.

4. C' hat Randverteilungen, denn fiir jedes w,, € RanF}, gibt es ein z,, € R derart, dass

Fo () = wy,. Daher gilt

C'(1, 1, w0, 1, 1)
=C"(F1(00), ..., Fi_1(00), Frn(Tm), Frng1(00), ..., F(00))
=H (00, ..., 00, Ly, 09, ..., 00)

=F () = Wy,

]

Damit haben wir die Existenz einer eindeutigen Teilcopula C” auf dem Wertebereich der

Randverteilungen gezeigt.

Ad 2:
Es bleibt damit zu zeigen, dass jede Teilcopula zu einer Copula erweitert werden kann. Elegant
wird dieses Problem in der Arbeit von Carley und Taylor in [5] mittels Schachbrettcopulas
gelost. Dort wird die Erweiterung zunéchst fiir Teilcopulas mit diskretem Definitionsbereich
gezeigt. Dazu wird die Teilcopula zu einer Verteilungsfunktionen auf /" fortgesetzt. Dazu zuerst

die Definition eines Schachbretts.

Definition 2.2.2. (Schachbrett) Fiir n > 2 seien my, ..., my € N fiir jedes k € {1, ...,n}. Weiter

seien ay o, Ak, 1, -+ s Ak,m, € I mit
0= apo < k1 < ... < Ak, = 1.
Das Schachbrett D ist dann gegeben durch

D= {CLL(), ...,alvml} X ..o X {amo, ...,an’mn}
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und man bemerke, dass D den Einheitswiirfel /™ in my - ms - - - m,, n-Boxen unterteilt, wobei

in — [(11,1'1—1,@1,1‘1] X [G2,12—1,a2,z‘2] X ... X [an,in—luan,in]

miti; € {1,2,...,m;},Vj e {1,....,n}.

Eine Teilcopula S, die auf einem Schachbrett D definiert ist, kann folgendermafen zu einer

Verteilungsfunktion auf dem Einheitswiirfel fortgesetzt werden.

Satz 2.2.3. Sei D ein Schachbrett und S eine diskrete n-Teilcopula mit Definitionsbereich D.
Dann gibt es eine Verteilungsfunktion Cg auf /™, welche S fortsetzt, so dass Cs(z) = S(z) fiir
alle z € D gilt.

Beweis. Sei \ das Lebesgue-MaB auf /™ und fiir eine Menge A sei [ 4 die Indikatorfunktion von

A. Fiir eine gegebene n-Box B;,

,,,,,

Definiere ein Maf ;1 durch

ps(A) = > /5 vvvv il AN

Aus A\(A) = 0 folgt direkt p15(A) = 0. Daher ist 4 absolut stetig bzgl. des Lebesgue-Males .
Da pug(1™) = 1 gilt, ist g ein WahrscheinlichkeitsmaB. Fiir zwei n-Boxen B;,
die nicht gleich sind, gilt

Falls sie sich in mehr als einer Komponente unterscheiden, haben sie als Schnitt maximal einen
Punkt und damit ist der Fall klar. Unterscheiden sie sich in nur einer Komponente, hat der
Schnitt die Dimension n — 1. Damit ist das Lebesgue-Mal} 0. Da g absolut stetig auf dem
Lebesgue-Mal ist, hat der Schnitt das pg-MaB 0.

Damit kénnen wir zeigen, dass die Verteilung y eine Fortsetzung von S ist. Fiir j;, € {1, ..., my}
mit k € {1,...,n} gilt

:u5<[07a17j1] X X [Ovan]nD Hs U BH ,,,,, in = Z :U'(Bll ~~~~~ 1n)
i <Jk i <Jk
k={1,...,n} k={1,....,n}
- Z VS(le ,,,,, zn) = VS([Oaaljl] X X [O7an]n]) S<a1]17 7anjn)
i <Jk
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Zu g ist folgende Verteilungsfunktion C's auf dem Einheitswiirfel /™ gegeben:

Cs(z1, oy @) = ps([0, 1] X oo X [0, 24)).

(s ist also eine Verteilungsfunktion, die .S auf [ fortsetzt. O

Ad 3:
Es bleibt nun zu zeigen, dass die Verteilungsfunktion C's eine Copula ist. Dazu fithren wir

zunichst die Schachbrettcopulas ein.

Definition 2.2.4. (Schachbrettcopula)
Sei S eine Teilcopula, welche auf einem Schachbrett definiert ist. Eine Schachbrettcopula in

Bezug auf S ist eine Funktion C's : "™ — [ definiert durch

Cs(z1, .oy ) = ps([0,21] X ... X [0, 2,])
z1 Tn
= > / S R TR )Y
0 n

) : 0
21y5y:tn

Wir wollen nun zeigen, dass C's eine Erweiterung von S zu einer n-Copula ist. Wir wissen

bereits:
e (g stimmt mit der Teilcopula S auf D iiberein.
e (g ist n-steigend, denn fiir jede n-Box B C I" gilt Vi (B) = ps(B) > 0.
e (s ist geerdet, denn Cs(z1, ..., x,) = 0 falls ein x; = 0.

Um die Randverteilungseigenschaft zu zeigen, benotigen wir noch die Linearitédtseigenschaft

der Schachbrettcopulas.

Lemma 2.2.5. [5] Cj ist linear in jeder Variablen in Folgendem Sinne. Falls z und y in einem

Bj, ... ;. liegen und sich nur in einer einzelnen Komponente unterscheiden, gilt fiir 0 <¢ <1
Cs((1 = t)z + ty) = (1 — 1)Cs(z) + 1Cs(y).

Beweis. O.B.d.A. kann man den Fall betrachten, dass sich z und y nur in der ersten Komponente
unterscheiden. Sei also z = (z1,...,2,) und y = (y1, x9, ..., x,). Mit den Definitionen von p
und C'g gilt

Cs((1 —t)x +ty) =Cgs(z +t(y — x))

z1+t(y1—z1) a2 Tn 2.5
:CS(ZL’)+ Z / / / (51‘1 ..... in]IBil AAAAA in d...d\. ( )

x1 0 0
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Jedes B;, . ;, hatdie Form E; x... x I,,, wobei jedes E; ein geschlossenes Intervall darstellt.

.....

Das Intervall in / von x; zu y; liegt entweder in E7, ist disjunkt von F; oder schneidet dieses in
einem einzelnen Punkt. Wenn wir nun die Integration in Bezug auf die erste Variable betrachten,

bekommen wir aus dem vorher Genannten und der Tatsache, dass der Integrant konstant ist in

Y1 2 Tn 1 xro Tn
=t ( / Oi. Z-n]IB,L.1 o AXd —/ / / Gy in]IBilA.A.in d)\...d)\) )
o Jo 0 o o Jo 0 o

Zusammen mit (2.5) erhalten wir

Cs((1 = t)z +ty) = Cs(z) + 1(Cs(y) — Cs())
= (1 =1)Cs(x) + Cs(y).

]

Mit diesem Lemma konnen wir nun zeigen, dass die Verteilungsfunktion C's aus dem Satz
2.2.3, die die auf dem Schachbrett definierte Teilcopula fortsetzt, ein Schachbrettcopula ist.

Dazu ist die noch fehlende Randverteilungseigenschaft zu zeigen.

Satz 2.2.6. [5] Fiir die Schachbrettcopula Cy aus dem Satz 2.2.3 gilt die Randverteilungseigen-
schaft

Os(]_,...,l,fl,’i,l,...,l) = Z;, Vo, € 1.
Beweis. Die Randverteilungseigenschaft iibernimmt C's von S auf allen a; ; € D:

Cs(1,....,1,a;5,1,...,1) = ps(L X ... x I x[0,a;,] x I x...x1I)
= 5(17 ceey ]_,CLZ"]‘, ]_, ceey 1) = Q4.

Fiir jedes z; gibt es eine Darstellung z; = (1 — t)a;; + ta; j41 fir j € {1,..,n} und ¢t € I.
Daher folgt mit Lemma 2.2.5 die Behauptung. [

Daher konnen wir die C'g als eine Erweiterung von .S ansehen und der Erweiterungssatz ist
fiir diskrete Teilcopulas bewiesen.
Ad 4:

Dieses Ergebnis wird nun auf beliebige Teilcopulas ausgeweitet.

Satz 2.2.7. [5] Eine n-Teilcopula S mit abgeschlossenem Definitionsbereich kann ausgeweitet

werden zu einer n-Copula C'. Das heifit, ist eine n-Teilcopula S gegeben, dann gibt es eine
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Copula C fiir die gilt
C(z) = S(z), Vz € DomsS. (2.6)

Beweis. Sei DomS = D;x...x D,,. Fiir jedes D; miti € {1, ...n} konnen wir eine aufsteigende
Folge von endlichen Mengen A; , C D; finden, so dass {0,1} € A;; und |J,, A;x = D;, wobei
|, Aix den Abschluss von |, A;x darstellt.Dann definieren wir Sy, : Ay X ... X Ay — 1
durch

Sk(ay,...,a,) = S(ay, ..., an), Ya € DomS;,.

Jedes Sy, ist eine n-Teilcopula, weil es eine Einschriankung einer n-Teilcopula ist und weil {0, 1}
zu jedem Faktor der S), gehoren. Daher existiert eine Folge von n-Teilcopulas {S }, fiir die gilt,

dass

e DomS), endlich fiir alle & ist,
e S; eine Einschriankung von S ist,
e DomSy C DomSj; istund

e | J., DomSy, eine abzihlbare und dichte Teilmenge von Dom.S ist.

Fiir jedes k sei C} eine Schachbrettcopula in Bezug auf Si. Da die C}’s gleichgradig stetig

sind, und durch 0 und 1 nach unten und oben beschrinkt sind, kann man den Satz von Arzela-

Ascoli anwenden. Danach gibt es eine Teilfolge von {C}}, die gegen eine stetige Funktion C'

konvergiert.

0.B.d.A. k6nnen wir annehmen, dass limy, .., Ci, = C.

Fiir jede n-Box B in I" ist Vi, (B) eine lineare Kombination von Werten von C}. Damit gilt

Ve, > 0 fiir alle k. Fiir k — oo gilt Vio(B) > 0, daher ist C eine n-steigende Funktion. Weiter

gilt C(z1, ..., x,) = 0, falls mindestens ein x; = 0, da die Schachbrettcopulas C}, = 0 geerdet

sind. Ebenso iibertrigt sich Randverteilungseigenschaft C'(1,...,1,z;,1,...,1) = x;, Vo; € 1

von den Schachbrettcopulas C.

C' stimmt mit S in jedem Punkt von | J;>, Dom.S), C U;>, DomS), = Dom.S iiberein. Da C

und S stetig auf Dom.S sind und | J;—; Dom.Sj, dicht in Dom.S ist, stimmen sie auch auf DomS

iberein.

Damit haben wir die Erweiterung einer beliebigen Teilcopula S zu eine Copula C's bewiesen.
[

Nun treffen wir noch eine Aussage zur Linearitét dieser erweiterten Copula C', welche im

nichsten Abschnitt benotigt wird. Dazu benotigen wir folgende Definition.

Definition 2.2.8. Sei S eine n-Teilcopula. Eine Teilmenge B C I ist eine S-Box genau dann,

wenn
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1. B vonder Form B; x ... x B, ist, wobei die Faktoren abgeschlossene Intervalle sind.

2. alle Eckpunkte von B in Dom.S liegen und wenn im Inneren von B ansonsten kein Punkt
zu DomS' gehort.

Bemerkung 2.2.9. [5] Sei C die Erweiterung einer Teilcopula S wie in Satz 2.2.7 beschrieben.

Dann ist C' linear in jeder Variablen in jeder S-Box.

Beweis. Sei nun B eine S-Box. Wir wollen zeigen, dass C' linear in jeder Komponente ist.
Seien x,y € B, so dass x und y sich nur in einer Komponente unterscheiden und sei ¢ € /. Da
DomS; C DomS gilt, gibt es fiir jedes k eine Si-Box By, so dass B C By gilt. Dax,y € By

ist, haben wir
Ce((1 =)z + ty) = (1 = 1)Ci(x) + tCi(y)
fiir jedes k. Lassen wir nun k£ gegen Unendlich laufen, erhalten wir
C((1=t)x+ty) = (1 —1t)C(x)+tC(y).

]

Da wir den Erweiterungssatz 2.2.7, den wir zunéchst nur fiir diskrete Teilcopulas gezeigt
haben, fiir allgemeine Teilcopulas bewiesen haben, haben wir alle notigen Hilfsmittel fiir Sklar’s

Theorem zusammen.

Sklar’s Theorem 2.2.10. Seien X1, ..., X,, Zufallsvariablen und sei H eine n-dimensionale
Verteilungsfunktion mit Randverteilungen F7, ..., F},. Dann gibt es eine (nicht zwingend ein-

deutige) n-Copula C, so dass gilt
H(zy,...,xn) = C(Fi(21), .oy Fru(xn)), Vi, ..., o, € R.

C' ist eindeutig definiert, falls die univariaten Verteilungsfunktionen F, ...F,, stetig sind. An-

sonsten ist C' eindeutig bestimmt auf ihrem Wertebereich RanFi x ... X RankF,.

Beweis. Nach dem Satz 2.2.1 kann man eine Teilcopula C’ finden, die auf RanF} X ... X RanF,

eindeutig definiert ist, fiir die gilt
H(xq,...,xn) = C'(Fi(x1), ..., Fu(xn)), vy, ..., o, € R.

Da die Teilcopula C” auf ihrem Definitionsbereich nach Satz 2.1.17 gleichmaBig stetig ist, kann
man diese Teilcopula auf den Abschluss von RanF} X ... X RankF,, zu einer Teilcopula S
fortsetzen. Diese Teilcopula S kann nach dem Erweiterungssatz 2.2.7 fortgesetzt werden zu

einer Copula C', welche auf dem RanF} X ... x RankF,, eindeutig definiert ist. 0
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Mithilfe von Sklar’s Theorem ldsst sich die Verteilungsfunktion in die univariaten Randver-
teilungen und die Copulafunktion aufsplitten. Diese sind vollig unabhéngig voneinander, was

eine einfache und flexible Modellierung erméglicht.

Korollar 2.2.11. Sei H eine n-dimensionale Verteiungsfunktion mit stetigen Randverteilungen
Fi, ..., F,, und der Copula C, so gilt fiir jedes n-Tupel in [0, 1]™

Cluy, ..., uq) = H(F1_1(U1)a ~-->F_1(un))v

n

mit F ! (u;) = inf{x € R|F;(x) > w;} firi = {1,...,n}.

2.3 Fréchet-Hoeffding-Schranke

In diesem Abschnitt geht es darum die Schranken festzusetzen, in denen sich eine n-Copula be-
wegt. Dann werden wir in diesem Abschnitt zeigen, dass die obere Schranke selbst eine Copula
ist, die untere Schranke jedoch nur fiir den Fall n = 2 eine Copula ist. Grundlage fiir diesen Ab-
schnitt bildet wieder Nelson[31], wobei auch hier wieder der zweidimensionale Fall betrachtet

wurde. In dieser Arbeit wird direkt der n-dimensionale Fall betrachtet.

Fréchet-Hoeffding-Theorem 2.3.1. Sei C eine Copula. Fiir alle u = (uy, ..., u,) € DomC mit
W = max{u; + ... + u, —n+ 1,0} und M" := min{uy, ..., u, } gilt

wm S C(U,l, ceey Un> é M".
Beweis. Da C' monoton steigend in jeder Variablen ist, und u € [0, 1]ist, gilt

Cury eoyun) < C(1, 0 Lug, 1,00 1) = wy Vie{l,.,n}

= C(uy, ...y ) < minfuy, ..., up, }.

Sei C eine Copula mit Randverteilungen C, mit k € {1,...,n}. Da C eine geerdete n-steigende
Funktion ist mit DomC = [0, 1]" gilt nach Satz 2.1.17 fir alle v = (u4, ..., u,) € DomC

|C(177 1) ul: ey U ’ < Z ‘Ck Ck: Uk;)|

Da C' und die C}, Verteilungsfunktionen auf [0, 1]” bzw. [0, 1] sind, sind alle Differenzen grofer
oder gleich 0 und man kann die Betragsstriche weglassen. Daraus ergibt sich

C(l,...,l)—C’(ul,...,un) <Z Ck Ck Uk) —H—ZCk uk

k=1
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Abbildung 2.1: Graphen der Fréchet-Hoeffding-Schranken M?(u, v) und W?(u, v), Quelle: [31,
Seite 10]

Daraus folgt direkt

]
In der Abbildung 2.1 werden werden die Graphen der Fréchet-Hoeffding-Schranken fiir den
2-dimensionalen Fall gezeigt.
Im Folgenden werden wir untersuchen, ob die Grenzen selber wieder Copulas sind.
Lemma 2.3.2. M" ist eine Copula.
Beweis.

e M™ ist geerdet, da min{uy, ..., u,, } = 0 gilt, falls mindestens ein u; = 0.

e M™ hat auf I rechteckverteilte Randverteilungen, denn min{1, ..., 1, u;, 1, ..., 1} = w;, fur
allei € {1,...,n}.

e Esbleibt zu zeigen, dass M" n-steigend ist, also dass gilt

Var ([a,0]) = Al AP M™ = Al AP min{, ..} > 0.
Bei der Minimumfunktion darf man die einzelnen Argumente permutieren. Man nummeriere
die Elemente {ay, ..., a, } so um, derart dass a; < as < ... < a,, gilt.
Sei D; := {a;, aiy1, .y Qn, by by, ..0p 3,V i € {1,...,n}. Nun ist a; das kleinste Element von
Dy, daher gilt
Var ([a,0]) = A A2 min{by, -, ..., } — AV A2 min{ay, -, .., 0}

2 2

~
=27"1x(a1—a1)=0
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Das Volumen ist Null, falls b; kleiner als alle Element von D ist.
Ist b nicht kleiner als alle Elemente von D, geht man fiir ¢ = 2, ..., n — 1 iterativ vor: a; ist nun

kleinstes Element von D;, daher gilt

VMn<[Cl, b]) :AZZAI(Z:ll min{bl, ceny bi7 g eeey }

b b .
- Aaﬁ"'AaZiill mln{bl, ...,bi,l,ai, g eeey } .

J/

TV
:2"_2*(6%'7(11‘):0

Falls b; kleiner als alle Elemente von D, ist, haben wir Vj;» = 0 und die Behauptung ist

gezeigt. Ansonsten erhalten wir nach n — 1 Schritten

VMn<[(l, b]) = AZZ min{bl, ceey bn—la }
= min{by,...,b,} — min{by,...,b,_1,a,} > 0.

Bemerkung 2.3.3. W2 ist eine Copula.

Beweis. Offensichtlich ist W2 geerdet und hat gleichverteite Randverteilungen. Es bleibt also
zu zeigen, dass W2 fiir jede 2-Box ([uy, us] X [v1, vo]) mit uy, us, vy, v9 € [0, 1] 2-steigend ist,
also dass gilt

Viyz = max{ug + v — 1,0} + max{u; +v; — 1,0}
— max{us +v; — 1,0} — max{u; +v; — 1,0} > 0.

Wir fiihren eine Fallunterscheidung durch.

1. Fall: Die beiden unteren Maxima sind gleich 0. Daraus folgt Vi2 > 0.

2. Fall: Eines der beiden unteren Maxima ist grofer 0. O.B.d.A. sei u; + v — 1 > 0. So gilt
aber max{us + vy — 1,0} > max{u; + vy — 1,0}. Daraus folgt Vj;» > 0.

3. Fall: Die beiden unteren Maxima sind grofer als 0. Dann gilt

Vive = (ug +vg — 1) — (ug +vg — 1) — (ug + v1 — 1) + max{u; +v; — 1,0}

=0 . fi + v > 1.
:maX{ul+U1—170}_u1+vl_1: ur uq V1 = .

>0 Jfuru +ov; <1
Somit haben wir alle drei Fille abgearbeitet und das Lemma ist gezeigt. ]

Bemerkung 2.3.4. 1" ist fiir n > 3 keine Copula.

Beweis. Es geniigt nach der Definition der Copula zu zeigen, dass W™ nicht steigend ist. Dazu
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betrachtet man das WW"-Volumen des n-dimensionalen Wiirfels [1/2,1]" C [0, 1]™

1
an<{§,1}>: max{l +..+1—n+1,0}

1

1
—n*max{§+1+...—l—1—n—|—1}

(& J/

n 1 1
+ smaxs-—+-+14+..+1—-—n+1,0
2 2 2

(& J/

o

]

Im Folgenden wird gezeigt, dass man fiir alle n-Tupel (u1, ..., u,) eine Copula finden dann,
sodass C(uq, ..., u,) = W"(uq, ..., u,) gilt. Das bedeutet, dass auch diese Schranke nicht weiter

verbessert werden kann.

Satz 2.3.5. [31, Theorem 2.10.13] Fiir jedes u aus I" gibt es eine Copula C, welche die Glei-
chung C'(u) = W"(u) erfiillt.

Beweis. Fallsu = 0 := (0,...,0) oder u = 1 := (1, .., 1) gilt, kann man jede beliebige Copula
nehmen. Sei also u € I™\{0, 1}. Man macht eine Fallunterscheidung:

1. Fall; 0 < uy + ... + u,, < n — 1: Man betrachte eine Menge aus 3" Punkten v = (vy, ..., v,,),
wobei jedes v, € {0, 1, ¢} ist mit tx = (n — 1)ug/(us + ... + u,, ). Nun definiert man auf diesen
Punkten eine Funktion C’ durch C’(v) = W™(v).

Zunichst zeigen wir, dass C” eine Teilcopula ist. C” ist offensichtlich nur auf Punkten des Ein-
heitsintervalls definiert, geerdet und hat rechteckverteilte Randverteilungen. Es bleibt zu zeigen,
dass C" n-steigend ist. Fiir t = (¢4, ..., t,,) folgt

n—1

C'(t) = W"(t) = max {(m Fet ) )

—n+1,0}:O.

Seien a® = (0, ...,0,4,0,...,0) und b%* = (t1, ..., t4_1,1,tx41, ..., t,,). Dann gilt fiir jede
n-Box By = ([a®, b)])
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VL(By) = C'(t1, ooy ti1, L g1y ooy t) — C'(2)
= W™ty oy toet, Litpgts s ty) — 0
{( o) n—1 n—1
= max < (u et Up) ———— U ———————
! (ug + ... + uy) k(u1+...—|—un)

=1—t,, Vk={1,..n}.

+1—n—|—1,0}

Per vollstindiger Induktion kann man zeigen, dass alle anderen n-Boxen, die ebenfalls vs als
Eckpunkte haben und disjunkt von den Bys sind, das C’-Volumen 0 haben. Damit ist C’
n-steigend, und somit eine Teilcopula.

Wendet man nun den Erweiterungssatz 2.2.7 und die zugehorige Bemerkung 2.2.9 auf die Teil-
copula C” an, so erhilt man eine n-Copula C, welche linear in jeder Variablen ist. Fiir jedes x
in der n-Box [0, t] (was w einschliefit) gilt somit C'(z) = W™ (z) = 0.

2.Fall; n—1 < uy +...+u, < n: Man betrachtet nun die Menge aus 3" Punkten v = (vy, ..., v,,),
wobei nun jedes vy, € {0, 1, s Hst, mit sy = 1 — (1 —wuy)/(n — (ug + ... + uy)). Jetzt definiert
man auf diesen Punkten eine Funktion C’ durch C’(v) = W™ (v). Fir t = (t4, ..., t,,) folgt

n—(up + ... + uy)
n— (up + ... + uy)

C'(t) = Wn(t) :max{n—l— —n+1,0} ~0.

Wieder erbt C’ von W", dass C’ geerdet ist und auf I rechteckverteilte Randverteilungen hat.
Um nachzuweisen, dass C"’ eine Teilcopula ist, bleibt wieder zu zeigen, dass C’ n-steigend ist.
Seien a®) = (0,...,0, 51,0,...,0) und b®) = (s1,..., 8,1, 1, Sp41, ..., 5). Dann gilt fiir jede
n-Box By, = [a®), (¥

VC’(BIC) = C/(817 veey Sk—1, 1,Sk+1, ceey Sn) -0

n
=W (817 ey Sk—1, 17 Sk41,5 "'7871,)

— n 1-—
:mm{n—n (bt tun) il +1—n+LO}
n—(up + ... + uy) n—(up + ... + uy)
l—uk

n—(ug + ... +up)
=1—-s; ,Vk::{l,..,n}.

Man kann erneut mittels vollstandiger Induktion zeigen, dass alle anderen n-Boxen, die eben-
falls vs als Eckpunkte haben und disjunkt von den Bjs sind, das C’-Volumen 0 haben. Wir
erweitern die Teilcopula C’ zu einer Copula C' wie oben.

Sei s = (s1, ..., $»), dann gilt fiir jedes x in der n-Box [s, 1| (was u einschlieBt),
Clz)=W"(z) =21+ ...+ x, —n+ 1. O
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2.4 Ko- und Kontramonotonie

In diesem Abschnitt wird der Zusammenhang zwischen den Fréchet-Hoeffding-Schranken und
dem Vorliegen bestimmter Abhédngigkeiten bei den Zufallsvariablen der Copulas erldutert. Dazu

werden zunéchst die Begriffe definiert.

Definition 2.4.1. Zwei Zufallsvariablen X, Y heilen komonoton, falls es eine monoton stei-
gende Funktion f gibt, derart dass X = f(Y") fast sicher gilt. Das bedeuted, dass sie zur selben
Zeit grolle, bzw. kleine Werte annehmen.

Die Zufallsvariablen heiflen kontramonoton, falls es eine monoton fallende Funktion f gibt,
derart dass X = f(Y") fast sicher gilt. In diesem Fall sind die beiden Zufallsvariablen gegen-
laufig.

In Bezug auf Copulas kann man folgende Aussage treffen.

Satz 2.4.2. Zwei reelle stetige Zufallsvariablen X; und X5, mit Randverteilungen £} und F,

und mit gemeinsamer Verteilungsfunktion A sind genau dann komonoton, falls gilt
H(zy,22) = M*(Fy(21), Fo(22)), Va1, 20 € R.
Die Zufallsvariablen sind kontramonoton, falls gilt
H(zy,20) = W2(Fy (1), Fo(22)), Va1, 29 € R.

Bemerkung 2.4.3. Im Falle n = 2 sind die Schranken W? und M? selbst Copulas. Sei U eine
auf [ rechteckverteilte Zufallsvariable auf [0,1] (U ~ U(0, 1)), dann gilt

W2 =P[U <2,1 —U < mp)und M?> =P[U < 21,U < 2.

Daher kann man W2 und M? als Verteilungsfunktionen des Vektors (U, 1 — U)* bzw. (U, U)7
auffassen. Die Verteilungsfunktion von (U, 1 — U)T hat ihre Masse auf der Diagonalen Zwi-
schen (0, 1) und (1,0), wohingegen die Verteilungsfunktion von (U, U)” ihre Masse nur auf
der Diagonalen von (0,0) nach (1,1) hat. Hier beschreibt W" die perfekte negative und M"
perfekte positive Abhingigkeit.

Satz 2.4.4. [38, Theorem 1] Zwei reellwertige Zufallsvariablen X und Y sind genau dann ko-
monoton, wenn eine Zufallsvariable Z und monoton steigende Funktionen v und v auf R exis-
tieren, derart dass (X,Y) =4 (u(Z),v(2)) gilt.

Beweis. Sei Z eine Zufallsbvarialbe und v und v monoton steigende Funktionen auf R, so dass
(X,Y) =4 (u(Z),v(Z)) gilt. Sei H die gemeinsame Verteilungsfunktion von X und Y, so gilt

H(z,y) = Plu(Z) <z,v(Z)<y|=P[Z € A Z € B],
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wobei A und B Intervalle der Form [0, d] oder [0, d) sind. Da entweder A C B oder B C A
gilt, folgt

H(z,y)=P|Z € A,Z € B] =min{P[Z € A], P|Z € B}
= min{P[X < z,Y <y|} = min{F(z), F»(y)},

wobei [ und F, die Randverteilungen von X und Y sind. Damit ist der erste Teil bewiesen.
Fiir die Riickrichtung seien nun X und Y reellwertige komonotone Zufallsvariablen und U eine

auf I rechteckverteilte Zufallsvariable. Dann gilt nach Satz Pit
(X,Y) =q (F7H(U), F;y 1 (U)),

Wobei fiir die Inversen der Randverteilungen F; gilt F, '(q) = inf{x|F;(x) > ¢} fir q € I.
Damit sind !, F; ' monoton steigende Funktionen und der Satz ist gezeigt. [

Ebenso gibt es auch einen Satz kontramonotonen Zufallsvariablen

Satz 2.4.5. Zwei reellwertige Zufallsvariablen X und Y sind genau dann kontramonoton, wenn
es eine Zufallsvariable Z, eine monoton steigengende Funktionen » und eine monoton fallende
Funktion v auf R existieren, derart dass (X,Y) =4 (u(2),v(2)) gilt.

Beweis. Der Beweis verlduft analog zum Beweis des Satzes 2.4.4 [

Bemerkung 2.4.6. Im Falle stetiger Verteilungsfunktionen £} und F, von X und Y ist die

Copula eindeutig, und die obigen Sitze konnen verschirft werden zu:

e C' = W? gilt genau dann, wenn Y = T(X) fast sicher gilt mit monoton fallendem
T=Flo(1—F).

o C' = M? gilt genau dann, wenn Y = T(X) fast sicher gilt mit monoton steigendem
T - F2_1 (¢] Fl.

2.5 Copulas und Zufallsvariablen

Eine wichtige Eigenschaft von Copulas ist die Invarianz, bzw. die einfache Anderung bei Trans-
formation der Zufallsvariablen durch eine stetige und streng monotone Funktionen, was in die-
sem Abschnitt ndher ausgefiihrt wird.

Zunichst geht es jedoch um die Copula, welche man bei unabhiingigen Zufallsvariablen erhilt.

Definition 2.5.1. Die Produktcopula ist fir u = (uy, .., u,) definiert als

" (u) = u; - ... - Up,.
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Abbildung 2.2: Graph der Produktcopula IT?(u, v), Quelle: [31, Seite 10]

Fiir den 2-dimensionalen Fall wird der Graph der Produktcopula IT?(u, v) in Abblidung 2.2
dargestellt.

Lemma 2.5.2. Sei (X7, ..., X,,) ein Vektor mit stetigen Zufallsvariablen mit Copula C'.
X1, ..., X, sind genau dann unabhingig, falls C' = II" gilt.

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus Sklar’s Theorem und der Tatsache, dass die Zufallsvaria-
blen X7, .., X,, genau dann unabhingig sind, falls H(x1, .., z,) = Fi(z1) - ... - F,(z,,) fiir alle
(X1, ey Tp) eR" gilt. O

Das folgende Lemma beschreibt die Invarianz der Copula unter streng monotonen Trans-
formationen der Zufallsvariablen. Diese Eigenschaft werden wir in dieser Arbeit noch ofter

benutzen.

Lemma 2.5.3. [10, Theorem 2.6] Sei (X1, ..., Xn)T ein Vektor mit stetigen Zufallsvariablen mit
Copula C, und a4, ..., o, seien streng monoton steigende Funktionen auf Ran Xy, ..., RanX,.
Dann gilt (a;(X}), ..., @, (X)) hat ebenfalls Copula C.

Beweis. Seien F1, ..., F, die Verteilungsfunktionen von X1, ..., X, und seien GGy, ..., GG, die Ver-
teilungsfunktionen von «(X;),...,a(X,,). Der Vektor (Xi,..., X,,)” habe die Copula C' und
(a1(X1), ..., n(X,))T habe die Copula C,. Da die a; streng monoton steigend fiir jedes &
sind, gilt Gy (z) = Plag(Xy) < 2] = P[X}, < a; ' (2)] = Fp(a, ' (z)), Vo € R. Daher gilt

Co(Gi(x1), .., Gp(xy,)) = Plon (X7) < 21,y o0y 0 (X) < ]
=P[X, <a;'(z1), ... Xn < a; ' (2)]
= C(F(ar (@), - Fal0 (22)))
= C(Gi(11), ..., Gp(1,)).

Dadie X1, ..., X,, stetig sind, gilt RanG; = ... = RanG,, = [0, 1].
Daraus folgt DomC,, = DomC = [0, 1]". O
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Im néchsten Lemma geht es um die Verinderung der Copula bei streng monoton fallenden

Transformationen.

Lemma 2.5.4. [10, Theorem 2.7] Sei (X4, ..., Xn)T ein Vektor mit stetigen Zufallsvariablen

.....

.....

Beweis. Die Zufallsvariablen X7, ..., X,, haben die Verteilungsfunktionen Fi, ..., F}, und
a1(X1), ..., an(X,,) haben die Verteilungsfunktionen Gy, ..., G,,. Es gilt

=Pl (Xy) < 21, oo, (X)) < 1)

=P[X; > a7 (21), 02(X2) < 29, ..., 0 (Xy) < 2]

= Play(Xs) < g, ..oy an (X)) < 2] — P[X) < a7 H(21), a2(Xy) < 29, ...y an (X)) < 2

= Con(x)sn () (G2(22)s o0y Go(T0)) — Oy an (X)) (F1 (a7 (1)), Ga(@2), ..., Gi(2))
= Con(X2),an(Xn) (G2(22) s oos Gr(Zn)) — Cxy as(X0),an(xn) (1 — Gi(21), Go(22), ..., Gr(Tn)),

woraus die Gleichung direkt folgt. 0

Durch die rekursive Benutzung dieser beiden Lemmata kdnnen wir fiir streng monotone

ai, ..., o, die Copula Oy, (x,) x,, und ihren tieferdimensio-

777777777

nalen Randverteilungen vollstindig beschreiben.

Beispiel 2.5.5. Sei (X, X»)” ein Vektor mit stetigen Zufallsvariablen mit Copula Cly, x,. Seien
a1, ag streng monotone fallende Funktionen auf RanX;, RanX,. Weiter gehore zum Vektor
(o (X1), (X)) die Copula Cy, (x,),00(x,)- Dann gilt

Car(X1),00(X2) (U1, U2) = Coy(xo) (U2) = Cxyjan(x2) (1 — U, u2)
= U9 — CXl(l — Ul) + CX17X2(1 — Uy, 1-— Ug)
= Uy + U] — 1+ CXl,XQ(l — Uy, 1-— u2)

2.6 Uberlebenscopula

In diesem Abschnitt werden die Uberlebenscopula und die Uberlebensfunktion einer Copula

definiert und ihr Zusammenhang verdeutlicht. Dies wird zunéchst fiir den zweidimensionalen
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Fall gemacht, da die Unterschiede der Begriffe so leichter nachzuvollziehen sind. Dazu zunéchst
einige Definitionen.

Definition 2.6.1. (Uberlebensfunktionen) Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion
F, so ist die Uberlebensfunktion F definiert als

F(r)=P[X >2]=1- F(x)

Fiir ein Paar von Zufallsvariablen (X,Y") mit gemeinsamer Verteilungsfunktion H ist die ge-

meinsame Uberlebensfunktion gegeben durch
H(z,y) = P[X >x,Y >y

Fiir zwei Zufallsvariablen X und Y mit Verteilungsfunktionen /' und G und gemeinsamer
Verteilungsfunktion A kann man mithilfe von Sklar’s Theorem eine Copula C' finden, welche
die univariaten Verteilungsfunktionen mit der gemeinsamen Verteilungsfunktion verbindet. Nun
wollen wir iiberpriifen, ob es analog dazu eine Verbindung der zwei Uberlebensfunktionen F'

und G mit ihrer gemeinsamen Uberlebensfunktion H gibt. Dafiir betrachten wir

H(w,y) =1 - F(z) = G(y) + H(=,
=F(2)+Gy) — 1+ C(F(z

Y)
),G
=F(z)+Gy) —1+C(1 — F(x

Definiert man eine Funktion C : I? — I durch
Cluv)=u+v—1+C(1—u,1—0v)
erhilt man

H(z,y) = C(F(z),G()).

Damit kénnen wir die Uberlebenscopula definieren:

Definition 2.6.2. (Uberlebenscopula)
Sei (X1, ..., X,,)T ein Zufallsvektor mit n-dimensionaler Verteilungsfunktion H, Copula C' und
stetigen Randverteilungen Fi, ..., F},. Dann gilt

PX) <zy,.., Xy, <) = H(1,y ooy ) = C(Fi(21), .0y Fru()).
Die gemeinsame Uberlebensfunktion ist definiert als

PX) > 21,0, Xy > ] = H(71, .00 20).
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Dann ist die Uberlebenscopula C definiert als
PX) > 21,..., Xy > 2] = H(xy, ..., 2) i = G(F

Lemma 2.6.3. Die Uberlebenscopula ist eine Copula.
Beweis. Sei T (u) =1 — u fir u € I eine streng monoton fallende Transformation.

Fiir U; ~ U(0,1) miti € {1,..,n} gilt T(U;) ~ U(0, 1), und daraus ergibt sich

Cuyovn Uty ccyun) =PlUL > 1 —uy, ..., Uy > 1 — uy)
=P[T(U1) <y, .., T(Up) < ]

Hieraus folgt die Behauptung. [

Bemerkung 2.6.4. Wichtig bei Uberlebenscopula C ist, diese nicht zu verwechseln mit der
gemeinsamen Uberlebensfunktion C' von zwei auf I rechteckverteilten Zufallsvariablen U und

V' mit gemeinsamer Verteilungsfunktion, bzw. Copula C":

C(u,v) = PlU > u,V > ]

Der Zusammenhang zwischen der Uberlebensfunktion einer Copula C' und der Uberlebensco-

pulaéist
é(u,v):1—u—v+C(u,v):6(1—u,1—v). 2.7)

Es gilt, dass C im Gegensatz zur Uberlebenscopula keine Copula ist.

Am Ende dieses Abschnitts wird noch eine Aussage zur bedingten Wahrscheinlichkeit ge-

macht, die wir im néachsten Kapitel benotigen werden.

Bemerkung 2.6.5. Man kann die bedingte Wahrscheinlichkeit auch mithilfe der Uberlebensco-

pula angeben:

C(u,v) 1—u—v+C(u,v) _a(l—u,l—v)

PlU > ulV > v] = T T, T

2.7 Konkordanzordnung

Mit der Uberlebenscopula kann man die Konkordanzordnung definieren, durch die eine Inter-
pretation des Copula-Parameters bei Copulasfamilien ermoglicht wird. Diese Ordnung stellt

damit eine erste, wenn auch sehr schwache Abhingigkeitsordnung dar.
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Definition 2.7.1. (Konkordanzordnung) Seien C'; und C5 zwei Copulas, dann ist C'; kleiner als
Cs (geschrieben ('] < (5), falls

C1(u) < Cy(u) und C1(u) < Cy(u), Vuelo1]"

gilt. Diese Ordnung macht eine Aussage zur Abhingigkeit der Randverteilungen einer Copula.
In diesem Fall hat die Copula eine groere positive Abhingigkeit der Randverteilungen als die
Copula (.

Die Konkordanzordnung ist nur eine Teilordnung, da sich nicht alle Copulas mit ihr verglei-

chen lassen. Es gilt jedoch fiir alle Copulas C' in Bezug auf die Fréchet-Hoeffding-Schranken
wn" < C(u) < M™.

Bemerkung 2.7.2. Fiir den bivariaten Fall sind die beiden Bedingungen fiir die Konkordan-
zordnung &quivalent, denn dort besteht folgende Beziehung zwischen der Copula und ihrer

gemeinsamen Uberlebensfunktion:

C(ug,uz) =1 —up —us + C(uq, us) (2.8)

Damit gilt:

C1(ur,uz) < Cour,ug) & 1 —uy —ug + Cyug,uz) < 1—uy —uy + Colug, uy)
& Ci(ur, uz) < Colug, ug).

Zusammenfassend ldsst sich folgende Formulierung formulieren.

Bemerkung 2.7.3. Es gilt W™ < C' < M™" fiir alle n-Copulas C, jedoch sind nicht alle
n-Copulas untereinander vergleichbar, da dies nur eine partielle Ordnung darstellt. Es gibt je-

doch total geordnete Copulafamilien, worauf wir im Spiteren zuriickkommen werden.

2.8 Dichte der Copulas

Copulas sind als Verteilungsfunktionen definiert. Es lassen sich aber auch Ausdriicke fiir die
Dichte herleiten, falls diese existiert.
Jede n-Copula C lisst sich fiir u = (uy, ..., u,) aufsplitten in einen absolut stetigen Teil A¢ und

einen singuldren Teil S¢

C(u) = Ac(u) + Sc(u),
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wobei

:/ / ’ C(S1, ..., Sn)dsy...ds, und S¢(u) = C(u) — Ac(u).

Die partiellen Ableitungen existieren nach Satz 2.1.18 fast iiberall innerhalb /™. Im Gegensatz
zu multivariaten Verteilungsfunktionen sind die Randverteilungen der Copulas immer stetig.

Deshalb haben Copulas keine Punkte in I™ mit einem positiven C'-MaB.

Definition 2.8.1. (Copula-Dichte) Sei F' eine multivariate, absoult stetige Verteilungsfunktion
der Zufallsvariablen X, .., X,, mit absolut stetiger Copula C, also C' = As. Weiter sei f die
gemeinsame Dichte von F und f; seien die Dichten der stetigen Randverteilungen F;. Dann ist
die gemeinsame Dichte f definiert als

O"F(xy,..,x,)  O"C(Fi(x1),.., Fu(zy))

@) = 0xy...0x, - 0xy...0x,
_ O C(Ey(w1), - Fulza)) H OF;(x:)
8F1 (xl)E)Fn(xn) -1 5’%
Substituiert man nun u; = F;(x;), so erhélt man
8" 0"Cur, .., up)
f(l’l,...,l’d) UI Hfz l’z

aun

Hierbei wird

_0"C(uy, .., up)

als die Copula-Dichte definiert.

Die gemeinsame Dichte f ist also das Produkt der Copuladichte und der gemeinsamen Dich-
te der Zufallsvariablen im Falle der Unabhiingigkeit. Die Copula-Dichte spielt eine wichtige
Rolle bei der Schitzung der Copula-Modelle mit der Maximum-Likelihood-Methode.

Bemerkung 2.8.2. Mit Copulas lassen sich auch Ausdriicke fiir bedingte Verteilungsfunktionen
angeben. Da die partiellen Ableitungen einer Copula nach Satz 2.1.18 fast iiberall existieren, hat
ein Zufallsvektor (U, ..., U,) mit Copula C folgende Ableitungen k-ter Ordnung:

akC(Ul, ey un)
aulauk

C’k(ul, ceey un) =

Seien Werte der Zufallsvariablen Uy, ..., U,_; gegeben. Die Dichte der bedingten Verteilung
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fiir Uy, sei gegeben durch

8k0k(s,u1,...,uk_1)/8k1C’k1(u1,...,uk_1)
888U1...8uk_1 '

Uty s U 1) = ouy...0up_1

Damit gilt fiir die bedingte Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen Uy, fiir k € {2, ...,n}:

CF(upluy, oy up—1) = PlU, < ug|Uy = uy, o, Up—y = ug_y]

32



Kapitel 3
Abhéngigkeitskonzepte

Mit Copulas werden Abhédngigkeiten zwischen Zufallsvariablen beschrieben. Es gibt allerdings
eine Vielzahl von Mal3en, die diese Abhingigkeiten messen. In diesem Abschnitt wird zunichst
Pearson’s Korrelationskoeffizient eingefiihrt und seine Nachteile aufgezeigt. Danach werden
zwel Rangkorrelationskoeffizienten vorgestellt, die diese Nachteile nicht mehr haben. Am Ende
wird in diesem Abschnitt die Tail Dependence behandelt, welche die asymptotische Abhingig-
keit von Zufallsvariablen beschreibt.

3.1 Korrelation

Das wohl bekannteste Mal3 der Abhinigigkeit zwischen zwei Zufallsvariablen ist Pearson’s Kor-
relationskoeffizient. Dieser ist ein MaB fiir den Grad des linearen Zusammenhangs zwischen
zwei Zufallsvariablen. Er nimmt Werte im Intervall [—1, 1] an. Nimmt der Korrelationskoeffi-
zient den Wert 0 an, hingen die beiden Zufallsvariablen iiberhaupt nicht linear voneinander ab.

Allerdings konnen diese dessen ungeachtet in nicht-linearer Weise voneinander abhédngen.

Definition 3.1.1. Sei (X, Y)7 ein Vektor mit Zufallsvariablen X und Y mit positiven Varianzen
Var(X) und Var(Y). Der Korrelationskoeffizient fiir (X,Y ), oder auch die Korrelation ge-
nannt, entsteht durch geeignete Normierung der Kovarianz Cov(X,Y) = E(XY)—E(X)E(Y)

Cov(X,Y)

r(X,Y) = .
( ) VVar(X)Var(Y)

Mit der Division der Kovarianz durch die Wurzel der Varianzen erreicht man eine Normie-
rung des Korrelationskoeffizienten, so dass die Ungleichung —1 < r(X,Y") < 1 erfiillt ist. Dies
gilt, da [Cov(X,Y)| < /Var(X)Var(Y).

Im Falle unabhéngiger Zufallsvariablen X und Y gilt »(X,Y") = 0, denn Cov(X,Y’) = 0. Die
Korrelation ist ein Maf der linearen Abhédngigkeit.

Im niichsten Lemma wird die Linearitédtseigenschaft des Korrelationskoeffizienten beschrie-

ben. Diese birgt den Vorteil, dass man den Korrelationskoeffizienten an bestimmte Gegebenhei-

33
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ten anpassen kann.

Lemma 3.1.2. Fiir zwei Zufallsvariablen X und Y und «, 3,9,y € R mit «, v # 0 gilt:
r(aX + 6,7Y +0) = sign(a-y)r(X,Y).

Beweis.

B Cov(aX + 3,7Y +6)
NmX+ﬁﬁY+5%—vawxqﬂﬂVVMhY+5)
B ayCov(X,Y) —

N VaVar(X)y/y*Var(Y) ~ e

]

Dabher ist die Korrelation invariant unter streng monoton steigenden linearen Transformatio-

nen. Dies gilt jedoch nicht fiir nichtlineare Transformationen.
In Bezug auf Verteilungsfunktionen ergibt sich fiir Pearson’s r:

Lemma 3.1.3. Seien X; und X, Zufallsvariablen mit endlichen Varianzen, Randverteilungen
Fy und F5 und gemeinsamer Verteilungsfunktion £'. Dann ldsst sich Pearson’s Korrelationsko-

effizienten darstellen als

1 o0 oo
r(Xq, Xs) = F(xy,x9) — Fi(xq) Fo(xo)|dridas. 3.1
(X0 X0) = s || [P - A Feldods,
Beweis. Die Covarianz lésst sich nach dem Verschiebungssatz von Steiner darstellen als
Cov(X1, X)) = E(XY) — E(X)E(Y).

Daher geniigt es zu zeigen, dass
mxm—Euﬂqu/ /[ﬂmmg—ﬂ@MM@Mmmg (3.2)

gilt. Seien dazu (X1, Y1)” und (X5, Y5)? zwei unabhiingige identisch verteilte Zufallsvektoren

mit gemeinsamer Verteilungsfunktion F'. Dann gilt

2(E(X,Y) - E(X1)E(1)) =E((X1 — X3)(Y1 - V2))

:E/ / (H{u§X1} - H{ngg})(]I{ung} - H{Ugyg})dudv.

:E/ / (H{u§X1}H{v§Y1} + ]I{USXQ}]I{vgYQ}

— Lot lpweriy — Lusxiylppsyey Jdudy
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=2E / / (L x iy lweviy = Tw<xay lpeny ) dudv,

da (X1,Y})T und (X5, Y5)T unabhiingig identisch verteilt sind. Da die Covanzianz existiert
sind £|XY|, E|X| und E|Y | endlich. Daher kann man den Erwartungswert unter das Intregral

ziehen, auf beiden durch 2 teilen und man erhélt die Behauptung. 0

Bemerkung 3.1.4. Substituiert man in Gleichung (3.1) u; = Fj(w;), bzw. x; = F; '(u;) fiir
i €{1,2}, so gilt

T(Xl,XQ) ul,u2 — 'LL1U2]dF (ul)dF{l(uQ).

\/Var X1 Var(Xs) / /

Definition 3.1.5. (Korrelationsmatrix) Betrachtet man nun mehrdimensionale Zufallsvariablen
X = (X1,..X)Tund Y = (V1,...,Y,,)T, so lassen sich alle paarweisen Kovarianzen und
Korrelationen in n x n Matrizen Cov(X,Y’) und r(X,Y’) darstellen. Solange alle Varianzen

endlich sind, gilt

Cou(X,Y);; :=Cov(X;,Y;)und r(X,Y),; ; :==r(X;,Y;),1 <i,j5 <n.

(22 1y ]

Diese Matrizen sind symmetrisch. Die paarweisen Korrelationen eines einzelnen Zufallsvektors

erhilt man, indem man Y = X setzt:
r(X) = r(X, X), bzw. Cov(X) = Cov(X, X),

wobei Cov(X, X) gerade die Kovarianzmatrix von X ist.

r(X) heiBt in diesem Fall die Korrelationsmatix.
Der folgende Satz zeigt die Grenzen der Korrelation auf.

Satz 3.1.6. [11, Theorem 4] Sei (X,Y)” ein Zufallsvektor mit Randverteilungen F und F
und 0 < Var(X),Var(Y) < oo, so gilt:

1. Die Menge der moglichen Korrelationen ist das abgeschlossene Intervall [7,n, Tinaz |, Mit

Trmin < 0 < Thaz-

2. Falls X und Y kontramonoton sind wir der Wert 7,,;, angenommen. Sind X und Y ko-

monoton, so wird der Wert r,,,,, angenommen.

Beweis. Ad 2:

Die Kovarianz ldsst sich fiir eine gemeinsame Verteilungsfunktion F' darstellen als

Cov(X,Y) / / Fi(2) Fy(y)]dady.
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Die Kovarianz wird daher dann minimal, wenn der Integrand minimal wird. Dieser wird mini-
mal, falls F'(z, y) minimal wird, und das ist der Fall, falls X und Y kontramonoton sind. Analog
wird die Kovarianz maximal, falls X und Y komonoton sind. Dies gilt auch fiir die Korrelation
r, da die Varianzen von X und Y unveridndert bleiben, und die Korrelation somit nur von der
Kovarianz abhingt.

Ad 1:

Fiir den Fall r = 7,,,, sind die Zufallsvariablen komonoton, und miissen daher die Copula M?

haben. Das 7,,,,, > 0 gilt, ist klar. Weiter gilt 7,,,,,, > 0, denn ansonsten miisste
min{F(z), Fa(y)} = Fi(2)F(y), VYao,yeR

gelten. Dies steht im Widerspruch zur Annahme, dass die Randverteilungen nichtdegeneriert
sind, da die Varianzen groBer O sind.
Analog gilt fiir den Fall r = r,,;,,, dass die Verteilungsfunktion 12 vorliegt. Dann gilt 7,,,;,, < 0,

denn ansonsten miisste
ma’X{Fl(x)—i_FQ(y)_170}:F1(‘r)F2(y)7 anyEE

gelten, was ebenfalls die Degeneration mindestens einer Randverteilungbedeuten wiirde.

Fiir ein A € [0, 1] hat die Mischung der beiden Exremverteilungen
A-max{F(z) + Fa(y) — 1,0} + (1 = A) - min{ F' — 1(z), F5(y) }

die Korrelation A - 7,5, + (1 — A) * 742 Auf diese Weise kann man gemeinsame Verteilungen

mit beliebigen 7 innerhalb [7,i, 7maz] konstruieren. O

Am folgenden Beispiel kann man erkennen, dass das Intervall 7,,,;,,, 7:n beliebig klein wer-

den kann.

Beispiel 3.1.7. Seien X ~ LN(0,1) und Y ~ LN(0,0?) zwei log-normalverteilte Zufallsva-
riablen mit o > 0.
Fiir 7., und 7,4, gilt:

I | |
T'min = ¢ und T"mazx = ¢ ) (33)

Vie=1)(e” —1) Vie=1)(e” —1)

was zum Beispiel in [24, Seite 20] gezeigt wird.

Fiir 7,5, und 7,4, gilt daher limy, o 7min = liMg o0 Tmae = 0, Was in Abbildung 3.1 darge-
stellt wird.

In diesem Beispiel wird klar, dass zwei Zufallsvariablen mit beliebig kleinem Korrelations-
koeffizienen trotzdem ko- oder kontamonoton sein konnen. Daher kann man bei kleiner Korre-

lation nicht auf geringe Abhéngigkeit zwischen den Zufallsvariablen schlieBen. Die Nachteile
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1.0

—— min. correlation
-------- max. correlation

0.5

correlation
0.0
|
|
\

-0.5

-1.0

sigma

Abbildung 3.1: 7,,,;, und 7,4, in Abhiingigkeit von o. Quelle: [11, Seite 25]

der lineraren Korrelation sind die folgenden:

e Die Korrelation nimmt ihr gesamtes Spektrum von [—1, 1] nur bei gemeinsamen ellipti-
schen und sphérischen Verteilungen an. Diese Verteilungen werden im néchsten Kapitel

vorgestellt. Ein Vertreter ist die mehrdimensionale Normalverteilung.
e Korrelation ist nicht invariant unter streng monotonen Transformationen

e Die Varianzen von X und Y miissen endlich sein, denn ansonsten ist die Korrelation nicht

definiert. Dies fiihrt zu Problemen bei Verteilungen mit dicken Tails.

e Nichtlineare Zusammenhinge werden im Allgemeinen nicht erfasst.

3.2 Konkordanz

Im Folgenden geht es im Gegensatz zum Korrelationskoeffizienten um Rangkorrelationskoef-
fizienten. Diese zeichnen sich dadurch aus, dass sie invariant unter streng monoton steigenden
Umformungen der Variablen sind. Da dies auch eine Eigenschaft der Copulas ist, wird hier auf
die Verbindung zwischen ihnen und den Abhiéngigkeitsmafen niher eingegangen.

Die bekanntesten dieser AbhidngigkeitsmaBle sind Kendall’s 7 und Spearman’s p. Andere Kon-
kordanzmalle werden in [31] vorgestellt. Da all diese die Abhédngigkeit in Form von Konkordanz

messen, werden wir hier ansetzten.

Definition 3.2.1. Seien (x,y)” und (2/,y’)T zwei Realisierungen eines Zufallsvektors (X, Y)T.

(2,9)T und (2, y")T heiBen konkordant, falls sie zur selben Zeit groRe, bzw. kleine Werte anneh-
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men. Also falls gilt: (x—2')(y—y’) > 0. Sie heilen diskordant, falls die beiden Zufallsvariablen
entgegengesetzt verlaufen. Also falls (x — 2’)(y — y') < O ist.

Um hierbei die Beziehung zu den Copulas zu erldutern, definieren wir uns eine Konkordanz-
funktion () als Differenz der Wahrscheinlichkeit der Konkordanz minus der Wahrscheinlichkeit

der Diskordanz zwischen zwei Zufallsvektoren.

Satz 3.2.2. [31, Theorem 5.1.1] Seien (X,Y)” und (X', Y”)” unabhéngige Vektoren von ste-
tigen Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungsfunktion H, bzw. H’', die die selben Rand-
verteilungen F' (von X und X’) und G (von Y und Y”) haben. C' und C”’ seien die Copulas von
(X, V)T und (X', Y")T, so dass H(z,y) = C(F(x),G(y)) und H'(z,y) = C'(F(x),G(y))
gilt. () sei definiert als Differenz der Wahscheinlichkeiten von Konkordanz und Diskordanz

Q=P{(X-X")Y-Y')>0}-P{(X-X")Y -Y') <0} (34)
Dann gilt:
Q=0Q(C,C" = 4//{01]2 C'(u,v)dC(u,v) — 1 (3.5)
Beweis. Da die Zufallsvariablen stetig sind, gilt:
P{X-X)NY -Y)<0}=1-P{(X -X)(Y -Y') >0}
Daraus folgt:
Q=2P{(X-X")Y-Y)>0}-1 (3.6)
Allerdings ist P{(X — X")(Y =Y') >0} =P{X > XY >V} +P{X < X"|Y < Y'},

und diese Wahrscheinlichkeiten konnen mit Integration iiber die Verteilungen iiber einen der
Zufallsvektoren (X, Y)T oder (X', Y”)T berechnet werden:

P{X > X',V >V} = P{X' < X,Y' <Y} = / / P{X' <2, <y} dC(F(z), G(y))
- [ [ o). 6 acr ). 6.
Mittels Substitution von u = F'(x) und v = G(y) erhdlt man
P{X-X"Y -Y')>0}= C'(u,v) dC(u,v).
(=0 =y >op= [ [ o acny

Ahnlich gilt
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P{X < XY <Y’} = //R P{X' > 2,Y" > y} dC(F(z), G(y))
= / R2{1 — F(z) = G(y) + C'(F(x),G(y))} dO(F(z),G(y))

:/ {1—u—v+C"(u,v)} dC(u,v).

[0,1]2
C ist gemeinsame Verteilungsfunktion des Vektors (U, V)? mit auf I rechteckverteilten Zufalls-
variablen, also gilt F(U) = E(V') = 1/2. Daraus folgt

1 1
]P’{X<X’Y<Y’}_1———§+/ C'(u,v) dC(u,v)
[0,1]2

// C'(u,v) dC(u,v).
[0,1]2

Also gilt

P{(X — X')(Y —Y") > 0} = 2 / " (u, v) dC(u, v).

[0,1]2
Dies eingesetzt in Satz (3.6) fiihrt zur Behauptung. [
Korollar 3.2.3. Seien C', C’ und () wie in 3.2.2, dann gilt:
1. @ ist symmetisch: Q(C,C") = Q(C’, ().

2. @ ist monoton steigend in jedem Argument. Das heift, ist C' kleiner als C’, so gilt
Q(C,C) < Q(C, ") fiir jede Copula C.

Beweis.
1. QIC,CN=P{(X-X")NY -Y)>0} -P{(X-X")Y -Y') <0}
= P{(X’ —X)(Y’ -Y)>0}-P{(X' - X)(Y -Y) <0}
= Q(C',C

2. CC—4// C(u,v)dC(u,v) — 1
0,1]2

<4// C" (u, v)dC (u,v) — 1
[0,1]?

—QCC

]

Nun wollen wir die Konkordanzfunktion fiir einige ausgewéhlte Beispiele, die wir in den

folgen beiden Abschnitten bendtigen werden, berechnen.
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Bemerkung 3.2.4. [31, Example 5.1] Sei C eine beliebige Copula, M? und W2 definiert wie
in 2.3.1 und II? sei die Produktcopula , dann gilt

Q(Cv C) € [_17 1]7 Q(C7 M2) € [07 1]7
Q(C,W?) € [~1,0], und Q(C,I1?) € [~1/3,1/3].

Beweis. Da () eine Differenz von zwei Wahrscheinlichkeiten ist, gilt Q(C, C) € [—1,1].
Der Triger von M? ist die Diagonale v = w in [0, 1]2. Da die Randverteilungen von M recht-

eckverteilt auf [0, 1] sind, gilt, falls g eine ingetrierbare Funktion auf [0, 1]? ist

//[0,1]2 9(u, v) dM(u,v) = /01 g(u, u) du.

Daraus ergibt sich mit Satz 3.2.2

1
Q(M27M2):4// min{u,v}dM2(u,v)—1:4/ udu—1=1,
[0,1]2 0
1

Q(M?* W?) :4// max{u +v — 1,0} dM?(u,v) — 1 :4/ (2u—1)du—1=0,
(0,1]2 1/2

1
Q(M2,H2):4//[0 | uvdM2(u,v)—1:4/0 u?du—1=1/3.
1]

Der Triger von W? ist die Diagonale v = 1 — w in [0, 1]?. Daher gilt fiir eine auf [0, 1)? inte-

grierbare Funktion f

1
/ flu,v) dW?(u,v) = / flu,1 —u) du.
[0,1]2 0
Hieraus ergibt sich mit Satz 3.2.2
1
QW2 W?) 24// max{u +v — 1,0} dW?(u,v) — 1 :4/ Odu—1=-1
[0,1]2 0
1
QW2 11%) = 4// wv dW?(u,v) — 1 = 4/ w(l —u)du—1=-1/3.
[0,1]2 0

Aus diesen Gleichungen und dem zweiten Punkt vom obigen Korollar 3.2.3 folgen die Behaup-

tungen. [

3.3 Kendall’s 7

Nachdem wir nun die Konkordanzfunktion eingefiihrt haben, wird nun der erste Rangkorrela-
tionskoeffizient eingefiihrt. Der grole Unterschied zum Korrelationskoeffizienten besteht dar-

in, dass der Rangkorrelationskoeffizient unabhéngig von den Randverteilungen ist, und somit
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nur von der gemeinsamen Verteilungsfunktion abhingt. Dies fiihrt zu einigen besonderen Ei-
genschaften dieses Abhédngigkeitsmalles. Zunichst beginnen wir jedoch mit der Defintion von
Kendall’s 7.

Definition 3.3.1. Fiir einen Vektor aus stetigen Zufalllsvariablen (X, Y)T ist Kendall’s T defi-

niert als die Wahrscheinlichkeit der Konkordanz minus der Wahrscheinlichkeit der Diskordanz:
Txy = P{(X — XNY =Y >0} -P{(X - X)Y -Y') <0},

wobei (X, Y")T und (X, Y)? unabhingig identisch verteilt sind. (X', Y”)” und (X, Y)” haben
also dieselbe gemeinsame Verteilungsfunktion.

Bemerkung 3.3.2. [31, 5.1.3] Seien X und Y stetige Zufallsvariablen mit Copula C'. Dann ist
Kendall’s 7 gegeben durch

xy =710 = Q(C,C) = 4//[ | C(u,v)dC(u,v) — 1.
0,12

Dieses Integral kann man auch als Erwartungswert der Funktion C'(U, V') mit auf [ rechteck-

verteilten Zufallsvariablen auf [0, 1] auffassen. Es gilt
T« =4E(C(U,V)) — 1.

Im Folgenden werden wir einen Schitzer fiir Kendall’s 7 einfiihren, wobei [18] als Grund-

lage dient.

Schiitzer fiir Kendall’s 7 3.3.3. Seien (X;,Y;) und (X}, Y;) unabhingige identisch verteilte

Zufallsvektoren, und seien
pe = Pl(X; — X)(Y; — Yi) > 0] und ps := P[(X; — X,)(Y; — Y;) < 0],
so erfiillt Kendall’s 7 die Gleichung
T = Pc — Pd-
Weiter seien (X, Ys) fiir s € {1, ..., n} n unabhingige Kopien des Zufallsvektors (X;,Y;) und
A;j = sign(X; — X;)sign(Y; —Y;),
wobei sign wie gewohnt definiert ist als
1 firz >0

sign(z) = 0 firz=0 .
-1 firz <0
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A;; nimmt die Werte a,; an mit

Damit hat diese Variable die marginale Wahrscheinlichkeitsfunktion

Pe fiir A5 = 1
fAij (a'ij) = Pd fur CLij = —1

1 — Pe — Pd ﬁiraij =0
Fiir den Erwartungswert gilt
E(A;;) =1p. — 1pg = T.

Fiir unsere Stichprobe der GroBe 7" erhalten wir insgesamt 7'(T" — 1) /2 Beobachtungspaare, da
a; = 0und a;; = a;;. Somit haben wir fiir 7 folgenden erwartungstreuen Schitzer, welchen

man sowohl fiir stetige als auch fiir diskrete Verteilungen anwenden kann:

A
P=2 Y .
’ ‘~ T(T—-1) @-7)
1<i<j<T

Dieser Schitzer ist schwach konsistent, was in [18] bewiesen wird.

3.4 Spearman’s p

In diesem Abschnitt wird ein zweiter Rangkorrelationskoeffizient, Spearman’s p, vorgestellt,
der dhnliche Eigenschaften wie Kendall’s 7 hat. Mit Spearman’s p ldsst sich eine Beziehung
zum Korrelationskoeffizienten herstellen.

Wir beginnen, wie gewohnt, mit der Definition.

Definition 3.4.1. Seien (X1, Y})T, (X5, Y5)? und (X3, Y3)? drei unabhingige Zufallsvektoren
mit stetiger gemeinsamer Verteilungsfunktion A mit Randverteilungen F' und GG und Copula C'.
Spearman’s p ist definiert als die Wahrscheinlichkeit der Konkordanz der Vektoren (X, Y;)”

und (X5, Y3)? minus der Wahrscheinlichkeit ihrer Diskordanz:
pxy =3 (P[(X1 — Xo)(Y1 = Y3) > 0] = P[(X1 — X5)(Y1 — ¥3) < 0]) (3.8)

Dabei hat der Zufallsvektor (X1, Y;)? die Verteilungsfunktion H und(X5, Y3)? hat die Vertei-
lungsfunktion F'(2)G(y), denn die beiden Zufallsvektoren X5 und Y3 sind unabhingig. Damit
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lasst sich Spearman’s p alternativ darstellen als

pxy =3 Q(Cxy,II).

Bemerkung 3.4.2. Nach Bemerkung 3.2.4 gilt Q(W?,1I) = —1/3 und Q(M? 1) = 1/3, und
somit gilt Q(C,II) € [—1/3,1/3]. Der Koeffizient ”3” in der Definition 3.4.1 dient also der

Normierung, so dass auch Spearman’s p Werte in [—1, 1| annimmt.

Bemerkung 3.4.3. [10, Theorem 3.4] Seien X und Y stetige Zufallsvariablen mit Copula C,
dann ist Spearman’s p proportional zur Differenz des Volumens der Copula C' und der Produk-
copula II

pxy = pc = 3Q(C,1II) = 12// (C(u,v) — uv)dudv. (3.9)
[0,1]2
Beweis. Nach (3.4) gilt

PXyYy = 3Q(H, C)

Mit (3.5) und der Unabhingigkeit von U und V' bei der Produktcopula folgt

PxXy = 3(4// C(u,v) dudv — 1).
[0,1]2

Dies lasst sich umschreiben zu

pxy =12 (/ C(u,v) dudv> -3
[0,

([ [ o)
(/]
(/1.

(u,v) dudv — // uUv dudv)
[0,1]2
12

C(u,v) — w) dudv) .

]

pc kann also interpretiert werden als ein MaB fiir die durchschnittliche Distanz einer Copula
zur Produktcopula.
In der folgenden Bemerkung wird der Zusammenhang zwischen Spearman’s p und dem Korre-

lationskoeffizienten verdeutlicht.

Bemerkung 3.4.4. Seien X und Y Zufallsvariablen mit stetigen Verteilungsfunktionen £’ und
G,sogilt U = F(X)und V = G(Y) sind auf I rechteckverteilte Zufallsvariablen mit gemein-
samer Verteilungsfunktion C. Da E(U) = E(V) = 1/2und Var(U) = Var(V) = 1/12 gilt,
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ergibt sich fiir Spearman’s p:

pX7y=pC:12// w dC(u,v) =3 =12E(UV) — 3
0,1

_EUV)-1/4 EUV)-EU)EV)
112\ WVar(U)/Var(V

= r(F(X),G(Y)).

Also ist fiir zwei Zufallsvariablen X und Y Spearman’s p identisch mit dem Korrelationskoef-
fizienten von F'(X) und G(Y).

Auch fiir Spearman’s p werden wir nun einen Schitzer suchen, wobei hier [33] als Grund-
lage dient.

Schiitzer fiir Spearman’s p 3.4.5. Sei ein Zufallsvektor (X7, ..., X,,)7 gegeben. Die Berechung
eines nichtparametrischen Schitzers p fiir zwei Zufallsvariablen X; und X; des Zufallsvektors
erfolgt mit Rangstatistiken. Es seien wieder 7' Realisierungen des Zufallsvektors (X, X;)7
gegeben. R;; sei der Rang von X; in der aufsteigend geordneten Folge X, ..., X;r. Weiter
seien R; = % Zthl Ri;, bzw. R; = % Zthl R;; die arithmetischen Mittel der Ringe von X,
bzw. X, also R, = E = % Der Schitzer wird nun als Korrelationskoeffizient der Riange der
Zufallsvariablen X; und X; berechnet:

p :T(Rita Rjt)
_ Sy (R — R)(Rjy — Ry)
VL (Ru— R XL, (R — Fo)?

i G

[\]

T—i—l

thR]t 1

Auch dieser Schitzer ist erwartungstreu und schwach konsistent, was in [18] bewiesen wird.

3.5 Konkordanzmafe

In diesem Abschnitt wird zunidchst der Begriff des Konkordanzmal3es eingefiihrt. Diese ist ein
Abhingigkeitsmal, das bestimmte Forderungen erfiillen. Es wird gezeigt, dass Kendall’s 7 und

Spearman’s p zu den Konkordanzmaflen zédhlen. Grundlage dieses Kapitels bildet [31].

Definition 3.5.1. Ein Abbildung «, die je zwei stetigen Zufallsvariablen X und Y mit Copula

C' eine reelle Zahl zuordnet heilt Konkordanzmayf, falls sie die folgenden Eigenschaften erfiillt:

1. Es gllt -1 S KXy S 1;HX,X = 1 und Rx—x = —1.
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2. Bsgilt kxy = Ky x.

3. Falls X und Y unabhingig sind, gilt kx y := k. = 0.

4. Bsgiltk_xy = Kx—y = —Kxy.

5. Haben (X,Y)" und (X', Y")" die gleiche Verteilung, so gilt kxy = Ky’ y'.
6. Fiir zwei Copulas C und C' mit C < ' gilt k¢ < K.

7. Falls{(X,,Y,)} eine Folge von stetigen Zufallsvariablen mit Copulas C,, ist, und falls

{C.,,} punktweise gegen eine Copula C' konvergiert, dann gilt lim,, ., k¢, = K-

Falls diese Eigenschaften alle erfiillt sind, also ein KonkordanzmaB vorliegt, kann man aus

diesen sieben Eigenschaften noch drei weitere folgern.
Satz 3.5.2. Sei x ein Konkordanzmal fiir stetige Zufallsvariablen X und Y.

1. Falls Y fast sicher eine streng monoton steigende Funktion von X ist, gilt

RXy = Rpm = 1.

2. Falls Y fast sicher eine streng monoton fallende Funktion von X ist, gilt

RXyYy = Rw = —1.

3. Falls a und 3 fast sicher streng monoton steigende Funktionen auf RanX und RanY

sind, gilt: Ka(X),8(Y) = KXY+

Beweis. 1. Da X und Y komonoton sind, haben sie nach Satz 2.4.4 die Copula M?. Daher

ist k maximal und es gilt Kxy = Kp2 = 1.

2. Indiesem Fall sind X und Y kontramonoton. Deshalb folgt aus Satz 2.4.5, dass die beiden
Zufallsvariablen die gemeinsame Verteilung W2 haben. Das bedeutet,  ist minimal und

nimmt somit den Wert —1 an.

3. Da Copulas nach Satz 2.5.3 invariant unter streng monoton steigenden Umformungen
ihrer Zufallsvariablen sind, gilt

Ra(X),8(y) = RC(a(X),p(Y)) = RO(X)Y) = RXY-
[

Der groBe Vorteil eines KonkordanzmaBles gegeniiber der Korrelation ergibt sich aus dem
dritten Punkt. Konkordanzmalle sind genau wie Copulas invariant beziiglich streng nonoton
steigender Variablentransformationen. Sie hingen somit nicht von der Randverteilung an sich

ab, sondern von der Abhingigkeitsstruktur zwischen den Randverteilungen.

Satz 3.5.3. [31] Falls X und Y stetige Zufallsvariablen mit Copula C' sind geniigen Kendalll’s

7 und Spearman’s p den Eigenschaften aus Definition 3.5.1 fiir Konkordanzmale.
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Beweis. 1. Nach den Sitzen 2.4.4 und 2.4.5 und den Bemerkungen 3.3.2 zu Kendall’s 7 und
3.4.3 zu Spearman’s p gilt:

TX,X— (M2 M2 i

)
TX77X _ (W2 W2> 324
pXX:3Q(M2 2) %24 1 und
px,_x = 3Q(W? 112) *2*

Nach dem zweiten Teil von 3.2.3 folgt nun, dass —1 < 7xy, pxy < L.

2. Die Symmetrieeigenschaft fiir 7 und p zeigt man folgendermaBen:

T(X,Y) = P[(Xy — X5) (Y1 = Y2) > 0] — PP| Xo)(Y1 —Y3) <0
P[(Y1 = Y2) (X1 — X2) > 0] = P[(Y1 — ¥2) (X1 — X3) < 0] = (Y, X)
p(X,Y) = 3(P[(Xy — X2)(Y1 — ¥3) > 0] — [ Xo)(Y1 = Y3) < 0))
3(

(X
PI(Y1 — Y3) (X1 — X3) > 0] = P[(Y1 — ¥3) (X1 — X3) < 0]) = p(Y, X).

(X
(

A,_\

3. Nach 3.2.2 gilt

QII,1I) = 4//{0”2 wv dll(u,v) — 1.

Da die beiden Randverteilungen von 7(u, v) unabhingig sind, gilt

4// uvdH(u,v)—1:4// uv dudv — 1
[0,1]2 [0,1]?
1
:4// —vdv—1=0.
[071]2 2

Daher gilt 7y = Q(I1,IT) = 0 und py; = 3Q(IL, IT) = 0.
4. Die Bedingung x_xy = Kx,—y = —kx,y zeigt man fiir Kendall’s 7 folgendermalen:
T_xy = P[((=X1) = (=X2))(Y1 = Y2) > 0] = P[((=X1) — (= X2)) (Y1 — Y2) < O]
=P[(X1 — Xo)(—1)(Y1 = Y2) > 0] = P[((X1) — (X2))(—1)(Y1 — Y2) < 0]

(
= 7x-v = (=DP[(X1 — X5)(V1 = ¥2) > 0] = (=DP[((X1) — (X3))(Y1 = ¥2) < 0]

= —TXyY
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Fiir Spearman’s p gilt:

p-xy = 3(P[((=X1) — (=X2))(Y1 = ¥3) > 0] = P[((—X1) — (= X)) (Y1 — Y3) < 0])
= 3(P[(X1 — Xo)(—1)(Y1 — Y3) > 0] = P[((X1) — (X2))(=1)(Y1 — ¥3) < 0])
= px-y = 3((=DP[(X1 — X2) (Y1 — Y3) > 0] — (—=1)P[((X1) — (X2))(Y1 — ¥3) < 0])

= —PXY

5. Da (X,Y)? und (X, Y"’)" die gleiche Verteilung haben, haben sie die gleiche Copula.
Da Kendall’s 7 und Spearman’s p von dieser abhingen, folgt die Aussage.

6. Fir C' < ' gilt mit dem zweiten Teil des Satzes 3.2.3

TC = Q(O7 O) S Q(Cla Cl) = T¢v, und
pc = 3@(07 H) < 3@(0/7 H) = pcr-

7. Die Lipschitzbedingung 2.1.17 impliziert, dass jede Folge von Copulas gleichmiBig stetig
ist. Daher ist die Konvergenz von C), gleichmifBig. Somit ist Punkt 7 gezeigt.
]

Da wir zeigen konnten, dass sowohl Kendall’s 7 als auch Spearman’s p Konkordanzmalle
sind, gelten fiir sie auch die drei Punkte aus dem Satz 3.5.2. Damit haben diese beiden Rang-

korrelationskoeffizienten gegeniiber der Korrelation folgende Vorteile:

e Sie liefern immer sinnvoll interpretierbare Ergebnisse, nicht nur bei normalverteilten Zu-

fallsvektoren.
e Sie sind invariant unter monoton steigenden Transformationen der Zufallsvariablen.
e Sie benétigen keine endlichen Varianzen der Zufallsvariablen.

e Es werden auch nichtlineare Zusammenhinge erfasst.

3.6 Tail Dependence

Beim Konzept der Tail Dependence geht es um die Konkordanz in den Tails der gemeinsa-
men Verteilung. Geometrisch gesehen geht es dabei um die Stédrke der Abhéngigkeit im oberen
rechten und im unteren linken Quadranten einer bivariaten Verteilung. Die Tail Dependence ist

daher relevant beim Untersuchen von extremen Ereignissen.

Definition 3.6.1. (Koeffizienten der oberen, bzw. unteren Tail Dependence)

Sei (X, Y)7 ein Vektor aus zwei stetigen Zufallsvaraiblen mit Verteilungsfunktionen £ und G.
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Die beiden Zufallsvariablen heilen asymptotisch abhingig (bzw. unabhingig) im oberen Tail,

falls der Koeffizient der oberen Tail Dependence
Ay = h/rq PIX > F ' (u)|Y > G (u)]

existiert und Ay > 0 (bzw. \y = 0) gilt.
X und Y heilen asymptotisch abhéngig (bzw. unabhéngig) im unteren Tail, falls der Koeffizient

der unteren Tail Dependence
Ap = li{réIP’[X < F ' u)|Y < G Hu)]

existiert und A\;, > 0 (bzw. \;, = 0).
Beziiglich Copulas gilt Folgendes fiir die Tail Dependence.
Lemma 3.6.2. Sei C eine Copula, so dass

. 1 —=2u+C(u,u)
lim
u,/1 1—u

gegen ein Ay € (0, 1] konvergiert, dann hat C' obere Tail Dependence. Konvergiert der Limes
gegen 0, s hat C' obere Tail Independence.

Sei C' eine bivariate Copula C, so dass

lim Clu,u)
u\,0 u

gegen ein A\, € (0, 1], so hat C' untere Tail Dependence. Konvergiert der Limes gegen 0, so hat

C keine untere Tail Dependence.
Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Bemerkung 2.6.5. [

Bemerkung 3.6.3. Die Tail Dependence hingt also nicht von Randverteilungen, sondern nur
von der Copulafunktion ab. Daher iibertrédgt sich die Invarianz beziiglich streng monoton wach-

sender Transformationen von der Copula auf die Tail Dependence.

Satz 3.6.4. [4, Theorem 3.10] Fiir die Uberlebenscopula Cin Bezug auf die Copula C' gilt fiir

die Koeffizienten der Tail Dependence
XU = )\L, und XL = )\U-

Beweis. Fiir die Uberlebenscopula C gilt nach ihrer Definition

~

Clu,v) =u+v—1+C(1—u,1—0).
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Also gilt:
- 1—2u+C 1—u,1—
N = lim A 2ut Clwy) oy CU—wlzw) o Ol
u,1 1—u u,/1 1—u u\0 U

- . C(u,u) : 2u—1+C1—-u,1—u) . 1-=2u+C(u,u)

AL = lim ————= = lim,, =1 = A

L ul{% U 10 U u% 1—u v

[

Dies gilt ebenfalls fiir den multivariaten Fall, denn fiir die Berechnung der Tail Dependence
Koeffizienten werden die bivariaten Randverteilungen verwendet, und es gilt der Satz 3.6.4

ebenfalls, wie folgende Bemerkung zeigt.
Bemerkung 3.6.5. Sei C die Uberlebenscopula in Bezug auf die Copula C, so gilt

5(1, o Liw, 1 Lug, o) =w 4wy — 14+ C(1, 0,1, — w1, 1,1 — g, 1, 1),
Daher gilt fiir die Tail Dependence Indizes der Copulas C' und C

/\Ui,j = /\Li,j und )\Li,j = )‘U

4,57

Vi, j € {1,....,n}.



Kapitel 4
Elliptische Copulas

Die Klasse der elliptischen Verteilungen liefert eine grole Menge an gemeinsamen Verteilungs-
funktionen, welche die schonen Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung besitzen. El-
liptische Copulas sind die Copulas der elliptischen gemeinsamen Verteilungsfunktionen. Diese
Copulas ermoglichen eine einfache Berechnung der Rangkorrelationskoeffizienten und der Tail

Dependence und sind einfach zu simulieren. Grundlage dieses Kapitels ist [10].

4.1 Definition

Um eine Definition fiir die elliptische Verteilung geben zu konnen, fithren wir zunichst die
charakteristische Funktion ein. Die charakteristische Funktion stellt im Wesentlichen die Ver-

allgemeinerung der Fouriertransformation auf Zufallsvariable dar.

Definition 4.1.1. Die charakteristische Funktion ox : R" +— C einer mehrdimensionalen Zu-
fallsvariablen X ist definiert als

¢x(s) = Elexp(is’ X)],s € R".

Eine charakteristische Funktion charakterisiert die Verteilung der zugehorigen Zufallsvariable
vollstdandig. Zwei Zufallsvariablen mit der gleichen charakteristischen Funktion haben auch die

gleiche Verteilung. Es ldsst sich elementar nachrechnen, dass folgende Eigenschaften gelten:

o Dx(2) <1

° (IDX(—u) = @X(u)

Definition 4.1.2. Sei X ein n-dimensionaler Zufallsvektor, ;4 € R", und sei Y eine positiv
semidefinite, symmetrische n x n-Matrix. Wenn die charakterische Funktion ¢ x_,,(¢) von X —p

die Form
px—u(t) = o(t"St)

50
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hat, so hat X eine elliptische Verteilung mit Parametern 1, 32, und ¢. Die Familie aller
n-dimensionalen elliptisch verteilten Zufallsvektoren mit diesem Parametern bezeichnet man

mit F, (i, 3, ¢), wobei man ¢ : R" — C den charakteristischen Generator nennt.
Aquivalent dazu kann man elliptische Verteilungen definieren als:

Satz 4.1.3. [12] Der Zufallsvektor X ist genau dann elliptisch verteilt mit Parametern p, 3 und
¢, wobei RanY = k gilt, wenn es eine von U unabhingige Zufallsvariable R > 0 und eine
n x k Matrix A mit AAT = 3 gibt, so dass sich X darstellen lisst als

X =4 p+ RAU.

U ist hierbei ein k-dimensionaler Zufallsvektor, welcher gleichformig auf der Hypersphire
{2z € R¥|2T2 = 1} verteilt ist.

Beweis. Die Aquivalenz und die Beziehung zwischen R und ¢ wird in [12, Seite 31+32] ge-
zeigt. O

Hierzu zuniéchst ein Beispiel, um die Funktion des charakterischen Generators zu verdeut-

lichen.

Beispiel 4.1.4. Sei X ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit unabhingigen normalverteilten
Zufallsvariablen, also X ~ N, (0, I,,), wobei I,, die n-dimensionale Einheitsmatrix darstellt).
Da die X; ~ N(0, 1) unabhingig sind, und da exp(—t?/2) die charakteristische Funktion der

X ist, gilt fiir die charakteristische Funktion von X
1 2 2 1 T

Also folgt X ~ E,,(0, I,,, ¢) mit ¢(u) = exp(—u/2)

4.2 Wichtige Eigenschaften

Als Erstes wird eine besondere Eigenschaft der normalverteilten Zufallsvariablen aufgezeigt.

Bemerkung 4.2.1. Sei X = (X, ..., X,,)7 ein elliptisch verteilter Zufallsvektor fiir welchen
gilt X ~ E,(u,%, ¢). Wenn X eine Diagonalmatrix ist und X eine endliche Covarianzmatrix
hat, so sind die X7, ..., X,, unkorreliert. Aus der Unkorreliertheit folgt nur bei Normalverteilun-

gen die Unabhéngigkeit der X;, ..., X,.
Es folgt eine Bemerkung zur Eindeutigkeit der elliptischen Verteilungen.

Bemerkung 4.2.2. [12, Theorem 2.15] Fiir einen elliptisch verteilten Zufallsvektor X mit
X ~ E,(u, %, ¢) sind ¥ und ¢ nicht eindeutig definiert.



KAPITEL 4. ELLIPTISCHE COPULAS 52

Fiir eine zweite Darstellung X ~ E,,(u*, X%, ¢*) gilt
p=p, Y= o) =0 (/o)
fiir eine Konstante ¢ > 0.

Definition 4.2.3. Die Copula einer elliptischen Verteilung heilit elliptische Copula.

Satz 4.2.4. Sei X eine elliptisch verteilte Zufallsvariable. Dann gibt es eine Parametrisierung
von dieser Zufallsvariablen X ~ FE,,(u, %, ¢), so dass Cov(X) = X gilt.
Dies wird mithilfe von Bemerkung 4.2.2 und Satz 4.1.3 in [10, Seite 23] gezeigt.

Korollar 4.2.5. Da eine elliptische Verteilungsfunktion durch ihre Parameter p, > und ¢ ein-
deutig bestimmt ist, ist die Copula eines nichtdegenerierten, elliptisch verteilten Zufallsvektors

durch die Korrelationsmatrix R und ¢ eindeutig bestimmt.

Der nichste Satz macht zusammen mit dem darauf folgendem Korollar Aussagen zu den

Randverteilungen der elliptischen Verteilungen.

Satz 4.2.6. [10, Theorem 5.2] Sei X ~ E,,(u, X, ¢) und sei B eine ¢ X n-Matrix und sei b € RY.
Dann gilt

b+ BX ~ E,(b+ Bu, BLB” ).
Beweis. Nach dem Satz 4.1.3 hat b + B X die stochastische Darstellung
b+ BX =;b+ Bu+ RBAU,

mit positiver Zufallsvariable R und einer gleichformig auf der Einheitshypersphire verteilten
Zufallsvariable U. Damit folgt die Behauptung direkt. [

Korollar 4.2.7. [10, Corollary 5.1] Seien X ~ E,(u, 3, ¢) und 1 und X wie folgt zerlegt:

X Y >
X — 1 7 §= H1 ’ T 11 12
X Lo do1 a2

Hier sind X; und p; zwei r-dimensionale Vektoren und X5 und x5 sind zwei n—r-dimensionale
Vektoren. 1 ist eine r X r Matrix, {5 iSt eine r X n — r Matrix, Yo7 ist eine n — r X r Matrix

und Y99 ISt €eine n — 7 X n — r Matrix. Dann gilt

Xl ~ ET‘(,U“].) lea ¢)7 X2 ~ En—r(,“?a 2227¢)'

Die Randverteilungen der elliptischen Verteilungen sind elliptisch und haben den selben cha-

rakteristischen Generator.
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Im nichsten Lemma geht es um die Kombination elliptisch verteilter Zufallsvektoren.

Lemma 4.2.8. [10, Lemma 5.1] Seien X ~ E, (11, 2, ¢) und X ~ B, (i, ¢S, ¢) mit ¢ > 0 zwei
unabhingige, elliptisch verteilte Zufallsvektoren. Dann ist fiir a, b € R die Kombination dieser
beiden ebenfalls ein elliptischer Zufallsvektor a X + bX ~ E,(ap + by, 3, ¢*) mit Generator

¢*(t) = p(aPu)(b?cu).

Beweis. Nach Definition 4.1.2 gilt fiir alle t € R"

¢ax+b)~<—au_bﬁ(t) = Ca(x—p (1)@, b(X —7i) (t)
= o((at)"=(at))((bt)" (c2) (b))
= $(a*tTSt)p(b>ctDt).
Damit ist die Behauptung gezeigt. [

Die elliptischen Verteilungsfunktionen kann man nur seltenen analytisch berechnen und
daher kann man ihre Copulas nur in einzelnen Fillen explizit angeben. Einer dieser Fille ist die
GauB3-Copula.

Beispiel 4.2.9. (GauB-Copula) Fiir die univariaten Standardnormalverteilung ¢ und die
n-variaten Standardnormalverteilung ®’%, mit Korrelationsmatrix R ist die Gauf3-Copula gege-
ben als

CH(u) = ORH(®  (uy), ..., D (un)). 4.1)
Fiir den bivariaten Fall lésst sich die Copula schreiben als

O~ t(w) e (v) 1 52 — QRost + 12
CGa = _ 12 dsdt.
r () /_oo /_oo on(1 - g, P ( 21-ry) )"

Hier bezeichnet R die Korrelation der bivariaten Normalverteilung.

Als weiterer wichtiger Vertreter der Klasse der elliptischen Copulas wird die ¢-Copula vor-
gestellt.

Beispiel 4.2.10. (t-Copula) Wir betrachten zunéchst die stochastische Darstellung eines
n-dimensionalen t-verteilten Zufallsvektor X. Seien y € R™ und seien S ~ x? (eine Chi-
Quadrat verteilte Zufallsvariable mit v Freiheitsgraden) und Z ~ N (0, ) unabhingig. Der
R"™-wertige Zufallsvektor X sei von der Form
N4
X=qgpu+-—=27

d M \/g
Er besitzt eine n-variate ¢, - Verteilung mit v Freiheitsgraden, Erwartungswert p (fiir v > 1) und
Kovarianz Matrix —%53 (fiir v > 2). Falls v < 2 gilt, so ist Cov(X) nicht definiert.
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Nach Sklar’s Theorem gilt fiir die Copula von X

Cyr(w) =ty gt (ur), . t, " (un)).

Hier bezeichnet ¢]; ;, die multivariate Verteilungsfunktion von /vY’/ V'S, wobei S ~ x2 und
Y ~ N, (0, R) unabhingig sind. ¢, sind Randverteilungen von ]z, also eindimensionale
t-Verteilungen mit v Freiheitsgraden. R bezeichne die Korrelationsmatrix.

Fiir den bivariaten Fall ergibt sich damit

ot ( ) /tlfl(u) /t;l(v) 1 - s2 — 2Ryyst + 12 —(v+2)/2 et
u,v) = sat.
R R . A

Ry, steht an dieser Stelle wieder fiir die Korrelation der bivariaten ¢, - Verteilung fiir v > 2.

4.3 Kendall’s 7 fiir elliptische Verteilungen

Kendall’s 7 ldsst sich fiir elliptische Copulas einfach berechnen.

Satz 4.3.1. [27, Teorem 2] Sei X ~ E,(u,>, ¢) eine elliptisch verteilte Zufallsvariable mit
stetigen Verteilungsfunktionen. Fiir jeweils zwei Komponenten X;, X, mit ¢, 5 € {1, ..., n} gilt

fiir Kendall’s 7
2
7(X;, X;) = —arcsin 1.
7r

wobei r;; wieder den Korrelationskoeffizienen darstellt.

Beweis. Dieses Theorem ist Hauptbestandteil von [27]. Der dort zu findende Beweis ist relativ
technisch. OJ

Dieses Resultat war schon vorher fiir normalverteilte Zufallsvariablen bekannt, und es konn-
te auch fiir elliptische Verteilungsfunktionen bewiesen werden, was in [27] genauer ausgefiihrt
wird.

Interessant in diesem Zusammenhang ist, dass Kendall’s 7 weder direkt von der Verteilung noch

vom charakteristischen Generator abhéngt.

Die Copulas in diesem Abschnitt wurden anhand von Sklars Theorem gebildet. Das hat
den Vorteil, dass sie einfach durch komponentenweise Transformationen der elliptischen Rand-
verteilungen zu bekommen sind. Es gibt allerdings auch Nachteile. Ein schwerwiegender ist,
dass sich elliptische Copulas hoherer Dimensionen nicht als geschlossene Ausdriicke schreiben

lassen.



Kapitel 5
Archimedische Copulas

Viele interessante und bekannte Copulafamilien sind archimedische Copulas. Die Betrachtung
von archimedischen Copulas hat mehrere Griinde. Zum einen haben sie viele positive Eigen-
schaften, die sie leicht handhabbar werden lassen. Zum anderen sind diese Copulas einfach
durch Generatorfunktionen zu konstruieren und es lassen sich viele unterschiedliche Abhingig-
keitsstrukturen modellieren. Im Gegensatz zu den elliptischen Copulas haben die archimedi-
schen alle eine geschlossene Form und sind nicht abgeleitet von Sklar’s Theorem. Als Konse-
quenz daraus werden wir zeigen miissen, dass die multivariaten Erweiterungen der archimedi-
schen 2-Copulas in der Tat wieder Copulas sind. Ein weiterer Nachteil der multivariaten Erwei-
terungen dieser Copulas ist, dass man nicht alle Parameter der Korrelationsmatrix frei wihlen
kann, da dort bestimmte Eintridge den selben Wert haben miissen. Zuerst werden wir nun archi-
medische 2-Copulas definieren und dann spiter die multivariaten Erweiterungen konstruieren.
Grundlagen fiir dieses Kapitel sind [10] und [33].

5.1 Definition

Eine archimedische Copula hingt von ihrem univariaten Generator ab. Um diesen definieren zu

konnen, fithren wir zunichst die Pseudo-Inverse ein.

Definition 5.1.1. Sei ¢ : [0,1] — [0, 0] eine stetige, streng monoton fallende Funktion mit
©(1) = 0. Die Pseudo-Inverse von ¢ ist die Funktion ¢[=! : [0, cc] + [0, 1], welche gegeben

ist durch

Bemerkung 5.1.2. Folglich ist ¢[~! stetig und monoton fallend auf [0, co] und streng monoton

55
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fallend auf [0, ¢(0)]. Es gilt !~ (p(u)) = u auf [0,1] und

t, fir 0 <t < ¢(0)
p(0) fiir p(0) <t < —o0

p(e1(t) = {

Falls ¢(0) = oo, so gilt pl=1 = 1,

Der folgende Satz gibt die Bedingung fiir einen Generator an, um mit ihm eine Copula zu

definieren.

Satz 5.1.3. [31, Theorem 4.1.4] Sei ¢ : [0,1] — [0, 0] eine stetige und streng monoton
fallende Funktion mit (1) = 0 und sei !~! sei die Pseudo-Inverse von ¢. Die Funktion
C: [0,1]? — [0, 1] sei definiert durch

C(u,v) = ¢! (p(u) + ¢(v)). (5.1)

Dann ist C' genau dann eine Copula, wenn ¢ konvex ist.

Beweis. Die Schwierigkeit in diesem Beiweis liegt darin zu zeigen, dass C' 2-steigend ist. Die
Beweisidee ist auszunutzen, dass die partiellen Ableitungen der Copula kleiner gleich 1 sind.

Dies wird in [31] gezeigt. 0
Damit sind wir in der Lage die archimedische Copula zu definieren.

Definition 5.1.4. Copulas der Form (5.1) nennt man archimedische Copulas. Die Funktion
¢ heiBit Generator der Copula. Falls ¢(0) = oo, nennt man ¢ einen strikten Generator und
C(u,v) = ¢ Hp(u) + ¢(v)) eine strikte Copula.

Das Interessante ist hierbei, dass die komplette Information iiber die mehrdimensionale Ab-
hingigkeitsstruktur der Zufallsvariablen im univariaten Generator enthalten ist.

Als nichstes werden zwei Beispiele angefiihrt, die sich durch das ganze Kapitel ziehen.

Beispiel 5.1.5. (Gumbel-Familie) Sei

, 5.2
00, firt =0 ©2)

(—Int)?, fiirt € (0,1]
po(t) = {
mit 0 > 1, so ist py(t) stetigund (1) = 0. Fir ¢ € (0, 1) ist ¢ streng monoton fallend, da
p(t) = —0(=Int)"1/t <0

gilt. Weiter ist ¢ konvex, da

Op(t) =0(=Int)’ /2 4+ 0(—Int)*2(0 — 1) /t* > 0.
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gilt. Da ¢y(0) = oo gilt, ist ¢y ein stikter Generator, und mit (5.1) erhalten wir folgende strikte
Copula:

Colu,v) = @5 (po(u) + o (v)) = exp(—([(~ Inw)’ + (~ Inv)’]""?).

Fir § = 1 erhalten wir die Produktcopula II(u,v) = wwv, und fiir den Grenzwert limg, ., Cy
erhalten wir die obere Fréchet-Hoeffding-Schranke M (u,v) = min(u, v). Diese Copulafamilie

nennt man die Gumbel-Familie.

Beispiel 5.1.6. (Clayton-Familie) Sei y(t) = (¢ — 1)/0 mit § € [—1,00)\{0}, so ist ©(t)
stetig und @y(1) = 0. Fiir t € (0, 1) ist ¢y streng monoton fallend, da

Hepy t=% +?

— + R fir € [—1,00)\{0}

gilt. Damit ist die Clayton-Familie gegeben durch
Co(u,v) = max([u™’ + v~ —1]71%,0).
Fiir # > 0 haben wir strikte Copulas, und die Form vereinfacht sich zu
Colu,v) = (u +v7 0 — 1)1,

Bei der Clayton Familie erhalten wir fiir § = —1 die unter Fréchet-Hoeffding-Schranke, fiir
limg, .o Cy erhdlt man die Produktcopula und fiir limy, .., Cy erhidlt man die obere Fréchet-
Hoeffding-Schranke.

5.2 Wichtige Eigenschaften

Archimedische Copulas haben einige interessante Eigenschaften, die den einfachen Umgang

mit ihnen ermoglichen. Diese werden nun vorgestellt.
Satz 5.2.1. [31] Sei C eine archimedische Copula mit Generator ¢, so gilt:
1. Cist symmetrisch, d. h. C'(u,v) = C(v,u) gilt Vu,v € I.
2. Cistassoziativ, d. h. C(C(u,v),w) = C(u, C(v,w)) gilt Vu,v,w € I.

Beweis. e Der erste Punkt ergibt sich direkt aus der Definition der archimedischen Copula.
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o Fiir (p(u) + ¢(v) + ¢(w)) < ¢(0) gilt offensichtlich

C(C(u,v),w) =¢ (@ () + ¢ (v)) + p(w))
=l U(p(u) + (v) + p(w))
=l () + (" (p(v) + p(w))))
=C(u, C(v,w)).

Dies gilt ebenfalls fiir (¢(u) + ¢(v) + ¢(w)) > ¢(0), denn in diesem Fall gilt
C(C(u,v),w) = C(u, C(v,w)) = 0. (5.3)

]

Satz 5.2.2. [31, Theorem 4.3.4] Sei C eine archimedische Copula mit Generator ¢ und sei
Kc(t) das C-MaB der Menge {(u,v) € I*|C(u,v) < t} bezichungsweise der dquivalenten
Menge {(u,v) € I*|o(u) + ¢(v) > ¢(t)}. Dann gilt

Kc(t) = Ve({(u,v) € I*|C(u,v) < t}).
Weiter gilt fiir ¢t €

Ko(t) =t — 2 (5.4)

wobei o™ die rechtsseitige Ableitung von ¢ im Punkt ¢ darstellt.

Beweis. Die Beweisidee ist, die Fliache V- wie bei der Einfithrung des Integrals iiber eine eine

Annidherung mit Rechtecken zu bekommen. Der Beweis ist zu finden in [31]. L]

Korollar 5.2.3. [31, Corollary 4.3.6] Der Zufallsvektor (U, V)T habe als Verteilungsfunktion
die archimedische Copula C' mit Generator ¢. Dann ist die Funktion K¢, gegeben in (5.4), die
Verteilungsfunktion von C(U, V).

Beweis. Fiir die Verteilungsfunktion von von C'(U, V) gilt

PIC(U, V) <t] = P[(U,V) € {(u,v); C(u,v) < t}] = Vo ((u,0); Cu,v) < t) = Ko(t)

5.3 Kendall’s 7 fiir archimedische Copulas

Mithilfe des letzten Korollars lisst sich zeigen, dass man Kendall’s 7 fiir archimedische Copu-

las nur in Abhiingigkeit vom Generator darstellen kann. Dies stellt in den meisten Fillen eine
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Vereinfachung dar, da der Generator im Gegensatz zur Copula von nur einer Variablen abhingt.
Spearman’s p ldsst sich leider nicht zu einer Darstellung in Abhéngigkeit vom Generator ver-
einfachen.

Kendalls 7 ladsst sich fiir archimedische Copulas folgendermaBen berechenen.

Satz 5.3.1. [10] Seien X und Y Zufallsvariablen mit archimedischer Copula C' mit Generator
. Dann ist Kendall’s 7 gegeben durch

1
o =1 +4/ o) g (5.5)
0 90/(75)

Beweis. Seien U und V' gleichfoérmig auf [ verteilte Zufallsvariablen mit gemeinsamer Vertei-
lungsfunktion C, und sei K¢ die Verteilungsfunktion von C'(U, V). Dann gilt mit Bemerkung
3.3.2 und Korollar 5.2.3

70 = 4E(C(u,v)) — 1 = 4/01tch(t) —1
=4 ([th(t)](l) - /01 Kc(t)dt) —-1=3- 4/01 Ko (t)dt.

Nach (5.4) ist die Verteilungsfunktion K von C'(U, V') gegeben durch

Da ¢ konvex ist, existieren ¢'(¢*) und ¢'(¢~) fiir fast alle ¢ € (0, 1).
D ie Menge {t € (0,1)|¢'(t") # '(¢t7)} ist abzdhlbar und hat folglich das Lebesque Maf 0.

Daher gilt
1 1
7023—4/ (t— f(tz )dt:1+4/ o) .
0 ¢'(tT) o ¢'(t)

]

Nun wird dieser Satz angewandt, um Kendall’s 7 fiir die beiden vorgestellten Copulafamili-

en zu berechnen.

Beispiel 5.3.2. Fiir die Gumbel-Familie mit Generator g (t) = (— Int)? mit @ > 1 erhdlt man

Mit Satz 5.3.1 ergibt sich damit fiir Kendall’s 7

Utlnt 4 (12 7" Ly 4 1 1
144 a1 Sme| - fat)=14Z(0-=)=1-2.
0 +/0 0 +9<[2“L /02 +e( 4) 0
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Beispiel 5.3.3. Fiir die Clayton-Familie mit Generator @, (t) = (t%—1)/0 mitf € [—1,00)\{0}
ergibt sich:

SOG(t) B t9+1 —t
wp(t) 0

Mit Satz 5.3.1 erhilt man

Lo+l ¢ 4 (1 1 0
=1+4 dt=14-(———=)=—
0 +/0 0 +0(0+2 2) 0+ 2

5.4 Tail Dependence fiir archimedische Copulas

Ebenso wie bei Kendall’s 7 ldsst sich bei archimedischen Copulas auch die Tail Dependence in

Abhingigkeit vom Generator darstellen.

Satz 5.4.1. [22] Sei C eine archimedische Copula mit striktem Generator ¢, fiir den zusétzlich
(—1)jjTjjgp_1 > 0furj = 0,1,2,... gilt. Falls ¢~ (0) endlich ist, so hat C' keine obere Tail
Dependence. Falls o' (0) = —oo gilt, so hat C' obere Tail Dependence und der Koeffizient ist
gegeben durch

My =2—2lim

Eal

Fiir den Koeffizienten der unteren Tail Dependence gilt
—1/ 2
AL = 2 lim {“D—(S)} .
s/ | o7 (s)
Beweis. Der Beweis ist technisch und ist zu finden in [22, Theorem 4.12]. OJ

Bemerkung 5.4.2. Die zusitzliche Bedingung an den Generator wirkt auf den ersten Blick
umstédndlich. Thre Bedeutung wird aber klarer bei der Konstruktion multivariater archimedischer

Copulas. Die Mehrzahl der relevanten Copulas erfiillen diese Bedingung ohnehin.

Im Folgenden wird jeweils ein Beispiel zur oberen und zur unteren Tail Dependence fiir die

beiden eingefiihrten Copula-Familien aufgezeigt.

Beispiel 5.4.3. Die Copulas der Gumbel-Familie sind strikte archimedische Copulas mit Gene-
rator g(s) = (—Ins)’. Es gilt 9, (s) = exp(—s¥) und o, "' (s) = —s7~ ' exp(—s7)L. Daher
ergibt sich mit Satz 5.4.1 fiir den Koeffizienten der oberen Tail Dependence

M =2-2lim

=

s (s) N0 )

exp(—s

_1/2
Yo (29)| _ o oiun

exp<—<2s>é>] o ob
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Damit haben die Copulas obere Tail Dependence. Sie haben jodoch keine untere Tail Depen-

dence, denn fiir \;, gilt

AL::21HH
s,/'00

so;“@s)] .
)

Beispiel 5.4.4. Gegeben sei eine Copula der Clayton-Familie Cp(u, v) = (v~ 4+v~? —1)~o mit
6 > 0. Diese Copula hat den Generator p4(s) = (s~% — 1)/6. Daher gilt ¢, ' (s) = (1 + fs) "o
und @, V' (s) = —(1 + fs)5~1. Mit Satz 5.4.1 erhalten wir:

14 260s —o1 —0
1+6s e

Diese Copula hat keine obere Tail Dependence, aber mit Satz 5.4.1 stellen wir die untere Tail

1 4
1+208 o :2.2_%_1:2_.
1+0s

Diese Ergebnisse werden durch die folgende Grafik verdeutlicht.

M =2-2lim

Dependence fest:

-1 2
W@ill( s) — 9 lim
vy () s/'00

|

AL =2 lim
L s /o0

Gumbel-Copula

= £ ]

| o

[} Lo}

© _| o |

[ o

= | T _

Lo} Lo}

e | o
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Abbildung 5.1: 1000 Realisierungen der Clayton-Copula und der Gumbel-Copula, jeweils mit
Kendall’s 7 = 0,5

5.5 Multivariate archimedische Copulas

Im Folgenden werden wir uns mit der Konstruktion einer multivariaten Erweiterung von archi-

medischen 2-Copulas beschiftigen. Fiir u = (uy, ..., u,,) ldsst sich die n-dimensionale Produkt-
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copula schreiben als
" (u) = uy oo -ty = exp(—[(=Inuy) + ... + (= Inwy,)]).
Dies legt folgende Erweiterung der Formel (5.1) nahe:

C™(w) = M (p(wr) + ... + p(uy)) (5.6)

Diese Copula kann man iterativ aus archimedischen 2-Copulas gewinnen, indem man folgen-

dermallen vorgeht:
C™(Ug, .oy tty) = C(C" Mg, oy Up1), U

Diese Technik ist nicht auf Copulas im Allgemeinen anwendbar, denn mit p(t) = 1 — ¢ als
Generator erhdlt man W", das fiir n > 3 keine Copula ist, wie wir in Bemerkung 2.3.4 ge-
zeigt haben. Da archimedische Copulas assoziativ und symmetrisch sind, ist mit (5.6) unter
bestimmten Voraussetzungen an den Generator in der Tat eine Copula definiert, wie wir nun

zeigen werden.

Definition 5.5.1. Eine Funktion ¢(t) ist vollstingig monoton auf einem Intervall J, falls sie
unendlich oft differenzierbar mit alternierendem Vorzeichen ist, d.h. falls

() alt) 2 0

fiir alle £ im Inneren von J und & = 0, 1, 2, ... gilt.

Lemma 5.5.2. Falls die Pseudo-Inverse !~/ eines archimedischen Generators vollstindig mo-

noton ist, so gilt p=!(¢) > 0, V¢ € [0, o). Das bedeutet ¢ ist strikt und es gilt =1/ = =1,

Beweis. Fiir eine vollstindig monotone Funktion [~ : [0, 00) + [0, 1] gilt nach [39, Corollary
3.a in Chapter IV]: Falls ein ¢ € (0, co) mit ¢~ (¢) = 0 existiert, so gilt p[~"(¢) = 0 schon fiir
alle t € (0, 00). O

Der folgende Satz gibt die notwendige und hinreichende Bedingung fiir einen strikten Ge-

nerator an, um eine archimedische Funktion zu erzeugen:

Satz 5.5.3. [31, Theorem 4.6.2] Sei ¢ : [0, 1] — [0, oo] eine stetige und streng monoton fallende
Funktion mit p(0) = oo und ¢(1) = 0. Weiter sei ¢! die Inverse von . Falls C" : I" +— [
definiert ist wie in (5.6), so ist C™ genau dann eine n-Copula fiir n > 2, falls ¢! vollstindig

monoton auf [0, co) ist.

Beweis. Der Beweis ist zu finden in [25]. In [25, Theorem 2’] wird gezeigt, dass C"™ eine Copula
ist, falls ¢! vollstindig monoton auf (0, co) ist. Die Riickrichtung folgt aus [25, Corollary to
Theorem 1]. U]
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Dieser Satz kann erweitert werden auf den Fall, in dem ¢ kein strikter Generator ist und ¢!~
m-monoton auf [0, co) fiir ein m > 2 ist. Das bedeutet, dass die ersten m Ableitungen alternie-

rende Vorzeichen haben. Dann ist die Funktion C™ aus (5.6) eine n-Copula fiir 2 < n < m.

Der Satz 5.2.1 lasst sich auch folgendermaBlen auf n Dimensionen ausdehnen.
Satz 5.5.4. [33] Fiir eine archimedische Copula C' mit Generator ¢ gilt:

1. Cist austauschbar, d.h. C(u1, .., u,) = C(unq), ..., Un)) fiir alle uy, ..., u, € I und alle
Permutationen (I1(1), ..., II(n)) von (1, .., n).

2. Cistassoziativ, d. h. C(C'(u1, ..., up—1), uy) = Cluy, C(ug, ..., up)), Yy, ..., u, € I.
Beweis. Der Beweis ist technisch und lauft wie beim zweidimensionalen Fall ab. O]

Bemerkung 5.5.5. Nach der ersten Eigenschaft sind die Argumente der Copula permutierbar.
Aus dieser Eigenschaft folgt direkt, dass die Abhiingigkeiten zwischen den einzelnen Zufalls-
variablen gleich sein miissen. Diese Austauschbarkeit ist wichtig bei der Modellierung von
Abhingigkeiten homogener Gruppen.

Aus den beiden Punkten zusammen kann man folgern, dass alle k-dimensionalen Randvertei-
lungen fiir £ < n identisch sind, was eine grof3e Beeintrachtigung bei der Modellierung darstellt.

Im folgenden Korollar wird ein weiterer Nachteil der multivariaten Copulas verdeutlicht.

Korollar 5.5.6. [31, Corollary 4.6.3] Wenn die Inverse ¢! des strikten Generators einer ar-
chimedischen Copula C' vollstindig monoton ist, so gilt C' > II. Es konnen also nur positive

Abhingigkeiten modelliert werden

Beweis. Beweisidee ist hier zu zeigen, dass C' = 1II gilt, falls — In ¢! konkav ist. Die Konka-

vitit wird dann mit einem technischen Beweis gezeigt. Dies wird in [31] nédher ausgefiihrt. [

Bemerkung 5.5.7. Dies gilt jedoch nicht fiir bivariate archimedische Copulas, wie man bei-
spielsweise an der Clayton Copula erkennt, welche nach Beispiel 5.1.6 fiir § = —1 die untere

Frechet-Hoeffding-Schranke annimmit.



Kapitel 6

Simulation von mehrdimensionalen

Verteilungen

Die Simulation abhéngiger Zufallsvektoren stellt eine Moglichkeit dar, Realisationen aus sto-
chastischen Modellen zu generieren. Dies hat in vielen praktischen Anwendungen eine grof3e
Bedeutung, beispielsweise um Aussagen iiber die zukiinftige Entwicklung der Finanztitel in ei-
nem Portfolio zu machen. In der Versicherung ist es von groler Bedeutung Realisationen zu
simulieren, um essentielle Kennzahlen wie den Value at Risk bestimmen zu konnen.

Im ersten Abschnitt geht zundchst um die Frage, wann zu gegebenen Randverteilungen und
gegebener Korrelationsmatrix ein passender Zufallsvektor gefunden werden kann. Anschlie-
Bend wird gezeigt, wie man Werte von diesem Vektor simuliert. Im zweiten Abschnitt wird eine
allgemeine Methode vorgestellt, um Simulationen einer Copula zu erhalten. Danach werden

spezielle Simulationsalgorithmen fiir elliptische und achimedische Copulas aufgezeigt.

6.1 Simulation bei gegebenen Randverteilungen und Korre-

lationsmatrix

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns zunédchst mit folgendem Problem:
Seien die Randverteilungen F7, ..., F,, gegeben. Weiter sei  eine Korrelationsmatrix, also eine

symmetrische und positiv semi-definite Matrix, fiir die —1 < r;; < 1 und r; = 1 fiir alle

i,7 € {1,...,n} gilt.
Frage: Gibt es einen Zufallsvektor (X, ..., X,,)” mit gemeinsamer Verteilungsfunktion F', so
dass

e F; Verteilungsfunktion fiir X; furallei € {1,...,n} ist.
L4 T(XZ',X]') = Tij, VZ,j € {1,,n} glltr)

Danach wird in diesem Abschnitt gezeigt, wie man Realisationen des Zufallsvektors (X1, ..., X,,)7

simuliert.

64
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Fiir den bivariaten Fall kann man eine zur solche Verteilungsfunktion folgendermaf3en fin-

den:

Satz 6.1.1. [11, Theorem 6] Seien Randverteilungen F und F; gegeben, weiter seien r,,,;,, und
T'maz die zugehorigen minimalen und maximalen Korrelationen, und es gilt 7 € [rnin, "maz)-

Dann ist die bivariate Verteilungsfunktion F' gegeben durch
F($1,.f172) = )\maX{Fl(ml) -+ FQ(J}Q) — 1, O} + (1 — )\) min{Fl(acl), FQ(I’Q)}),

mit A = (Taz — 7)/ (Tmaz — Tmin)-

Beweis. I ist als Konvexkombination zweier Verteilungsfunktionen wieder eine Verteilungs-
funktion. Weiter hat F' offensichtlich die passenden Randverteilungen und die passende Korre-
lation Aryin + (1 — A)7pnae- Denn setzt man das A in diese Gleichung ein, erhilt man gerade
T [

Bemerkung 6.1.2. Der Satz 6.1.1 gilt auch, wenn an Stelle der Korrelationsmatrix eine Rang-
Korrelationsmatrix gegeben ist. Eine Rang-Korrelationsmatrix liegt dann vor, wenn die Eintrage
nicht den Korrelationen der Zufallsvariablen, sondern den Korrelationen der Verteilungsfunk-

tionen der Zufallsvariablen entsprechen. In diesem Fall gilt r,,,;, = —1 und 7,4, = 1.

Die gemeinsame Verteilungsfunktion ist nicht eindeutig, wie folgendes Gegenbeispiel zeigt:
Beispiel 6.1.3. [11, Remark 3] Seien F} und F;, zwei Randverteilungen. Fiir » > 0 besitzt die
Verteilung

F([L‘17 .I'Q) = )\Fl (ZL‘l)FQ(fL’2> + (1 - )\)mm{Fl (Il), FQ(.Z‘Q)}
mit A = (Tpaze — 7)/Tmae ebenfalls Randverteilung £ und F5, und Korrelation r. Dies kann
analog zu Satz 6.1.1 gezeigt werden.

Algorithmus 6.1.4. Fiir den den bivariaten Fall kann man, wie in Satz 6.1.1 gesehen, fiir ein
geeignetes r die gemeinsame Verteilungsfunktion angeben. Diese lédsst sich mit folgendem Al-

gorithmus simulieren:

1. Man generiere zwei unabhingige Zufallszahlen u;, us einer auf I rechteckverteilten Zu-

fallsvariablen.

2. Fiir u; < A nehme man (1, 29)" = (Fy ' (ug), Fy '(1 — up))”

Fiir u; > A nehme man (71, 79)7 = (F} *(ug), Fy ' (ug))”

Wendet man diesen Algorithmus nun mehrfach an und trigt die Werte in ein Diagramm ein, er-
hilt man eine Punktwolke der Realisationen der gemeinsamen Verteilungsfunktion und anhand

dieser Punktwolke kann man die Abhéngigkeitsstruktur sichtbar machen.
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Fiir den Fall n > 3 wird es komplizierter eine Losung zu finden. Es reicht nun nicht mehr
wie in Satz 6.1.1 aus, dass alle 7;; € [Fmin(EFy, Fj), Tmax(Fiy F;)] sind, wie man im folgenden

Beispiel erkennt.

Beispiel 6.1.5. Seien die Zufallsvariablen X3, X5, X5 mit den stetigen Verteilungsfunktionen
Fy, Fy, Fy gegeben. Es gibt keine gemeinsame Verteilungsfunktion mit rx, x;, = 7min(Fi, F})
firi # jund r; = 1 fird, j € {1,2,3}.

Argument: Da X und X, die minimale Korrelation aufweisen, sind sie kontramonoton. Eben-
so sind X5 und X3 kontramonoton. Daher miissen X; und X3 jedoch komonoton verlaufen, da

sie jeweils zu X5 kontramonoton sind. Das ist ein Widerspruch zur Annahme.

Bei Zufallsvariablen mit maximaler bzw. minimaler Korrelationen kann man Aussagen zur
Existenz einer gemeinsame Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen machen, wie im folgenden

Satz verdeutlicht wird.

Satz 6.1.6. [11, Theorem 7] Seien F1, ..., F}, fiir n > 3 stetige Verteilungsfunktionen, und sei
r eine Korrelationsmatrix mit 7;; = 1 und 7;; € {rpin(Fi, F}), rmaz(Fy, F)}. Flrd # 5, j # k
und k # 1 gelte,

o falls Tiy = Tmaz(ﬂ; -Fj) und Tik = Tmax(-Fia Fk>’ SO ist Tk = Tmaz(ﬂa Fk)a
o falls Tij = Tmax(Fia .FJ) und Tik = rmin(-Fu Fk), SO ist Tik = Tmin(Fja Fk),
o falls r;; = ruin(Fi, F}) und rig = 7pin (F5, Fi), 80 st 7 = Tinaw (Fj, Fi).

Unter diesen Vorraussetzungen gibt es eine eindeutig definierte gemeinsame Verteilungsfunk-

tion mit Randverteilungen Fi, ..., £}, und Korrelationsmatrix r.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gilt

rmax(FhF’j% fllI'QSjS?nSn7
ri; =
N Tmin(FhF’]'), furm<] Sn’

fir 2 < m < n. Aus den Bedingungen dieses Theorems folgt, dass die Abhingigkeit zwei-
er Randverteilungen durch ihre Abhénigigkeiten zur ersten Randverteilung festgelegt ist. Die
Randverteilungen Fj, fiir die 71; = 74, gilt, bilden eine Aquivalenzklasse, ebenso wie die
Randverteilungen mit r;; = 7,,;,. Damit muss fiir die gemeinsame Verteilung gelten, dass die
Xy, ..., X,, paarweise komonoton verlaufen und die X, 1, ..., X, auch untereinander komono-
ton verlaufen. Die Elemtente aus den beiden verschiedenen Aquivalenzklassen verlaufen jedoch
kontramonoton zueinander.

Fiir U ~ U(0, 1) hat der Zufallsvektor

(BTN, . BN, B (1 =U), . BN (1 =0)T

n
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die gesuchte gemeinsame Verteilungsfunktion, welche aufgrund der Ko-, bzw. Kontramonoto-

nie folgende Form besitzen muss:

F(Xy,...,X,) = max{0, 1r§1§r:n{ﬂ(xl)} + min {Fi(x;)} —1}.

m+1<i<n
Dadurch ist die Eindeutigkeit gezeigt. [
Fiir die in diesem Satz definierten gemeinsamen Verteilungsfunktionen gilt Folgendes.

Definition 6.1.7. Ein Zufallsvektor (X1, ..., X,,)” mit Randverteilungen Fi, ..., F}, hat eine ge-
meinsame Extremverteilung H, wenn 1(X;, X;) € {rmin(Xi, X;), Tmae(Xi, X;)} fur alle ¢ # j

ist.
Fiir die Anzahl der moglichen gemeinsamen Extremverteilungen ldsst sich folgende Aussa-

ge treffen.

Bemerkung 6.1.8. Wenn man wie im Satz 6.1.6 annimmt, dass F' eine Extremverteilung ist,
so konnen alle Randverteilungen in Bezug zur ersten entweder ko-, oder kontramonoton sein.

Daher gibt es hochstens 2"~! mogliche gemeinsame Extremverteilungen.

Korollar 6.1.9. [11, Seite 32] Seien G¥) die gemeinsamen Extremverteilungen der Randvertei-

lungen F7, ..., I, und sei r; die zugehorige Korelationsmatrix. Die konvexen Kombinationen

2n—1 on—1
G=> NGY  mith;>0und Y N =1
j=1 j=1

haben dann ebenfalls Randverteilungen £, ..., F},, und sie haben die Korrelationsmatrix

2n—1

r= E )\j’l“j.
j=1

Wenn wir also eine beliebige Korrelationsmatrix 7’ in eine konvexe Summe Korrelationsma-
trizen zerlegen konnen, konnen wir mithilfe einer Konvexkombination der Extremverteilungen

eine gemeinsame Verteilung mit Korrelationsmatrix 7’ konstruieren.

Hat man eine gemeinsame Verteilungsfunktion gefunden, kann man mit ihr Zufallswerte
generieren. Fiir den bivariaten Fall wurde in Lemma 6.1.4 eine Moglichkeit zur Simulation
von Zufallswerten gegeben. Fiir den multivariaten Fall geschieht dies mithilfe von bedingten

Verteilungsfunktionen.

Bedingte Verteilungsfunktionsmethode 6.1.10. Seien X, ..., X, Zufallsvariablen mit Rand-
verteilungen F, ..., F}, gegeben. Eine Realisation (z, ..., 7,,)” des Zufallsvektors (X1, ..., X,,)7

wird mit folgendem Algorithmus erzeugt:
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e Erzeuge r; gemil F}
e Erzeuge nacheinander z;, gemiB P(Xy € -| X7 =21, ..., Xy 1 = x5_1) fir k = 2, ..., n.

Auf diese Weise erhilt man als Output die Realisation (z1, ..., z,).

6.2 Bedingte Inversionsmethode fiir Copulas

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns damit, die gemeinsame Verteilungsfunktion fiir den
Fall zu simulieren, dass die Copulafunktion und die Randverteilungen gegeben sind. Im Gegen-
satz zum vorherigen Abschnitt geht es nicht um die theoretische Frage, ob eine Losung existiert,
da wir mithilfe von Sklar’s Theorem bereits wissen, dass es eine Losung gibt. Hier geht es also
nur um die Simulation von Zufallswerten, was ein eher technisches Problem darstellt.

Sei nun C' eine Copula der Zufallsvariablen X, ..., X,, mit Randverteilungen F}, ..., F,, und
gemeinsamer Verteilungsfunktion . Wenn wir einen Zufallsvektor (u1, ..., u,,) der Copula C'
simuliert haben, so haben wir mit dem Zufallsvektor (F; ' (u1), ..., F;*(u,)) bereits eine Rea-
lisation der gemeinsamen Verteilung /' gefunden. Das technische Problem besteht also darin,
eine Realisation der mehrdimensionalen Copulafunktion zu generieren.

In diesem Abschnitt wird dazu ein allgemeines Simulationsverfahren vorgestellt, das auf alle
Arten von Copulas angewandt werden kann, ndmlich die bedingte Inversionsmethode.

Unser Ziel ist es also, fiir eine Copula C' = C(uy, ..., u,) ein n-Tupel von Realisationen aus
U(0, 1)-verteilten Zufallsvariablen (U, ...,U,) zu generieren, welches die Copula C' als ge-
meinsame Verteilungsfunktion hat.

Die bedingte Inversionsmethode ist eine Kombination aus der bedingten Verteilungsfunktions-

methode 6.1.10 und der einfachen Inversionsmethode, welche nun kurz vorgestellt wird:

Einfache Inversionsmethode 6.2.1. Man erhilt die Zufallsvariable X, indem man die auf [
rechteckverteilte Zufallsvariable U in die Quantilsfunktion F'~! einsetzt. Damit impliziert die
Inversionsmethode folgenden Algorithmus zur Erzeugung einer Realisation x aus einer Vertei-

lungsfunktion F':

1. Man generiert eine Zufallszahl u aus einer U (0, 1)-Verteilung.

2. Man setzt v = F~*(u)

Bedingte Inversionsmethode 6.2.2. Die bedingte Inversionsmethode ist eine Kombination aus
der bedingten Verteilungsmethode 6.1.10 und der einfachen Inversionsmethode. Bei der beding-
ten Inversionsmethode wird die einfache Inversionsmethode auf die einzelnen bedingten Vertei-
lungen angewandt. Die Realisation einer multivariaten Copula entsteht somit durch sukzessive
Tranformationen von auf / rechteckverteilten Zufallsvariablen mit der jeweiligen Quantilfunk-
tion.

Die bedingte Inversionsmethode fiir Copulas ist ein rekursiver Algorithmus, der folgenderma-
Ben abliuft.
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Bedingter Inversionsalgorithmus 6.2.3. [33, Seite 74 ff.] Sei C' eine absolut stetige Copula.
Weiter sei C(uy, ..., ux) = C(uq,...,ug, 1,...;1) mit k = 1,...,n die k-dimensionle Randver-
teilung von C' mit den Spezialfillen C;(u;) = uy und C,(uq,...,u,) = C(uy,....,u,). Die
bedingte Verteilungsfunktion von wuy, gegeben uq, ..., ux_1, ist nach Bemerkung 2.8.2 definiert

als

Cr(ug)uy, ..., ug—1) = PlUp < ug|Uy = ury oo, Up—1 = up1]

_ 8k_1Ck(u1, ceeny uk) /8"3_1Ok_1(u1, vy Uk—l)

8u1...8uk,1 0u1...8uk,1

Y

fir £ = 2,...,d, falls der Nenner ungleich Null ist. Der Algorithmus zur Generierung einer

Realisierung der Copula C' verlduft folgendermaBen:
e Man simuliere u; aus der U (0, 1)-Verteilung.

e Man simuliere u5 aus der bedingten Copula Cy(us|u).

e Man simuliere u,, aus der bedingten Copula Cy(ug|uy, ..., Up_1).

Bei der Simulation einer Beobachtung aus Cj,(uy|u1, ..., ux_1) wird zunichst eine Realisation v
der auf [ rechteckverteilten Zufallsvariablen U (0, 1) bestimmt. Diese wird dann in die Quantil-
funktion C} ! eingesetzt und somit das u;, bestimmt.

Somit erhilt man die gewiinschte Realisation, also ein n-Tupel von Zufallswerten aus der Co-
pula C.

Die bedingte Inversionsmethode hat den Vorteil, dass sie auf alle Copulas angewendet wer-
den kann. Ein bedeutsamer Nachteil ist jedoch, dass diese Methode durch ihre rekursive Defini-
tion schnell sehr rechenintensiv und somit langsam werden kann. Dies passiert beispielsweise,
wenn die bedingten Verteilungen nicht mehr analytisch berechnet werden konnen, sondern nu-

merisch angendhert werden miissen.

6.3 Simulation von archimedischen Copulas

In diesem Abschnitt geht es darum, Realisierungen einer archimedischen Copula zu bekom-
men. Die bedingte Inversionsmethode wird fiir archimedische Copulas unter Verwendung des

Generators vereinfacht, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 6.3.1. [4, Theorem 6.1] Sei C(uy, ..., u,) eine archimedische n-Copula mit Generator ¢.
Esgiltfirk =2,...,n

e D (o(ug) + ..+ p(ug))
@1 E=D((ur) + ... + @(up-1))’

Ck(uk|u17 sy Uk;_l) =
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wobei ¢~ die Ableitung der Ordnung k — 1 von ¢~ ist.

Beweis. Da nach der Definition des Generators (1) = 0 gilt, haben wir fir k = 2,...,n — 1
Cre(ur, ...,up) = C(uy, ..y up, 1,...,1) = @ Hp(ur) + ... + p(ug)).
Damit gelten die beiden Spezialfille Cy (u1) = ¢ (¢(u1)) = uy und
Cotg, oy tty) = O, oy tty) = 0 ((ur) + ... + ©(uy)).

Nach Bemerkung 2.8.2 gilt

i otn) = g Gt [EC G e
Den Zihler des Doppelbruchs kann man darstellen als
OF1Ck (uy, ..., up) _ 1o~ o(uy) + ... + o(ug))
ouy...0u;_1 ouy...0u,_1
k—1
= D o(u) + o+ p(ug)) - [T ().
j=1
Fiir den Nenner ergibt sich
OO (g, wimr) _ 0F T (p(un) + -+ o(up-1))
Ouy...0u;_1 ouy...0up_1
k—1
= o WD (p(ur) + oo+ pwr)) - [T oM ().
j=1
Setzt man diese beide Umformungen in (6.1) erhilt man direkt die Behauptung. [

Mit diesem Satz kann man den bedingten Simulationsalgorithus 6.2.3 fiir archimedische
Copulas vereinfachen. Dies wird hier fiir die in Beispiel 5.1.6 vorgestellte Familie der Clayton-
Copulas gezeigt.

Bei dem Simulationsalgorithmus der Clayton-Copulas gibt es in dieser Arbeit Differenzen zur
Literatur, da in [4] die Clayton-Copula mit anderem Generator definiert wurde, und in [33]
die Inverse des Generators falsch berechnet wurde. Nach unserer Defintion der Clayton-Copula

verlduft fiir den Simulationsalgorithmus folgendermaB3en.

Simulationsalgorithmus fiir Clayton-Copulas 6.3.2. Die archimedische Clayton-n-Copula
hat, wie in Beispiel 5.1.6 definiert, den Generator ¢y(t) = 5(t™? — 1) mit § > 0. Die Inverse
des Generators ist ¢, '(s) = (0 - s + 1)~. Damit liisst sich die Clayton-n-Copulas nach (5.6)
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darstellen als

D=

n

Cluy, ...,un) = [Z ul —n 41

i=1

Die k-te Ableitung der Inversen ist

k-1

0y M (s) = (1) [J(0s + )75 R0 + j).

J=1

Damit ergibt sich folgender Simulationsalgorithmus:

71

(6.2)

e Man simuliere n unabhingige Zufallszahlen vy, ..., v,, aus der Rechtecktverteilung U (0, 1).

e Man setze u; = vy.

e Man setze vy = Co(ug|uy) = Wléﬁf‘(ﬁ;afgm)).

Mit den obigen Formeln ergibt sich daraus

und 16se diese Gleichung nach u; auf.

e Man setze

1
n —0 *g*’l’lrkl
= E Cou | —n+1
Un Cn(un’uh ‘“7un—1) - ( [ T, ] > )

und 10se diese Gleichung nach w,, auf.

(6.3)

Damit hat man nun fiir eine Clayton-Copula eine n-dimensionale Beobachtung simuliert.

Fiir die Gumbel-Copula verlaufen die Schritte des Simulationsalgorithmus ananlog zur Clayton-

Copula.

6.4 Simulationsmethode von Marshall und Olkin

In diesem Abschnitt wird eine weitere Methode zur Simulation von archimedischen Copulas

eingefiihrt, die Simulationsmethode von Marshall und Olkin. Diese hat im Vergleich zur Simu-

lationsmethode des letzten Abschnitts den entscheidenden Vorteil, dass sie weniger rechenin-

tensiv ist. Grundlagen dieses Abschnitts sind [4] und [29]. Diese Simulationsmethode bedient

sich der Laplace Transformation und ihrer Inversen. Daher wird zunéchst kurz auf die Laplace-

Transformation eingegangen.
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Definition 6.4.1. Die Laplace-Transformation einer positiven Zufallsvariablen -y ist definiert

als
") = Bye ) = [T e tar o,

wobei I, die Verteilungsfunktion von 7 ist.

Bemerkung 6.4.2. Da die Laplace-Transformierte zu einer positiven Zufallsvariablen gehort,
gilt 7(00) = 0, und es gilt 7(0) = 1. Die Laplace-Transformierte ist als stetige streng monoton
fallende Funktion umkehrbar. Die Umkehrfunktion erfiillt die Kriterien eines strikten Genera-

tors aus Definition 5.1.4.
Nun haben wir alle Hilfsmittel eingefiihrt und konnen die Simulationsmethode definieren.

Simulationsalgorithmus von Marshall und Olkin 6.4.3. Sei X; eine Zufallsvariable und ~
eine davon abhédngige positive Zufallsvariable. Die bedingte Verteilungsfunktion H; von X,
gegeben 7, sei definiert durch H (z;|y) = H;(z;)” fir ¢ = 1...,n. Marshall und Olkin haben in
[29, Corollary 2.2.] gezeigt, dass

F(z1,...,x,) = E(Hy ()" - ... - Hy(x)7)
=7(r  (Fi(z1)) + .. + 7 (Falz)))

gilt, wobei der Erwartungswert iiber -y gebildet wird. F; ist die ¢-te Randverteilung der gemein-
samen Verteilungsfunktion £’ und 7 ist die Laplace-Transformierte von ~y. Dabei wird 7 so
gewihlt, dass 7 mit der Inversen des Generator der archimedischen Copula iibereinstimmt.

Der Simulationsalgorithmus lduft folgendermal3en ab:

e Generiere eine Zufallsvariable v, welche die Laplace-Transformierte 7 hat, wobei 7 die

Inverse des Generators der archimedischen Copula ist.

e Generiere unabhidngige Realisierungen w4, ..., u,, einer auf / rechteckverteilten Zufallsva-

riable.
e Berechne fiir k = 1,...,n die 7, = F,, ' (u}) mit u} = T(—% In uy).

Zur Verdeutlichung wird dieser Algorithmus nun auch fiir die in Beispiel 5.1.5 eingefiihrte

Familie der Gumbel-Copulas durchgefiihrt:

Beispiel 6.4.4. Die Inverse des Generators der Gumbel-Copula ist ¢~ !(s) = exp (—s%). Die

positiv stabilverteilte Zufallsvariable ¥ ~ St(%,

Laplace-Transformierte. Damit 1duft der Simulationsalgorithmus folgendermaf3en ab:

1,7,0) mit & > 1 hat gerade ¢~ 1(s) als

e Man generiere eine Beobachtung der S t(%, 1,7, 0)-Verteilung. (Effiziente Methoden zur

Simulation von Stabilverteilungen sind in [3] zu finden.)
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e Man generiere unabhiingig vom ersten Schritt n unabhédngig Beobachtungen der Recht-
eckverteilung U (0, 1).

e Man berechne X, = F, '(Uy) fiir k = 1,..., n mit

1
U =r (——m Uk>
f‘y

Der Simulationsalgorithmus von Marshall und Olkin hat den Vorteil, dass hier der Rechen-
aufwand 1m Gegensatz zur bedingten Inversionsmethode fiir hohere Dimensionen nicht so stark
ansteigt wie bei der bedingten Inversionsmethode. Der einzige Nachteil der Methode von Mars-

hall und Olkin ist, dass man eine zusétzliche Zufallsvariable « simulieren muss.

6.5 Simulation fiir elliptische Copulas

Nachdem wir im vorherigen Abschnitt Simulationsalgorithmen fiir die archimedischen Copulas
betrachtet haben, geht es in diesem Abschnitt darum, Simulationsalgorithmen fiir die Klasse der
elliptischen Copulas zu finden. Grundlage fiir diesen Abschnitt ist [4]. Wie wir bereits gesehen
haben, lassen sich die meisten elliptischen Copulas nicht als geschlossener Ausdruck darstellen.
Dennoch lassen sich diese Copulas einfach simulieren, wie nun an unseren beiden Beispielen,

der Gaul3-Copula und der ¢-Copula, gezeigt wird.

Simulationsalgorithmus fiir GauB-Copulas 6.5.1. Realisationen der GauB-n-Copula C'§* er-

hilt man mit folgendem Algorithmus:

e Man fiihre eine Cholesky-Zerlegung von der Korrelationsmatrix R durch (Man sucht eine
Matix A mit R = AA”).

e Man simuliere den n-dimensionalen Zufallsvektor z = (21, ..., 2,)7, wobei die z; mit

¢ = 1, .., n unabhéngig identisch standardnormalverteilt sind.
e Man setze z = Az.

e Man setze u; = ®(x;) firi = 1, ..., n, wobei ® die univariate Standardnormalverteilung
darstellt.

Eine ¢-Copula ist ebenfalls einfach zu simulieren, wie folgendes Beispiel zeigt:

Simulationsalgorithmus fiir ¢-Copulas 6.5.2. Realisationen der t-Copula C;, 5, erhilt man mit
folgendem Algorithmus:

e Man fiihre eine Cholesky-Zerlegung der Korrelationsmatrix R durch, so dass R = AA”
gilt.
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Man simuliere den n-dimensionalen Zufallsvektor z = (zy, ..., z,)?, wobei die z; mit

¢ = 1, .., n unabhéngig identisch standardnormalverteilt sind.

Man simuliere eine Zufallsvariable s von Y2 unabhingig von z.

Man setze y = Az.

Man setze x = \/gy.

Man setze u; = T,(x;), fir ¢ = 1,...,n, wobei T, die univariate ¢-Verteilung mit v

Freiheitsgraden bezeichnet.

Bei diesen beiden vorgestellten Algorithmen erhélt man wie gewohnt die Realisation der
gemeinsamen Verteilung aus der Realisation der Copula, indem man die Quantilfunktion der

univariaten Randverteilungen Ff1 an den Stellen u; fiir 2 = 1, .., n auswertet.

6.6 Illustration

Mit den Simulationsalgorithmen fiir archimedische und elliptische Copulas sind wir in der La-
ge, Realisationen fiir die vier Beispielcopulas zu generieren. In Abbildung 6.1 sind jeweils 2000
Simulationen der 2-dimensionalen Gauf3copula und der 2-dimensionalen ¢-Copula mit 2 Frei-

heitsgraden dargestellt. Diese beiden Copulas haben die gleiche Korrelation. Trodzdem sind

GauB-Copula t-Copula

Abbildung 6.1: 2000 Realisierungen der Gau3-Copula und der ¢-Copula-Copula mit 2 Freiheits-
graden, jeweils mit Korrelation » = 0, 891

deutliche Unterschiede zu erkennen. Die ¢-Copula hat offensichtlich die Tendenz, mehr Werte
in der oberen linken und unteren rechten Ecken zu generieren. Die Unterschiede zwischen die-

sen beiden Copulas werden im achten Kapitel von entscheidender Bedeutung sein.
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Die Abbildung 6.2 zeigt 2000 Realisierungen der 2-dimensionalen Clayton-Copula mit Parame-
ter 14/3 und der 2-dimensionalen Gumbel-Copula mit Parameter 10/3. Die Parameter wurden

gerade so gewihlt, dass beide Copulas den Wert 0, 7 fiir Kendall’s 7 annehmen. An diesen Si-

Clayton-Copula Gumbel-Copula

Abbildung 6.2: 2000 Realisierungen der Clayton-Copula mit Parameter 14/3 und der Gumbel-
Copula mit Parameter 10/3

mulationen ist nochmals gut zu erkennen, dass die Clayton-Copula untere Tail Dependence hat,
und somit viele Werte in der linken unteren Ecke generiert. Diese Copula eignet sich also da-
zu Situationen zu modellieren, in denen es hdufig zu gemeinsamen tiefen Werten kommt. Die
Gumbel-Copula hat obere Tail Dependence und ist daher in der Lage gemeinsam grof3e Werte
zu modellieren.

Die Korrelation der elliptischen Copulas in Abbildung 6.1 ist auch so gewihlt worden, dass
diese beiden Copulas den Wert 0, 7 fiir Kendall’s 7 annehmen. Vergleicht man die elliptischen
Copulas mit den der Gumbel-Copula bzw. der Clayton-Copula, so fillt auf, dass die elliptischen
Copulas eine annihernd symmetrische Punktwolke generieren. Diese Eigenschaft folgt aus der

zugrunde liegenden elliptischen Verteilung.



Kapitel 7
Statistische Konzepte

Nachdem wir im letzten Kapitel die Simulation einer Copula fiir gegebene Verteilungsfunktio-
nen betrachtet haben, geht es in diesem Kapitel um das Schitzen der passenden Randverteilun-
gen und Copulafunktion bei gegebenem Datensatz. Je nach getroffener Modellannahmne lassen
sich die Schitzmethoden in drei Kategorien einteilen. Es gibt die parametrische, die semipara-
metrische und die nichtparametrische Schitzmethode.

Der erste Abschnitt beschéftigt sich mit der parametrischen Schitzmethode. Dabei wird die
Maximum-Likelihood-Methode angewandt, durch welche die Copulafunktionen und die Rand-
verteilungen parametrisch spezifiziert werden. Angelehnt daran wird zudem die Schitzmethode
mittels Inferenzfunktionen vorgestellt.

Im zweiten Abschnitt werden semiparametrische Schitzmethoden aufgezeigt. Hierbei werden
entweder die Copulafunktionen oder die Randverteilungen parametrisch geschitzt.

Im dritten Abschnitt wird auf die nichtparametrische Schitzung niher eingegangen. Dabei wer-
den die gesuchten Verteilungsfunktionen bzw. die gesuchten Dichten durch ihre empirischen
Gegenstiicke oder mittels der auf Kernen basierenden Glédttungsmethode geschitzt.

Nach welcher dieser drei Methoden man das Copula-Modell schitzen sollte, hidngt von den
ex-ante Informationen zu der Copulafunktion oder den Randverteilungen ab. Hat man keine In-
formationen gegeben, so ist die nichtparametrische Methode anzuwenden. Falls Informationen
zu einer Verteilungsfunktion vorliegen, sollte man diese selbstverstindlich beriicksichtigen und
ggf. nur noch den Parameter schitzen. Im Folgenden werden diese drei Methoden vorgestellt

und ihre Vor- und Nachteile aufgezeigt.

7.1 Parametrische Schitzung

Die parametrische Schitzung wird angewandt, falls sowohl fiir die Copulafunktion als auch
fiir die univariaten Randverteilungen ein parametrisches Modell vorliegt. Das bedeutet, dass die
Copula und die Randverteilungen jeweils bis auf einen zu schidtzenden Parametervektor bekannt
sind.

Die wichtigste Methode zur Schitzung der Parameter ist die Maximum-Likelihood-Schitzung

76
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(maximum likelihood estimation, kurz: MLE), fiir welche es zwei mogliche Vorgehensweisen
gibt. Bei der ersten, der exakten ML-Methode, werden alle Parameter simultan geschitzt, wo-
hingegen bei der zweiten, der Methode der Inferenzfunktionen, zuerst nur die Parameter der
Randverteilungen geschitzt werden. Diese werden dann bei der Schitzung der Copulaparame-
ter verwendet.

Die Rahmenbedingungen fiir diese beiden Methoden sind folgende.

Voraussetzungen 7.1.1. Der Zufallsvektor X = (zy,...,7,)” habe die gemeinsame Vertei-
lungsfunktion F'(xy,..., X,,;0) und die Randverteilungen F;(X;, ;) fir i« = 1,...,n, wobei
0, aq, ..., o, die zu schitzenden Parametervektoren der Verteilungen sind.

Nach Sklar’s Theorem 2.2.10 gibt es eine Copula C, fiir die gilt

F(z1,...,xn,0) = C(Fi(x1;01), .., Fo(n; a); 00).

Die Copula C' ist hierbei parametrisch bestimmt mit Parametervektor 6. Fiir die Schétzung
wird die Dichtefunktion bendtigt, welche sich nach Defintion 2.8.1 mithilfe der Copuladichte ¢

darstellen lasst als

n

F@r, o wa;0) = e(Fi(w1;00), ooy Fulni )i 00) - [ [ filwis o). (7.1)

i=1

Indem man die Copula nach ihren Randverteilungen differenziert, erhélt man die Copuladichte

O"C(Fi(x1;aq), ..., Fr(x,; a,); 0
c(Fy(z1;50q), oy Fp(xn; a); 00) = (8}71’5(;1011))817 Ex — ; C).

Indem man die Randverteilungen ableitet, erhilt man die Randdichten f;, fiir die gilt

i\Tiy Q) = ——( - 1.2

il o) = =17 (12

7.1.1 Exakte Maximum-Likelihood-Schitzung

Sei die Stichprobe vom Umfang D eines n-dimensionalen Zufallsvektors gegeben durch
{wd 2y = {(@ae oy ) 10 (7.3)

Aus der Gleichung 7.1 und der Stichprobe ergibt sich die Loglikelihoodfunktion

D D n
10) = Ic(Fiy(wi0n), oo, Fur(@ns; an)i0) + Y Y In filwison), (74

t=1 t=1 =1
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wobei ¢ ein Parametervektor ist, bestehend aus dem Parameter 6. der Copula und den «; der

Randverteilungen. Der exakte ML-Schitzer ist das Maximum der Loglikelihoodfunktion
Ovre = Igleaé(l(e),

wobei O die Menge aller moglichen Parametervektoren 6 ist. Bei dieser Methode werden alle
Parameter simultan geschitzt.
Die folgenden Regularititsbedingungen werden benotigt, um Aussagen zur Giite des Schitzers

treffen.

Definition 7.1.2. (Regularititsbedingungen) Sei f(z;6) und © die Menge aller moglichen Pa-
rametervektoren 6. 6, sei der wahre Wert des zu schitzenden Parametervektors 6. Die Regula-

ritdtsbedingungen sind erfiillt, falls folgendes gilt:
1. Fiir jedes 6 € O existitieren die Ableitungen

Oln f(z;0) 0?In f(z;0) O 1n f(x;0)
00 ’ 0%0 ’ 030

fur alle z.

2. Fiir jedes 0 € O existieren Funktionen g(x), h(x) und H(x), so dass fiir § in der Umge-

bung von 6y) und fiir alle = die Ungleichungen

P n f(x;0)

of (x;0) 9 f(x;0) ‘ < h(a). S

R RO ek

‘ < H(x)
mit
/Rg(x)dx < 00, /Rh(x)dx < 00, Ey(H(X)) < o0

erfiillt sind.

3. Fiir jedes 0 € O gilt

O<E<(%§QX;9))2) < 00

Mit diesen Regularitdtsbedingungen gelten folgende Eigenschaften fiir die exakten ML-

Schitzer:

Satz 7.1.3. [21, Theorem 17.1] Unter diesen Regularitdtsbedingungen gilt fiir einen ML-Schitzer

é, wobei 0y der wahre Parametervektor ist:

1. 0 ist konsistent.
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2. 0 ist asymptotisch normalverteilt  ~ N[f, {I(6,} "], mit

(5 (5

0 ~ N6, {1(6,} 1], wobei I = Ej

die Fisher-Information bezeichnet.

3. @ ist invariant in dem Sinne, dass c(é) der ML-Schiitzer fiir eine stetig differenzierbare
Funktion dy = ¢(6y) ist.

Beweis. Dieser Satz wird in [21, Seiten 477 ff.] bewiesen. OJ

Dieses Verfahren ist zwar sehr aufwendig, jedoch liefert es ein exaktes Ergebnis. Daher
wird es auch exakte ML-Methode genannt. Der groBe Nachteil dieser Methode ist, dass eine
analytische Berechnung des ML-Schitzers teilweise nicht moglich ist und er daher numerisch
angenihert werden muss. Dieser konvergiert oft nur schlecht oder gar nicht. Da bei dieser Me-

thode alle Parameter gleichzeitig optimiert werden, ist die Rechenintensitét sehr hoch.

7.1.2 Methode der Inferenzfunktionen fiir die Randverteilungen

Die Methode der Inferenzfunktionen fiir die Randverteilungen ist ebenfalls eine parametrische
Schitzfunktion auf der Grundlage des ML-Schitzers. Diese wurde in [22] eingefiihrt.
Inferenzfunktionen der Randverteilungen (inference functions for margins, kurz IFM) sind de-
finiert als die ersten Ableitungen der Loglikelihoodfunktionen der Randverteilungen.

Bei genauerer Betrachtung der Gleichung (7.4) erkennt man, dass sich die Loglikelihoodfunkti-
on in zwei Teile aufspaltet, wobei der Teil mit der Doppelsumme nur von den Randverteilungen
und nicht von der Copulafunktion abhingt.

Die Idee der Schitzmethode mittels Inferenzfunktionen ist es, zundchst die Parameter o, ...«
der univariaten Randverteilungen zu schitzen. Zu der Stichprobe (7.3) betrachtet man die Lo-

glikelihoodfunktionen der Randverteilungen

D
li(ai) = Z In fi(Xit; Oéi)-
t=1

Indem man diese Funktionen bzgl. ihren Parametern maximiert, erhilt man die Schitzer der

Parameter

@i = Imax lZ<Oél)

(2]

Diese Schiitzer fasst man zum Vektor (G, ..., &, )’ zusammen, welchem man im zweiten Schritt

verwendet, um einen Schitzer des Copulaparameters 6. zu finden.
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Dazu ldsst dich die Loglikelihoodfunktion der Copula C darstellen als
D
lc(‘gc; @17 (X dn) = Z lIl C(Flt(Xlt; é41)7 (R Fnt(Xnt; dn)7 90)
t=1

Unter den Regularititsbedingungen 7.1.2 ldsst sich diese Funktion /. optimieren, und man erhélt

fiir den Copulaparameter den ML-Schitzer

0, = max le(Oc; Gy ey i)

Dieser Schitzer 0;py = (éc;dl, ..., &,)T des Parametervektors (0; ay, ..., a,)T wird IFM-

Schitzer genannt. Er ist Losung des Gleichungssystems

% % % ! =(0 ())T
g e o6, ) 000

Der exakte ML-Schitzer ist hingegen Losung des Gleichungssystems

ﬁ ﬁ ﬁ ! =(0,...,0)"
By o og,) W00

Daran erkennt man, dass die beiden Schitzer im Allgemeinen nicht iibereinstimmen. Eine Aus-
nahme bilden die beiden Schitzer bei einer GauB3-Copula, also die Copula der multivariaten
Normalverteilung. In dem Fall stimmen sie {iberein, wie in [23] gezeigt wird. Dort wurde auch
das asymptotische Verhalten des IFM-Schitzers ndher untersucht. Unter den Regularitétsbedin-

gungen 7.1.2 ist der IFM-Schitzer ebenfalls asymptotisch normalverteilt, und es gilt
VD (éIFM - 90) — N(0,G7(6)),
wobei G~1(6;) die Informationsmatrix von Godambe darstellt. Diese ist definiert als

G~ (o) = DT'V(DHT,

mit D = F <8s(9)>, V = E|[s(0)s(0)"] und Scorefunktion

96
T
sy = (Lo O Ol
Ooy Oy, 00,
7.1.3 Fazit

Da man bei diesem Schitzverfahren nicht alle Parameter simultan schétzt, ist der Rechenauf-
wand im Vergleich zur exakten Maximum-Likelihood-Methode geringer.

Mit der IFM-Methode kann man die Abhingigkeitsstrukturen von Modellen vergleichen und
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Sensitivitdtsanalysen der Modelle fiir bestimmte Vorhersagen durchfiihren. Damit ist der IFM-
Schitzer rubuster gegen Fehlspezifikationen der Abhéngigkeitsstruktur und Ausreiflern in der
Stichproben als die der CML-Schitzer.

Kleine Stichproben konnen bei der CML-Methode zu gro3en Problemen fiihren. Diese konnen
bei der IFM-Methode etwas eingeschrinkt werden, wenn alle Parameter durch univariate Like-
lihoodfunktionen geschitzt werden konnen.

In [40] wird auBerdem gezeigt, dass der IFM-Schitzer im Vergleich zum exakten ML-Schitzer

hohere Effizienz besitzt.

7.2 Semiparametrische Schéitzung

Bei der semiparametrischen Schitzung werden die parametrische und die nichtparametrische
Schitzung kombiniert. In Bezug auf Copulas bedeutet dies, dass die Copulafunktion bis auf
einen Parametervektor gegeben ist, man aber keine Informationen zu den univariaten Randver-
teilungen gegeben hat. Diese sind dann nichtparametrisch zu schitzen. Der umgekehrte Fall,
bei dem die Copulafunktion nichtparametrisch geschitzt wird, aber dafiir die univariaten Rand-
verteilungen parametrisch spezifiert sind, ist ebenfalls moglich, wird in dieser Arbeit allerdings
nicht beriicksichtigt. Grundlage dieses Abschnitts bildet [33].

7.2.1 Kanonische Maximum-Likelihood-Schitzung

Bei der kanonischen ML-Schitzung betrachten wir wieder den n-dimensionalen Zuvallsvektor

X mit gemeinsamer Verteilungsfunktion
F(zy,...,xp;0) = C(Fy(21), ..., Fp(x,); 0).

0 ist in diesem Fall der Parametervektor der Copula. Die Bestimmung der Randverteilungen
wird umgangen, indem man die Stichprobe {(z1, ..., zn:)? }22, in eine auf I rechteckverteil-
te Stichprobe { (s, ..., un)? 12, transformiert. Da auf I rechteckverteilte Zufallsvariablen die
Dichte 1 auf ihrem Definitionbereich [0, 1] besitzen, fallen in der Gleichung 7.1 die Ausdriicke
der univariaten Dichtefunktionen weg.

Die Loglikelihoodfunktion héngt somit nur noch von der Copuladichte ab. Da es bei dieser
Schitzmethode nicht um die gemeinsame Verteilungsfunktion, sondern primér um die Copula-
funktion geht, nennt man die diese Methode die kanonische ML-Schétzung (canonical maxi-
mum likelihood, kurz CML). Das Finden des CML-Schitzers verlduft zweischrittig.

Im ersten Schritt werden die Randverteilungen F; durch ihre empirischen Verteilungsfunktionen

ersetzt, wobei eine empirische Verteilungsfunktion definiert ist als

D
. 1
t=1
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Hier und im Folgenden dient np der Kennzeichnung eines nichtparametrischen Schitzers.

Falls mehrere der u;s Werte nahe 1 annehmen, kann dies zu Randwertproblemen fithren. Um

diese zu umgehen, wird in der Praxis hdufig mit dem Faktor DLH reskaliert:
1 D
e’ )= =) Iix,<, 7.5
(3 (.CE) D+ 1 — {thg 7.} ( )

Diese empirischen Randverteilungen werden nun in die Gleichung (7.1) eingesetzt, bei der wie

oben beschrieben die Dichten der Randverteilungen wegfallen, und wir erhalten
F(@1, ey 03 0) = (B (21), oo, F2P(2);6).

Im zweiten Schritt wird nun die ML-Methode angewandt, indem die Loglikelihoodfunktion in
Abhingigkeit des Copulaparameters § maximiert wird. Die Gleichung (7.4) vereinfacht sich

aufgrund der wegfallenden Dichten der Randverteilungen zu
D
1(0) =) Ie(FyP(z1), ..., P (x,); )
t=1
D
= (i, .., itne; 0).
t=1

Der kanonische ML-Schétzer ég Az 1st dann definiert als
HCML = rgleagd(é)

Auch dieser Schitzer ist unter den Regularititsbedingungen 7.1.2 konsistent und asyptotisch
normalverteilt, wie in [17, Chapter 2] mithilfe der Taylor-Entwicklung der Loglikelihoodfunk-
tion gezeigt wird.

Bei der kanonischen ML-Schitzung werden im Gegensatz zur exakten ML-Schitzung und zur
Schitzung mittels Inferenzfunktionen keine Annahmen zu den Randverteilungen getroffen,
wodurch eine Fehlspezifikation ausgeschlossen wird. Kommt man bei den drei vorgestellten
Schitzverfahren zu stark unterschiedlichen Schitzern, so kann dies als Indiz fiir eine Fehlspe-

zifikaion einer oder mehrerer Randverteilungen angesehen werden.

7.2.2 Schitzung mittels copulabasierter Abhingigkeitsmafe

Im Folgenden betrachten wir die Schitzung des Copulaparameters mithife bekannter Abhingig-
keitsmaBle. In dieser Arbeit beschrinken wir uns auf die Schitzung mittels Kendall’s 7. Grund-
lagen fiir diesen Abschnitt sind [30, Section 5.5.1] und [33].
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7.2.2.1 Schitzung mittels copulabasierter AbhénigkeitsmafBe fiir archimedische Copula

Wie in Satz 5.3.1 gesehen, ldsst sich Kendall‘s 7 fiir geordnete parametrische archimedische
Copulafamilien als streng monotone Funktion in Abhingigkeit vom Copulaparameter darstel-

len:

0

Mit diesem Zusammenhang lésst sich leicht ein Schétzer 6 finden, indem man die theoretische
Version von Kendall’s 7 in dieser Gleichung durch den empirischen Schitzer (3.7) substituiert.

Man erhélt somit 7" = f(6). Da f fiir geordnete Copulafamilien streng monoton ist, kann man

die Gleichung nach den gesuchten Schitzer 0 auflésen, und erhilt
0= 1),

Da die Randverteilungen nichtparametrisch geschitzt werden, fiir die Copula aber mithilfe von

Kendall’s 7 ein Parameter spezifiziert wird, liegt ein semiparametrischer Schétzer vor.

7.2.2.2 Schitzung mittels copulabasierter AbhiingigkeitsmaBe fiir elliptische Copulas

Mochte man bei elliptischen Copulas die Korrelationsmatix schitzen, so kann man den in Satz

4.3.1 beschriebenen Zusammenhang

(X, Xj) = ;arcsin Tij (7.6)
ausnutzen. Dazu ist die Vorgehensweise dhnlich wie im Fall archimedischer Copulas. Zunéchst
schitzt man wieder fiir je zwei Randverteilungen Kendall’s 7 mittels (3.7), 16st dann die Glei-
chung (7.6) nach der Korrelation auf und fasst die Werte in einer Matrix zusammen. Diese
Matrix ist im Allgemeinen nicht mehr positiv semidefinit, kann aber mithilfe der Eigenwert-
methode auf eine solche Gestalt gebracht werden. Dies wird in [30, Algorithm 5.55] niher

ausgefiihrt.

7.2.3 Fazit

Der groBite Vorteil der Schitzung mittels copulabasierter Abhédngigkeitsmalle ist die einfache
Anwendbarkeit, da keine rechenintensintensiven numerischen Annidherungsverfahren angewandt
werden. Der grofte Nachteil dieser Methode ist, dass die Effizienz viel geringer als bei dem zu-
vor eingefiihrten ML-Schitzer ist, was beispielsweise in [33, 7.4.3] fiir archimedische Copulas

gezeigt wird.
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7.3 Nichtparametrische Schiatzung

Bei der nichtparametrischen Schitzung benétigt man im Gegensatz zu den vorher besprochenen
Schitzmethoden keine Spezifikationen der zugrunde liegenden Verteilungen. Hier geht es also
nicht mehr darum, den passenden Parameter einer Copulafamilie zu finden, sondern einen kon-
sistenten Schitzer fiir die Copula an sich auf der Grundlage einer Stichprobe zu konstruieren.
Hierzu werden zwei Moglichkeiten aufgezeigt.

Die erste benutzt die direkt aus den Stichprobendaten abgeleiteten empirischen Verteilungs-
funktionen zur Schitzung der unbekannten Verteilung und wurde von Deheuvels in [6] und [7]
entwickelt.

Bei der zweiten Methode wird die Gliattungsmethode mittels Kernen benutzt. Die Kernschit-
zung kann dabei sowohl auf die Copuladichte als auch auf die Dichte ihrer Randverteilungen
angewandt werden. Das Verfahren der Kernschitzung wurde von Gijbels und Mielniczuk in [20]
fiir den bivariaten Fall eingefiihrt, und Fermanian und Scaillet haben dieses Verfahren in [13]

auf den multivariaten Fall erweitert. Diese Schitzverfahren werden im Folgenden vorgestellt.

7.3.1 Die emprirische Copula von Deheuvels

Nach dem Theorem von Glivenko-Cantelli konvergiert die empirische Verteilungsfunktion ei-
ner einfachen Stichprobe fast sicher gegen ihre zugrunde liegende Verteilungsfunktion F'. Dies
wird z. B. in [19, Seite 56] bewiesen. Auf dieser Grundlage hat Deheuvels einen nichtparame-
trischen konsistenten Schétzer fiir eine Copula eingefiihrt. Dieser wird die emprische Copula

genannt und wird im Folgenden vorgestellt. Grundlage dieses Abschnitts ist [33].

Definition 7.3.1. (empirische Copula)
Sei wieder {(X1y, ..., Xn¢)T }2, eine Stichprobe vom Umfang D des n-dimensionalen Vektors
X. Zu diesem werden Ordnungsstatistiken {X 1(t), . X,St)} und Rangstatistiken { Ry, ..., Ry }
aufgestellt. Dabei haben diese die Beziehung X (Ru)

i

= X,;. Weiter sei die multivariate empiri-

sche Verteilungsfunktion gegeben durch

F”I’(I‘l, ceey l‘n) = 5 ZH{X1§$1 _____ Xp<zn}-

F(z;) seien fiir : = 1, ..., n die univariaten empirischen Verteilungsfunktionen.

Eine empirische Copula C™ ist dann nach Sklar’s Theorem definiert als
F¥(ay, cesn) = O (B (1), oy B () )

Die Funktion C™ ist auf dem Gitter gp = {(%,...,12),1 <t; < D,1 <i < n} eindeutig
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definiert durch

1

D
-
¢ <D Z (Xu<x (L X<x iy

Bemerkung 7.3.2.

1. Aquivalent dazu kann man C mittels Rangstatistiken darstellen als
D n
Ao U1 tn 1
C"" (=, ..., =)= —= Iy(R,,<t;1-
(DJ ) D) D ; E {(thStZ}

2. Es gilt sup,¢o ) |C (1) — C(u)] — 0, fast sicher. Das heift, die empirische Copula kon-
vergiert gleichméBig fast sicher gegen die zugrunde liegende Copula, wenn der Umfang
der Stichprobe gegen Unendlich geht, was in [7] bewiesen wird.

Zu einer empirischen Copula C™ lisst sich auch eine empirische Dichte angeben.
Definition 7.3.3. Die empische Dichte einer empirischen Copula ist definiert durch

np <t1 tn) B { %, falls (X, ..., X,;) ein Element der Stichprobe ist.

DD 0  sonst.

Diese diskrete Dichte ¢ ldsst sich wie iiblich mit ihrer Copula in Verbindung bringen.
Bemerkung 7.3.4. Fiir eine emprische Copula C™ mit Dichte ¢ gilt
n=l jn=1

Mit diesen Definitionen der Dichte und der Verteilungsfunktion sind wir nun in der Lage

Abhingigkeitsmalle einer Copula auf Grundlage der empirischen Copula darzustellen.

Satz 7.3.5. [31, Theorem 5.2] Seien C" eine empirische Copula und sei ¢"? ihre Dichtefunk-
tion. Weiter sei die Stichprobe {(X1;, Xo;)” }22, gegeben. Dann ldsst sich Kendall’s 7 und Spe-
arman’s p auf Grundlage der empirischen Copula bestimmen durch

D D t1—1ta—1 t t ] ] t j j t
np _ L2 e (L2 e (2L J2) anp (1072
s 222 (7 (55) (53) - (55) (5:5))

t1=11t2=1j1=1 jo=1

und
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Beweis. Dies wird bewiesen, indem man die Schitzer von Kendall’s 7 aus 3.3.3 und Spearman’s
p aus 3.4.5 auf die Stichprobe anwendet, die der empirischen Copula zugrunde liegt. Ausgefiihrt
wird dies in [31, Seite 178]. O

Die empirische Copula hat den Vorteil, dass sie sich unkompliziert aus einer Stichprobe
ermitteln ldsst, jedoch hat sie den groffen Nachteil, dass sie unstetig ist. Daher sollte man, um
stetige Verteilungsfunktionen zu schitzen, besser zur Methode der Kernschitzer iibergehen,

welche im Folgenden vorgestellt wird.

7.3.2 Nichtparametrische Kernschiitzung

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Glattungsmethoden. Diese zidhlen ebenfalls zu
den nichtparametrischen Schitzmethoden, da sie keine ex-ante Information fiir die zu schiit-
zenden Verteilungen bendtigen. Eine bekannte Glattungsmethode ist die mittels Kernschitzer,
welche in diesem Abschnitt erarbeitet wird. Kernschitzer lassen sich sowohl auf die Copula-
dichten als auch auf die Dichten der Randverteilungen anwenden. Grundlage dieses Abschnitts
ist [33].

Bei Gijbels und Mielniczuk [20] wird das Finden eines Kernschitzers fiir Copuladichten er-
arbeitet. Fermanian und Scaillet haben in [13] einen nichtparametrischen Kernschitzer fiir die
Copulafunktion entwickelt.

Im Folgenden wird der Begriff des Kerns definiert, um danach auf die beiden beschriebenen

Ansitze zur Kernschitzung ndher einzugehen.

7.3.2.1 Grundlagen eines Kernschiitzers

Definition 7.3.6. (Kern) Eine reelle, beschrinkte und symmetische Funktion & : R — R* ist

/Z k(s)ds = 1.

Ein Kern ist somit die Lebegue-Dichte eines beliebig wihlbaren Wahrscheinlichkeitsmales. Fiir

ein Kern, falls gilt

den multivariaten Fall kann man n-dimensionale Kerne definieren. Der einfachste Fall ist hier

der Produktkern, welcher das Produkt von n univariaten Kernen ist:
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Mit den Kernen konnen wir nun Kernschitzer definieren.

Definition 7.3.7. (univariater Kernschitzer) Ein univariater Kernschdtzer f auf Grundlage ei-

ner Stichprobe (x1, ..., xp) ist nun definiert als

fi - g 2k (57).

mit Bandbreite 2 > 0 und univariatem Kern k.

Bemerkung 7.3.8. Um konstistente Schitzer zu erhalten, muss fiir die Kerne gelten, dass sie
stetig, symmetrisch und fast iiberall glatt sind. Diese Kerne lassen sich in zwei Klassen eintei-
len. Die erste Klasse besteht aus Kernen, deren Gewicht asymptotisch gegen 0 lduft, wie zum
Beispiel

e GauBkern k(t) = \/% exp (—3t%)

e Cauchy-Kern k(t) = 7r(1-1|—t2)

e Picard-Kern k(t) = 1 exp(—|t|)

Die zweite Klasse besteht aus Kernen, die ab einen bestimmten Punkt das Gewicht Null haben,

wie beispielsweise:
e Gleichformiger Kern k(t) = 3 fiir [¢| < 1 und 0 sonst
e Cosinus-Kern k(t) = 1 + cos(2xt) fiir [¢| < 1 und 0 sonst
e Dreieck-Kern k(t) = 1 — |t fur |[t| < 1 und 0 sonst.

Die Wahl des Kerns ist nicht entscheidend fiir die Giite des Schitzers. Allerdings ist die Band-
breite h entscheidend fiir die Qualitit des Schitzers. Um die Konvergenz des Dichteschitzers
zu erhalten, muss fiir die Bandbreite limp, ... h = 0 und limp, .., hD = oo gelten. Wihlt man
h zu klein, so erscheint der Schitzer verwackelt. Fiir eine zu grof3 gewihlte Bandbreite wird die
Schitzung ungenau. Dieses Optimierungsproblem wurde in [32, Section 2.7] geldst. Dort wird

auch ein Konstruktion einer optimalen Bandbreite angegeben.

Definition 7.3.9. (multivariater Kernschitzer) Ein multivariater Kernschditzer f auf der Grund-

lage einer Stichprobe { (1, ...z,,)T } 2, ist definiert als

wobei x und z; in diesem Fall n-dimensionale Vektoren sind. Die Bandbreite A ist eine Diago-

nalmatrix mit Elementen {;}} ; und Determinante |h| und % ist ein multivariater Kern.
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Bemerkung 7.3.10. Falls ein Produktkern vorliegt, ergibt sich damit fiir den Kernschitzer

t=1 i=1

Die individuellen Bandbreiten h;(D) sind positive Funktionen in Abhéngigkeit vom Stichpro-

benumfang D mit der Eigenschaften limp, .., h; = 0 und limp, . h; D = oc.

7.3.2.2 Nichtparametrische Kernschitzung der Copula-Dichte nach Gijbels und Miel-

niczuk

Die nichtparametrische Kernschitzung der Copuladichte nach Gijbels und Mielniczuk befasst
sich ausschlieBlich mit dem bivariaten Fall. Grundlage fiir diesen Schitzer bildet die einfache
Stichprobe { Xy, Xo;}2 ; aus dem Zufallsvektor (X, X3)T mit gemeinsamer Verteilungsfunk-
tion F’, Randverteilungen F}, F;, und Copula C.

Um den Kernschitzer zu konstruieren, wird als erstes die Stichprobe mittels der empririschen

Randverteilungen zu einer Pseudostichprobe
{(E (Xa00), 37 (Xa)) T}

transformiert, wobei die Fl-"p die empirischen Randverteilungen aus Gleichung (7.5) sind.
Mithilfe dieser transformierten Stichprobe ist der natiirliche Kernschitzer ¢"?(uq, us) gegeben
durch

A A

D
1 — (X — FPP(X
&P (uy un) = 5 >k (“1 th( ) U h2D< Qt)> (1.7)

Dabei ist k ein bivariater Kern und {hp}p—1 2. eine Folge positiver Bandbreiten in Abhéngig-

keit umfangreicher werdender Stichproben D, die gegen 0 konvergiert.
Die bivariate Copula ist auf dem Einheitsquadrat definiert. Der eben vorgestellte Schitzer (7.7)
liefert nur sinnvolle Ergebnisse, falls die Beobachtungen der transformierten Stichprobe nicht
zu dicht am Rand liegen. Die Idee des Kernschitzers ist namlich, die Punkte der Beobachtungen
durch die Kerne zu verschmieren. Liegt ein Punkt dabei zu nah am Rand, so kann ein Teil der
Masse der Kerns auBlerhalb des Einheitsquadtrates liegen und wiirde somit nicht mehr beriick-
sichtigt werden.
Die Idee ist hierbei, die Masse der Kerne, welche iiber das Einheitsquadrat hinaus ragt, zuriick-
zuspiegeln, damit sich die Wahrscheinlichkeitsmasse iiber dem Einheitsquadrat wieder zu eins
summiert. Dieses Prinzip ldsst sich fiir den eindimensionalen Fall zeigen.

Wir betrachten in Abbildung 7.1 den Fall, dass eine Kerndichteschidtzung im Einheitsin-
tervall auf der Grundlage dreier Beoachtungspunkte durchgefiihrt werden soll. Dazu benutzen

wir GauBkerne und Bandbreite ~ = 0,2. Wie in dieser Abbildung verdeutlicht wird, wiirde
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f(x)

M
1.0

0.5

Abbildung 7.1: Univariate Kerndichteschidtzung innerhalb eines Intervalls. Quelle: [34, Seite
106]

ein erheblicher Teil der Masse der Kerne am linken Rand nicht mehr {iber dem Einheitsintervall
liegen und somit wegfallen. Dieser Teil wird zuriickgespiegelt (gestrichelte Linie) und zur dorti-
gen Dichte dazuaddiert. Dadurch erhilt man die fette Linie. Die Idee ist also, durch Spiegelung
der Punkte an der Intervallgrenze die Anzahl der Punkte zu verdoppeln. Eine Kerndichteschiit-
zung mit der verdoppelten Anzahl an Beobachtungspunkten fiihrt tiber dem Einheitsintervall zu
genau der fetten Linie, welche sich durch die Spiegelung ergeben hat.

Gleichermafen wiirde man an der rechten Intervallgrenze verfahren.

Im bivariaten Fall wird das Problem der Verzerrtheit an den Réndern ebenfalls durch die

Spiegelbild-Modifakation geltst. In Abbildung 7.2 wird dies am Beispiel von sieben Beob-
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Abbildung 7.2: Grafische Illustration der bivariaten Spiegelbild-Modifikation. Quelle: [34, Seite
107]
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achtungspunkten gezeigt. Diese sieben Punkte werden jeweils an den Seiten und Ecken des
Einheitsquadrates gespiegelt, wodurch die Anzahl der Beobachtungen verneunfacht wird.
Die Kerndichteschédtzung wird nun mit dem erweiterten Datensatz durchgefiihrt, wodurch sich

der Kernschitzer fiir die Copuladichte darstellen ldsst als

D 9

n 1 Uy — thj Ug — R2tj
&P (uy, ) = DI ZZk( — = : (7.8)

t=1 j=1

Das Paar (Ry;, Roi;) durchlduft fiir j = 1, ..., 9 die Menge

{(tha RQt)a (tha _RQt)a (_th; _R2t>7 (R1t7 2 — RQt)7 (_R1t7 2— R?t)a
(2 - R1t7 RZt)a (2 - R1t7 _RQt)a (2 - R1t7 2— RQt)};

A~ ~

mit th = Flnp(Xlt> und RQt = anp(XQt).
Unter bestimmten Bedingungen an die Bandbreite und die Glattheit des Kerns ist in [20, Section
3] gezeigt worden, dass der Schitzer aus Gleichung (7.8) konsistent und asymptotisch normal-

verteilt ist.

7.3.3 Nichtparametrische Kernschitzung der Copula nach Fermanian und
Scaillet

Die nichtparametrische Kernschitzung der Copula ist von Fermanian und Scaillet in [13] ent-
wickelt worden. Grundlage dafiir ist ein strikt stationidrer Prozess { X;,t € Z}, welcher Werte
in R” annimmt. Man wertet nun X; = (X4, ..., X,,y) im Punkt z = (z1,...,2,)7) aus, so
bezeichne f(z) die gemeinsame Dichte und F'(x) die gemeinsame Verteilungsfunktion von X;.
Der univariate Kernschitzer fiir die Randdichte f;(x;) von X;; an der Stelle x; sei wie gewohnt
definiert als

Mifhilfe der Schitzer fiir die Randdichten konnen wir nun Schitzer fiir die Randverteilungen

konstruieren. Fiir einen Schitzer der Randverteilung F; von X;; an der Stelle x; gilt

B (a,) = / 7 (y)dy,
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und fiir einen Schitzer fiir die gemeinsame Verteilungsfunktion £’ von X, an der Stelle

R A N

Nach dem Korollar 2.2.11 von Sklar’s Theorem kann man eine Copula C' in einem beliebigen

x = (11,...,2,)7 gilt

Punkt u = (uy, ..., u,)" schitzen, indem man die Gleichung
C" (u) = F"™(Q)

an der Stelle ( = ((1, ..., C,) auswertet, wobei die ¢; = inf{z|F/"(z;) > u;} gerade die Kern-
schitzer der Quantilfunktionen sind.

In [13, Section 3] wird gezeigt, dass der Kernschitzer unter bestimmten Bedingungen an den
Kern, an das asymptotische Verhalten der Bandbreite und an den strikt stationdren Prozess

asymptotisch normalverteilt ist.



Kapitel 8
Anwendungen

In diesem Abschnitt geht es darum, mit der Methode der latenten Zufallsvariablen die Risiken
im Kreditportfolio zu modellieren. Diese Methode ist Grundlage fiir alle Modelle, die vom Mer-
ton Modell abgeleitet sind, wie zum Beispiel das Kreditrisikomodell von der KMV Corporation
oder von CreditMetrics. Grundlage dieses Abschnitts ist [15].

In diesen Modellen fillt ein Schuldner aus, falls die latente Zufallsvariable einen bestimmten
Grenzwert unterschreitet. Die latente Zufallsvariable wird dabei als der Wert der Assets des
Schuldners interpretiert und der Grenzwert als der Wert der Verbindlichkeiten. Die Abhiingig-
keit der Schuldnerausfille wird dabei durch die Abhénigkeiten der latenten Zufallsvariablen
wiedergespiegelt.

Die Modelle von KMV Corporte und von CreditMetrics beruhen auf der Grundlage, dass die
latenten Zufallsvariablen gemeinsam normalverteilt sind. Daher werden die Kreditausfélle mit
der GauB3-Copula simuliert. Es gibt jedoch keinen iiberzeugenden Grund, sich fiir die multiva-
riate Normalverteilung zu entscheiden. In diesem Kapitel wird gezeigt, dass die Verteilung der
Portfolioverluste sehr stark von der multivariaten Verteilungsfunktion der latenten Zufallsvaria-
blen abhingt. Dabei kommt zu tragen, dass die multivariate Verteilungsfunktion nicht eindeutig
durch ihre Randverteilungen und ihre Korrelationsmatrix bestimmt ist.

In dieser Arbeit wird als Alternative zur Gau3-Copula die Verteilung der Creditportfolioverluste
mittels der ¢-Copula modelliert. Diese besitzt Tail Dependence. Daher generiert sie tendenziell
mehr gemeinsame Extremwerte. Dies schlidgt direkt auf die Verteilung der Creditportfoliover-
luste durch, da gemeinsame tiefe Werte der Assets zu gemeinsamen Ausfillen vieler Schuldner
fiihren. Die jlingste Vergangenheit hat gezeigt, dass die gleichzeitigen Ausfille vieler Kredite

tatsidchlich vorkommt und daher in einem Modell beriicksichtigt werden sollte.

8.1 Modell mit latenten Variablen

Betrachtet wird ein Portfolio von m Schuldnern und einen fester Zeithorizont Z, beispielswei-
se ein Jahr. Fir 1 < ¢ < m sei Y; die Zufallsvariable, die den Ausfall des Schuldners ¢ am
Zeitpunkt Z darstellt. Y; nimmt die Werte {0, 1} an, wobei wir den Wert 1 als Ausfall des

92
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Schuldners interpretieren. Y bezeichnet man als Indikatorvektor. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei noch
kein Schuldner ausgefallen.

Sei X = (X1, ..., X,n) ein m-dimensionaler Zufallsvektor mit stetigen Randverteilungen, wel-
che die latenten Zufallsvariablen zum Zeitpunkt Z darstellen. Weiter seien (Dy, ..., D,,)T ein
Vektor mit deterministischen Grenzwerten D;. Dann hei3t (X;, D;)1<i<., ein Modell mit laten-
ten Variablen fiir einen bindren Zufallsvektor Y = (Y7, ..., Ym)T, falls genau dann Y; = 1 gilt,
wenn X; < D, ist.

In dem KMV Modell wird die Annahme getroffen, dass die X; einer multivariaten Normal-
verteilung geniigen. Sie werden als die Anderung der Assets interpretiert. Die Korrelation der
Assets wird mit Faktormodellen kalibriert, wobei die Faktoren makro-okonomische Variablen
sind. Die Grenzwerte D; werden mithilfe der Technik zur Bepreisung von Optionen auf der
Grundlage der historischen Unternehmenswerten bestimmt. Bei dem Modell von Creditmetrics

lauft es dhnlich.

8.2 Copulas in Modell mit latenten Variablen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass die GauB3-Copula zu strukturell @hnlichen Modellen
fiihrt. Dazu fithren wir eine formale Definition fiir die Aquivalenz von Modellen mit latenten

Zufallsvariablen ein.

Definition 8.2.1. Seien (Xu Di)lgigm und (7“ ﬁi)lgigm zwel Modelle mit latenten Zufalls-
variablen, die die Indikatorvektoren Y und Y erzeugen. Die Modelle heiBen dquivalent, falls
Y =, Y gilt.

Zwei dquivalente Modelle erzeugen also die gleiche Verteilung fiir die Anzahl der Ausfille
im Kreditportfolio.

In Bezug auf Copulas gilt fiir &quivalente Modelle folgender Satz:

Satz 8.2.2. Seien (X;, D;)1<i<m und (X;, D;)1<i<m zwei Modelle mit latenten Zufallsvariablen
mit latenten Zufallsvariablen, die die Indikatorvektoren Y und Y erzeugen. Die Modelle sind

dquivalent, wenn
1. P(X; < D;) = P(X; < D), firi € {1,...,m},
2. X und X haben die gleiche Copula.
Beweis. Der Beweis ist zu finden in [16, Proposition 3.3.]. O

Die folgende Bemerkung zeigt, dass gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeiten durch Copu-
las und die individuellen Wahrscheinlichkeiten fiir den Ausfall der Schuldner darstellt werden

kOnnen.
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Bemerkung 8.2.3. Man betrachte eine Menge von &k Schuldnern {i1, ..., i, } C {1,...,m} mit
individuellen Ausfallwahrscheinlichkeiten p;,, ..., p;,. Dann ist die gemeinsame Ausfallwahr-
scheinlichkeit dieser k£ Schuldner gegeben durch

P, =1,..Y, =1)=P(X;, <D

1

wobei C;,

.....

8.3 Vergleich zweier Modelle

In diesem Abschnitt wird das zuvor eingefiithrte Modell mit latenten Zufallsvariablen nun fiir
zwei Copulas simuliert und verglichen. Einerseits wihlt man, wie in den Modellen der KMV
Corporation und CreditMetrics, die GauB3-Copula. Als zweites wird das Modell beziiglich der
t-Copula betrachtet. Es wird eine Copula mit mehrdimensionaler ¢-Verteilung gewihlt, da die
t-Verteilung gegen die Normalverteilung konvergiert, falls man die Freiheitgrade gegen Unend-
lich laufen ldsst. Daher konnte man vermuten, dass man mit diesen Copulas dhnliche Ergebnisse
erhilt. Die ¢-Copula hat allerdings im Gegensatz zur GauB3-Copula Tail Dependence, was in [8,
Proposition 1] gezeigt wird. Dies fithrt dazu, dass bei der ¢-Copula extreme Ereignisse, also das
gleichzeitige Ausfallen vieler Schuldner, hdufiger auftreten als bei der GauB3-Copula.

Wir betrachten nun ein homogenes Portfolio von m = 5000 Schuldnern, die alle die gleiche
individuelle Ausfallwahrscheinlichkeit besitzen. Die Asset-Korrelation zweier Schuldner sei
jeweils r = 0, 038. Damit sind die Modelle:

1. GauB-Modell; X ~ N500(0, R),
2. t-MOdCll; X ~ t5000(V7 0, R),

wobei R eine Matrix ist mit den Elementen R;; = 1 fiir ¢ = j und R;; = 0,0038 fiir ¢ # j.
Fiir die Anzahl der Freiheitsgrade gilt in unserem Fall v = 10. Die Grenzwerte sind dabei so
gewihlt, dass P(Y; = 1) = m = 0,005 gilt. T" sei ein Jahr.

Tabelle 8.1: Ergebnis der Simultation
Modell | Min | 25% | Med | Mean | 75% | 90% | 95% | 98% | Max
Gaul3 14 22 125,12 | 32 46 56 69 | 186
t 0 0 4 12523 | 22 69 | 120 | 211 | 1980

S

Um nun Aussagen iiber die gesuchte Verteilungsfunktion der Anzahl der Schuldnerausfille
M = 2?2010 Y; machen zu kénnen, wurden diese beiden Modelle beide fiir jeweils 100000 Jahre
simuliert. Fiir den Erwartungswert von M gilt E(M) = mnm = 25. Es verwundert daher nicht,
dass der empirische Durchschnitt nahe dem Wert 25 liegt. Interessanter sind die hohen Quantile
von M, welche mit dem Value-at-Risk korrespondieren. Diese Quantile geben Auskunft tiber

das extreme Risiko, welches implizit in den Modellen enthalten ist. So ist beispielsweise der
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Wert zum 95%-Quantil im ¢-Modell mehr als doppelt so hoch wie im GauB-Modell. Bei dem
98%-Quantil ist der Wert mit dem ¢-Modell schon um den Faktor 3 groBer.
Dies zeigt, dass im t-Modell deutlich mehr gemeinsame Extremwerte generiert werden als in

GauB-Modell, was sich auf die Tail Dependence im ¢-Modell zuriickfiihren lésst.

Fazit: Individuelle Ausfallwahrscheinlichkeiten und die Korrelation der Assets reichen nicht
aus, um die Risiken eines Kreditportfolios zu bestimmen, da sie die Copula latenter Variablen

nicht eindeutig bestimmen.



Kapitel 9
Zusammenfassung

In dieser Arbeit ist zunichst die Copulatheorie erarbeitet worden. Dabei ist unter anderem
Sklar’s Theorem bewiesen worden. Mit diesem ldsst sich eine multivariate Verteilungsfunk-
tion durch ihre Randverteilungen und eine Copulafunktion darstellen.

Es ist gezeigt worden, dass die Korrelation trotz ihrer groBen Bekanntheit einige Nachteile bein-
haltet. Um diese zu beheben sind alternative Abhingigkeitsmalle angefiihrt worden. Kendall’s
7 und Spearman’s p haben im Gegensatz zur Korrelation die Vorteile, dass sie wie auch die
Copulas invariant gegeniiber streng monotonen steigenden Umformungen der Zufallsvariablen
sind. Dabei ist die Beziehung zu den Copulas verdeutlicht worden. Ein weiterer Vorteil ist, dass
Kendall’s 7 und Spearman’s p nicht nur lineare Zusammenhinge messen.

Weiter sind zwei wichtige Klassen von Copulas dargestellt worden: Die archimedischen und
die elliptischen Copulas. Zu diesen sind je zwei bekannte Vertreter vorgestellt worden, anhand
derer die Berechnung der vorher vorgestellten Abhéngigkeitsmalle gezeigt worden ist.

Im Zusammenhang mit der Simulation von Zufallsvektoren ist gezeigt worden, dass man zu
gegebener Korrelation und gegebener Randverteilungen nicht in jedem Fall einen Zufallsvektor
finden kann, der die die Korrelation und die Randverteilungen besitzt. Es sind sowohl allgemei-
ne Simulationsalgorithmen, als auch auf spezielle Copulafamilien zugeschnittene Simulations-
algorithmen erarbeitet worden, wie die Simulationsmethode nach Marshall und Olkin fiir die
archimedischen Copulas.

Wir haben gesehen, wie man bei gegebenen Datensatz die Parameter einer Copula auf der
Grundlage der Maximum-Likelihood-Methode oder der Copulabasierten Abhédngigkeitsmalie
schitzen kann. Des Weiteren ist die nichtparametrische Schitzung mittels Kernschétzer gezeigt
worden. Dabei ist dargestellt worden, wie man die Copuladichte mittels Spiegelungen nach
dem Ansatz von Gijbels und Mielniczuk, bzw. die Copula nach dem Ansatz von Fermanian und
Scaillet schitzt.

Weiter ist im letzten Kapitel dieser Arbeit nochmals deutlich gezeigt worden, dass sich die Ab-
hingigkeitsstruktur eines Zufallsvekors nicht hinreichend durch die Korrelation determinieren
lasst. Dies unterstreicht nochmals die Bedeutung der Copulas bei der Modellierung von Abhén-

gigkeiten zwischen Zufallsvariablen.
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