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INHALTSVERZEICHNIS 5

Einleitung

Auf den Gebieten, in denen mehrdimensionale Verteilungen von Bedeutung sind, hat das
Interesse an Copulas und ihrer Verwendung in den letzten Jahren rasant zugenommen.
Die Idee hinter Copulas, die eindimensionalen Randverteilungen eines Zufallsvektors Z mit
Hilfe einer Funktion zur mehrdimensionalen Verteilungsfunktion von Z zu ’koppeln’, ist
keine neue, aber lange Zeit fehlte dem Thema in Ermangelung praktischer Anwendungs-
moglichkeiten die Beachtung. Mit den durch steigende Rechenleistung stiandig wachsenden
Moglichkeiten der numerischen Analyse fanden sich fiir das Thema bei Versicherungen und
Banken Einsatzfelder, und es riickte wieder mehr in den Fokus. Schon seit knapp iiber
zehn Jahren gibt es ein Lehrbuch von Nelsen [28], das sich ausschlieflich mit dem Thema,
der Copulas befasst, und eines von Joe [19], das sich umfassend mit Copulas im Kontext
von anderen Abhéngigkeitsmodellen beschéftigt. Die Zahl der Publikationen zu speziellen
Problemstellungen rund um dieses Thema wichst bestédndig.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, ein grundlegendes Verstdndnis von Copulas im Allgemeinen
und archimedischen Copulas im Speziellen zu vermitteln. Es sollen Optionen aufgezeigt
werden mittels Transformation neue Copulas zu kreieren, die an ein gegebenes Problem
besser angepasst sind. Zuséatzlich soll grundlegendes zum Testen und Simulieren von Riist-
zeug bereit gestellt werden.

In Kapitel 1 fiihren wir einige Definitionen zu Copulas und grundlegende Begriffe ein.
Auferdem betrachten wir einige Make fiir die Abhéngigkeit zweier Zufallsvariablen und
deren Zusammenhang mit der den Zufallsvariablen entsprechenden Copula.

Das néchste Kapitel beschéftigt sich mit archimedischen Copulas. Neben den zugehorigen
Definitionen werden einige beachtenswerte Sétze vorgestellt. Ausgehend vom zweidimen-
sionalen Fall und der symmetrischen Erweiterung auf n Dimensionen werden einzelne
archimedische Copulas eingefiihrt. Zum Schluss des Kapitels gehen wir auf die Méglich-
keit des Verschachtelns archimedischer Copulas ein.

Kapitel vier dient der Vorstellung von zwei verschiedenen Varianten der Transformation
von Copulas. Das ist zum einen die Transformation des Erzeugers einer Copula. Diese
steht damit auch einzig fiir archimedische Copulas zur Verfiigung. Es ist zum anderen die
Transformation auf der Ebene der Copula, die auch allgemein anwendbar sind.

Im n#chsten Kapitel liegt der Fokus auf den Fragen, wie sich eine, zu gegebenen Daten
passende, Copula finden lidsst bzw. wie feststellt werden kann, ob eine bestimmte Copula
diesen Daten zu Grunde liegen konnte.

Zum Schluss zeigen wir Wege auf diese Copulas im archimedischen Fall am Computer zu
simulieren.
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6 Transformation archimedischer Copulas

Kapitel 1

Copulas

Es gibt viele Ansétze Abhéngigkeiten zwischen Zufallsvariablen zu modellieren. Ein sol-
cher Ansatz ist die Verwendung von Copulas. Die Idee dabei ist eine vollkommene Tren-
nung zwischen der Abhangigkeitsstruktur der Zufallsvariablen und deren eindimensiona-
len Randverteilungen. Die Bezeichnung Copula wurde erstmalig in den Arbeiten von Abe
Sklar verwendet. Sie soll die Kopplung von Randverteilungen zu einer gemeinsamen Ver-
teilung zum Ausdruck bringen. Im Folgenden werden wir Copulas wie im Lehrbuch von
Nelsen [28] einfiihren.

1.1 Definition

Um zu einer Definition von Copulas zu gelangen, benotigen wir zuerst eine Volumenfunk-
tion V. Wir zitieren hier die von Nelsen gegebene Definition 2.10.1:

Definition 1.1: Seien die Mengen Sy, Ss, ..., S, nichtleere Teilmengen von R und sei
H eine reellwertige Funktion in n Variablen mit dem Definitionsbereich Dom(H) =
S1xSyX -+ XSy; ist nun B = [a, b] ein n-Quader, dessen Eckpunkte allesamt in Dom/(H )
liegen; dann definiert

Vu(B) = ngn(c)]—[(c), (1.1)

wobei iiber alle Eckpunkte von B aufsummiert wird und

1, wenn ¢, = ay, fiir eine gerade Anzahl von k

Wm@:{

gilt, das H-Maf$ oder H-Volumen von B.

—1, wenn ¢, = ay, fiir eine ungerade Anzahl von k

Wir wollen nun zeigen, dass eine solche Volumenfunktion fiir disjunkte n-Quader additiv
ist.

Lemma 1.2: Seien Sy, So, ..., S, nichtleere Teilmengen von R und sei H eine reellwertige
Funktion in n Variablen mit dem Definitionsbereich Dom(H) = Sy xSyX -+ xSy ; seien
des Weiteren B = [a,b| und B = [a,b]| zwei n-Quader, deren Eckpunkte allesamt in
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KAPITEL 1. COPULAS 7

Dom(H) liegen. Sei nun das Innere der n-Quader disjunkt und die Vereinigung B U B
auch ein n-Quader. So ist das Volumen additiv. Es gilt also

Viu(BUB) := Vy(B) + Vu(B).

Bew.: Damit das Innere der n-Quader B und B disjunkt und die Vereinigung B U B
ebenfalls ein n-Quader ist, miissen a und a bzw. b und b jeweils in allen bis auf einer
Komponente iibereinstimmen. Sei ¢ die Position dieser Komponente, so gilt zusédtzlich
ohne Einschridnkung b; = @;. Nun definieren wir einen (n — 1)-Quader [d, e] mit

Q- a;= aj, firj <i
J Ajy1= dj+1, sonst

und

bj: Bj, fUI'] <1
e; =
! bj-i-l: bj+1, sonst.
Aukerdem definieren wir die Funktion

1 —=n

f:RXE’n_ _>R 7(I7y) — (yl;"' y Yi—1, Ly Yit1, - - 7y'fl)’

Dann gilt in der Notation von (1.1)

Vir(B) =Y sgn(c)H(f(bi, ) — sgn(c)H(f(ai,c)),

[

Vir(B) = sgn(c)H(f(bi, ) — sgn(c)H(f(@;,c))

C

und Vg (B U E) = Z SQ”(C)H(f(Eia c)) — sgn(c)H(f(as;c)),

C

wobei ¢ immer iiber alle Ecken vom (n — 1)-Quader [d, e] lduft. Mit unserer Annahme
b; = a; folgt sofort Vi (B U B) = Vi (B) + Vi (B). O

Die folgenden drei Definitionen entsprechen den Definitionen 2.10.2, 2.10.5 und 2.10.6 im
Buch von Nelsen.

Definition 1.3: Eine reellwertige Funktion H mit Dom(H) C R" heift n-wachsend,
wenn fiir alle n-Quader B, deren Eckpunkte alle in Dom(H) enthalten sind, Vg (B) > 0
gilt.

Ist der Definitionsbereich einer reellwertigen Funktion H gleich S; x Sy X - -- xS, wobei
jede Menge S; ein kleinstes Element a; enthélt, so nennen wir H geerdet, wenn H(t) = 0
fiir alle t des Definitionsbereichs mit t; = a; fiir mindestens ein j. Wenn jede Menge S
nichtleer ist und ein groftes Element b; enthélt, so heift es H habe Randfunktionen. Die
eindimensionalen-Randfunktionen von H sind die Funktionen

Hi(x) = H(by,...,bg—1,2,bgs1,...,by,) fiir alle x in Sk. (1.2)

Bei hoherdimensionalen Randfunktionen ist die Anzahl der fest gewéhlten b; entsprechend
geringer.

Benjamin-Philip Lamers



8 Transformation archimedischer Copulas

Definition 1.4: Fine n-dimensionale Subcopula oder auch n-Subcopula ist eine Funktion
C' mit den folgenden Figenschaften:

1. Dom(C") = Sy x Sy X -+ X S, wobei jedes S, eine 0 und 1 enthaltende Teilmenge
vom Intervall [0, 1] ist;

2. (" ist geerdet und n-wachsend;

3. C" hat eindimensionale Randverteilungen C},k = 1,2,...,n, wobei fiir alle u aus
Sk gllt

Ch.(u) = u. (1.3)

Definition 1.5: FEine n-dimensionale Copula oder auch n-Copula ist eine n-Subcopula
C, deren Definitionsbereich dem ganzen Einheitswiirfel [0, 1]" entspricht.

Anders ausgedriickt heifst das: Eine n-Copula ist eine Funktion C' von [0,1]™ nach [0, 1]
mit den drei folgenden Eigenschaften:

1. Fiir u aus [0, 1]" gilt C'(u) = 0, wenn u, = 0 fiir mindestens ein 1 < k < n;
2. Fiir u aus [0, 1] gilt C(u) = ug, wenn u, = 1 fiir alle | # k;

3. Fiir alle a und b aus [0,1]", wobei a < b (d.h. ay, < by, fiir k € {1,--- ,n}), dann
gilt Ve ([a, b]) > 0.

Eine Copula ist also eine Subcopula mit maximalem Definitionsbereich.
Hier anschliefsend soll nun ein einfaches Beispiel einer Copula erortert werden.

Beispiel 1.1: Wir betrachten die Funktion II : [0, 1]" — [0, 1];x — [, -

Es ist leicht zu sehen, dass es sich bei 11 um eine Copula handelt: Ist eine Komponente
x; = 0, so gilt dies natiirlich auch fiir das Produkt aller Komponenten. Existiert ein
1 <k <nmitz; =1 fiir alle j # k, so ist das Produkt der Komponenten gleich xj. Die
Funktion 11 ist also geerdet und hat Randverteilungen. Dass II n-wachsend ist, ist auch
leicht gezeigt: Fiir jeden n-Quader [a,b] aus [0, 1]™ gilt

n

Ve(la,b]) = Y (=1)Z=7 [ aft;

jef{o,1}» =1
n—1
= > (ORI, —a) [T el
je{o,13n—1 =1
= (bi — a;)
i=1
> 0.

IT ist also eine Copula. Diese wird die Produkt-Copula oder auch die Unabhdngigkeits-
Copula genannt. Den Namen Unabhingigkeits-Copula trégt sie, da durch sie die ‘Abhén-
gigkeitsstruktur’ von unabhéingigen Zufallsvariablen beschrieben wird. Es gilt ndmlich,
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KAPITEL 1. COPULAS 9

wie wir durch den Satz von Sklar wissen (vgl. Satz 1.11), wenn X, und X, Zufallsvaria-
blen mit Copula C, gemeinsamer Verteilung F und den Verteilungsfunktionen F und F;
sind, die Gleichung C(Fy(x1), F5(z2)) = F(x1,22). Sind X; und X, unabhéngig, so gilt
auch F(x1,x2) = Fi(x1)Fy(x2) und damit C(Fy(xy), Fo(xs)) = [I(Fi(xy), Fo(xs)).

Es ist moglich jede beliebige Subcopula so fortzusetzen, dass die Fortsetzung wiederum
eine Copula ist. Nelsen [28] beweist dies in Lemma 2.3.5 fiir den zweidimensionalen Fall.
Wir iibertragen dies nun auf den allgemeinen Fall von n Variablen.

Lemma 1.6: Sei C' eine n-Subcopula, dann existiert eine Copula C, so dass
C(ub e aun) = Cl(”la e 7un)

fiir alle (uy, - -+ ,u,) aus Dom(C") gilt. Eine Subcopula kann also zu einer Copula fortge-
setzt werden.

Bew.: Sei nun Dom(C") =[], Si, dann kénnen wir aufgrund der gleichméfigen Ste-
tigkeit nach Korollar 1.10 C' in einem ersten Schritt stetig zu einer Funktion C" auf
dem Abschluss [}, S; fortsetzen. Die Funktion C" ist auch selbst eine Subcopula, denn
die einzige Figenschaft, die durch eine Erweiterung des Definitionsbereichs beeinflusst
wird, ist die Frage, ob C" auch n-wachsend ist. Dies ist aber klar, weil die Volumen-
funktion stetig ist. In einem zweiten Schritt setzen wir C” nun zu einer Funktion C, die
auf dem kompletten Einheitswiirfel [0, 1]" definiert ist, fort. Fiir einen beliebigen Punkt
x = (21, ,x,) aus [0,1]" definieren wir die Grifken

si(x) := max{s € S;|s < z;},
3:(x) := min{s € S;|s > x,},

Ai(x) = (2 = si(x)) / (8i(x) = si(x)) .

Zur Vereinfachung schreiben wir nur noch s;, §; und \;. Nun definieren wir den Wert der
Funktion C' am Punkt x durch:

O(Z‘l,'”, Z C” 1]1) ..7371 5(1=jn) ﬁ 1]1)

je{o,1}» i=1

Die Interpolation, mit der wir so Stiick fiir Stiick die Liicken im Definitionsbereich schlie-
fen, ist in jeder Komponente linear. Deshalb wird sie auch multilineare Interpolation
genannt.

Um den Beweis abzuschlieien, gilt es nun noch zu demonstrieren, dass es sich bei der
Funktion C' um eine Copula handelt. Dazu gilt es zu zeigen, dass C' n-wachsend ist. Hier-
bei hilft uns Lemma 1.2, denn mit dem Satz von Heine Borel kann gefolgert werden, dass
jedes der S; als Teilmenge des kompakten Intervalls [0,1] nur endlich viele Zusammen-
hangskomponenten hat. Jeder beliebige n-Quader B C [0, 1] kann also so durch endlich
viele Teilquader iiberdeckt werden, dass diese die folgenden FEigenschaften erfiillen: Das
Innere der Teilquader ist disjunkt und entweder liegen alle Eckpunkte eines Teilquaders
[x,x] in [[i_, S; oder es existiert fiir kein i zwischen 1 und n ein s; € S; mit z; < s, < ;.
Fiir einen n-Quader Q) mit simtlichen Eckpunkten in []_, S; wissen wir, dass Vo(Q) > 0

Benjamin-Philip Lamers



10 Transformation archimedischer Copulas

gilt, so miissen wir nur zeigen, dass dies auch fiir die iibrigen Teilquader gilt. Sei [x,X]
nun einer von diesen. Nach Voraussetzung stimmen hier s;(x) und s;(X) bzw. §;(x) und
§;(x) iiberein. Bei \;(x) und A\(X) miissen wir bei der Schreibweise differenzieren, denn
Xi(x) < A\(X), und so nutzen wir \; und \;:

Vel &= ) (=D& T = M)A T (1 = Ao h e

h,je{0,1}" k=1
X C"(s15 7 singloin)
n—1
S SIS | ((ERT T EERS A
h,je{0,1}n—1 k=1

X [(1=X)C" (- 80) + MC" (- ,50) — (L= X)C" (- 50) + Ml (-, 5)]

1

= Z T b Z Zm=1 bm H(S\n—l—l-p — An—14p) X

hJ'G{O 1jn-t 1e{0,1} p=1
X H 1 _ Jk)\l ]k]hk[(l _ j\k)jkj\llc*jk]l—hk 5¢

~1— in—1~1—Jn—
% C//( 1 ]17“‘ S]n 15 —Jln 1)

’»9n—1°n

= Z (— 1)Zn b Z (_1)2:":1% H(:\n—r-&-p_ An—rip) X

h,je{0,1}n—" lefo,1}7
X H 1 _ ]k>\1 ]k]hk[(l _ S\k)jk;\llc_jk}l—hkx

~1 I —r ~1—Jm— ~1— ~1—
% C//( J1 _]1’.” S]n 7‘8 In—r I 1-0 . lr~1 lr)

-
» On—r °n—r 7Sn77“+1 n—r+1» 7Sn Sn

_ m Im 1 l1~1 l1 In ~1—1p
= E 1 HA —Ap)C (S5 s s,

le{o 1}n

= H VC// [S S]) > 0

Alle Teilquader haben also ein positives Volumen und nach Lemma 1.2 gilt dies auch fiir
den n-Quader B. Die Funktion C' ist folglich auch n-wachsend und damit eine Copula.

Dass dies im Allgemeinen nicht die einzige mdgliche Fortsetzung zu einer Copula ist, ist
auch klar. Wiire dies der Fall, so wéire die multilineare Interpolation zu [[}_, S; = {0,1}",
also die Unabhéngigkeits-Copula 11,,, die einzig mdgliche n-Copula. U
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KAPITEL 1. COPULAS 11

1.2 Eigenschaften von Copulas

Copulas haben einige niitzliche Eigenschaften, die wir hier zusammenfassen wollen. Von
zentraler Bedeutung ist dabei das Verhiltnis zu mehrdimensionalen Verteilungen, das im
Satz von Sklar geklart wird.

Das erste Lemma, das wir hier vorstellen, findet sich bei Nelsen als Lemma 2.10.3 bzw.
mit Beweis bei Schweizer und Sklar [31] als 6.1.5. Wir iibernehmen den Beweis.

Lemma 1.7: Seien Si,Ss, ..., S, nichtleere Teilmengen von R und H eine geerdete, n-
wachsende Funktion mit dem Definitionsbereich S7 x Sy X - - - x S,,, dann ist H nichtfallend
in jedem Argument; es gilt also, sofern

(tl7“' atk’—lvx)tk-‘rl)”' 7tn) Und (t].a"' 7tk—17y7tk+l7”' 7tn)

in Dom(H) liegen und x < y gilt, auch

H(tl’ o 7tk—17 I’,tk+1, U 7tn) S H(th e 7tk—17 y7tk+17 e 7tn)
Bew.: Sei B={[(a1,...,0k_1,%,Qps1,---50n), (t1,- s the1, Yy ths1s - - tn)]-
Da H n-wachsend ist, gilt Vg (B) > 0. Da H geerdet ist, ldsst sich (1.1) zu
Va(B) = H(t1, ..., te—1,Ys tiyrs - -y tn) — H(ty, ... te—1, T, ks, - . ., t,) vereinfachen. Es
folgt das Gewiinschte. 0

Die folgenden beiden Lemmata stammen samt Beweis ebenfalls aus [31] (vgl. 6.1.8/6.1.9).

Lemma 1.8: Sei nun H n-wachsend, geerdet und habe Randfunktionen. Liegen

(t17 cee 7tk717x7tk+17 s 7tn)7 (tlv cee 7tk717y>tk+l7 cee atn)

fiir ein beliebiges k zwischen 1 und n in Dom(H), wobei x < y, so gilt

H(tl, c. ,tkfl,y,thrl, e ,tn) - H(tl, Ce ,tk,l,x,tkﬂ, . 7tn)

< Hy) - Ho(x). Y

Bew.: Fiir n =2 ist H 2-wachsend und somit gilt nach (1.1)

H(ya b?) - H(vaQ) - H(y,tg) + H(l’,tg) Z 07

und
H<blay) - H<b17x) - H<tluy> + H<t17x) Z 0.

Zusammen ergibt sich sofort (1.4).
Fiir den Fall n > 2 definieren wir die n-dimensionalen Quader

B1 :[(tl,ag,...,Ckal,SL’,CL]H,l,...,an),<b1,t2,...,tk,hy,tlﬂ,l,...,tn)]
BQ :[(a17t2>a3"'7ak—17x7&k7+17"'7an)7(b17627t3'"7tk’—17y7tk+17"'7tn)]
anl :[(al,...,ak,l,x,akﬂ,...,an,l,tn),(bl,...,bk,l,y,bkﬂ,...,bn)].
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12 Transformation archimedischer Copulas

Da H n-wachsend ist, gilt natiirlich Vi (B,,) > 0 fiir beliebiges 1 < m < n — 1, also erst
recht

nzl Vit (By) > 0. (1.5)

Weil H geerdet ist, kann der Ausdruck (1.1) bei jedem Vi (B,,) soweit vereinfacht werden,
dass ein Term mit nur vier Summanden iibrig bleibt. Das ist in diesem Fall

H(by, .o b bty - st Uy bt - - - o )
— H(b1, . boytingts -+ s tpe1s Tty 1y - - -5 bn)
— H(by, . bty s e b1 Yy ety - - )
+ H(by, .o byt -t Tty s L)

Setzt man dies nun in (1.5) ein, so entsteht durch Zusammenschieben der Teleskopsumme:

H(bb'"7b/€717y7bk+17"'7bn) _H(blw"abkflax?bk«Fl?'"7bn)
_H(t17"'7t/€—17yatk+1a'~'>tn)+H<t1a"'7tk—17x7t/€+17"-atn) > 0.

Es gilt also die Relation (1.4). O

Lemma 1.9: (vgl. [31])Sei H wie in Lemma 1.8 und seien (z1,...,%,) und (Y1,...,Yn)
beliebige Punkte in Dom(H), so gilt

[H(x1,. ) — Hyr, )| <0 [ Hilar) — Hi(yw)| - (1.6)
k=1

Bew.: Mit Hilfe von Lemma 1.7 ist klar, dass (1.4) dquivalent zu

‘H(tl,...,tk,1,$,tk+1,...,tn) — H(tl,...,tk,l,x,tkﬂ,..., n)‘

t (1.7)
< [Hi(z) — Hi(y)| '

fiir beliebige (t1,...,tk—1,%,tks1, - tn), (L1, to1, Yy test, ... tn) aus Dom(H) ist.
Nun definieren wir hg = H(xq,...,2z,n), hy, = H(y1,...,y,) und

hk:H(yh'"aykaxk-i-la"')xn)

fiir 0 < k < n. Somit kommen wir durch vielfaches Anwenden der Dreiecksungleichung
und der Ungleichung (1.7) zu

‘H(J;h'":xn) _H(yhayn)‘ §Z|hk—1 _hkl

(1.8)

<Y | Hewr) — Hi(ye)| -
k=1

Fiir Subcopulas bedeutet dies:
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KAPITEL 1. COPULAS 13

Korrolar 1.10: Sei C’ eine n-Subcopula und seien (x1,...,x,) und (y1,...,y,) beliebige
Punkte in Dom(C"), so gilt:

) = Clyrs oyl <3 Jon — il
k=1

Das bedeutet Subcopulas sind gleichméakig stetig.

Der Satz von Sklar ist von fundamentaler Bedeutung, allerdings ist Version fiir den n-
dimensionalen Fall auch sehr schwierig zu beweisen. Wir zitieren ihn deshalb in der Form
von Satz 2.10.9 in [28] ohne Beweis an. Ein Beweis fiir den bivariaten Fall findet sich
ebenfalls bei Nelsen.

Satz 1.11 (Satz von Sklar): Sei F eine n-dimensionale Verteilungsfunktion mit den

Randverteilungen Fi, Fy, ..., F,, dann existiert eine n-Copula C' derart, dass fiir alle x
aus R gilt:

F(z1,2s,...,2,) = C(F1(21), Fa(22), ..., Fa(n)). (1.9)
Sind F, Fs, ..., F, alle stetig, dann ist C' eindeutig bestimmt; ansonsten ist C' nur auf

Ran(Fy) x Ran(F,) x --- X Ran(F,) eindeutig. Ist C' umgekehrt eine n-Copula und sind
F\, F,, ..., F, Verteiluingsfunktionen, dann ist die in (1.9) definierte Funktion F eine n-
dimensionale Verteilungsfunktion mit den Randverteilungen Fi, F5, ... F,.

Wir verallgemeinern Satz 2.2.3 aus [28], um fiir n-Subcopulas und damit auch fiir n-
Copulas Abschitzungen in beide Richtungen zu erhalten.

Satz 1.12: Sei C' eine n-Subcopula, so gilt fiir beliebiges u aus Dom(C")
mazx{l —n + Zui,()} < C'(u) < min{u|1 <i < n}.
i=1
Bew.: Sei u ein frei aus dem Definitionsbereich von C' gewahlter Punkt, so gilt
C/(U) < C’/(l,...,l,ui,l,...,l) = Uy,

womit die zweite Ungleichung bewiesen ist. Die erste Ungleichung ergibt sich mit Hilfe
von Lemma 1.9, denn nach diesem gilt:

(1) - C'w <Y 1-w)

Da die Subcopula geerdet und in jeder Komponente nichtfallend ist, ist auch die Abschét-
zung gegen Null klar. O

Handelt es sich bei C" um eine Copula, so wird fiir maz {1 —n+ > ., u;,0} abkiirzend
W, (u) und fiir min {u;|1 <i < n} abkiirzend M, (u) geschrieben. W,, und M,, werden
auch als untere und obere Fréchet-Hdffding-Grenze bezeichnet. Im zweidimensionalen Fall
sind W und M auch selbst Copulas, in héheren Dimensionen trifft dies auf W nicht zu.
Wir wollen nun zwei Eigenschaften der Fréchet-Hoffding-Grenzen beweisen.
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14 Transformation archimedischer Copulas

1.0 7
9. %, 2,
%,
0.8 - 2
7 % %
T “
ll”t’l’:”"””l”’”: %,
s sl
777
22 HITHT T 777 0.6
£ 7/ ’11 1
=z
0.4 - o,
3
e
0.2 -
0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

u

Abbildung 1.1: W5(u,v) im 3D-Diagramm (l.) bzw. im Isolinien-Diagramm (r.)
Satz 1.13:

a) Die untere Fréchet-Hoffding-Grenze W, ist im Fall n = 2 eine Copula, im Falln > 3
allerdings keine.

b) Die obere Fréchet-Hoffding-Grenze M, ist fiir n > 2 eine Copula.

Bew.:

a) Firu € [0,1]" gilt 0 < maz{l —n+ > . u;} < 1, die Funktion W, bildet also
von [0, 1]" ins Intervall [0, 1] ab. Es gilt nun die drei Eigenschaften einer Copula aus
Def. 1.5 zu iiberpriifen:

1.0
03]

0.8 - 03]

0.6 -

L7
L7
= 54
g > .

Sl

LTS
AL

7z

0.4 — 4|

0.2 - 2

0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

u

Abbildung 1.2: M;(u,v) im 3D-Diagramm (l.) bzw. im Isolinien-Diagramm (r.)
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KAPITEL 1. COPULAS 15

1. Existiert ein k € {1,--- ,n} mit u, =0, so gilt 1 —n+> " u; <0 und somit
W, (u) = 0.

2. Existiert héchstens ein k € {1,--- ,n} mit uy # 1, so gilt
Wy(u) =1 —n—l—Zui = Up.
i=1

3. Wir zeigen zunéchst anhand eines Gegenbeispiels, dass fiir n > 3 die Funktion
W,, nicht n-wachsend ist: Wir betrachten den n-Quader [%, 1], fiir diesen gilt

Vi, = Z sgn(c)W,(c).

C

Hierbei sind alle Summanden gleich Null, wo von ¢ zwei oder mehr Kompo-
nenten gleich % sind. Es ergibt sich

1
VWn =1—-—n=<0.
2
Nun betrachten wir den Fall n = 2: Sei a; < by und ay < by, dann gilt

Viv, ([, b]) = Wa((b1, ba)) — Wa((an, ba)) — Wa((b1, az)) + Wa((a1, az)).

Dass a; + by > by + ag ist, kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen. So gilt es noch fiinf Fille zu betrachten:

L bi+b0<1=Vy, =0,

ioap+by <1 <by+by=Viy,=b+b—1>0,
iii. by +as <1<ay+by=Vy,=b —a; >0,

iv. ap+ay <1 <by4+ay=>Vw,=1—a+a >0,
v. 1 <ay+ay= Vi, =0.
In jedem Fall ist Vi, > 0.

b) Fiir u € [0,1]" ist auch 0 < M, (u) < 1. Also bildet auch die Funktion M, vom
Einheitswiirfel [0, 1] ins Intervall [0, 1] ab. Auch die iibrigen Eigenschaften aus Def.
1.5 sind erfiillt:

1. Existiert ein k € {1,--- ,n} mit u, = 0, so gilt
M, (u) = min{w;|1 <i<n}=u, =0.
2. Existiert héchstens ein k € {1,--- ,n} mit uy # 1, so gilt
M, (u) = min{w;|1 <i < n} = wuy.

3. Sei nun a; < b; fiir alle i € {1,--- ,n}. Wir werden sehen, dass in jedem Fall
Vi, ([a,b]) > 0 und M,, somit n-wachsend ist.
Da M,, symmetrisch ist, kobnnen wir ohne FEinschrdnkung annehmen, dass a; <
as < --- < a, ist. Damit ergeben sich zwei Félle, die es zu untersuchen gilt:

Benjamin-Philip Lamers



16 Transformation archimedischer Copulas

i. a, < min{b;|1 < i < n}: Es gilt Vi, ([a,b]) = >__ sgn(c)M,(c), wobei ¢
iiber die Ecken des n-Quaders [a, b| lduft. Fiir die Hélfte der Ecken, also
2"~1 hat die erste Komponente den Wert a;. Fiir diese gilt M, (c) = a; und
zu gleichen Teilen gilt dabei sgn(c) bzw. sgn(c) = —1. Diese Summanden
heben sich also gegeneinander auf. Fiir die restlichen Summanden bzw.
die zugehorigen 271 Ecken gilt, dass wiederum bei der Hilfte die zweite
Komponente den Wert ay hat. Fiir diese gilt nun M,(c) = as. Sofern
n > 3 ist, heben sich auch diese Summanden gegeneinander auf. Dieser
Schritt wird insgesamt (n — 1)-mal wiederholt, bis man die Formel soweit
vereinfacht hat:

Vi, ([, b]) = My ((br, -+, bn)) = My ((b1, - -+ b1, an))
=min{h;|1 <i<n}—a, >0

ii. 31 <k <njap <min{b;|1 <i < n} < agyq: Hier wird analog zum Fall i
verfahren. Das Verfahren bricht allerdings bereits nach k Schritten ab, denn
dann hat eine Halfte der iibrigen FEcken aj als minimale Komponente und
die andere Halfte min{b;|1 < i < n} als minimale Komponente und auch in
diesem Fall heben sich die Summanden der beiden Hilften untereinander
auf. U

Die folgende Definition ist die Verallgemeinerung Definition 2.8.1 aus [28].

Definition 1.14: Wir nennen eine Copula C; kleiner als eine Copula Cy, wenn fiir alle
u aus [0,1)% Cy(u) < Cy(u) gilt. Kurz schreiben wir C; < Cs.

Im zweidimensionalen Fall gilt also W < C' < M fiir jede beliebige Copula C.

Neben W und M ist die Unabhingigkeits-Copula TI(u) = [}, w; von fundamentaler
Bedeutung. Wir werden aber sehen, dass die untere Fréchet-Hoffding-Grenze, auch wenn
sie selbst keine Copula ist, eine optimale Begrenzung darstellt. Wir geben dazu Satz
2.10.13 von Nelsen an und fiihren den zugehorigen Beweis weiter aus.

Satz 1.15: Fiir jedes n > 3 und jedes u = (uy,--- ,u,) aus [0, 1] existiert eine (von u
abhéngige) n-Copula C' mit
C(u) = W, (u).

Bew.: Sei u ein fest gewéhlter Punkt aus [0, 1]" ungleich den Punkten 0 = (0,0,---,0)
und 1 = (1,1,---,1). Die beiden Punkte kénnen wir bei der weiteren Betrachtung aus-
schlieien, da fiir jede beliebige Copula C" gilt C'(0,0,---,0) =0 und C'(1,1,--- ;1) = 1.
So gilt es nun zwei Félle zu betrachten:

1. Sei0 < uy+us+---+u, <n—1. Wir kénnen nun zu jedem k zwischen eins und n
ein t;, bestimmen derart, dass 1 > t;, > u;, und die Summe ZZ:1 t, = n—1ist. Dann
betrachten wir die Punktmenge V' mit héchstens 3" Elementen v = (vy,vq, -+ ,v,),
wobei jedes der vy, einen der Werte 0,1 oder t;, annimmt. Nun definieren wir eine
Funktion C" in n Variablen auf dieser Menge durch C'(v) = W, (v). Fiir den Punkt
t = (t1,t9,- - ,t,) ergibt sich dann C'(t) = 0 und fiir jedes k = 1,2,--- ,n liegt das
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Volumen des n-Quaders By, = [ay, bg] mit a; := (0,---,0,t,0,---

by = (t1,  ,th_1, 1, tar1, -+ ,t,) bei

,0) und

Vor(Bi) =Y sgn(e)C'(c)
= Z sgn(c)W,(c)

= W, (by)
=1t

di=t; und e; =1 fiir 1 <i < k;
di=0unde; =t; firk+1<i<k+I
di=0unde;=1fiirk+1+1<i<n.

So ergibt sich fiir das Volumen des n-Quaders [d, e]:
Ver([d, €]) = Z ()il (di e .. lhnehn)

he{0,1}m

= Z (_1)Z?=1hjwn(t%*h17... >t1{;_hk>tk+17"' tiar, 1,

S (B semen (4

- <1—z+L>§<—1>m(Z) + ké“”m(@)%l
e ()]

~la _z+L>§<—1W(Z)] - [k;@”m(k;)]
_ [K:;(—Dm (’“;1)]

20

Benjamin-Philip Lamers
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Die dritte Gleichheit ergibt sich aus der Tatsache, dass jeder von by verschiedene
Eckpunkt ¢ entweder mindestens eine Komponente mit dem Wert Null hat oder
selbst dem Punkt t entspricht und somit W, (c) = 0 gilt.
Fiir alle iibrigen n-Quader [d,e] der Menge V', deren Inneres disjunkt von sdmtli-
chen By’s ist, gilt, dass ihr Volumen gleich Null ist.
Fiir den Speziallfall d = (0,--- ,0), e = t ist die Gleichheit Ve (|d, e]) = 0 unmit-
telbar klar. Ansonsten wissen wir, dass fiir k > 2 Komponenten d; = t; und e; = 1
gilt, fiir eine unbestimmte Anzahl | d; = 0, e; = t; und die restlichen n — k — |
Komponenten d; = 0 und e; = 1 gilt. Da W, symmetrisch ist, konnen wir ohne

Beschriankung der Allgemeinheit folgende Form annehmen:
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Transformation archimedischer Copulas

Bei der Gleichung (*1) sortieren wir die Summanden nach der Anzahl der Kompo-
nenten h; fir j € {1,--- ,k} mit dem Wert Null, aufsteigend von Null bis k. Dabei
schreiben wir verkiirzt L fiir Z k+1 t; und K fiir Zle t;. In Gleichung (x*) machen
wir es uns gleich dreifach zu Nutze, dass die Summe alternierender Binomialkoeffi-
zienten gleich Null ist.

Nach Lemma 1.2 ist also das Volumen jedes n-Quaders B € V nichtnegativ, da-
mit C' n-wachsend und eine n-Subcopula. Diese kénnen wir dann nach Lemma 1.6
zu einer n-Copula C' fortsetzen. Es gilt fiir jedes x aus dem n-Quader [0,t], also
insbesondere fiir den Punkt u die Gleichheit

C(x) = W,(x) =0.

. Sein—1 < uy+us+---+u, <n. Hier verfahren wir ganz dhnlich, wie im ersten Fall

und definieren diesmal die t; so, dass fiir jedes k zwischen eins und n 0 < t;, < uy
ist und wiederum die Summe ), _, t, = n — 1. Die Punktmenge V' definieren wir
wie zuvor und definieren auch C' wieder auf'V' durch C'(v) = W, (v). Wir nutzen
wieder die multilineare Interpolation zur Fortsetzung von C' zu einer n-Copula C
und zeigen zum Abschluss des Beweises, dass fiir alle x des n-Quaders [t, 1], also
insbesondere u, die Gleichung C'(x) = W, (x) = x1 + - -+, + 1 —n gilt. Dies folgt
aus dem Fakt, dass W,, auf den Teilquadern des Einheitswiirfels multilinear ist, wo
fiir jeden Eckpunkt c die Gleichung W,(c) =1—n+c¢; + -+ ¢, gilt:

n

Z W Sl o 757]1”)1—[(1_)\1)]1)\21*%

je{o,1}m i=1
fnd 1 _ Jk ( 3 1 [
Z ( n+zsk>H (1 —s)
je{0,1}n k=1 i=1
1—331]1 -Tz—S) —Ji
=|(1—n) Z H s +
je{o,1}n i=1
n . n 1 — Ji Py 1—j;
Z <S1+Zsﬁ> (1_/\1)H( x)l(x S;) L
je{o,1}n—1 k=2 =2 ( - Si)
5 (el s
_]E{O,l}"71 1=2
P jefo -1 k=2 i=2 i

1

:1—n+ixi
i=1

=W, (x)
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Damit ist der Beweis komplett. 0]

Die folgende Aussage wird von Nelsen in Satz 2.2.7 fiir den zweidimensionalen Fall be-
wiesen. Wir iibertragen dies auf den allgemeinen Fall von n-Dimensionen.

Satz 1.16: Sei C einen-Copula,i € {1,--- ,n} undz; € [0,1] fiirallej € {1,--- ,n}\{i},
dann existiert die partielle Ableitung % (x) fiir fast alle x; € [0, 1]. Fiir einen solchen
Vektor x gilt 0 < %C(x) <1.

Weiterhin existiert die partielle Ableitung awf—fa%C’ (x) fiir fast alle x € [0, 1]".

Bew.: Nach Lemma 1.7 ist die Copula C' monoton wachsend in jedem Argument, somit

ist sie auch nach jedem Argument fast iiberall partiell differenzierbar. Dabei gilt, ebenfalls
aufgrund des monotonen Wachstums, %C (x) > 0. Durch Korollar 1.10 folgt auch

8 . C(l’l,"‘,xi,1,$i+h,l’i+1,"',.Z'n)—C(iCl,“‘,l'n) CCZ—Fh—l'z
—1 < =1.
oz, ") = iy h =T
Jetzt wollen wir zeigen, dass %C (x) fiir fast alle x € [0, 1]™ existiert:

Da die Copula C' monoton wachsend in jedem der n Argumente ist, gilt insbesondere auch

jz_) - C(xl_a‘/EQv o 7xn—17'r:)]

—[C<I’1+,ZE2, e 7In—17x7:) - C(.T;,LUQ, e >xn—17x1;>] Z 0

[C(JZT,Z’Q, oy Tp—1,T

fiir alle x7,2f, 29, ,Tn_1, 2,2 € [0,1] mit x7 < zf und z, < x}. Folglich ist eine

Funktion, die x, auf C(x],x9,+ ,Tn_1,Tn) — C(x], 22, ,Tn_1,T,) abbildet monoton
wachsend auf dem Intervall [0, 1], so ergibt sich fast iiberall:

0
oz,

=

(C([ET,{EQ,”- )xn—hxn) _C(Il_ul‘%"' 7'1:71—171‘71)) Z 0

C(‘%;rw%'% e wfﬂnflw%'n) 2

C(Q?I,Qj‘% e 7xnflaxn)-

8xn axn

Die Funktion %C’(x) ist also monoton steigend im Argument x; und nach analoger
Argumentation in jeder der Komponenten xq,--- ,x,_1. Die Argumentation kénnen wir
wiederholen und erhalten, dass auch die Funktion an?j 5 C (x) fast tiberall existiert und
in den Komponenten x1,--- ,x,_o monoton wachsend ist. Durch weitere Wiederholungen
der Argumentation erhalten wir das gewiinschte Resultat. U

Ausgehend von Satz 1.16 kénnen wir die folgende Definition tétigen (vgl. [28] S.23).

Definition 1.17: Sei C' eine n-Copula, dann nennen wir

X1 Tn an
A cm) = Oz, 2y d
oz, ) /0 /0 o i (2 xy)dx T

die absolut stetige Komponente von C'. Entsprechend definieren wir die singulire Kom-
ponente von C durch S¢(xq, -+ ,x,) := C(x1, -+ ,x,) — Ac(1,- -+ ,x,). Eine Copula ist
also immer die Summe ihrer absolut stetigen und ihrer singuldren Komponente.
Gilt C' = Ag, so ist C selbst auch absolut stetig. Gilt C' = S¢, so ist C' singulér.
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20 Transformation archimedischer Copulas

Als Beispiele wollen wir uns die obere Fréchet-Hoffding-Grenze und die Unabhéngigkeits-
copula anschauen:

Beispiel 1.2: Zuerst gilt es stets den absolut stetigen Teil der Copula zu bestimmen. Im
Fall M bedeutet dies:

aTL

Ap(x) o 91 --8tnM<t)dt /[07}4 0dt = 0.
Die Copula M ist also singuldr. Um mit dem M-Mafs arbeiten zu kénnen, bestimmen wir
den Trager von M.
Unter dem Triger einer n-Copula C' ist das Komplement der Vereinigung aller offenen
Teilmengen mit C-Mafs Null in [0,1]" zu verstehen. Im Fall der oberen Fréchet-Hoffding-
Grenze M ist dies die Diagonale D := {(x,--- ,x)|z € [0, 1]}.
Um jeden Punkt x € [0,1]" aukerhalb der Diagonale findet sich ein n-Quader mit Mafs
Null. Aus Griinden der Symmetrie kénnen wir bei einem solchen Punkt ohne Finschrin-
kung annehmen, dass x; < wxp.y fiir alle k € {1,--- ,n — 1}. Nun sei j := min{k €
{1,---,n—1}|z) # 2441} und € € (0,241 — ;) so klein gewéhlt, dass die Diagonale den
Quader Q := [[;_,(zx — €, 24+ €) N[0, 1] nicht schneidet. Zur Bestimmung des Mafes von
() definieren wir fiir k € {1,--- ,n} die Werte

{mk—e, fiir xj, > € {xk—ke, firxp, +e<1
Y = und zj, 1=

0, sonst 1, sonst.

Es gilt nun

rl@ = 3 (DR gl
ke{0,1}n
= Z (_1)2?:]'4—1]%]\4—(21’... ’Zj7yjl,;fj+1zfjfll,... 7y7117k’ﬂz7’§")
ke {1} x{0,1}n—
+ Z (_1)2?:1 kiM(y%_kl Z{ﬂ? e ’y"]’-b_knz’,];?n)
ke{0,1}m\ ({1} x{0,1}7~9)
= Z (_1)2?:141 kizl + Z (_1)23:1 k; Z (_1)2::{ liyl

ke{1}x{0,1}n—i ke{0,1}9\ {1} 1€{0,1}n—i

g g
0 0

= 0.

Das M-Mak ist also auf der Diagonalen D konzentriert. Zusammen mit dem Wissen, dass
Vi ([0, x]™) = x ist, kénnen wir schliefen, dass das M-Mak dem Mafs einer Gleichverteilung
auf D entspricht.

Beispiel 1.3: Auch fiir die Unabhéngigkeitscopula ermitteln wir zuerst die absolut ste-
tige Komponente:

o" =
% T(t)dt = / 1dt = T2 = T(x).
[0,x] atl e atn [0,x] :J;Il:

Die Copula ist also absolut stetig.

An(x) =
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1.3 Abhingigkeitsmafte und Copulas

Es gibt viele verschiedene Indizes, die einen Aspekt der Abhédngigkeit zwischen zwei Zu-
fallsvariblen in einer einzigen Zahl zum Ausdruck bringen wollen. Dass ein solcher Index
nie ein erschopfendes Bild der Interdependenzen liefern kann, ist vollkommen klar. Ein-
zelne dieser Indizes beziehen sich nur auf eine Abhingigkeit, die von den konkreten Rand-
verteilungen abstrahiert, und sind somit allein aus der zugehorigen Copula errechenbar.
Ein solcher Index ist Spearmans pg. (vgl. [25]) Seien X und Y zwei stetige Zufallsvaria-
blen mit den Verteilungsfunktionen F; und F; und definieren wir U = F1(X), V = Fy(Y),
so bezeichnet pg(X,Y) die Korrelation zwischen U und V. Bei U und V' handelt es sich
um auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen. Es ist bekannt, dass fiir diese
Erwartungswer und Varianz durch

1 1
EU)=EV)= 3 und Var(U) =Var(V) = 5
gegeben sind. Damit ergibt sich durch
Cov(U,V E[UV] -2
ps(X.Y) = p(U,V) = wv) _EOVI-4
\/Var War(V) 5

die gewlinschte Unabhéngigkeit von den konkreten Randverteilungen und wir kénnen eine
Darstellung in alleiniger Abhéngigkeit von der Copula zum Zufallsvektor (X, Y") herleiten:
Wir nutzen dazu folgende Lemma, das auf Hoffding [18] zuriickgeht. Der angegebene
Beweis stammt aus [24] und wird Hoffding zugeschrieben.

Lemma 1.18 (Hoffding): Sei F die Verteilung des zweidimensionalen Zufallsvektors
(X,Y) mit den Randverteilungen Fy; und F5, dann gilt, sofern die Erwartungswerte
E[XY], E[X] und E[Y] existieren,

EIXY] - / / Fu(2) Fa(y)|dady. (1.10)

Ist C die zugehorige Copula, so gilt

BLXY) - EXIEY) = [ [ (C(RG@).BW) - By, 1)

Bew.: (vgl. [24]) Seien (X1,Y1) und (X, Y2) zwei unabhéngige Zufallsvektoren, die beide
der Verteilung ¥ folgen. Dann gilt

2(BE[XaY1] - E[Xh|E1]) = E[XiY1] 4+ E[XoYs] — E[X4]E[Y;] — E[X5]E[Y1]
= E[(X1 — X5)(V1 — Y2)]

=E Uw (T(—o0,u) (X1) = I(— oou](Xz))du/

—00

oo

(o (V1) = T (n))dv}
=E U / —oo,u) (K1) = I~ oo,u](Xz))(H(_oo,v](Yl)—H<_oo,v](1f2))dudv}

Mit I(_.(-) bezeichnen wir hier die Indikatorfunktion zum halboffenen Intervall (—oo, u).
Da wir E[XY], E[X]| und E[Y] als endlich vorausgesetzt hatten, kénnen wir nach dem
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22 Transformation archimedischer Copulas

Ausmultiplizieren mit Hilfe des Satzes von Fubini die Bildung des Erwartungswertes ins
Integral ziehen und erhalten

/ / 9F (u, v) — 2F (u) F(v)|dudv.
Es ergibt sich (1.10) und auch (1.11) folgt sofort. O

Fiir die Zufallsvariablen U und V', die beide auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilt sind, gilt
also

Cov(U,V) = / (C(u,v) — uv)dudv,

[0,1]2

was letztlich die folgende Darstellung liefert:

ps(X,Y) = 12/ (C(u,v) — wv)dudv

[0,1]2

=12 C(u,v)dudv — 3.

[0,1]?

Neben Spearmans ps ist Kendalls 7 ein weiterer deratiger Index. Er basiert auf dem Kon-
zept der Konkordanz bzw. Diskordanz zweier Paare von Zufallsvariablen. Seien (X, Y’) und
(X',Y") zwei unabhéngige, zweidimensionale, reellwertige Zufallsvektoren, deren Vertei-
lungen iibereinstimmen. So nennt man die Realisierung zum Ereignis w konkordant, wenn

(X(w) = X'(w)(Y(w) =Y'(w)) >0

ist. Bei umgekehrter Ungleichung nennt man die Realisierungen diskordant. T ist nun
die Differenz der Wahrscheinlichkeiten, dass zwei unabhéngige Paare mit Verteilung F
konkordant oder diskordant sind:

7=P[(X-X)Y-Y')>0-P[(X-X)Y-Y)<0].
Sind die beiden Randverteilungen, wie im Fall einer Copula, stetig, so gilt:
7=2P[(X - XY -Y') >0 —1. (1.12)
Dabei gilt, da (X,Y) und (X’,Y”) die gleiche Verteilung haben:

P(X-X)Y-Y)>0=PX>X,Y>Y)+PX<X,Y <Y
=2P(X < XY <Y").

Setzen wir nun (X', Y’) = (z,y), so ergibt sich
P(X <xz,Y <y) =F(x,y).

Betrachten wir nun wieder beliebige (X,Y):

PX <X\Y <Y)= /_OO /_OO F(z,y)dF(z,y).
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Insgesamt ergibt sich, wenn C' die dem Zufallsvektor zugehérige Copula ist:
*1 oo oo
Laf [ o). BeycE ), B) -1

24 O(u,0)dC(uv) — 1 (1.13)

[0,1]2

— AB[C(u,v)] — 1. (1.14)

Bei Gleichung (x!) wenden wir den Satz von Sklar an und erhalten (x?) durch eine einfa-
che Substitution. Die beiden Indizes ps und 7 vermitteln unterschiedliche Informationen
zu den einzelnen Copulas bzw. zu den entsprechenden Zufallsvariablen. Die Indizes sind
aber keineswegs voneinander unabhangig.

Die folgenden beiden Sétze beschreiben diese Abhéngigkeit. Sie sind problemlos zu bewei-
sen (vgl. Nelsen [28| Sdtze 5.1.9/5.1.10), allerdings sind die Beweise relativ lang, deshalb
zitieren wir nur die Resultate.

Satz 1.19: Sind X und Y zwei stetige Zufallsvariablen und bezeichnet 7 Kendalls Tau
dieser Zufallsvariablen und p entsprechend Spearmans Rho, dann gilt

—1<3tr-2p< 1.

Satz 1.20: Sind X und Y zwei stetige Zufallsvariablen und bezeichnet 7 Kendalls Tau
dieser Zufallsvariablen und p entsprechend Spearmans Rho. Dann gilt

L+p (1+7)2 (1.15)

2 2

und

1592(1;T>2. (1.16)

Nun werden wir uns noch mit dem linearen Korrelationskoeffizienten beschiftigen, dem

Abhéngigkeitsmak p = p(X,Y) = NG, C(O;())\(/)‘//) oL das Spearmans Rho zugrunde liegt.

Wir werden, durch die Betrachtung von Zufallsvektoren mit identisch verteilten Rindern,
sehen, dass p zwar nicht in alleiniger Abhéngigkeit von der zugrundeliegenden Copula
dargestellt werden kann, die Copula aber doch einen gewichtigen Einfluss darstellt.

Satz 1.21: (vgl. [29])Sei (X,Y) ein zweidimensionaler Zufallsvektor mit den fest gewéhl-
ten Randverteilungen Fy und F. Ist C' die zugrundeliegende Copula und bezeichnen wir
den zugehérigen Korrelationskoeffizienten mit pc.

Es gilt:

1. Sind Cy und Cy Copulas mit Cy < Cy, dann folgt pe, < pe,.
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24 Transformation archimedischer Copulas

2. Fiir jede Copula C' ist pc durch die Korrelationskoeffizienten der Fréchet-Hoffding-
Grenzen beschrankt: pw < pc < pum

Bew.: Nach dem Lemma von Héffding gilt
Co(x.v) = [ [ (CR@). ) - Fi@)Fay)dody

Da die Verteilungen von X und Y, also insbesondere die zugehérigen Erwartungswerte
und Varianzen, fest gewédhlt sind, ergibt sich 1. sofort und mit Hilfe der Fréchet-Hoffding-
Ungleichung auch 2. 0

Sei (X,Y) wieder ein zweidimensionaler Zufallsvektor mit den Randverteilungen F; und
F. Die Korrelationskoeffizienten py, und pys seien existent und endlich. Dann ldsst sich
zu jeder Zahl z des Intervalls [pw, pas| eine Copula C' finden mit pc = z. Wir definieren
dazu die Familie von Copulas

Co =aW + (1 —a)M.

Nach der Darstellung der Kovarianz im Beweis von Satz 1.21 gilt pc, = apw + (1 —a)pu.
Offensichtlich umfasst die Familie die Fréchet-Hoffding-Grenzen sowie eine Copula mit
Korrelation 0. Diese ist aber in keinem Fall die Unabhéngigkeits-Copula, denn fiir C, = II
gilt

M(z,z) =2 =aW(z,z)+ (1 —a)M(z,z) = (1 — o)z fir alle x € {O, %] : (1.17)

Analog zu Uberlebensfunktionen kann auch zu jeder 2-Copula eine Uberlebens-Copula
definiert werden (vgl. [28] S.28). Zu einer Zufallsvariablen X mit Verteilungsfunktion F’
lautet die Uberlebensfunktion

F(r)=P[X >2]=1- F(x),

zu einem Zufallsvektor (X,Y) mit der gemeinsamen Verteilung F und den Randvertei-
lungen F; und F, lautet die gemeinsame Uberlebensfunktion

F(z,y) = P[X >2,Y >y|=1-F(z) - F(y) + F(z,y).

So definieren wir die Uberlebens-Copula durch

Cu,v) =1—u—v+C(u,v).

Im zweidimensionalen Fall ist die Auslauf-Abhingigkeit (Tail-Dependence) ein wichtiges
Abhéngigkeitskonzept. Die hier angegebene Definition stammt aus dem Artikel [21] von
Junker und May.

Definition 1.22: FEine 2-Copula C' heift unten Auslauf-abhingig, wenn der Grenzwert
< <
lim PlU <u,V <4 — lim C(u,u)

u—0 U u—0 u

= A, AL E (O, 1]
existiert und groker Null ist bzw. oben Auslauf-abhingig, wenn dies fiir den Grenzwert

. PU>u,V>u . 1-2u+C(uu) .. Clu,u)
lim = lim = lim ———~
u—1 1—u u—1 1—u u—1 1—u

= )\U, Ay € (O, 1]

gilt.
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Kapitel 2

Archimedische Copulas

Im dritten Kapitel beschiftigen wir uns mit Copulas, die sich, zumindest in der Grund-
form, allein durch die Angabe der Dimension und einer reellen, eindimensionalen Funktion
in einer Variablen beschreiben lassen. Das Kapitel basiert mit Ausnahme des letzten Ab-
schnittes auf der Darstellung in Nelsen [28].

Fiir eine stetige, streng monoton fallende Funktion ¢ : [0,1] — [0,00] mit ¢(1) = 0
definieren wir die Pseudo-Inverse ¢~ : [0, 00] — [0, 1] durch

(p[—l}(q) _ 9071(@7 fir 0 < g < W(O)
0 , fiir (0) < g < oo,
Die Pseudo-Inverse ¢!~ ! selbst ist stetig und monoton fallend auf ihrem Definitionsbereich
[0, 00]. Auf dem Intervall [0, ©(0)] ist sie streng monoton fallend. Es gilt ¢[=Y(¢(q)) = ¢
fiir ¢ aus [0, 1] und
fiir 0 < ¢ < ¢(0)
p(0),  fiir (0) < g < o0

= min{q, ¢(0)}.

(vgl. 4.1.1 in [28])

Der Satz 4.1.4 von Nelsen gibt uns ein Kriterium dafiir, wann aus einer Funktion ¢ und
ihrer Pseudo-Inversen eine Copula gebildet werden kann. Wir zitieren den Satz durch das
folgende Lemma und fithren den Beweis weiter aus.

Lemma 2.1: Sei ¢ : [0,1] — [0,00] eine stetige, streng monoton fallende Funktion mit
¢(1) = 0, dann ist die Funktion C,, : [0,1]> — [0,1]; (u,v) — @[=H(¢(u) + p(v)) genau
dann eine Copula, wenn ¢ konvex ist.

Bemerkung 2.2: FEine solche Copula bezeichnet man als archimedisch mit Erzeuger .
Den Erzeuger ¢ und die zugehorige Copula C, bezeichnet man als strikt, wenn ¢ surjektiv
ist. In diesem Fall gilt pl=1 = =1,

Bew. (des Lemmas): Die Extremalbedingungen 1. und 2. aus Def 1.5 einer Copula
erfiillt C,, unabhédngig von der Konvexitit der Funktion . Es gilt fiir alle v aus [0, 1]:

C(u,0) = o (p(u) + ¢(0)) = 0,da p(u) > 0,also o(u) + ¢(0) > ©(0).
Clu,1) = e (p(u) + (1)) = N (p(u) = u
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26 Transformation archimedischer Copulas

Aus Griinden der Symmetrie gilt natiirlich ebenfalls C(0,v) = 0 und C(1,v) = v fiir alle
v aus dem Intervall [0, 1].

Es bleibt nun noch zu zeigen, dass die Funktion C, genau dann 2-wachsend ist, wenn ¢
konvex ist. Dies erfolgt in zwei Schritten:

Sei ¢ und somit nach Bemerkung 2.4 die zugehérige Pseudo-Inverse ¢!~ konvex. Wir
wéahlen z,y,z € [0,1] mit x < y. Anschliekend setzen wir a := ¢(x), b := p(y) und ¢ :=
©(z). Da ¢ streng monoton fallend ist, gilt a > b. Nun definieren wir v := (a—b)/(a—b+c)
und erhalten so die zwei Gleichungen a = y(a+c¢)+(1—~)b und b+c = yb+(1—7)(a+c).
Aufgrund der Konvexitit von o= gilt:

(@) < et at¢) + (1= )l ()
P+ ) < 7eTI) + (1 =) at o)
Durch Summation ergibt sich:

Fl(a + ¢) + ol (b)

@) + b+ o) <o
C(z,2) +y

<
r+C(y,2) <

Es gilt folglich fiir beliebige x,y, z € [0, 1] mit x <y die Ungleichung:

Cly,z) — C(x,z) <y—ux. (2.1)

Fiir beliebige z1,z, € [0,1] mit z; < 2z gilt C(0,29) < 0 < 21 < 2z = C(1, 23). Da die
Funktionen ¢ und ¢!~ stetig sind, ist auch die Funktion C stetig. Nach dem Zwischen-
wertsatz existiert folglich ein t € [0, 1] mit C(t, z2) = z1, bzw.

P(t) + p(z2) = p(21).

So ergibt sich:

<C(y, z3) — C(x, 29).

Die Ungleichung gilt, weil C(y, z9) > C(x, z3) ist. (Denn aus y > z folgt ¢(y) < ¢(z), fiir
monoton fallendes ¢ und damit auch p!=4(o(y) + ¢(22)) < oI (p(z) + ¢(22)), da auch
¢~ monoton fallend ist.)

Damit ist die Funktion C' also auch 2-wachsend und somit eine Copula, wenn ¢ konvex
ist.

Sei andersherum C' eine Copula. Sei p(0) >t > s > 0, so setzen wir a := STH, b:= s und
¢ := 52 Folglich gilt a > b > 0, ¢ > 0 und es existieren x,y, z mit ¢(x) = a, p(y) = b
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und p(z) = ¢, wobei x < y. Nun ist C' eine 2-wachsende Funktion, also gilt insbesondere,
dax <y:

C(y,1) — C(z,1) = C(y,2z) + C(x,2) > 0 (2.2)
& z+e ( ) p(@) <y + o N p(@) + o()) (2.3)

& o a) + @b+ ¢) <) + o a+ o) (2.4)

<ﬂ[ 1] (S—zi-t) [ 1) (S-i-t) SSO ( +30[ 1]() (2.5)

ot (48) < £ e 0

Die Funktion =Y ist also auf dem Intervall [0, (0)] mittelpunktkonvex und aufgrund
ihrer Stetigkeit dort auch konvex.
Die Behauptung folgt nun mit dem folgenden Lemma. 0

Lemma 2.3: Sei f : [0,00) — R stetig und existiere ein x > 0, so dass f auf dem
Intervall [0, z] monoton fallend und konvex, sowie auf (z,00) die Nullfunktion sei, dann
ist f konvex.

Bew.: Sei f, wie beschrieben, dann gilt es zu zeigen, dass fiir alle 0 < a < b < oo und
Ae0,1]

Fa+ (T =X)b) < Af(a) + (1 =X)f(b). (2.7)

1. Im Fall ‘a,b < z’ gilt (2.7) nach Voraussetzung, denn die Funktion f ist auf dem
Intervall [a, b] konvex.

2. Im Fall ‘a,b > z’ gilt (2.7) wiederum nach Voraussetzung, denn f ist auf dem Intervall
[a, b] identisch der Nullfunktion, also konstant und somit konvex.

3.Im Fall ‘a <z <bund Aa+ (1—X)b>2x’gilt f(a) >0, also

fAa+ (1 =2)b) =0 < Af(a) = Af(a) + (1 = A)f(b)

4. Mit dem Fall ‘a <z < b und Aa+ (1 — \)b < 2z’ sind nun alle Méglichkeiten abgedeckt.
Die Zahl Aa + (1 — \)b liegt in diesem Fall im Intervall [a,z), folglich ldsst sie sich als
Konvexkombination aus a und x darstellen. Es existiert also ein p € [0, 1] derart, dass
Aa+ (1 = XN)b=pa+ (1 —p)x. Es gilt p < X und so folgt:

fQa+ (1 =Ab) = f(ua+ (1 - p)z)
< pf(a) + (1 = p)f(x)
= pf(a)
< Af(a)
= Af(a) + (1 =) f(0)
Die Funktion f ist folglich konvex. U

Korrolar 2.4: Die Pseudo-Inverse ¢l~! ist genau dann konvex, wenn ¢ konvex ist.
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28 Transformation archimedischer Copulas

Die folgenden Beispiele aus Nelsen [28] sind die wohl einfachsten fiir archimedische Co-
pulas.

Beispiel 2.1: Die Unabhéangigkeitscopula I ist archimedisch mit dem Erzeuger

o(r) = —In(z).

Der Erzeuger ist strikt, die Pseudo-Inverse also gleich der Inversen p~'(z) = exp(—z).

(u,v) = Cyp(u,v) = exp(—(—In(u) — In(v))).

Beispiel 2.2: Die als Fréchet-Hoffding-Grenze eingefiihrte Copula W' ist ebenfalls archi-
medisch. Ihr Erzeuger ist p(x) = 1—x, die Pseudo-Inverse gleich ¢!~ (x) = max{1—x,0}.

W(u,v) = Cy(u,v) =max{l — (1 —u+1—wv),0}.

Der folgende Satz (Satz 4.4.2 aus [28]) erdffnet die Moglichkeit, die Ordnung zweier archi-
medischer Copulas allein anhand der zugehorigen Erzeuger zu bestimmen. Wir zitieren
wieder den Satz und fiihren den Beweis weiter aus:

Satz 2.5: Seien C) und Cy archimedische Copulas mit den Erzeugern p; und ¢,. Die
Relation Cy < Oy gilt genau dann, wenn die Komposition yp; o @éﬁﬂ subadditiv ist.

Bew.: Die Funktion f : [0,00] — [0,00];2 — ¢ 0 4,0[2_1] (x) ist als Komposition zweier

stetiger, monoton fallender Funktionen stetig und monoton wachsend. Zudem gilt

10) = @ilpy 1(0) = u(1) = 0.
Nach Definition gilt C; < Cy genau dann, wenn fiir alle u,v € [0,1]

P 1 () + 91 () < b M (a(u) + @2(v))

gilt.
Sei nun C < Cy, dann gilt, da p; monoton fallend ist, fiir alle uw und v aus dem Intervall
[0,1]

o1(u) + 01 (v) = 1 0 G (01 (1) + 01 (v))

> 1005 (pa(u) + ¢a(v))
= f(p2(u) + p2(v)).
Setzen wir nun = := @9(u) und y := @3(v), so ergibt sich fiir x,y € [0, p2(0)]
f@)+ Fw) = g0y (@) + o109y ()
< fle+y). (2.8)
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Um die Subadditivitiat von f, also die Ungleichung (2.8) fiir alle nichtnegativen x,y zu
zeigen betrachten wir x,y > 0 mit max{z,y} > ¢2(0). Dabei konnen wir die Relation
x <y ohne Einschrinkung annehmen. Es sei also y > 9(0), damit gilt auch

F@) + f(y) = 1005 (@) + ¢1(0)

> 01(0) = 1 0 05 Yz +y)

= flz+y).

Somit ist die Funktion f = ¢ o @5 subadditiv.
Setzen wir nun die Subaddivitdt von f voraus, gelte also
1o b (@) + 0w ly) < proh Uz +y) (2.9)
fiir alle x,y > 0. Zu u,v € [0,1] kénnen wir in (2.9) x = po(u) und y = @o(v) setzen, da
die Funktion ¢, nichtnegativ ist. So ergibt sich
o1(u) + 01(0) = 1095 (ipa(u)) + 10

< 1095 Vpau) + pa(v)).

1 (0a(v))

[-1]

Setzen wir nun beide Seiten in die monoton fallende Funktion ¢} ' ein, so erhalten wir

P 1 (u) + o1(0)) = @ (01 0 b (pa(w) + @a(v)))
= 05 Vpa(u) + pa(v))

und der Satz ist gezeigt. O

Das Lemma 4.4.3 in Nelsens Buch liefert die zwei interessante Korollare. Aufgrund ihrer
Kiirze zitieren wir die Beweise mit.

Lemma 2.6: Sei f auf dem Intervall [0,00) definiert, konkav mit f(0) = 0, dann ist f
subadditiv.

Bew.: Wir wollen also zeigen, dass unter den genannten Voraussetzungen fiir alle x,y > 0
die Relation f(x+y) < f(z)+ f(y) gilt. Fiir den Fall x = y = 0 ist die Relation offensicht-
lich erfiillt, ansonsten kénnen wir die Zahlen x und y wie folgt als Konvexkombinationen
von 0 und x + y schreiben:

Yy x

x
x = -0+ (r+y)undy=——-0+
r+y Tty r+y r+y

(x4 y).
Die Konkavitat von f liefert nun

flx) > L f(0)+ ——f(z +y) = ——f(z+y)

r+y r+y Tty
und entsprechend
Y
> 0) + +y)=——f(z+y),
fly) = x+yf( ) x+yf(x 0) I+yf(fc y)
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also insgesamt

F@) 4 f) 2 o fley) 4 fla ) = S+ y).
U

Mit Hilfe dieses Lemmas ergibt sich nun ein erstes leichter zu verifizierendes hinreichendes
Kriterium, um positive Ordnung zwischen zwei Copulas zu erkennen:

Korrolar 2.7: Sind (', Cy archimedische Copulas mit den Erzeugern p; und @, und ist
die Funktion p o cp[g_l] konkav, so gilt C; < Cs.

Korrolar 2.8: Sind C, Cy archimedische Copulas mit den Erzeugern p, und ps und ist
die Funktion £- monoton wachsend auf dem Intervall (0, 1), dann ist Cy < Cs.

Bew.: Wir nehmen an 2 sei monoton wachsend auf dem Intervall (0, 00). Wir definieren

die Funktion g(x) = @, wobei f wieder die Kompostion ¢q o gpg_” bezeichnen soll. Die
Funktion ¢y ist streng monoton fallend und von der Komposition g o py = % hatten
wir angenommen, dass sie monoton wachsend sei. Folglich ist die Funktion g auf dem
Intervall (0,p2(0)) monoton fallend. Auf Grund der Stetigkeit von g und der Tatsache,
dass g(x) = @ fiir v > ¢5(0), ist g sogar auf (0, 00) monoton steigend. Somit gilt fiir
alle x,y > 0

0> z[g(z +y) —g()] +ylg(z +y) — 9(y)]

und dies ist gleichbedeutend mit

fle+y) =@ +y)gl@+y) <zglx) +yg(y) = f(z) + fy).
Die Funktion f ist also subadditiv und nach Satz 2.5 gilt C; < Cj. U

2.1 Die symmetrische Konstruktion

Wir wollen nun das Modell archimedischer Copulas vom 2-dimensionalen auf den n-
dimensionalen Fall erweitern. Eine nahe liegende Moglichkeit der Verallgemeinerung auf
hohere Dimensionen liegt in der sogenannten symmetrischen Konstruktion. Dabei hat die
Copula die Form C(uy, -+ ,u,) = @7 (o(u1) 4+ - - - + ¢(u,)). Der Name bezieht sich dar-
auf, dass eine solche Copula symmetrisch, also invariant unter der Vertauschung der wu;
ist.

Die erste benétigte Definition stammt aus dem Buch von Widder [32] (S.144, vgl. auch
[28] 4.6.1):

Definition 2.9:

1. Eine Funktion f(t) heift absolut monoton auf einem Intervall I, wenn sie dort stetig,
nicht negativ und beliebig oft differenzierbar ist, wobei fiir alle t aus dem Inneren
von I und jede natiirliche Zahl k die Ungleichung %f(t) > 0 gilt.
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2. Eine Funktion f(t) heifit vollstindig monoton auf einem Intervall I, wenn sie dort
stetig, nicht negativ, beliebig oft differenzierbar ist und die Vorzeichen der Ablei-
tungen alternieren, d.h.

(—1)k%f(t) > 0 fiir alle t aus dem Inneren von I und k=0,1,---.

Ist eine Funktion f(t) absolut monoton auf einem Intervall I, so ist die Funktion f(—t)
auf —TI vollstandig monoton. Ist f(¢) umgekehrt vollstdndig monoton auf I, so gilt f(—t)
ist absolut monoton auf —/. Wir mochten nun zeigen, dass ein archimedischer Erzeuger ¢
invertierbar ist, wenn die Pseudo-Inverse ¢!~ ! iiberall im Intervall [0, c0) positiv ist. Zum
Beweis zeigen wir zunéchst einen Satz iiber die Méglichkeit einer analytischen Fortsetzung
absolut monotoner Funktionen (vgl. [32] S.146) und folgern diese fiir vollstéindig monotone
Funktionen.

Satz 2.10: Fine Funktion f(z), die fiir a < x < b absolut monoton ist, kann analytisch in
der komplexen Ebene C auf den Kreis mit Radius b— a um den Mittelpunkt a fortgesetzt
werden.

Bew.: Die Funktion f(x) ist absolut monoton fiir x € [a,b) und somit existieren fiir
x € (a,b) auch die Ableitungen f™(z). Fiir x = a existieren die rechtsseitigen Ableitun-
gen aufgrund der Stetigkeit, aber aufgrund des Definitionsbereichs von f(x) nur diese.
Mangels Verwechselungsgefahr werden wir die rechtsseitigen Ableitungen in a mit f™ (a)
bezeichnen.

Um die Funktion in eine Potenzreihe zu entwickeln, starten wir nun mit der Taylor-Formel
und entwickeln um den Punkt a bis zum Glied n-ten Grades.

M) (g
fx)=fla)+ fl(a)(x —a) + -+ / n'( )(x —a)" + R,(z), mit
Ry (z) = % / S — ) F ()t
1’ e (2.10)
=1 ) @—a—le—af P at o - alt)(e - a)dt
= %/o (1 —t)" " (a + [z — a]t)dt

Der Schritt vom ersten Integral zum zweiten lisst sich wohl besser durch eine Variablen-
substitution mit ¢(t) = a + [x — a]t in die umgekehrte Richtung erliren.

Aufgrund der absoluten Stetigkeit von f wissen wir, dass f"*?(z) nichtnegativ ist und
fOtY(a + [z — a]t) eine fiir t € [0,1] in x nichtfallende Funktion ist. So ergibt sich fiir
a<zr<e<b:

0= fule) = (rz:—n—c:)”“ /1(1 —t)" " (@ + [e — alt)dt
= (x: a)::l [ (¢) — fla) — f/(a(c —a)— B f(")(a) (c _'a)n
o n!
- ((i : Z)n+1 Ry (c)
< r (£2)
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Dabei ergibt sich die erste Gleichheit durch iterierte partielle Integration. Schlussendlich
kommen wir zu dem Ergebnis, dass

lim R,(x) =0

n—oo

ist. Da ¢ beliebig zwischen a und b gewéhlt werden kann, gilt fiir alle x € [a,b) die

Gleichung
(x—a
DICEE

Fiir komplexe Zahlen z definieren wir die Fortsetzung entsprechend durch

Zf z—a)'

Die Sétze iiber den Konvergenzradius von Potenzreihen bestétigen, dass die Fortsetzung
f(2) auf dem gewiinschten Kreis analytisch ist. O

Korrolar 2.11: Eine Funktion f(x), die fiir a < x < b vollstindig monoton ist, kann
analytisch in die komplexe Ebene C fortgesetzt werden und ist dann analytisch im Kreis
mit Radius b — a um den Mittelpunkt b.

Als Konsequenz des letzten Satzes ergibt sich:

Lemma 2.12: Ist eine Funktion g(t) vollstandig monoton auf dem Intervall [0, c0) und
existiert ein ¢ > 0 mit g(c) = 0, so ist die Funktion g(t) auf [0, c0) identisch Null.

Bew.: Sei g(t) vollstindig monoton auf dem Intervall [0, 00) und sei
¢ := min{z € [0,00)|g(z) = 0},

wobei min{} := co. Die Funktion ¢(t) ist also nicht-negativ und monoton fallend, deshalb
gilt g(t) = 0 fiir t > ¢y. Nehmen wir nun an ¢y liege im Intervall (0,00), dann kénnen
wir ge,(t) als die Finschrinkung von ¢(t) auf das Intervall (0,2c| definieren. g.,(t) ist
nun auf (0,2c¢| vollstindig monoton und nach dem Korrolar analytisch fortsetzbar auf
der Kreisscheibe mit Mittelpunkt und Radius 2cy. Gleichzeitig ist g.,(t) aber auf [co, 2co)
identisch Null. Die Fortsetzung hat also eine nicht isolierte Nullstelle und ist dement-
sprechend iiberall identisch Null. Dies widerspricht unserer Definition von cq. Folglich ist
entweder g(t) > 0, fiir alle t aus dem Intervall [0, 00) oder g = 0. O

Bemerkung 2.13: Aus dem Lemma ergibt sich sofort, dass die Pseudo-Inverse =1
eines archimedischen Erzeugers o positiv auf [0, 00) ist. Das impliziert, dass ¢(0) = oo,
also dass ¢ ein strikter Erzeuger ist. Somit gilt =1 = 1.

Nun kommen wir zu Satz 4.6.2 in [28], der uns die Bedingungen vorgibt, die eine Funk-

tion erfiillen muss um fiir Copulas beliebiger Dimension Erzeuger zu sein.Der Beweis aus
Kimberling (vgl. [22] S.155f) wurde weiter ausgefiihrt.
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Satz 2.14: Sei ¢ eine stetige, streng monoton fallende Funktion von [0, 1] nach [0, c0),
so dass ¢(0) = oo und (1) = 0 sind und sei ¢~ die Inverse von ¢. Die Funktion

Cp  [0,1]" = [0,1]; (21, -+, @n) — @ (1) + - + o(x))

1

ist genau dann eine n-Copula fiir alle n > 2, wenn ¢~ vollstindig monoton auf dem

Intervall [0, c0) ist.

Bew.: Wir wollen zuerst zeigen, dass es sich bei C,, um eine Copula handelt, wenn ¢ "

vollstandig monoton ist. Wie im zweidimensionalen Fall sind die Extremalbedingungen fiir
Copulas auch fiir beliebiges n > 3 automatisch erfiillt. Aus der vollstdndigen Monotonitét
von ¢~ werden wir nun folgern, dass die Funktion C,, auch n-wachsend ist. Dazu zeigen
wir in einem ersten Schritt, dass fiir alle x aus dem Einheitswiirfel [0,1]" und alle 1 <
k <mn gilt

o 0 <
. N> i
o B [; plz:)| >0 (2.11)

Im Folgenden werden wir die Notation ;' (y) fiir die k-te Ableitung a%go_l(y) nutzen.

Fiir alle y aus [0, 00| ist nach Lemma 2.12 ;' (y) # 0 oder ¢~! konstant. Fiir konstantes
¢! gilt (2.11) offensichtlich. Um die Ungleichung (2.11) auch fiir den Fall ;" (y) # 0 zu
beweisen, nutzen wir die Gleichung

00 N | - ()]

Diese zeigen wir mittels Induktion. Nach der Kettenregel gilt

K [E W,)] _ e [ el
014 — ! - ‘

o1 [e()]

(2.12) gilt also im Fall k = 1. Nun nehmen wir an (2.12) gelte fiir k = q — 1, wobei
1 <qg<n-—1ist. Dann gilt

0 (0 0 Nl 0 et D elw)]
oz, (a Com” [Z A >D Oz oy [p(@n)] - oy ()

e Do ()]
o1 p(@1)] - o1 ()]

wobei die zweite Gleichheit wieder nur auf der Kettenregel beruht.

Aus der vollstandigen Monotonitédt von f folgt nun, dass, wenn q eine gerade Zahl ist,
Zahler und Nenner positiv sind und, wenn q ungerade ist, Zahler und Nenner negativ
sind. In beiden Féllen ergibt sich also die Nicht-Negativitdt des Bruches und somit die
gewiinschte Ungleichung (2.11).

Es ergibt sich also fiir alle x aus [0, 1]"

0 0

— > 0. .
Go g Ca(x) 20 (2.13)
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Sei nun [a, b| ein beliebiger n-Quader. So bedeutet (2.13)

a “e iCn(xl’ e ’xn—labn) _ a e icﬂ<x17 e 7$n_1’bn)

OTp_1 0, 0%y 0,
0 0 T , A
- e -1 ZizljiCn 1, @, Jpl=ity > (.
833n_1 8271 . Z ( ) (I Tn—1 a’n n ) jl
je{0,13!

Schrittweise werden nun fiir alle Komponenten die Punkte b; und a; eingesetzt und die
Differenz ermittelt. Zu guter Letzt ergibt sich, wie gewiinscht

Vellab) = Y (COFAO 0t 20
je{o,1}m

und folglich ist die Funktion C,, n-wachsend und somit eine Copula.

Nun wollen wir uns der Riickrichtung zuwenden. Zum Beweis benéGtigen wir das folgende
Lemma nach Widder [32].

Lemma 2.15 (Widder): FEine Funktion f ist genau dann vollstindig monoton auf dem
Intervall [0,00), wenn fiir jede ganze Zahl n > 0 und alle rationalen Zahlen y und h mit
0<y—nh<---<y—h<y<oodieRelation > (—=1)"7"(7) f(y — ih) > 0 gilt.

Seien y und h wie im Lemma gefordert. Fiir n = 0 bzw. n = 1 ergibt sich sofort

i(—l)“ (S) ey —ih) =9 '(y) >0

bzw.

> (=p (1) ey —ih) = (y—h)— e (y) =0,

i
i=0

da wir ¢~ ! indirekt als nichtnegativ und monoton fallend definiert hatten.

Sei nun n > 2 und C,, folglich eine Copula. Wir definieren o und 3 durch

y =np(a), bzw. h = p(a) — p(f).
Es gilt a = ¢~ '(£) und § = ¢~ (% — h). Die Tatsache, dass ¢! streng monoton fallend
ist fiihrt mit der Relation 0 < £ —h < ¥ < oo zu a < 8 und damit zu p(a) > ¢(83). Es
gilt somit
e~y —ih) = ¢ () — i(p(a) — ¢(B)) = ¢~ ((n — i)p(a) + ip(B)).
Folglich gilt die Gleichung

>_ (=1 (”) ey —ih) 2D (=1 Y T H0())
=0 i=0 8N
Z Y m 1(2 o(adk BIr))
je{o,1}» k=1
Z pRY 1J7 (Qnﬁl Jl 7Oéjnﬂl—jn)
je{o,1}n
= Ve, ([o, B])
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wobei in (x) & iiber die Menge A;,, der () Ecken des n-Quaders (¢(8), p(a)]" Liuft, die
i Komponenten der Ausprigung ¢(f) und (n — i) Komponenten der Ausprigung o(«)
haben. () bezeichnet die Summe der Komponenten von §. Nach Voraussetzung ist C,,
n-wachsend und das Resultat Vi, ([a, b]) deshalb nichtnegativ.

Insgesamt ergibt sich mit Lemma 2.15, dass ¢! vollstindig monoton ist. Das schliefst den

Beweis. OJ

Der folgende Satz findet sich bei Nelsen als Satz 4.3.4, den Beweis fiihren wir weiter aus.

Satz 2.16: Sei C' eine archimedische Copula in zwei Variablen mit Erzeuger ¢. Wenn
K¢ (t) das C-Mafs der Menge

{(u,v) € [0,1|C(u,v) <t} = {(u,v) € [0,1]*[(u) + ¢(v) > p(t)}

ist, dann gilt fiir alle t aus dem Intervall [0, 1]

wobei ¢'(t1) die rechtsseitige Ableitung von ¢ im Punkt ¢ bezeichnet.

Bew.: Seit aus dem offenen Intervall (0,1) und w := ¢(t). Im uv-Digramm entspricht die
Menge K¢(t) dem Bereich im Quadrat [0,1]? links bzw. unterhalb der Kurve v = L;(u) =
ol (p(t) — p(u)). Wir bestimmen das C-Mak von Kq(t) nun mit Hilfe der C-Make
von Rechtecken, deren Vereinigung Ko (t) enthélt: Fiir jede ganze Zahl n > 0 kann das
Intervall [t, 1] in Teilintervalle mit den Grenzen t), = @=Y((n — k)w/n) fiir k = 0,--- ,n
zerlegt werden. Mit R, bezeichnen wir das Rechteck [ty—1,tx] X [0,t,—rt1] und mit S;, die
Vereinigung | J,_, Rj, (siehe 2.1/vgl. Abb. 4.3 in [28]). Nach Bemerkung 2.4 und Lemma

veL(w)

RIK] —
t

Abbildung 2.1: Zum Beweis von Satz 2.16

2.1 ist der Erzeuger ¢ konvex und monoton fallend und mit ihm seine Pseudo-Inverse.
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Deshalb gilt fiir alle k =0,--- ,n — 2
n—k—1)w 1 n—k)w 1 n—k—2)w
o = o1 (;) < L (!) RS (Q)

n

also gilt
0<t1—tg<to—t1 < <t,—th,1=1—-1,

und aufgrund der Stetigkeit der Pseudo-Inversen lim,, (1 —t,_1) = 1 — ©[71(0) = 0. So
ist nun der Inhalt von K(t) gleich der Summe aus dem Inhalt des Rechteckes [0, t] x [0, 1]
und dem Inhalt des Grenzwertes lim,, ., S,,. Fiir alle k gilt

Ve(Ry) = Cltk, th—ks1) — Ct, 0) + C(tg-1,0) — C(tr-1, tn—k+1)
= o (tr) + @tnrir)) — @7 (0(to1) + P(tnis))
= o ((n = k)yw/n+ (k- Dw/n) — "V ((n -k + Dw/n + (k- w/n)
= ((n = Dw/n) — o (w).
Nun kénnen wir auf den Inhalt von Kq(t) schliefen:
Vo(Ko(t) = Ve ([0, x [0,1]) + Vo( lim S))
=t+ lim V&(S))

=t+ lim Y Vo(Rj)
k=1
=t + lim ne™((n — Dw/n) — o (w)

n—~o0

=t— i
Jim o
_, . w
()
Dabei wird im letzten Schritt der Umstand ausgenutzt, dass ¢(0) > (t) = w und @[~
somit zumindest auf einer e-Umgebung von w gleich =" ist. U

Seien U und V' zwei auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen und C' die zugehorige Co-
pula, dann kann die Funktion K (t) aus wahrscheinlichkeitstheoretischer Sicht als die
Verteilungsfunktion der Zufallsvariable C(U, V) interpretiert werden.

Satz 2.17: (vgl. [28]) Sei C eine archimedische Copula mit dem zugehdrigen Erzeuger .
Kendalls Tau 7o zu dieser Copula ldsst sich dann wie folgt bestimmen:

T = 1+4/0 :;((?)dt.
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Bew.: Fiir zwei [0, 1]-gleichverteilte Zufallsvariablen U und V' mit gemeinsamer Copula
C ist K¢(t) die Verteilungsfunktion zu C'(U, V). Nach (1.14) gilt nun

7o = AE[C(U, V)] — 1
- 4/ tdKo(t) — 1
[0,1]

bod
:4/ t S Ko(t)dt — 1
o dt
= 4tKo(t))p—1 -4 /Kc t)dt

=3 - 4/[(0

Nach Satz 2.16 ist K¢ (t) = t— f(( )) und, da ¢ monoton und so fast iiberall differenzierbar
ist, gilt fast iiberall Ko(t) =t — So gilt

@ (t)

e :3—4/01( z/((tt))>dt:1+4/01 (f/((tt))dt,

und der Beweis ist komplett. U
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2.2 Beispiele einparametrischer Familien

Wir behandeln nun einige wichtige Familien archimedischer Copulas. Ein Uberblick iiber
deutlich mehr Familien findet sich z.B. in den Lehrbiichern von Nelsen [28] und Joe [19].
Die hier angegebenen Grenzfille sind der Ubersicht im Buch von Nelsen entnommen (S.
94f).

Die Abbildungen in diesemm Abschnitt wurden in GNU R erzeugt, die dazu bendtigten
Dichten mit Maple ermittelt.

Frank-Copula

Ein erstes Beispiel einer parametrischen Familie archimedischer Copulas ist die Famsilie
der Frank-Copulas. Sie hat die Erzeuger

e 0t — 1
Do (t) =—1In ﬁ——l
Die zugehdrige Inverse ist dann ¢, ' () = —4 In[e~"(e™? — 1) + 1].
Die Frank-Copula in zwei Variablen mit Parameter 6 € (—oo, 00)\ {0} hat somit die Form

(e7f —1)(e7% —1)
e —1 ) '

Als Extremfille ergeben sich C_, = W, Cy = Il und C,, = M. Mit Hilfe von Isolinien-

diagrammen der Dichte ist ersichtlich, dass die Masse fiir fallendes 6, bei Ausgangspunkt

6 = 0, zunehmend auf der Nebendiagonalen konzentriert und dies symmetrisch zu beiden

Diagonalen. Umgekehrt konzentriert sich die Masse fiir steigendes 6 entsprechend auf der

Hauptdiagonalen. Fiir die Frank-Copula in n Variablen

H?:l(efeui —1)
)

Co(u,v) = —éln (1 +

1

o
-

1, N
5 SN

=2 |
e Y]

Y i i
\ 15/

4. A

2. A2

)

o

18
o
I
. 16 16
2 R

1.0

0.8

0.6
0.6

0.4
1
0.4
1

-
2
[y o

6]
L73
— e
1]
J i— o =
— —
s 2N
Wi N
=
T T T o T
0.4 0.6 0.8 1.0 0.2

B
0.0

0.2

16
T T
0.4 0.6 0.8 1.0

0.0
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Abbildung 2.2: Isolinien-Diagramm zur Dichte der zweidimensionalen Frank-Copula mit Para-
meter § = —5 (links) bzw. mit Parameter § = 5 (rechts).
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Abbildung 2.3: Isolinien-Diagramm zur Dichte der zweidimensionalen Gumbel-Hougaard-
Copula mit Parameter § = 1,1 (links) bzw. mit Parameter 6 = 3 (rechts).

ist der Parameter 6 aus dem Intervall (0, 00) zu wéhlen, denn nur fiir solche ist ¢, voll-
stdndig monoton.

Gumbel-Hougaard-Copula

Ein zweites Beispiel einer solchen parametrischen Familie ist die Familie der Gumbel-
Hougaard-Copulas. Thre Erzeuger haben die Form g(t) = (—1Int)?. Damit ergibt sich fiir
die zweidimensionale Gumbel-Hougaard-Copula mit Parameter 6 € [1, 00)

Co(u,v) = exp (— [(—Inuw)’ + (— Inv)’] %> :

Als Grenzfille der GH-Copula fiir 6 = 1 bzw. § — oo ergeben sich die Unabhéngigkeits-
copula bzw. die obere Fréchet-Hoffding-Grenze. In Abbildung 2.3 erkennt man, dass die
Dichte nur im Fall # = 1 symmetrisch zur Nebendiagonale ist. Fiir wachsenden Parameter
ist wie bei der Frank-Copula eine wachsende Konzentration der Masse auf der Haupt-
diagonalen festzustellen, die aber im Fall der GH-Copula fiir das obere Ende (u,v — 1)
starker zunimmt. Die Symmetrie zur Hauptdiagonale gilt fiir die Dichten aller archimedi-
schen Copulas der bisher behandelten Form. Dass dies fiir hohere Dimensionen nicht fiir
alle Copulas gilt, die als archimedisch bezeichnet werden, werden wir im Abschnitt iiber
den Verschachtelungsansatz sehen.

Allgmein ergibt sich als Form der n-dimensionale Gumbel-Hougaard-Copulas

Co(u) =exp | — [(— Zlnui)gl

In der Literatur wird die Gumbel-Hougaard-Familie auch hédufig kurz als Gumbel-Familie
bezeichnet, allerdings ist diese Bezeichnung auch fiir eine weitere parametrische Familie
gebrauchlich.

0
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Gumbel-Copula

Als Familie der Gumbel-Copulas bezeichnet man nédmlich auch die archimedischen Copulas
mit Erzeuger pg(t) = In(1 — #lnt) fiir 0 € (0,1]. Mit der zugehdrigen Inversen ¢, '(t) =
exp % ergibt sich fiir die zweidimensionale Variante

Co(u,v) =uvexp(—flnulnv).

Als Grenzfall fiir § — 0 ergibt sich die Unabhéngigkeits-Copula.

Fiir die Masse der Dichte ist zu beobachten, dass sich diese ausgehend von der Gleichver-
teilung der Unabhéngigkeitscopula relativ langsam von den Enden der Hauptdiagonale in
Richtung den Enden der Nebendiagonale verschiebt. Dabei nimmt die Masse am unteren
Ende der Hauptdiagonale sichtbar schneller ab.

Ali-Mikhail-Haq-Copula

Eine weitere Familie archimedischer Copulas ist die Ali-Mikhail-Hag-Familie. Sie basiert
auf dem Erzeuger

1—0(1—1)

©o(t) = In ;

1-0
expt—0°
Die zweidimensionale Ali-Mikhail-Hag-Copula mit Parameter 6 € [—1,1) ist somit durch

und der zugehdrigen Inversen o, (t) =

T 101 —u)(l—v)

Co(u,v)

definiert.
Ein Spezialfall der AMH-Copula ist die Unabhéngigkeitscopula. Diese wird in der Mitte
des Parameterraumes im Fall § = 0 angenommen.

1.0

o
-

?// 1

Og|
2
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1z, 8.
20l

1
1 —
12 11
—_—
1 [E—
1]
7 12 > 7 15
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Abbildung 2.4: Isolinien-Diagramm zur Dichte der zweidimensionalen Gumbel-Copula mit Pa-
rameter § = 0, 3 (links) bzw. mit Parameter 6 = 0, 8 (rechts).
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Abbildung 2.5: Isolinien-Diagramm zur Dichte der zweidimensionalen Ali-Mikhail-Hag-Copula
mit Parameter § = —0,5 (links) bzw. mit Parameter § = 0,5 (rechts).

Clayton-Copula

Die Familie der Clayton-Copulas ist in der Literatur auch oft als Familie der Cook-
Johnson-Copulas bezeichnet. Sie wird durch die Funktion

polt) = 5t = 1)

erzeugt und hat bivariat folglich die Form

_1
Cg(u, U) - (u79 _|’ ’Uia — 1) o ]I{u—9+,u—97120}.

Die Dichte der Clayton-Copula hat vor allem fiir negative 6 eine beachtenswerte Form.
Die Masse verlagert sich ausgehend vom Spezialfall Cy = II hin zum Grenzfall C_; = W,
dabei findet die Verlagerung vom unteren Ende der Hauptdiagonalen, zu den Enden der
Nebendiagonale deutlich schneller ab, als dies am oberen Ende der Fall ist.

Fiir positiven Parameter scheint die Dichte ein Gegenstiick zu der der Joe-Copula zu sein,
die wir uns als nichstes anschauen werden. Als Parameter 6 ist das Intervall [—1, c0)
zuldssig mit Ausnahme der Null.

Joe-Copula

Die Familie der Joe-Copulas tragt ihren Namen, weil sie erstmals von Joe untersucht
wurde. Thr Erzeuger ist die Funktion ¢,(t) = — In(1 — (1 —¢)?). Mit der Inversen o, (t) =
1 — (1 —e*)7 ergibt sich die Form

Colu,v) =1 — [(1— ) + (1—v) — (1 —u)’(1 —v)°]".

Der Parameter 6 ist hier aus dem Intervall [1,00) zu wihlen. Die Grenzfille entsprechen
denen, der GH-Familie, aber trotzdem sind die Unterschiede bei den Dichten sofort er-
sichtlich. Zwar konzentriert sich die Masse bei der Joe Copula natiirlich auch zunehmend
auf der Hauptdiagonalen, aber am oberen Ende deutlich schneller und am unteren Ende
merklich langsamer.
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0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 2.6: Isolinien-Diagramm zur Dichte der zweidimensionalen Clayton-Copula mit Pa-
rameter = —0,5 (links) bzw. mit Parameter § = 2 (rechts).
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Abbildung 2.7: Isolinien-Diagramm zur Dichte der zweidimensionalen Joe-Copula mit Parame-
ter =5 (links) bzw. mit Parameter § = 15 (rechts).
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2.3 Der Verschachtelungs-Ansatz

Neben der symmetrischen Konstruktion besteht eine weitere Moglichkeit zur Erweite-
rung des Konzeptes archimedischer Copulas auf héhere Dimensionen. Sie besteht in der
Verschachtelung von archimedischen Copulas. Wir werden diese zweite Konstruktion auf
Basis eines Artikels von McNeil [26] vorstellen.

Im einfachsten, also dreidimensionalen Fall, liefert die Verschachtelung von zwei archime-
dischen Copulas eine Funktion der Form:

Ci(w1, Cawa, 23)) = 1 V(@) + 910 95 (a(w2) + @a(z3))).

Bei den durch Verschachtelung generierten Funktionen handelt es sich unter bestimmten
Voraussetzungen wieder um Copulas. Diese konnen allerdings nicht mehr durch jeweils
eine einzelne erzeugende Funktion beschrieben werden. Diesem Nachteil, im Vergleich zur
symmetrischen Konstruktion, steht aber der Vorteil der hoheren Flexibilitdt gegeniiber,
denn so kénnen nun auch asymmetrische Beziehungen archimedisch modelliert werden.
Fiir den Verschachtelungs-Ansatz und die im Kapitel 5 behandelten Algorithmen sind die
Begriffe der Laplace- und der Laplace-Stieltjes-Transformierten von zentraler Bedeutung.
Wir nutzen dabei die Definitionen aus [17]:

Definition 2.18: 1. Sei die Funktion F' € {f : [0,00) — K|f ist lokal integrierbar},
dann bezeichnet man die durch das Lebesgue-Integral

L[F](s) := /R+ exp(—sx)F(z)dx ::/ exp(—sx)F(z)dx

[0,7]

fiir jedes s € C, fiir das der Grenzwert existiert, definierte Funktion als Laplace-
Stieltjes- Transformierte von F. Die Zahl

abs(L[F]) := inf{R(s) : L[F](s)}

nennt man die Konvergenzabzisse von L[F]. Ist diese endlich, so bezeichnet man F
als Laplace-transformierbar.

2. Sei F' € BV,.([0,00)) := {f : [0,00) — K|f von lokal beschrinkter Variation},
dann bezeichnet man die durch das Lebesgue-Stieltjes-Integral

LS[F|(s) := /R+ exp(—sx)dF(x) ::/ exp(—sx)dF (x)

[0,7]

fiir jedes s € C, fiir das der Grenzwert existiert, definierte Funktion als Laplace-
Stieltjes- Transformierte von F. Die Zahl

abs(LS[F)) := inf{R(s) : LS[F](s)}

nennt man die Konvergenzabzisse von LS[F). Ist diese endlich, so bezeichnet man
F als Laplace-Stieltjes-transformierbar.
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Wie S. Bernstein [2]| zeigte kann jede Funktion f, die auf dem Intervall [0, co) vollstandig
monoton ist und fiir die die Gleichung f(0) = 1 gilt, durch ein Integral der Form

/ e~17dG(x) fiir ¢ > 0 (2.14)
0

dargestellt werden. Dabei ist G eine Verteilungsfunktion mit G(0) = 0. Eine solche Funk-
tion f ist also die Laplace-Stieltjes-Transformierte der Verteilungsfunktion G.

Einen archimedischen Erzeuger, dessen Inverses eine solche Funktion ist, nennen wir ver-
kiirzend LST-archimedischer Erzeuger. Mit den folgenden Lemmata verfolgen wir das Ziel
in Satz 2.25 Kriterien fiir die Erzeuger beweisen zu kénnen, die sicherstellen, dass aus ei-
ner bestimmten Form der Verschachtelung der zugehérenden Copulas auch eine Copula
resultiert. Aufierdem werden wir zwei Darstellungen der resultierenden Copula beweisen
konnen, die flir die Algorithmen zum numerischen Erzeugen dieser Copula wichtig sind.
Das erste dieser Lemmata stammt aus dem Buch von Nelsen [28] und besteht aber aus
einem Resultat von Widder [32| und zweien von Feller [11].

Lemma 2.19:

1. Sind f und g vollstindig monotone Funktionen, dann ist auch das Produkt fg
vollstandig monoton.

2. Ist g eine vollstandig monotone und f eine absolut monotone Funktion, dann ist die
Verkniipfung f o g vollstindig monoton.

3. Ist f eine vollstandig monotone Funktion und g eine positive Funktion mit vollstin-
dig monotoner Ableitung, dann ist die Verkniipfung f o g vollstindig monoton.

Bew.: Zum Beweis von Teil 1 nutzen wir die Leibnizsche Regel:

dnfg B n n dkf dnfkg
e (z) = Z (k)@(x)m(x)

Sind nun f und g vollstindig monotone Funktionen, so sind fiir gerades n in jedem
Summanden entweder beide Ableitungen nichtnegativ oder nichtpositiv. Fiir ungerades
n ist in jedem Summanden eine Ableitung nichtnegativ und die andere nichtpositiv. Es
ergibt sich also fiir alle n: (—1)”%(33) >0

Zum Beweis von Teil 2 nutzen wir die Formel von Faa di Bruno (vgl. [20])

dn n! dk1+---+knf n 1 dmg km
Tt = T e ) 11 (@)
km>1

wobei T, := {k € Nj| Y"1 | ik; = n}.
Offensichtlich gilt fiir jedes k € T,

ndm o nl  dhtetkn n dm o
[I(Ge@) 20— o) I (@) 20 @1
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Fiir gerades m gilt grundsétzlich (Z:—mg(x))km > 0 und so gilt

ﬁbwq(”ﬂ <Z:—z(9:))km > () = ﬁ <g—g(x))km > 0. (2.16)

m=1

Uber die Vektoren k € T, wissen wir, dass > . _, mk,, = n gilt. Fiir

= i Ion(m)mk
m=1

ergibt sich als Summe gerader Zahlen eine gerade Zahl und fiir

I Z Ion—1(m)mk,, =n —n,
m=1
entsprechend genau dann eine (un)gerade Zahl, wenn n (un)gerade ist. Es folgt, dass die

Summe s 1= Z Ion—1(m)ky, genau dann (un)gerade ist, wenn n (un)gerade ist.

m=1

d"g

km
d—m(x)> ein Produkt von s nichtpositiven Faktoren.
x

Fiir jedes k € T,, ist H Ion_1(m) (
m=1

So ist das Produkt fiir gerades n nichtnegativ und nach den Implikationen (2.15) und
(2.16) auch %(az) > 0. Fiir ungerades n ist das Produkt nichtpositiv und analoge

Implikationen liefern uns die Ungleichung %(w) <0.

Der Beweis des dritten Teils greift noch einmal auf die Formel von Faa di Bruno zuriick. Ist
n gerade, so gilt fiir jedes k € T, dass )" mk,, gerade und damit auch y_  Ton_1(m)ky,

gerade ist. Daraus ergibt sich die Aquivalenz:

g = Z Ion(m)k,, ist gerade < s := Z k,, ist gerade.

m=1

Sind nun s und s, gerade, so ist %(g(m)) = %(g(:c)) > 0 und gleichzeitig

[T, In(m) (Admg(x))k'" > 0, da die Anzahl der Faktoren, die allesamt nichtpositiv

; Amldz™
sind, gerade ist.
Sind s und s, ungerade, so gilt %(g(x)) <0und ][]} _, I[QN( ( 1 dm

n! dk1+"'+k7nf (L d™g
kilekp! dmk1+"‘+kn m! dx™

Fiir gerades n ist folglich jeder der Summanden

"<
)

nichtnegativ und damit auch die Summe.
Fiir ungerades n erhalt man analog die Aquivalenz

g 1= Z Ion(m)k,, ist ungerade < s:= Z k,, ist gerade,

m=1

und damit stets nichtpositive Summanden. Es folgt die Behauptung. U
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Bemerkung 2.20: Nach Teil 3 des Lemmas gilt insbesondere, dass fiir eine positive
Funktion g mit vollstindig monotoner Ableitung die Funktion e™9 vollstidndig monoton
ist.

Die in diesem Abschnitt noch folgenden Lemmata und der abschlieffende Satz stammen
alle aus bzw. basieren auf dem Aufsatz von McNeil [26] Wir fithren die zugehorigen Beweise
weiter aus.

Lemma 2.21: Sind ¢y, @2 und 3 LST-archimedische Erzeuger und jeweils die erste
Ableitung von o1 0 ;" und ;0 3" vollstindig monoton, so ist dies auch bei der ersten
Ableitung von ¢, o 3" der Fall.

Bew.: Seien f = p10p,"', g:=psop3' und h = p1op;' = fog. f'og ist die Verkniip-
fung einer vollstindig monotonen Funktion und einer positiven Funktion mit vollstidndig
monotoner Ableitung und somit nach dem dritten Teil von Lemma 2.19 vollstédndig mono-
ton. Nun gilt h'(t) = ¢'(t) f'(g(t)) fiir t > 0 und als Produkt zweier vollstéindig monotoner
Funktionen ist auch h’, die erste Ableitung von ¢, o 3", vollstindig monoton. 0J

Korrolar 2.22: (vgl. [26]) Sei @) ein LST-archimedischer Erzeuger fiir k = 1,--- ,n und
sei die erste Ableitung von py, o @];il vollstindig monoton fiir k =1,--- ,n — 1, dann ist
auch die erste Ableitung von ¢, o goj_l vollstandig monoton fiir 1 <k < j < n.

Nun definieren wir fiir & € {1,--- ,n}, j > k und v > 0 den Erzeuger
_ In(-
Pri(50) = pj oy (_#) '

Das zugehorige Inverse ist dann gpl;}(-;v) = exp(—vpy o gpj_l()) und nach Korrolar 2.22
und der Bemerkung 2.20 ist ¢y ;(-; v) ebenfalls LST-archimedischer Erzeuger.

Lemma 2.23: Firke{l--- ,n—2},j€{k+2,---,n} und v,0 >0 gilt
exp(—0@k 1 (9 (30); D)) = @i (5 0).
Bew.: Die Behauptung folgt durch die folgende einfache Rechnung:

In(exp(—v¢y, o %_l())) ) >

exp(—vp k41 (9p 3 (5 0); D)) =exp <_U90k+1 ot (— -

=exp (—vrs1 0 ¢y, (or o ;' ()
= exp(—vrt1 095 ' (+)).
Dies entspricht der Definition von 901;1173‘('7 v). O

Zur Beschreibung der Verschachtelungs-Copulas fiihren wir eine neue Notation ein: Die
zwei-dimensionale Copula zum LST-archimedischen Erzeuger ¢; bezeichnen wir dazu mit
Cy (1, x2; 1) und kénnen so rekursiv fiir n > 3 die n-dimensionale Copula zu den LST-
archimedischen Erzeugern ¢, --- , ¢,_1 definieren:

Cn(l‘h T, Ty P, 790n—1) = @fl(%(xl) +901(Cn71(l’27"' y Lny P2, 790n))) (2-17)
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Lemma 2.24: Sei n > 1 und ¢, --- ,p, LST-archimedische Erzeuger. Sei zudem die
Funktion F : [0,1] — [0,1] stetig und streng monoton wachsend, so dass @' = F o ¢; !
fiir k = 1,--- ,n ebenfalls LST-archimedische Erzeuger sind. Dann erfiillt die Funktion
C,, die Bedingung

F(Cn(ﬂvl,"' s Tpsy P1, 00 7%0n—1)) = Cn(F(xl)v'” 7F($n);851,“‘ 7§5n—1))' (2-18)

Bew.: Der Beweis verlduft induktiv iiber die Dimension n. Fiir n = 2 gilt:

F(Cy(x1, w95 01)) = F o 07 (pr(21) + 91(2))
= Fopi!(p1o FTH(F(x1)) + @1 0 F7H(F(22)))
= &1 (@1(F(21)) + @1(F(x2)))
= Co(F(11), F(x2); ¢1)

Gilt nun (2.18) fiir n = k — 1, so gilt auch

F(Cr(y, - ap 01, s 0r—1)) =
=Fops (@1(%) + ©1(Cr- 1(9527 C TRy P2, ,@kfl)))

= Fop (pro FTH(F(1)) + 10 FTHF(Chpa(xa, -+ 2hi 0, 0k-1))))
=& (Pu(F (2 ))+<ﬂ1(0k 1(F(x2), - Fag); @2, Pr-1))
= Ck(F(x1)7 o (mk)v P15 7()016)

Folglich gilt (2.18) fiir jedes beliebige n > 2. O

Satz 2.25: Sind oy, ,p,_1 LST-archimedische Erzeuger und ist fiir k =1,--- ,n — 2
die erste Ableitung von ¢y, o ¢y}, vollstindig monoton, dann ist die in (2.18) definier-
te Funktion C,(z1, -+ ,%n; 01, ,pn_1) eine Copula und lisst sich als Mischung von
Verteilungsfunktionen in der folgenden Form darstellen:

Cn(xla Ty P, 75071—1)

B /OO FY (1) Crmy (FY (22), s FY () 01205 01), 5 011 (5 01)) G (vn) - (2.19)

/ / Fy () - Eyr (1) Fory (20)dGro 1 (Un—1; Un—2) - - - dGo(vg; v1)dG1 (v1),
(2.20)

dabei sei GG; eine Verteilungsfunktion, deren Laplace-Stieltjes-Transformierte y; ist,
Gr(v;vg_q) fiir k = 2,--- ,n — 1 Verteilungsfunktionen, die entsprechend Ok—1,("; VK1)
zugeordnet werden konnen und Fi(z) = exp(—pp(x)) firk=1,--- ,n— 1.

Bew.: Wir kénnen, weil die Funktion ¢, ein LST-archimedischer Erzeuger ist, die Dar-
stellung (2.14) nutzen, um die Definition (2.18) von C,, umzuformen. So ist dann

Cn(xlv T, ,@n—l) _ / 6—’[}1@1(%1)6—01@1(Cn71($2,-~-7$n;9927"'7‘Pn71))dG1 (Ul)-
0
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48 Transformation archimedischer Copulas

Nun schreiben wir das Produkt im Inneren des Integrals um. Der erste Faktor e 1#1(#1)
ist gleich F{*(xy). Die Funktionen F}(x) = exp(—vyi(z)) und insbesondere Fy*(x) sind
in x stetig und streng monoton wachsend. Es handelt sich bei F}, und damit auch bei F}
mit v > 0 um Verteilungsfunktionen auf dem Intervall [0, 1]. So ist nun der zweite Fakor,
nach Lemma (2.24) und Korrolar (2.22), gleich

Cro1(F7 (22), -+ FY (20); p12(5501)5 -+ @1m—1(501)).

Damit haben wir die Richtigkeit der Darstellung (2.19) gezeigt.

Wir wollen nun zeigen, dass die Funktion C,, tatsichlich eine Copula ist. Da es sich bei C,,
um eine Verschachtelung von archimedischen Copulas handelt, ist C,, selbst offensichtlich
geerdet und fiir die eindimensionalen Randfunktionen C,j gilt C,r(u) = u fiir jedes
k=1,--- nundu € |0,1].

Wir zeigen nun, dass die Funktion C,(x1,- -+ ,Zy; 015+, @n_1) n-wachsend ist: Dafiir sei
[a, b] ein Teilquader in [0, 1] und [a’, b’] die Projektion dieses Teilquaders auf die letzten
n — 1 Komponenten. Dann gilt

Vcn(';m,"-,@nq)([a’ b]) =
= > (=DECulalby ™, alrby o nna)

jefo,1}»

= . (—l)zj’“/ FPH(af by ) PP (Coa (a2by ™2, adrby 77 1, -+, on1))dG (v1)

jefo,1yn 0
Lo ([FTH(@), F(B')]) dG (v1).

)
0

—

N N\
-~

>0

_ / (F2(b1) — F2 (1)) Ver s (oo sty
0

<

IVE

Die Ungleichung (*) gilt, wenn die Funktion Cy,_1(x1, -+, Tn—1; 120, 01), -+ @10-1(+, 1))
eine Copula ist. Um dies zu zeigen, nutzen wir wiederholt die gleiche Argumentation und
erhalten so fiirk =2,--- ,n—2

[ee]
Crt1 (@15 Ty Proder1 (5 Vk—1)5 -+ 5 Phn (5 Uk—1)) :/ FF (2 vg—1) X
0

X Crek(FF (Thg1;V6—1)s - B (@0 0k—1) hpr1 (5 U)o 5 @hn (5 0k) )AG (Vg Ug—1)

mit Fy(x;v5_1) = exp(—gp,;_ll’k(:c; Vg—1))-

Letztlich ist also nur zu zeigen, dass Co(Tp—1,Tn;Pn—2n-1(-,Vn—2)) eine Copula, also
insbesondere n-wachsend ist. Die erste Ableitung von ¢, _» o @, ", ist nach Vorausset-
zung vollstdndig monoton und somit ist @,_o ,—1(-, V—2) vollstindig monoton. Die Funk-
tion Co(Tp—1,Tn; Pn—2n-1(-,Un—2)) ist nun die zwei-dimensionale archimedische Copu-
la zum Erzeuger p,_o,-1(-,v,—2). Wir nutzen nun wieder die Eigenschaft eines LST-
archimedischen Erzeugers als Integral darstellbar zu sein:

CQ (xnfh Tn3iPn—2n—1 ('7 'Un72))

[e.9]
— / e_vn—IWn—l,n—Q(xn—l;Un—l)e_vn—199n—l,n—2 (xn, Un—l)dGn—l(Un—la UTL—Q)
0

)
- / F;:iil (xn—l; Un—2)F§iil (ZL‘n, rUn—Q)dGn—l(Un—l; Un—2)'
0
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Um nun die Darstellung (2.20) zu beweisen, miissen wir noch abschliefend zeigen, dass
Fit(z) = (B (- B2 (R () 00) -+ 5 opa); 0 (2.21)
fiir alle k > 2 gilt. Dies zeigen wir induktiv: Fiir k = 2 gilt

Fy?(x) = exp(—vapa(z))
= exp(—vapa 0 ;' 0 p1(7))

= exp <—02902 oy (_ln(exp(—vwl(m)))))

(%1

= exp(—vagpy 5 (exp(—v1p1(x)); v1)
= Fy*(F{" (7);01).

Gelte nun (2.21) fiir ein k > 2, so gilt auch

_ln(exp(—vk%(xm))

= Ft (B (@); ve)

= F:EI(FJ?C( “F21)2(F1v1($);01) ce Wk—l);vk)-

Damit sind nun auch beide Darstellungen bewiesen. 0
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Kapitel 3

Transformationen

Das folgende Kapitel befasst sich mit der Transformation von Copulas, also der Moglich-
keit Copulas so mit bestimmten Funktionen zu verkniipfen, dass das Resultat wieder eine
Copula ist. Im Fall archimedischer Copulas besteht die Option den Erzeuger zu transfor-
mieren.

3.1 Transformation des Erzeugers

Junker und May [21] présentieren zwei Klassen von Funktionen, mit deren Hilfe es moglich
ist, aus dem Erzeuger einer 2-Copula problemlos weiterere Erzeuger und damit weitere
Copulas zu generieren.

Die Gestalt der Funktionen dieser Klassen wird im Artikel durch den folgenden Satz
beschrieben und bewiesen.

Satz 3.1: Ist ¢ ein Erzeuger fiir eine archimedische 2-Copula und zudem...

1. ... g :1]0,1] — [0,1] eine streng monoton wachsende, stetige und konkave Funktion
mit g(1) = 1, dann ist auch die Verkettung o o g ein solcher Erzeuger.

2. ... f:]0,00] — [0, 00] eine streng monoton wachsende, stetige und konvexe Funktion
mit f(0) = 0, dann ist die Verkettung f o ¢ ebenfalls ein solcher Erzeuger.

Bew.: Wir iiberpriifen nun jeweils die Figenschaften eines Erzeugers nach Lemma 2.1.

1. Die Funktion @og : [0, 1] — [0, o] ist als Verschachtelung zweier stetiger Funktionen
stetig. Da die Funktion g streng monoton wachsend und ¢ streng monoton fallend
ist, ist auch ¢ o g streng monoton fallend. Auerdem gilt p o g(1) = p(1) = 0. So
bleibt nur zu zeigen, dass die Funktion ¢ o g auch konvex ist.

g ist konkav, also gilt fiir A € (0,1) und x,y € [0, 1]

gz + (1= Ny) > Ag(z) + (1 — N)g(y).

Weil ¢ monoton fallend und konvex ist, gilt

elgAz+ (1= Ny)) < e(Ag(z) + (1 = Ng(y))
< Apog(z)+ (1= Npog(y),

und somit ist @ o g Erzeuger einer archimedischen 2-Copula.
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2. Die Argumente dalfiir, dass f o ¢ : [0,1] — [0,00] eine stetige, streng monoton
fallende Funktion ist, gleichen denen, die wir auch im ersten Fall bemiihen.
Es gilt fop(1) = f(0) = 0 und die Konvexitét ergibt sich durch folgende Rechnung:
Fiir A € (0,1) und z,y € [0,1] gilt die Ungleichung

oAz + (1= Ny) < dp(x) + (1= Ne(y),

da ¢ konvex ist. Unter Ausnutzung des monotonen Wachstums der Funktion f und
deren Konvexitit ergibt sich

foeAz+ (1= Ny) < fAp(z) + (1= Np(y))
< Afop(@)+ (1 —=A)fowpy)

Damit stellen die beiden Verkniipfungen zwei einfache Méglichkeiten zur Transformation
von Erzeugern dar. d

Junker und May geben die folgenden Beispiele fiir Funktionen, die offensichtlich in diese
Klassen fallen.

Beispiel 3.1: Nach Satz 3.1 sind unter anderem die folgenden Funktionen Kandidaten,
um 2-Copulas zu transformieren:

1. g(t) = 2 mit q € (0, 2);

sin(a)

(t) = 2@t it g € (0, 00);

2.9 In(a+1)

3. g(t) = ==} mit 0 € (—o0,00) \ {0};
4. f(¢) = ¢" mit a € [1,00);

5. f(p)=a¥—1 mita€ (1,0);

6. fl¢)=a?—1mitae (0,1).

Junker und May fiihren ausgehend vom Erzeuger g einer Frank-Copula, mit Hilfe der
4. Funktion aus dem Beispiel, den transformierten Erzeuger ¢, = ¢ mit w = (0, 9) fiir
0 € (—00,00) \ {0} und 6 € [1,00) ein. Dadurch ergibt sich die archimedische Copula

Cuo(u,v) = ¢ (pu(w) + ¢u(v)) (3.1)
1 B e=fu — 17\’ Rt N
= —aln [1+(e O _1)exp [— <<—ln [ ] ]) + (—ln [8_9_ 1 }) > ]} . (3.2)
Bemerkung 3.2: Junker und May geben das folgende Lemma an:
‘Wenn eine Familie zweidimensionaler archimedischer Copulas mit parametrischem Erzeu-
ger @y beziiglich des Parameters 6 positiv geordnet ist, also 1 < 0y schon Cy, < Cp, im-
pliziert, dann bleibt diese Ordnung auch nach der Transformation g +— ¢{ mit § € [1,00)
erhalten.’

Der gegebene Beweis ist allerdings untauglich, da der darin zitierte Korollar eine Impli-
kation in die andere als die genutzte Richtung gibt.
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Wir fithren nun die Beweise zu den Sitzen aus [21] {iber die Eigenschaften der Copula C,,
weilter aus.

Satz 3.3:

1. Die Copula C,, weist keine obere Auslauf-Abhéngigkeit auf, ist aber unten Auslauf-
abhingig mit Parameter \y = 2 — 25 |

2. Ist der Parameter 0 positiv, so ist @' vollstindig monoton auf dem Intervall [0, c0).
Es gilt also (—1)";%@;1 > 0 fiirt € [0,00) und alle k =0,1,---

Bew.: 1. Wir berechnen die beiden Parameter mit Hilfe der Regel von I’Hospital

C Ou(wu) In |1+ (e™?—1)exp <2% In [ee__e::ll] )}
A = lim = lim ———
u—0 u u—0 0u
[ —0u 2%
In |1+ (e?—1) (6679__11>
e ]_ — —
0 Ou

= liH(l)— : 1
0 [1 + (€70 — 1)1-2% (et — 1)2‘5}
=0
und
1 1
1—2u+C, “Ou(emf —1)1727 23 (70 — 1)2° !
Ay = lirq u1+ (u, 1) = 1irq2 € (e ) 16 e ) T
v —u - 1+ (e —1)1-2% (e=tu — 1)*°
—2-2s

2. Wir wollen zeigen, dass go[fl] auf dem Intervall [0, 00) vollstdndig monoton ist, wenn
der Parameter 6 positiv ist.
Fiir 0 > 0 ist die Inverse @L_l] des Erzeugers einer Frank-Copula vollstdndig monoton
(vgl. Bsp. n-dim. Frank Copula) und fiir § > 1 ist die Funktion

f:]0,00) = [0,00); x —
positiv mit vollstindig monotoner Ableitung. Es gilt
P51 (t) = iy () = 05" (t7) = 05" o f (1)
Nach Feller [12] gilt fiir eine solche Verkettung einer vollstdndig monotonen Funktion

mit einer positiven Funktion mit vollstindig monotoner Ableitung, dass sie auch
selbst vollstandig monoton ist. 0

Benjamin-Philip Lamers



KAPITEL 3. TRANSFORMATIONEN 53

Der zweite Teil des Beweises zeigt, dass auf diese Weise, also durch die Verkettung mit
der vierten Funktion, auch eine Transformation einer beliebigen archimedischen n-Copula
moglich ist.

Bevor wir zu den weiteren Eigenschaften von C,, kommen, miissen wir noch den Satz 4.4.8
von Nelsen [28] zitieren und den zugehorigen Beweis weiter ausfiihren.

Satz 3.4: Ist {Cy|0 € O} eine Familie archimedischer Copulas mit differenzierbaren Er-
zeugern @y und +y ein Endpunkt des Parameterintervalls ©. Dann ist limg_,, Cp(u, v) genau

dann gleich M(u,v), wenn fiir alle t € (0,1) der Grenzwert limg_., ii’g =0 ist.
6

Bew.: Wir nehmen zunéchst fiir ein beliebiges, aber fest gewéhltes t € (0, 1) an, es gelte

limgy_.., ii’gg = 0. Wir wéhlen nun ein € aus dem Intervall (0,t). Da yy fiir 0 € © ein
0
archimedischer Erzeuger ist, also positiv und monoton fallend, gilt
t
< _sof)( ) _.
po(t)
im Fall |y| < oo fiir jedes ausreichend nah bei v liegende 6 und in den Féllen mit -y = oo
bzw. v = —oo fiir jedes ausreichend groke bzw. ausreichend kleine 6. Wir wissen, dass yg

konvex ist und so liegt y = @y(t) + (x — t)p)(t) als Tangente an py im Punkt (t, (1))
auf x € (0,1) unterhalb von @y(x). Insbesondere gilt dies fiir x =t + W’(?. Es gilt also

wy(t)
909@))
t+ > 20 (t
Po ( %(t) wo(t)
und somit
t=Cy(t,1) > Cy(t,t) = o5 N (20(1)) > t + Z?Eg >t —e.
0

Folglich ist Cy(t,t) =t und nach Lemma 1.7 fiir jedes s € [t, 1]
C&(S7t) =t= C@(ta 8)
Da t beliebig aus dem Intervall (0,1) gewédhlt war, gilt allgemein
gim Co(u,v) = min{u,v} = M(u,v).
-7
Um die Riickrichtung zu zeigen, verwenden wir den Beweis von Genest und MacKay [14].

Wir nutzen dabei Kendals Rangkorrelationskoeffizienten, der fiir eine zweidimensionale
Copula C nach Gleichung (1.13) durch

TC :4/ C(u,v)dC(u,v) — 1
[0,1]2

definiert ist. Wir nehmen nun also an, dass limg_,, Cyp(u,v) = M (u,v) ist. Nach Beispiel
1.2 gilt fiir Kendalls T der unteren Fréchet-Hé6ffding-Grenze

™ =4 M (u,v)dM (u,v) — 1
[0,1]2

1
—4/ tdt —1=1.
0
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Gleichzeitig gilt nach Satz 2.17

ot
lim ¢, = lim (1 +4/ 2l )dt>
0—~ 0— 0 ¢9<t)
1
1+ 4/ (lim ‘pf’<t)> dt.
0o \0—7 @y(t)
©(t)

Dabei nutzen wir den Satz der beschrankten Konvergenz. Dies ist moglich, da o) Zum
einen stets nichtpositiv ist und zum anderen, wie zuvor bereits erwahnt, die Gerade y =
wo(t) + (x — t)pp(t) unterhalb der konvexen Funktion @g(x) liegt, sofern ¢y(t) existiert.
Dies gilt insbesondere auch fiir den Punkt x = 1 und somit gilt fiir fast alle t € (0,1)
auchl>1—t> —iggg.

Auf Grund der Stetigkeit von Kendalls Rangkorrelationskoeffizienten gilt limgy_., 7c, = T

und so ist auch
! t
/ (lim 2ol )> dt = 0.
0 \0=7 ©y(t)

Es folgt die Behauptung. 0

Nun kommen wir zum Beweis von weiteren Figenschaften.

Satz 3.5: Sei C,, die Copula, die wir durch 3.2 definiert hatten, dann gilt

lim €L = M = lim C, (3.3)
lim C, =1II (3.4)
5=1
w—0

lim C, =W (3.5)

6=1

Bew.: Aus Satz 3.4 kénnen wir folgern, dass die Gleichungen (3.3) gelten

lim C,(u,v) = M(u,v) = lim C,(u,v)

d—00 f—o0

gelte. Dies liegt darin begriindet, dass fiir beliebiges, fest gewahltes t € (0,1) einerseits,
bei fixiertem 0 € (—oo,00) \ {0}, die Gleichungskette

1 e 0t_1 0
. gp(t)w . <_ n 6*9—1>
éhm W = 6hm - p) ; -
—00 w —00 e—0t e—0— e—0t
0 )T () ()
1- 1 ln 6679;_11
= lim —=
§—oo O eef;teil
=0
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und andererseits bei fixiertem § € [1,00) die Gleichungskette

O =
lim — = lim —————
0—oo '(t), O—c0 I 0
_1In git:ll
= lim ——;
2\0 0 —— Inx
xt—1
zt—1
= [( w—l) }
200 In [2(=9)]
xt—2
z—1\2t -1 zt—1 tat Y (z—1)—(zt—1)
L 1 (a:t—l) (xt B 1> (J:—l) (z—1)2
T 00 r=@) @) (trt Ing 4 ate—1)
tot 1 (z—1)—(xt—1)
7 - r—1
T 00 (1+tlnx)zt-!
1 t b —1
= lim ~ -
2N0O [1+tlne  (z—1)(1+tlnz)xt!
=0
hélt.
Fiir (3.4), also den Grenzwert limg_., C,,(u,v), nutzen wir die Substitution § = —Inx

und wenden dann die Regel von I’Hospital an.

o= et (<[5 (w [ T)

6—0 6—0

L 1 i u€79u U679v
—éliI(l)—gll’l |:1—|—(€ —1)exp (ln { = } +1In [ o ])}

1
—lim—=-1nl1 -0 1 (2—u—v)0
lim n[l+ (e Juve |

0
o —e el 4 (2 — gy — v)uveTuT(e? 1)
= lim —
6—0 1+ (e % — 1uve@-u—v)0
= uv
= I1(u,v)
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Fiir den Beweis von (3.5) bedarf es einzig einiger elementarer Umformungen.

)

161311 Cy(u,v) = 151511 —%111 {14— (e7? —1)exp (_ [(—ln [66(’:_—11}) N (—111 [6,66:__11})5] %)]

0—o0 6—o0
—0u —0v
o ue ve
1+ (e” —1)exp (ln [ = } +ln{ g })}

1
= lim ~3 Infl+ (e — 1)uve(2_“_”)9}

= lim —=1In
60— —o00

60— —o0
1
= elim ——1In [1 + ypellmumo uve@_“_”)e]
)0, firu<1—uv;
) limg o —% In [(e(“+”_1)9 + uv — uvee)e(l_u_”)e} , firu>1-—w;
0, fiiru>1—wv;
] limp oo —LIn (@0 4wy —wve’) + (u+v—1), firu>1-—uv;

= max{u+v— 1,0}
= W(u,v)

Um neben der oberen Auslauf-Abhéngigkeit genauso die untere Auslauf-Abhéngigkeit
abbilden zu kénnen, fiihren Junker und May nach der Copula C, noch die Copula Cy, ein.
Diese ist eine Konvexkombination von C,, und C,,,, einer Uberlebens-Copula der gleichen
Familie. w; ist dabei der zweidimensionale Parameter (6, d,). Es gilt

Ca(u,v) = aC,, (u,v) + (1 — a)C,(u,v)
=a(u+v—1+C,,(1 —u,1—v))+ (1 —a)C,(u,v).

3.2 Transformation beliebiger 2-Copulas

Nun wollen wir eine weitere einfache Moglichkeit betrachten, mit Hilfe von Transforma-
tionen, aus einer beliebigen 2-Copula weitere Copulas zu erzeugen. Bei dieser Transfor-
mation, die von Durrleman et al. [9] vorgestellt wird, bezeichne ~ : [0, 1] — [0, 1] nun eine
Bijektion. Zu beliebiger Copula C' definieren wir fiir alle (u,v) € [0,1]* die Funktion C,
durch

Cy(u,v) =771 (C(v(w),7(v))) - (3.6)

Die Funktion C, ist unter bestimmten Voraussetzungen an C' und 7 auch selbst eine
Copula und damit eine Tansformation der Copula C', dies wird von Durrleman et al. mit
dem folgenden Satz [9] bewiesen. Wir fiihren den Beweis unter der Zusatzvoraussetzung
einer absolutstetigen Copula weiter aus. Dies ist fiir die meisten géngigen archimedischen
Copulas keine Einschréinkung:

Satz 3.6: Ist die Einschrinkung von 7 ein zweifach differenzierbarer C*-Diffeomorphismus
von (0,1) auf (0,1), also eine stetig differenzierbare Bijektion mit stetig differenzierbarer
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Umkehrfunktion, und ~y stetig mit v(0) = 0 und (1) = 1, dann ist C, genau dann eine
Copula, wenn

920 ,y//(fy—l(C’ u,v))) @ . @ -
axay(u’ v) = [V (v1(C(u,v)))]? 8:13( ’ )ay< ,v) (3.7)

fiir alle Punkte (u,v) € [0,1]?, an denen die Ableitungen von C' existieren.

Bew.: Zum Beweis beider Richtungen betrachten wir die gemischte Ableitung gig;. Wir
wissen nach Lemma 1.7, dass eine Copula in allen Komponenten nichtfallend ist, somit ist
diese Ableitung nichtnegativ, sofern es sich bei C., um eine Copula handelt. Es gilt iiberall

dort, wo die entsprechenden partiellen Ableitungen von C' existieren, die Gleichungskette

%ayc*v(x,y) = a% (a%vl(c(v(ﬂc)ﬁ(y))))

Iy \ V(v 1 (C(v(z),7())))

_ 7 (@)Y (y) "
Y (" HC (v (@), v(y))

12 ) 8 (v(@), v (W) 5o (v(@), v W)y (7 HC (v (), 7(v))))
dxdy ’ (1 C(v(x), v ()2

(3.8)

Die Funktion v ist nach Voraussetzung eine stetige Bijektion, also streng monoton. Sie
ist, wie wir durch «(0) = 0 und (1) = 1 wissen, monoton steigend. Folglich ist ' auf
dem Intervall (0,1) positiv. Da auch die Umkehrfunktion v~ iiberall auf (0,1) positiv
ist, ist der erste Faktor aus (3.8), ﬂ/(ﬂ{f’(zh/(y) @y fir alle Punkte in (0,1)? positiv. Die

H(C(y(@)y
gemischte partielle Ableitung ist also nur dann nichtnegativ, wenn auch die Ungleichung

(3.7) erfiillt ist.
Wir wissen, dass C' eine Copula ist. Deshalb gilt fiir jedes v € [0, 1]

Cy(1,0) =771 (C(v(1),7(v)))

und nach analoger Rechnung C.,(u,1) = u, C,(0,v) = C,(u,0) = 0 fiir alle u,v € [0, 1].
Die Funktion C, ist also eine Copula, falls sie 2-wachsend ist. Im Fall einer absolut stetigen
Copula C ist dies nun nach Bedingung (3.7) erfiillt, denn damit ist auch der zweite Faktor
aus (3.8) sicher nichtnegativ. Es gilt also

2
0°Cy > 0.
0xdy —
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Durch die Stetigkeit von v induziert die absolute Stetigkeit von C' eine solche von C, und
man erhalt durch Integration der gemischten Ableitung:

v2 62
<
0 / / c%v 8y d du

'LL2,U2> C. (Ug,Ul) CV(U17U2> +CW(U1,U1).
Das schliefst den Beweis. O

In [9] wird aus dem Satz der folgende Korollar gezogen.

Korrolar 3.7: Ist vy stetig und konvex mit v(0) = 0 und (1) = 1 und die Finschridnkung
von v ein zweifach differenzierbarer C'-Diffeomorphismus von (0,1) auf (0,1), dann ist
C,, eine Copula.

Die Mengen aller Funktionen mit der Form der Funktion + aus Satz 3.6 bzw. Korrolar 3.7
wollen wir durch G bzw. G* bezeichnen.

Wir fithren den Satz 5.1.5 aus dem Buch von Nelsen als Hilfssatz ein und fiithren seinen
Beweis weiter aus.

Satz 3.8: Sei C eine 2-Copula derart, dass das Produkt & aC auf [0, 1)? integrierbar ist,
dann gilt

/ C(u,v)dC(u,v) = L /01/ a—xC(u,v)gyC’(u, v)dudv. (3.9)

Bew.: Wir betrachten zuerst den Fall einer absolut stetigen Copula C'. In diesem Fall
gilt

1 1 82
C(u,v)dC(u,v ://Cu,v ——C(u,v)dudv. 3.10
[ Ctwmico = [ [ owngirow) (3.10)

Das innere Integral auf der rechten Seite der Gleichung (3.10) koénnen wir nun durch
partielle Integration auswerten:

/ C(u, v) ai;yC’(u o)du = [C(u v) 5) C(u,v)} T /0 1 %C(u,v)%C(u,v)

=v-1-0- 0—/ —C(u,v) C’(u,v).

So erhalten wir fiir absolut stetiges C'

1 1 la a
= vdv — —C'(u,v)=—C(u,v)dv
[ o= [ [ Sctungc)

L[t [ho g,
—5—/0 /0 %C’(u,v)a—yC(u,v)dv.
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Um nun auch die Voraussetzung der absoluten Stetigkeit fallen zu lassen und auch den
allgemeinen Fall zu beweisen, bilden und vergleichen wir die Riemann-Summen beider
Seiten der Gleichung (3.9). Wir beginnen mit der linken Seite und zerlegen dafiir den
2-Quader [0,1]? in die n - m Teilrechtecke R;; := [u;—1,v;_1] X [u;,v;] mit i =1,...,n und
Jg=1,...m, wobei 0 = ug < u; < ... < Up_ 1 < U, =1und 0 =1vg < vy < ... < V1 <
vy = 1. Wir nutzen die Notation Au; := u; —u;—1 bzw. Av; := v; —v;_;. Das C'-Maf von
Rij ist Vc(RU> = C’(ui_l,vj_l) - C(ui,vj_l) - C(Uz'_l,’Uj> + C(UZ',’U]'), somit ergibt sich

fiir die erste zu betrachtende Riemann-Summe

D0 Clui ) [Clui, v5-1) = Clug, 1) = Cluio, v5) + Clu, v5)]

=1 i=1

Diese Summe formen wir jetzt, unter Zuhilfenahme einer ndhrenden Null, zu einer Diffe-
renz von Summen um:

Z Z [(C(us, v7))? = Cus, v;)C (s, v5-1) — Cug, v;)Cui—1,v;) + C(us, v;)C(ui—1, vj-1)]

= Z Z [(C’(ul, ’Uj))2 — C(UZ, Uj)C(UZ', Ujfl) — (C(ui,l, Uj))Q + C(ui,l, vj)C'(ui,l, Ujfl)}
- Z Z [C (i, v5) = Cuiz1, v)] [C(ti-1,v5) — Cui-1,vj-1)]

Der Minuend kann nun stark vereinfacht werden, da es sich bei der inneren Summe um
eine Teleskopsumme handelt:

m n

> C(ui,v7))* = Clui, v;)C(ui, vj-1) = (Clui1,v7))* + Clui1,0;)C(ui—1,v;-1)]

]111

[(C(1,v5))" = C(1,0;)C(1,vj-1)]

M

1

J

M

2
[Uj — Ujvj—l]
1

J

Ms

v;Av;

—_

j=

Der Minuend ist also die Riemann-Summe von fol vdv = % Der Subtrahend lasst sich
auch als

i i Clui, vj) = Cluim1,v5) | [Cluiz1,v5) — Cluim1,v5-1) Au;Av;
- U; Al)j ' ’

J=1 i=

schreiben und ist offenbar die Riemann-Summe von fol fol 2C(u, v)a%C’(u, v)dudv. Somit
stimmen die Riemann-Summen beider Seiten der Gleichung 3.9 iiberein. U
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Die iibrigen beiden Sétze des Kapitels sind wiederum dem Artikel [9] entnommen und
die Beweise weiter ausgefiihrt.

Satz 3.9: Seiy € G, C eine Copula derart, dass das Produkt BC BC auf [0, 1]? integrierbar
ist und fiir alle z € [0, 1] gelte

0<a<y(zr)<p<+o0,

dann gilt fiir 7,, Kendalls 7 der transformierten Copula, im Vergleich zum 7 der Ur-
sprungscopula C,

<147

52

Bew.: Zum Beweis schauen wir uns die Definition von Kendalls 7 an
T = 4/ C(u,v)dC(u,v) — 1.
[0,1]2

Mit Hilfe von Satz (3.8) ldsst sich dies umschreiben als

T_4<-—//—cuv C’(u,v)dudv)—l
—1—/ / 9 Cu,v) C(u,v)dudv.

Fiir 7,, Kendalls T der transformierten Copula C.,, bedeutet dies:

1 1 o o
T, =1-— 4/ / a—va(u,v)—Cv(u,v)dudv

L / /1 20, (u,v) UCZ§;7]g)dudv,

denn die partielle Ableitung von C,, nach der ersten Variablen gilt

D 2 . ~ Y(a )B%C(v(a)ﬁ(b))
8:{:0“/( 7b) - 81’7 (C(7< )77([)))) - ( C(’Y((I),’Y(b))))

und analoges fiir die partielle Ableitung nach der zweiten Variablen. Die Substitution
u = ~y(a) und ihre Entsprechung fiir die andere Ableitung liefern besagte Gleichheit.
Nun kommt der Ungleichungskette 0 < a < ~/'(z) < 8 < 400 Bedeutung zu. Diese gilt
nach Voraussetzung fiir alle © aus dem Intervall [0, 1] und, da jedes v € G eine Bijektion
auf dem Intervall [0, 1] ist, impliziert sie

1
— < 3.11
~ < (3.11)

1
Yy ) T B
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So gelangen wir schnell zu den gewiinschten Abschétzungen:

1 20, (u,v) £C (u,v)
7. =1- Y dudv
=11 / 7 (Clw, o)

1 80 u,v)=C,(u,v
21—4// A )ay A )dudv
0

1
:1—@—1—5 // 8x (u,v) C’(u,v)dudv

T—1
=1+—
und
o) 0
<O (u,v)=C,(u,v
1y //am y(u,v) 5,05 ( )dudv
32
T—1
— 14— 7

Satz 3.10: Sei v € G und gelte 0 < a < 7/(z) < f < oo fiir alle x € [0, 1], dann gilt
fiir p,, Spearmans p der transformierten Copula C.,, und deren Verhéltnis zum p der
Ausgangscopula C

p+3
G o3Sm st

Bew.: Zum Beweis schauen wir uns hier die Definition von Spearmans p einer Copula C'

an.
1,1
p:12//0(u,v)dudv—3
o Jo

Fiir p,, Spearmans p der transformierten Copula C., erhalten wir

1 1
b, — 12/ / C. (i, ) diidi — 3

/ / ngvz )( D) vy (@)dads — 3

‘12/ / o 1<1u> ';}Ew))d“d“‘?”

dabei nutzen wir im letzten Schritt die Substitutionen u = y(u) und v = y(0).
Nach Voraussetzung gilt wieder fiir x € [0, 1] die Ungleichungskette

0<a<~(x)<p<+oo,
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folglich gelten auch die Ungleichungen (3.11). Die Kette impliziert zudem, da ~ eine
Bijektion auf dem Intervall [0, 1] ist, fiir die Ableitung der Umkehrabbildung auf demselben
Intervall die Ungleichungen

1 1
— < =
=0 =
Aus diesen lisst sich nun, weil v~'(0) = 0 gilt, folgern, dass fiir x € [0, 1] gilt:
T T
Syl <= 3.12
L@t (3.12)

So kommen wir nun zu den Abschitzungen

—1
7 (C(u,v))
—12// dudv — 3
o V(v Hu))y vl(v))
(3.11) 1
< 12//7 (C ) g — 3
2
(3.12) 10(““)
2 12//

dudv — 3

und

1
_12// 71( ““)3 dudv — 3
o V(v H(u) 7 (v))
(3.11) 1
S 12//7 C ) dudo — 3
(3.12) 1C(uv)
> 12// dudv — 3

:$+__3

die es zu beweisen galt. 0
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Kapitel 4

Gewinnung einer Copula

Beim praktischen Umgang mit mehrdimensionalen Daten ist es zumeist so, dass die zu-
grunde liegende Verteilung und auch die beschreibende Copula nicht bekannt ist. Deshalb
ist es wichtig sich mit Moglichkeiten vertraut zu machen, um zu einer Menge von Daten
eine Copula zu finden, die die Abhéingigkeiten gut beschreibt.

4.1 Die empirische Copula

Eine relativ simple Moglichkeit, um aus einer Stichprobe mit 2-dimensionalen numerischen
Daten eine beschreibende Copula zu gewinnen, basiert auf dem Konzept der empirischen
Abhangigkeitsfunktion. Das Konzept geht auf eine Arbeit von Deheuvels [5] zuriick.

Wir greifen auf die Definition und Darstellung bei Nelsen [28] (vgl. S. 176) zuriick und
versuchen das Konzept an einem Beispiel zu verdeutlichen.

Definition 4.1: Fiir eine Stichprobe {(zy,yr)}?—, mit (zx,yx) € R? zweier stetiger Zu-
fallsvariablen X und Y mit Stichprobengréfie n bezeichnet man die Funktion

o (z j) _ Anzahl der Paare (2k, yi) der Stichprobe mit x;, < x;) und yp < yg)
"\n'n) n

als empirische Abhdingigkeitsfunktion. Dabei bezeichnen ;) bzw. y;) mit 1 < 1,7 < n die
Ordnungsstatistik der Stichprobe.

Die empirische Abhéngigkeitsfunktion wird in der Literatur auch haufig als empirische
Copula bezeichnet. Sie ist allerdings nur auf einem 2-dimensionalen Gitter definiert und
somit keinesfalls eine Copula. Im Regelfall laft sich C, aber zumindest zu einer Copula
fortsetzen. Bei der Fortsetzung C,, von C,,, die durch C,, (0,0) := 0,

c, (0, l) =0 fiir j =1, ...,

n
c, (Qo) — 0 fiiri=1,..n,
n

und
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definiert ist, handelt es sich um eine Subcopula, sofern es fiir die z; und y; klare Rangfolgen
gibt, also x(;) < wy1) und y) < Y4 fiir alle 1 <4, 5 < n —1 gilt. Genau in diesem Fall
gilt fiir die Rander

Ch

- 7 ) = Anzahl der x;, < z(; 1
) n n

und

& <1 l) _Anzahl der y;. <y

_ _J
n n

Geerdet ist die Funktion C, offensichtlich unabhsngig von der Stichprobe. Ebenso allge-

mein ist
L (5) e (52) e (52 e (3)
n'n n'n n'n n'n

fiir alle 0 < 41 < ip < nund 0 < 77 < jJ2 < n nichtnegativ, denn der Term lésst sich
anschaulich durch

Anzahl der Paare (xy,y) mit 24,y < 2 < 2, und yg,) < ok < Y(jy)

n

beschreiben, wobei (o) und y o) durch (z@y — 1) baw. (yq) — 1) definieren.

Nach Lemma 1.6 lisst sich diese Subcopula dann durch Interpolation zu einer Copula
C fortsetzen. Abbildung 4.1 soll die Konstruktion verdeutlichen. Ausgehend von einer
kleinen Stichprobe von nur zehn Punkten, die in der linken Grafik eingezeichnet sind,
werden die Gitterpunkte in der rechten Grafik konstruiert. Links sind durch jeden dieser
Punkte zwei Linien gezogen, die die beiden Achsenabschnitte kennzeichnen. Durch diese
Linien und die beiden Achsen entstehen Rechtecke. Der Anteil der Stichproben-Punkte,
die innerhalb oder auf dem Rand eines solchen Rechteckes liegt, liefert uns nun den Wert

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

=
.;’:%:,’;"";':'.i
ST
7

—————————————————————————————————————————————————————

———————————————————————————————————————————————————

0 2 4 6 8 10 12

Abbildung 4.1: Stichprobe (I.) mit Umfang n = 10 und die daraus konstruierte Copula (r.)
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des entsprechenden Gitterpunktes.

Das Konzept lisst sich problemlos auf den n-dimensionalen Fall iibertragen. Die resultie-
rende Copula ist aber bereits im Zweidimensionalen zumeist sehr kompliziert und kann
nicht zusammenhéingend angegeben werden. Deshalb ist es oft sinnvoller mit Hilfe theo-
retischer Uberlegungen einfachere Copulas auszumachen, die die Verteilung der Daten
wiederspiegeln kénnten.

4.2 Anpassungstests

4.2.1 Test parametrischer Familien

Bezeichnet Cy(u,v) eine spezifische parametrische Familie von Copulas mit § € © C R?
und ist (X, Y) ein zweidimensionaler Zufallsvektor mit unbekannter Copula C'(u,v), dann
ist es von grofem Interesse verifizieren zu kénnen, ob C(u,v) zur Familie Cy(u, v) gehort
und eventuell das zugehorige 6 zu bestimmen. Von Dobric und Schmid [7] wird dieses
Problem unter anderem mit Hilfe des x2-Tests in Angriff genommen.

Ausgangspunkt ist eine Stichprobe mit n unabhingig identisch verteilten Beobachtungen
(x;,y;) fiir i € {1,--- ,n} des Zufallsvektors (X,Y). Wird nun angenommen der Vektor
folge der Copula Cjy einer bestimmten parametrischen Familie, so wird die Nullhypothese

Hy : C(u,v) = Cy(u,v) fiir 0 € ©

getestet werden.

Fiir das Testverfahren wird eine Zerlegung des Einheitswiirfels [0, 1]? bendtigt. Im ein-
fachsten Fall wird hierzu ein regelmifbiges Gitter iiber dem Wiirfel platziert. Wir folgen
dem Vorgehen von Dobric und Schmid [7] und nutzen die Aufspaltung in r - s Rechtecke
identischer Grofe, die wir durch

1 1
Bz’jZ: (Z ,z}x<j 7§:| fﬁrie{l’...’r}’je{17...73}

r r S

definieren. Auf dieser Basis werden die Groken

pij(0) == Py[(U,V) € B;;] = / dCy(u,v) firie {1,---,r},7€{1,---,s}
Bij
bestimmt. Der Wert p;;(6) bezeichnet also die Wahrscheinlichkeit, dass in einem zufilligen
Zustand der Zufallsvektor (U, V') aus zwei U|0, 1]-verteilten Zufallsvariablen U und V mit
der gemeinsamen Copula Cy im Rechteck B;; liegt.

Es werden nun zwei Félle betrachtet:

1. Fall: Die Randverteilungen Fx und Fy sind bekannt. In diesem Fall kann man aus
der Stichprobe {(x;,y;)|1 < i < n} leicht eine Stichprobe der zugehorigen Copula C
generieren. Dazu wird die einfache Transformation

(ug,v3) = (Fx(z;), Fy (y;)) fir 1 <i<n
genutzt. Nun kann mit Hilfe der Werte
Nij i= #{(w;, v;)|1 < i < n} N By
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die fiir beliebiges 6 die zugehorige Chi-Quadrat-Statistik

szp Z Z npw 0))

n
i=1 j=1 p”

bestimmt werden. Es wird versucht dies fiir 6 = 6 zu tun. Dabei bezeichnet 6 den
Minimum-Chi- Quadrat-Schdtzer. Dieser ist implizit durch die Gleichung

2
Xemp(0) = min Xomp(0)

definiert. Es handelt sich also einfach um den Wert aus dem Parameterraum, der den
Wert der Statistik minimiert.
Sind die Regularitdtsbedingungen (vgl. [15])

LY Y py(0) =1, fir € ©
2 pw(e) >C>O’ fiir 7 € {1’ 7T}7j S {17 78} und 0 € ©

3. 885%09) fir k,l e {1,---,d}

4. Die Matrix D(0) = ‘

dp“ 9) H hat vollen Rang, also Rang d.

erfiillt, so ist die asymptotische Verteilung von Xgmp(é) fiir ein gegen unendlich strebendes
n eine Chi-Quadrat-Verteilung mit r-s—1—d Freiheitsgraden, also x%_; . Eine y2-verteilte
Zufallsvariable zeichnet sich durch die Verteilungsfunktion der Form

z ph/2-1,-1/2
F(z) = / Ty e (O

aus.
In der Praxis ist dieserr erste Fall nahezu unbrauchbar, da in der Regel nicht nur die
zugrunde liegende Copula, sondern auch die Randverteilungen unbekannt sind. Somit
dient er vor allem als unsere Grundlage fiir die Betrachtung des Falles mit unbekannten
Randverteilungen.

2. Fall: Die Randverteilungen F'x und Fy sind unbekannt.

Ui = FX,n(Xz) llIld ‘71 = FY,n(YD fur Z - {1, . n}

Dabei seien die Funktionen FX,n und Fym wie folgt definiert:

ﬁX,n( . Zl{x <z} und Fyn . Zl{y<y}.

Offensichtlich ergibt sich, sofern X; # X; und Y; # Y fiir i # 7,

i _ Rang des Wertes X; unter den Beobachtungen Xi,---, X,

i =

n
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r=s 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0 X 154 | 24,0 | 350 | 480 | 63,3 | 80,1 | 99,0 | 119,0 | 142,0 | 167,0 | 193,1
Var(x?,,) || 315 | 47,2 | 67,5 | 102,3 | 125,7 | 160,8 | 187,4 | 228,0 | 2654 | 300,7 | 3784
o 0 343 | 343 | 341 [340 [339 [337 336 |334 |332 [330 |3,29

Var(0) 002 |0,02 002 [002 [002 [002 [002 [002 [002 [002 [0,02

a=1% 13% | 13% | 1,0% | 1,3% | 1,3% | 1,0% | 0,9% | 0,7% | 0,5% | 08% | 0,5%
o =5% 58% | 4,7% | 4,6% | 5,6% | 5,0% | 52% | 4,6% | 44% | 4,3% | 3,7% | 3,7%
a=10% || 10.9% | 9.7% | 9.5% | 11.2% | 10.8% | 9.9% | 8.9% | 85% | 8.9% | 7.9% | 8.5%

Tabelle 4.1: Resultate zu Aufbau la (Frank-Copula)

und

Rang des Wertes Y; unter den Beobachtungen Y7,--- Y,
- .

‘A/i:

Die Zufallsvariablen U und V sind in der Regel nicht unabhéngig, aber ihre gemeinsame
Verteilung auch nicht durch die Copula C'(u,v) gegeben.
Nun definiert man analog zum ersten Fall:

Ny o= #{(t;, ;)1 < i < n} N By

die zugehorige angepasste Chi-Quadrat-Statistik

szp Z Z ( — NPij (9>>

=1 j=1 npl] )

mit 6, dem Minimum-Chi-Quadrat-Schitzer fiir {2, .

Im zweiten Fall bauen die Klassenhaufigkeiten auf (Ul, V;) und damit auf der Rangordnung
der X; und Y; auf. Dies impliziert, sofern die Zufallsvariablen X und Y stetig sind, fast
sicher, dass zwar die Klassenhaufigkeiten Nij nicht a priori bekannt sind, aber zumindest
die Rinder 3", N;; und > N,;. Ist die Stichprobengrofe n durch s bzw. durch r teilbar,
so gilt

~ 1 a 1
Nii=n-=fiirje{l,---, s} bzw. Nij=n-=firie{l,---,r)
E j=mn- firg { s} bzw Z j=n-—firi { r}

i=1 j=1

Damit erhélt man als asymptotische Verteilung von )ngp(é) fiir ein gegen unendlich stre-
bendes n eine Chi-Quadrat-Verteilung mit r-s —(s+r—1) —d=(r—1)(s—1) —d
Freiheitsgraden.

Der angepasste y?-Test bei unbekannter Randvertelungen

Wir werden nun analog zum Vorgehen von Dobric und Schmid den angepassten Chi-
Quadrat-Test geméf des zweiten Falles durchfiihren, also fiir unbekannte Randverteilun-
gen. Wir simulieren dazu mehrere verschiedene einparametrische Familien archimedischer
Copulas.
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Zum Aufbau des Tests: Die Stichprobengrofe betrigt jeweils n = 2500 und fiir jedes Zu-
fallsexperiment werden N = 2000 Wiederholungen durchgefiihrt. Die Kantenldngen der
B;; sind, wie beschrieben regelméfig, also gleich 1/r bzw. 1/s Fiir jede Durchfithrung

wird nun {2(6) berechnet und die Hypothese Hy verworfen sofern 32(6) > ¢, wobei ¢ das
(1—a)-Quantil der Chi-Quadrat-Verteilung mit (r—1)(s—1)—1 Freiheitsgraden darstelle.

Aufbau I (Die Familie der Frank-Copulas) Als erstes testen wir die Nullhypothese
Hy : C(u,v) = Cy(u,v) mit € (—oo,00) \ {0},

wobei Cy die zweidimensionale Frank-Copula zum Parameter 6 bezeichne. Als Ausgangs-
daten werden nun also 2000 mal jeweils 2500 Punkte gemaf einer solchen Copula simuliert.
Wie in |7] wihlen wir als Parameter § = 3,45. Nun werden numerisch fiir fest gewihlte
7 und s die 2000 Minimum-Chi-Quadrat-Schiitzer 6 zu den einzelnen Stichproben ermit-
telt. Bs wird also zu jeder Stichprobe der Schitzer § gewihlt, der X2, minimiert. Die
zugehorigen Resultate sind in zwei Tabellen zusammengefasst:

a) In Tabelle 4.1 sind die Werte fiir r = s € {5,6,--- , 15} gelistet.

b) In Tabelle 4.2 sind die Werte fiir s € {5,6,--- ,15} und konstantes r = 10 gelistet.
In den Zeilen ‘1%’, ‘6%’ und ‘10%’ findet sich dabei die Ablehnungsquote, fiir den Fall,
dass das 99%-, 95%- bzw. 90%-Quantil heran gezogen wird.

Aufbau II (Die Familie der Clayton-Copulas) Aufbau II unterscheidet sich vom
ersten vor allem durch die betrachtete Familie. Wir testen nun die Hypothese

Hy : C(u,v) = Cy(u,v) mit € [-1,00) \ {0}.

Diesmal bezeichnet Cy die Clayton-Copula mit Parameter 6. Die getesteten Daten wurden
entsprechend einer Clayton-Copula mit Parameter § = 2 erzeugt.
In Tabelle 4.3 sind die entsprechenden Werte fiir die Félle r = s € {5,6,--- , 15} gelistet.

Aufbau III (Die Familie der Ali-Mikhail-Hag-Copulas) Nun wollen wir diesen
Test auch fiir die AMH-Copulas durchfiihren. Wir testen also wiederum die Nullhypothese

Hy : C(u,v) = Cy(u,v) mit 6 € [—1,1),

s 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0 Cop 352 | 444 52,0 | 61,7 | 71,0 | 79.8 | 89,0 | 97,9 | 1065 | 1154 | 124,6
Var(xZ,,) || 64,1 | 833 109,1 | 120,3 | 1354 | 152,0 | 176,8 | 190,1 | 2064 | 229,1 | 241,9
9 0 342 |34 3.4 339 [338 |337 |337 |336 |33 |33 |333
Var(f) 0,02 | 0,02 002 [002 |002 |002 |002 [002 [002 |0,02 |0,02

a=1% 08% [09% [10% ] 08%[09%09% |1,2% | 1,1% |08% | 09% | 1.0%

a=5% 45% [ 53% | 45% | 49% | 45% | 46 % | 54 % | 45% | 3,7% | 47 % | 43 %

a=10% 96 % [ 103% | 98% | 93% [ 89 % | 93% | 957% | 98 % [ 9,0% | 94 % | 9,5 %

Tabelle 4.2: Resultate zu Aufbau Ib (Frank-Copula)
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r=s 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0 X 15,5 24,0 | 354 476 | 62,5 | 78,7 | 97,3 | 117,0 | 138,7 | 162,0 | 187,5
Var(x?,,,) || 33,1 192 | 69,9 91,0 | 121,2 | 151,9 | 196,0 | 232,2 | 289,0 | 338,0 | 393,6
9 0 1,99 1,98 | 1,96 1,95 [ 194 [192 |191 |[1,80 |18 |1,87 | 185
Var(f) 0,01 0,01 | 0,01 0,01 |00l |00l |00l |001 |001 [001 |o001
a=1% 15% [14% [ 11% |09% | 1,1% ] 0,7%0,7%]09%09%]04% | 08%
o =5% 69% |56% | 47% |42% |38% |43% |42% | 32% | 30% | 29% | 2,5%
a=10% || 118% |98% | 109% |88% | 90% | 7.9% | 84% | 66 % | 64% | 59% | 5,0%

Tabelle 4.3: Resultate zu Aufbau Il (Clayton-Copula)

wobei Cy nun eine AMH-Copula bezeichnet.

Fiir Tabelle 4.4 wurde die Stichprobe entsprechend einer AMH-Copula mit Parameter
0 = 0,5 erzeugt und dann fiir r = s € {1,--- , 15} getestet.

Fiir Tabelle 4.5 wurden Stichproben entsprechend AMH-Copulas mit verschiedenen Wer-
ten fiir den Index p; erzeugt, also zu verschiedenen Parametern 6. Konkret erzeugen wir
7up € {—0,2+0,1klk = {0,--- ,6}} bzw. zu § € {340 328 139 5I7 719 8891 g,

: e ' ; 5007 1000 “? 500’ 1000’ 1000’ 1000
zugehorigen Copulas. Getestet wird jeweils mit » = s = 10.

Aufbau IV (Die Familie der Gumbel-Hougaard-Copulas) Wir erzeugen nun elf
Stichproben zur Gumbel-Hougaard-Copula mit Parameter § = 4 und untersuchen die
Nullhypothese

Hy : C(u,v) = Cp(u,v) mit 6 € [1,00),
fir r=se€ {5,---,15}
Aufbau V (Die angepasste Frank-Copulas) Nun betrachten wir neben den be-

kannten einparametrigen Copulas eine Transformierte. Genauer die Transformation einer
Frank-Copula, die in Kapitel 3 als C,, eingefiihrt wurde. Sie hat die Form

679u -1 s 6701) -1 g %
(el (e [==]) ) )
Wir erhalten so praktisch eine zweiparametrische Familie von Copulas. Die von uns er-

zeugte Stichprobe folgt der Copula mit Parametern 8 = 2,5 und ¢ = 3, 34. Wir testen die
Nullhypothese

Hy : C(u,v) = Cg,6)(u,v) mit § € (—o00,00) \ {0} und § € [1,00).

0(9,5) (u, U) = *% In {1+ (679 —1)exp

r=s 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0 Cop 15,3 240 | 350 | 48,0 62,9 80,2 | 99,1 | 1195 | 143,1 | 168,0 | 195,0
Var(xZnp) || 30,2 16,6 | 68,0 | 938 1294 | 156,6 | 1922 | 230,0 | 268,9 | 3294 | 369,3
o 0 0,50 0,50 | 049 | 0,49 0,49 049 | 049 | 049 | 049 0,49 0,48

Var(f) 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 0,00 [000 |000 |0,00 0,00 0,00

a=1% 12% 109% [ 10% [08% | 11% [15%108% | 08% |08% ]09% |08%
o =5% 52% [ 50% | 48% | 47% | 51% |[48% |52% | 37% | 47 % | 5,1 % | 5,2%
a=10% | 106% |96% | 96% | 108% | 105% | 9,7% | 98 % | 89 % | 10,1 % | 10,0 % | 9,9%

Tabelle 4.4: Resultate zu Aufbau llla (AMH-Copula)
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Ps -0,2 -0,1 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4

0 -0,698 | -0,323 | 0,000 | 0,278 | 0,517 | 0,719 | 0,889
O Xemp 80,2 80,1 80,1 |80,2 | 79,7 80,0 80,5
Var(x2,,,) || 156,7 | 1655 [ 150,0 [ 1542 [ 163,9 | 152,9 [ 164,9
o 0 -0,68 | -0,32 0,00 | 0,27 | 0,51 0,71 0,88
Var(f) 0,01 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 0,00
a=1% 1,0% | 1,1% [08% | 0,7% [ 1,0% | 1,0% | 1,4%
a=5% 49% | 52% | 48% |50% |53% |55% | 50%
a=10% 94 % | 106% [ 90% | 99% | 10,1 % | 10,0 % | 10,9%

Tabelle 4.5: Resultate zu Aufbau Illb (AMH-Copula)

Es ist zu beachten, dass nun eine x2-Verteilung mit (r —1)(s — 1) — 2 Freiheitsgraden zur
Bestimmung der Quantile verwendet werden muss.

Giite des Yy?-Tests

Die Ablehnungsraten, die bei den einzelnen Tests ermittelt wurden, liegen in den meis-
ten Féllen tatsdchlich im zu erwartenden Bereich. Es ist allerdings festzustellen, dass fiir
eine steigende Anzahl von Rechtecken, also mit wachsendem Produkt r - s die Ableh-
nungsquote sinkt. Einen Sonderfall stellen die Ergebnisse zu Aufbau V dar. Hier fillt die
Ablehnugsquote fir das 99%-Quantil systematisch zu hoch aus. Dies ist wahrscheinlich
damit zu begriinden, dass fiir jeden Aufbau zur Ermittlung der Schitzer Intervallschach-
telungen durchgefiihrt wurden. Im eindimensionalen ist dies, trotz fehlender Monotonitit,
relativ problemlos méglich. Ab dem zweidimensionalen Fall kann dies aber zu hiufigeren
und deutlicheren Fehlern fiihren. Die Ergebnisse mit diesem Verfahren wiren wohl noch
schlechter ausgefallen, wenn die Startwerte nicht so nah an den tatsichlichen Werten ge-
setzt, worden wéren.

Mit Hilfe eines Kerndichteschitzers kann man verdeutlichen, wie genau die Verteilung der
Xemp €iner x*-Verteilung entspricht.

Kerndichteschitzer Wir berechnen zum Aufbau II, also fiir eine Clayton-Copula mit
0 = 2, speziell fiir r = s = 10, den Kerndichteschéitzer zur Bandbreite b = 130 unter
Verwendung des Epanechnikov-Kerns k(t) = 2(1 — ¢*)I[_; 3j(¢) nach der Formel

() =%gk<t_b“’])

r=s 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0 Cop 14,6 23,3 32,7 | 44,3 | 56,8 | 70,5 | 86,4 | 102,5 | 120,7 | 1394 | 159,6
Var(xZnp) || 39,5 85,9 1338 | 198,1 | 324,9 | 357,6 | 471,3 | 494,3 | 666,8 | 867,0 | 905,7
o 0 3,04 3,92 390 | 387 |38 |38 |38 |37 |377 |374 |372
Var(f) 0,02 0,01 001l |00l |002 |00l |002 |[001 |002 |002 [0,02
a=1% 16% [43% [30% |33% |32% |3.1% |32% [25%20% |21%]19%
o =5% T1% |79% |54% |66% |60% |61% |4,7% |40% |3,7% | 35% | 3,0%
a=10% || 11,7% | 11,7 % | 83% | 93% | 83% | 8% | 59% |50% |48% | 42% | 39 %

Tabelle 4.6: Resultate zu Aufbau IV (Gumbel-Hougaard-Copula))
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r=s 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0 oy 133 | 21,3 | 30,7 | 41,6 | 538 | 66,7 | 81,3 | 97,7 | 1148 | 132,2 | 151,7
Var(x?,,) || 540 | 93,5 | 179,3 | 2355 | 343,3 | 432,3 | 534,2 | 720,0 | 872,0 | 1034,7 | 11258
o 0 232 229 [ 232 [237 |237 | 243 | 248 [250 |254 | 259 | 264
Var(0) 0,53 | 048 | 0,48 |052 |053 | 056 | 060 |0,63 |063 |063 | 064
6 6 338 | 337 [333 (330 [328 [324 [320 |317 |314 [310 |3,07
Var(9) 0,12 | 0,10 | 0,10 | 0,11 |o011 |o0,12 | 0,2 | 013 |0,13 | 0,13 | 0,12
a=1% 5.0% | 2,7% | 3.4% | 3,7% | 3.6% | 2,8% | 3.1% | 2.8% | 2,7% | 2,1% | 2,1%
a=5% 6,8% | 5,8% | 6,8% | 6,2% | 5,5% | 4,9% | 4,8% | 4,1% | 4,1% | 3,1% 2,9%
a=10% 9.8% | 8,6% | 8,7% | 84% | 7,5% | 6,5% | 6,1% | 4,9% | 52% | 4,0% 3,9%

Tabelle 4.7: Resultate zu Aufbau V (angepasste Frank-Copula)
Dabei betrachten wir die n = 2000 )szp—Werte als Stichprobenwerte 1, - - - , £9999. In der

Abbildung 4.2 ist dieser Kerndichteschdtzer mit durchgéngiger Linie eingezeichnet. Die
gestrichelte Linie in der Grafik beschreibt den Verlauf der Dichte einer x2-Verteilung mit
80 Freiheitsgraden. Es wird deutlich, wie genau beide iibereinstimmen.

AMH-Copula gegen Frank-Copula Um zu zeigen, wie zuverliissig es der y2-Test
ermoglicht, zu erkennen, dass eine bestimmte Copula einer Stichprobe nicht zu Grunde
liegt, testen wir nun Mischungen von zwei Copulas. Als Beispiel wihlen wir die Familien
der AMH- und der Frank-Copulas. Wir mischen jeweils Copulas mit identischem Korre-
lationskoeffizient pg, erzeugen eine Stichprobe auf Basis dieser Mischung und testen ob
dieser Stichprobe eine AMH-Copula zugrunde liegt.
Wir testen also die Nullhypothese

Hy : C(u,v,\) = Cy(u,v),

fiir die Familie der AMH-Copulas Cy und die Copula

Cu,v,A) = (1= X)Cy, (u,v) + ACy, (u,v) fiir X € {0, 1%k fiir k € {1,--- ,10}},

1 1 1

f(x)
0.000 0.005 0.010 0015 0.020 0.025 0.030 0.035
1

1 1

1

20 40 60 80 100 120

X

Abbildung 4.2: Ein Kerndichteschétzer der Dichte der Test-Statistik fiir Aufbau Il (durchgezo-
gen) und die Dichte einer x3-Verteilung (gepunktet)
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Ablehnungsrate

Abbildung 4.3: Ablehnungsquoten fiir die Mischung von Frank- und AMH-Copulas

wobei Cj  die Frank-Copula bezeichnet und 6 und 64 so gewihlt sind, dass

ps(Con) = ps(Cy,.)-

Das Ergebnis fiir das 95%-Quantil sehen wir in Abbildung 4.3. Es ist festzustellen, dass
sich die beiden Copulas im Fall p = 0,2 bzw. p = 0,3 zu &hnlich sind, um bei der
gegebenen Stichprobengrofe unterscheidbar zu sein. In den iibrigen Féllen ist der Test
durchaus in der Lage die falsche Hypothese zu verwerfen.

4.2.2 Die Rosenblatt-Transformation

Eine Alternative zum Vorgehen im vorigen Abschnitt beim Durchfiihren eines Anpas-
sungstests besteht darin die gegebenen Daten entsprechend der angenommenen Verteilung
zu einer Gleichverteilung zu transformieren und danach mit dem y2-Test auf Unabhin-
gigkeit zu priifen.

Die Idee findet sich z. B. in der Arbeit von Diebold et al. [6]. Sie wird aber schon bei
Rosenblatt [30] erwdhnt. Zur folgenden Definition vgl. Breyman et al. [3].

Definition 4.2: Sei X = (X3, Xy, -+, X,,) ein Zufallsvektor mit absolut stetiger Vertei-
lungsfunktion Fx(x1,xa,- - ,x,). Seien

G1(z1) :=Fi(z1) = P(X; < x1)=Verteilungsfunktion von X,
Go(1, 12) =Fyi(x2]71) = P(Xy < 22| Xy = 771)
=bedingte Verteilungsfunktion von X, fiir gegebenes X;

Gn(xlv e 7xn) ::Fn|1,2,---,n71($n|x17 o 7xn—1) - P(Xn S In|X1 =T1," " aXn—l = xn—l)
=bedingte Verteilung von X,, fiir gegebene Xy bis X,,_;

Die Transformation T definiere einen zweiten Zufallsvektor Z durch 7, := G1(X4), Z3 :=
Go( X1, X3), -+, Zn = Gn(X1, Xs, -+, X,,). Sei also T(X) = Z. Diese Transformation
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der Zufallsvariablen X nennt man Wahrscheinlichkeitsintegral- Transformation oder nach
Murray Rosenblatt, der einen der ersten Artikel [30] iiber sie verdffentlichte, Rosenblatt-
Transformation.

Der Nutzen der Rosenblatt-Transformation liegt darin, dass die durch den neuen Zu-
fallsvektor Z gegebenen Zufallsvariablen 7, Zs,--- , Z,, wie wir sehen werden, allesamt
gleichverteilt auf dem Einheitsintervall und untereinander unabhéngig sind. Dies gibt uns
die Moglichkeit standardméafig auf Gleichverteilung zu priifen.

Lemma 4.3: Sei X ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit absolut stetiger Verteilungs-
funktion und sei Z = T(X) die Rosenblatt-Transformierte, dann sind die Zufallsvariablen
2y, Zy, -+, Zn unabhéngig und jeweils gleichverteilt auf dem Intervall [0, 1].

Bew.: Wir werden nun mittels Induktion iiber die Dimension n zeigen, dass der Zufalls-
vektor Z = T'(X) auf dem n-dimensionalen Einheitswiirfel [0, 1]" gleichverteilt ist.

Der Induktionsanfang ist klar. Ist X eindimensional, also eine stetige Zufallsvariable, so
entspricht die zugehorige Verteilungsfunktion der Transformierten und diese ist somit
gleichverteilt auf dem Intervall [0, 1].

Sei nun fiir jeden n-dimensionalen Zufallsvektor mit absolut stetiger Verteilungsfunktion
die zugehdrige Transformierte gleichverteilt auf dem Einheitswiirfel [0, 1]", so gilt fiir einen
(n + 1)-dimensionalen Zufallsvektor X, mit der Rosenblatt-Transformierten Z:

P(Z; <z;1<i<n+4+1)=P(T(Xy, - ,Xy) €[0,21] x -+ x[0, 2], Znt1 < Zp+1)

(
((Xh ) ) € T—l([OVZl] X oo X [07Zn])7Zn+1 < Z?L-H)

P(Zn—i-l S Zn+1|X1 =T, 7Xn = xn)Pn(dxla e 7dxn)
Tt

/ Zni1 Pp(dxy, -+ dxy)
-1

- Zn—l—lP((Xh T 7Xn) S Tn_l)
=21 P(T( X1, , X,) €0,21] X -+ x [0, 2,])

= tpiitn L.

Wobei T,71 :=T71([0, 2] x - -+ x [0, 2,]) und P, := PX1Xn gind.
Z ist also gleichverteilt auf dem Einheitswiirfel und die Komponenten Z,--- , Z, sind
unabhéngig und jeweils gleichverteilt auf [0, 1]. O

Diese Transformation wollen wir nun, wie in [10] geschehen, auf Copulas iibertragen:
Fiir den absolut stetigen Zufallsvektor X sind die eindimensionalen Randverteilungen
allesamt stetig. Nach dem Satz von Sklar existiert also genau eine Copula C' mit

Fx(l’l, Lo, - 7xn) = C(FXl (131), FX2(I2)7 U 7FXn('I”))'
Allgemein ist jede n-Copula eine n-dimensionale Verteilungsfunktion, deren eindimensio-

nalen Randverteilungen alle Gleichverteilungen auf [0, 1] sind. Das heift zur Copula C
existieren U|0, 1] verteilte Uy, Uy, - - - , U,, derart, dass C' ~ (Uy,--- ,U,).
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Im Weiteren bezeichne C;(uq, -+ ,u;) := C(uqg, -+ ,u;, 1,-++ 1) firalle: =1,2,--- ;n—1
die i-dimensionale Randverteilung F(y, v,,... v,). Entsprechend wird

Cn(“lau%"' 7un) = C(U1,U2>"' ,Un)

gesetzt. Nun betrachten wir die bedingten Verteilungen von Uy zu gegebenen ersten k£ — 1
Komponenten von U. Fiir k = 2,--- , n lassen sich diese durch

Cr(ur|ur, -+ sup—1) = Fu oy v, (U1, -+ ug)
O (u, - ,Uk)/ak_lckq(ul,“' ,U—1)
N 8u1 cee 8uk,1 0u1 cee auk,1

ausdriicken. Fiir eine konsistente Schreibweise setzen wir auferdem Cj(up) := wu;. Nach
Lemma 4.3 ist (Cy(uy), Co(ugluy), -+, Cp(up|uy -+ ,un—1)) gleichverteilt auf dem Ein-
heitswiirfel [0, 1]™.
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Kapitel 5

Algorithmen

5.1 Erzeugen archimedischer Copulas

Im Folgenden werden wir die sechs Algorithmen zum Erzeugen von archimedischen und
verschachtelten archimedischen Copulas betrachten, die A. J. McNeil im Artikel [26] vor-
stellt. Wir zeigen jeweils, dass sie die gewiinschten Ergebnisse liefern.

5.1.1 Der symmetrische Fall

Der erste Algorithmus ist auch gleichzeitig der wichtigste, da er das Simulieren im sym-
metrischen Fall ermoglicht und dariiber hinaus einige der tibrigen Algorithmen auf diesen
zuriickgreifen. Er hat die folgende Form:

1. Algorithmus zum Erzeugen einer archimedischen Copula

1.

Erzeuge eine Zufallsvariable Y zur Verteilungsfunktion G mit Laplace-Stieltjes-
Transformierter ¢!

Erzeuge U|0, 1]-verteilte Zufallsvariablen Vi,---  V,, die voneinander unabhingig
sind.
Setze (Uy, -+, Uy) = (¢—1 (‘%) ! (_m(yvd)))

Es ist leicht zu zeigen, dass der so konstruierte Vektor (Uy, - - -, Uy) tatséchlich geméf der
archimedischen d-Copula mit Erzeuger ¢ verteilt ist.
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P (o) + -+ p(ua))
= Cp(uy, -+, uq).

Zum Beweis der Gleichheit (') nutzen wir die Tatsache, dass Y gemif G verteilt ist; zum
Beweis von (x?), dass die Zufallsvariablen V; unabhiingig sind, und fiir Gleichheit (*?),
dass die Verteilung G die Laplace-Stieltjes-Transformierte von ¢~ ist.

5.1.2 Verschachtelte archimedische Copulas

Der zweite Algorithmus dient zum Erzeugen einer einfachen verschachtelten Copula der

Form

03(U1,U2,U35 P15 902) = Cm(Uh C@z(umug))-

2. Algorithmus zum Erzeugen einer archimedischen Copula

1.

Erzeuge eine Zufallsvariable Y zur Verteilungsfunktion (G; mit Laplace-Stieltjes-
Transformierter ;.

Erzeuge eine U|0, 1]-verteilte Zufallsvariablen V.

Erzeuge mit dem ersten Algoritmus den Zufallsvektor (V5, V3) entsprechend der ar-

chimedischen Copula mit Erzeuger ¢; (-, Y) = @y 0 ]! (—%)

Setze (Uy, Uy, Us) := (sofl (—ln(yv”) o7t (—IH(YV”> 1! (——ln(y%’)»-

Auch hier kénnen wir schnell nachrechnen, dass der Algorithmus die gewiinschte Vertei-
lung erzeugt. Dabei nutzen wir, wie auch bei den Beweisen der folgenden Algorithmen,
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die vereinfachende Notation FY (z) fiir e=#:@)Y,

P(Uy Sy, Uy Sug) = P (Vi < 72007 1) < emnt (Y 1 < emr()Y)

— [PV B ).V < FY (). Vo £ B (w)lY = 3) dGi ()
0

o0

P (Vi < F (u)]Y =y) P (Vo < FY (ug), Vs < FY (us)|Y = y) dGy(y)

FY (1) Copy o) (FY (u2), FY (u3))dG1 (y)

o0

Ff/(ul)Fiy © sz (u2,us3)dG(y)

*
—

[l %
S— — —

I%

N1 (ur) + @1 0 Cy,y (un, ug))

1 (ub C<P2 (u27 U3))

I
‘GQ ﬁl

Die Gleichheit (x!) gilt, da der Vektor (V5, V3) unabhiingig von V; konstruiert wird. Beim
nichsten Schritt wird ausgenutzt, dass (13, V3) eine Copula mit Erzeuger ¢;2(+;y) ist
und zur Erklirung von Gleichheit (x*) reicht das Wissen, dass F} o ;' die Inverse zum
Erzeuger ¢;2(-,y) ist und somit die Gleichungskette

Coratean (FY (2), Y (u3)) = 0130 ) (1,212, 1) + 912(15,9)
— 1(u2) —1 l(us)
= oor* (wmowrt () 4 gy ot (DY)

Y
= Fly e} C@Q(U27U3)-
gilt.

Der folgende Algorithmus dient demselben Zweck, wie der vorherige. Allerdings wird bei
diesem auf einen Riickgriff auf den ersten Algorithmus verzichtet.

3. Algorithmus zum Erzeugen einer archimedischen Copula

1. Erzeuge eine Zufallsvariable Y; zur Verteilungsfunktion (G; mit Laplace-Stieltjes-
Transformierter ;.

2. Erzeuge eine Zufallsvariable Y, zur Verteilungsfunktion Go(-, Y1) mit Laplace-Stieltjes-
Transformierter ¢75(+, Y1) = exp (—Yip1 095 ').

3. Erzeuge unabhéngige U[0, 1]-verteilte Zufallsvariablen V;, Vo, V3.
4. Setze (Uy,Us, Us) := (@Il (——1“(YY1)> o <——ln§?)) 2 <——ln(y53)>)-

Fiir den Beweis verwenden wir hier die verkiirzenden Bezeichnungen

Py_,(-) == P(-|Y =y) und Py,—,(:) := P(-|Y; = y,; fiir alle i € M).

iceM
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So konnen wir nun schreiben:

PU <, Uy ) = P (V) et ), < emenm ) < omen(ma2)

Py, V1 < P (uy), Vo < Fy?(up), Vs < FQYQ(U3)) dGy(y1)

1%
\

*:/ [P (V2 P ) Vo < B ), Va < B 1) 46 i 1) G ()

ze{l 2}

2 /0 /0 FY (uy) FY () Y (u3)dG (o3 1) dGh ()

4
k
= C3(U1,U27U3§901,<P2)-

Fiir die Schritte (+') und (x?) nutzen wir die Verteilung von Y; und Y5, fiir Schritt (x%)
die Tatsache, dass die V; unabhiingig und U[0, 1]-verteilt sind. Die letzte Gleichheit (x*)
folgt aus Satz 2.25.

Den Fall vierdimensionaler Copulas der Form C, (Cy,(u1,us), Cp,(us, us)) soll nun der
vierte Algorithmus abdecken.

4. Algorithmus zum Erzeugen einer archimedischen Copula

1.

P(Ulguh'"vUnSun):

Erzeuge eine Zufallsvariable Y zur Verteilungsfunktion G; mit Laplace-Stieltjes-
Transformierter ;.

. Erzeuge mit dem ersten Algorltmus Vi, Vo) entsprechend der archimedischen Copula

mit Erzeuger ¢ 5(-,Y) = @20 ¢ -

Erzeuge mit dem ersten Algomtmus Vs, V entsprechend der archimedischen Copula

ln

(Vi 1)
(-5
(Vi 1)
(-

mit Erzeuger ¢ 35(-,Y) = @30 ¢y

Zur Definition von (U, Us, Us, Uy) setze Us == 7! ( lng,VU) fir i € {1,2,3,4).

( <e —p1(u1)Y V<6 <,01U2YV<€ <p1(u;)Y>
00

Py, (Vi < FY (w) i € {1,2,3,4})dG (y)

o0

C

w1,2(-

) (FY (1), FY (u2)) Cpy 5. (FY (ug), FY (4))dG1 (y)

e}

FY 0 Cy, (w1, uz) FY 0 Cpy (us, ua)dG(y)

= C‘Pl C<P2(u17u2) C@S(u37u4))'

1%

I|%
c\c\c\ g

Dabei nutzen wir bei Schritt (') aus, dass die Vektoren (V4, V3) und (V3, V;) unabhiingig
voneinander nach der Copula mit Erzeuger ¢ 2(;Y) bzw. ¢y 3(+;Y") konstruiert wurden.
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Bei Schritt (%?) nutzen wir, dass, wie wir schon im Beweis zum zweiten Algorithmus
gezeigt haben, die Gleichung

Os01,2(-,y)(F1y(u1)> Fly(UQ)) = Fly o CSDQ (ub UZ)
und analog dazu

0@1,3('724)(F1y(u3)7 Fly(u4)) = Fly © 0503(“37 U4)

gilt. Nun wenden wir uns den beiden Algorithmen zum Erzeugen verschachtelter Copulas
beliebiger Dimension zu. Der erste Algorithmus ist rekursiv. Er greift also auf sich selbst
und in der letzten Stufe auch auf Algorithmus 1 zuriick.

5. Algorithmus zum Erzeugen einer archimedischen Copula

1. Erzeuge eine Zufallsvariable Y zur Verteilungsfunktion G; mit Laplace-Stieltjes-
Transformierter ;.

2. Erzeuge eine U[0, 1]-verteilte Zufallsvariable V.

3. Erzeuge (Va,---,Vyy1) entsprechend der verschachtelten archimedischen Copula
Ca (va, -+ Va1 012(5Y), a5 YY)

4. Zur Definition von (Uy,--- ,Uyy) setze U; := @7 ! (—%) firie {1,--- ,d+1}.

PUi<wuj:i€{l,--d+1})=P(V; < F¥(u;) :i € {1,--- ,d+1})
= [T Pris w)sie 1+ 1)aG()

i /OOO F1y(U1)Cd (Fly(u2)7 - ,Fly(udJrl);(pLQ(.;y)’. .. ,901,d(-;y))dG(y)

*2
= C’<,01 (Ul,Od (u27 crt L, Udy1s P2, 0 0 7()061)) :

Zum Beweis der Gleichheit (') verweisen wir auf die Unabhingigkeit qua Konstruktion
von V; von den restlichen V;, fiir (x?) greifen wir wiederum auf Satz 2.25 zuriick.
Der letzte Algorithmus erzeugt nun dieselbe Copula ohne Rekursion.

6. Algorithmus zum Erzeugen einer archimedischen Copula

1. Erzeuge eine Zufallsvariable Y] zur Verteilungsfunktion G; mit Laplace-Stieltjes-
Transformierter ;.

2. Erzeuge fiir k € {2, -+ ,d} jeweils eine Zufallsvariable Y}, zur Verteilungsfunktion
Gr(+; Yi—1) mit Laplace-Stieltjes-Transformierter

%:il,k(', Yi_1) = exp (_kal(;pkfl o 90;;1(')) :
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3. Erzeuge unabhéngige U[0, 1]-verteilte Zufallsvariablen Vi, -+ V.

4. Zur Definition von (Uy, -+ ,Ugy1) setze U; == ¢; ! ( In ‘7/1)> fir i € {1,---,d} und

Ugs1 = ;" (-—ln(‘;‘;“))

PU; <uj:i€{l,--,d+1}) =PV, < FYi(u) i€ {1, ,d},Vay1 < F)Y(ugs1))

B / Pycy (Vi S FYi(w) v € {1, d}, Varr < F)*(ugs1))dGy (y1)

B / / Py{lyé} (Vi < FYi(w) 1i € {2, ,d}, Vayr < F)*(ug1))dGa(ya; y1)dG1(y1)
1€

= / / P Ho V < FYi(w) i€ {2, ,d}, Vagr < Fy*(ua1))dGa(ya; ya—1) - - - dG1(y1)
ieq{1,-

*: / c / F1y1 (ul) e Fé/d(ud)ng(ud_,_l)de(yd; yd—l) . dG1(y1)
0 0
= Cor (ur, Ca (ug, -+ Ugy1; P2, Pd))

Wir nutzen zunichst in (x!) wieder die Unabhingigkeit der V; und die ihnen zugrunde
liegende Gleichverteilung aus und verweisen dann fiir (*?) auf Satz 2.25.

Mit diesen sechs Algorithmen ldsst sich eine grofe Zahl von Copulas simulieren, allerdings
nur, falls zu den gewiinschten Erzeugern ¢; auch die zugehorigen Verteilungsfunktionen
G;=LS™! [goi_ 1} bekannt sind. Fiir einige oft behandelte Familien archimedischer Copu-
las ist das natiirlich der Fall (vgl. Hofert [17]):

In der Spalte G = L [p~!] sind fiir stetige Verteilungsfunktionen zu Clayton- und Gumbel-
Copula die Verteilungen aufgefiihrt. Dabei bezeichnet I' die Gammaverteilung und S die
a-Stabil-Verteilung. Ist die Verteilung von G fiir eine Familie diskret, so findet man in
der entsprechenden Spalte fiir alle natiirlichen Zahlen mit den p; die zugehorigen Mas-
sefunktionen von G. Das Invertieren einer Laplace-Stieltjes-Transformation ist aber ein
Problem, das sich nicht allgemein 16sen ldsst.

’ Famile \ ) \ o(t) \ G=LS" o] ‘
Frank (0, 00) —1In <ee:99t__11> pr=15(l—ec* keN
Ali-Mikhail-Haq | [0,1) In @) pr=(1—0)0""1 keN
Clayton (0,00) (-1 I'(31)

Gumbel [1,00) In(1 — 01n(t)) S(3,1, (cos(zﬁ? 0)9, 0;1)
Joe [1,00) | =In(1—=(1—=8)%) | pp = (=) (4°), keN
Tabelle 5.1: Verteilungen der LS~ [¢™!] zu ausgewahlten Familien archimedischer Copulas
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5.2 Numerisches Invertieren der Laplace-Transformierten

Hofert [16] etabliert durch Betrachtung des Produktes ¢ (L[F|(t)) fiir eine Verteilungs-
funktion F' mit F'(0) = 0, iiber die Gleichungskette

£(LIF)(8) —t/ (a2 x—t/ / dF (u
/ / te~td P (u / / tet dd F (1)
= [ etz arw = [ etara)

einen Zusammenhang zwischen der Laplace- und der Laplace-Stieltjes-Transformierten
von F'. Die Gleichungen basieren auf einfachen Umstellungen und fiir (%) auf der Verwen-
dung des Satzes von Fubini-Tonelli (vgl.[23]). Gilt also p~!(t) = LS[F](t), so gilt ebenso
o~ (t) = t(L[F](t)) und damit auch F(z) = (L7 (p~(t)/t))(z) fiir € [0,00). Dies
ermoglicht uns durch numerisches Invertieren der Laplace-Transformation auch fiir die
meisten archimedischen Copulas relativ schnelle Algorithmen zu finden um die Copulas
zu simulieren. Besonders bei der Simulation einer durch Transformationen angepassten
archimedischen Copula ist dies hilfreich, da in einem solchen Fall selten die Verteilungs-
funktion F' bekannt ist.

Es wurden mittlerweile schon mehr als 100 verschiedene Algorithmen zum Invertieren der
Laplace-Transformation entwickelt. Die Algorithmen, die sich iiber die Jahre durchgesetzt
haben, lassen sich laut Abate und Valko [1] in vier Kategorien einteilen. Sie basieren auf

1. der Verdnderung des Integrationsweges des Bromwich-Integrals,
2. der Kombination von Gaver-Funktionalen,

3. der Laguerre-Funktionen-Entwicklung oder

4. der Fourier-Reihen-Entwicklung.

Es gibt einige vergleichende Studien, die jeweils einige wenige dieser Algorithmen unter
die Lupe nehmen. Zu nennen sind da z. B. die schon etwas &lteren Artikel von Davies und
Martin [4], Narayanan [27] und Duffy [8]. Von Hofert [16] werden einige Algorithmen auf
Prézision und Laufzeit getestet in seiner ausgezeichneten Dissertation [17] stellt er vier
vor, unter anderem den Gaver-Wynn-Rho-Algorithmus.

5.2.1 Gaver-Wynn-Rho-Algorithmus
Ausgangspunkt des Gaver-Wynn-Rho-Algorithmus ist die Gleichung

fla) = [ i s,y = i [ (i) (61)

n—oo 0

die wir fiir eine beschriankte Funktion f und eine Folge (9,,(-; x))nen von Dichten, die fiir
jedes fest gewihlte = € (0,00) gegen den Massepunkt z konvergiert, mit Hilfe des Satzes
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von der beschrénkten Konvergenz erhalten. Gaver [13] wihlt als Dichte-Folge

3ty s = (2 )alo) (1 = exp(d(a)))” exp(-nd(oy) (5.2

I (R E [ I

mit d := @ Bei 0,,(-, ) handelt es sich um die Dichte der (n + 1). Ordnungsstatistik
einer Stichprobe mit Umfang 2n von Exp(d(x))-verteilten Zufallsgréfsen. Die zweite Dar-
stellung, die einfach aus exp(—In(2)¥%) = exp(In(2))7¥/* = (%)y/x folgt, hilft uns beim
Beweis der gewiinschten Konvergenz:

Die Stirling-Formel besagt, dass fiir n — oo die asymptotische Gleichheit n! & /27n (g)n
gilt. Damit gilt auch ”(an) = \/§22". Fiir z = y ergibt sich fiir

5ol ) = ﬂ%@ G)" _ \/g¥ e

Fiir z # y existiert ein ¢ € (0,1) mit (1 - (%)y/x> (%)y/z = ¢ und so gilt

4
n o In(2 n nln(2
y; )y = \/;22” i ) ( ) = \/;—a: )c" — 0.

Die gewihlte Folge ist somit fiir unsere Zwecke geeignet.
Durch die Berechnung des Integrals aus Gleichung (5.1) mit den so gewéhlten Dichten in
der ersten von Gleichung (5.2) erhalten wir die sogenannten Gaver-Funktionale

=10

o) i= (2 Yata) [ 0) (1= expl=don)" exp(-ni(ehdy i n € .

Dies lasst sich leicht umformen:

(" )at) [~ 5w (Z (1) -2 texpl=d(al) ) (exp(—d(x)y))" dy
(% )atw) [ s (Z (1)1 et k)d(a:)y))) 0

= ()i 3 (1) [0 by ot

= (Bt o0 () 10+ e (5.4)
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Um fiir j € {1,--- ,n} das j. Gaver-Funktional zu berechnen, nutzen wir eine Rekursion:
Fiir £ € Ny und [ € N sei

(k+1)!

Iy = M= 1)1 / f()(Lexp(—d(z)y))* exp(—ld(x)y)dy fiir z € (0, 00).

Es gilt also fiir [ € N

ot = G | F) 3 exp(=do) expl(—1d(e)o)dy

~ ld(z) / 1) exp(~d(z)y)dy
— ld(x)L[f) ().

Mit Hilfe einer Darstellung geméf (5.4) ldsst sich die Relation

k k
IkJ = (1 - 7) Ik,l—l - Tjk—l,l—i-l fir k € Nal S \ {1}

beweisen.

Wir kénnen nun die Werte der I iterativ berechnen. Um das n. Gaver-Funktional zu
erhalten, gilt es I,, ,,(x) zu bestimmen. Dazu benétigen wir Iy, fiir I € {n,---,2n} und I}
firk e {1,--- ,n}, 7 €{n,---,2n—k}. Bei dieser Form der rekursiven Berechnung ergibt
sich ein Problem. Wie Gaver |13] zeigte, konvergieren die Gaver-Funktionale, wenn sich
die Funktion f in eine Taylor-Reihe entwickeln ldsst, nur logarithmisch gegen f. Somit ist
es sinnvoll den Algorithmus zu beschleunigen.

Wynn [33] setzt bei der Beschleunigung der Konvergenz auf den p-Algorithmus, eine nicht-
lineare Transformation. Der p-Algorithmus basiert auf der Thiele-Interpolation.

Pro =0, pr1 =y fiir k € {0,--- ,n},
T — Thol
Pkl ® = Prt1i—2 + PRl fir ke {2, ,n+1}tundle{0,--- ,n—k+1}
Pki-1 — Pk+1,1—1

Die rekursive Definition von pj; lésst sich nun nach py;_; auflésen. Fiir £ = 0 ergibt sich
dann

0 — Li—1 .
Pol-1 = P1i— 1+—furl€{2,---7n+1}.
Po, . — P1,-2

Setzt man nun fiir eine Funktion g noch xg = x und yo = g(z), so kann die Gleichung zur
rekursiven Berechnung von g(z) genutzt werden. Die Formel liefert nun nach zweimaligem
Einsetzen

r — I

9(x) =yo = po1 = P11+ prp
(@) P12+ s — P10

+ —
P1,3 P0.4— p12 P1,1

dies ldsst sich nun beliebig tief fortfiihren. Wird dieser Verschachtelungsprozess nach n-
maligem Einsetzen gestoppt und ist n eine ungerade Zahl, so nennt man die entstandene
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Interpolations-Funktion Tielsche Interpolationsformel. Sie interpoliert die Funktion g an
den Punkten zy,---,z,. Auberdem gilt lim, .. g(x) = ponie2, denn fir x — oo gilt
r—xp = x —a fir alle k,1 € {1,---,} und trotz der rekursiven Definition der p;; sind
samtliche in der Verschachtelung genutzten p;; von x unabhingig.

Die Anwendung des p-Algorithmus auf die Gaver-Funktionale liefert uns den Gaver-Wynn-
Rho-Algorithmus. Hofert verweist auf die Arbeit von Abate und Valko [1], in der diese
Form der Konvergenz-Beschleunigung unter den getesteten Verfahren am besten abschnei-
det. Dort wird die Empfehlung ausgesprochen beim Einsatz des Algorithmus auf eine
ausreichende Lénge der Mantisse von mindestens 2, 1M Stellen zu achten.

Die nachfolgende explizite Form ist bereits auf unsere Bediirfnisse, also das Invertieren
einer Laplace-Stieltjes-Transformierten £LS(G) = ¢! zugeschnitten.

Gaver-Wynn-Rho-Algorithmus
1. Wahle ein M € 2N — 1.
2. Setze ¢ :=In(2).

3. Initialisiere eine (M + 1) x 2M-Matrix A = (a;;) und eine M x (M + 1)-Matrix

4. Fiihre nun fiir beliebiges x € (0, 00) folgende Schritte aus:

(a) Setze ayy =~ (&) fir k € {1, ,2M}.

(b) Berechne nun sukzessive

k k
ajr:= |1+ j_—l Aj—1k — j_—laj—l,k—&-l

firje {2, M+1yundke{j—1,---,2M —j+1}.

(C) Setze bj71 ;=0 und bj,? = Q415 fllI'j € {]_, tee ,M}

(d) Berechne nun sukzessive b;j, := bj41 -2+ Mﬁ firke{3,--- ,M+1}
und j € {1,--- , M — k+2}.

(e) Berechne nun F/(z) := by ar 1.

Benjamin-Philip Lamers



LITERATURVERZEICHNIS 85

Literaturverzeichnis

[1]

2l

131

4]

[5]

[6]

17l

18]

19]

[10]

[11]

[12]

J. Abate and P. P. Valké. Multi-precision Laplace transform inversion. International
Journal for Numerical Methods in Engineering, 60:979-993, 2004.

S. Bernstein. Sur les fonctions absolument monotones . Acta Mathematica, 52(1):1—
66, 1929.

W. Breymann, A. Dias, and P. Embrecht. Dependence structures for multivariate
high-frequency data. Quantitative Finance, 3:1-14, 2003.

B. Davies and B. Martin. Numerical inversion of the Laplace transform: a survey
and comparison of methods. Journal of Computational Physics, 33:1-32, 1979.

P. Deheuvels. La fonction de dépendence empirique et ses propriétés. Un test non
paramétrique d’indépendence. Acad. Roy. Belg. Bull. Cl. Sci., 65(5):274-292, 1979.

F. X. Diebold, T. Gunther, and A. S. Tay. Evaluating density forecasts, with appli-
cations to financial risk management. International Economic Review, 39:863 — 883,
1998.

J. Dobric and F. Schmid. Testing of goodness of fit for parametric families of co-
pulas: Application to financial data. Communications in statistics/ Simulation and
computation, 34:1053-1068, 2005.

D. G. Duffy. On the numerical inversion of Laplace Transform: comparison of three
new methods on characteristic problems from applications. ACM Transactions on
Mathematical Software, 19:333-359, 1993.

V. Durrleman, A. Nikeghbali, and T. Roncalli. A simple transformation of copulas.
Groupe de Recherche Opérationnelle, Crédit Lyonnais, working paper, 2000.

P. Embrechts, A. J. McNeil, and D. Straumann. Correlation and dependence in risk
management: properties and pitfalls. In M.A.H. Dempster (Hrsg.): Risk Manage-
ment: Value at Risk and Beyond. Cambridge Univ. Press, Cambridge, 2002.

W. Feller. An Introduction to Probability Theory and Its Applications, volume II.
John Wiley & Sons, New York, 1971.

W. Feller. An Introduction to Probability Theory and Its Applications. John Wiley
& Sons, New York, 1971.

Benjamin-Philip Lamers



86

Transformation archimedischer Copulas

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

27]

28]

D. P. Gaver. Observing stochastic processes and approximate transform inversion.
Operations Research, 14:444-459, 1966.

C. Genest and R. J. MacKay. Copules archimédiennes et familles de lois bidimensio-
nelles dont les marges sont données. The Canadian Journal of Statistics, 14(2):145—
159, 1986.

P. E. Greenwood and M. S. Nikulin. A Guide to Chi-Squared Testing. Wiley-
Interscience, N. Y., 1996.

M. Hofert. Sampling Archimedean copulas. Computational Statistics and Data Ana-
lysis, 52:5163-5174, 2008.

M. Hofert. Sampling Nested Archimedean Copulas with Applications to CDO Pricing.
Dissertation, Universitat Ulm, 2010.

W. Hoffding. Malsstabinvariante Korrelationstheorie. Schriften des Mathematischen
Seminars und des Instituts fiir Angewandte Mathematik, Universitdt Berlin, 5:181—
233, 1940.

H. Joe. Multivariate Models and Dependence Concepts. Chapman & Hall, London,
1997.

W. P. Johnson. The Curious History of Faa di Bruno’s Formula. American Mathe-
matical Monthly, 109(3):217-234, 2002.

M. Junker and A. May. Measurement of Aggregate Risk with Copulas. Econometrics
Journal, 8(3):428-454, Dezember 2005.

C. H. Kimberling. A Pobabilistic Interpretation of Complete Monotonicity. Aequa-
tiones mathematicae, 10:152-164, 1974.

K. Koénigsberger. Analysis 2. Springer, Berlin, 2004.

E. L. Lehmann. Some concepts of dependence. Ann. Math. Stat., 37(5):1137-1153,
1966.

D. D. Mari and S. Kotz. Correlation and Dependence. Imp. College Press, London,
2001.

A. J. McNeil. Sampling Nested Archimedean Copulas. Journal of Statistical Com-
putation and Simulation, 78(6):567-581, 2008.

G. V. Narayanan and D. E. Beskos. Numerical operational methods for time-
dependent linear problems. International Journal for Numerical Methods in FEn-
gineering, 18:1829-1854, 1982.

R. B. Nelsen. An Introduction to Copulas. Lecture Notes in Statistics 139. Springer,
N.Y., 1999.

Benjamin-Philip Lamers



LITERATURVERZEICHNIS 87

[29] D. Pfeifer and J. Neslehova. Modeling and Generating Dependent Risk Processes for
IRM and DFA. ASTIN Bulletin, 34(2):333-360.

[30] M. Rosenblatt. Remarks on a multivariate transformation. The Annals of Mathema-
tical Statistics, 23:470-472, 1952.

[31] B. Schweizer and A. Sklar. Probabilistic Metric Spaces. North-Holland, Amsterdam,
1983.

[32] D. Widder. The Laplace Transform. Princeton University Press, Princeton, 1946.

[33] P. Wynn. On a Procrustean technique for the numerical transformation of slowly
convergent sequences and series. Mathematical Proceedings of the Cambridge Philo-
sophical Society, 52(4):663-671, 1956.

Benjamin-Philip Lamers



88

Transformation archimedischer Copulas

Abbildungsverzeichnis

1.1
1.2

2.1
2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

4.1
4.2

4.3

Wy (u,v) im 3D-Diagramm (1.) bzw. im Isolinien-Diagramm (r.) . .. . .. 14
Ms(u,v) im 3D-Diagramm (l.) bzw. im Isolinien-Diagramm (r.) . .. . .. 14
Zum Beweis von Satz 2.16 . . . . . ... 0oL 35
Isolinien-Diagramm zur Dichte der zweidimensionalen Frank-Copula mit

Parameter § = —5 (links) bzw. mit Parameter § = 5 (rechts). . . . . . . . . 38

Isolinien-Diagramm zur Dichte der zweidimensionalen Gumbel-Hougaard-
Copula mit Parameter § = 1,1 (links) bzw. mit Parameter § = 3 (rechts). . 39
Isolinien-Diagramm zur Dichte der zweidimensionalen Gumbel-Copula mit

Parameter 6 = 0, 3 (links) bzw. mit Parameter § = 0,8 (rechts). . .. . .. 40
Isolinien-Diagramm zur Dichte der zweidimensionalen Ali-Mikhail-Haqg-Copula
mit Parameter § = —0,5 (links) bzw. mit Parameter § = 0,5 (rechts). . . . 41
Isolinien-Diagramm zur Dichte der zweidimensionalen Clayton-Copula mit
Parameter § = —0,5 (links) bzw. mit Parameter § = 2 (rechts). . . .. .. 42
Isolinien-Diagramm zur Dichte der zweidimensionalen Joe-Copula mit Pa-
rameter § =5 (links) bzw. mit Parameter § = 15 (rechts).. . . . . . . . .. 42

Stichprobe (1.) mit Umfang n = 10 und die daraus konstruierte Copula (r.) 64
Ein Kerndichteschitzer der Dichte der Test-Statistik fiir Aufbau IT (durch-

gezogen) und die Dichte einer y3,-Verteilung (gepunktet) . . . . . ... . . 71
Ablehnungsquoten fiir die Mischung von Frank- und AMH-Copulas . . . . 72

Benjamin-Philip Lamers



TABELLENVERZEICHNIS 89

Tabellenverzeichnis

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7

5.1

Resultate zu Aufbau Ia (Frank-Copula) . . . . . .. ... ... ... .. 67
Resultate zu Aufbau Ib (Frank-Copula) . . . . . . ... .. ... ... ... 68
Resultate zu Aufbau II (Clayton-Copula) . . . . .. . ... ... ... ... 69
Resultate zu Aufbau IIla (AMH-Copula) . . . . ... ... ... ... ... 69
Resultate zu Aufbau IIIb (AMH-Copula) . . . . . . .. .. ... ... ... 70
Resultate zu Aufbau IV (Gumbel-Hougaard-Copula)) . . . . .. ... ... 70
Resultate zu Aufbau V (angepasste Frank-Copula) . . . .. .. ... ... 71

Verteilungen der £S5 ! [¢™!] zu ausgewihlten Familien archimedischer Co-
pulas . . .. 80

Benjamin-Philip Lamers



