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1 Einleitung

Wir betrachten ein Finanzmarktmodell mit einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum,
endlich vielen Handelsperioden und endlich vielen risky Assets. Desweiteren betrachten
wir Derivate, dessen Auszahlungen sich durch Amerikanische oder Européische Claims
darstellen lassen.

Im zweiten Kapitel betrachten wir die Moglichkeiten solche Claims in unserem Finanz-
marktmodell bei Arbitagefreiheit zu bewerten. Dazu blicken wir zun&chst auf die Menge
der arbitragefreien Preise eines Claims. Das sind die Preise, die im Gleichgewichtszustand
eines transparenten, markteffizienten Finanzmarktes realisiert werden konnten.

Wir stellen fest, dass hedgebare Claims einen eindeutig bestimmten arbitragefreien
Preis besitzen. Insbesondere kann man zu diesem Preis eine Superhedge Strategie finan-
zieren. Mit einer Superhedge Strategie kann sich der Verkiufer des Claims gegen jede
mogliche Forderung des Kéufers absichern.

Fiir einen nicht hedgebaren Claim stellen wir fest, dass sich die Menge der arbitrage-
freien Preise durch ein reelles Intervall darstellen ldsst. Die obere Intervallgrenze bildet
dabei den minimalen Preis, zu dem sich eine Superhedge Strategie finanzieren lésst. Die-
ser Preis zdhlt nicht zu den arbitragefreien Preisen.

Desweiteren gibt es einen Prozess, fiir den minimalen Preis, zu dem eine Superhedge
Strategie fiir einen Claim finanzierbar ist. Dieser Prozess heift upper Snell envelope.

Wir fragen uns nun was passiert, wenn in diesem Finanzmarkt die Menge der Han-
delsstrategien begrenzt wird. Das konnte zur Folge haben, dass die Hedgestrategien eines
Claims nicht mehr zuléssig sind. Oder allgemeiner konnte sich der minimale Preis zu-
dem eine Superhedge Strategie noch finanzierbar ist nach oben verschieben. Desweiteren
verliert die upper Snell envelope ihre Aussagekraft als Prozess des minimalen Preises,
zu dem eine Superhedge Strategie finanzierbar ist, da sie die Unzuléssigkeiten einiger
Handelsstrategien nicht beriicksichtigt.

Daher ist es unser Ziel eine Modifizierung der upper Snell envelope zu entwickeln,
die den minimalen Prozess angibt, zu dem eine zuléssige Superhedge Strategie fiir einen
Claim finanzierbar ist.

Dazu werden wir im dritten Kapitel zundchst die Menge der zuléssigen selbstfinanzie-
renden Handelsstrategien & auf eine Weise modellieren, die uns im vierten Kapitel eine
giinstige Charakterisierung der Arbitragefreiheit in & ermdoglicht.

Anschliefend nutzen wir diese Charakterisierung der Arbitragefreiheit als Vorausset-
zung von Theorem(5.9), welches uns eine Bedingung fiir die Existenz einer uniform Doob
decomposition liefert.

Dann fiithren wir die upper Qg-Snell envelope ein und zeigen durch Theorem(6.14),
dass dieser Prozess eine uniform Doob decomposition besitzt.
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Dadurch kénnen wir in Theorem(7.2) zeigen, dass die upper Qg-Snell envelope von H
der Prozess des minimalen Preises ist, zu dem eine Superhedge Strategie fiir einen Claim
finanzierbar ist.

Im zweiten Abschnitt des siebten Kapitels wollen wir das Risiko eines Derivates be-
stimmen.

Die Motivation dazu liegt darin, dass der Preis zu dem ein Claim vollstdndig abgesichert
werden kann, in der Regel kein arbitragefreier Preis ist. Erst recht dann nicht wenn die
Menge der Handelsstrategien restringiert ist. Bietet man das Derivat also zu solch einem
Preis in einem transparenten, markteffizienten Finanzmarkt an, so wird er sich dort nicht
halten koénnen.

Wir werden die Differenz aus dem Verkaufspreis und den méglichen Forderungen des
Kéufers eines Derivates durch die Zufallsvariablen auf L*°(Q,§, P) darstellen und als
Profitfunktionen bezeichnen.

Wir werden insbesondere das convex risk measure p® betrachten, dass uns den Betrag
angibt, um den wir eine Profitfunktion erh6hen miissten, damit sie vollstdndig und ohne
zusétzliche Kosten durch eine zuldssige selbstfinanzierende Handelsstrategie abgesichert
ist. Dieser Betrag stellt das Risiko der Profitfunktion dar.



2 Einfiihrung des Finanzmarktmodells
ohne Restriktionen

In diesem Kapitel fiihren wir zunichst das Finanzmarktmodell ein, das wir in dieser
Diplomarbeit behandeln werden. Wir modellieren zunéchst nur den Finanzmarkt ohne
restringierte Handelsstrategien, geben einen Uberblick iiber die Eigenschaften von Han-
delsstratgien und charakterisieren die Existenz von Arbitragemoglichkeiten. Dazu bewei-
sen wir das No-Arbitrage Theorem(2.11) fiir den Einperiodenfall. Auferdem betrachten
wir Amerikanische und Européische Claims, als Darstellung der mdoglichen Auszahlungen
eines Derivates. Insbesondere betrachten wir dabei die Menge der arbitragefreien Preise
und die Kosten einer Superhedge Strategie eines abdiskontierten Claims.

Es sei noch bemerkt, dass die Multiplikation zweier Vektoren X = (Xi,...,Xy) und
Y=(Y,...,Yy) mitdeNals XY = Zle X, - Y; zu verstehen ist. Desweiteren sei in
der Regel mit |- | die Euklidische Norm gemeint.

2.1 Das Finanzmarktmodell ohne restringierte
Handelsstrategien

Wir betrachten ein diskretes Finanzmarktmodell mit d + 1 Assets und einem Handels-
zeitraum [0, 7], wobei d und T natiirliche Zahlen seien. Die Assetpreise sollen zu den
Zeitpunkten t € {0,...,T} zufillig neu bestimmt werden und die Anfangspreise zum
Zeitpunkt 0 bekannt sein. So sei der Preis des i-ten Assets durch einen positiven, re-
scheinlichkeitsraum (€2, §, (St)te{o,...,T}a P) fn(;delliert, wobei o trivial und §r = § sel.
Fiir i =1,...,d + 1 seien die Prozesse (S;).cqo,.. 7} adaptiert an (§¢)eqo,..,1}-

Wir schreiben S; = (S?, ;) = (SY,S},...,5¢) fiir den Vektor der Assetpreise zum
Zeitpunkt ¢.

Abdiskontierte Assetpreise

11111

positiv P-f.s. und schreiben (Xf)te{ow,’;p} = (Sg/S?)te{o,‘..,T} fiir den abdikontierten
Preisprozess des i-ten Assets. Mit X; = (1, X;) = (1, X}, ..., X?) bezeichnen wir den
Vektor der abdiskontierten Assetpreise zum Zeitpunkt ¢.

Bemerkung. Die Multiplikation zweier Vektoren X = (X1,...,Xg) undY = (Y1,...,Yy)
mit d € N sei durch XY = Zle X;-Y; erklart und mit |-| ist in der Regel die Euklidische
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Norm gemeint.

selbstfinanzierende Handelsstrategien

Definition 2.1. Eine Handelsstrategie € ist ein R4t -wertiger, vorhersehbarer, stochas-

tischer Prozess &, = (€9,&) = (€2, ¢}, ..., &) auf (,F, (St)eqo,.. 1}, P), wobei & fiir die
Anzahl des i-ten Assets im Portfolio zum Zeitpunkt t steht.

Definition 2.2. Es sei & eine Handelsstrategie. Der durch Vo = &, - Xo und V; = &, - X
firt e {1,...,T} definierte Prozess V' heifit abdiskontierter Werteprozess der Handelss-

77777

Definition 2.3. Eine Handelsstrategie & heifit selbstfinanzierend, falls X, &, = X, 'Et—l—l
fir jedes t € {1,...,T — 1} gilt.

Bemerkung 2.4.

1. FEine Handelsstrategie ist selbstfinanzierend bedeutet, dass wihrend des Handelszeit-
raums kein Kapital hinzugefiigt oder entnommen wird.

2. Auperdem ist eine Handelsstrategie € genau dann selbstfinanzierend, wenn ihr Wer-
teprozess V' der Summe aus Periodengewinne und Anfangskapital entspricht. Das
heifit Vi = Vo + S by (X — Xp1) fiir alle t € {1,...,T}.

3. Wichtig ist auch, dass zu einem Anfangskapital Vo und einem vorhersehbaren, d-
dimensionalen Prozess § genau ein vorhersehbarer Prozess &9 existiert, so dass
€ = (€°,¢) eine selbstfinanzierende Handelsstategie mit Anfangskapital Vo bildet.

4. Da Fo trivial ist, sind die Handelsstratigien, wm Falle T = 1, durch die Vektoren
des RH1 gegeben.

2.2 Arbitragemoglichkeiten

Definition 2.5. Fine Selbstfinanzierende Handelsstrategie heifit Arbitragemdéglichkeit,
wenn ihr Werteprozess V' die Bedingungen Vo < 0, Vp > 0 P-f.s. und P[Vp > 0] > 0
erfillt.

Den folgenden Satz werden wir spéter unter Lemma(4.7) auf den Finanzmarkt mit
restringierten Handelsstrategien zuschneiden.

Satz 2.6. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:
1. Es gibt eine Arbitragemdglichkeit.

2. Es existierent € {1,...,T} und ein vorhersehbarer, Re-wertiger Prozess €, so dass

ft(Xt — Xt—l) >0 P—f,S. und P[£t<Xt — Xt—l) > 0] > 0. (21)
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3. Es gibt t € {1,...,T} und einen beschrankten, vorhersehbaren und Re-wertigen
Prozess &, der (2.1) erfillt.

4. Es gibt eine Arbitrageméglichkeit € = (£°,€), so dass & beschrinkt und dessen An-
fangskapital Vo = 0 ist

Beweis. Der Beweis ist der gleiche, wie in Lemma(4.7), wenn wir fiir & einfach die Menge
aller vorhersehbaren, R%wertigen Prozesse nehmen ist dort 1. = 2. = 3. = 4. = 1.
gezeigt. O

Die Menge der dquivalenten Martingalmalie P

Definition 2.7. Ein Wahrscheinlichkeitsmaff P auf (Q,§) heifit dquivalentes Martingal-
majf, wenn es dquivalent zu P ist und wenn jeder abdiskontierte Assetpreisprozess ein
JB—Martmgal ist.

Es bezeichne P die Menge der dquivalenten Martingalmafe.

Bemerkung 2.8. Im Fall T =1 ist ein 2u P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafs P
genau dann ein dquivalentes Martingalmafl, wenn es die Gleichung E[X1 X0l =0
erfillt. Weil §o trivial ist, ist Xo P-f.s. konstant und E[X1 | §o] = E[X1]. Daher sind
die Aussagen dquivalent.

Proposition 2.9. Fs sei Q ein Wahrscheinlichkeitsmaf, das auf o trivial ist und es gelte
Eq[| X]] < oo fiir jedes t € {0,...,T}. Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent.

1. Q ist ein Martingalmapf.

2. Der Werteprozess jeder beschrinkten, selbstfinanzierenden Handelsstrategie ist ein
Q-Martingal.

8. Fiir den Werteprozess V' einer beliebigen, beschrinkten, selbstfinanzierenden Han-
delsstrategie gilt: Eq[Vr] = Vp.

Beweis. Ein Beweis steht in [1] unter Proposition 5.15. O

Proposition 2.10. Es sei n € N und C sei eine nicht leere konvere Teilmenge des R™
in der der Nullvektor nicht enthalten ist. Dann gibt es ein 7 € R™ mit

n-x>0Vaeel und Fxg€C:n-x9>0.
Beweis. Ein Beweis steht in [1] unter Proposition A.1. O

Theorem 2.11. Das Finanzmarktmodell ist genau dann arbitragefrei, wenn P # 0 gilt.
Ist dies der Fall, so existiert ein Maf P* € P mit beschrdnkter Dichte %

Beweis. Wir beweisen hier nur den Einperiodenfall T = 1. In [1] steht unter Theorem
5.17 der Beweis fiir den Fall endlich vieler Handelssperioden.

(<) : Zuerst zeigen wir die hinreichende Bedingung fiir Arbitragefreiheit.
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Es seien P* € P und V der Werteprozess einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie
¢ € R sodass Vi > 0 P-f.s. und P[V; > 0] > 0 gilt. Da P* #quivalent zu P ist,
erhalten wir dies auch fiir P* anstelle von P. Das impliziert E*[Vi] > 0. Wegen der
Martingaleigenschaft von X unter P* und da o trivial ist liefert uns das

d d d

Vo= Xo-& =) E[X{]-& =) E'[¢-Xi]=E"Vi] >0,
i=0 i=0 i=0

Folglich kann € keine Arbitragemdoglichkeit sein. Weil dies fiir beliebige £ € R+ gilt,

kann es keine Arbitragemoglichkeiten geben.

(=) : Als néchstes zeigen wir, dass die Existenz eines Makes aus P mit beschrankter
P-Dichte eine notwendige Bedingung fiir Arbitragefreiheit ist.

Wir setzen also voraus, dass es keine Arbitragemoglichkeiten gibt. Dann gilt nach
Satz(2.6) fiir jedes & € R%:

f(Xl — XO) >0P-fs. = g(Xl — Xo) =0 P-fs. (22)

Aufgrund der Bemerkung(2.2) geniigt es uns ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeits-
mak P* zu finden, welches die Bedingung E*[X; — X(| = 0 erfiillt und eine beschrénkte
P-Dichte besitzt.

Zunichst betrachten wir den Fall E[|X; — Xy|] < oco.

Es sei Q die konvexe Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe Q ~ P mit beschrinkter
P-Dichte dQ/dP. Wir definieren die Menge

C .= {EQ[Xl —Xo ‘ Q € Q]}

C ist eine konvexe Teilmenge von R, denn mit Q1, Q2 € Q und 0 < a < 1 liegt auch
Qo = aQ1 + (1 — a)Q2 in der Menge Q und aus

OzEQl[Xl — X()] + (1 — Oz)EQQ[Xl — Xo] = EQQ [X1 — Xo] eC

folgt die Konvexitét.

Wir wollen nun zeigen, dass der Nullvektor in C enthalten ist. Dazu nehmen wir jetzt an,
es gelte 0 ¢ C. Mit dieser Annahme sind nun alle Vorraussetzungen fiir Proposition(2.10)
erfiillt. Demnach gibt es ein £ € RY mit

E-x>0VaxelC N dxgel:&-x9>0.
Folglich besitzt £ die Eigenschaften
EQ[f-(Xl—Xo)}ZOVQGQ AN HQQEQ:EQO[f-(Xl—Xo)]>O.

Wegen der Aquivalenz von Qg zu P gelten Qq- fast sichere Eigenschaften auch P- fast
sicher. Folglich ist
Pl¢- (X1 — Xp) > 0] > 0.
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Nun behaupten wir, dass & - (X1 — Xo) > 0 P-f.s. gilt. Dazu definieren wir

A:={¢ (X1 —Xo) <0} und

1 1
on = (1—=) - Ia+ —Ige.
n n

Durch
do,, 1
= Op, —3,4,5,...
iP " Elg, "

wird eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen definiert. Wegen 0 < ¢, < 1, folgt @, €
Q. Deshalb ist

1
Elpy]

0<¢&-Eg, (X1 —Xo)] = E§(X1 — Xo))en)-

Wegen 0 < ¢, < 1 fir alle n € N folgt daher mit dem Satz von der dominierten
Konvergenz

E[§(X1 = Xo))Ia] = E[ lim £(X1 = Xo))pn] = lim E[E(X1 — Xo))pn] < 0.

Darum ist £ - (X7 — X) > 0 P-f.s. Dies steht im Widerspruch zu Bedingung (2.2) und
liefert uns den Beweis des Theorems fiir den Fall E[|X; — Xo|] < oc.

Fiir den Fall, dass | X3 —X:o] nicht P-integrierbar ist, lasst sich stets ein zu P &quivalentes
Wahrscheinlichkeitsmaf P finden, sodass dessen P-Dichte beschrankt und | X — Xo| P-
integrierbar ist. Durch

dP_ c
dP 1+ |X; — Xo

1 -1
it c:=(F|———-—

it = (Bl

léisst sich ein solches Maf definieren. Wegen (| X7 — Xo| + 1)~ € (0,1] ist ¢ < 0o und es

gilt

| X1 — Xof

E[|X| - Xo|] = B¢ ——————

} <c<oo.
Tauscht man P durch ein dquivalentes Mafs aus, so bleibt die Menge der Arbitragemog-
lichkeiten unverdndert. Denn was P-f.s. gilt, bleibt auch unter einem solchen Mafs fast
sicher bestehen. Fiir P anstelle von P liefert der erste Teil des Beweises daher ein Mar-
tingalma® P* mit beschrinkter P-Dichte. Wegen P ~ P ~ P* ist P* € P und aufgrund
von

dpP* dpP* dP

dP ~ 4p dP

ist dP*/dP beschriankt. Damit ist das Theorem auch in diesem Fall bewiesen.
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2.3 Bewertung von Derivaten im arbitragefreien
Finanzmarkt

Ein Derivat ist ein Finanzgut, dessen Wert von den zukiinftigen Kursen anderer Handels-
giiter abhéngt. In unserem Finanzmarkt haben wir dazu endlich viele Assets modelliert,
die als solche Handelsgiiter in Frage kommen.

Durch Amerikanische und Européische Claims stellen wir die méglichen Auszahlungen
eines Derivates dar, die durch den Kéufer des Derivates innerhalb unseres Handelszeit-
raums [0, 7] einmalig eingefordert werden kénnen.

Definition 2.12. Als Amerikanischen Claim bezeichnen wir einen nicht negativen, re-
ellwertigen, adaptierten Prozess H = (Hy),cqo,.. 1y ouf (2,8, ($t)ieqo,...71)s P)-
Als Europdischen Claim bezeichnen wir eine §p- messbare, reellwertige, nicht negative

Zufallsvariable C auf (Q,§, P). Mit

e . 0 fallst < T
t =
Ct fallst =T

kénnen wir einen Europdischen Claim C als einen Amerikanischen Claim der Form H¢
darstellen.

Durch einen Européischen Claim haben wir damit diejenigen Derivate modelliert, deren
Auszahlung nur zum Zeitpunkt T eingefordert werden kdnnen. Bei einem Amerikanischen
Claim dagegen sind die moglichen Ausiibungszeitpunkte durch die Menge {0,...,T}
gegeben.

Die Ausiibungsstrategien des K&ufers eines Amerikanischen Claims modellieren wir
durch die Menge T der Ny-wertigen Stoppzeiten, deren Werte nicht grofer als 7' sind.
Auferdem seien

Ti={oceT|o>t}
Tr={oeT|o>rT}.

Fiir einen abdiskontierten Amerikanischen Claim bezeichnen wir mit II(H) Die Men-
ge aller arbitragefreien Preise fiir H ausgedriickt in Einheiten des numéraire Assets.

Theorem 2.13. Fualls H bzgl. jedem P* € P integrierbar ist, so ist II(H) ein reelles
Intervall mat

Tinf(H) = Pi%fp 5161%)_ E*[H,],
T

Toup(H) = sup sup E*[H,]
PxePreT
als Intervallgrenzen. Ist das Finanzmarkitmodell vollstindig, das heiffit P ist einelementig,
dann ist der arbitragefreie Preis des Claims eindeutig bestimmt



2.3 Bewertung von Derivaten im arbitragefreien Finanzmarkt

Beweis. In [1] steht ein Beweis unter Theorem 6.31. O

Definition 2.14. Fin abdiskontierter Amerikanischer Claim H heifit hedgebar, wenn es
eine Stoppzeit T € T und eine selbstfinanzierende Handelsstrategie € gibt, fiir dessen
Werteprozess V

Vi>H Vte{0,...., T} NV, =H; P-f.s.

gilt. Die Handelsstrategie € heifit dann Hedge Strategie fiir H.

Das nachfolgende Theorem charakterisiert die arbitragefreien Preise hedgebarer abdis-
kontierter Amerikanischer Claims.

Theorem 2.15. Fir einen abdiskontierten Amerikanischen Claim H sind unter der
Voraussetzung, dass H bzgl. jedem P* € P integrierbar ist, die folgenden Bedingungen
dquivalent:

(a) H ist hedgebar,
(b) |TI(H)| = 1,
(c) moup(H) € II(H).

Insbesondere ist der eindeutige arbitragefreie Preis fir H gleich dem Anfangskapital einer
Hedgestrategie fir H.

Beweis. In [1] steht ein Beweis unter Theorem 6.34. O

Nun betrachten wir abdiskontierte Amerikanische Claims H mit

sup sup E*[Hy] < oo.
PxePreT
Das heifst, dass die obere Intervallgrenze mg,,(H) der arbitragefreien Preise von H endlich
ist. Nach Bemerkung 7.10 in [1] liegt msyp (H ) genau dann im Intervall II(H ), wenn II(H)
einelementig ist.
Wir interessieren uns nun weiterhin fiir die obere Intervalgrenze von II(H) und fithren
in der folgenden Definition die Superhedge Strategien von H ein.

Definition 2.16. Es sei H ein abdiskontierter Amerikanischer Claim. Eine selbstfinan-
zierende Handelsstrategie & mit einem Werteprozess V, so dass

Vi > H, P-f.s. fir alle t€ {0,...,T}
heifst Superhedge Strategie fir H.

Nach dem Korollar 7.9 in [1] gibt es eine Superhedge Strategie mit Anfangskapital
Tsup(H ) und dieser Betrag stellt das minimale Anfangskapital dar mit dem eine Super-
hedge Strategie finanzierbar ist.

Desweiteren wird im Abschnitt 7.3 in [1] gezeigt, dass der durch

UtT := sup sup E*[H; | §, t=0,...,T
PxePreT;
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definierte Prozess, der Prozess des minimalen Preises ist, zudem eine Superhedge Strate-
gie finanzierbar ist. Das kénnen wir aus dem folgenden Theorem schliefen. Aus diesem
erhalten wir insbesondere Ug = Tup (H).

Theorem 2.17. Es bezeichne Z/[tT(H) die Menge aller §i-messbaren Zufallsvariablen Uy >
0, fiir die es einen d-dimensionalen vorhersehbaren Prozess & gibt, so dass

Ut + Z & (X — Xi—1) > Hy, fir alle u >t P-f.s.

k=t+1
Dann gilt
(o) U] € U (H),
(b) UtT essinf UJ(H)
Beweis. In [1] steht ein Beweis unter Theorem 7.13. O

Der Prozess UT wird upper Snell envelope von H genannt.

10



3 Modellierung der zulassigen
Handelsstrategien

Durch eine Menge &, die die Bedingungen oberhalb der Definition(3.2) erfiillt, lassen sich
zuldssige selbstfinanzierende Handelsstrategien in einem Finanzmarkt auf eine Weise mo-
dellieren, die uns eine Charakterisierung der Arbitragefreiheit in & geméf Theorem(4.17)
ermdoglicht.

Wir zeigen in Beispiel(3.5) und Beispiel(3.4), wie sich Beschrdankungen der Héhe des
Kapitals, das in risky assets investiert werden darf bzw. wie sich Begrenzungen der short
und long positions auf diese Weise modellieren lassen.

Die Struktur von & lisst sich groftenteils auf den durch & erzeugten Kegel R und die
daraus konstruierte Menge R iibertragen, was wir in Lemma(3.6) und Lemma(3.7) zeigen
werden. Dadurch kénnen wir Lemma(4.7) und Lemma(4.11) auch fiir R anstelle von &
anwenden. Das ist fiir uns wichtig, um die Voraussetzungen des Kreps-Yan Theorem(4.12)
im Beweis von Lemma(4.13) erfiillen zu kénnen.

Die Rdume LP(,§, P)

Da wir 6fters mit den Réumen L°(Q, &, P), L' (9, F, P) und L>(Q,F, P) zu tun haben,
geben wir an dieser Stelle eine kurze Einfithrung.

£9(9,F, P) bezeichne den Raum der P-f.s. endlichen Zufallsvariablen auf (Q,§, P). Fiir
eine Zufallsvariable Z auf (€2, F, P) definieren wir

1Z]|, := IVARES falls 0 < p < o0,
T\ inf{e>0|P[Z]>d =0},  falls p = co.

Fiir p € (0, 00] bezeiche £P(§2, §, P) den Raum der Zufallsvariablen Z auf (2,3, P), so-
dass || Z||, < oc.

Um LP(Q,§, P) mit p € [0,00] zu erkliren bedienen wir uns der Aquivalenzrelation
~ die durch
Z~7 e Z=2Pfs, Z,Zeg'0F,P)

definiert sei. Fiir p € [0, 00] sei LP(2,§, P) die Menge aller Aquivalenzklassen aus

£P(92,F, P) beziiglich ~. Das heifst mit einem [Y]| € LP(Q,§, P) identifizieren wir alle

Zufallsvariablen aus £P(Q,§, P) die sich nur auf P-Nullmengen von Y unterscheiden.
Fir p € [1,00] ist LP(€2, §, P) beziiglich der Norm || - ||, ein Banachraum.
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3 Modellierung der zuldssigen Handelsstrategien

Die Metrik
dX,Y):=E[|X -Y|Al], X, Ye€L'O3,P)

induziert die Topologie der P-stochastischen Konvergenz. Mit dieser Topologie bildet
LY, §, P) einen topologischen Vektorraum.

Statt [Y] € LP(Q, §, P) schreiben wir einfach Y € LP(Q, §, P).

Mit LP(Q, §, P; R?) bezeichnen wir den Raum der Zufallsvariablen aus LP(€, §, P) mit
Werten in RY.

Die Rdume N; und N/
Bei der Modellierung der zuldssigen Handelsstrategien spielen die Unterrdume
Ny = {n: € L2, &1, P;RY) 1y - (X4 — Xy_1) = 0 P-fs.},
N ={& € L%, Fe-1, PiRY) 1 & -y = 0 P-£5. V 1y € Ny}
eine wichtige Rolle. Deren Eigenschaften werden im Beweis von Lemma (4.11) gebraucht.
Bemerkung 3.1. N; und N;- besitzen die folgenden Eigenschaften:

1. Zu jedem & € L°(Q,Fi_1, P;R?) gibt es eine eindeutige Zerlequng & = ny + &,
wobei n; € Ny und &+ € Ni- ist.

2. Ny und th_ sind abgeschlossen in LO(Q,St_l,P;Rd). Daher liegt der Grenzwert
jeder P-stochastisch konvergenten Folge aus Ny bzw. Ni- stets wieder in Ny bzw. Ni-.

Auferdem sind Ny und N invariant unter der Multiplikation mit Funktionen aus
LO(Qv "St—h P7 Rd)

3. Nyn Nit = {0}.
Beweis. Der Beweis steht in [1] unter Lemma 1.57. O

Die zuldssigen selbstfinanzierenden Handelsstrategien &

Im zweiten Kapitel haben wir ein Finanzmarktmodell eingefiihrt. In diesem Modell wol-
len wir nun mit der Modellierung der Restriktionen beginnen. Wir tun dies, indem wir
zuldssige selbstfinanzierenden Handelsstrategien definieren. Mit zuldssig sind diejenigen
gemeint, die weiterhin gehandelt werden diirfen.

Es sei & eine Menge von d-dimensionalen, R%wertigen, vorhersehbaren Prozessen auf
(0,8, (Ft)teqo,.... 1}, P), so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. 0e &

2. G ist predictably convex, d.h. falls £,7 € G und h ein vorhersehbarer Prozess mit
0 < h <1ist, dann ist
ht‘€t+(1_ht)'nt EGt.

12



3. Fiir jedes t € {1, ..., T} ist die Menge
S :={& : £ € &} abgeschlossen in LO(Q,St_l, P; Rd).

4. Betrachten wir die eindeutig bestimmte Zerlegung aus Bemerkung(3.1) so gilt fiir
alle t € {1,...,T}: & € &, impliziert &~ € &,.

Die Menge G ist eine Darstellung der zuldssigen Investitionsstrategien in risky Assets.

Definition 3.2. Eine selbstfinanzierende Handelsstrategie © heifit zuldssig, wenn sie in
der Menge

G :={t= (50,5) | € € & A€ st selbstfinanzierende Handelsstrategie}

enthalten 1st.

Desweiteren bezeichnen wir

Gtoo = Gt N LOO(Qagt*hP; Rd)7
6®:={ec6|&e L™ 1, P;RY)Vte{l,...,T}}.

Die folgende Bemerkung liefert uns eine Bedingung, unter der es leichter ist, Beispie-
le fiir © zu finden.

Bemerkung 3.3. Die Bedingung, dass fiir allet € {1,...,T} und & € L°(Q, §_1, P;RY)
die Eigenschaft

ft : (Xt — thl) =0 p—f.S. = ét =0 P—f.S. (31)

gilt, heifit non-redundance Bedingung. Sie impliziert Ny = {0} fir alle t € {1,...,T},
wodurch die Bedingung (4) von & oberhalb der Definition(3.2) automatisch erfillt ist.
Aus Bemerkung(3.1) folgt dann ndamlich & = & fiir alle ¢ € & und t € {1,...,T}.

Begrenzungen der long und short positions

Beispiel 3.4. Fir jedes t € {1,...,T} sei Cy eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge
des R?, in der die 0 enthalten ist. Wir bezeichnen & als die Menge aller d-dimensionaler,
vorhersehbarer Prozesse & mit & € Cy P-f.s..

Wenn die non-redundance Bedingung (3.1) gilt, erfilll & die Bedingungen (1) bis (4)
oberhalb der Definition(3.2). Dabei ist natiirlich 0 € &, & ist predictably convexr aufgrund
der Konvezitit der Cy und aus der Abgeschlossenheit der Cy folgt die Abgeschlossenheit
von &y in LO(Q,Fi_1, P;RY). Fiir eine stochastisch konvergente Folge (€])nen aus &y
mit Limes & gilt ndmlich &' (w) € Cy fir P-f.a. w € Q und fir alle n € N. Da es eine
P-f.s.-konvergente Teilfolge mit Limes & gibt, ist schliefflich & € C, P-f.s.

13



3 Modellierung der zuldssigen Handelsstrategien

Durch diese Konstruktion modellieren wir nun Begrenzungen der long und short posi-
tions. Fiir —oo < af <0< bf <ooundk € {1,...,d} sei C; = [a},b}] x --- x [af, b] fiir
jedes t € {1,...,T}. Wir setzen S als die Menge aller d-dimensionaler, vorhersehbarer
Prozesse £ mit § € Cyp P-f.s. fir alle t € {1,...,T}. Weil die Mengen C; abgeschlos-
sen und konvex sind erfillt auch diese Variante von & die Bedingungen oberhalb der
Definition(3.2).

Begrenzung der Kapitalinvestitionen

Beispiel 3.5. Fiir zwei Konstanten a, b mit —oo < a < 0 < b < oo setzen wir & als die
Menge aller d-dimensionaler, vorhersehbarer Prozesse mit Werten in R%, so dass

a<&-Xp1<b P-f.s fir allet € {1,...,T}.

Klar ist 0 € 6. G ist predictable convex, denn fir £,n € & und einen vorhersehbaren

a= (ht +1-— ht)a < htftXt—l + (1 — ht)ntXt—l < (ht +1-— ht)b =) P—f.s.

Fiir jedes t € {1,...,T} ist &; abgeschlossen in L°(),F, P; ]Rd), Fiir den Limes & etner
stochastisch konvergenten Folge (&' )nen aus S; gilt namlich a < X1 < b P-f.s. fir
alle n € N und daher auch a < &§&Xy 1 < b P-fs..

Ist die non-redundance Bedingung (3.1) erfillt, so ist gemafs Bemerkung(3.3) auch die
Bedingung (4) von & oberhalb der Definition(3.2) erfillt.

Der durch & erzeugte Kegel R und der Kegel R

Fiir den Beweis des No-Arbitrage Theorems betrachten wir die Kegel
R:={\-£|£€G,\>0},
R:={\-&| €6, \>0},
Rt::{)"gt‘étEGta)\Zo}a tE{].,,T}

Mit R; bezeichnen wir den LY(Q, i—1, P; RY)-Abschluss von Ry und durch
EER S EER, fiir alle t € {1,...,T}
definieren wir den Raum R. Dieser Raum ist ebenfalls ein Kegel.

Lemma 3.6. R erfillt die Bedingungen (1), (2) und (4) von & oberhalb der
Definition(3.2).

Beweis. (1): Wegen 0 € G, ist auch 0 € R.

(2): Es seien \,u > 0, £,n € & und h ein vorhersehbarer Prozess mit 0 < hy < 1
fir alle ¢t € {1,...,T}. Im folgenden nutzen wir die Eigenschaften (1) und (2) von &
oberhalb der Definition(3.2). Es sei t € {1,...,T}. Im Falle A\, u > 1 gilt

&l
w2

1
+(-h) ) er,.

2An(he \ 9

14



Um das nachzuvollziehen iiberlegen wir uns zuerst, dass h/p - & und (1 — hy) /A - n,
in &; liegen und bedenken dann, dass 1/2 auch einen vorhersehbaren Prozess darstellt.
Auferdem ist 2 p > 0.
In den néchsten beiden Fillen kénnen wir mit sehr dhnlich argumentieren.
Im Falle A, p < 1 ist
2
At
und im Falle A < 1,4 > 1 gilt

1 1
(/\ftht§ + e (1 — ht)§) € Ry

A 1
2u(§thtﬂ + 771&(1 — ht)§) c Rt.

(4): Zu einem £ € R gibt es ein £ € & und ein A > 0 mit & = X - €. AuBerdem gibt
es gemif Bemerkung(3.1) zu jedem ¢ € {1,...,T} eine eindeutig bestimmte Zerlegung
& = 7 + & mit & € Ni- und 7 € Ny

Fiir £ gibt es ebenfalls zu jedem t € {1,...,T} ein 7; € Ny und ein & € N;*, so dass
die Zerlegung & = n; +&;- eindeutig bestimmt ist. Nach Bemerkung(3.1) gilt \-&- € N
und A - N € N;.

Daher ist auch die Zerlegung A\ - & = A - & + A -1 im Sinne von Bemerkung(3.1)
eindeutig. Die Eigenschaft (4) von & liefert uns &+ € ;. Also ist & = X - &F € R,

O

Lemma 3.7. R erfillt die Bedingungen (1) bis (4) von & oberhalb der Definition(3.2).

Beweis. Das R die Eigenschaften (1) und (3) erfiillt ist klar.

Zunsichst zeigen wir, dass die Bedingung (2) durch R erfiillt wird.

Es seien &, € R und fiir t € {1,...,T} seien (£/)nen, sowie (7)nen zwei P-
stochastisch konvergente Folgen aus R; mit & bzw. 1 als Grenzwerte. Desweiteren sei h
ein vorhersehbarer Prozess mit 0 < h; <1 fir alle t € {1,...,T}.

Nach Lemma(3.6) ist (&' hy+n}-(1— ht))n cy ¢benfalls eine Folge in Ry und auferdem

ist sie konvergent mit Grenzwert & - hy + 1 - (1 — hy), der folglich in Ry liegt. Das gilt fiir
jedest € {1,...,T}.

Jetzt bleibt nur noch Bedingung (4) zu zeigen. Es sei { € R. Fiir jedes ¢ € {1,...,T} gibt
es dann eine P-stochastisch konvergente Folge (£]')nen aus Ry mit & als ihren Grenz-
wert. Da jede P-stochastisch konvergente Folge eine P-f.s.-konvergente Teilfolge besitzt,
kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass diese Folge P-f.s. konvergiere. Nach
Bemerkung(3.1) gibt es eindeutige Zerlegungen &' = nj* + f{”‘ und & = n; + &, so dass
nt,ne € Ny und €84, ¢4 € Nib gilt. Nach Lemma(3.6) liegt die Folge (£8")nen in Ry.
Wegen

mH& = lim (o + &) Pfs. & & = lim (g —ne + &) P-fs. (3:2)

geniigt es uns zu zeigen, dass lim (7 —n;) = 0 P-f:s. gilt, denn damit wiirde lim &+ =
n—oo n—o0

& gelten und es wire & € Ry.
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3 Modellierung der zuldssigen Handelsstrategien

Wegen Gleichung(3.2) und der Abgeschlossenheit von N; und Ni- in L{Q, &;_1, P; R?}
gemif Bemerkung(3.1), gilt fiir alle u € Ny:

. n 1 (endL ey
i g (nff —m) = lim op- (6 = &) =0,

lim (" —n¢)(X¢ — X4—1) = 0.
n—oo

Folglich ist 1i_I>n (n* —m¢) € Ny N Ni- und nach Bemerkung(3.1) ist N; N Ni- = {0}.
n—oo
U
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4 Charakterisierung der Arbitragefreiheit
in &

Das Ziel dieses Kapitels ist der Beweis von Theorem(4.17). Demnach gibt es genau dann
keine Arbitrageméglichkeiten in &, wenn ein Wahrscheinlichkeitsmaf in Pg existiert.

Mit Hilfe von Proposition(4.4) und Lemma(4.5) zeigen wir, dass die Existenz eines
Wahrscheinlichkeitsmafes in Pg hinreichend fiir Arbitragefreiheit in & ist.

Den Beweis der notwendigen Bedingung fiir Arbitragefreiheit in & erlangen wir durch
das Theorem(4.14) und Lemma(4.13). Das Lemma(4.13) erhalten wir durch eine Anwen-
dung des Kreps-Yan Theorem(4.12).

In Prop051t10n(4 6) zeigen wir, dass es genau dann Arbltragemoghchkelten in & gibt,
wenn es in R welche gibt. Dabei bezeichnen wir ein £ € R als Arbitragemoglichkeit, wenn
die durch £ und dem Anfangskapital Vp = 0 eindeutig bestimmte zuldsige Handelsstra-
tegie & eine Arbitragemdglichkeit darstellt.

Zusammen mit den Eigenschaften einer Arbitragemdglichkeit in & bzw. in R aus
Lemma(4.7) erhalten wir eine Charakterisierung der Arbitragefreiheit durch den Raum
der Periodengewinnmaglichkeiten in Proposition(4.8). Diese nutzen wir dazu um mit
Lemma(4.11) und Lemma(4.9) die Voraussetzungen des Kreps-Yan Theorems zu schaf-
fen.

Die Menge Pgs

Definition 4.1. Mit Pg bezeichnen wir die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe P~
P, so dass X; € Ll(Q,StLP;]Rd) fiir alle t € {0,...,T} und so dass der Werteprozess
jeder Handelsstrategie in G ein lokales P-Supermartingal ist.

Bemerkung 4.2. Fs gilt P C Ps.

Beweis. Fiir ein Mak P € P ist nach Proposition(2.9) jeder Werteprozess einer be-
schrinkten, zulissigen selbstfinanzierenden Handelsstrategie ein Martingal. Fiir eine nicht
beschrinkte, zulissige selbstfinanzierende Handelsstrategie £ mit Werteprozess V' kénnen
wir durch Lokalisierung mittels der Folge von Stoppzeiten

7o, = inf{t € No : |&41| > n P-fs.}, n=123,...

analog zum letzten Schritt des Beweises von Theorem(4.17) zeigen, dass V ein lokales
Martingal ist. Daraus folgt dann P C Pgs. O

Bemerkung 4.3. (a) Die Klassen P und Pg stimmen diberein, falls & alle beschrink-
ten selbstfinanzierenden Handelsstrategien enthdlt.
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4 Charakterisierung der Arbitragefreiheit in &

Beweis. Um das zu zeigen, sei P € Pg. Fiir jede beschrinkte selbstfinanzierende Han-
delsstrategie € ist der zugehdrige Werteprozess V' also ein P-Supermartingal. Da —¢ eben-
falls eine beschriankte selbstfinanzierende Handelsstrategie mit Werteprozess —V ist, ist
V ein P-Martingal. Nach Proposition(2.9) ist P € P. O

(b) In Beispiel(3.5) haben wir eine Begrenzungen der Héohe des Kapitals, das in risky
assets investiert werden darf, modelliert. Hier gibt es genau dann keine Arbitragemdg-
lichkeiten in &, wenn es im uneingeschrinkten Finanzmarkt keine Arbitragemdglichkeiten
gibt, das heiffit hier gilt P = Pg.

Beweis. Wenn es némlich eine Arbitragemdglichkeit im uneingeschrankten Finanzmarkt
gibe, dann folgt aus Bemerkung(2.6), dasseseint € {1,...,T} und einen §;_;-messbaren
Prozess & mit

ft(Xt — Xt—l) Z 0 P-f.s. und P[gt(Xt — Xt_l) > 0] >0

gibt. Desweiteren gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass dies auch fiir ,5} =& Lg, x,1<c)
anstelle von & gilt. Wahlt man dann ein € > 0 klein genug, dann folgt a < e-ét-Xt_l <b
und durch 7; := €- & und 7, = 0 fiir s # ¢ wird eine Arbitrageméglichkeit 7 € &
definiert. n

(¢) Modellieren wir in Beispiel(3.4) ein short selling Verbot, das heifit wir setzen af =0
fir alle k € {1,...,d}, t € {1,...,T}. Dann kénnen wir aus der Ezistenz eines Mafes
aus Pg nicht auf die Ezxistenz eines Mafles in P schlieflen.

Beweis. Sei niamlich P € Pg, dann erhalten wir fiir jedes £ € G mit ¢ # 0 und jedes
te{l,...,T — 1} die Ungleichung

El&1 X | 84 < &Xo

Wegen
Bl X | 8] 2 &Xi & Bl X1 | 8] < —& Xy

und —¢ ¢ &, ist nach Voraussetzung nicht klar, ob der Werteprozess von £ ein Martingal

ist.
Nach Proposition(2.9) ist es daher nicht méglich darauf zu schlieRen, ob P in P liegt.
O

Proposition 4.4. Ein lokales Q)-Supermartingal Z dessen Negativteile Z, fiir jedes t €
{0,..., T} Q-integrierbar sind, ist bereits ein Q-Supermartingal.

Beweis. Sei t € {1,...,T} und (7 )nen eine lokalisierende Folge fiir Z. Es gilt nach
Voraussetzung

Z,

M

T

- E - 1

L/\tZ_OISIISaSXTZs > — OZS €L (Q7g7Q) Vn € N.
5=
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Dadurch ist das Lemma von Fatou fiir bedingte Erwartungen anwendbar. Auferdem gilt

liminf Zipn,, = lim Zinr, = Z;, da 7, eine lokalisierende Folge fiir Z ist. Deshalb und
n—oo n—oo

-----

EQ[Zt ’ St,ﬂ < lim inf EQ[Zt/\‘rn | Stfl] < lim inf thl/\fn = Zt,1 Q—f.S. (4:1)
n—00 n—00

Deshalb und aufgrund der Supermartingaleigenschaft von (Ziar, )icqo,..., 7y gilt Eg[Z:] <
Eq|Zy) < 0o. Da aufierdem Z~ Q-integrierbar ist, gilt

EQllZi|] = EqQlZ;t — Z;7 ]+ 2Eq[Z;7] < Eq[Zo] + 2Eq[Z; ] < (4.2)

fiir alle t € {0,...,T}. Da lokale Supermartingale bereits adaptiert sind, ist Z aufgrund
von (4.1) und (4.2) ein Q-Supermartingal.
O

Lemma 4.5. Es sei Ps # 0 und V der Werteprozess einer Handelsstrategie in &, so
dass Vp > 0 P-f.s. gelte. Dann gilt bereits V; > 0 P-f.s. fiir jedes t € {1,...,T}.

Beweis. Wir beweisen dies durch eine Riickwirtsinduktion nach t. Sei P € Pg. Es gilt
bereits Vr > 0 nach Voraussetzung. Fiir den Induktionsschritt (¢ — ¢ —1) machen wir die
Induktionsannahme, dass V; > 0 fiir ein beliebiges, aber festes ¢ € {1,...,T} gilt. Fiir
die Handelsstrategie £ = (&, ¢&) € & des Werteprozesses V sei £§C) =& I{je,|<ey fiir ein

¢ > 0 und fiir alle s € {1,...,T}. Wegen der Eigenschaft (1) und (2) von & ist £0 e 6.
Aufgrund der Porposition(4.4) ist der Werteprozess V() von £(¢) ein P-Supermartingal.

Da £(¢) selbstfinanzierend ist, gilt mit der Induktionsannahme

Vier - Ta<ey = &t e <oy - X
=69 X - 69 X+ - Iije<er - Xe
= Vi I <y — &7 - (X0 — Xi)
> —ﬁt(c) (X — Xi-1)
=V -V,

Jetzt nehmen wir die bedingte Erwartung E[- | §;_1] auf beiden Seiten der Ungleichung.
Da V11 (|€]<c} St—1-messbar ist, fiihrt dies aufgrund der Supermartingaleigenschaft zu

Vier - Ig <y = E~[Vt(f)1 — Vt(c) | §i-1] > 0 P-fs.

Lassen wir ¢ gegen oo laufen, so ergibt sich V;_; > 0 P-fs.
O]

Proposition 4.6. Der Raum R enthilt genau dann keine Arbitragemdéglichkeiten, wenn
der Raum & keine enthdlt.
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4 Charakterisierung der Arbitragefreiheit in &

Beweis. Angenommen in & gibe es eine Arbitragemdglichkeit. Da & eine Teilmenge von
R ist, gébe es dann auch eine Arbitragemoglichkeit in R.

Wir nehmen jetzt an es gibe eine Arbitragemdoglichkeit € € R. Damit soll gemeint
sein, dass es einen vorhersehbaren, R !-wertigen Prozess & = (£0,¢) mit Werteprozess
V und Anfangskapital Vy = 0 gibt mit

T
Vi = &(Xy — Xj—1) > 0 Pfs. und P[Vp > 0] > 0.
k=1

Weil & € R, fiir alle t € {1,...,T} gilt, gibt es zu jedem ¢t € {1,...,T} und n € N ein
A" > 0 sowie ein &' € Gy, so dass (A" - £')nen eine Folge aus Ry ist, die P-Stochastisch
gegen & konvergiert. Da wir hier sonst zu einer P-f.s. konvergenten Teilfolge iibergehen
kénnten, kénnen wir ohne Einschrinkung P-fast sichere Konvergenz annehmen.

Wegen

lim A" &' =& <ooP-fis. A&G#O
n—oo

ist auch sup \" < oo. Aufgrund der Eigenschaften (1), (2) und (4) von & gilt fiir jedes

neN
ted{l,....,T}:
ATL n
€ G,
Sup AT & ¢
meN
D L 1
nlggl() sup A" &= sup \™ & €6
meN meN

Sei nun W der Werteprozess von £/ sup \™ mit Wy = 0. Dann gilt Wp = Vp - sup \™ >
meN meN
0 P-f.s. und P[Wr > 0] = P[Vp > 0] > 0. Also gibt es auch eine Arbitragemdglichkeit in

S.

O
Lemma 4.7. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent
1. Es gibt eine Arbitragemdglichkeit in &.
2. Es existierent € {1,...,T} und & € S, so dass
&( Xy — Xi—1) >0 P-fs. und P[§(Xy — X4—1) > 0] > 0. (4.3)

3. Es gibtte{1,...,T} und & € &5°, die Bedingung (4.3) erfiillen.

Bemerkung: Dies lisst sich analog auch fir R und R anstelle von & zetgen. Nach
Lemma(3.7) und Lemma(3.6) gelten ndmlich auch dort die Bedingungen (1) und (2)
von 6.
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Beweis. 1) = 2) : Es sei £ € & eine Arbitragemdglichkeit mit Werteprozess V und
Anfangskapital Vy = 0. Wir definieren

t := min{k € Ny | V} > 0 P-f.s. und P[V}, > 0] > 0}.

Nach Voraussetzung ist ¢ < 7" und entweder gilt V;_1 = 0 P-f.s. oder P[V;—1 < 0] > 0.
Im ersten Falle folgt aus der Selbstfinanzierbarkeit

(X — Xio1) =V, = Vi1 =V, Pos.

Nach Definition von ¢ erfiillt & also die Gleichung (4.3).
Im zweiten Falle setze n; := § Iy, <oy fiirallet € {1,...,T}. Wegen der Eigenschaften
(1) und (2) von G ist n € &. Es gilt

ne(Xe — Xe—1) = (Vi = Vie) [ v, <0y = —Vieilpy,_ <0y > 0 P-fs.

Weil aufserdem P[V;_1 < 0] > 0 gilt, ist P[n(X; — X;—1) > 0] > 0. Also erfiillt 7, anstelle
von & die Gleichung (4.3).
2) = 3) Wir nehmen ein { € G, dass die Gleichung (4.3) erfiillt. Dann wéhlen wir ein
¢ > 0 mit
P[gt(Xt — Xt—l) > O) A |§t’ < C} > 0.

Der Prozess (§s1fje,|<c})seql,..., ) liegt aufgrund der Eigenschaften (1) und (2) von & in
6&°° und & lyjg, <y erfiillt anstelle von & die Gleichung (4.3).

3) = 1) Nach Voraussetzung existiert ein § € 6> und ein ¢t € {1,...,T}, sodass & die
Gleichung (4.3) erfiillt. Definiere n durch n; = & und ns = 0 fiir s # t. Zu n gibt es nach
Bemerkung(2.4) genau eine selbstfinanzierende Handelsstrategie 7 = (n°,7) mit einem
Werteprozess V' dessen Anfangskapital Vy = 0 betrigt. Da 77 selbstfinanzierend ist, gilt

T
Ve =) ns(Xs — Xoo1) = &(X; — Xy1).

s=1

Nach Voraussetzung ist 7 = (n°,7) eine Arbitrageméoglichkeit mit n € &>.

Die Periodengewinnméglichkeiten £ und ICZA2

Die Menge der Gewinne durch Handelsstrategien £ mit £ € & baw. € € R in einer Periode
t € {l,...,T} definieren wir durch

KS = {&(X: — Xi1) | & € &4},
’CZ% ={&G(X — X)) | & € 7A3t}.

Proposition 4.8. Es gibt genau dann keine Arbitragemdglichkeiten in &, wenn fiir jedes
te{l,....T} gilt:
KN LY(Q, 8, P;RY) = {0}
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4 Charakterisierung der Arbitragefreiheit in &

Beweis. Aufgrund von Lemma(4.7) enthilt & genau dann keine Arbitragemdglichkeiten,
wenn es kein £ € & gibt, sodass die Bedingung (4.3) fiir ein ¢ € {1,...,T'} erfiillt ist und
das ist genau dann der Fall, wenn K N LY (Q, F;, P;RY) = {0} fiir jedes ¢t € {1,...,T}
gilt.
Dies gilt auch fiir R anstelle von &, weil Lemma(4.7) auch fiir R anstelle von & gilt.
Mit Proposition(4.6) ist der Beweis erbracht.
O

Lemma 4.9. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) (KR — L9.(9, &, P;RY) 1 L9.(Q, 31, P;RY) = {0},
(B)KR N L(Q, 51, P;RY) = {0}

Beweis. Wegen 0 € —L&(Q,&,P;Rd) ist
KR NLO(,30, P RY) C (KR — L9, 30, PiRY) N LY.(9, 31, P5RY).

Folglich folgt Aussage (b) aus Aussage (a).
Angenommen es gilt die Aussage (b), dann nehmen wir uns ein

7 e (KF = L9, 31, P;RY) 1 LO.(Q, 81, P; RY).
Es existiert dann ein U € L9 (Q,, P;R?) und ein ¢ € Ry mit
0<Z<€(Xy—X,q)—U.
Deshalb gilt & - (Xy — X;—1) > U > 0. Aus (b) folgt nun & - (X; — X;—1) = 0. Dann muss
U = 0 gelten und somit ist Z = 0, was uns die Aussage (a) liefert.

O]

Lemma 4.10. Es sei t € {1,..., T} und (&,)nen sei eine Folge aus LO(Q, §_1, P;RY)
mit liminf |€,| < co. Dann gibt es ein & € LO(Q, Fi_1, P;R?) und eine streng monoton
n—oo

steigende Folge (0m)men von §i—1-messbaren, N-wertigen Zufallsvariablen, sodass gilt:
Eom(w) — &(w) fiir P-f.a. w € Q.
n—oo
Beweis. Es sei W(w) := liminf |, (w)].
n—oo

Auf der P-Nullmenge {W = oo} definieren wir o, := m fiir alle n € N.
Auf {W < oo} sei 0¥ := 1 und wir definieren durch

1
of = inf{n > 0%y [ l6al W< =}, m=23,...

eine Folge §;—1-messbarer, N-wertiger Zufallsvariablen.
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Aus dieser Folge definieren wir nun rekursiv fiir ¢« = 1,...,d neue Folgen (o,)men,
sowie die i-ten Komponenten des Limes £. Dazu setzen wir

¢ —hmlnf{‘Z 1.

n—oo
Dabei ist ¢! bereits durch die Folge (o2, )meN definiert und zusammen mit of = 1
konstruieren wir daraus rekursiv fir m=2,3,... undi=1,...,d

O(w) = nf{oy (W) [ o M w) > 05,y A €L —E'(w)] <

}.

Zum Schluss setzen wir oy, := o0&, auf {WW < oco}. Anhand der Konstruktion sehen wir,
dass (£, (w))men fiir P-f.a. w € Q komponentenweise gegen {(w) konvergiert.

1
m

O

Lemma 4.11. K N LY. (Q, 3, P;RY) = {0} impliziert das K — LY.(2, T, P) eine ab-
geschlossene konveze Tezlmenge von LO(Q Tt, P;RY) ist.

Bemerkung: Die Aussage gilt auch fir R anstelle von G, da R alle Bedingungen von &
oberhalb von Definition(3.2) erfiillt.

Beweis. Es sei (W;,)nen eine Folge aus K — LY (Q, §+, P,R?), die fiir n — oo stochastisch
gegen ein W in L°(Q, §;, P, R?) konvergiert. Da die stochastische Konvergenz die P-f.s.
Konvergenz bzgl. einer geeigneten Teilfolge impliziert, konnen wir ohne Einschrinkung
annehmen, dass W,, — W P-f.s. Wegen Eigenschaft (4) von & existieren zu jedem n € N
ein & € N N &; und ein U, € LQF(Q,&,P, R%), so dass W, = &u(Xy — Xi1) — U,.
Bei dieser Notation ist darauf zu achten, dass das n an dieser Stelle anders als sonst kein
Zeitparameter ist.

Angenommen es gelte linn_1>ior<13f |€n] < 0o P-f.s. Dann kénnen wir Lemma(4.10) anwen-
den, was uns eine streng monoton steigenende Folge von N-wertigen, §;—1—messbaren
Zufallsvariablen (o, )nen und ein € € LO(Q, §i_1, P,RY) liefert, so dass Eom(w) mjgof(w)
fiir P-f.a. w € Q gilt.

Daraus folgt

Ugn = fgn (Xt — Xt—l) — Wan j) E(Xt — Xt—l) —W =:U PAs.

Nun behaupten wir ;| &Iy, —5y € & fiir alle n € N.

Die Behauptung lésst sich per Induktion durch die Eigenschaften (1) und (2) von &
beweisen. Im Induktionsanfang ist §1/¢,, -1y € &, well Iy, 1) §t—1-messbar ist. Im
Induktionsschritt (n — n + 1) gilt mit der Induktionsvoraussetzung

n+1

Z&J{am:k} = kaf{am=k}[{amgn} + &n+1lio,=nt1} {0 >n} € St,
- k=1

da Iy, —n+t1} {5y >n}y St—1-messbar ist. Die Eigenschaft (3) von & liefert uns schlieflich
&, € 6y fiir jedes m € N und damit auch £ € S;. Desweiteren ist Lg(Q,St,P, RY)
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4 Charakterisierung der Arbitragefreiheit in &

abgeschlossen, weshalb U dort enthalten ist. Unter der Annahme liminf |§,| < co P-f.s.
n—oo

ist also
W =¢&X, — Xp1) — U € KP — L%, 34, P,RY).

Nun definieren wir A := {lirginf |&n] = 00} € §i—1 und behaupten P[A] = 0. Um diese

Behauptung zu beweisen definieren wir

bn_
oo sG>0
(1,0,...,0), sonst

Wegen |(,| = 1 fiir alle n € N kénnen wir Lemma(4.10) erneut anwenden und erhalten

eine streng monoton steigenende Folge von N-wertigen, §;—1 —messbaren Zufallsvariablen

(Tn)nen und ein ¢ € LO(Q,F;_1, P,RY), so dass Crn(w) — C(w) fiir P-fa. w € Q gilt.
m—0oQ

Mit der Konvergenz von (Wp,),en folgt nun
Ur,
|67

Wegen I%Igioréf |€n| = oo gibt es eine Teilfolge (&5, )keny mit [€,,| > 1 fiir alle & € N
und kli)ngo Cn, = ¢ P-f.s. auf A. Deshalb folgt aus Eigenschaft (1) und (2) von & bzw.
Eigenschaft (3) von &:

W,

’an | n—ro0

0< 1y

&y,
[Ene

IA'C:kli_}H;OIA‘an € G;.

IA-an:IA' €S, VEkeN,

Da aukerdem L9 (9,3, P;R?) abgeschlossen in LO(Q, §;, P; R?) ist, gilt
LaC(Xy = Xi1) € K7 N LE(2, 81, PiRY) = {0}.

Deshalb liegt 14¢ in Vg.
Weil wir zu Beginn die &, fiir jedes k € N so gewihlt haben, dass sie in N liegen gilt
fiir jedes n € N;

- 1
CTn : ?7 = Z I{Tn:k}mgk ° 77 — 0 P—f.S.
k=1 k

Daher ist ¢, € Ni-. Da dies fiir alle n € N der Fall ist, folgt ( € N;j- aufgrund der
Abgeschlossenheit von N in L%(Q, §;_1, P;RY) gemif Bemerkung(3.1). Wegen der In-
varianz unter der Multiplikation mit Funktionen aus LO(Q,S’t_l,P;Rd) von N+ und
wegen A € F;_1 ist (I4 € Nj-. Nach Bemerkung(3.1) ist (14 € N;* N N; = {0}. Aber
|¢| =1 P-f:s., denn |(,| = 1 P-fs. fiir alle n € N. Also muss P[A] = 0 gelten.

O
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Kreps-Yan Theorem 4.12. Es sei C ein abgeschlossener, konvezer Kegel in L', so
dass —L C C und C N Li_ = {0} gelte. Dann gibt es ein Z € L>* mit Z > 0 P-f.s. und
E[XZ] <0 fir alle X € C.

Beweis. Im 1. Schritt zeigen wir, fiir ein ¢ > 0 und ein Z € L™ mit E[Y Z] < c fiir jedes
Y € C folgt bereits
E[YZ]<0VY €C A Z>0DPAs.

Angenommen es gibt ein Y € C mit E[YZ] > 0. C ist ein Kegel, daher gibt es ein a > 0
mit a-Y € C und Ela - YZ] > ¢. Doch das ist ein Widerspruch.
Nach Voraussetzung ist ¥ := —I{z<0} € C. Wegen E[Z7] = E[YZ] <0ist Z > 0 P-fs.

In einem 2. Schritt zeigen wir, dass es fiir jedes Y € L} mit Y # 0 ein Z € Z mit
E[Y Z] > 0 gibt. Dabei sei

Z2:={ZeL®|0<Z<1AP[Z>0>0AE[YZ] <0VY eC}.

Es sei nun B := {Y} mit BN C = . Da C nicht leer, konvex und abgeschlossen ist,
sind die Voraussetzungen des Separationssatzes von Hahn-Banach erfiillt und weil L>
der Dualraum von L! ist, gibt es ein Z € L™ mit

sup E[WZ] < E[Y Z].
wec

Da wir auch Z/||Z ||~ anstelle von Z nehmen kénnten, diirfen wir ohne Einschriankungen

der Allgemeinheit ||Z ||oo< 1 annehmen. Aus dem 1. Schritt folgt Z € Z. Nach Voraus-

setzung ist CN LY = {0} und daher gilt sup E[W Z] = 0 < E[Y Z]. Dies gilt insbesondere
wec

fiir jedes Y € L1 mit Y £ 0.

Im 3. Schritt zeigen wir, dass fiir eine Folge positiver reeller Zahlen (a)keny mit Y oo ap =
1 und eine Folge (Z*)),cn aus Z auch

k=1

gilt. Aufgrund des 3. Schrittes ist fiir jedes Y € C

o
D larz®y| < |Y]e L.
k=1

Deshalb folgt
=> aqE[z®Y]<0 VYecC

aus dem Satz der dominierten Konvergenz von Lebesgue. Damit ist Z € Z klar.
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4 Charakterisierung der Arbitragefreiheit in &

Im 4. Schritt sei ¢ := sup{P[Z > 0] | Z € Z} und wir wihlen eine Folge (Z),en
aus Z mit P[Z™ > 0] — ¢ fiir n — co. Aus Schritt drei folgt

o0
zr =Y 2mzMec,
n=1
was P[Z* > 0] < ¢ impliziert. Auferdem gilt

(Z* >0} = G {z™ >0},

n=1

was uns P[Z* > 0] = klim PIUE_ {Z™ > 0}] > c liefert.
—00

Im letzten Schritt zeigen wir nun Z* > 0 P-f.s. Angenommen das stimmt nicht, dann ist
Y* = Iz € LY und Y* # 0. Schritt zwei liefert uns ein Z € Z mit E[Y*Z] > 0.
Dadurch ist P[{Z > 0} N {Z* = 0}] > 0 und es folgt

P[0,5-(Z+4+Z*)>0]>P[Z*" >0 =c

im Widerspruch zur Definition von c.
O

Lemma 4.13. Falls G keine Arbitrageméglichkeiten beinhaltet und X P-integrierbar ist,
s0 gibt es zu jedem t € {1,...,T} ein Z; € L®(, F¢, P;RY), so dass Z; > 0 P-f.s. und

E[Ztgt(Xt — thl)] < 0 fur alle f € 6. (4:4)

Beweis. Es sei t € {1,...,T}. Da es keine Arbitragemdglichkeiten in & gibt, folgt aus
Proposition(4.8)
KF N LS9, 8, P;RY) = {0} (4.5)

Konvergiert eine Folge in L' gegen eine Zufallsvariable, so konvergiert sie auch stochas-
tisch dagegen und die Zufallsvariable liegt in L'. Aus Lemma(4.11) folgt deshalb, dass

CZ% = (K:Zé - L(—)&—(QvgtypaRd)) le(Qvgtap;Rd)

abgeschlossen in L'(Q, §;, P) ist. Desweiteren ist CZ2 ein Kegel, weil Ry ein Kegel ist.

Nach Lemma(4.11) ist ¥ konvex. AuRerdem ist —L (€2, §¢, P; R?) C CF klar. Aus Zeile
(4.5) und dem Lemma(4.9) folgt

CR N LY.(Q, 3, P;RY) = {0},

Somit sind die Voraussetzungen des Kreps-Yan Theorems(4.12) erfiillt. Damit existiert
ein Z; € L®(Q, &, P;RY), so dass Z; > 0 P-f.s. und E[Z;- W] < 0 fiir alle W € CF. Weil
wir die P-Integrierbarkeit von X vorausgesetzt haben gilt

{&(X— X;1) | & e &7} c CF
Daher gilt die Aussage (4.4). 0
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Das wesentliche Supremum einer Menge von Zufallsvariablen

Theorem 4.14. Es sei ® eine Menge von Zufallsvariablen auf (Q,§, P).

(a) Es gibt eine Zufallsvariable ©* mit den folgenden zwei Eigenschaften.
(i) " > ¢ P-f.s. fiir alle ¢ € ®.
(i) p* < P-f.s. fir jede Zufallsvariable 1) mit b > ¢ P-f.s. fir alle ¢ € ®.
(b) Angenommen ® sei aufwdrts gerichtet,
das heifit zu p, o € O gibt esp € ® mit Y > @V .
Dann gibt es eine konvergente, monoton steigende Folge (on)nen in @,

sodass lim o, = ¢©* P-f.s. gilt.
n—oo

Definition 4.15. Die Zufallsvariable ©* aus Theorem(4.14) heifit wesentliches Supre-

mum von ® bzgl. P und wir schreiben esssup p := *.
ped

Beweis. Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, dass der Wertebreich jedes ¢ € ® im
Intervall [0,1] liegt. Denn andernfalls kénnten wir statt ® die Menge ® := {fop | p € ®}
fiir eine streng monoton steigende Funktion f : R — [0, 1] betrachten.

Fiir abzéhlbare Teilmengen U C ® sei py(w) := sup ¢(w). Dann ist ¢y messbar.
pev
Wir behaupten nun, dass die obere Schranke

¢ := sup{E[py] | ¥ C & abzihlbar}

durch eine abzdhlbare Teilmenge U* C ® angenommen wird. Um das zu zeigen nehmen
wir uns eine Folge (¥,),en abzahlbarer Teilmengen mit E[py,] — ¢ fiir n — oo. Wir
definieren ¥* := | J,,cy Y5 Dann ist ¥* als abzéhlbare Vereinigung abzihlbarer Mengen
abzéhlbar und Efpg«] = c.

Jetzt zeigen wir, dass ¢* := py die Eigenschaften aus (a) erfillt.

Angenommen das ¢* die Eigenschaft (i) nicht erfiillt, dann gibt es ein ¢ € & mit
Plp > ¢*] > 0. Aber dann gilt fiir ¥/ := U* U {p}

Elpw] > Elpw-],
was im Widerspruch zur Definition von c steht.
Jetzt nehmen wir an, es gibt eine Zufallsvariable ¢ mit ¢ > ¢ P-fis. fiir alle ¢ € ®
und ein A € § mit P[A] > 0 und ¢ < ¢* P-f.s. auf A. Das impliziert E[p*I4] > E[1)14].
Doch dann muss es ¢ € ¢ geben, mit ¢ > 1 P-f.s. auf A, was einen Widerspruch zur

Annahme liefert.

Zum Schluss muss noch (b) gezeigt werden. Um eine geeignete Folge zu konstruieren
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4 Charakterisierung der Arbitragefreiheit in &

nutzen wir aus, dass ¥* abzahlbar ist. Das heift wir konnen dessen Elemente durchnum-
merieren. Es sei U* = {o}, 03,...}. Wir starten eine Folge mit ¢ := (1 und setzen sie
durch
cpk::go%\/-~\/goﬁ, k=2,3,...
sukzessiv fort. Da & aufwirts gerichtet ist, liegt diese Folge in ® und aus der Definition
von ¢* folgt schliefslich lim ¢, = ¢* P-fs.
n—oo

O

Bemerkung 4.16. Es seien ® eine Familie von Zufallsvariablen, X eine beliebige Zu-

fallsvariable und Y eine positive Zufallsvariable, die jeweils auf (2, F, P) definiert sind.

Desweiteren gelte Y - esssup ¢ > 0 P-f.s. Dann gilt:
ped

(a) Y -esssup ¢ = esssup(¢ - Y) P-f.s.
>

ped pE
(b) X + esssup o = esssup(p + X) P-fs.
ped pED

(¢) X Vesssup p = esssup(¢ V X) P-f.s.
ped ped

Das folgt aus dem Theorem(4.14) (a), indem wir das Gegenteil annehmen und zum Wi-
derspruch fihren.

Theorem 4.17. Es gibt genau dann keine Arbitragemaglichkeiten in S, wenn Pg eine
nicht-leere Menge ist. In diesem Fall gibt es ein Mafi P € Pg mit einer beschrinkten
Dichte dP/dP.

Beweis. Wir nehmen Pg # () an und zeigen, dass dies Arbitragefreiheit in & impliziert

Es sei P ein Maf in Pg und V der Werteprozess einer Handelsstrategie in &, sodass
Vr > 0 P-fis. gelte. Das Lemma(4.5) liefert uns V; > 0 P-f.s. fiir alle ¢t € {0,...,T'}.
Da V nach Voraussetzung ein lokales P-Supermartingal ist und weil dessen Negativteile
V,m =0 fiir alle t € {0,...,T} integrierbar sind, ldsst sich die Proposition(4.4) an-
wenden. Somit ist V ein P-Supermartingal. Wegen Vy > E[Vy | §o] = E[Vy] kann V
nicht der Werteprozess einer Arbitragemoglichkeit sein, womit der erste Teil bewiesen ist.

Jetzt zeigen wir, dass Arbitragefreiheit in S die Existenz eines Makes P € Pg mit
beschrankter Dichte g—g impliziert. Wir werden das gewiinschte Maf induktiv konstruie-
ren.

Zunéchst kénnen wir ohne Einschrikung E[|X|] < oo fiir alle s € {0,...,T} anneh-
men. Denn falls dies nicht gelten sollte, kdnnten wir durch

qP T T X
1P :c.exp(—Z|X5]) mit ¢ := E[exp(—Z|Xs|)]_

s=1 s=1

ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf P’ mit beschrénkter Dichte konstruieren,
bzgl. dem X integrierbar ist. Falls nun ein zu P’ dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf P
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mit beschrénkter Dichte 55, existiert, so dass jeder Werteprozess einer Handelsstrategie
dP _ dP  dP' _
d 3 = gpr - qp Wre

aus G ein lokales P—Supermartingal ist, dann wire P € Pg un
ebenfalls beschrinkt.

Dadurch sind die Voraussetzungen von Lemma(4.13) erfiillt und es gibt eine Zufalls-
variable Zr € L®(Q, 37, P;RY), so dass Zr > 0 P-f.s. und E[Z7ér (Xt — X7_1)] <0
fiir alle £ € 6™ gilt. Durch

dPr _ Zr
dP ~ E|Zr]
definieren wir das Wahrscheinlichkeitsmaf Pr. .
Firt e {1,...,T} werden wir mit F;[-] den Erwartungswert eines mit P, bezeichneten

Mafses bezeichnen. )

Wegen 90 > 0 P-fs. ist Pr dquivalent zu P. Da fiir alle t € {0,...,T} E[|X|] < 00
gilt, ist auch Ep[|X:]] = E[42|X,[] < oo fiir alle t € {0,...,T}.

Wir behaupten

ET[gT(XT — XT_1) ‘ S’T—l] <0 fiir alle f € 6. (46)
Um dies zu zeigen betrachten wir die Menge

® = {Er[ér(Xr — Xr-1) | §r-1] | € € 67}
und zeigen, dass sie geméf Theorem(4.14) aufwirts gerichtet ist.
Fiir £,& € 6 sei
A= {Er(ér(X7 — Xr-1) | §1-1] > Erlér(Xr — X7-1) | §r-1]}-
Definiere nun ¢ durch & := 0 fiir t < T und &, := &pla + Eplac. Da & predictable
konvex ist, gilt ¢ € &. Dariiber hinaus gilt

Er[er (Xt — Xr-1) | §7-1] = Erlér(X7 — X7-1) | 71V Erlér(X1 — X7-1) | §7-1)-

Also ist ® aufwirts gerichtet und das Theorem(4.14) liefert uns die Existenz einer mono-

ton steigenden, Pr-f.s. konvergenten Folge in ® mit esssup Ep[ér (Xt — X7_1) | §1-1]
£eG>®
als Grenzwert. Das Theorem(4.14) (a) (i) und der Satz von der monotonen Konvergenz

liefern uns daher

Erlesssup BEr[ér (Xt — X7-1) | §7-1]] = sup Er|Er(ér(Xt — X7-1) | §7-1]]

ceeoe cee
= sup Ep[ér(Xr — Xr-1)]
cee
— sup Elér(Xr — Xr1) k]
ceG> E[Zr]
= E[lZT] gselélzo Elér(XT — X7-1)Z7)
<0.
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4 Charakterisierung der Arbitragefreiheit in &

Wegen 0 € & gilt schlieRlich esssup ET[§T(XT —Xr_1) | §r-1] =0 P-f.s. Daraus folgt

£eG>
die Behauptung(4.6).
Jetzt nehmen wir an, fiir ein beliebiges, festes t € {1,...,T — 1} gibt es zu jedem
se{t+1,...,T} ein Wahrscheinlichkeitsma® P, ~ P mit beschréinkter Dichte C(l;;"‘, S0

dass ES[|Xk|] < oo fiir alle k € {0,...,T} und auch Es[fk(Xk — Xi—1) | §k—1] <0 P-fs.
fiir alle £ > s, £ € G gilt.

Wir behaupten, dass es dann ein Wahrscheinlichkeitsmaf P; ~ P mit Ey[|X;|] < oo
fiir alle & € {0,..., T} und mit %2 < oo gibt, so dass Ey[&(Xy — Xp_1) | §—1] < 0 P-fs.
fir alle £k > t, £ € G gilt.

Dazu verwenden wir erneut Lemma(4.13), aber diesmal mit P, anstelle von P und
erhalten ein strikt positives Z;, € LOO(Q,S’t,PtH;]Rd) welches Zeile (4.4) mit Et+1[‘]
anstelle von E[] erfiillt. Wir verfahren nun wie bei der Konstruktion von Pr, indem wir
]5t durch

P, Z
dP1 Eia[Zy]
definieren. Da diese Dichte echt grofer null ist, gilt P, ~ Py ~ P. Wegen Z; €
L>(Q, F4, Pt+1; R?) hat P, eine beschrinkte Dichte bzgl. ]5H_1 und P. Daher ist Et[|XS|] =

B4 40 ¥ ] < oo, Da die Dichte -4 §,-messbar ist, liefert uns der Satz von
dP;11 4P dP;iq

Bayes, dass P-f.s. fiir k >t + 1 und £ € G :

; ~ dP, dP,
Ey6p( Xk — Xi—1) | Sr1] = Ei[&r (X — Xi—1) | Sr—1]( 0B tl ) d]t?jl )
iz, t o l5ey

. dP, dP,
= Bilén(Xn = X)) (2| ) [ 8ual(— 50| )
b1 Sk t Sk—1

Er1[6( X — Xi-1) | Sk-1]
0.

IN

Analog zum Beweis der Behauptung (4.6) ldsst sich E, [€( Xy — Xi—1) | §e—1] <O fiir alle
& € G™ zeigen.

Damit haben wir induktiv ein Wahrscheinlichkeitsma® P; ~ P mit beschriinkter Dich-
te ‘ffl;t konstruiert, bzgl. dem X integrierbar ist und so dass der Werteprozess zu jedem

£ € G mit £ € B ein ﬁl—Supermartingal ist.

Es bleibt zu zeigen, dass der Werteprozess jeder zuléssigen Handelsstrategie in G ein
lokales P1-Supermartingal ist.
Es sei also € € G und V dessen Werteprozess. Wir definieren

Tp = 1nf{t € Ng : [41] > n P-fs.} AT.

Aufgrund der Vorhersehbarkeit von £ ist (7,)nen eine Folge von Stoppzeiten. Wegen
& € LO(Q, Fi—1, P; RY) ist & P-f:s. endlich fiir alle ¢ € {1,...,T}. Folglich gilt 7, —— T.
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Da ¢ selbstfinanzierend ist und wegen Iy, & (X[ — X)) = 0 gilt
Vi = VI = (X = X)) = el 20 (X — Xooa)
fir allet € {1,...,7} und n € N.
Weil {1, > t} = {r, < t}¢ = (UZ{{m = i})° in F¢_1 liegt und wegen der Ei-

genschaften (1) und (2) von &, gilt {1y, >4 € &5°. Darum gilt fiir jedes n € N und
te{l,....,T}:

E\[V™ =V | §eaa] = E1 G50 (Xt — Xio1) | §e-1] < 0.
Da V;" §-messbar und Ey[|V;™|] < oo fiir alle t € {1,...,T} und n € N gilt, haben

wir gezeigt, dass V ein lokales Pj-Supermartingal ist. Also ist P, € Ps.
O
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5 Die uniform Doob decomposition

Das Ziel dieses Kapitels ist die Charakterisierung der nicht negativen adaptierten Prozesse
U der Form

¢
Ut =U0+Z§k'(Xk—Xk—1) — By (5.1)
k=1
fir t € {0,...,T}, einem £ € & und einem adaptierten aufsteigenden Prozess B mit

By = 0. Diese Zerlegung von U wird uniform Doob decomposition genannt und dient
als Grundlage fiir die Suche nach der Existenz einer zuldssigen Superhedge Strategie mit
moglichst kleinem Werteprozess, der wir im nichsten Kapitel nachgehen.

In einem arbitragefreien Finanzmarktmodell ohne restringierte Handelsstrategien be-
sitzt der Prozess U genau dann eine Zerlegung wie in (5.1) mit & als Menge aller selbst-
finanzierender Handelsstrategien, wenn U beziiglich jedem P* € P ein Supermartingal
ist.

In einem Finanzmarktmodell mit restringierten Handelsstrategien kénnte man vermu-
ten, dass dies auch so fiir Pg anstelle von P funktioniert. Immerhin ist ein Prozess U mit
einer Zerlegung wie in (5.1) beziiglich jedem P € Pg ein lokales Supermartingal. Das liegt
nédmlich an der lokalen Supermartingaleigenschaft des Werteprozesses eines ¢ € G mit
Anfangskapital Uy. Diese Vermutung wird allerdings durch das Beispiel(5.1) widerlegt.

Mithilfe der upper variation Prozesse fiir & und der Klasse Qg gelangen wir in diesem
Kapitel zu einer hinreichenden Bedingung fiir die Existenz der uniformm Doob decompo-
sition fiir nicht negative adaptierte Prozesse U innerhalb eines Finanzmarktmodells mit
restringierten Handelsstrategien. Diese Bedingung ist in Theorem(5.9) aufgefiihrt.

Beispiel 5.1. Wir betrachten ein Einperiodenmodell mit einem risikolosen Bond Sg =
Sy = 1 und einem risky asset S'. Wir nehmen an es gelte S§ = 1 und S} nimmt
die Werte St(w™) = 0,5 und St(w") = 1,5 mit Q := {w™,w'} an. Wir nehmen ein
Wahrscheinlichkeitsmaff P auf Q mit P[{w™}] =1— P[{w™}] € (0,1). Es ses & = [0, 1].

Dann ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf P genau dann in Pg enthalten, wenn P[{wT}] €
(0, 1] gilt.

Fiir ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafs P und den Werteprozess V' einer
selbstfinanzierenden Handelsstrategie & mit & € [0, 1] gilt ndmlich

EVi = Vo | Bol = EVi — Vo] = E[¢(X1 — Xo)] = E[¢(S] — 1)]
Pl{w*}]-€-0,5 - P{w }]-£-0,5
PH{w®}]-€-0,5— (1 - P{w*}])-£-0,5
£(=0,5+ P[{w™}])
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5 Die uniform Doob decomposition

und
E[Vi = Vo | %) <0< P{w'} <0,5.

Auperdem ist P genau dann dquivalent zu P, wenn P[{wt}] € (0,1) ist.

Dabher ist ein Prozess U mit Anfangswert Uy definiert durch Uy (w™) := 0 und Uy (w™) :=
2Uy beziiglich jedem P e Pg ein nicht negatives Supermartingal.

Falls U wie in Gleichung (5.1) zerlegbar ist, so gilt

20y = Ui (w") = U+ & - (Si (W) = Sp(wh)) = Bi(w") <Up+0,5-¢

fiir einen monoton steigenden, adaptierten Prozess B mit By = 0. Daraus folgt Uy <
0,5¢. Also besitzt U eine solche Zerlegung nicht, falls Uy > 0,5 ist.

Der upper variation Prozess A° fiir & bzgl. Q € O

Definition 5.2. Fiir ein bzgl. P absolut stetiges Maf$ QQ ist der upper variation Prozess
fiir & ein aufsteigender Prozess A?, der durch

A(C)’2 =0 und Ag_l - AtQ = eséssgp [§t+1 (EQ[Xi+1 | §¢)) — Xt]
€

firt €{0,...,T — 1} definiert ist.
Definition 5.3. Qg bezeichne die Menge aller zu P dquivalenten Mafle Q, so dass:

EqlAZ] < oo,
Eq[| Xt41 — X¢| | §¢] < o0 P-f.s. fir allet € {0,...,T —1}.

Beispiel 5.4. Es seien a und b vorhersehbare, R%*-wertige, P-f.s. beschrinkte Prozesse
auf (Q,§, P) mit
a; <0< by P-fs. fiir allete€{1,...,T — 1}

und & sei die Menge aller vorhersehbarer, R%-wertiger Prozesse & auf (2, F, P) mit a; <
& < by P-f.s. firallet € {1,...,T}. Nehmen wir auflerdem E[| X111 —X;|] < oo P-f.s. an,
dann erfillt & die Bedingungen oberhalb von Definition(3.2) und jedes zu P dquivalente
Wahrscheinlichkeitsmafs Q mait

Egl|Xi41 — X4|] < oo P-fis. fir alle te€ {1,...,T — 1}
liegt in Q.
Das 0 in S liegt ist klar. Aufgrund unserer Annahme ist die non-redundance Bedingung
aus Bemerkung(3.3) erfillt, was uns die Bedingung (4) liefert. & ist predictable convez,

denn fir £,m € & und fir einen vorhersehbaren, R%*-wertigen Prozess h mit 0 < hy; < 1
gilt fir jedes t € {1,...,T}:

at-(he+ (1 —he)) <hg- &+ 1 —he) - <be- (he + (1 — hy)).
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Firt € {1,...,T} und eine stochastisch konvergente Folge (&' )nen aus Sy mit & als
Grenzwert gibt es eine Teilfolge (& )ren mit ar(w) < &% (w) < by(w) fiir alle k € N und
ar(w) < klim & (w) = &(w) < by(w) fiir P-f.a. w € Q.
—00
Weil

esssup Eq &1 (Xey1 — Xi) | St

£eG>

= b1 EQ[ X1 — Xo | §" — a1 EQ[Xis1 — Xi | §1]™ P-fs.

gilt und sowohl a als auch b P-f.s. beschrinkt sind, ist

-1
E[A) =" E[e;g)égop EQ[§e41(Xep1 — Xi) [ §e]] < o0
t=0

und somit ist QQ € Qg.

Proposition 5.5. Fir den upper variation Prozess fiir G eines zu P dquivalenten Mafles
Q gilt

At%—l - AtQ = esssup Eg[&i41( X1 — Xy) | Tl
£eG>®

Beweis. Um das zu zeigen, definieren wir

' = {Eq[&1(Xey1 — Xo) | 8] : £ € 6%},
D = {EQ[§t+1( X1 — Xt) | §4] : § € 6}

Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis der Behauptung (4.6) im Beweis von
Theorem(4.17) lasst sich zeigen, dass ® aufwirts gerichtet ist. Deshalb gibt es eine Folge
(€")pen aus G mit

lim Eq[& (Xip1 — Xo) | 8] = esgssélp EQl&ir1(Xip1 — Xi) | 8] =: 97,
n o0 e

wobei ¢* das wesentliche Supremum von ® bezeichne. Mit ¢* bezeichnen wir das we-
sentliche Supremum von ®’. Aufgrund der Eigenschaft (i7) des wesentlichen Supremums
aus Theorem(4.14) gilt ¢* > ¢*', denn fiir jedes ¢ € @ ist p* > 1 P-f.s. Andererseits
gilt ¢*" > ©*, denn

o > Bolél ey, 1<ny - (X1 — X¢) | &) fiirallen € N,
Jim EQl&h 1 (Xerr — Xo) [ §e) = lim EQ[&s 1 Iyep,, j<ny (Xes1 — Xo) [ §i] = ¢
]

Bemerkung 5.6. Da der Werteprozess einer beschrinkten selbstfinanzierenden Han-
delsstrategie £ € & unter einem Maf Q aus Ps ein Q-Supermartingal ist, gilt fiir alle
te{0,...,T—1}.

EQl&ir1(Xip1 — X¢) | §¢) <0
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5 Die uniform Doob decomposition

Deshalb erhalten wir aus Proposition(5.5) firt € {0,...,T —1}:

Ag_l — AtQ = egsssup EQléit1(Xiq1 — Xt) | &4 fiir Q € O, (5.2)
EG>®

AP =0 fir P ePs, (5.3)

P CPs C Qs.

Proposition 5.7. Falls Q € Qs und V der Werteprozess einer Handelsstrategic aus &
ist, dann ist V — A9 ein lokales Q-Supermartingal.

Beweis. Es sei £ = (¢Y,¢) € G und V der zugehdrige Werteprozess. Definiere
Tp(w) :=min({t € N: |§1(w)] > nV EQ[| Xi41 — X¢| | §(w) > n},T)

firn e Nund w e Q. Es gilt lim 7, =T. Weil
n—o0

Vi = Vi < Ipseny - Vsl - [ X — Xo| € LHQ, G, s RY)

fiir alle t € {0,...,T—1} und fiir alle n € N gilt, liegt V,” in L'(Q, §;, Q; R?). AuRerdem
ist
EqQlViry = Vi | 8t = Iz > e 136e+1 - (B[ X | i) — Xt)
< (A9, — (A9

Zusammen mit der Vorhersehbarkeit von A9 und der Adaptiertheit von V™ impliziert
das

Tn

EqlVith — AQtTil | il = EQlVify | 8] — AQtH
< EQ[Vi | &) — A9™
=V - A7
Weil auferdem A?Tn, Ve LNQ, T, Q; RY) fiir jedes t € {0,...,T} gilt, ist V™ — AQ™

ein Q-Supermartingal.
O

Bemerkung 5.8. Fulls G alle beschrinkten, vorhersehbaren, R-wertigen Prozesse auf
O, §, P enthdlt, so gilt Qs = Ps.

Beweis. Um das zu zeigen nehmen wir uns ein Q € Qg und ein ¢t € {0,...,7 — 1}.
Angenommen es gibt ein A € § mit P[A] > 0 und

esssup Eg[&41( X1 — X)) | &) >0 P-f.s. auf A.
£e@G>®

Dann gibt es ein € € & mit Eg[&y1(Xi11 — Xi) | §] > 0 P-fs. auf A. Folglich ist

A EQ[gt+1(Xt+1 —Xy) | §] >0 P-f.s. auf A
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fiir alle A > 0, weil A - é nach Voraussetzung ebenfalls in & liegt. Dadurch ist

eﬁssgup EQ&i+1( X1 — Xy) | §t) = 00 P-fis. auf A.
6 oo

Doch wegen @ € Qg ist dies nicht moglich und wir haben einen Widerspruch zur An-
nahme. Daher ist Ag = 0.

Nach Proposition(5.7) ist damit der Werteprozess jeder Handelsstrategie aus & ein
lokales @Q-Supermartingal. A

In & gibt es fiir jedes i € {1,...,d} eine Handelsstrategie ¢ mit & =1 und & = 0 fiir
alle t € {0,..., T} und j # i. Dabei ist X} als Werteprozess dieser Handelsstrategie fiir
jedes t € {1,...,T} Q-integrierbar. Das liefert uns @ € Pg.

O

Existenz einer uniform Doob decomposition

Theorem 5.9. Es gelte Pg # () und es sei U ein adaptierter Prozess mit Up > 0 P-f.s.
Dann ist dquivalent

a) U — A9 st fir jedes Q € Qg ein Q-Supermartingal
b) Es gibt ein & € & und einen adaptierten, monoton steigenden Prozess B,
mit By = 0 und

t
Uy =Upo+ Y &(Xg — Xe—1) — By P-fs. fiir alle t € {0,...,T}. (5.4)
k=1

Beweis. b) = a) : Es sei Q € Qg und es sei € die selbstfinanzierende Handelsstrategie zu
¢ € G mit Werteprozess V und Anfangskapital Vo = Uy. Wegen Proposition(5.7) ist

t
MtQ:=Uo+Z€k(Xk—Xk—1)—AtQZVZ—A?, t=0,...,T
k=1
ein lokales Q-Supermartingal. Nach Voraussetzung und wegen Bpr > 0, gilt

Vi=MZ+AY>Ur >0  Pis.

Dadurch ist Lemma(4.5) anwendbar. Folglich ist MtQ > —AtQ fir alle t € {0,...,T}.
Insbesondere ist MtQ fiir diese ¢ durch —AtQ nach unten beschrinkt. Weil ) € Qg
gilt, ist EQ[A% < oo und somit Proposition(4.4) anwendbar. Es folgt, dass M® ein
Q-Supermartingal ist. Fiir jedes ¢t € {0,...,T} ist By € L' (2, F:, Q;R?), denn

ME + A% > By > B, > 0 P-fs.

Somit ist M;—B; € L' (2, F;, Q; RY) fiir alle t € {0,...,T}. Weil M ein Q-Supermartingal
ist gilt fiir jedes t € {0,...,T}

Eq[Myy1 — By | §e] < EQ[Myy1 — By | §t) < My — By P-fs.
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5 Die uniform Doob decomposition

Daher ist M — B = U — A? ein Q-Supermartingal.

a) = b) : Es geniigt zu zeigen, dass es ein £ € & gibt, so dass fiir jedes ¢t € {1,...,T'}
eine positive Zufallsvariable R; mit der Eigenschaft

Uy —Up1 =& (X — Xyo1) — Ry € K — L(Q, &, P;RY)

existiert. Dann namlich kénnen wir durch By = 0, B1 = Ry und Biy1 = Ri41 + By einen
monoton steigenden, adaptierten Prozess B definieren, der die Gleichung (5.4) erfiillt.

Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, dass P in der Menge Pg liegt. Denn
andernfalls konnte man P durch ein beliebiges dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf aus-
tauschen, ohne dass sich an der Formulierung des Problems etwas dndern wiirde. Der
Grund dafiir ist, dass P-fast sichere Eigenschaften auch P-fast sicher sind, falls P und
P zwei dquivalente WahrscheinlichkeitsmaRe sein sollten.

Nach Aussage (5.3) ist AL = 0. Deshalb ist U nach Voraussetzung ein P-Supermartingal.

Wir nehmen nun an, es gelte

Uy — U1 ¢ CF = (KF — LY(Q, T, P;RY) N LY(Q, &, P RY)) (5.5)

und werden diese Annahme zum Widerspruch fiihren.

Nach Lemma(4.11) ist C eine abgeschlossene konvexe Teilmenge von L' (€, §;, P; RY).
Der Separationssatz von Hahn-Banach liefert uns daher die Existenz einer Zufallsvaria-
blen Z € L>®(Q, ¢, P;R?), so dass

a:= sup E[ZW| < E[Z(U —U_1)] =: B < 0. (5.6)
wecy

Da —Aliz<0) € CP fiir alle A > 0 gilt, muss folglich 0 < —AE[ZIz.0] < o fiir alle
A > 0 gelten. Daher ist Z > 0 P-f.s.

Zuniéchst behaupten wir Z derart modifizieren zu kénnen, dass Z nach unten durch
ein € > 0 beschrankt ist und die Gleichung (5.6) erfiillt.

Zu einem W € C erhalten wir ein &(X; — X;_1) € K mit P-integrierbarem Negativ-
teil, das W dominiert. Fiir ein ¢ > 0 gibt es zu einem (§1{|¢,|<c})teq,... 7y € & genau
eine selbstfinanzierende, zulissige Handelsstrategie zum Anfangskapital null dessen Wer-
teprozess ein Supermartingal ist. Zusammen mit dem Lemma von Fatou erhalten wir
dadurch

EW] < E[§(Xt — Xi-1)] < liCIEicng[&(Xt — Xi-1) g <e] <0 (5.7)

Wir definieren Z¢ :=¢€-14 (1 —¢) - Z fiir ein € € (0,1). Aufgrund der Zeilen (5.6) und
(5.7) und wegen a > 0 gilt dann fiir alle W € CP:
E[ZW] <0 = E[Z°W]

<
E[ZW] >0 = E[ZW] <

(1—e) 'E[ZW] < E[ZW] < a.
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Wegen a < E[Z(U; — Us—1)] existiert ein € > 0 mit
a < (1 - E[Z(Us — Up_1)] + €E[U; — Upr] = E[Z5(U; — Up_1)] < oo

Das beweist unsere Behauptung und wir kdnnen ohne Einschrankung annehmen, dass Z
durch ein € > 0 von unten beschrinkt ist.

Fiir den néchsten Schritt bezeichnen wir E[Z | §;—1] mit Z;—; und definieren ein zu
P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf ) durch

Q _ Z
dP =~ Z,_4’

Wir wollen zeigen, dass @) in der Menge Qg liegt. Da die P-Dichte von @ beschriankt
und echt positiv ist und weil P € Pg gilt, erhalten wir fiir alle s € {1,...,T}:

dpP
X = Xooa| | 1] - == <oo  PAs. (5.8)
Ss dQ Ss—1

d
Bol| X, — Xaa| | §at] = B[ 52

Wegen der §i-Messbarkeit von % gilt

dQ dQ

(@&)'(dp ) =1

3".9—1

fiir s > t und aufgrund der Projektivitit der Bedingten Erwartung gilt fiir s < ¢:

7
Zi1

iQ
(3P

) = ElE]|
3

| 1] [ 8s] = 1.

Weil P in Pg liegt, gibt es zu £ € G eine selbstfinanzierende Handelsstrategie zum
Anfangskapital null mit einem Werteprozess V, der die lokale Supermartingaleigenschaft
besitzt. Deshalb folgt durch Anwendung der Bayes-Formel, dass

EQ[&S(XS - Xs—l) ’ 35—1] = E[{s(Xs - Xs—l) ‘ Ss—l] = E[Vs - V:s—l | Ss—l] < 0 (59)

fiir alle s # t gilt. Genau wie im Beweis der Behauptung(4.6) im Beweis von Theorem(4.17)
l&sst sich zeigen, dass die Familie

Q= {Eqgl& - (X¢y — Xy—1) | Bi1] : £ € &},

im Sinne von Theorem(4.14) aufwérts gerichtet ist. Dieses Theorem liefert uns eine mo-

noton steigende, konvergente Folge aus ® mit esssup Eg[& - (X; — X¢—1) | F1—1] als ihren
£e6

Grenzwert. Das Theorem(4.14) (a) (i) und der Satz von der monotonen Konvergenz
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5 Die uniform Doob decomposition

liefern uns daher

EolZi—4 esgssgp Eql& - (Xt — Xi—1) | §e-1] (5.10)
€

=sup Eg[Zi_1Eq[& - (Xy — Xy—1) | Te—1]
£e6

=sup Eg[Eq[& - (Xy — Xi—1)Zi—1 | Te-1]]
e

=sup Egl& - (X — X4-1)Zs1]
£e6

=sup E[§ - (X — Xy-1)Z]
£e6

< a.

Aus Z;_; > € P-f.s. und der Ungleichung (5.10) folgt nun

EQ[A? - Agﬂ = EQ[esgsesélp EqQl& - (Xy — Xi—1) | Si—1]

Z,
< Bg[ = esssup Eqlte - (X = Xi1) | §ia]] <

a9

Das zusammen mit der Ungleichung (5.9) und Proposition(5.5) impliziert

T

A7 =" Eqlesssup Eglé - (Xi — Xim1) | §ia]] <
el £es

L e}

Also ist Eg [A?] < 00. Weil auferdem die Bedingung (5.8) erfiillt ist, liegt @ in der Menge
Os.

Im letzten Schritt zeigen wir, dass U — A¥ kein Q-Supermartingal sein kann. Hierzu
nutzen wir erneut die Ungleichung (5.10) und erhalten

EQlZi1EQUy — U1 | §i—1]] = EQ|Z1—1(Us — Us—1)]
=E[Z({U —Up—1)] = B
>«

> EglZi— eSSSélp EqQl& - (Xt — Xi—1) | Fe—1]
¢e

= EqlZi1 (A7 — A2 ).

Aber dann wire Eg[U; —U;—1 | §1—1] < A? — AtQ_1 P-f.s. nicht méglich, wodurch U — A9
kein Q-Supermartingal sein kénnte. Das liefert uns aufgrund der Voraussetzung einen
Widerspruch zur Annahme (5.5).

O
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6 Die upper Qs-Snell envelope

Zu einem abdiskontierten Amerikanischen oder Européischen Claim H suchen wir einen
moglichst kleinen Prozess V' zu dem es eine zuléssige Superhedge Strategie fiir H gibt,
dessen Werteprozess mit V iibereinstimmt. Eine Superhedge Strategie ist eine selbstfi-
nanzierende Handelsstrategie dessen Werteprozess den Amerikanischen abdiskontierten
Claim dominiert.

Die uniform Doob decomposition motiviert uns adaptierte Prozesse U zu betrachten,
so dass U — AQ fiir jedes Q € Qg ein Q-Supermartingal ist und so dass H durch U
dominiert wird, das heifst Uy > H; fiir jedes t € {0,...,T}.

Nach Theorem(5.9) folgt dann die Existenz einer zuléssigen Superhedge Strategie,
dessen Werteprozess V' die Ungleichung V' > U > H erfiillt. In diesem Kapitel nehmen
wir an, dass Pg # 0 gilt, damit ist insbesondere die Voraussetzung von Theorem(5.9)
geschaffen, welches zwar in diesem Kapitel nicht weiter zum Tragen kommt, dafiir aber
im néchsten Kapitel in Kombination mit Theorem(6.14) die Grundlage des Beweises von
Theorem(7.2) bildet.

Wenn wir nun ein festes Q) € Qg betrachten, so ist der kleinste H dominierende Prozess
U, so dass U — A9 ein Q-Supermartingal ist durch den Prozess UQ + A@ gegeben, wobei
U< die Snell envelope von H — A% bezeichnet. Dies zeigen wir in Proposition(6.4).

Deshalb liegt die Vermutung nahe, dass die upper Qg-Snell envelope von H der
kleinste Prozess U ist, der H dominiert, so dass U — A9 fiir jedes Q € Qg ein Q-
Supermartingal ist. Dies bestétigen wir in Theorem(6.14) fiir Amerikanische Claims und
in Proposition(6.16) speziell fiir Européische Claims.

Fiir den Beweis benétigen wir eine Reihe von Hilfssétzen. Durch Lemma(6.8) erhalten
wir eine hinreichende Bedingung dafiir, dass das pasting zweier Wahrscheinlichkeitsmafe
aus Qg auch in Qg liegt. Diese Bedingung kénnen wir in Lemma(6.10) nutzen um eine
Stoppzeit zu konstruieren, beziiglich der das pasting stets in Qg enthalten ist, was uns ei-
ne Formel fiir die Snell envelope bzgl. des pastings liefert. Damit kénnen wir Lemma(6.11)
beweisen. Die Eigenschaften der dort konstruierten, gegen die upper Qg-Snell envelope
konvergierenden Folge erméglichen es uns die Rekursionsformel fiir die upper Qg-Snell
envelope aus Proposition(6.13) zu beweisen. Durch diese Rekursionsformel erhalten wir
schlieklich den Beweis von Theorem(6.14). Durch Lemma(6.15) kénnen wir die Aussage
von Theorem(6.14) auf Européische Claims tibertragen.

Proposition 6.1. Fir eine Stoppzeit 7 € T, eine reellwertige Zufallsvariable Y €
LY, F,Q) und eint € {1,...,T} gilt:

EQlY - Itz—iy | 8il = EQ[Y - I{r—yy | 87]  Q-fs.
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6 Die upper Qg-Snell envelope

Beweis. Es sei A € §,. Wegen AN {7 =t} € §; ist
EQ[EQ[Y - Iir—ty | §t] - 1a] = EQIEQ[Y | §t] - I{r=t) - 1a] = EQ[Y - I{r—y) - 14].

Wegen EQ[Y -It—y | §t] Ifr<sy = 0flir 0 < s < tist EQ[Y - Ii;—y | §i]-I{r<s) Ss-messbar
fiir jedes s € {0,...,T}. Daraus folgt die §-Messbarkeit von Eq[Y - I;—y | .
O

Die Snell envelope

Definition 6.2. Fir ein Wahrscheinlichkeitsmaff Q auf (2,F) und einen adaptierten
Prozess L mit Ly € £4(Q,, P) fiir allet € {0,...,T} definieren wir den Prozess

UZ =Ly und Uy == LV EQ[US, | &),  t=T-1,...,0.
Der Prozess U? heifit Snell envelope von L beziglich Q.

Proposition 6.3. Die Snell envelope UX von L ist das kleinste Q-Supermartingal, das
L domaniert. Das heifit, falls U ein weiteres L dominierendes Q-Supermartingal ist, dann
gilt Uy > U2 > Ly fir alle t € {0,...,T}.

Beweis. Wir beweisen die Proposition durch Induktion. Weil aus der Definition Utcil >
EQ[UtQ | §¢_1] fiir jedes t € {1,...,T} folgt, ist U? ein Q-Supermartingal. Fiir ein wei-
teres L dominierendes Q-Supermartingal U gilt Upr > Ly = UIQ. Mit der Induktionsvor-
aussetzung Uy > UtQ fiir ein festes ¢t € {1,...,T} erhalten wir fiir den Induktionsschritt
(t—t—1)

Ui-1 > Eg[Uy | §1-1) = EQlUP | §i-1).

Durch die Voraussetzung gilt deshalb U;_1 > Ly V EQ[UtQ | §i—1] = Ugl. O

An dieser Stelle wollen wir noch einmal an die in Abschnitt(2.3) eingefiihrten Schreib-
weisen erinnern.

T sei die Menge der Ng-wertigen Stoppzeiten, deren Werte nicht grofer sind als 7. Au-
Rerdem seien

T :={oceT|o>t},
Tr={ceT|o>1}

Theorem 6.4. Die Snell envelope U von L beziglich Q erfiillt fiir jedes t € {0,...,T}
die Gleichung

UtQ = esssup Eg[L; | 4.
TET:

Beweis. Der Beweis steht in [1] unter Theorem 6.18. O
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Die upper Qg-Snell envelope eines Amerikanischen Claims

Fiir abdiskontierte Amerikanische Claims H nehmen wir an, dass

sup sup Fg[H, — A%] < oo (6.1)
QeQs TET

gilt. Es sei bemerkt, dass diese Bedingung erfiillt ist, falls H beschrinkt ist.

Definition 6.5. Es sei H ein abdiskontierter Amerikanischer Claim. Fiir ein Q € Qg
und t € {0,...,T} definieren wir

U2 := esssup EqlH, — A9 | ).
TET

Nach Theorem (6.4) und aufgrund der Annahme (6.1) ist U9 die Snell envelope von H —
AQ beziiglich Q. Desweiteren definieren wir

U, = esssup(A¥ + UtQ)
QeQs

firt € {0,...,T}. Den Prozess U nennen wir upper Qg-Snell envelope von H. Dessen
Anfangswert ist durch

UOT = sup sup Eg[H, — A(;Q]
QeQs TET

gegeben.

Proposition 6.6. Es sei H ein abdiskontierter Amerikanischer Claim und QQ € Qg. Die
Snell envelope von H — A® beziiglich Q erfillt zu jedem T € T P-f.s. die Gleichung:

UQ = esssup Eg[H, — A9 | F,].
€T+

Beweis. Die Bemerkung gilt aufrgund der folgenden Gleichungen

T
U9 4 A9 = ZI{T:S} esssup(Eg[H, — A9 | F] + A9)
€7s

s=0 g
T

= Zesssup Eq[(H, — A9 + A5Q>I{T=5} | Fs]
5—0 o€Ts
T

= Zesssup EqQl(Hs — A? + AQ)I{T:S} | Frl
s—0 o€Tr

= esssup Eg[H, — A? | Fr] + A?-
€T,

Die erste und vierte Gleichung lédsst sich durch die Bemerkung(4.16) (b) begriinden.
Die zweite Gleichung erhalten wir durch Anwenden der Bemerkung(4.16) (a) mit ¥ =
I(;—q und & = {Eg[H, — A | F,] + A? : 0 € T;}. Wegen

I—gEq[Hy — AZ + A2 | F] > 0 fiir 0 = 5
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6 Die upper Qg-Snell envelope

sind ndmlich die Voraussetzungen zur Anwendung dieser Bemerkung erfiillt.
Zur Erklarung der dritten Gleichung benutzen wir zum einen die Proposition6.1 und
zum anderen benutzen wir, dass

esssup Eg[(Hy — A9 + AQ)I{TZS} | Fs] = esssup Eg[(H, — A9 + AS)I{T:S} | Fs]
o€T-UTs o€T-NTs

P-f.s. gilt. Um Letzteres zu zeigen, definieren wir zunéichst & 1= oly;—g + (s V 7) {724
fiir ein beliebiges o € (T UTs) \ (Tr N Ts). Daraus folgt schlieklich 6 € T, N T und

EQ[(HU - AJQ + A7C—2>I{T:s} | J_"S] = EQ[(H5 - Ag + A’TQ)I{TZS} | }—S] P-fs.

Das pasting

Definition 6.7. Das pasting zweier dquivalenter Wahrscheinlichkeitsmafle Q1 und Q2
in eine Stoppzeit T € T ist das Wahrscheinlichkeitsmafl

QA] := Eq,[Q2(4] | 3+,  A€F.

Der Satz von der Monotonen Konvergenz fiir bedingte Erwartungen und die Gleichung

Q[A] = Eq,[Eqg,[14] | 3+ fir A € § liefern uns, dass Q tatsdchlich ein Wahrscheinlich-
keitsmafl ist.

In Lemma 6.40 aus [1] wird gezeigt, dass fir Stoppzeiten o und Fp-messbare, positive
Zufallsvariablen Y

EQ[Y ‘ SJ] = EQl [EQQ [Y | ‘STVU] ’ SO’] (62)
gilt.

Lemma 6.8. Es seien 7 € T, Q1, Q2 € Qg und Q sei das pasting von Q1 und Qo in
7. Dann gilt Ep[|Xi41 — Xi| | §¢] < 0o P-f.s. und der upper variation prozess fir & und

Q st durch i
AP = AZL + (AP — A9?) - I,y

gegeben. Desweiteren liegt Q in der Menge Qg, falls es ein € > 0 gibt, so dass

dQ2
10, . > e P-f.s. auf {7 < T} (6.3)

gilt.

Beweis. Wir betrachten die Gleichung (6.2) mit 0 =t und Y = | X411 — Xy|. Wir zeigen
zunéchst, dass | X1 — Xy - I{T>t} §rvi-messbar ist und dass

EQ, (| Xer1 — Xel - Ir<ny | Srvil = EQu[| X1 — Xol - Ir<y | §t)  Pefs.

gilt.
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Esist {7 >t}N{rVt <s}={t <7 < s} Fiir 0 < s <t gilt [ X1 — Xy - Ipercy =0
und fiir ¢ < s < T ist [X¢y1 — Xi| - [{p<r<s) Ss-messbar.

Daraus folgt, dass | X1 — Xi| - {754 §rve-messbar ist.

Es ist Eq,[|Xi+1 — Xi| - I7<sy | $t] Frvi-messbar und fiir jedes A € Fryy ist AN {7 <
t} € &, wodurch

B, - EQy[|Xiv1 — Xol - Ity | §el] = EQulla - [ X1 — Xu| - I 7<)

gilt. Das war zu zeigen.
Jetzt nehmen wir noch die Qg-Figenschaft hinzu und erhalten
Epl|Xts1 — Xe| | §e] = EQ, [ Xew1 — Xe| [ §e] - [z
+ EQ2[|Xt+1 — Xt| ’ St] . I{TSt} < 00 P-fs.

Wir betrachten erneut die Gleichung (6.2) fiir o = ¢, einmal mit Y = (§41(Xey1 —
X¢))T und ein weiteres mal mit Y = (&41(X¢1 — X¢)) ™. Auf analoge Weise wie zuvor,
aber diesmal unter Ausnutzung der Linearitit der bedingten Erwartung, erhalten wir

Epl&r1(Xep1 — Xo) | §t] = Eq, [§e1 (Xt — Xo) | §e] - Loy
+ EQ2 [£t+1 (Xt+1 — Xt) ‘ st] 'I{Tgt} < oo P-fs.

Nehmen wir auf beiden Seiten der Gleichung das wesentliche Supremum iiber &1 €
G791, so gelangen wir iiber die Zeile (5.2) zu

ATy = AP = (AR = AT) Ty + (A2 = AT Iz (6.4)
Weil (AZ! | — AZL) - Iy gleich 0 ist, gilt
AR = AP Ty = (A2) ) — AZY). (6.5)

Da wir statt I;<y auch Iy 1y oder I o4y + I—; schreiben konnen, erhalten wir

(A% — AP Ir<ny
= Agfl Trciiry — A?Q Tirary — A?Q A=y (6.6)
= Agfl ’ I{r<t+1} - A?Q ’ I{r<t} - AQQ ) I{T<t+1} + AQQ ’ I{T<t}'

Setzen wir nun die Gleichungen (6.5) und (6.6) in (6.4) ein, so erhalten wir aufgrund der
Eigenschaft

- t - -
AP =3 "AF - A1 Ps.
k=1

eines upper variation Prozesses AQ die gewiinschte Formel fiir AtQ.

Jetzt bleibt nur noch zu zeigen, dass E@[A?] < oo gilt, wenn Q die Bedingung (6.3)

45



6 Die upper Qg-Snell envelope

erfiillt. Es bezeichne Z; die QQ1-Dichte von Q2 auf §;. Unsere Formel fiir A? , die Glei-
chung (6.2) mit o = 0, die Bayes-Formel und die Bedingung (6.3) liefern uns

EglA7] = BglA2 + AP — 4]
= Eq,[Eq,[A%" + AZ* — A% | §.]]
= B, [A9" + Eq,[A%* — A% | §,]]

1
7 Fail(A7? = A2) - Zr | 51]]

1
< Bqu[A?'] + ~Eq, (A7 — A%) - Zr]

= EQl[Agl] + EQl[

1
< Eg,[AD] + _Eq,[A7’).

Da A?Q Qo-integrierbar und §-messbar ist, ist hier der Mafiwechsel und die Anwendung
der Bayesformel fiir die bedingte Erwartung moglich. In der letzten Ungleichung haben
wir ausgenutzt, dass und AQ? positiv und monoton steigend ist. Da @1 und Q3 in der

Menge Qg liegen, ist schlieflich E [Ag] < 0. O
Bemerkung 6.9. Es seien p,7 € T, Q1,Q2 € Qs und Q sei das pasting von Qi und
Q2 in 7. Dann gilt

_ T T
AY = Z QI = D (AR, + (AP =A%) Ty - Ty

t=1

(ADL 4+ (A2 — A92)) Iy Ty = ASH + (AQ2 — A9) I, .

Il
M= T

o~
Il
—

Lemma 6.10. Es seien ()1, Q2 € Qs, € > 0,7 € T und B € §,, so dass 3%8? 5

€ P-f.s. auf B gelte. Es sei Q das pasting von Q1 und Qs in die Stoppzeit o = 7Ig+TIpe.
Dann ist Q € Qg und die Snell envelopes dieser drei Mafle stehen in folgender Beziehung
zueinander:

09 + AQ = (U@ + A9 Ipe + (092 + A9). Iy P-fs.

Beweis. Wegen §, C §, gilt auch dQ2 > € P-f.s. auf B. Dabei ist o so konstruiert,

dass B = {0 < T'} gilt. Aus Lemma(6.8) folgt daher Q € Qg. Fiir A? mit p € 7, kénnen
wir die Formel aus Bemerkung(6.9) anwenden:

AQ = AD (Ip + Ipe) + (AD2 — AD2) - I(,e
= A Tp + A9 Ipe + A9 Tpe — A9 Ipe + (A,)92 — AD2) - I
= AD 4 (AP — AZY) - Ipe + (A,)% - AD?) - Iy
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Durch die Gleichung (6.2) erhalten wir fiir eine Zufallsvariable Y

EqlY | 8- = EQ,[EQ.[Y | §rvol | 87] - (I + Ipe)
= Eq, [Y ‘ ST] Ipe + EQ2[Y | gT] -Ip

Aufgrund dieser beiden Formeln gilt nun
EglH, = A7 | 87 + A7
= (B, [Hy — AP | 3]+ AZ) - Ipe + (B, [H, — AP* | §:] | §+] + AP) - I
= (B, [Hy — AP | 3] + AZ) - Ipe + (Eq,[H, — AP? | §:] | §¢) + AP?) - Ip

Fiir je zwei Stoppzeiten p1, po € T ist auch p1Ip + polpe € T und umgekehrt ldsst sich
jede Stoppzeit p € T, als Summe p1Ip + polpe zweier Stoppzeiten pi, po € T, schreiben.
Nehmen wir fiir p = p1lpec + p2lp auf beiden Seiten der Gleichung das wesentliche

Supremum esssup und kombinieren das mit Proposition(6.6), so erhalten wir
pET+

U9 + A9 = (U2 + A9") - Ige + (U2 + A9) . Iz PAs.
0

Lemma 6.11. Es seien Qg € Qg, T €T und 6 > 0. Dann gibt es eine Menge As € §-,
so dass Qo[As]) > 1 — 6 und es gibt Mafle Qi € Qg mil Qr = Qo auf -, so dass

U9k + A%k v esssup(UQ + A9 =0 P-f.s. auf As.
Beweis. Es seien 7 € T, > 0, Qo € Qg und (Q2),en, eine Folge aus Qg mit QY = Qo.

Wir behaupten zu jedem k € Ny existieren @ € Qg und A’g € §r, so dass A’g C Alg_l
Qo[A¥] >1—(1—-27%)5 und

U’TQk + Agk — mgz((ﬁggz + Af?%) P-f.s. auf A’g (6.7)

gilt.

Die Behauptung beweisen wir durch Induktion. Fiir den Induktionsanfang k = 0 erfiil-
len AY := Q und Qo die geforderten Bedingungen. Fiir den Induktionschritt (k — k + 1)
erfiillen also @y und A’g die Induktionsvoraussetzung. Aufgrund der Aquivalenz der Mafe
Qk und Qy,, existiert ein € > 0, so dass die Menge

dQi1 1

D::{ 40,

} ZG}E%T
Sr

die Ungleichung Qo[D

> 1 — (1 —2-®+D)§ erfiillt. Dadurch gilt Qo[AF™] > 1 — (1 —
2=(HD)5 fiir AFTH = AR N

]
AF N D. Jetzt definieren wir die Menge

~ Q9 0 ~
B = {UZ1 4 AP S gQ 4 A9y D,
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6 Die upper Qg-Snell envelope

Q11 sei das pasting von @y und Q2+1 in die Stoppzeit o := 71g + TIgc. Nach
Lemma(6.10) ist Q41 € Qs und es gilt

~ ~ ~ 0o 0
OO 4 ARH = (@0 4 AQ%) . [pe 4 (O2F 4 AZF Y 1 P-fs.
~ ~ 09 0
— (T 4 AQ%) v (T2 4 A%k P-f.s. auf D
= max (0991 + AS?%) P-f.s. auf A§+1.
n<k+1

Damit ist die Behauptung bewiesen.
Als niichstes zeigen wir, dass wir die Folge (Q%),en, C Qs so withlen kénnen, dass

lim max(UTQ% + Ag%) = esssup(U9 + A9) = U P-f.s. (6.8)
n—o0 n<lk QeQ¢

gilt. Dazu betrachten wir die Menge ® = {U;Q + AQ | Q@ € Qg}. Der Beweis von

Theorem(4.14) zeigt, dass es eine abzidhlbare Teilmenge ¥ C & mit esssup ¢ = esssup ¢
pew ped

gibt. Deshalb kénnen wir (Q0)nen, o withlen, dass U = {TjTQ% + A?g | n € No} gilt.
Diese Folge erfiillt die Gleichung (6.8). Dort kénnen wir die Gleichung (6.7) einsetzen.
Nun definieren wir As := mkeNOAlg und erhalten Qo[As] = klim Qo [A’g] =1-4.
—00

Da @ das pasting von Q¢ und Q(l) in die Stoppzeit ¢ ist, stimmt (1 mit (g auf
S- iberein. Wir nehmen an, dass Qj fiir ein beliebiges, aber festes k € N fiir jedes
s € {0,...,k} mit jedem Qs auf §, iibereinstimmt. Da Q1 das pasting von Q) und
Qgﬂ in die Stoppzeit o ist, folgt fiir alle A € §,

Qrr1[A] = Eqo  [Qr[A] | To] = Qi[Al.
Insgesamt gibt es also fiir alle k£ € N eine Ubereinstimmung von @ mit Qg auf §,.. O

Bemerkung 6.12. Fir ein Qo € Qg bezeichne Q(Qo) die Menge aller Q € Qg, die mit
Qo auf §; ibereinstimmen. Fir T =t gibt es zu jedem 6 > 0 ein Ag € § mit Qo[As] = 1—9
und eine Folge (Qr)ren aus Qi(Qo), so dass

U2 + A% 5 esssup (U2 + A9) = 0] P-f.s. auf As
k=00 Qe 04(Qo)

gilt. Dadaurch erhalten wir sogar

esssup (U2 + AY) = esssup (UF) + A% =0 P-f.s.
Q€EQ:(Qo) Q€Q:(Qo)

Denn angenommen fiir A == { esssup (U2 +A%@) £ UL} € § gilt P[A] > 0, dann kénnen
QEQt(Qo)
wir 0 so klein wdihlen, dass P[A] + P[As] > 1 ist. Dies ist aber ein Widerspruch, da As

und A disjunkt sind.

Desweiteren ist klar, dass A? = AtQ0 fir jedes Q € Q¢(Qo) gilt. Da Q und Qo auf Ft
tibereinstimmen, ist ndmlich eine Version der bedingten Erwartung bzgl. Q und §; Q)-f.s.
tdentsch mit der bzgl. Qo und .
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Proposition 6.13. Fir ein festes Qo € Qg sei Qi(Qo) die Menge aller Q € Qg, die
mit Qo auf Ty tibereinstimmen. Fiir die upper Qg-Snell envelope Ul eines abdiskontierten
Amerikanischen Claims H gilt die folgende Rekursionsformel:

Ul — A% = (H, — A%°) v esssup EQ[U;_1 - Agrl | §e. t=0,....,7—1
QEQ:(Qo)

Beweis. Es seien Qg € Qg und t € {0,...,7 — 1}. Dann gilt P-f.s.:

Ul — A% = esssup UP
Q€Q+(Qo)
= esssup esssup Eg[H, — A9 | §]
Q€Q:(Qo) T€T:

= esssup ((Hy — AP)V Eq[US, | )
QeQ:(Qo)

= (H; — A?) V  esssup EQ[OE?H | Sil.
Q€Q:(Qo)

Aus der Bemerkung(6.12) folgt die erste Gleichung. Die dritte Gleichung folgt aus der De-
finition der Snell envelope und die letzte Gleichung erhalten wir durch die Bemerkung(4.16)

(¢) und weil AtQO fiir jedes @ € Q(Qo) mit AtQ iibereinstimmt.
Wegen der Gleichungskette und

Ufil < e§ssup(U£1 + Algrl) - A£Q+1 = UtT+1 - AtQ—‘rl
QeQs
gilt
UJ - A?O < (H¢ — AtQO) V  esssup EQ[UtT_H - Agrl | 54 P-f.s. (6.9)

QeQt(Qo)

Wir wihlen nun ein festes Q € Qu(Qp). Fiir ein 6 > 0 liefert uns das lemma(6.11)
eine Menge As € Frr1 mit Q[As] > 1 — 6 und eine Folge (Qg)ren aus Qi11(Q), so dass
U2k = Ul — A2 | P-s. auf As. Da Qy, fiir jedes k € N mit Q auf F;41 iibereinstimmt
gilt P-f.s. auf As:

EqlUf,, — AR, | § = lim EqlU4 | &) = lim Fo, [0 | 5

< limsup((Hy — AZ*) vV Eg[U2% | §4))

k—o0

= limsup U < esssup U

ko0 Q€Q:i+1(Q)
< esssup UtQ =0 - AtQ = (~]tT — AtQO.
Qe2(Q)

Die erste Gleichung folgt aus dem Satz von Lebesgue fiir bedingte Erwartungen wegen
U4 < Ul — A2, € LY(Q,§, P). Die dritte Gleichung folgt aus der Definition der
Snell envelope und die dritte Ungleichung gilt wegen Q11(Q) C Q4(Q).
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6 Die upper Qg-Snell envelope

Diese Kette an Gleichungen und Unglelchungen gilt sogar P-fs., denn angenommen
fir A := {3 (Qr)ren C Qi41(Q) : UtJrl v U;l t+1} gilt P[A} > 0, dann konnte

man § so klein wihlen, dass P[A] + P[As] > 1 ist. Dies ist aber ein Widerspruch, da A
und Ay disjunkt sind. Weil aufserdem UtT > H, gilt, erhalten wir

esssup EQ[UtH ?H | §¢) V (He — A?O) < UtT - A?O P-fs.
Q€eQt(Qo)
Mit der Ungleichung (6.9) ist die Proposition bewiesen. O
Theorem 6.14. Die upper Qg-Snell envelope eines abdiskontierten Amerikanischen

Claims H st der kleinste Prozess U, der H dominiert und fir den gilt, dass fir jedes
Q € Qg der Prozess U — A9 ein Q-Supermartingal ist.

Beweis. Fiir ein Qp € Qg liefert die Proposition(6.13)
U] = A2 > BqulUly — AR |8V (He = AF) > Equ[Uf,, — AT | &1

Ut — A9 ist ein Qo-Supermartingal, denn fiir jedes t € {0, ..., T} ist UtT —AtQD aukerdem
Se-messbar und Qo-integrierbar. Desweiteren wird H von U" dominiert.

Es sei U ein weiterer Prozess, der H dominiert, so dass fiir jedes ) € Qg der Prozess
U— A€ ein Q-Supermartingal ist. Wir wihlen nun ein festes Q aus Qg. Dann wird H —A?
von U — A® dominiert. Weil gemif Proposition(6.3) U® das kleinste Q-Supermartingal
ist, das H— A9 dominiert, folgt U— A9 > U?. Also gilt U > AQ 1+ U@ fiir jedes Q € Og.
Aus Theorem(4.14) (a) (i7) folgt

U > esssup((th + A?) =0 P-f.s. fiir alle t € {0,...,T}.
QREQs

O

Lemma 6.15. Es sei 7 eine Stoppzeit und H ein abdiskontierter Amerikanischer Claim,
dessen Auszahlung gleich O ist falls er durch die gegebene Stoppzeit T* noch nicht ausgetibt
wurde. Das heifit Hy(w) = 0, falls t # 7*. Dann ist die upper Snell envelope durch

Ut = I{7+>y) esssup(Eq[H AQ | 8] + AQ)
QEQs

firt €{0,...,T} gegeben.
Beweis. Nach Definition ist

U] = esssup esssup(Eq[H, — A9 | & + AQ) (6.10)
QeQes TET:

Auf {7* <t} ist H; = 0 und auf {7 =t} ist H, = H, - I[;_«} fiir jede Stoppzeit 7 € T;.
Daher ist 7 = ¢ die optimale Stoppzeit aus 7; in Gleichung (6.10) auf {7* < t}. Damit
ist gemeint, dass die Gleichung

U irecty = Ipe=ty - eQS?“P(EQ[ AQ | & + AQ)
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gilt.

Wir wollen nun zeigen, dass 7 = 7* die optimale Stoppzeit aus T; in Gleichung (6.10)
auf {7* > t} ist.

Ein ¢ € T; mit P[6 > 7*] > 0 kann nicht die optimale Wahl einer Stoppzeit aus 7; in
Gleichung (6.10) sein, denn dann wire 7 := & A 7* mindestens genau so gut, weil jeder
Prozess A9 mit Q € Qs monoton steigend ist und H, = H, - Ifrrsy fiir jedes 7 € Ty
gilt.

Deshalb miissen wir nur noch den Fall ausschliefsen, dass es eine Stoppzeit o € 7; mit
o < 7% auf {7* > ¢} und mit Plo < 7*] > 0 gibt, so dass

|+ AP)

esssup(Eg[H, — A9 | &) + AQ) > esssup(Eq[H~
QREQs QeQs

mit echt positiver Wahrscheinlichkeit auf {7% > ¢} gelten wiirde. In diesem Fall gébe es
ein Q1 € O, so dass

] + A9) (6.11)

Eg,[H, — A9 | & + AQ1 > esssup(Eq[H~

QeQs

mit echt positiver Wahrscheinlichkeit auf {7* > ¢} gilt. Um diesen Fall auszuschliefen
nehmen wir ein P € Pg, €in € > 0 und definieren

Es sei Q¢ das pasting von Q1 und P in die Stoppzeit 7 := olp +T1ge. Nach Lemma(6.10)
liegt Q€ in der Menge Qg und wegen Lemma(6.8) gilt P-f.s. auf {7* > t}:

AP = AZL + (AT — AD) Iy = AT,
T T

AZ =) AT Tjggy =) A gy = AP und
s=t s=t

AL = A Ipe + AD Ip, = A Ipe + AQ I,

Auf {7* >t} ist Hy = Hol{;—r+y < Hrx. Deshalb gilt
Eq,[Hy — A9 | 3] + A9 < Ege[Hy — A% | 3]+ A" P-fs. auf {7* >t} N B..

Lassen wir e gegen 0 laufen, so kommt die Wahrscheinlichkeit P[B| beliebig nahe an 1
heran, wodurch wir einen Widerspruch zur Gleichung (6.11) bekommen. Auf {7* > t}
gilt daher:

|+ AP).

Ut = esssup(ELg[Hq~ —
QeQs
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6 Die upper Qg-Snell envelope

Proposition 6.16. Fir einen abdiskontierten Eurépdischen Claim H mit sup Eg[H —

QREeQs
Ag] < o0 hat dessen upper Snell envelope die Form
Ul = esssup(Eg[H — A | &)+ A9),  t=0,...,T.
QeQs
Beweis. Eine Anwendung von Lemma(6.15) mit 7% = T liefert uns den Beweis. O
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7 Bewertung von Derivaten bei
restringierten Handelsstrategien

Durch Amerikanische Claims stellen wir die Auszahlungsméglichkeiten eines Derivates
dar.

Wir betrachten einen abdiskontierten Amerikanischen Claim H der die Voraussetzung
(6.1) erfiillt. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn H beschrénkt ist.

Wenn es keine Arbitragemdglichkeiten in & gibt, wissen wir durch Theorem(5.9) und
Theorem(6.14), dass die upper Qg-Snell envelope von H eine uniform Doob decomposi-
tion besitzt.

Dadurch kénnen wir in Theorem(7.2) zeigen, dass die upper Qg-Snell envelope eines
abdiskontierten Amerikanischen Claims, der Prozess des minimalen Preises ist, zu dem
eine zuléssige Superhedge Strategie finanziert werden kann. In anderen Worten ausge-
driickt, ist das der Prozess des Preises mit dem sich der Verkdufer des Derivates vollstan-
dig gegen alle moglichen Forderungen des Kéufers absichern kann. Man beachte, dass der
Preis in Einheiten des numéraire Assets ausgedriickt ist.

Durch ein Y € L>®(Q,§, P) konnen wir die Gewinn- und Verlustmdglichkeiten eines De-
rivates darstellen, die sich je nach Szenario w € €2 aus dessen Kosten und Auszahlungen
bis zum Ende der Laufzeit T ergeben konnten. Wir bezeichnen Y als Profitfunktion.

Wir werden die convex risk measure einfithren, um das Risiko eines Derivates anhand
dessen Profitfunktion zu quantifizieren. Der Wert einer Profitfunktion unter einem convex
risk measure lasst sich insbesondere als Kapitalbedarf interpretieren. Er gibt namlich
den Betrag an, um den wir die Profitfunktion erhéhen miissten, damit sie acceptable
wird. Eine Profitfunktion ist acceptable, wenn sie bzgl. dieses risk measures kein Risiko
beinhaltet.

Wir betrachten insbesondere das convex risk measure p® beziiglich dem eine Pro-
fitfunktion acceptable ist, wenn wir sie ohne zusétzliche Kosten durch eine zuldssige
selbstfinanzierende Handelsstrategie vollstindig absichern kénnen.

Das Korollar(7.15) ist eine Anwendung von Theorem(7.2). In dem Fall, dass unter den
zuldssigen selbstfinanzierenden Handelsstrategien keine Arbitragemdoglichkeiten existie-
ren, gibt es eine Darstellung des convex risk measure p© durch eine penalty function auf

Os.
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7 Bewertung von Derivaten bei restringierten Handelsstrategien

7.1 Die Kosten einer zuldssigen Superhedge Strategie

Definition 7.1. Es sei H ein abdiskontierter Amerikanischer Claim. Eine selbstfinan-
zierende Handelsstrategie € € & mit einem Werteprozess V, so dass

Vi > H, P-f.s. fir alle t € {0,...,T}
heifst zuldssige Superhedge Strategie fiir H.
Fiir einen abdiskontierten Amerikanischen Claim H bezeichnen wir mit Z;ltT (H) die
Menge aller §;-messbaren Zufallsvariablen Uy > 0 fiir die es n € & gibt, so dass
u
Uit Y e (Xe—Xp1) > Hy  YVu>tPAs. (7.1)

k=t+1

Z/N{ltT (H) stellt die Menge aller Preise ausgedriickt in Einheiten des numéraire Assets dar,
zu denen eine Superhedge Strategie fiir H zum Zeitpunkt ¢ finanzierbar ist

Theorem 7.2. Es gelte Ps # () und es sei H ein abdiskontierter Amerikanischer Claim,
fiir den
sup sup Eg[H, — A%] < 0.

QEQes TET
gilt. Dann erhalten wir fir die upper Qg-Snell envelope UtT von H die Eigenschaften
(a) O} et/ (1),
(b) Ul = essinf(td] (H)).

Beweis. Die uniform Doob decomposition kombiniert mit Theorem(5.9) und
Theorem(6.14) liefert uns einen adaptierten, monoton steigenden Prozess B und ein
£ € 6, s0 dass

01 = 0] + ] - 0))

u
:UJ‘F Z §k + (Xg — Xg—1) + Bt — By P-fs. fiiru>t
k=t+1

gilt. Wegen UT > H, ist UtT in der Menge Z;{;(H) enthalten und Teil (a) ist gezeigt.
Aus Teil (a) folgt nun U; > essinf(Z/N{ltT (H)). Also geniigt es uns UtT < essimf(l;ltT (H)) zu
zeigen.

Wir nehmen uns ein Uy € Z;ItT (H) und wéhlen ein n € &, das die Gleichung (7.1) erfiillt.
Dann definieren wir B := {U; < U;} und werden zeigen, dass P[B]=1 ist. Es sei

ﬁt Z:ﬁJAUt:UJ'IB+Ut-IBc.
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7.2 Das Risiko eines Derivates

Damit gilt U, < 0; . Es sei  der vorhersehbare Prozess aus der uniform Doob decompo-
sition des P-Supermartingals U'. Wir definieren uns

é,_ &s falls s <t
ST & Iptms-Ipe  falls s>t

Aufgrund der Eigenschaften (1) und (2) von & gilt £ € & und U, liegt in Z/N{tT (H), da U
und ¢ anstelle von U und 7 die Gleichung (7.1) erfiillt. Es sei

Vs = ~§+Z€k-(Xk—Xk_1)7 s=0,...,T.
k=1

Dann ist
S S
Vo> Ip (U + Y &(Xp = Xi1)) + Ipe (U + Y me(Xp — Xp1)) > Hy >0
k=1 k=1

fiir alle s € {0,...,T}. Aufgrund von Proposition(5.7) und Proposition(4.4) ist V — A%
ein Q-Supermartingal fiir jedes Q) € Qg. Daher gilt

ﬁtT = esssup esssup Eg[H, — AQ + A? | 5l
QeQs TET:

< esssup esssup EQ[Ut + Z ék (X — Xg—1) — AQ + A? | 5t

QeQs TET: k=t+1

= esssup esssup(Ut + EQ[VT —AY —(V, — A?) E)
QeQs TET:

< U,

Dabei knnen wir H; in der ersten Ungleichung aufgrund der Zeile (7.1) mit T, U, und
&, anstelle von u, Uy und 7 nach oben hin abschitzen. O

7.2 Das Risiko eines Derivates

Durch ein Y € L*(Q,F, P) beschreiben wir die Gewinn und Verlustmoglichkeiten, die
sich aus der Differenz des Verkaufspreises und den moglichen Forderungen des Kéaufers
eines Derivates, je nach eintretendes Szenario w € (), ergeben kénnen.

Definition 7.3. Wir nennen ein Y € L>°(Q,§, P) Profitfunktion.

risk measure

Definition 7.4. Eine Abbildung p : L>=(Q,§, P) — R heiffit monetary risk measure, falls
fir alle Y, Z € L*®(Q,§, P) und m € R gilt:

Monotonie: Y < Z = p(Y) > p(Z),
cash invariance: m € R = p(Y +m) = p(Y') — m.
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7 Bewertung von Derivaten bei restringierten Handelsstrategien

FEin monetary risk measure p : L (Q,§, P) — R heifit conver risk measure, wenn es
die Konvezititsbedingung erfillt. Das heifit fir alle Y, Z € L*>(Q,§, P) gilt:

pAY + (1 =X)2Z) < p(Y)+ (1 = N)p(2) fiir alle 0 < X\ < 1.

Bemerkung 7.5. Ein monetary risk measure p dient dazu, das Risiko einer Profitfunk-
tion Y zu quantifizieren. Je grifler die Zahl p(Y') ist, desto hoher ist das Risiko.

Die cash invariance garantiert, dass eine sichere Erhdéhung des Profites Y auch eine
Senkung des Risikos p(Y') in gleicher Hohe herbeifihrt. Mit sicher ist gemeint, das die
Erhéhung unabhingig vom Szenario w € Q) sein soll.

Die Monotonie Figenschaft bedeutet, dass die Steigerung einer Profitfunktion eine Ver-
ringerung des Risikos bewirken kann, aber auf keinen Fall das Risiko erhoht.

Die Konvezititsbedingung garantiert, dass eine Diversifikation von Profitfunktionen
keine Erhohung des Risikos verursacht.

Acceptance set 4, eines monetary risk measure p
Definition 7.6. Eine Profitfunktion Y heifit acceptable bzgl. p, wenn p(Y') <0 ist.

Bemerkung 7.7. Wegen p(Y + p(Y)) = 0 ldsst sich p(Y') als Kapitalbedarf interpre-
tieren. Ist p(Y') grofer als null, so gibt p den Betrag an, um den Y auf sichere Weise
erhéht werden muss, um beziiglich p acceptable zu sein. Mit sicher ist gemeint, das die
Erhéhung unabhdngig vom Szenario w € Q) sein soll. Ist p(Y) negativ, so ist Y bereits
acceptable bzgl. p und p(Y') ist der Betrag den man noch mazimal abziehen konnte, sodass
Y acceptable bleibt.

Definition 7.8. Fin monetary risk measure p induziert die Menge
A, ={Y € L=(Q,§,P) =R | p(Y) <0}

A, ist die Menge aller Profitfunktionen die beziiglich p acceptable sind und wird accep-
tance set von p genannt.

Proposition 7.9. Es sei p ein monetary risk measure mit acceptance set A,. Dann ist
A, genau dann konvex, wenn p ein conver risk measure ist.

Beweis. A, sei konvex. Fiir A € [0,1], Y, Z € L*(Q,§, P) und m,n € R, so dass m +
Y,n+ Z € A, gilt, erhalten wir

0>Ap(m+Y)+ 1 =XNpn+2Z)>pAY +(1=X)Z) — (Am+ (1 = M)n).

Aus der cash invariance erhalten wir nach Umformung der zweiten Ungleichung die Kon-
vexitdt von p.

Jetzt sei p konvex und wir zeigen, dass dann auch A, konvex ist. Fiir Y, Z € A, und
A € [0,1] erhalten wir durch die Konvexitét von p

02 x(Y)+ (1 =M)p(Z2) = p(AY + (1= A)Z).

Das liefert uns die Konvexitat von A,. O
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7.2 Das Risiko eines Derivates

Das durch A® induzierte convex risk measure p®

Wir suchen ein monetary risk measure bzgl. dem eine Profitfunktion acceptable ist, wenn
sie ohne zusétzliche Kosten durch eine Handelsstrategie aus G abgesichert werden kann.
Die Menge der acceptable Profitfunktionen soll also durch

T
AT :={Y €L™|3(€@: Y +) & (X~ Xi1) > 0P1fs}

t=1

gegeben sein. Dazu nehmen wir an, dass
inf{m e R | m € A°} > —c0
gilt. Dadurch wird gewéhrleistet, dass
pS(Y):=inf{m eR | m+Y € AS}
eine Abbildung L (2, §, P) — R definiert.

Proposition 7.10. Die Abbildung p® ist ein convex risk measure und dessen acceptance
set A,e entspricht der Menge AS.

Bewess. Um die Monotonie von p6 zu zeigen, nehmen wir uns Y7, Ys € L mit Y] < Y5.
Fiir jedes n > p®(Y1) = inf{m € R | m +Y; € A®} gibt es ein £ € &, so dass

T T
0<Yi+n+ ) &Xi—Xi1)<Yatn+ Y &(X— Xi1)
t=1 t=1

P-f.s. gilt. Folglich ist p®(Y3) < p®(Y7).
Fiir den Beweis der cash invariance seien m € R, Y € L. Dann gibt es zu jedem
n > p®(Y) ein € € &, so dass

T
Y+n+d &(X—X1)>0 Pfs
t=1
und fiir jedes n < p®(Y) gibt es kein solches &.
Nur anders formuliert gibt es zu jedem n > p®(Y) —m ein € € &, so dass
T
Y4m+nt+d» &(X—Xq)>0 Pis.

t=1

und fiir jedes n < p®(Y')—m existiert kein solches €. Deshalb ist p® (Y +m) = p®(Y)—m.
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7 Bewertung von Derivaten bei restringierten Handelsstrategien

Als néchstes zeigen wir, dass A® konvex ist. Es seien Y, Z € A® und 0 < A < 1. Dann
existieren &,n € G, so dass folgendes P-f.s. gilt:

T
AY + ) AG (X — X)) >0,
t=1
T
(L=NZ+) (1= XX, — X;1) >0,
t=1
T
AY +(1=XNZ+> (M + Y1) (Xi — Xi—1) > 0.
t=1

Wegen der Bedingungen (1) und (2) von & ist A\é + (1 —\)n € &. Folglich ist A konvex.
Weil

VeA  einfimeR|Y +me A} <0 p%(Y)<0eY e Age
gilt, sind die Mengen A® und Ae ={Y € L= | p® < 0} identisch. Nach Proposition(7.9)
ist p© ein convex risk measure. O

Bemerkung 7.11. Falls G keine Arbitragemdglichkeiten enthilt, gilt p®(0) = 0.

Denn wire p©(0) < 0, dann gibt es ein n > 0 mit —n € A®. Dann gibt es aber ein
& € G mit einem Werteprozess V. zum Anfanfangskapital null mit Vo > n P-f.s., was
nach Voraussetzung aber nicht sein kann. Wegen 0 € & ist p©(0) > 0 nicht mdglich.

Darstellung der convex risk measures durch penalty functions

Zunichst bezeichnen wir mit M ; die Menge aller endlich additiven Mengenfunktionen
Q5 — [0,1] mit Q[ =
Proposition 7.12. Durch ein Funktional o : My — RU {oc} mit inf «a(Q) € R

QeMy ¢
wird mit

p(Y):= sup (Eg[-X]-a(Q))
QeEM;y ¢

ein convex risk measure auf L°(Q,F, P) definiert.
Beweis. Aufgrund der Eigenschaften des Erwartungswertes ist die Abbildung
X EQ[—X] — a(Q)

ein konvexes, monotones und cash invariantes Funktional auf L*°(Q,F, P) und diese
Eigenschaften bleiben erhalten, wenn man das Supremum iiber @ € M; y nimmt. O

Definition 7.13. Das Funktional o aus Proposition(7.12) heifit penalty function fir p
auf My g. Wir sagen, dass p durch o auf My ¢ dargestellt wird.
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7.2 Das Risiko eines Derivates

Theorem 7.14. Durch a™"(Q) := sup (Eg[-Y]) wird eine penalty function definiert
YeA,

und jedes convexr risk measure p kann durch die penalty function o™"™(Q) auf My ¢
dargestellt werden. Das heifst

p(Y)= sup (Eg[-Y]-a™™(Q)),  firaleY € L.
QeEM;y ¢

Beweis. Ein Beweis steht in [1] unter Theorem 4.16. O

Unter bestimmten Bedingungen gibt es auch kleinere Klassen endlich additiver Men-
genfunktionen als M auf denen ein convex risk measure dargestellt werden kann. Solche
Bedingungen stehen zum Beispiel in |1] unter Theorem 4.33 oder Theorem4.43.
Unabhingig davon liefert uns das folgende Korollar ebenfalls Bedingungen unter denen
p® durch eine penalty function auf einer kleineren Klasse endlich additiver Mengenfunk-
tionen darstellbar ist.

Korollar 7.15. Die Bedingungen (b) und (c) sind dquivalent und implizieren die Bedin-
gung (a). Falls p®(0) = 0 ist, sind auch (a) und (b) dquivalent.
(a) Fir jedes nicht konstante und nicht negative Y € L*(Q,§, P) gilt fir alle A >0 :
pE(=X-Y) > p(0).
(b) & enthilt keine Arbitragemdaglichkeiten

(¢) Ps # 0.
Falls es keine Arbitragemdglichkeiten in & gibt, so gilt die Gleichung
oY) = sup (Eql-Y] ~ EqlAF]) (7.2)
QEQs

fiir alle Y € L>®. Das bedeutet, dass sich p© durch die penalty function

(@) :{ EglAY]  falls Q € Qs

+00 sonst

darstellen ldsst.

Beweis. Die Aquivalenz von (b) und (c) ist in Theorem(4.17) gezeigt.
Als nichstes zeigen wir, dass aus (c) sowohl die Gleichung (7.2) als auch (a) folgt.
Nach Voraussetzung existiert ein P € Pg und nach Zeile (5.3) gilt AE = 0. Daher ist

a: My — RU{oo} ein Funktional mit _inf FEg [ACT?] =0.
QeEMy

Nach Proposition(7.12) definiert die rechte Seite der Gleichung (7.2) ein convex risk
measure.

Deshalb geniigt es, die Gleichheit fiir Y € L* mit Y < 0 P-f.s. zu zeigen. Fiir jedes
monetary risk measure p gibt es némlich ein ¢ > 0 mit ¥ < ¢ P-fis. und p(Y) =
p(Y — ¢) — c¢. Dadurch kénnten wir sonst Y — ¢ betrachten.
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7 Bewertung von Derivaten bei restringierten Handelsstrategien

—Y ist ein Européischer Claim und gemaff Proposition(6.16) ist sup (Eg[-Y] —
Q€Qe

Eq [A%]) der Anfangswert der upper Qg-Snell envelope von —Y. Auferdem gilt

T
POY)=infimeR[IE€G m+ > &(Xy— Xi1) > —Y Pfs} =UJ(-Y).
t=1

Aus Theorem(7.2) folgt daher die Gleichung (7.2). Dadurch gilt

pS(Y) = sup (Eq[-Y]— EQ[A$)) > sup E[-Y]
QGQG F’GIPG

und aufgrund von (b) ist p&(0) = 0. Somit folgt p&(—AY) > sup E[AY] > pS(0) fiir
PePgs
jedes nicht konstante Y € L mit Y > 0 P-f.s. und jedes A > 0.

Nun zeigen wir, unter der Bedingung p®(0) = 0 folgt (b) aus (a). Angenommen £ € &
ist eine Arbitragemdoglichkeit mit Werteprozess V. Wegen p®(0) = 0 ist P[Vy > 0] €
(0,1). Dann gibt es ein A > 0 mit P[Vr > A] € (0,1) und Ijy,~yy ist weder konstant
nocht negativ und liegt in L°*°. Wegen

T
N Tpeay Y & (X —X1) >0 Pfs.
t=1

ist p°(=X\-Y) < 0= p®(0). Doch das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung (a).
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8 Zusammenfassung

Durch einen Amerikanischen Claim stellen wir die Auszahlungsmdglichkeiten eines De-
rivates dar. Um Derivate in einem Finanzmarkt mit restringierten Handelsstrategien
bewerten zu kénnen, haben wir zunéichst den Rahmen fiir ein Finanzmarktmodell mit
restringierten Handelsstrategien durch die an bestimmte Bedingungen gekniipfte Menge
G geschaffen.

Dieser Modellrahmen ermdéglicht uns eine Charakterisierung der Arbitragefreiheit un-
ter allen zuliissigen selbstfinanzierenden Handelsstrategien &, bei der die Existenz eines
Aquivalenten Martingalmafes nicht notwendig ist. Ist die Arbitragefreiheit gewihrleistet,
so stellt die upper Qg-Snell envelope eines Amerikanischen Claims den Prozess des mi-
nimalen Preises dar, zudem eine zuldssige Superhedge Strategie dieses Amerikanschen
Claims finanzierbar ist. Desweiteren haben wir eine Rekursionsformel fiir diesen Prozess
konstruiert.

Als Beispiele fiir restringierte Handelsstrategien haben wir Begrenzungen der short
und long positions, sowie Beschrdnkungen der Kapitalinvestitionen modelliert.

Zuletzt haben wir durch das convex risk measure p© ein Maf fiir das Risiko eines Deri-
vates konstruiert. Dabei stellen wir die Differenz aus Verkaufspreis und mdégliche Forde-
rungen des K#ufers eines Derivates durch Zufallsvariablen aus L*>°(Q,§, P) dar, die wir
Profitfunktionen nennen. Das convex risk measure p® gibt den Betrag an, um den man
die Profitfunktion erhShen miisste, damit sie vollstindig und ohne zusétzliche Kosten
durch eine zuldssige Superhedge Strategie abgesichert werden kann. Dieser Betrag stellt
das Risiko eines Derivates dar. Desweiteren haben wir eine Darstellung von p€ durch
eine penalty function auf der Menge Qg geliefert.
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