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Einleitung

Die heutigen Kapitalmérkte lassen sich in zwei Klassen aufteilen, Kassahandel
und Terminmarkt. Bei ersterem werden Wertpapiere zum gegenwértigen Kurs
(Spotkurs) gehandelt, die nach Vertragsabschluss sofort geliefert werden. Bei
letzterem werden Vertrage iiber Kéufe und Verkdufe von Giitern gehandelt,
die zu einem zukiinftigen Zeitpunkt erfolgen sollen oder kénnen. Diese Giiter
konnen natiirliche Ressourcen, Lebensmittel, Kredite sein, aber auch die auf
dem Kassamarkt gehandelten Wertpapiere und Wahrungen. Man spricht hier
auch von Finanzderivaten auf Basiswerte oder Basisgiiter |Giinther and Jiin-
gel 2003]. Der Ausdruck derivative Finanzgiiter ist ebenfalls gebrauchlich [Irle
2003]. ,Ein Finanzderivat ist somit ein Vertrag, dessen Wert am Félligkeits-
oder Verfallstag T durch einen Wert (oder die Werte) eines Basisguts (under-
lying asset) zur Zeit T' oder bis zum Zeitpunkt 7" eindeutig bestimmt wird”
|Giinther and Jiingel 2003|. Beim Handel mit Finanzderivaten stellt sich die
natiirliche Frage nach dem ,fairen” Preis eines solchen Produktes, der soge-
nannten Optionspramie. Fiir die vorliegende Arbeit interessierenden Finanzde-
rivate bildet die Klasse der Optionen. Eine Option gibt dem Kéaufer das Recht,
ein bestimmtes Finanzgut zu einem zukiinftigen vereinbarten Ausiibungszeit-
punkt 7' (européische Option) bzw. in einem Zeitraum [0,7] (amerikanische
Option) zu einem vorher vereinbarten Preis zu kaufen (Calloption) oder zu
verkaufen (Putoption). ,Es existieren eine Vielzahl mathematischer Ansitze
zur Bewertung von Optionen |[...|. Da in vielen Féllen allerdings keine geschlos-
senen analytischen Formeln zur Berechnung theoretischer Optionspreise exis-
tieren, wird die Bedeutung numerischer approximativer Verfahren deutlich.”
[Wilkens 2000]. Der faire Preis européischer Call- und Putoptionen lésst sich
explizit mit Hilfe der Black-Scholes Formel bestimmen, siche etwa |Irle 2003].
Der Preis amerikanischer Calloptionen stimmt mit dem seines européischen
Gegenstiicks tiberein. Im Falle einer amerikanischen Putoption mit endlicher
Laufzeit T', erschwert die Tatsache, dass die Option im Zeitraum [0, 7] ausge-
iibt werden kann, die Bewertung erheblich. Zur Handhabung dieses Problems
benétigt man die Theorie des optimalen Stoppens. Die wichtigsten Definitio-
nen sind in Abschnitt 1.3 zusammengefasst. Einfacher ist die Analyse des ent-
sprechenden Stopproblems mit unendlichem Zeithorizont, was also zu einem
amerikanischen Put mit unendlicher Laufzeit fithrt. Man spricht von einem
amerikanischen Put mit unendlicher Laufzeit, wenn eine Ausiibung zu jedem
zukiinftigen Zeitpunkt moglich ist [Irle 2003|. Fiir diesen sogenannten perpe-
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tual Put lasst sich eine exakte Formel fiir das Black-Scholes Modell mit einer
risikofreien Anlage und nur einem risikobehafteten Finanzgut (z.B. eine Aktie)
angeben [Paulsen 2001].

Bislang ist die Riickwartsinduktion das Instrument zum Finden des Preises
einer amerikanischen Putoption mit endlicher Laufzeit. Der in dieser Arbeit
prasentierte Forward-Algorithmus ist der Versuch einen weiteren Ansatz zur
fairen Bewertung dieses Derivates zu erbringen. Durch diesen Algorithmus wird
man in der Lage sein den optimalen Ausiibungszeitpunkt der Option zu be-
stimmen um so Riickschliisse auf die zu zahlende Pramie zu ziehen.
Interessant ist nun die Analyse von Optionen auf zwei oder mehr risikobehaf-
teten Basisgiitern, die in der Literatur als Multi-Asset- oder Rainbow Optionen
bezeichnet werden [Hull 2006, [Giinther and Jiingel 2003].

Die Motivation fiir die vorliegende Arbeit ist die Analyse der wahrscheinlich po-
pulérsten Rainbow Option, ndmlich der Basketoption [Hull 2006]. Diese stellt
eine Option auf ein Portfolio (Basket) von Basisgiitern, etwa einem Aktien-
korb, Aktienindizes oder Wéhrungen, dar. Thre Auszahlung ist demnach vom
Wert der in ihr enthaltenden Finanzgiiter zum Ausiibungszeitpunkt abhéngig.
Methoden zur Bewertung européischer Basketoptionen werden z.B. in [Hull
2006] beschrieben.



Zusammenfassung

Diese Arbeit verfolgt das Ziel den von Prof. Dr. Albrecht Irle beschriebenen
Algorithmus, Forward Improvement Interation (FII) [Irle 2006], zur ndherungs-
weise Bestimmung des Stopgebiets einer amerikanischen Put Option zu bestim-
men. Dieser Algorithmus fiir das allgemeine Stopproblem wurde bereits in [Irle
1980] behandelt.

Der erste Hauptteil der Arbeit, in Kapitel 2, besteht aus der Prasentation
der zum Algorithmus gehérenden Satze, Theorem 2.2 und Theorem 2.5, sowie
dessen Beweise. Einige allgemeine Anwendungsmoglichkeiten des Algorithmus
werden in Abschnitt 3 erldutert, gefolgt von wichtigen Bemerkungen iiber des-
sen Einsatz in Abschnitt 3.3, und einem Anwendungsbeispiel aus der Finanz-
mathematik, Beispiel 3.5.1.

Betrachtet wird ein allgemeines Stopproblem fiir g(Z,) mit Z,,n = 1,2,...
eine homogene Markovkette und einer messbaren Abbildung g. Der Algorith-
mus bildet ein Verfahren zum Finden einer optimalen Stopzeit. Im Kontext
des Handels mit amerikanischen Optionen stelle man sich diese Stopzeit als
die optimale Ausiibungsstrategie vor. Der Algorithmus bestimmt iterativ eine
Folge von absteigenden Mengen By O By O B, ... von Teilmengen des zu-
grunde liegenden Zustandsraum die gewisse Eigenschaften erfiillen. Es kann
gezeigt werden, dass der erste Eintrittszeitpunkt in die Schnittmenge F' der
Mengen By, By ... eine optimale Stopzeit ist. Zunédchst wird diese Aussage,
fiir das allgemeine Stopproblem aus [Irle 1980] und danach speziell fiir Mar-
kovketten bewiesen. Der Beweis fiir den allgemeinen Fall wird fiir den Beweis
im Markovschen Fall von Nutzen sein. Die anschliefsenden Bemerkungen geben
wichtige Aufschliisse iiber die Anwendung des Algorithmus und dessen Imple-
mentierung an.

Der zweite Teil der Arbeit beschéftigt sich mit der Implementierung des For-
ward Improvement Iteration. Vorerst werden die Beispiele aus Abschnitt 4 aus
dem Paper besprochen. Anschlieffend wird der Forward-Algorithmus fiir den
pertetual Put auf einen amerikanischen Put mit endlicher Laufzeit angewandt
und dieses Resultat mit dem Ergebnis durch Riickwértsinduktion (siehe etwa
[Irle 2003]) verglichen. Zur Konstruktion der Mengenfolge ist die Berechnung
eines bedingten Erwartungswertes notig, der abhéngig von einer Stopzeit ist.
Es werden 2 Verfahren behandelt um diesen Wert zu bestimmen. Die ers-
te Variante basiert auf Simulation einzelner Pfade, Abschnitt 4.1. Die zweite
Variante liefert eine Losung als lineare Gleichung, Abschnitt 4.3. Als Program-
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mierumgebung wurde MATLAB von The MathWorks benutzt. Grund dafiir
ist die Einfachheit des Programmierstils, die es ermdglicht in das Gebiet der
Programmierung einzusteigen ohne sich mit der Deklaration von Variablen und
vor allem sich mit der Speicherverwaltung zu quélen. Der Nachteil der sich bei
dieser Wahl offensichtlich ergibt, ist die lange Rechenzeit die im Vergleich zu
C bzw. C++ wesentlich langer ist [Saleri 2006|. Einige ausgewéhlte Quelltexte
werden im Anhang abgedruckt.

Im dritten Teil wird versucht, den FII auf einen amerikanischen Basketput
anzuwenden. Eingangs werden die bendtigten Definitionen gegeben, anschlie-
flend das Resultat fiir den Eindimensionalen perpetual Put auf ein Portfolio
aus zwei Basiswerten mit endlicher Laufzeit angewandt. Uber die Stuktur der
Stopmenge dieser Multi-Asset Option wird bereits in [Paulsen 2001] berichtet.
Ziel wird es sein, mit Hilfe des Forward-Algorithmus die Stopmenge in einer
verniinftigen Zeit identifizieren zu koénnen.

Als Hilfsmittel diente neben MATLAB das Open-Source Vektorgrafikprogramm
InkScape, mit der die Grafiken 4.9 und 4.10 gezeichnet wurden. Die Arbeit wur-
de mit IXTEX verfasst.

An dieser Stelle mochte ich mich bei all jenen bedanken, die mir mit ihrer
personlichen und fachlichen Anteilnahme beim Gelingen meiner Diplomarbeit
geholfen haben. Ganz herzlich bedanke ich mich bei Herrn PD Dr. Volkert
Paulsen fiir die Uberlassung des Themas und fiir die freundliche Unterstiit-
zung wann immer ich mit Fragen auf Thn zu kam.

Miinster, 1. August 2009
Ali El Khechen
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Kapitel 1

Definitionen und Grundlagen

Die folgenden Definitionen entsprechen, soweit nicht extra vermerkt, denen aus
[Irle 2003].

1.1 Der Optionsbegriff

Eine Option stellt einen Vertrag zwischen zwei Parteien dar, die Threm Ké&u-
fer (holder) das Recht (aber nicht die Pflicht) einrdumt, eine feste Menge des
im Vertrag gehandelten Finanzguts (Basisgut oder underlying) zu einem bei
Vertragsabschluss definierten Ausiibungspreis (strike oder excersice price) vom
Verkaufer der Option (writer oder Stillhalter), zu einem zukiinftigen Zeitpunkt
T oder wiahrend der Vertragslaufzeit, zu kaufen oder zu verkaufen. Der Still-
halter geht also, im Gegensatz zum Kéaufer eine Pflicht ein, einer mdglichen
Forderung nachzukommen.

1.1.1 Definition (européiisch, amerikanisch, Calloption, Putoption).
Fine europdische Kaufoption (Call) bzw. Verkaufoption (Put) gibt ihrem In-
haber das Recht ein Basisqut zum Zeitpunkt T zum Austibungspreis K vom
Verkdufer der Option zu kaufen bzw. thm zu verkaufen.

Bezeichnet St den Marktpreis des Finanzguts zur Zeit T und K den Strike-
preis, so ist der Wert der europdischen Calloption zur Zeit T

(ST - K)Jr = maX{ST — K, O},
der des europdischen Put
(K - ST)+ = max{K - ST7 0}

Die Option wird amerikanisch genannt, wenn sie auch im Zeitraum [0,T] aus-
tbbar ist. Dabei bezeichnet O den Zeitpunkt des Vertragsabschluss.
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Der Verkéufer einer Option wird vom Kéaufer einer solchen zu Vertragsabschluss
einen gewissen Preis, die sogenannte Optionspramie (premium of the option),
fiir das im Optionskontrakt verbriefte Recht verlangen.

Die Pramie hiangt zunéchst von folgenden Ausstattungsmerkmalen ab:
e Art der Option (européisch oder amerikanisch)
e Ausiibungspreis
e risikolose Zinssatz
e Vertragslaufzeit

Zum anderen hiangt es vom zugrunde gelegten Modell fiir die zukiinftige Preis-
entwicklung des Basisguts und anderen Marktparametern ab. Diese werden im
Black-Scholes Modell folgendermafien bezeichnet:

e die Volatilitat (Maf fiir die Grofe der Preisschwankungen im Basiswert)
e erwartete Dividendenzahlungen innerhalb der Laufzeit
Siehe [Zhang 1995].

Die Optionen in Definition 1.1.1 werden zusammenfassend als Standard oder
Plain Vanilla Optionen bezeichnet.

1.1.2 Definition (Plain Vanilla, Standard Option).

Fine Plain Vanilla oder Standard Option ist durch folgende Charakteristiken
gepragt: (1) der Vertrag bezieht sich auf nur ein Basisgut, (2) die Laufzeit star-
tet in der Gegenwart, (3) nur der Preis des Underlying zum Ende der Laufzeit
bzw. bei Austibung hat Einfluss auf die Auszahlung der Funktion, (4) der Stri-
kepreis ist fix, (5) ob es sich um einen Call oder Put handelt ist bei Abschluss
bekannt, (6) die Auszahlung der Option ist stets die Differenz zwischen dem
Marktpreis des Basisqutes und dem Strikepreis [Zhang 1995].

1.1.3 Definition (Pfadabhingige Option).
Fine pfadabhingige Option ist eine Option dessen Auszahlung bei Ausiibung
oder am Laufzeitende vom gesamten Pfad des Preisprozesses und dem Spot-

preis, dem aktuellen Marktpreis, des gehandelten Guts abhdngt [Wilmott et al.
1995].

Plain Vanilla Optionen sind durch die FEinschrinkungen in (1)-(6) gekenn-
zeichnet. Diese machen sie weniger flexibel als die nachfolgend beschriebenen
Exotischen Optionen.

1.1.4 Definition (Exotische Option).
Fine Exotische Option ist eine Option die over-the-counter, d.h. auferborslich,



Kapitel 1. Definitionen und Grundlagen 7

gehandelt wird und die mindestens eine der Finschrinkungen (1)-(6) einer
Plain Vanilla Option tiberwindet [Zhang 1995].

Soviel zu den Optionstypen. Spannender und mathematisch anspruchsvoller
ist die Frage nach dem , fairen Preis einer Option. Die faire Bewertung der
Optionspreise geschieht in der modernen Finanzmathematik unter der Annah-
me von Arbitragefreiheit.

1.1.5 Definition (Arbitrage, arbitragefrei, No-Arbitrage-Prinzip).
Als Arbitrage bezeichnet man die Moglichkeit eines sofortigen risikolosen Ge-
winns. Bin Markt in dem keine Arbitrage ewistiert, nennt man arbitragefrei.
Preisfestlegungen, die fiir Finanzgiter so durchgefiihrt werden, dass keine Ar-
bitrage entsteht, bezeichnet man als No-Arbitrage-Prinzip [Ginther and Jingel
2003].

Arbitrage ist z.B. moglich, wenn ein Basisgut auf zwei verschiedenen Markten
zu unterschiedlichen Preisen gehandelt wird. Grundsétzlich wird angenommen,
dass es in einem gut funktionierenden Markt nicht moglich ist risikolos Pro-
fit zu machen. Die auf diese Annahme beruhenden Arbeiten von Fisher Black
und Myron Scholes (1973) und unabhéngig davon Robert Merton, haben eine
mathematisch gut formalisierbare Theorie zur Preisfindung von Optionen ge-
liefert |Giinther and Jiingel 2003]. Wesentlich fiir die Preisfestsetzung in einem
Finanzmarkt ist das aus dem No-Arbitrage-Prinzip abgeleitete Duplikaitons-
prinzip. Demnach miissen zwei Zahlungsstrome die in der Zukunft identisch
sind heute den selben Wert haben. Andernfalls ist Arbitrage moglich. Funda-
mental ist nun, dass ein arbitragefreier Markt die Existenz eines dem Finanz-
marktmodell zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsmaf, dquivalenten risiko-
neutralen Wahrscheinlichkeitsmafes impliziert. Die umgekehrte Richtung ist
ebenfalls richtig. Dadurch ist man in der Lage - gegebenfalls nur numerisch -
die Bewertungsfrage zu beantworten.
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1.2 Amerikanische Claims

Betrachtet werde ein Finanzmarktmodell im n-Perioden Fall, d.h. die Vertrags-
dauer [0, T'] wird in n dquidistante Zeitpunkte geteilt, an denen Handel méoglich

.....

.....

.....

eines solchen Claims liefert dem Inhaber die Auszahlung C; zu den Zeitpunkten
1=1,...,n.

,Diese Auszahlungen sind in den praktisch interessanten Féllen natiirlich als
nicht-negativ anzusehen. Zentrales Anliegen des Verkdufers ist [...| die Absiche-
rung gegen die durch den Verkauf dieses Claims eingegangenen Verpflichtun-
gen, deren jeweilige Hohe zufallsabhéngig ist” [Irle 2003]. Bei einer européischen
Option entspricht die Forderung gerade den Wert des Puts bzw. des Calls zum
Ende der Laufzeit. Die Zuhilfenahme des dquivalenten risikoneutralen Wahr-
scheinlichkeitsmafses liefert einen moglichen Anfangspreis fiir die Option. Ist
das Finanzmarktmodell sogar vollstindig, d.h. jede Forderung ist duplizier-
bar (nachahmbar, replizierbar), so ist dieser Preis eindeutig. Man kann weiter
zeigen [Irle 2003|, dass die Optionspréamien vom européischem und amerikani-
schem Call iibereinstimmen miissen.

Schwieriger wird es bei der Bewertung eines amerikanischen Put. Nachfolgende
Erlduterung entspricht der aus [Irle 2003, Kapitel 4| mit Auszahlungsprozess
(K—-S5)",i=0,...n.

Betrachtet werde ein vollstéandiges n-Perioden-Modell, also ein Modell mit Han-
delszeitpunkten 0, 1, ..., n. Ein amerikanischer Claim ist gegeben durch einen
adaptierten reellwertigen stochastischen Prozess 7 = (Z;)i=0,...n- Dabei gibt Z;
die Einzahlung an, die der Inhaber der Option (auch als Inhaber des ameri-
kanischen Claims bezeichnet) bei Ausiibung zum Zeitpunkt 7 erhélt. Auf der
anderen Seite ist dies gerade die Auszahlung, die der Verkiaufer zur Zeit ¢ té-
tigen muss. Bei einem amerikanischem Put auf ein Basisgut mit Marktpreisen
S; zur Zeit i ist Z; = (K — S;)™.

Ausiibungsstrategien sind Stopzeiten 7 : Q — {0,1,...,n} bzgl. der im Modell
vorliegenden Filtration. Zu jeder solchen Strategie 7 gehort der Claim

C(Zu 7-) = ((K - SO)Jrl{T:O}v (K - Sl)+1{'r:1}7 ceey (K - Sn)Jrl{T:n})

und ihre Anwendung ergibt fiir den Inhaber des amerikanischen Claims eine
Gesamtauszahlung

n

ZT - Z(K - Sl)+1{T=Z}

=0
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Bezeichne B = (B;);—o,.., der Diskontierungsfaktor zur Zeit i, so erhélt man
entsprechend die abdiskontierte Gesamtauszahlung

B:Z, = Bi(K = 8) 1=y

=0

Der Kauf eines solchen Claims ist dquivalent zum Erwerb der Moglichkeit,
genau einen Claim aus sémtlichen Claims der Form C(Z,7) frei withlen zu
konnen, da die Option zu jedem Zeitpunkt bis n ausfithrbar ist. Aus dem No-
Arbitrage-Prinzip ergibt sich, dass der faire Preis des amerikanischen Claims

s(Z) das Supremum iiber die fairen Preise aller Claims die zur Auswahl stehen
sein muss:

s(Z) = sups(C(Z,1)).
Befindet man sich im Zeitpunkt k, so sind nur noch die Zeitpunkte k,...,n
zur Ausiibung moglich mit resultierender Preisfestsetzung

s(Z,k) =sups(C, ).

>k

Unter Benutzung eines dquivalenten risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmafies
(auch dquivalentes Martingalmafs) @ erhélt man:

s(Z) = sup Eq(B:Z;|Go)
und

~ 1
s(Z, k) = sup B—EQ(BTZT|Qk).

>k Pk

Zur Bestimmung des fairen Preises eines amerikanischen Claims ist somit die
Optimierungsaufgabe der Bestimmung von

sup Eq(B:Z:|G)

zu 16sen.
Sei angenommen, dass die zum Zeitpunkt 0 vorliegenden Preis bekannt und
fest sind und Gy = {0, Q} gilt, so fithrt dies zur Bestimmung von

sup Eg(B,Z,) = sup Eq(B,(K — S;)")

Zur Losung von Optimierungsproblemen dieser Art liegt die Theorie des opti-
malen Stoppens vor, deren Grundziige in Kapitel 1.3 dargestellt werden.

1.2.2 Bemerkung (Riickwdrtsinduktion). Ein bekannter Ansatz zur nu-
merischen Losung dieses Problems ist das Prinzip der Riickwértsinduktion
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(engl.: backward induction). Befindet man sich bereits im Zeitpunkt n, oh-
ne vorher gestoppt zu haben, so hat man die Auszahlung Z,, = (K — S,,)" zu
akzeptieren. Zum Zeitpunkt n — 1 hat man die Wahl zu stoppen mit resultie-
render Auszahlung Z, 1 = (K — S,,_1)" oder aber eine weitere Beobachtung
durchzufithren, was die zum n — 1 noch nicht bekannte Auszahlung Z,, liefert.
Folgendes Entscheidungskriterium bietet sich da an:

Stoppe in ¢, falls Z; grofer oder gleich dem bedingten Erwartungswert dessen
ist, was sich bei optimaler Fortsetzung ergibt. Andernfalls fiithre eine weitere
Beobachtung durch.

1.3 Probleme des optimalen Stoppens

Wie eingangs erklart fithrt die Preisfindung eines amerikanischen Puts im n-
Perioden-Modell zur Bestimmung von

s(Z) =sup Eq(B;Z;).

Einen Zugang zu Optimierungsproblemen dieser Art liefert die Theorie des
optimalen Stoppens, deren Grundziige dargestellt werden sollen.

Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, G, P) und eine Filtration (G, ),>1.
Ferner sei (Z,,),>1 ein adaptierter reellwertiger Pozess mit E|Z,| < oo fiir alle
n € N und setzen Z,, = limsup Z,, Es sei weiter

S = {7 : 7 Stopzeit, EZ, existiert}
Das Problem des optimalen Stoppens ist eine Optimierungsaufgabe,
EZ. iiber 7 € § zu maximieren,
also die Bestimmung des Werts des Stopproblems

v=supFEZ,
TES

und einer optimalen Stopzeit

T eSmit EZ« =supFEZ,.

TES

Definiere weiter fir r,t € T,r < t:
St={reS:r<r<t}

ferner
vl = sup EZ,.

TES!

Verlgeiche [Irle 2003, Kapitel 4].
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1.3.1 Beispiele

Folgende Beispiele zeigen, dass es Situationen gibt fiir die sich eine optimale
Stopzeit leicht bestimmen lésst (Beispiel 1.3.1) und wo eine Antwort nicht of-
fensichtlich ist (Beispiel 1.3.2).

1.3.1 Beispiel. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, G, P). Sei (M, )nen
ein Supermartingal beziiglich der Filtration (G, ),eny mit EM; < oo. Fiir jede
beschrinkte Stopzeit 7 € St gilt wegen dem Optional Sampling Theorem, dass
EM, < EM; (siehe z.B. [Alsmeyer 2002]). Damit ergibt sich v} = EM; und

7 = 1 ist optimal in S. In diesem einfachen Beispiel ist es moglich 7 explizit
anzugeben.

Das néchste Beispiel ist [Irle 2003, Kapitel 4] entnommen. Es ist auch bekannt
als das Sekretdrinnenproblem.

1.3.2 Betspiel. (Problem der besten Wahl). Ein Abteilungsleiter hat aus
n Bewerbern einen fiir eine Stelle auszuwéhlen. Die Bewerber werden nachein-
ander zum Vorstellungsgespréch gebeten. Unmittelbar nach jedem Gesprich ist
zu entscheiden, ob der Bewerber eingestellt wird oder nicht. Ein Riickgriff auf
zuvor abgelehnte ist somit nicht mdglich. Gesucht wird eine Entscheidungsre-
gel, die mit moglichst hoher Wahrscheinlichkeit den besten Bewerber aussucht.
Die Qualitdat der Bewerber ldsst sich durch die absoluten Rangzahlen 1,...n
(1 fiir beste Qualifikation) messen. Die Reihenfolge der Gespriche sei zufillig
und sdmtliche n! verschiedenen Vorstellungsreihenfolgen gleichwahrscheinlich.
Bei der Vorstellung des k-ten Bewerbers kennt der Abteilungsleiter den Rang
des Interviewten nur im Vergleich zu den bereits Befragten. Eine Entschei-
dung tiber die Einstellung des k-ten Bewerbers kann nur aufgrund der relativen
Kennzahlen Ry, ..., R, getroffen werden. R; gibt an, der wievielt-beste der i-te
Bewerber unter den ersten ¢ ist. Formal bedeutet dies:

Sei Q = {w = (w1,...,w,) : w Permutation der Zahlen {1,...,n}}, G die Po-
tenzmenge und P die Laplace-Verteilung auf (£2,G), d.h. jede Vorstellungs-
reihenfolge ist gleichwahrscheinlich. Es sei 7 = {1,...,n} und es bezeichne
X;(w) = w; den absoluten Rang des i-ten Bewerbers. Die relativen Réinge R;
sind definiert durch:

Ri(w)=Hk<i:wp <wi} =H{k <i: Xp(w) < Xi(w)}.

Etwas lax formuliert ist R;(w) — 1 die Anzahl der Personen die besser sind als
der i-te Bewerber. Die Information die beim Interview des i-ten Bewerbers zur
Verfiigung steht wird beschrieben durch Gy = o(Ry,..., R;). Gesucht ist nun

77777

Beste ist, d.h. absoluten Rang 1 hat, durch 7" maximiert wird.

Dieses Beispiel verdeutlicht, dass es nicht einfach ist den Wert von v zu be-
stimmen. Weder ist klar, dass eine optimale Stopzeit iberhaupt existiert. Das
es eine fiir diesen Fall gibt, wird in |Irle 2003] und [Dynkin and Juschkewitsch
1969, Kapitel 3] behandelt.



Kapitel 2

Der Forward Improvement
Iteration Algorithmus

2.1 Motivation

In diesem Abschnitt soll eine kurze Motivation fiir die anschliefsenden De-
finitionen in Abschnitt 2.2 gegeben werden. Neben der Erlduterung wird in
Klammern auf die formale Definition hingewiesen. Die Beispiele in Kapitel 3
dienen ebenfalls dem verbesserten Verstandnis der Definitionsbildung.

Der folgende Algorithmus Forward Improvement Iteration (kurz FII) genannt,
verlangt die spezielle Konstruktion einer absteigenden Folge von Mengen die
gewisse Bedingungen erfiillen. Es wird sich zeigen, dass man auf der Schnitt-
menge dieser Folge eine Stopzeit so definieren kann, dass sie optimal ist unter
allen zuldssigen.

Es wird von einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, G, P) mit Filtration (G,),>0
ausgegangen. (G, ),>o beschreibt die Menge aller Ereignisse bis zur Zeit n € Ny.
Man betrachtet eine Folge C = (C,,),>0 dieser Ereignisse (siche (2.2)) und eine
Stopzeit 7,(C) = inf{k > n : 1¢, = 1}. Fiir festes w € 2 bedeutet dies: Stoppe
das erste mal nach n an dem w € Cj, gilt (vgl. (2.4)).

Auf der Menge C), schriankt man sich auf die w € Q ein fiir die zusétzlich

{E(XT7L+1(C)‘gn) < Xn} (21)

gilt. Man schriankt sich demnach auf jene Elemente aus dem Grundraum ein,
die in (), enthalten sind und fiir die der Prozess zur Zeit n besser ist als der
bedingte Erwartungswert dessen, was bei geeigneter Fortfiihrung erzielt wiirde
(siche (2.5)).

Den Prozess (X,,)n>0 stelle man sich als eine zuféllige Auszahlung vor, die eine
Person zur Zeit n erhélt. Im Zusammenhang mit (2.1) wére es naheliegend mit

12
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einer sofortigen Auszahlung einverstanden zu sein, wenn die Person wiisste,
dass Sie durch Warten keinen hohren Betrag erwirtschaften kann. Es stellt sich
Ihr die Frage, zu welchem Zeitpunkt Sie sich den Betrag am Besten auszahlen
lassen sollte.

Fithrt man die Verfeinerung wie in (2.1) hinreichend oft durch (siehe (2.6)-
(2.9)), so léasst sich in der Tat eine optimale Strategie finden.

2.2 Methode zum Losen allgemeiner Stoppro-
bleme

Die folgenden Notationen sind angelehnt an [Irle 1980] bzw. [Irle 2006].

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, G, P). Sei (X,,),>0 ein bzgl. der
Filtration (G,).>0 adaptierter reellwertiger Prozess. Fiir die weiteren Betrach-
tungen wird vorausgesetzt, dass

E|X,| < oo fiir alle n € N und setze X, = limsup X,
und fiir alle Stopzeiten 7 : Q — {0,1,..., 00} zusétzlich:

E|X;| < 0.

Es bezeichne 7" die Menge aller Stopzeiten bzgl. (G;);ox, wobei

No =NU {0} U {oo} und G, :za( U Qn).
n=0
Es ist bekannt, dass

sup{EX, : 7€ T} =sup{EX, : 7 € T;7 < oo fast sicher}.

Ferner wird sich das Supremum auch bei Zulassen von zuféilligen Stopzeiten
nicht vergrofsern.

Als Néchstes folgen die notigen Definitionen:

M(G) ={C = (Cp)nzeo : C, € Gy, Coo =82} (2.2)
T(C)={re€T:{r=n}CC, fir alle n} (2.3)
T,(C) =inf{k > n:1¢ =1} mit 7(C) = 10(C). (2.4)

Dariiber hinaus gelte die Vereinbarung inf () = oo.
Die so definierte Stopzeit 7,(C)(w) = inf{k > n : 1¢, (w) = 1} stoppt fiir fest
gewihltes w zum ersten Zeitpunkt £ > n an dem w € C}, ist.
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Fiir ein C € M(G) definiere die Folgenglieder von C* = (C}),>1 durch
Cr=1{E(X.,,.0|G) < X} NCy, mit C, =Q (2.5)

C besteht also aus allen w € €2 die in (), enthalten sind und zuséatzlich die Ei-
genschaft besitzen, dass der bedingte Erwartungswert des Prozesses, gestoppt
zu demjenigen Zeitpunkt £k > n+ 1 an dem w € C} ist, hochstens so gut ist
wie der Prozess zum Zeitpunkt n.

Definiere induktiv
C” = (Qn>1 ch = () (2.6)
Zur Veranschaulichung betrachte diese Mengenbildung fiir den Wert k& = 1:
C'=(C")" = ({B(Xr, 1 e0)Gn) < Xa}), = ({E(Xni1lGn) < Xa}),  (27)
Fiir £ > 1 hingegen lésst sich 7,,41(C) nicht explizit angeben:
CP = (C*1) = ({B(X,, . 1Gn) < Xu}), NCy (2.8)

wobei C*~1 dass n-te Folgeglied von CF~1 ist.

Setze weiter

F, = ﬂC’S F = (F)n>1 (2.9)
k

Fiir den Beweis des anschliefenden Lemma ist folgende Veranschaulichung der
Mengen C* hilfreich:

ct| ¢ ¢ ¢t ¢ oo o...Cl
Ul | Ul Ul Ul Ul Ul ... Ul
2| ¢ 2 oo
Ul | Ul Ul Ul Ul Ul ... Ul
<2 e e Ne N Se JNNNe:]
S : : : A
ck | ok ok ok ok b ... Ck
Lo : : : A
F| R FR F F F ..F,

Das folgende Lemma wird im Beweis von Theorem 2.2 benotigt.
2.1 Lemma. Mit obigen Definitionen folgt limy,_., 7(C*) = 7(F).

Beweis. Da die Mengen C* fiir wachsendes k eine antitone Folge bilden, gilt
7(Ck) < 7(CF) fiir beliebiges k. Auf {7(F) < oo} ist 7(C*) zusitzlich nach
oben beschrénkt durch 7(F') und konvergiert damit gegen eine endliche na-
tiirliche Zahl. Angenommen m := limy_, 7(C*)(w) < 7(F)(w) =: £ fiir alle
w € {7(F) < oo}. Dann muss wegen der Definition der Stopzeit gelten, dass
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w € C* fiir alle k € N. Damit auch w € (-, C% = F,,,. Dies ist ein Wider-
spruch zur Annahme, dass £ > m auf {7(F') < oo}.

Sei nun w € {7(F) = oo} beliebig. Angenommen m := limy_., 7(C*) < oo,
d.h. es existiert ein Ny € N derart, dass 7(C*)(w) = m fiir alle K > Ny. Dar-
aus folgt w € C% fiir alle & > Ny und insbesondere w € (o, CF = F,,.
Widerspruch. O
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2.2.1 Satz und Beweis

Nach den Vorbereitungen nun das angekiindigte Ergebnis, dass bereits in [Irle
1980] bekannt gegeben und bewiesen wurde. Mit den Bezeichnungen wie oben
gilt:

2.2 Theorem. Ist die Bedingung

E[Ximo,] = lim E[X,, ] (2.10)

fiir jede aufsteigende Folge von Stopzeiten (0,)n>1 € T erfillt, dann gilt
(i) EXreoy < EXreny <--- T EXyp)
(it) EXrpy=sup,er EX; =sup{EX, :7 €T} d.h. 7 ist optimal.

Beweisidee.

(a) Betrachte die Menge C,, und C* wie eingangs definiert. Fiir ein o € 7(C)
setze

o =inf{n >0 : 1 = 1}.
Dann kann man zeigen, dass
EX, > EX,

ist, woraus sofort (i) folgt.

(b) Unter Zuhilfenahme von (a) lasst sich zeigen, dass es zu einem beliebigem
T €T ein 7' € T(F) existiert derart, dass

EX, > EX,.

(c) Fiir diesen Schritt betrachte p,7 € T(F) mit p < 7 fast sicher. Wie
bewiesen werden kann, fithrt dies zu

EX,> EX,.

(d) Fiir den letzten Schritt wéhle eine beliebige Stopzeit 7. Geméfs (b) existiert
ein 7 € T(F) derart, dass
EX. > EX,.
Nach Definition von 7;(F) ist 7(F) < 7. Mit (c) gilt letztlich

EX. > EX, > EX,.
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Es folgt der ausfiihrliche Beweis von Theorem 2.2.

Beweis.

(a) SeiC € M(G) beliebig, o € T(C) und
o =inf{n >0 :1c: =1} (2.11)

Esist o* € 7(C*) da {o* =m} C C..

Fiir ein p € T(C) setze

p = (Tu41(C) - Lgp=nj—cs} + P - Lgpmmpncsy) (2.12)

n

wobei p = p auf der Menge {p = oo} gesetzt sei. Man sieht ein, dass
p wieder eine Stopzeit ist. Da {p = n} C C, und auferhalb von C?
Xn < E(X;, ]Gn) ist, gilt mit A, = {p=n} - C}:

/ X, dP = / X, dP < / E(X:...|Gn) dP. (2.13)
A'VL ATL A7L

Wegen der definierenden Eigenschaft des bedingten Erwartungswertes ist

/ E(X,, . |G) dP = / X, 1) dP. (2.14)
A

n

Da in (2.12) die Mengen {p = n} fiir jedes n disjunkt sind (damit auch
{p=n}—0Cp), st

/ X, 1) AP = / X, dP, (2.15)
Ay Ap

Das links vom Ungleichheitszeichen stehende Integral in (2.13) ist dem-
nach hochstens so grofs wie das rechts stehende Integral in (2.15).
Nun stimmen p und p auf B,, = {p = n} N C} {iberein, so dass

/Xp P = /X,3 dP, (2.16)
By By
Nun ist Q@ = (), (A, UB,)U{p = ox}, also

/X dpP = Z/X dP+Z/X dpP + / X, dP

nDBn {p=c0}
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o0 [e.9]

<> /X[,dPJrZ /XﬁdP—k / Xde:/X,;dP
n=0 A, n=0 B, {p=o0} Q
Also E(X,) < E(X;).

Definiere induktiv og = o und

ok =051 =Y (1011(C) - Lo r=np—cz) + O%1 - Loy _y=miric})-

n

Damit gilt ¢ < o < 0%y fast sicher und ferner lim o, = o* fast sicher,
da 0j41 > op + 1 auf der Menge {0}, < o*} gilt.!

Aus Vorraussetzung (2.10) folgt dann EX,« = lim FX, > EX,. Dies
zeigt, dass fiir die Wahl einer Stopzeit von der Form o* der Erwartungs-
wert des gestoppten Prozesses besser ist, als der beziiglich einer beliebigen
Stopzeit o € T.

(b) Zu beliebigem 7 € T, definiere
T, =inf{n > 7: 1k = 1}
und
T =inf{n>71:1p =1, cr = 1}
Dann ist wegen
n=inf{n>7:1c =1} =inf{n >7:1g=1} =1,
also 7 = 7p. Wegen der Definition von C* ist Ck+1 C C*, daher gilt
Trp1 = inf{n > 7 : Lokt = 1}.
Aufgrund der Definition von ¢* am Anfang des Beweises, folgt ferner

*

Aus (a) folgt nun:
EX, <EX,

k+1°

Damit, und aus 7, < 7%y und lim 7, = 7’ (vgl. Lemma 2.1) mit Vorraus-
setzung (2.10) ist nun

EX, =lmEX, > FX,.
Da 7’ € T(F) ist, erhdlt man
sup{EX, : 7€ T(F)} =sup{EX,:7€T}.

leine ausfiihrliche Begriindung befindet sich, der Ubersichtlichkeit halber, im Anschluss

des Beweises in Form eines Lemmas.
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(c) Waéhle p, 7 € T(F) mit p < 7 fast sicher. Sei
P =T Lp=ry + Z Tu1(CF) - Lip<rp=n}

und
p=7 Ly + D Turt(F)  Ljperpmn)-
Es gilt p < pr. < pro1 und lim pp, = p unter Beachtung von
Dape T(F), d.h.
{p=n}c)CrcCrt
k
und wegen
gilt fiir beliebiges k£ und n:

{p=n<71} CCH" C{E(X,,, |G < X}

Esist p € 7(F) und mit B = {p =n < 7} fihrt dies zu

/X dP = /X dP>/ (X1 (c)|Gn) dP,

Wieder mit der definierenden Eigenschaft des bedingten Erwartungswer-
tes gilt

/ E(X, ., )[Gn) dP = / X.. e dP.
B B
Aufgrund der Definition von p;, gilt letztlich

/ X, k) AP = / X, dP.
B B

EX,> EX,, fir jedes k

Damit ist nun

und somit mit Vorraussetzung (2.10)

EX, > limEX,, = EX;.

Definiere weiter p° = p und induktiv

pk =p = 7—1{p’c*1:7-} + ZTTL+1 (F>1{pk'*1:n<7—}'



20 2.2. Methode zum Losen allgemeiner Stopprobleme

Dann ist pf*t1 > p* fast sicher nach Definition von pF*1 denn auf der
Menge {p* =n < 7} gilt 7,11 (F) = inf{m > p* + 1 : 1p = 1}. Auf diese
Weise folgt

EXp > Eka > Eka+1.

Da p*t > pF + 1 auf {p*F < 7} gilt, ist limy_.o p* = 7 fast sicher (vgl.
Lemma 2.3). Insgesamt wiederrum:

EX,>limEX, = EX,.

Es wurde gezeigt: Sind p, 7 zwei Stopzeiten in 7 mit p < 7 fast sicher, so
ist es stets vorteilhaft frither zu stoppen.

(d) Da 7(F)=1(F) <7 fiir alle 7 € T(F) gilt, folgt aus (c¢) und (b):

EX py=sup{EX;: 7€ T(F)} =sup{EX,:7€T}

Also ist 7(F) = 79(F') optimal. O

2.3 Lemma. Sei 0" =inf{n > 0 : 1¢;: =1}, 09 = 0, I, = {o)—1 = n} — C},
und J, = {ox_1 =n} NCE. Setze

O-k:a-k—l:Z(Tn-l—l(C)'1ln+gk—1'1Jn)' (217)

Dann gilt
(i) oky1 > ok + 1 auf der Menge {0y, < 0*}

(i1) limy_. o = o* fast sicher.

Beweis. Um (i) zu zeigen, wéhle ein w € {0 < 0*}. Angenommen es gelte
Ok+1(w) = og(w) = n. Nach (2.17) muss w € C sein. Daraus foglt, dass be-
reits 0*(w) < n und somit oy (w) > o*(w) ist. Widerspruch.

Fiir den Nachweis von (ii) betrachte zunédchst den Fall o* = oo. Fiir ein
w € {o* = oo} ist wegen (i) die Ungleichung oy41(w) > ox(w) + 1 erfiillt.
Grenziibergang k — oo liefert das Gewtinschte.

Fiir den zweiten Fall sei w’ € {¢* < oco}. Nach Definition von o* gilt o¢(w’) <
o*(W). Ist W' € J, folgt bereits oy, 1(w') = o(w') = o*. Ist jedoch ' € I, gilt
stets 0*(w') > opr1(w'). Wegen o < oy, < opy fast sicher folgt die Behaup-
tung. O
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2.3 Modell fiir Markov’sche Stopprobleme

Zur Erinnerung betrachte folgende

2.3.1 Definition (stationire Markovfolge) [Irle 2003].
Sei Z = (Zp)nen, e€in stochastischer Prozess auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, G, P) mit Werten in einem messbaren Raum (S,.%) und adaptiert zu

einer Filtration G = (Gr)nen, mit Go = {Q,0}.

Z wird als stationdre Markovfolge bzgl. G mit Anfangszustand z € S bezeichnet,
falls gilt:

(i) Zoy=z

(ii) FEs existiert eine Abbildung @ : . x S — [0, 1], so dass
Q(-, s) Wahrscheinlichkeitsmaf fiir jedes s ist,
Q(B,-) messbar fir jedes B € .7 ist

und dass fiir alle n gilt

P(Zys1 € B|G,) = Q(B, Zy,).

Q wird als Ubergangswahrscheinlichkeit und S als Zustandsraum bezeichnet.
Aus dieser Definition folgt die Beziehung

E(0(Zn1)|Gn) = E9(Zun)| Z0),
E((Zain)|Z = 2) = / 9(5)Q(ds, 2)

fiir messbare Abbildungen g : S — R mit existierendem Erwartungswert Eg(Z,1).

Fiir die Modellbildung betrachte eine homogene Markovkette (Z,,)nen, mit
Werten im messbaren Raum (5,.7), mit

P(Z,+1 € B|G,) =Q(B,Z,), furalle Be.”,

Ubergangswahrscheinlichkeit Q : .# x S — [0,1]. Sei g : S — R eine messbare
Abbildung. Es wird das Stopproblem fiir die Folge

X,=9(Z,) n=0,1,...
betrachtet. Im weiteren setze
g(Zoo> = lim sup g<Zn)7 also Xoo = g(Zoo)

und letztlich X, = g(Z,) fiir eine beliebige Stopzeit .
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Es wird vorrausgesetzt, dass E,g(Z;) := E(9(Z.)|Zy = z) fiir alle 7 € 7 und
z € S existiert. Ziel ist es, eine Stopzeit 7* € 7 zu finden, derart dass

E.9(Z.~)=sup E.g(Z;), furalleze€ S.
TeT

gilt. Es bezeichne

v(z) =sup E.g(Z;), z€8

den Wert des Stopproblems.

Im Markov’schen Fall braucht FII nur auf Teilmengen des Zustandsraum S zu
funktionieren. Sei B C S messbar und setze

TB)={r€T:Z € Bauf {1 <oo}},
T,(B) =inf{k >n: Z, € B}, mit 7(B)=71(B)

als den ersten Eintrittszeitpunkt von Z; ab dem Zeitpunkt n in die Zustands-
menge B.

Definere B* C S durch

B*={z2€5:9(z) 2 E.9(Z;,)} N B
was wegen der starken Markoveigenschaft dquivalent zu

B*={2€5:9(2) 2 E.g(Z)} N B
ist.
Als Stopzeit beziiglich der Menge B* ist,
T.(B*) =inf{k > n: Z, € B*}, mit 7(B*) = 19(B")
Es ist 7,(B), 7.(B*) € T(B). Setze weiter

B'=35 BF = (BF 1y F=(B"
k

2.4 Lemma. Mit obigen Bezeichnungen gilt klim 7(B*) = 7(F).

Beweis. Es gilt B O B' O ... und deshalb 7(B") < 7(B') < ... . Die
restliche Beweisfithrung verlduft analog zu dem von Lemma 2.1 fiir die Mengen
BF. [
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2.3.1 Satz und Beweis im Markov’schen Fall

Da die Beweisstrategie fiir diesen Spezialfall identisch ist mit der fiir den all-
gemeinen Fall, wird der Beweis nicht so detailliert ausfallen. Lediglich auf die
sich &ndernden Schreibweisen ist zu achten.

2.5 Theorem. FEs gelte

B.|9(Zims,)| = lim E.[9(Z,)] (2.18)

n—oo

fiir alle z € S und fiir jede aufsteigende Folge von Stopzeiten (o,)y, .

Dann gilt fir alle z € S mit den Bezeichnungen aus Seite 21:

(i) Feg(Zopoy) < Bog(Zupry) < - 1 Bug(Zuiry)  fust sicher.
(it) E.9(Z-r)) = v(2), dass heifit T(F') ist optimal.

Beweis.

(a) Seien B und B* wie oben. Wihle ein o € 7(B) und setze
=inf{n >0: 2, € B*}.

o* ist der Ubergangszeitpunkt der Markovkette Z, in die Teilmenge B*
der Zustandsmenge B.

Es soll E,9(Z,+) > E.g(Z,) fast sicher gezeigt werden.
Fiir beliebiges p € 7 (B) setze

p = (Tus1(B) - Lpmminizagny + £ Lp=nin(zuesy) + 00 - Lpmo)

n<oo

Esist p € T(B). Es gilt, mit A, = {p =n}N{Z, ¢ B*}:

/ X, dP = / X, dP < / E.(X,,,.(p) dP = / X, dP. (2.19)
An

Damit also F.X, < E.X; fast sicher. Defniere induktiv g = o und

o = Op-1, was zu E. X, < E. X, < E. X, < ... firallek fiihrt.
Zunéchst ist 0 < 01 < 09 < -+ < ¢* und mit Lemma 2.3 limg 0, = 0¥,
da og11 > o + 1 auf {0} < a*} gilt. Mit Vorraussetzung (2.18) folgt:

E.X,. =lmFE. X, > FE.X,

fast sicher.

Da 7(B*) = inf{m > r(B*'): Z,, € B*} und lim 7(B*) = 7(F) folgt

k—oo

EzXT(BO) < EZXT(Bl) <... T EZXT(F) fast sicher.
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(b)

Sei 0 € T beliebig. Definiere 75, = inf{n > o : Z, € B*} und
7 =1inf{n > o : Z, € F}. Dann ist mit ¢ = 7y und wegen B® O B! D
B%..., T =inf{n > 7, : Z, € B*¥'}. Aus (a) folgt E.X,, , > FE.X,,.

k+1

Es ist 7 < 7;11. Nach Lemma 2.4 ist limy_,o, 7, = 7 und daher

E. X, =lim £, X, > E.X,.

k—oo
Seien p, 7 € 7 (F) mit p < 7 fast sicher. Definiere

=T Lpmry + D Tart(B) - Ljpcrpmn)

n<oo
und
p=T-lp—ry + Z Tnt1 (F) - Lp<r.p=n}
n<oo
Es gilt

pP<pp<prr1 <p<7 und khm Pr =P
fast sicher.

Auf {p < 7,p = n} ist die zum Zeitpunkt p gestoppte Markovkette Z,
frither in F' als der gestoppte Prozess Z,.

DapeT(B)ist {p <7,p=n} C{9(Zn) > Ez,9(Z;, (B+))}- Es bezeichne
A, == {p < 7,p=n}. Damit ist

/ X, dP = / X, dP > / Bz X, 54 AP = / X, s+ dP
An A, A, A,

fast sicher. Auf {p = 7} ist X, = X,. Insgesamt erhélt man
fast sicher fiir jedes k und wegen Voraussetzung (2.18)

E.X, = E.g(Z,) > lim E.X,, = E.X,

fast sicher.
Definiere p° = p und induktiv p* = p*~1 ein. Dann ist p*™! > p* fast
sicher nach Definition von p**!, denn auf der Menge {p* = n < 7} gilt
Toi1(F) = inf{m > p* + 1: Z,, € F}. Auf diese Weise folgt

E.X, > E. X, > E.X

k+1

fast sicher. Da p**1 > p* + 1 auf {p* < 7} gilt limy,_.., p* = 7 fast sicher.

Insgesamt erhalt man:

E.X,> lim E. X = FE.X;

k—o0

fast sicher.
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(d) Sei o € T beliebig. Aus (b) folgt die Existenz eines 7 € 7 (F) derart, dass
E.X, < E.X;
fast sicher. Da 7o(F) < 7 fast sicher fiir alle 7 € 7 (F) gilt, folgt aus (c)
BXory = B.X, > E.X,

fast sicher.

]

Im obigen Zusammenhang und fiir den weiteren Verlauf der Arbeit folgt eine
Definition, die eine Klassifikation der Teilmenge B des Zustandsraum .S im
Rahmen von Optimalen Stopproblemen erlaubt. Sei B* C S mit

B = {2 g(2) > Bog(Zup)} N B

mit den jeweiligen Notationen wie auf Seite 21.

2.3.2 Definition (continuation-, early exercise region).

Die Zustinde z € B fiir ein B C S lassen sich kategorisieren in Elementen
aus dem Fortsetzungsgebiet (continuation region) Be und dem Stopgebiet (early
exercise region) Bg wobei

Be={2€B:g(2) < E.9(Z-(p))} (2.20)
und
Be = {2 € B g(2) = Bag(Znm)) 2.21)

bedeuten.



Kapitel 3

Anwendungsgebiete, Bemerkungen
und ein Korollar

Die folgenden Erlduterungen und Beispiele dienen zur Veranschaulichung der
Menge B*. Insbesondere Beispiel 3.1.3 wird fiir die Bewertung einer Ameri-
kanischen Option von Interesse sein. Wie in Beispiel 3.1.2 wird sich namlich
auch da zeigen, dass die Optimale Stopzeit nicht von dem Zeitpunkt abhéngt,
in der die Markovkette sich befindet. Im Fall eines Monotonen Stopproblems
(Abschnitt 3.2) wird die Menge B* von der einfachsten Bauart sein.

3.1 Zeitabhangiger Pay-Off

Gegeben sei eine messbare Abbildung g : S x {0,1,...} = R

9(Zp,m) n=0,1,....

Der Algorithmus wird auf den zwei-dimensionalen Markov Prozess
(Zy,n), mit n > 0 angewandt.
Fir BC S x{0,1,...} ist B* von der Form

B* ={(z,n) € B:g(z,n) > E.g(Z;,(5),n+11(B))}

3.1.1 Beispiel: Endlicher Horizont

3.1.1 Beispiel (Endlicher Horizont). Im Fall von Stopproblemen mit end-
lichem Zeithorizont N und Auszahlungen

9(Zp,m) in n=0,1,...,N

setze
g(z,k) = —o00 fir k=N+1,N+2,...

26
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dann gilt sofort, dass
B*CSx{N,N+1,...},
das heifst, der FII betrachtet nur Stopzeiten die kleiner oder gleich N sind.

3.1.2 The House Selling Problem & Lineare Kosten

3.1.1 Beispiel (The House Selling Problem) [Ferguson Ferguson].
Fiir ein Haus, das Sie verkaufen mochten, trifft tédglich ein Angebot ein. Es
beschreibe Z,, die Hohe des am Tag n bekannt gewordenen Angebots. Sie kon-
nen zusatzlich annehmen, dass die Angebote unabhéngig und identisch verteilt
sind. Jedes Angebot das eingeht kostet Sie einen fixen Betrag ¢ > 0, welches
z.B. als Lebensunterhaltskosten anfallen kann.

Trifft ein Angebot ein, miissen Sie entscheiden ob Sie mit dem Betrag einver-
standen sind oder ob Sie auf ein besseres Angebot warten wollen. Sie wissen,
dass letztendlich ein besseres Angebot eintreffen wird; doch wird dessen Hoéhe
die Kosten fiir das Warten darauf kompensieren kénnen?

Formal lautet das Problem: Gegeben ist eine Folge Z;, Z,,... unabhéngig,
identisch verteilter, Zufallsvariablen mit Werten in den positiven reellen Zah-
len Rt die messbar sind beziiglich der Borelschen o-Algebra hierauf. Weiter
sei angenommen, dass der Riickgriff auf zuvor abgelehnte Angebote nicht mehr
moglich ist.

Als Gewinnfunktion setze:

9(Z,,0) =0
9(Zyn) =Zy—mn-c n=12...
9(Zp,00) = —00
Die Bedingung die B* nun definiert lautet:
z—c-n 2z E.9(Zp),n+n(B))
=FE.Z g —c-n—c-E.n(B)
=z > EzZn(B) —C- EZﬁ(B)

Beispiel 3.1.1 ist ein Spezialfall des folgenden allgemeineren Stopproblems bei
linearen Kosten:

3.1.2 Beispiel (Lineare Kosten). Sei fiir ein ¢ > 0 die Gewinn-/Auszahlungsfunktion
gegeben durch
9(Zny,n)=f(Z,)—c-n n=0,1,...,

dann gilt
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Dies macht deutlich, dass die Optimale Stopzeit im Fall linearer Kosten unab-
héngig vom Zeitpunkt n ist, in dem sich die Markovkette befindet.

3.1.3 Beispiel: Diskontierung

3.1.3 Beispiel (Diskontierung). Sei 0 < a < 1,
9(Zy,n)=a"f(Z,) n=0,1,...
Dann entsteht B* aus den Tupeln:
B = {(5n) € B a"f(2) > Eog(Zn sy n+7(B))}
={(z,n) € B:a"f(2) 2 a"E.a™ P f(Z, (i)}
={(zn) € B: f(2) > B.a" P [(Z,(m))}.

Als Beispiel stelle man sich einen Finanzmarkt mit einer kontinuierlichen Zins-
rate 0 < a < 1 und ein Finanzderivat mit zufallsabhéngigem Preis Z,, und
Auszahlung f(Z,) zur Zeit n vor. g(Z,) = o™ f(Z,) beschreibt dann den Ge-
genwartswert des Derivats.

3.2 Der Monotone Fall

Es gibt eine Klasse von einfachen Optimalen Stopproblemen fiir die die 1-stage
look-ahead stopping rule, welches den gegenwartigen Wert einer Zufallsvariable
mit dem zu erwartenden Wert im néchsten Zeitschritt vergleicht, unter gewis-
sen Regularitdtsvoraussetzungen (siehe [Chow et al. 1971, Kapitel 5|) optimal
ist. Diese Stopzeit ist also wie folgt definiert

s=inf{n>1:2,> E(Z,+1|G,)} (3.1)

Diese sogenannten Monotonen Stopprobleme (monotone stopping problems)
haben im Markov’schen Fall folgendes aussehen. Fiir die Mengenfolge B°, B!, .. .,
gilt
B' = {z:g(2) > E.g(Z1)}.

Somit ist 7(B') die 1-stage look-ahead rule. Man spricht von einem monotonen
Stopproblem, wenn

P.(Z, € B') =1, fiir alle z € B".
Dies impliziert, dass

P,(ri(B')=1)=1, fiiralle z € B'
und somit

B'=B*=F und 7(B") = 7(F).

Sind die Voraussetzungen an den Prozess (Z,,), aus Theorem 2.5 erfiillt, so ist
71(B') optimal.
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3.3 Bemerkungen zur Anwendung des Forward-
Algorithmus

Bei der Anwendung des Algorithmus sind einige Tatsachen, die im Folgenden
als Bemerkungen notiert werden, zu beachten.

3.3.1 Bemerkung (Abbruchkriterium). Wenn B*™! = B* fiir ein k ist,
fiihrt dies zum Abbruch der in ¥ monoton fallenden Folge B* und damit zu
BF = F.

Ist der zugrundeliegende Zustandsraum S endlich mit |S| = n, so ist F' = B"
und der Algorithmus stoppt in héchstens n Schritten.

3.3.2 Bemerkung. Sei
Fr={zeS8:9(z) =v(2)}

Dann folgt nach Konstruktion der Menge B* induktiv, dass F* C B* fiir alle
k und damit F* C F. Da 7(F') nach Theorem 2.5 optimal ist, gilt ¢g(z) = v(z)
fir z € F, was F' C F* impliziert, also insgesamt:

F=F"

Aus Theorem 2.5 folgt nun, dass 7(F™*) optimal ist.

3.3.3 Bemerkung (Initialisierung). Ist von einer Menge B° C & bereits
bekannt, dass

B°2>{2€8:9(2) =v(2)} =F,
wobei

v(z) =sup E.g(Z,), z€ S

gilt, so folgt aus Bemerkung 3.3.2, dass es geniigt nach einer optimalen Stopzeit
in 7(BY) zu suchen: Startet der FII auf der Menge B°, so erhilt man die
Menge F' = (1, B*. Nach Theorem 2.5 ist also 7(F") eine optimale Stopzeit.
Aus Bemerkung 3.3.2 folgt nun ' = {z € S:g(z2) =v(z)} = F.

Bevor der Algorithmus angewandt werden kann, sind theoretische Uberlegun-
gen iiber die endliche Teilmenge B® C S des Zustandsraum zu machen in dem
der FII starten muss. Im Falle eines abzéhlbaren Zustandsraum versucht man
unendlich viele Zustdnde zu klassifizieren, d.h. man versucht zu entscheiden,
ob die Zustdnde bereits zu F' gehoren oder nicht. Die iibrigen, endlichen vie-
len Zusténde die es noch zu untersuchen gilt, sind Elemente aus B°. Hierauf
wird der FII angewandt um zu entscheiden, welche z € B® zu By bzw. zu Bg
gehoren. Dieses Ergebnis wird in Beispiel 3.5.1 auf Seite 31 benutzt.
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3.3.4 Bemerkung (Simulation). Um den FII Algorithmus anzuwenden, gilt
es eine Folge von Mengen

B°>B'D>DB?2D...

zu bestimmen. In jedem Schritt, geht man von einer gewissen Menge B des
Zustandsraum iiber zu einer Menge B* gegeben durch

B* ={z:9(2) > E.9(Z,5)} N B.

Fir die Implementierung werden die Pfade des Prozesses (Z,),>¢ simuliert,
welche dann einen simulierten Wert fiir g(Z;, (p)) und eine Schétzung fiir
E.9(Z;,(p)) liefern. Dadurch wird man in der Lage sein die Menge B* in jedem
Schritt zu bestimmen.

3.4 Der FII auf einem endlichen Zustandsraum;
Ein Korollar

In Theorem 2.5 wird die Voraussetzung lim £,g(Z,,) = E.g(Z,) benutzt. Das
auf diese Bedingung im Fall eines endlichen Zustandsraum S verzichtet werden
kann, zeigt folgendes

3.4.1 Korollar. Sei S endlich. Dann ist T7(F') eine optimale Stopzeit, dass
heifst:
E.9(Zyr)) = v(z) fir alle z.

Beweis. Nach Bemerkung 3.3.1 geniigt es die Behauptung fiir F* C F und
7(F*) zu beweisen. Nach einem bekannten Resultat aus der Theorie optimaler
Stopzeiten fiir Markovketten (siehe [Shiryayev 1978, Kapitel 2, Theorem 4|)
ist 7(F™*) optimal und fast sicher endlich fiir alle z € S. Zieht man den Beweis
von Theorem 2.5 nochmals heran, so ist deutlich dass nur noch Teil ¢) bené&tigt
wird um die Behauptung zu beweisen. Dabei wird 7 = 7(F™*) gesetzt. Die
Behauptung gilt damit fiir alle P, —fast sicher endlichen 7. Damit dies gezeigt
werden kann, muss

E.q(Z5) > lim E,q(Z,

fiir eine beliebige monoton wachsende Folge (pi)r>0 mit p = lim p;, < 7 bewie-
sen werden. Definiert man die Folgenglieder p; und dessen Grenzwert p wie im
Beweis von Theorem 2.5 so erhélt man das Gewiinschte. Es gilt p < oo P,-fast
sicher, was

k)

9(Z5) =limg(Z,,), P,-fast sicher,

zur Folge hat und mit dem Satz von der dominerenden Konvergenz letztlich

E.q(Z;) =lim E.q(Z,,).
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3.5 Amerikanische Put Optionen

Die wesentliche Eigenschaft einer amerikanischen Put Option, im Gegensatz zu
der européischen Verkaufoption, ist dass der Besitzer einer solchen sein Recht
vor Ende der Laufzeit ausiiben kann. Dies erschwert die Bewertung und da-
mit die Ermittlung des fairen Preises drastisch. Es existiert keine geschlofsene
Formel wie etwa im Fall européischer Optionen. Fiir die amerikanische Option
mit endlicher Vertragslaufzeit ist die Optionsprdmie nur numerisch approxi-
mierbar.

Intuitiv sollte jedoch klar sein, dass der Optionspreis einer amerikanischen
Put Option mindestens so hoch sein muss wie der seines européaischen Gegen-
stiicks. Das No-Arbitrage-Prinzip bestétigt diese Vermutung [Irle 2003| oder
[Kwok 1998, Abschnitt 1.2]. Im kommenden Beispiel soll die Stopmenge F' fiir
einen amerikanischen Perpetual Put mit Hilfe der zuvor entwickelten Theorie
bestimmt werden. Das Wort ,,Perpetual” macht darauf aufmerksam, dass von
einem Put mit unendlicher Laufzeit die Rede ist. Hierbei handelt es sich nicht
um ein handelbares Finanzgut. Vielmehr ist es ein mathematisches Konzept die
eine Briicke zwischen der Bewertung amerikanischer Optionen im zeitdiskreten
Modell und ihrer Analyse im zeitstetigen Fall spannt [Shreve 2004, Abschnitt
5.4].

Man betrachte ein Mehrperioden Cox-Ross-Rubinstein Finanzmarktmodell (ab-
kiirzend CRR-Modell) mit fester Zinsrate 0 < a < 1 pro Periode. Z beschreibe
den Anfangspreis des risky asset, einem Finanzgut mit zufilligen Marktpreisen
pro Periode. Der Marktpreis kann in der i-ten Periode nur zwei Zustdnde an-
nehmen. Entweder der Kurs steigt, oder er féllt. Im kommenden Beispiel steigt
der Marktpreis fiir ein @ > 1 auf Z; = aZ;_; und fillt Z; = a=1Z,_;.

Fiir Details zum Mehrperioden CRR-Modell - auch Binomial Modell genannt
- siehe etwa [Pliska 1997, Abschnitt 3.5|, [Shreve 2004, Kapitel 1], [Irle 2003,
Abschnitt 3.8].

3.5.1 Beispiel (Cox- Ross- Rubinstein Modell). Betrachte das Problem der
Bewertung eines Amerikanischen Perpetual Put in einem Cox- Ross- Rubin-
stein Modell. Fiir eine Konstante a > 1 sei ein Aktienverlauf modelliert durch
den geometrischen Random Walk

k—1
Zp = H Z; auf dem Gitter Z = {d':1¢€ 7},

=1

wobei fiir 0 < p <1

a

fiir unabhéngig und identisch verteilte Z; gilt. Offensichtlich ist Z,, eine Mar-
kovkette [Irle 2003, Beispiel 4.14].
Sei 0 < a < 1 der Diskontierungsfaktor und K > 0 der Ausiibungspreis des
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Put. Betrachte das Stopproblem fiir
9(Zpyn)=a™(K —Z,)", n=0,1,...

Die Menge F aus Theorem 2.5 ist also eine Teilmenge des Zustandraums {a' :
[ € Z}. Desweiteren sei angenommen, dass E1Z; > 1 und EjlogZ; < 0.
Es folgt insbesondere, liminf,,_. ., Z, = 0 P,-fast sicher und wegen dem Wert
(K — Z,)" des Puts auch

FC{d:d <K}
Der FII startet auf der Menge
B={d:d' <K}={d:1<k}

fiir ein geeignetes k € Z; vgl. Bemerkung 3.3.3. Da

n(BY)=inf{j >1:Z,€e B} =1 firj<k
ist die definierende Eigenschaft von B! = (B%)*

K—d > a[p(K —ad™) + (1 —p)(K - aj_l)] fir j < k. (3.2)

(3.2) ist dquivalent zu

Kza[pK—paj+1+K—aj—1—pK—|—p(1j—1] + a’

o K —aK > —apa™ + apa® ™ — apa™ + o

s K(l-a)>d(l—-alpa+(1-pat)=d(l-aEZ)
Da FyZ; > 1 vorausgesetzt war, ist diese Bedingung fiir beliebige j < k erfiillt.
(Ansonsten wiirde schon im einfachsten Fall 7 = 0, K = 1 ein Widerspruch

entstehen).
Fiir j = k &ndert sich die definierende Eigenschaft zu:

K —d* > Exla™®) (K = Z,,(50)"] (3.3)
= af(1 - p)(K —d"™) + p(K — a") By o]
mit 7 = inf{n > 0: Z, = a*}. Zur Begriindung beachte man, dass
0, fiir alle Indizes > k
a"B) (K — Zpo))t = - (K —ak) sonst, mit Wkeit (1 — p)
am (B (K — a¥)  sonst, mit Wkeit p.
Dabei ist a* der Zustand, der beim nichsten Wiedereintrittszeitpunkt in die

Menge B erreicht wird. Ex+1][a”] = e(a) bezeichnet die erzeugende Funktion
von «. Diese ergibt sich im zweiten Summanden in (3.4) aus

D Pu(ni(BY) =k)a* =) Pt =k + 1) = aBuna]
k=1

k=0
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mit 7 = inf{n > 0: Z, = a*}.
e(«) 1aft sich explizit angeben, siche etwa [Feller 1957, Kapitel XIV, Abschnitt
4*]. Dann ist

2 _1—/1-4p(1—p)a?
2pa

1 1—4p(l—p)a® 1 1 1—p

© 2pa dp?o? © 2pa 4p2a? D
Ersetzet man E,1a” in Gleichung (3.4) durch e(a), so nimmt B! = (BY)*
folgende Gestalt an:

e(a) = (1 —p)a + pae(a)

K —d" > of(1—p)(K —a"™") + p(K — a")e(a)]
& K —d">a[K —pK —a"™ + pa"™! 4 pe(a) K — paFe(a)]

Umstellen liefert

1 k

K — oK + apK — ape(a)K > —aad*™! 4 apa®™! — padFe(a) + a
K(1—[(1=pa+ape(a)]) > a*(1 - [aa™ — apa™ + pac(a)])
> a"(1—[(1 - plaa™" + pae(a)]).

Deshalb ist

1 —[(1 = p)a + ape(a)]

B'=B'=1{d 1<k} falls &" <K
ters b=y alls ah < Ky a1 pac(a)

und

1 —[(1 = p)a + ape(a)]

B'=B=1{d":1<k—-1) falls & > K .
tors s k=) alls - am > Ky e T pacla)

Wiederholen wir dieses Argument, so erhdlt man schlieflich dass

1—[(1 —p)a+ ape(a)) }
1—[(1—p)aa=! + pae(a)]

F:{al:ang

Die Vorraussetzungen aus Theorem 2.5 sind fiir dieses Modell offensichtlich
erfiillt. Also ist 7(F) optimal.
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Der Forward-Algorithmus und
seine Anwendung

Es folgen zunéchst die Beispiele aus [Irle 2006, Abschnitt 4] um ein Gefiihl
und Verstéandnis fiir den Algorithmus zu entwickeln. Die Beispiele 4.1 und 4.2
aus dem Paper werden behandelt und es soll erldutert werden wie die Simu-
lation zum Schétzen von E.g(Z; (p)) durchgefiihrt wird. Dabei wird nur das
Resultat nochmals prasentiert. Wichtiger wird das Beispiel 4.2.6. Hier wird
ein Cox-Ross-Rubinstein Modell fiir eine amerikanische Option mit endlicher
Laufzeit untersucht. Der Forward Improvement Iteration klassifiziert die Zu-
stdnde des Preisprozesses in Elemente aus der Fortsetzung- bzw. Stopmenge.
Die erste Variante basiert auf Simulation einzelner Pfade. Die zweite Variante
liefert eine Losung als lineare Gleichung. Die Implementierung in ein MATLAB
Programm wird skizziert. Nur der FII mit der 2. Variante liefert ein identisches
Ergebniss wie die backward induction fiir die Einteilung der Zustédnde. Die 1.
Variante scheitert hierbei aufgrund der Ungenauigkeit die durch die Simulation
entsteht.

Fiir eine ausfiihrliche Erlauterung zur Implementierung der Riickwartsinduk-
tion in MATLAB und zur ndherungsweise Bestimmung des fairen Preises einer
amerikanischen Option sind [Brandimarte 2006] und |Giinther and Jiingel 2003]
zu empfehlen.

Zur Bestimmung der zu konstruierenden Mengen B* in den Beispielen, ist
die Berechnung des bedingten Erwartungswertes E.g(Z;,(p)) notwendig. Da-
zu wird auf die Monte-Carlo-Methode zuriickgegriffen. Allgemein handelt es
sich bei der Monte-Carlo-Methode um ein numerisches Verfahren ,bei dem zu-
erst ein einem gegebenen Problem angepafites stochastisches Modell aufgestellt
wird und dann die entsprechenenden Zufallsgréffen mit Hilfe von Zufallszah-
len simuliert werden*|Hengartner and Theodorescu 1978|. Die zu behandelnden
Probleme sind stochastischer, aber auch deterministischer Natur. Fiir eine aus-
fithrliche Diskussion siche [Glasserman 2004].

Die Programme stehen als m-Files in ihren jeweiligen Ordnern auf der CD zur
Verfiigung. Diese konnen mit MATLAB geoffnet und ausgefiihrt werden.

34
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4.1 Simulation

Zur Schitzung des in
B* = {Z : g(Z) Z Ezg(Zﬂ(B))} nB

bendtigten gestoppten Erwartungswertes E.g(Z,, (p)) werden M unabhéngige
Realisierungen zy,...,2) von Z; in jedem Zustand simuliert. Anschlieffend
wahle man

OWEY (4.1

als Approixmation fiir den Erwartungswert £.g(Z-, (p)). (siehe z.B. [Korn and
Korn 1999))

Zur Bestimmung der Mengen der monoton fallenden Folge B D B! D ...
gehe man wie folgt vor:

1. Klassifiziere die Zustdnde des Zustandsraum S so, dass man auf einer
endlichen Teilmenge B® C S mit dem der FII starten kann (vgl. Bemer-
kung 3.3.2 auf Seite 29).

2. Da BY = S ist und somit
B'=(B") =8 ={z:9(2) > E.g(%)},

lasst sich im 1. Schritt der bedingte Erwartungswert wie gewohnt be-
stimmen.

3. Im 2. Schritt gilt es die Menge
B? = (Bl)* - {Z : 9(2) > Ezg(Zﬁ(Bl))} N B!
zu konstruieren. Eine ndherungsweise Bestimmung des Erwartungswertes

E.9(Zs51y) = E9(Z,,(51)|Z0 = 7]

fiir ein z € B? lisst sich durch folgende Vorgehensweise realisieren:
Starte in z € B' mit den zugrundeliegenden Ubergangswahrscheinlich-
keiten und stoppe, wenn das erste mal wieder ein Zustand 2’ € B! er-
reicht wird. Der Wert g(2’) in 2’ ldsst sich daraufhin einfach bestimmen.
Dies fithre man bei Start in z M-mal durch um, wie oben bereits er-
wihnt, durch 57 S M g(2) den gesuchten Erwartungswert zu schiitzen.
Das Verfahren fithre man fiir alle Zustinde aus B! durch.
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4. Aus 3. erhilt man die Menge B2, auf die wiederum der 2. Schritt ange-
wandt wird.

5. Abbruchkriterium: zum Abbruch der Iterationen ist die bereits in
Bemerkung 3.3.1 erwéhnte Tatsache zu beriicksichtigen: Gilt im k + 1-
ten Iterationsschritt B**! = B¥, so bricht die absteigende Mengenfolge
B° D B' D ... ab und es gilt F' = B*. Der Algorithmus stoppt nach k
Schritten.

Die Ergebnisse aus den vorangehenden Kapiteln zur Bestimmung einer opti-
malen Stopzeit fiir eine Markovkette mit unendlicher Laufzeit wird nun auf
eine Markovkette mit endlichem Zustandsraum angewendet. Als Resultat er-
hélt man eine Klassifizierung der Zusténde in Elemente der Fortsetzungsmenge
bzw. Stopmenge.
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4.2 Beispiele

4.2.1 Beispiel. Sei (Z,),>0 eine Markovkette die auf dem Zustandsraum
{0,1,...,20} x {0,1,...,20}
lebt. Die Auszahlungsfunktion (Pay-Off Funktion) ist gegeben durch

9(Zn,m) = " f(Zy),
mit
f(5,5) =10,

1(5,15) = £(15,15) = 0,
f(z,y) =5 sonst.

Die definierende Eigenschaft fiir B* lautet also
B ={(2,n) € B: f(2) 2 E.a™ W f(Zr,m))},

vergleiche Beispiel 3.1.3. Zur Simulation beachte man Bemerkung 4.2.5. Die
Kette verhalt sich wie folgt: Die Zusténde (5, 15) und (15, 15) mit minimalster
Auszahlung wirken absorbierend und die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind
wie folgt

P(x + 1, y|z,y) = 0.25,
P(x — 1,y|x,y) = 0.25,
P(x,y + 1|z,y) = 0.25,
P(x,y — 1|z,y) = 0.25,

und entsprechenden Modifikationen am Rand, dass heifst

P(1,y|0,y) = 0.5,
P(19,y|20,y) = 0.5,
P(x,1|z,0) = 0.5,
P(x, 19|z, 20) = 0.5.

Als erstes Beispiel wurde a = 0.99 gesetzt. Der Algorithmus bricht nach 5
Iteraitonen ab. Das Resultat zeigen Abbildung 4.1 und Abbildung 4.2. Das
Programm befindet sich auf der CD im Ordner Examples Part 1 mit dem
Namen Examplel.m.
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Abbildung 4.1: Fortsetzungsregion (Kreise) und Stopregion (Vierecke). a = 0.99; 100000 Si-

mulationen; Rechenzeit: 2,98 sec; Abbruch nach 5 lterationen.

Abbildung 4.2: Die optimalen Werte.
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Abbildung 4.3: o = 0.98(1/29); 10000 Simulationen; Rechenzeit: 3,92 sec; Abbruch nach 20
Iterationen.

In der selben Situation wird nun a = (0.98)%/?° gewihlt. Der Algorithmus en-
det hier erst nach 20 Iterationen mit resultierenden Abbildungen 4.3 und 4.4.
Das Programm ist in Ezamples Part 1 als Example2.m abgespeichert.

4.2.2 Beispiel. Sei wieder (Z,),>0 eine Markovkette. Diesmal wird der Zu-
standsraum

{0,1,...,10} x {0,1,...,10}
betrachtet. Die Pay-Off Funktion ist wiederum von der Form
g(Zm n) - anf(Zn)a
diesmal mit

f(z,y) =0 an den Réndern,
und

f(z,y) = (z+y—5)" sonst.
Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind:

P(x +1,ylz,y) = 0.7 x 0.6,
P(x — 1,ylz,y) = 0.7 x 0.4,
P(x,y + 1]z,y) = 0.3 x 0.6,
P(x,y — 1|z,y) = 0.3 x 0.4.

Ein Diskontierungsfaktor von av = 0.9 liefert nach 4 Iterationen die Abbildun-
gen 4.5 und 4.6. Das Programm in Fzamples_Part 2 heifst Example3.m.
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Abbildung 4.4: Die optimalen Werte.
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Abbildung 4.5: Fortsetzungsregion (Kreise) und Stopregion (Vierecke). a = 0.9; 10000 Simu-
lationen; Rechenzeit: 0.107 sec; Abbruch nach 4 Iterationen.
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Abbildung 4.6: Die optimalen Werte.

Entscheidet man sich fiir die Auszahlungsfunktion f(z,y) = ((z +y —5)")?,
so bekommt man die Fortzetzungs- bzw. Stopmenge wie sie in Abbildung 4.7
mit optimalen Werten wie in Abbildung 4.8. Das Programm befindet sich auf
der CD im Ordner Examples Part 2 mit dem Namen Example4.m.

4.2.3 Bemerkung. Betrachtet man in Beispiel 4.2.1 die Funktion ¢(Z,,n)
ohne Diskontierung, also @ = 1, so sieht die optimale Stopzeit wie folgt aus:
Stoppe in den Zustédnden (5,5),(5,15),(15,15) und den den acht Nachbarzu-
stdnden der Punkte (5,15) und (15,15). Dieses Beispiel macht den Einfluss
des Diskontierungsfaktors auf das Stopgebiet deutlich. Sogar ein Diskontie-
rungsfakter nahe bei 1 fiihrt zu einem deutlich unterschiedlichen Stopgebiet
als a = 1. Im zweiten Teil von Beispiel 4.2.1 wurde a = (0.98)/20 gewiihlt.
Ein anderer Wert nahe 1 liefert ein dhnliches Ergebnis.

4.2.4 Bemerkung. In Beispiel 4.2.2 kommt es an den Réndern zum Stoppen
wohingegen in den Zustianden x4y < 5 fortgesetzt wird. Durch das Quadrieren
der Pay-Off Funktion wird die Fortsetzungsmenge vergrofert. Aus Sicht der
Optionsbewertung bildet die Auszahlungsfunktion in Beispiel 4.2.2 den Wert
einer Barriere Call Option auf zwei Basisgiiter mit knock-out an den Réandern.
Barriere-Optionen (engl. barrier options) sind jene Optionen, bei denen der
Kontrakt verfallt, falls der Aktienpreis ein gewisses Niveau, das als Barriere
bezeichnet wird, erreicht [Irle 2003]. Die Barrieren bilden in diesesm Beispiel
die Réander.
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a u u | | u u | u ] ]
5 ] o ] ] ] ] ] ] ] ]
7 o o o ] ] ] ] ] ] ]
6 o o o o ] ] ] ] ] ]
5 o o o o o ] ] ] ] ]
4 [s] [s] ] O [s] o | u ] ]
3 o o o o o o o ] ] ]
2 [s] [s] ] O [s] o ] o ] ]
1 sl sl o] o sl o] o] o ] ]
o i i i i i i i i i ]
0 1 2 3 4 5 G 7 8 El 10

Abbildung 4.7: o = 0.9; 10000 Simulationen; Rechenzeit: 0.142 sec; Abbruch nach 4 Iterationen.

150~

Abbildung 4.8: Die optimalen Werte.
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4.2.5 Bemerkung. Bei der Simulation des Erwartungswertes
E.a™® [(Z, () (4.2)

ist der Vorfaktor ™) mit zu beriicksichtigen. Startet man in einem z € B*
und bezeichnet s; (fiir steps) die Anzahl der Schritte bis zum néchsten Zustand
2" € B* im i-ten Simulationslauf, so ergibt sich eine Approximation von (4.2)
durch den Term

LM
i Za‘”f(zi).
i=1

Fiir jeden Simulationsschritt gilt es also die Anzahl der benétigten Schritte zur
Riickkehr in die Menge B* zu beriicksichtigen um den Wert f(z;) ordnungsge-
mafabzudiskontieren.

Im nachfolgenden Beispiel wird der Forward Improvement Algorithmus auf ei-
ne amerikanische Putoption mit endlicher Laufzeit angewandt. Ziel ist hier mit
Hilfe des FII eine Klassifizierung der moglichen Zustédnde des Aktienkursver-
laufs durchzufiihren. Es stellt sich sofort heraus, dass das Resultat durch Si-
mulation nicht mit dem Ergebnis aus der Riickwartsinduktion tibereinstimmt.
Jedoch liefert das exakte Verfahren mit linearen Gleichungen eine zufrieden-
stellende Losung so dass die early-exercise region bzw. continuation region
identisch sind. Man beachte, dass um die Eindeutigkeit des fairen Preises der
Option zu gewahrleisten der Erwartungswert bzgl. des dquivalenten Martin-
galmafies herangezogen werden muss.

4.2.6 Beispiel (Der FII fiir eine amerikanische Option). Betrachtet werde
ein N-Perioden Cox-Ross-Rubinstein Modell bestehend aus einer Anleihe mit
Preisentwicklung

mit Laufzeit T, At = T'/N, einer Zinsrate r > 0 und einer Aktie mit Preisent-
wicklung

Si :SQUNidiiNi ZZO,,N

Dabei gibt N; = EZ:l Y} mit stochastisch unabhéngigen Yi,..., Yy, P(Y, =
1) =p=1— P(Y, = 0), die Anzahl der Aufwértsspriinge an |Irle 2003|. Die
Laufzeit der Option sei beispielsweise 7" = 1 Jahr, die Verzinsung und die
Preiséinderung finde vierteljahrig statt, d.h. N = 4.

In Anlehnung an [Wilkens 2000, Abschnitt 4.3| sei eine amerikanische Put
Option mit Laufzeit T" = 1 gegeben. Fiir den Aktienverlauf mit N = 5 Perioden
gelte ferner Sy = 100 der Anfangskurs, » = 0.04, o = 0.2 die Volatilitit, eine
Up-Bewegung der Form

4 = (05 Ao (13)
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159.55

Diskretisierung (N)

Abbildung 4.9: Binomialbaum fiir eine amerikanische Option; * in diesen Zustidnden ist eine
vorzeitige Ausilibung vorteilhaft.

Abwértsbewegung

d:

e(r—0.5-a2)~At—U-\/At

und p = 0.5. Um Arbitrage auszuschliefsen gilt natiirlich

O<d<l+r<u

(4.4)

(4.5)

siehe [Irle 2003, Kapitel 1]. Abbildung 4.9 stellt den Preisprozess dar. Das Pro-
gramm hierzu ist im Ordner Fii_wvs Bwi_Sim als Forward_Improvement.m
gespeichert. Im Programm Backward_Induction.m ist der Algorithmus der
Riickwartsinduktion implementiert.

N 100 [200 [400  [800  [1000 [2000 |
Backward Induction | 0.003 s | 0.01s | 0.04 s 0.169s | 0.267s | 1.07 s
FII mit Simulation 712 s 29.15s | 111.14s | >800s | — —

Tabelle 4.1: Die Rechenzeit der Backward Induction im Vergleich zum FII bei Simulation von
10000 Pfaden in Sekunden. Die BWI ist dem FlI offensichtlich deutlich iiberlegen. Schuld fiir
die hohe Rechenzeit ist die notige Simulation. In Abschnitt 4.3 wird ein alternativer Ansatz
vorgestellt. Zur Berechnung diente ein Intel Core2Duo @ 3.00GHz und Matlab R2008b.
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4.2.7 Bemerkung (Die Wahl der Parameter). Fiir die Preisentwicklung
der Aktie im vorheriegen Beispiel wurde ein Preisverlauf nach dem Cox-Ross-
Rubinstein Modell unterstellt. Dabei ist die Wahl der Parameter u, d, p nicht
willkiirlich gefallen, sondern so gewahlt, dass sie den sogenannten Momenten-
bedinungen geniigen [Wilkens 2000, Abschnitt 4.2.1]. Fiir die wohlbekannte
CRR-Formel fiir européaische Optionen gehen eben diese Parameter ein. Hin-
tergrund fiir dessen Wahl ist der Wunsch, dass ,mit zunehmender Diskretisie-
rungsfeinheit” [Wilkens 2000] der Optionslaufzeit T', der Wert aus der CRR-
Formel gegen den Optionswert aus der Black-Scholes Formel konvergiert. Fiir
genauere Details hierzu siehe zum Beispiel [Giinther and Jiingel 2003| oder
[Wilkens 2000]. Die erwihnte Konvergenzeigenschaft wird z.B. in [Kwok 1998|
behandelt. Auch die Werte fiir 7, 0 und At sind nicht beliebig, da sonst die
Arbitragebedingung (4.5) verletzt werden koénnte, da d < 0 moglich ist. Dies
wird verhindert, wenn der Zeitschritt At klein genug gewéhlt wird, nédmlich
At < In2/0? |Giinther and Jiingel 2003]. Setzen von d = 0 aus (4.4) und
auflosen nach At liefert dieses Ergebnis.

A S¢

Fortsetzungsmenge

Stopmenge

——>
0 1

Qualitative scetch of the early exercise boundary for a vanilla Amerikan put.
The option is exercised within the shaded area.

Abbildung 4.10: Stop- und Fortsetzungsgebiet fiir die amerikanische Putoption aus Beispiel
4.2.6.

4.2.8 Bemerkung. Offensichtlich wird die Option in Beispiel 4.2.6 nicht aus-
gelibt wenn sie nicht im Geld (in-the-money) ist. Fiir die Putoption bedeutet
dies keine Ausiibung zum Zeitpunkt At-7 wenn S; > K ist. Selbst wenn 5; < K
ist kann es besser sein die Option zu halten und abzuwarten. Ein Besitzer ei-
ner Putoption wird von seinem Recht Gebrauch machen, sobald S; < K ,,grof”
genug ist, die Option damit deep-in-the-money ist. Wie hoch diese Differenz
betragen muss héngt im Allgemeinen von der Restlaufzeit des Vertrages ab. Je
naher der Verfallszeitpunkt riickt, desto eher ist der Investor bereit auszuiiben.
Man kann allgemein zeigen, dass die Stopmenge fiir eine amerikanische Put-
option mit endlicher Laufzeit die Gestalt wie in Abbildung 4.10 besitzt (ent-
nommen aus [Brandimarte 2006]). Der Rand des Stopgebiets legt den Wert S
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fest, so dass fiir S; < S die Option deep-in-the-money ist und eine Ausiibung
lohnenswert ist. Der optimale Ausiibungszeitpunkt ist demnach diejenige Stra-
tegie 7* fiir die der gestoppte Preisprozess S, das erste mal in der Stopmenge
ist (vgl. [Brandimarte 2006]).
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4.3 Der Algorithmische Schritt als eine Lineare
Gleichung

Der Ubergang von der Teilmenge B in die Teilmenge B* geschicht durch die
Definition von

B* = {Z : g(z) > EzaTl(B)g(Zﬁ(B)>} nB.

Wie in Abschnitt 4.1 vorgeschlagen und in den darauffolgenden Beispielen
angewandt, wurden numerische Werte fiir EZaTl(B)g(ZTl(B)) durch pfadwei-
se Simulationen der Markovkette erzielt. Wie man sich vorstellen kann, und
dies ist tatséichlich so, ist der Rechenaufwand wesentlich hoher als etwa bei
der Riickwértsinduktion. Um eine minimale Abweichung vom geschétzten zum
wahren Wert zu versichern muss die Anzahl der Simulationsldufe erhoht wer-
den. Vergleicht man in Beispiel 4.2.6 die beiden Verfahren fiir einen feineren
Diskretisierungsgrad, also fiir grofseres N, so muss man zur Enttduschung fest-
stellen, dass sie nicht dieselben Ergebnisse liefern. Erhoht man darauthin die
Simulationsschritte wird viel mehr Rechenzeit in Anspruch genommen. Im Ar-
tikel On forward improvement iteration for stopping problems stellt Prof. Dr.
Albrecht Irle einen alternativen Zugang zur Bestimmung des in B* enthalten-
den bedingten Erwartungswertes vor.

Es liege wieder ein Markov’sches Stopproblem wie in Abschnitt 2.3 vor. Sei
(S,8) ein endlicher messbarer Zustandsraum, g : S — R eine messbare Abbil-
dung und 0 < a < 1. Setze

Py = P(Z1 = y|Zo = 20), y,z€8.
Der Ubersichtlichkeit halber setze hi(B)(z) = E.a" f(Z-p)), 2 € S,i=0,1.

4.1 Theorem. Sei B C S mit P,(1o(B) < o0) = 1 fiir alle z € S. Dann ist
ho(B) die eindeutige Lésung fir

h(z)=f(2),2 € B, h(z) =a_p.,h(y), z€ 5\ B. (4.6)

Beweis. Nach Definition erfillt ho(B)(z) die Gleichung ho(B)(z) = f(z) fur
z € B. Ferner gilt ho(B)(2) = > p.yaho(B)(y), z € S\ B aufgrund einer

wohlbekannten Konsequenz aus dzr Markoveigenschaft die als a—harmonicity
von ho(B) auf S\ B bezeichnet wird. Unter der Vorraussetzung P,(7o(B) <
o0) = 1 folgt, zusammen mit der a—harmonicity, dass ho(B) ein Maximum
in B besitzt. Diese Tatsache ist unter dem Namen The (discrete) Maximum
Principle bekannt (vgl. [Bremaud 1999, Kapitel 2|, [Axler et al. 2001]).

Die Eindeutigkeit folgt aus eben diesem Prinzip. Angenommen h,h’ seinen
Losungen der Gleichungen in 4.6. Setze ¢ = h — h’. Dann liefern g und —g
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Losungen so, dass f(z) = 0 fiir z € B gilt. Aus dem Mazimum Principle folgt
g<0,—¢g<0,alsoh="n. O

4.2 Korollar. Sei B =S, B* = (B*"Y* k=1,2,.... Dann gilt fiir alle k:
ho(B¥) ist die eindeutige Lésung fiir

h(z) = f(z), z € B, —aszy ), z €S\ B~ (4.7)

Ferner qult
hi(B*)(2) = ho(B*)(2), 2z € S\ B*, h(B*)(2) = aszyho ), z € B~
(4.8)

Beweis. hi(B*)(z) = ho(B*)(z), z € S\ B* ist klar nach Definition von 7;. We-
gen vorherigem Satz geniigt es P,(7o(B*) < 0o) = 1 zu zeigen. Dazu definiere
F*={z: f(z) = v(z)} wobei v(z) den Wert des Stopproblems darstellt. Wie
bereits in Korollar 3.4.1 foglt auch hier, dass 74(F™) eine optimale Stopzeit ist,
fir die P.(1o(F™*) < 00) = 1 gilt; siehe [Shiryayev 1978, Kapitel 2, Theorem 4].
Damit, und wegen F* C B* fiir alle k, muss bereits

P,(10(B*) < 00) =1 fiir alle 2 gelten. O

4.3.1 Beispiel. Mit obigem Ansatz verbessert sich die Rechenzeit fiir Beispiel
4.2.6 enorm, wie in Tabelle 5.2 einzusehen ist.

B 400 [ 800 [ 1000 |2000 [4000 | 8000 |
Backward Induction | 0.005 s | 0.022s | 0.035s | 0.137 s | 0.675s | 4.2 s
FII mit lin. GI. 0.0655] 01575 [0231s[084s [32s [277s

Tabelle 4.2: Die Tabelle zeigt die Rechenzeit des Forward Algorithmus mit dem neuen Ansatz
im Vergleich zur Riickwartsinduktion. Die enorme Verbesserung ist offensichtlich. Durch den
Wegfall der Simulationen ist die Berechnungsdauer enorm zuriickgegangen. Die Anzahl der Ite-
rationsschritte betragt bei jeder Diskretisierung m = 2. Die Durchfiihrung fand auf einem Intel
Core2Duo @ 3.00GHz und Matlab R2008b statt.
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4.4 Der Algorithmus

Im folgenden soll ein kurzer Uberblick des Programmcodes in MATLAB gege-
ben werden.

Die Implementierung des FII erfolgt in drei Schritten. Sei Sy der gegenwartige
Aktienkurs und seinen S;; = d'u/~'Sy fiir i = 0,...,N und j = 0,...,i die
moglichen Aktienkurse zur Zeit At - 1.

1. Schritt: Initialisierung des Binomialbaums. Berechne die Werte des
Preisprozesses firt =0,...,Nund 5 =0,...,%:

Sij = S()diujii.

2. Schritt: Initialisierung der Auszahlungsfunktion. Berechne die Werte
der Auszahlungsfunktion fiir ¢, =0,..., N:

fi = (K = Si)".

Da in BY die Stopzeit 7(B°) stets 1 ist, lidsst sich der Erwartungswert hier wie
gewohnt berechnen.

3. Schritt: Approzimation des bedingten Erwartungswertes unter dem
risikoneutralen Martingalmafs. Mit Hilfe einer bindren Matrix werden die Zu-
stinde die der Bedingung aus B* erfiillen identifiziert. Diese erhalten das Label
1. Fiir die {ibrigen 2z’ € S wird im k+1-ten Schritt der bedingte Erwartungswert
durch Simulationen ndherungsweise bestimmt (Variante 1) bzw. mit linearen
Gleichungen berechnet (Variante 2). Ist S;; =: z, dann erhdlt man man eine
Matrix E mit

Eij = EzaTl(Bk)(K - ST1(B’“))+'

Die Simulation wird wie in Bemerkung 4.2.5 erldutert, durchgefiihrt, die linea-
ren Gleichungen wie in Abschnitt 4.3.

Abschliefsend sei erwahnt, dass ,da in MATLAB alle Indizes fiir Vektoren und
Matrizen bei 1 und nicht bei 0 anfangen, miissen die Schleifen von 1 bis N+1
anstatt von 0 bis N laufen” [Glinther and Jiingel 2003|. Die Matrix S = S;;
wird durch S(i+1,j+1) beschrieben, f = f;; durch £(i+1,j+1) und E = £j;
durch E(i+1,j+1) mit ¢,7 = 0,1,..., N. Die Eintrage in der unteren Dreiecks-
matrix sind stets gleich Null gesetzt.

Es wird die Vorgehensweise bei der Implementierung der zweiten Variante skiz-
ziert (vgl. Anhang). Das Programm mit dem Namen Forward_Improvement.m
befindet sich im Ordner BWI wvs FII LG.

4.4.1 Bemerkung (Der Algorithmische Schritt). Die offensichtliche Ver-
besserung der Rechengeschwindigkeit ist auf den Verzicht der Simulation zu-
riickzufiihren.
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Nach Definition der Menge B* = {z € B : f(z) > E,a"®) f(Z,p))} geschieht
die Konstruktion der Menge B! durch einfache bedingte Erwartungswertbil-
dung. Fiir ein Finanzgut mit Laufzeit N und binomialer Preisentwicklung
gemal dem CRR-Modell sind diese Werte in einer "Erwartungswertmatrix”
E = (E;;) gespeichert. Die Funktion f(z) beschreibt dabei die Auszahlung
oder Payoff welches die amerikanische Putoption im Zustand z liefert. Die Be-
dingung f(2) > aE, f(Z1) (x) liefert eine bindre Matrix one = (b;;), mit b;; = 1
falls Bedingung (x) erfiillt ist und 0 sonst. Beachte, dass fiir die Matrizen E
die Eintrége in (i, 7) mit ¢ > j gleich Null und in one gleich Eins gesetzt sind.
Der algorithmische Schritt zur Konstruktion der Mengenfolge B> D B3 D ...
geschieht folgendermafen: Durchlaufe die Matrix one riickwérts durch, fin-
de eine 0 und bestimme fiir diesen Zustand 2, den "neuen” Payoff-Wert als
diskontiertes arithmetisches Mittel der Auszahlungen in den beiden Nachbar-
zustanden eine Periode spéter. Ist ein Nachbar eine 1, so ist der Payoff-Wert
in diesem Zustand zur Erwartungswertbildung heranzuziehen. Ist der Nach-
barzustand ein Element der Fortsetzungsmenge, so dient der "neue” Wert zur
Kalkulation.

Sind die linken Nachbarn z;, 2o aus denen z, erreichbar ist Elemente aus B*
(in der one Matrix als 1 codiert), so gilt es fiir sie zu entscheiden, ob sie in
B? enthalten sind oder nicht. Hierzu wird fiir diese Zustinde erneut der Er-
wartungswert wie oben gebildet, unter Beachtung ob Folgenachbarn 0 oder 1
codiert sind. Anschliefsend ist die definierende Eigenschaft aus B* zu iiberpriie-
fen.

Es folgt eine formalere Erlauterung. Mit one wie oben bezeichne weiter

f = (f;;) die Auszahlungsmatrix und

fij falls bij =1

f1=(fi(by)) = {h(bz-j) falls b;; = 0

die Auszahlungsmatrix welche die "neuen” Payoff-Werte beriicksichtigt, wobei

h(bij) = a(p - fi(bij+1) + (1 = p) - fi(bis1j41))

der oben erwihnte diskontierte Erwartungswert ist. fi(b;;) bezeichnet den
(i, j)-ten Eintrag der Matrix f;. Fiir die Zustinde aus B! aus denen z, er-
reichbar ist, ist der gesuchte bedingte Erwartungswert wie in Korollar 4.2 zu
bestimmen. Fiir 7 > 2 fiihrt dies zu

B — (Eu(bys) = {h(bij) falls by;_; = 1 und (b = 0 oder by4,; = 0)
E;; sonst.

Fiir die Zustande zy, 2o € B! liefert die Bedingung f(z;) > EZiO{T(Bl)f(ZT(Bl)),i

1,2 des Forward Algorithmus ob z; € B? oder z; ¢ B? mit ¢ = 1,2 gilt.

Beachte, dass fiir die Matrizen f,f; und E,., die Eintrdge in (7, 7) mit ¢ > j

gleich Null gesetzt sind.



Kapitel 5

Der Forward-Algorithmus auf
einer Basketoption

5.1 Einfiihrung

Exotische Optionen, sind Optionen die over-the-counter, d.h. aufserborslich
zwischen zwei Parteien gehandelt werden und somit keinen festen Vorgaben
unterliegen [Sandmann 1999], [Bloss et al. 2008|. Im Gegensatz zu den Plain-
Vanilla Optionen, dessen Auszahlung bei Ausiibung vom aktuellen Marktpreis
eines Underlying abhéngt, kann eine exotische pfadabhéngig oder auf meh-
rere Basisgiiter gezeichnet sein. Ihre Auszahlung hingt somit vom gesamten
Pfad des Preisprozesses bzw. vom Schlusskurs der in einem Korb enthalte-
nen Finanzgiiter ab. Beispiel fiir ersteres sind Barrier Optionen, ,deren Aus-
zahlung neben der Call- oder Put-Bedingung zusétzlich vom Erreichen einer
Kursschranke wihrend der Laufzeit abhéngt* [Sandmann 1999]. Ein Beispiel
fiir letzteres ist eine Basketoption.

Die Auszahlung einer Basketoption héngt von den Marktpreisen der im Bas-
ket angesammelten Finanzgiiter ab. Eine Erkenntnis aus der Portfolio Theorie
besagt, dass solange die Preise der Basisgiiter in einem Basket nicht perfekt
korreliert sind - dass heift kein linearer Zusammenhang besteht (siehe z.B.
[Cramer and Howitt 2004|) - wird dessen Optionspramie niedriger sein als der
Preis fiir eine Option auf die individuellen Basisgiiter [Smithson 1998|. Die
Moglichkeit durch geeignete Zusammenstellung des Basket Diversifikationsef-
fekten zu erzielen, wodurch das Gesamtrisiko des Portfolios reduziert werden
kann, machen diese Optionsart bei den Investoren beliebt [Wan 2000]|, [Hull
2006.

Ebenfalls aus [Smithson 1998| entnommen ist das folgende Beispiel: Basketop-
tionen sind beliebte Instrumente am Devisenmarkt. Eine U.S. Firma exportiert
Giiter nach Deutschland und Japan. Dabei mochte es sich vor einem Wachs-
tum des Dollarkurses relativ zum Euro und Yen absichern und hat die Wahl
zwischen dem Kauf separater Optionen auf den Euro und auf den Yen und

o1
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einer Basketoption auf beide Wahrungen. Sind Euro und Yen nicht perfekt
korreliert wird die Pramie fiir die einzelnen Optionen héher ausfallen.
Indexoptionsscheine, eine Form von Basketoptionen, sind die am meist gehan-
delten Optionen an den Borsen [Zhang 1998|.

5.1 Definition (Indexoption) [Geyer and Uttner 2007]|.
Indexoptionsscheine verbriefen das Recht auf die Auszahlung des Differenzbe-
trags (Cash-Settlement) zwischen dem Indexstand zum Zeitpunkt der Ausibung
und dem Basispreis, welcher bei der Emission festgelegt wurde.

Indexoptionsscheine beziehen sich in der Regel auf Aktienindizes, wie etwa
Gesamtmarktindizes (z. B. DAX) oder Branchenindizes (z. B. Dow Jones Eu-
roStoxx Banks). Man betrachte beispielsweise einen Investor der vermutet,
dass der deutsche Aktienmarkt in naher Zukunft stark steigen wird, sich aber
nicht auf Einzelwerte festlegen kann. In diesem Fall kann man als Anleger eine
Indexoption erwerben. Dieser hat als Underlying einen Index und somit eine
Kennzahl die einen gesamten Marktbereich wiederspiegelt. Die Spekulation auf
Einzelwerte kann somit vermieden werden?.

5.2 Definition (Basketoption).

Basketoption, auch Multi-Asset oder Portfolio Option mit Laufzeit T ist ein
Vertrag iiber den Kauf (Call) bzw. Verkauf (Put) eines Korbs oder einer An-
sammlung mehrerer riskanter Basisgiiter zum Strike K mit Vertragslaufzeit T
[Zhang 1998]. Ublicherweise wird die Vertragsdauer T in N dquidistante Peri-

odenn =1,..., N unterteilt an denen eine Preisinderung stattfindet. Bezeich-
ne 8= (S ..., 5% die Marktpreise der riskanten Giiter 1,...,d in der n-ten
Periode und a = (ay,...,aq) € (0,00) die Gewichte der einzelnen Basisgiiter
mit Index

d
I.(n) :ZaiSfL =a-8, firalen=0,1,...,N.
i=1

[Paulsen 2001]. Dann ist fir 6 € {—1,1} und Strike K
maz(0,6 - (K — I,(n))) = (6 - (K — I,(n))* (5.1)

der Wert einer Put-Basketoption (6 = 1) bzw. Call-Basketoption (6 = —1)
ber Austibung in t. Ist eine Ausibung nur am Ende der Vertragslaufzeit maog-
lich so handelt es sich um eine europdische, ansonsten um eine amerikanische
Basketoption.

Bezeichne P, = P(+|Sy = ) fiir alle x € (0,00)? und r der Zinssatz per Anno
auf dem betrachteten Kapitalmarktes, dann ist

p(x,T) = El,e_TT(K —a-Sy)"

1 Beispiel stammt aus www.wissen.boerse.de
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der faire Preis einer Europischen Putoption mit Vertragslaufzeit T' der exakt
ermittelbar ist (vgl. [Lamberton and Lapeyre 1993).

Im Fall eines amerikanischen Put mit Laufzeit T ist eine Ausiibung fiir jede
Stopzeit 7 < T moglich. Der faire Preis ist gegeben durch

va(x,T) =sup E,e (K —a-S,)"
T

(siche [Karatzas and Shreve 1998|). Die Bestimmung einer optimalen Aus-
iibungsstrategie benutzt die Theorie des optimalen Stoppens. Im Allgemeinen,
ist es nicht mdglich eine geschlossene Formel fiir eine amerikanische Option mit
endlicher Laufzeit zu bestimmen |[Paulsen 2001].

Henry Wan fasst zu Anfang seines Artikels Pricing American-style Basket Op-
tions By Implied Binomial Tree |[Wan 2000] die Probleme bei der Bewertung
amerikanischer Put-Basketoptionen zusammen :

However, American-style basket options continue to be chal-
lenging in terms of both algorithm complexity and computational
burden. [...] In very few special cases, such as exchange options,
closed form solutions can be found. More often, numerical methods
such as numerical integration, finite-difference methods and Monte
Carlo simulations are necessary for low or medium size problems.
When dimension is higher, it is relatively cheaper to use Monte
Carlo simulations since its computational cost does not increase
exponentially as other methods. The ease exists only for European-
style options. It is however known that the most difficult problems
of pricing and hedging multi-asset basket options are those with
both high dimensionality, for which we would like to use Monte
Carlo simulation, and with early exercise, for which we would like
to use either binomial tree or finite difference methods. "There is
currently no numerical method that copes well with such a pro-
blem" (Wilmott, 19982).

There have been many articles published on topics of multi-
dimensional American-style options. They can be categorized by
either lattice-based or simulation-based approaches. Lattice-based
approaches, such as binomial trees, trinomial trees and finite dif-
ference methods, are widely used for options on a single asset.
When dimension is higher, usually up to four, extensions of bi-
nomial and trinomial trees from the univariate binomial tree (Cox,
Ross and Rubinstein 1979%) can be applied. [...] Although the-
se lattice-based approaches are generally easy to deal with early
exercise by a backward algorithm, their memory and computation
requirements explode exponentially as the dimension of problem

28. 151-161
3S. 229-263.
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mcreases.

Um dieses Problem zu umgehen kann man auf die Monte-Carlo Methode zu-
riickgreifen, doch auch hier trifft dieses Verfahren auf seine Grenzen:

,On the other hand, without exponentially growing computa-
tion effort as most lattice-based methods do for higher dimension
options, Monte Carlo simulation enjoys high flexibility and mo-
dest computational cost independent of dimensions of a problem.
The embedded forward simulation algorithm, however, underlies
its difficulty in pricing options with early exercise features, such
as American options. These options generally require a backward
algorithm to determine the optimal exercise policy. Since the claim
written by Hull (1997)* that ”A limitation of the Monte Carlo si-
mulation approach is that it can be used only for European-style
derivatives”, many papers have devoted to overcome this challenge.”

Im Rahmen dieser Arbeit wird der Forward Improvement Algorithmus zur
Bestimmung der Stop- bzw. Fortsetzungsmenge fiir eine amerikanische Basket-
Put Option auf 2 Basisgiiter mit endlicher Laufzeit angewandt. In Beispiel 5.2.2
wird der Forward Algorithmus mit Simulation benutzt. Diese Variante erlaubt
es das Stopgebiet Bg besser zu veranschaulichen. Die Struktur von Bs kommt
der aus [Paulsen 2001| nahe. In Abschnitt 5.2.3 wird der Versuch unternommen
die Methode der Linearen Gleichung auf einen Basket zu iibertragen.

5.2 Das Modell

Sie 7 die Menge aller Stopzeiten und der Wert des Stopproblems

va(z) = sup E,e ™" (K — a - S,)Tfiir alle x € (0, 00)*
<T

der gleichzeitig der faire Wert des amerikanischen Perpetual Put mit Anfangs-
preisvektor x = (z1,...,x4) ist. Die Stopmenge ist definiert durch

Ea=1{xc(0,00)" :v,(x = (K —a-x)"},
ihr Komplement, die Fortsetzungsmenge durch
Co=1{x€(0,00)":v,(x>(K—a-x)"}

Folglich liegt ein Anfangspreisvektor x in &, genau dann, wenn sein Preis mit
der Auszahlung bei sofortiger Ausiibung der Option {ibereinstimmt [Paulsen
2001].

4S. 361-364.
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Mit Hilfe des Forward-Algorithmus soll die zwei-dimensionale Stopmenge fiir
eine Basketoption mit zwei risikobehafteten Finanzgiitern ndherungsweise er-
mittelt werden. Unterstellt wird eine binomiale Preisentwicklung geméf dem
CRR-Modell. Erreicht man in der n-ten Periode den Preiszustand z, so ist zu
entscheiden, ob dieser Punkt zur Stopmenge gehort oder nicht. Die Stopmenge
wird also von der Periode in dem sich der Preisprozess befindet abhéangen.

5.2.1 Der Forward-Algorithmus auf einen Index mit 2
Basisgiitern

Sei (2,3, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, versehen mit der Filtration
(Gn)n=o..v wobei Gy = {0,9Q}, Gy = P(R2) und P(w) > 0 fir alle w € Q

angenommen sei. Die G,-messbaren Zufallsvariablen
Z,: Q — R™ mit Z,:=(2°,7Z, ..., 29

bezeichnen die Vektoren der zufilligen Preise Z! der Finanzgiiter : = 0,1...,d
zur Zeit n = {0,1,..., N}. Das Finanzgut 0 ist eine risikolose Anlageform mit
konstanter Verzinsung, z.B. ein Bankkonto.

Man betrachte zwei Basisgiiter dessen Preisentwicklung sich durch ein Cox-
Ross-Rubinstein Model mit N Perioden darstellen lassen. Demnach ist

Q = {w;,ws I mit o-Algebra P(2) und Filtration Gy = {0, Q},

gn :O'(Zl,ZQ,...,Zn), n = 1,2,N

Im zu untersuchenden Kontext ist d = 2, Z! fiir i = 1,2 die Preisentwicklung
des i-ten Finanzguts mit Aufwartsbewegung u;, Abwartsbewegung d;.

Mit a = (a1, as) € (0,00) und I,(n) = 3% ;5! = a-S,, ergibt sich die Payoff
Funktion zur Zeit n als:

f(Srln wa”) = (K - [a(n>>+
=(K—-a-S,)"
= (K — (a1S} + a8%))™".

Um im Fall mehrerer Finanzgiiter die Konvergenz der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung des Binomialmodells gegen die multivariate Lognormalverteilung zu
gefdahrleisten sind die Parameter der Up- bzw. Downbewegung und insbesonde-
re die der Ubergangswahrscheinlichkeiten geeignet zu withlen. Zur Erlduterung



56 5.2. Das Modell

bieten sich folgende Notationen an:

r = die kontinuierliche Zinsrate

o, = die Volatilitdt des Preises des i-ten Basisguts

u; = der Aufwiartsfaktor des Preises des i-ten Basisguts

d; = der Abwartsfaktor des Preises des i-ten Basisguts

T = die Vertragslaufzeit der Option

N = die Anazahl der Perioden
b = T/N; die Lénge einer Zeiteinheit

pi; = die Korrelation zwischen Asset i und j

pi =1 —0.5-02 = der Drift der stetigen Lognormalverteilung
p = pi; im Fall von d = 2 Finanzgiitern.

Nach einer Zeiteinheit besitzen die riskanten Assets mit Anfangspreisen (Z}, Z?)

vier mégliche Preiszustinde (Z1 1, Z%,), i = 0,..., N—1. Die Ubergangswahr-

scheinlichkeiten werden wie folgt bezeichnet:
Puu P(ulzlvu2ZQ|Zi17Zi2)
Dud P(ulZl, d222|21 zZ?)
Pdu P( )
pad = P(dy )

Wie im Artikel [Boyle et al. 1989, Abschnitt 2| gezeigt wird, sichert die Wahl
von

wobel
ui:e(’“/g 1=1,2
und
1
I 1+p+\/5<ﬂ+—2>> (5.2)
4 1 O2
1
Pud = 1—p+\/5<&—&>> (5.3)
4 o 02
1
Pau =~ 1—p+\/5<—&+&>> (5.4)
4 gl 02
1
Ddd =~ 1—i—p+\/?_)< ﬂ—l—@)) (5.5)
4 o1 02

die gewiinschte Konvergenz gegen eine Log-Normalverteilung.
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5.2.2 Numerisches Beispiel mit Simulation

Fiir das anschlieffende Beispiel betrachte ein Basket aus zwei Finanzgiitern mit
jeweils einjahriger Laufzeit (T'=1), S1 =S, =1, K =2a = (1,1), r = 0.04,
o1 = 0.2, 05 = 0.3 mit Korrelation p;5 = 0.8 und N = 10. Fiir festes n,
hier n = 10 liefert Abbildung 5.2 eine Klassifizierung des Zustandsraums. Die
Zustdnde mit dem Label e sind die Zustidnde die zur Zeit n erreichbar sind,
die Zustdnde M sind jene Elemente zur Zeit n die in der Stopmenge enthalten
sind. Die Punkte o die zum Zeitpunkt n nicht erreichbaren Zustande. Die Wahl
der Achsenbeschriftungen soll die Berechnung der Werte in den jeweiligen Zu-
standen erlauben. So 1aft sich der Wert des Zustands im Urspung bestimmen
als Sp - up® 4+ Sy - uy ', der Wert des Zustands aus der Stopmenge der dem
Ursprung auf der Diagonale am nichsten ist als S; - u7® + Sy - uy”. Um zu
sehen was mit dem Zustandsraum passiert wenn der Zeitpunkt n erhéht wird,
man dem Laufzeitende ndher kommt, sind in Abbildungen 5.3(a) und 5.3(b)
der Ausschnitt der Zustandsmenge mit den Elementen der Stopmenge abge-
druckt. Das Programm fiir dieses Beispiel befindet sich auf der CD im Ordner
Basket Sim mit Namen Basket_Sim.m.

N (20 |50 | 80 100 [ 150 |
Foward Algorithmus | 1.82's [ 15.35 s [ 48.18 5 [ 92.85 s | 268.03
Iterationsschritte 11 18 23 29 38

Tabelle 5.1: Die Rechenzeit des Forward Algorithmus fiir eine Put-Basketoption auf zwei Ba-
sisgiiter. Es wurden 10000 Pfaden simuliert, die Rechenzeit ist in Sekunden angegeben. Zur
Berechnung diente ein Intel Core2Duo @ 3.00GHz und Matlab R2008b.

5.2.1 Bemerkung (Bs in Abhingigkeit von o und p, vgl. Paulsen
[2001]). Eine geringfiigige Anderung einer der beiden Parameter o bzw. p
kann eine drastische Verdnderung des Stopgebietes zur Folge haben. Beispiels-
weise wiirde die Wahl von p = 0.9 zum schrumpfen, p = —0.9 zum vergrofern
der Stopmenge und damit zu mehr bzw. weniger Interationsschritten bis zum
Abbruch fithren. Andersherum trégt die Wahl einer kleineren Volatilitat o; bei
festem o9 zur Vergroferung der Stopmenge bei. Zusammenfassend kann man
iiber die Struktur des Stopgebietes sagen: Das Stopgebiet Bs einer Basket-Put
Option ist konvex dessen Gestalt von den Parametern p und o abhéngt.
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(b) 01 =0.1und 0y =04

Abbildung 5.1: Das Stopgebiet fiir unterschiedliche Werte von p bzw. o;.
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Abbildung 5.2: Die Stopmenge fiir die Basketoption zur Zeit n = 10. Die Zustdnde e sind die

zur Zeit n erreichbaren Zustinde, B die Elemente der Stopmenge zur Zeit n. Hier gilt a = ¢
10000 Simulationen; Rechenzeit: 0.466; Abbruch nach 5 Iterationen.
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Abbildung 5.3: Die Zustinde der Stopmenge zwei Zeitpunkte (n = 8) und einen Zeitpunkt vor
(n = 9) Ende der Laufzeit (n = 10)
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5.2.3 Numerisches Beispiel mit Linear Equation

In diesem Fall ist es nicht einfach moglich sich die Stopmenge anschaulich vor-
zustellen wie es in Beispiel 5.2.2 der Fall war. Information iiber einen Zustand
bekommt man durch die Eingabe eines Tripel (n1,n2,k), wobei nl,n2 die An-
zahl der Up-Bewegungen des ersten bzw. zweiten Finanzguts und k die Periode
in der man sich befindet, darstellen. Bevor der Algorithmus mit dem Befehl
twoassets_new.m aufgerufen wird lasst sich iiber die Eingabe
initial_step_vector(nl,n2,k) ein Vektor der nachfolgenden Gestalt erzeu-
gen: [ nl1 n2 k ’Label’ ’’Payoff Wert’ ’bedingter Erwartungswert’’ ].
Die ersten drei Eintrdge wiederholen die Eingabe, das Label ist entweder 0
oder 1, abhéngig davon ob dieser Zustand bei dem Initialisierungsschritt zur
Fortsetzungs- bzw. Stopmenge gehort, der Payoff Wert wird durch (K—1,(k))*
und der bedingte Erwartungswert geméfs Abschnitt 4.1 Punkt 2 berechnet.
Nach dem Programmaufruf twoassets_new.m lasst sich durch den Aufruf
Ansicht(nl,n2,k) ein Vektor wie oben erzeugen, wobei der letzte Eintrag
durch einen neuen berechneten mittleren Wert ersetzt wird.

Fiir das Beispiel wurde wie in Beispiel 5.2.2 folgende Parameter vorausgesetzt:
T=1,5=58=1,K=2a=(1,1), r =0.04, 0y = 0.2, 05 = 0.3 mit
Korrelation p1o = 0.8 und N = 10. Der Algorithmus terminiert nach ca. 0.32
sec und 5 Iterationsschritten. Der erste Eintrittszeitpunkt in die Stopmenge
F' geschieht in der dritten Periode, wobei beide Assets bis dahin nur Down-
Bewegungen unternahmen.

5.2.4 Die Implementierung des Algorithmus

Das Programm twoassets_new.m ist wie folgt aufgebaut: Erzeuge Cell Arrays
in denen die Werte der Payoff Funktion, des bedingten Erwartungswertes im
1. Schritt und der neu berechneten Werte geméf Korollar 4.2 abgespeichert
werden. Um eine Klassifizierung der Zustdnde zu ermoglichen wird ein weite-
res Array erzeugt welche die jeweiligen Label 0’ und ’1’ trégt. Die grofe einer
Zelle eines solchen Arrays ist abhéngig von der Periode die betrachtet wird. So
besteht das Array die fiir £ = 0 nur aus einer Zelle mit einem Skalar. Fiir £ = 1
vergrofert sich das Array auf zwei Zellen, wobei die erste Zelle selbigen Skalar
enthilt wie im Fall £ = 0 und die zweite Zelle eine 2x2 Matrix mit mdglichen
Werten des Aktienverlaufs zur Zeit k = 1 beinhaltet. Das sich so vergrofsern-
de Cell Array besteht folglich aus Zellen die Matrizen tragen. Zur berechnung
der Payoff Funktion wir die Funktion Aktienkurs(nl,n2,k) aufgerufen. Die-
se berechnet den Wert der moglichen Aktienkurse beider Assets bei nl Up-
Bewegungen im ersten und n2 im zweiten Gut in der k-ten Periode. In der
while Schleife wird die Funktion f_repl aufgerufen. Diese berechnet die nach
Korollar 4.2 beno6tigen "mittleren Wert” fiir diejenigen Zustédnde die im Initia-
lisierungsschritt zur Fortsetzungsmenge gehort. Aufgrund ihrer rekursiven De-
finition geht hier die meiste Rechenzeit ein. Der anschliefsende Funktionsaufruf
backward_new berechnet die nach Korollar 4.2 bendtigten "mittleren Werte”
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fiir diejenigen Zusténde die zunéchst als Elemente der Stopmenge klassifiziert
wurden und mindestens einer dessen Nachfolger ein Element der Fortsetzungs-
menge ist. Die Implementierung verlief wie im Programm twoassets_new.m
im Ordner Basket LG geschildert. Die Funktion Ansicht.m liefert Informa-
tionen iiber die erreichbaren Zustanden. Eine Beschreibung befindet sich in der
Datei.

N (10 [20 |50 |80 (100 |
FII mit lin. GL. 0.33s|2.16s | 5861 s | 321.45s | 708.3 s
Iterationsschritte | 5 10 25 40 50

Tabelle 5.2: Rechenzeiten mit Linearen Gleichungen fiir eine Basket Putoption. Die Durchfiih-
rung fand auf einem Intel Core2Duo @ 3.00GHz und Matlab R2008b statt.



Fazit

Der Forward-Algorithmus bietet eine zugéngliche Alternative zu der verbrei-
teten Riickwéartsinduktion und Monte-Carlo Methode. Die erste Variante mit
Simulation ist wenig vielversprechend. Zu hohe Rechenzeiten und die Unge-
nauigkeit aufgrund von Pseudo-Wahrscheinlichkeiten machen diese Herange-
hensweise unattracktiv. Interessanter ist hingegen die zweite Variante. Der
Forward-Algorithmus mit Linearen Gleichungen hat einen gewissen Vorteil ge-
geniiber der Riickwéartsinduktion. Beim "riickwartsberechnen” werden nur die
Zustéande aus der Fortsetzungsmenge und gewisse Elemente aus der Stopmen-
ge berticksichtigt und die entsprechenden Rechnungen vollzogen. Bei der Back-
ward Induction wird bei den Zusténden nicht unterschieden. Um der Rekursion
in Korollar 4.2 zu folgen, muss sich der Algorithmus jedoch die Struktur der
Fortsetzungs- bzw. Stopmenge merken. Auf Beispiel 4.2.6 bezogen bedeutet
dies, dass die Struktur der bindren Matrix one fiir den Algorithmus von Be-
deutung ist. Daher nimmt die Rechenzeit bei dieser Methode zu je mehr man
dem Laufzeitanfang naher riickt. Insgesamt bietet die Forward Improvement
Iteration eine neue Moglichkeit zur Behandlung und Bewertung amerikanischer
Optionen die mit der Riickwértsinduktion mithalten kann.
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Quellcodes

Listing 1: Fowardalgorithmus fiir ein Asset mit linearen Gleichungen.

/

%% %% % %% FII angewandt auf das Cox— Ross— Rubinstein Binomialmodell %% % % % % %

cle; % clear screen.
clear all % Loesche alle gespeicherten Variablen aus dem Workspace.
%% % %% Verfahrensparameter

S0 = 100; % Anfangspreis der Aktie

K = 100; % Strikepreis

r = 0.04; % risikolose Zinssatz

T=1; % Vertragslaufzeit

sigma = 0.2; % Volatilitaet

N = 20; % Zeitpunkte an denen das Gut gehandelt wird

deltaT = T/N; % Zeitschritt
u=exp((r—0.5xsigma”~2)*deltaT+sigmaxsqrt(deltaT)); % Up Trend
d=exp((r—0.5xsigma"2)xdeltaT—sigmaxsqrt(deltaT)); % Down Trend

p=0.5; % Wahrscheinlichkeit fuer ein Up

discount = exp(—rxdeltaT); % Diskontierungsfaktor
p_u = discountxp; p_d = discount*(1—p);

%%%%% Berechnung der Marktpreise und Auszahlungsfunktion
Z=zeros(N+1,N+1,2); % pre—alloction
%% % %% Berechnung der moeglichen Marktpreise zur Zeit i.
%%%%% Diese Schleife erzeugt eine N+1xN+1 Matriz. Z(j,i) beschreibt den
%%%%% Eintrag in der i—ten Spalte, j—ten Zeile der Matrix Z.
for i=1:N+1

for j=1:i

Z(j,1,1)=S0x(d"(j—1)*u"(i—)));

end
end
null = 7(TZ(:,:,1)); % Alle Zustaende aus obiger Matriz die ungleich 0 sind

% werden als ’1°, sonst als 0’ codiert.

%%%%% Auszahlungsfunktion
f = null.xmax(K-2(:,:,1),0);
%%%%% Die Erwartungswertmatriz im 1. Schritt
E = zeros(N+1); % pre—allocation

for i = 1:N+1
for j =i:N
E(i,j) = p_uxf(i,j+1)+p_dx«f(i+1,j+1); % Diskontfacotr bereits in
end % p_wu und p_d enthalten
end
EW = E;

%% Vergleich der Payoff Funktion und dem Erwartungswert im ersten Schritt
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7

one = (f>=EW); % liefert logische Matriz mit '1’ falls f>=EW und ’0’ sonst.

%% Vorbereitung fuer den Forwardalgorithmus
one2 = zeros(N+1); % Diese Matriz wird nachfolgend fuer die
% Abbruchbedingung benoetigt.

Q)

mat = one; % Uebergebe zunaechst one an mat. Diese Matriz wird es
% spaeter erlauben die Matriz one mit one2 zu vergleichen.

welches = 0; % Variable fuer die folgende whil—Schleife.

m=0; % liefert hinterher die Anzahl der Iterationen.

tic

while(isequal (one,one2)==0) % Abbruchbedingung: Solange Matriz one und
% one2 nicht gleich sind
m=m-+1;
EW=forward _algorithmus(N,mat,f,EW,discount,p);
% ruft die Funktion forward_ algorithmus auf.

if (welches==0)
one2 = (f >= EW);
welches = 1; % Diese if— Bedingung sorgt fuer das *’Umswitchen’
mat = one2; % der Matrizen ’one’ und ’one2’, welche abwechselnd
else % als Input der Funktion forward_ algorithmus dienen.

one = (f >= EW);
welches = 0;
mat = one;
end
end
toc
%% Die binaere Stopmenge.
%%% %% one2(i,j)="1" ==> Z(i,j) Element der Stopmenge.
%% % %% one2(i,j)="0" ==> Z(i,j) Element der Fortsetzungsmenge.
one2 = mat;

for j = 1:N+1
for i =1;j % Fuege die Zustaende welche einen Payoff von
if f(i,j)==0 % Null haben zur Fortsetzungsmenge hinzu.
one2(i, j)=0;
end
end
end
vergleich = one2; % Vergleichsvariable, kann ignoriert werden.

%% Ausgabe der Ergebnisse
Zdiml =Z(::1); % Z(:,:,1) entspricht enthaelt die Matriz mit den
% Marktpreisen des gehandelten Gutes.

Stop = one2.xZdiml; % Zustaende der Stopmenge
Stopbin = ~(~Stop); % 0—1 Codierung der Stopmenge; ’1° Zustand der
% Stopmenge ungleich Null, 0’ sonst.

Zdim2 = “7Stop; % 0—1 Codierung der Fortsetzungsmenge; '1’ Zustand ist
% ein Element der Fortsetzungsmenge, '0° sonst.

Z (:,:,2) = Zdim2; % Uebergebe Zdim2 an Z(:,:,2)
%% Grafische Ausgabe des rekombinierenden Binomialbaum falls N <= 100
if N <= 100
plot region(N,Zdim1,Zdim2,Z (:,:,1));
end
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Die Funktion forward algorithmus

Listing 2: forward _algorithmus.

7

function matr4 = forward _algorithmus(N,matrl,matr2,EW,alpha,p)
%%%%% matrl entspricht der Matriz one
%%%%% matr2 entspricht f
%%%%% matrs entspricht f 1 und enthaelt die "neuen” Werte
%%%%% matr) entspricht E_neu und enthaelt den geaenderten Erwartungswert
matr3 = matr2;
matr4 = EW;
for j = N:—1:2 % Durchlauf die Matriz rueckwaerts
if sum(matrl(1:,j)"=j) % existiert in einer Spalte mindestens eine 0,

null _index=find(matrl(:,j)==0); % finde dessen Indizes.
for k = l:length(null _index) % durchlaufe den "Null" Index.
if (matrl(null _index(k),j+1)==1) % ist der rechte Nachbar 1
% (entspricht einer Up— Bewegnung im Gut),
wert _u = alpha*(pxmatr2(null _index(k),j+1));
% ziehe den urspruenglichen Wert aus f heran,
else
wert _u = alpha*(pxmatr3(null _index(k),j+1));
% andernfalls den neuen Wert.
end

if (matrl(null index(k)+1,j+1)==1) % ist der Nachbar rechts und
% eine Zeile tiefer (entspricht einer Down— Bewegnung im
% Gut) eine 1,
wert _d = alpha*((1—p)*matr2(null _index(k)+1,j+1));
% ziehe den urspruenglichen Wert aus [ heran,

else
wert _d = alpha*((1—p)*matr3(null _index(k)+1,j+1));
% andernfalls den neuen.

end

matr3(null _index(k), j)=wert_u+wert_d; % aendere dessen Wert
% Payoff— Wert an dieser Stelle.
end
for k = l:length(null _index) % durchlaufe den "Null" Index erneut
if ( null_index(k)<j && matrl(null index(k),j—1) == 1)
% 1ist ein linker Nachbar der 0 eine 1 und diese 1 befindet
% sich nicht in der unteren Dreiecksmatriz, so ordne ihm
% diesen Wert zu:
matrd(null _index(k),j—1) = alphax(pxmatr3(null _index(k),j)...
+(1—p)*matr3(null _index(k)+1,j));
% Anschliessend folgt die Klassifikation des Zustandses durch

matrl(null _index(k),j—1) = (matr3(null _index(k),j—1) >= ...
matr4(null _index(k),j—1));
end

if ( (null_index(k)<=j+1 && null index(k)>1) && ...
matrl(null index(k)—1,j—1) == 1)
% ist der Nachbar links und eine Zeile hoeher von der 0

% den Vergleich des Payoff und des bedingten Erwartungswertes.
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% eine 1, so ordne ihm diesen Wert zu:
matr4(null _index(k)—1,j—1) = alpha*(pxmatr3(null _index(k)—1,j)...
+(1—p)*matr3(null _index(k).j));
% Anschliessend folgt die Klassifikation des Zustandses durch
% den Vergleich des Payoff und des bedingten
% Erwartungswertes.
matrl(null _index(k)—1,j—1) = (matr3(null _index(k)—1,j—1) >= ...
matr4(null _index(k)—1,j—1));
end
end
end
end
end
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