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Spezielle Symbole

Ny (Eindimensionale) Normalverteilung mit Erwartungswert 4 und Varianz

o
Mo,y Standardnormalverteilung

d Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
O Quantilfunktion der Standardnormalverteilung

N, (du ) d-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungsvektor p und Kovarianz-
Matrix X

P, (-, -, 0) gemeinsame Verteilungsfunktion zweier N 1)-verteilter Zufallsvariablen
mit Korrelation o

Bn.p) Binomialverteilung mit Parametern n und p

Nb (r,p) Negativbinomialverteilung mit Parametern r und p

Pory Poissonverteilung mit Mittelwert A

Ciap) Gammaverteilung mit Parametern a und b
e Chi-Quadrat Verteilung

L(X) Verteilung von X (£ (X) (A4) =P (X € A))
IR Menge der reellen Zahlen

IN Menge der natiirlichen Zahlen

B Borelsche o-Algebra

wT Transponierter Vektor

Q*) n-fache Faltung einen Wahrscheinlichkeitsmafses Q



Einleitung

Im Rahmen von Basel II ist vorgesehen Kreditinstituten, die bestimmte Voraus-
setzungen erfiillen, die Moglichkeit zu erdffnen, die Eigenmittelunterlegung fiir
Kreditrisiken auf Grundlage von internen Kreditrisikomodellen zu berechnen!.
Aufgrund des Aufwands ergibt der Einsatz interner Verfahren fiir ein Kreditinsti-
tut nur dann Sinn, wenn es zu einer Reduzierung der Eigenmittelunterlegung im
Vergleich zu den Standardverfahren fithrt. Dies kann erreicht werden, wenn das
interne Verfahren besser in der Lage ist die Risiken des betreffenden Institutes
abzubilden als die Standardverfahren. Dieser Anspruch, die tatsdchlichen Risi-
ken besser quantifizieren zu konnen (dass heifft in der Regel geringer anzusetzen)
als die Standardverfahren, stellt besondere Anforderungen an die Qualitdt dieser
Modelle, insbesondere besteht die Notwendigkeit einer zeitnahen Uberpriifung.
Dieser Aspekt ist gerade aus Sicht der Bankenaufsicht interessant, da diese si-
cherzustellen hat, dass es durch den Einsatz interner Kreditrisikomodelle nicht
zu einer Erhohung des Insolvenzrisikos in Folge einer systematischen Unterschét-
zung des Kreditrisikos kommt. Es liegt allerdings natiirlich auch im Interesse der
Bank iiber die Qualitiat der von ihr eingesetzten Modelle im Bilde zu sein, da sie
auf deren Grundlage ihr Risikomanagement durchfithren muss.

Die Akzeptanz interner Kreditrisikomodelle wird also wesentlich davon abhéngen,
ob es gelingt geeignete Testverfahren zur Priifung zu entwickeln.

In dieser Arbeit wird in diesem Sinne unter einem Backtestingverfahren also ein
statistisches Verfahren verstanden, das aufgrund von beobachteten Daten eines
Kreditportfolios ex post eine Aussage iiber die Qualitéit des Kreditrisikomodells
trifft, auf dessen Grundlage die Risiken des Portfolios quantifiziert wurden. In die-
ser Arbeit wird hierzu ein , parametrischer‘Ansatz verfolgt, dass heifst es wird nicht
die ,,ganze“Modellierung iiberpriift, sondern lediglich die Input-Parameter. Hier
liegt das Augenmerk insbesondere auf der prognostizierten Ausfallwahrscheinlich-
keit, da Basel II diesen Parameter im IRB-Ansatz den Kreditinstituten als erstes
zu internen Quantifizierung freigegeben hat. In weiteren Schritten sollen auch der
Loss-Given-Default (LGD)? und der Exposure-at-Default (EAD)? intern quantifi-
ziert werden, was Backtestingverfahren auch in diesem Bereich notwendig macht.

1Vgl. Basel Committee on Banking Supervision (2001b)
2 Anteil des im Risiko stehenden Kapitals, das bei Problemen ausfillt
3im Risiko stehendes Kapital



In den letzten Jahren wurden eine ganze Reihe von Verfahren entwickelt um Kre-
ditrisiken zu quantifizieren. Die bekanntesten sind hierbei CreditMetrics, Credi-
tRisk+ und das Modell von KMV. Diese Arbeit wird sich im Wesentlichen mit
dem Backtesting der Ausfallwahrscheinlichkeit eines vereinfachten CreditMetrics
sowie eines Ein-Sektor CreditRisk+ Modells beschéftigen. Die Ergebnisse die hier
im Bezug auf das Backtesting von Ausfallwahrscheinlichkeiten gewonnen werden,
sind allerdings auch fiir das nicht vereinfachte CreditMetrics Modell giiltig. Die-
ses Modell bezieht auch Ratingdnderungen mit ein, die hier nicht Gegenstand der
Untersuchung sind. Im Sinne des oben erwdhnten ,parametrischen“Ansatzes wird
hierbei nicht infrage gestellt, ob das Modell grundsétzlich in der Lage ist Kredi-
trisiken korrekt wiederzugeben, sondern ob die Bank es addquat parametrisiert
hat. Wie bereits erwéhnt liegt der Fokus hierbei aufgrund der oben aufgefiithrten
Griinde auf dem Parameter ,Ausfallwahrscheinlichkeit*.

Backtestingverfahren in dem oben beschriebenen Sinne werden bereits seit ei-
nigen Jahren im Bereich der Validierung von Marktrisikomodellen eingesetzt.
Unter Marktrisiko versteht man hierbei die negative Abweichung des Wertes ei-
nes Portfolios aus handelbaren Finanzinstrumenten und Wertpapieren von einem
erwarteten Wert. Zwei wesentliche Unterschiede zum Bereich des Kreditrisikos
werden hierbei sofort deutlich. Erstens ist die Wertéinderung eines Portfolios aus
Wertpapieren und handelbaren Finanzinstrumenten sofort an den Marktpreisen
ablesbar, wahrend die Wertdnderung eines Kredites, zum Beispiel durch Rating-
anderungen, nur iiber ein Modell bestimmt werden kann. Im Falle eines totalen
oder teilweisen Kreditausfalls sind die Verluste allerdings auch einfach abzulesen.
Der zweite, fiir das eigentliche Backtesting wesentliche Unterschied besteht in der
Verfiigbarkeit von Daten. In einem Portfolio von Wertpapieren treten an praktisch
jedem Handelstag, also etwa 250 mal pro Jahr, Wertanderungen auf. Man verfiigt
also bereits nach einem Jahr {iber eine relativ grofse und aussagekraftige Datenhis-
torie, auf die sich das Backtesting stiitzen kann. Bei einem Kreditportfolio ergibt
eine tagliche Neubewertung kaum Sinn, da Ratingdnderungen und Kreditausfal-
le nur in wesentlich grofferen Absténden auftreten. Ein sinnvoller Zeitraum ist
hierbei eher ein Jahr als ein Tag, da dies auch besser den Zeitraum wiedergibt,
innerhalb dessen auf Risiken reagiert werden kann. Der Aufbau einer akzepta-
blen Datenhistorie wird also einen ldngeren Zeitraum in Anspruch nehmen, sie
steht also fiir das angestrebte zeitnahe Backtesting noch nicht zur Verfiigung. Es
miissen also Wege gefunden werden mit dieser schmalen Datenbasis auszukom-
men. Die Verwendung eines ,parametrischen“Ansatzes ist auch in diesen Kontext
einzuordnen, da die Annahme, dass die Kreditverluste einer bestimmten Art von
Verteilung folgen, es ermoglicht, mit weniger Daten auszukommen.

Ein weiterer wesentlicher Problemkreis ensteht durch die Tatsache, dass das Ver-
halten von Krediten in einem Portfolio im Allgemeinen nicht unabhéngig ist, eine
einfach zu behandelnde Modellierung der Kredite mit stochastisch unabhéngigen
Zufallsvariablen wird der Realitét also nicht gerecht.

Im ersten Kapitel dieser Arbeit wird das zuerst betrachtete vereinfachte Cre-



ditMetrics vorgestellt und einige wichtige Eigenschaften angesprochen. Daran
anschliefsend wird im zweiten Kapitel die asymptotische Verteilung einer Aus-
fallquote in diesem Modell hergeleitet und darauf aufbauend im dritten Kapitel
einige auf dieser Verteilung beruhende Tests vorgestellt. Anschliefsend wird im
vierten Kapitel auf einen modifizierten Test eingegangen, der zusétzliche Aspek-
te beriicksichtigt. Da die im dritten und vierten Kapitel vorgestellten Tests auf
asymptotischen Verteilungen beruhen * wird im fiinften Kapitel untersucht, wie
gut die Verteilung der Ausfallquote eines unendlich grossen Portfolios die Vertei-
lung der Ausfallquote eines endlichen Portolios approximiert. Letztere kann nicht
analytisch bestimmt werden, es besteht nur die Moglichkeit einer Approximation
durch Simulation.

Im sechsten Kapitel wird schlieflich noch auf das Testen eines alternativen Kre-
ditrisikomodells eingegangen, indem die fiir CreditMetrics hergeleiteten Tests auf
das CreditRisk+ Modell iibertragen werden.

4das bedeutet, das sie fiir unendlich grosse Portfolios hergeleitet wurden



Kapitel 1

Das vereinfachte CreditMetrics
Modell

In diesem Kapitel wird das vereinfachte CreditMetrics Modell vorgestellt und ei-
nige wichtige Eigenschaften angesprochen und bewiesen. CreditMetrics ist ein in
der Praxis haufig verwendetetes Modell, so dass es Sinn macht, Backtestingver-
fahren zu entwickeln die auf dieses Modell zugeschnitten sind. Das vereinfachte
Modell konzentriert sich ausschliefllich auf Kreditausfille,das komplexere Modell
bezieht auch Ratingénderungen mit ein. Da in dieser Arbeit der Blickpunkt je-
doch auf dem Backtesting der geschétzten Ausfallwahrscheinlichkeit liegt sind
die Ergebnisse auch auf das komplexere Modell iibertragbar. Fiir die Betrach-
tung von Ratingdnderungen miissen allerdings weiterfithrende Untersuchungen
durchgefiihrt werden.

1.1 Das Einfaktor-Modell

1.1.1 Das Modell

Betrachtet wird das Kreditportfolio einer Bank. Sei n die Anzahl der Kredite im
Portfolio. In einem ersten Schritt wird das Portfolio in £ Teilportfolios unterteilt,
so dass die Ausfallwahrscheinlichkeit fiir alle Kredite in einem Teilportfolio gleich
ist. Damit kann ein solches Teilportfolio auch als Ratingklasse angesehen werden.
n, bezeichnet die Anzahl der Kredite im r-ten Teilportfolio. Das Verhalten eines
Kredites hangt von einer Zufallsvariablen ab, die das finanzielle ,Wohlergehen®,
die Bonitét, des entsprechenden Kreditnehmers beschreibt. Diese Zufallsvariable
hat fiir den i-ten Kredit aus dem r-ten Teilportfolio die Form:

Bi=vVoZ+\1-0U; r=1,...k, i=1,...,n, (1.1)

Z ist hierbei eine N(g 1y-verteilte Zufallsvariable, die einen makrockonomischen
Einfluss beschreibt, der auf alle Kredite im Portfolio wirkt. Auf diese Weise wird

10



KAPITEL 1. DAS VEREINFACHTE CREDITMETRICS MODELL 11

die Abhéngigkeit der Kredite modelliert. U,; ist eine ebenfalls /\/'(071)-Verteﬂte Zu-
fallsvariable die firmenspezifische Einfliilsse beschreibt. Die Starke der jeweiligen
Einfliisse wird durch g, € [0, 1] bestimmt. Z und alle U,; sind paarweise unab-
héngig.

Durch obige Skalierung wird erreicht, dass B,; ebenfalls einer N 1)-Verteilung
folgt.

Ein Kredit féllt aus, wenn die zugehorige Bonitatsvariable unter eine bestimmte
Schranke ¢, fillt. Da ¢, die Ausfallwahrscheinlichkeit eindeutig festlegt, gilt diese
Schranke fiir alle Kredite im r-ten Teilportfolio. Die Kreditausfille werden also
beschrieben durch eine Zufallsvariable der Form:

Xoi = 1{B,i<er} (1.2)

Fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit p, des r-ten Teilportfolios gilt daher, da B,;
No,1y-verteilt ist:

br = P(sz = ]—)
= P (Bm < CT)
= ¢! (cr)

X, ist somit offensichtlich B, ,)-verteilt.
Die Ausfallquote p, des r-ten Teilportfolios ist definiert durch:

1 &
ﬁr = n_r Zle
1=

Dieses Modell léafst sich leicht erweitern indem statt der Zufallsvariable Z ein
multivariat normalverteilter Zufallsvektor verwendet wird um verschiedene ma-
krookonomische Einfliisse einzubeziehen. Der Gewichtsfaktor o, muss dann durch
einen Gewichtsvektor ersetzt werden.

1.1.2 Wichtige Eigenschaften

im Folgenden werden einige wichtige Eigenschaften dieses Modells vorgestellt.

(i) Die Korrelation zweier Bonitétsvariablen (Assetkorrelation) B,; und B; mit
r # s oder i # j betragt

0rs = Korr (By;, Bsj) = \/0r0s

Die Assetkorrelation innerhalb eines Teilportfolios betragt also:

QTT:\/Q_Z:QT
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Beweis: Da Bm‘ ~ st ~ ./\/’([),1) und somit Var (Brz) = Var (st) =1
gilt:

Korr (Briast) = Kov (Briast)
= E(B.By;) — E(Byi) E(By;)
E (B'rist)

= E((Varz + V1= 0U) (Vorz + V1= oUy))
= E(\ o0 2°)+E (\/(1 —0) (1 - QT)UTiUsj>
+ B (VaO=o)Unz) + B (Ve 01— 2)U,2)

VeaiE (27)
~ Voo

OJ
Dieses Ergebnis gilt natiirlich auch im Fall » = s, also fiir zwei Bonitatsva-
riablen aus demselben Teilportfolio. Innerhalb des r-ten Teilportfolios be-
trigt die Korrelation demzufolge /0?2 = o,.

Zur Bestimmung der Korrelation zweier Ausfallvariablen wird nun der hierfiir
benotigte Begriff der bivariaten Normalverteilung definiert.

Definition 1.1.1 (Verteilungsfunktion einer bivariaten Normalverteilung)
Seten X, Y bivariat Nig)-verteilte Zufallsvariablen mit Korr (X,Y) = o, dann
st die Verteilungsfunktion einer bivariaten Normalverteilung definiert durch:

CDZ (:U7y7 Q) = P{X S x,Y < y} = P((X>Y) € (—OO,QZ’] X (_007?/])

(ii) Fir die Korrelation zwischen zwei Ausfallvariablen (Ausfallkorrelation bzw.
default correlation) X,; und Xj; gilt:

D3 (271 (pr) , @7 (ps) 5 0rs) — PrDs
\/pr (1 - pr)ps (1 - ps)

0%l .= Korr (X Xs5) =

rSs
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Beweis:

Kov (Xri7ij) = LK ((Xm - pr) (ij - p8>>
= kK (Xm'ij - p'rij - stm' + p'rps)
= LK (Xriij) - ?rE (ijl_?sE (Xm)/_'_p?“ps

-~

Prps DPsPr
= E (Xriij) — PrDs
= P (B < ¢, By < ¢5) — prps
= P( (B, Byj) € (-0, 27" (p,)] x (—00,27" (ps)]) — prps
= Oy (D7 (pr) D7 (ps) 5 0rs) — Drps

Der letzte Schritt folgt, da B,; ~ N 1) und By; ~ N(g 1), sowie ¢, = &1 (p,)
und ¢, = &1 (py)

Mit Var (X)) = pr (1 = p,) und Var (X;) = ps (1 —ps) (da Xy ~ By,
(analog: X,; )) folgt die Behauptung, da

Kov (XTZ;ij)
\/Var i) Var (Xs;)

Korr (X, Xsj) =

O
(iii) Fir die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit eines Kredites gilt:
CI)_I (pr) - QT‘Z)
P(X,=1Z=2)=9®
O
Beweis:
P(X,,=1|Z=2) = P(B;<¢|Z==2)
= (\/Q_Z+\/1_QTUTZ<(I) )
= P (Um < W)
1 - Qr
% (q) o) — 97«2)
e
O

(iv) Es gilt die Aquivalenz :
Qrsf_0<:>g7's_0



KAPITEL 1. DAS VEREINFACHTE CREDITMETRICS MODELL 14

Beweis:

="

Sei pde) =

= ©y (27" (p,), 27" (ps)) — prps = 0

= P (B, <® 7' (p,),Bs < 7' (ps)) = prps
= P (BT <ot (pr) , Bs < ! (ps))

Dies gilt fiir alle ps, p, also sind B, und B, unabhéngig. Deshalb gilt
ors = Korr (B, B,.) = 0.

”¢((
Sei 0., = 0, dann gilt da ¢,, = \/050,:

0s =0 oder o, =0

Sei ohne Einschrankung o, = 0, dann gilt:

Bsi = Usi> Brj = \/@Z + V 1 - QrUrj
nach Voraussetzung sind Z, U,; und U,; unabhangig, also sind auch By; und
B,; und damit X,; und X,; unabhangig. Hieraus folgt:
el = Korr (X, X,j) =0

rs

O
Aus dem Beweis von (iv) folgt auch unmittelbar die bedingte Unabhéngig-
keit der X,; -gegeben Z = z. Diese Eigenschaft wird im Folgenden noch
eine wichtige Rolle spielen.

1.2 Das Mehrfaktor-Modell

Das in diesem Kapitel vorgestellte vereinfachte CreditMetrics Modell 1afst sich wie
bereits erwahnt erweitern indem die makrockonomische Zufallsvariable Z durch
einen multivariat normalverteilten Zufallsvektor ersetzt wird. Auf diese Weise
konnen unterschiedliche makrodkonomische Einfliisse ins Modell miteinbezogen
werden. Ansonsten bleibt die Struktur des Einfaktor-Modells erhalten. Somit
bildet das Einfaktor-Modell nur einen Spezialfall des Mehrfaktor-Modells und
alle fiir das Mehrfaktor-Modell giiltigen Aussagen gelten auch fiir das Einfaktor-
Modell. Eine seperate Betrachtung des Einfaktor-Modells ist aber trotzdem sinn-
voll, da die Berechnungen in diesem Modell wesentlich einfacher sind und die
hergeleiteten Tests sich vollstandig auf das Mehrfaktor-Modell iibertragen lassen.
Aus diesem Grund werden in diesem und im néchsten Kapitel seperat Tests fiir
beide Modelle hergeleitet und die Analogie aufgezeigt.
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1.2.1 Das Modell

Im Mehrfaktor-Modell ist die Bonitatsvariable des i-ten Kreditnehmers im r-ten
Teilportfolio eine Zufallsvariable der Form

By =w!Z + &U, (1.3)

wobei Z = (Z1,...,2y), Zj ~ Ny j = 1...d, ein multivariat normalverteilter
Zufallsvektor mit Varianz-Kovarianz-Matrix €2 ist. Der Einfluss der einzelnen ma-
krookonomischen Grossen wird durch den Gewichtsvektor w, = (w1 ... wpq) € IR¢
beschrieben. Der unternehmensspezifische Faktor U,; ist wieder Standardnormal-
verteilt. Der Einfluss des unternehmensspezifischen Faktors &, = /1 — w!' Quw, ist
so skaliert, dass B,; auch hier einer Standardnormalverteilung folgt.

Ein Ausfall des i-ten Kreditnehmers tritt wiederum ein, wenn seine Bonitétva-
riable B,; unter einen Wert ¢, = ®~! (p,) fillt, wobei p, wieder die Ausfallwahr-
scheinlichkeit des r-ten Teilportfolios bzw. der r-ten Ratingklasse beschreibt.
Fiir die Ausfallvariablen X,; und die Ausfallquote p, gelten die gleichen Annah-
men und Eigenschaften wie beim Einfaktor-Modell.

1.2.2 Wichtige Eigenschaften
(i) Fiir die Assetkorrelation zweier Kreditnehmer gilt:
prs = Korr (By, Bj) = w! Quw,
Beweis:
Korr (B,;,Bsj) = Kov (B, By;)
= E(B.iBgy) — E(B) E (By))
E (B,;Bs;)
= B2 &0 (W17 1 EU))
E (v Zw!'7)

r

I
&

d
( Z wrtwsthZk>

t k=1

d
= Y wwo,E(ZZ)

t k=1

d
= Z wr,ws, Korr (Z;Zy)

t k=1

T
= w; Quw,
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(ii) Fir die Ausfallkorrelation zweier Kredite gilt:

Py ((I)il (pr) 761)71 (ps) ;prs) — DrDs
Vor (U=p,)ps (1= py)

und fiir die Ausfallkorrelation innerhalb des r-ten Teilportfolios somit:

pfif = Korr (X,;, Xsj) =

Prr = wlQuw =1—¢&=:p,

Beweis:  Der Beweis erfolgt analog zum Einfaktor-Modell

U
(iii) Fir die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit eines Kredites gilt:
P(Xp=1Z=2)=0 (@_1 (pr) - ZT“’”)
&
Beweis:  Analog zum Einfaktor-Modell O
(iv) Die Aquivalenz pd/ = 0 & p,, = 0 sowie sie bedingte Unabhingigkeit

-gegeben Z=z gelten analog zum Einfaktor-Modell



Kapitel 2

Asymptotische Verteilung der
Ausfallquote

Ziel dieses Kapitels ist es, eine Verteilung zu bestimmen, gegen die die Verteilung
der Ausfallquote in einem vereinfachten CreditMetrics Modell fiir grofer werdende
Portfolios bzw. Teilportfolios konvergiert.

Im ersten Teil wird auf den Begriff der Verteilungskonvergenz eingegangen und
einige wichtige Sétze zu diesem Thema vorgestellt. Im zweiten Teil werden die
gewonnenen Erkenntnisse zur Berechnung der asymptotischen Verteilung einer
Ausfallquote im vereinfachten CreditMetrics Modell verwendet.

2.1 Verteilungskonvergenz

Um den Begriff der schwachen Konvergenz und den daraus abgeleiteten Begriff
der Verteilungskonvergenz (oder auch Konvergenz in Verteilung) zu motivieren
wird folgender Satz bendtigt:

Satz 2.1.1 Jedes Wahrscheinlichkeitsmaf8 Q@ auf (IR,B) ist eindeutig bestimmt
durch die Werte der Integrale

/fdQ fec(m)

wobei C (IR) die Menge aller gleichmdflig stetigen, beschrankten Funktionen auf
IR bezeichnet.

Fiir den Bewelis siehe [6] S.127f

Stimmen also fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafe ()1 und Qo die Werte dieser In-
tegrale liberein, so tun dies auch die Wahrscheinlichkeitsmafse selbst.

17



KAPITEL 2. ASYMPTOTISCHE VERTEILUNG DER AUSFALLQUOTE 18

Definition 2.1.2 (schwache Konvergenz) Fine Folge von Wahrscheinlichkeits-
mafen (Qn), ey ouf (IR,B) konvergiert schwach gegen ein Wahrscheinlichkeits-

maf Q auf (IR, B) (Bez.: Q, — Q fiir n — o0o) falls

[ Q.= [ raq

fiir alle stetigen, beschrdnkten Funktionen f auf IR.

Aus dieser Definition wird nun der Begriff der Verteilungskonvergenz einer Folge
von Zufallsvariablen abgeleitet.

Definition 2.1.3 (Verteilungskonvergenz) Eine Folge (X,,), o von (IR, B)-
wertigen Zufallsvariablen konvergiert in Verteilung gegen eine (IR, B)-wertige Zu-

fallsvariable X (Bez.: X, LX no o0) falls

L(X,) > L(X)

Bemerkung 2.1.4 Seien X,, und X Zufallsvariablen definiert auf dem selben
Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) fir alle n € IN.
X, konvergiert in Verteilung gegen X genau dann, wenn gilt

E(f(Xn) = E(f (X))
fiir alle stetigen, beschrdnkten Funktionen f.

Beweis:  Folgt direkt aus Definition(3.1.3).

2.2 Asymptotische Verteilung der Ausfallquote

Ein Ziel dieser Arbeit ist es, eine geeignete Teststatistik zum Test der Ausfall-
wahrscheinlichkeit in einem vereinfachten CreditMetrics Modell zu bestimmen.
Hierbei ist es naheliegend die Ausfallquote zu verwenden. Im Fall von unabhén-
gigen homogenen Krediten in einem Teilportfolio kann man die Verteilung der
Ausfallquote einfach analytisch bestimmen. Weiterhin konvergiert die Ausfall-
quote in diesem Fall fiir grofer werdende Portfolios gegen die zugrundeliegende
Ausfallwahrscheinlichkeit. Im Fall von abhéngigen Krediten ist beides nicht der
Fall, hier ist es nur mdglich eine asymptotische Verteilung der Ausfallquote zu
erhalten, aus der eine Teststatistik gewonnen werden kann.
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2.2.1 Unabhangige Kredite

Im Fall von unabhéngigen Krediten in einem Teilportfolio ist eine Berechnung
der Verteilung der Kreditausfille in diesem Teilportfolio problemlos méoglich. Sei
A, die Zufallsvariable, die die Ausfélle des r-ten Teilportfolios beschreibt.

Ar = i_r;Xm

Hierbei sind die X,; unabhéngig, identisch B(; ,,)-verteilt, dass heift A, folgt einer
B, p,)-Verteilung. Die Ausfallquote

konvergiert nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen gegen den Erwartungs-
wert von X1, also gegen die Ausfallwahrscheinlichkeit p,.. In einem Test ist es also
moglich die realisierte Ausfallquote 7, eines Teilportfolios als Schétzer fiir die tat-
sichliche Ausfallwahrscheinlichkeit p, zu verwenden, vorausgesetzt die Zahl der
Kredite ist groft genug. Das Backtesting kann also auf Grundlage eines einfachen
Binomialtests erfolgen, auf den im folgenden Kapitel noch ndher eingegangen
wird.

2.2.2 Abhingige Kredite

Im realistischen Fall von abhéngigen Krediten in einem Teilportfolio gelten die-
se einfachen Ergebnisse nicht, da sie alle auf der Pramisse der Unabhéangigkeit
beruhen. Die Verteilung von A, 1aft sich fiir eine Korrelation o, grofier als null
nicht mehr analytisch berechnen, sondern kann nur noch durch Simulation ap-
proximiert werden.

Ebenso konvergiert die Ausfallquote nicht mehr gegen die Ausfallwahrscheinlich-
keit. Hier liegt nur noch eine Konvergenz in Verteilung gegen eine Zufallsvariable
vor. Ziel dieses Abschnitts ist es, die Verteilung dieser Zufallsvariable zu bestim-
men. Die Tatsache, dass die Ausfallquote nicht gegen einen festen Wert konver-
giert, geht daraus hervor, dass die Varianz nicht gegen null konvergiert.

Fiir die Varianz einer Ausfallquote ergibt sich:

Dr (1 — Dr ny — 1 e
) + Qgrfpr (1 - pr)
Ny s

Var (p) =
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Beweis:

1 «
Vv Ar =V - Xri
ar (pr) ar (nr Z )

1 Ny Ny
= = > Var (X)) + Y Kov (X, Xo)
r i=1 dk=1
%k
1 s
- ﬁ Ny Pr (1 _pr> + ZKOU (eraer)
r j.k=1
J#k
_ Dr (1 - pr def 1 _
= —— Z o pr (1= pr)
T J k=1
J7#k
Dr (1 - pr) 1 2 def
= e e T 1 - Pr
o +ng(nr n,) oipr (1= pr)
DPr 1- DPr ny — 1 e
= Pl )4 ot e (1= p,)
ny Ny

Als asymptotische Varianz ergibt sich also:

nhinoo Var (ﬁr) - Qﬁifpr (1 - pr)

Fiir o, > 0 ist auch g%/ > 0 (siehe 1.1.2 Eigenschaft (iv) beziehungsweise 1.1.2
Eigenschaft (iv)) und damit lim Var (p,) > 0. Hieraus ergibt sich die oben an-
gesprochene Tatsache, dass die Ausfallquote nicht gegen eine Konstante, sondern

nur gegen eine nicht-degenerierte Wahrscheinlichkeitsverteilung konvergiert.
Die asymptotische Verteilung einer Ausfallquote ergibt sich folgendermafsen:

Satz 2.2.1 Die asymptotische Verteilung einer Ausfallquote im Finfaktor-Modell
Dy 18t flir n, — oo gegeben durch

ot (pr) B \/EZ> (21>
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Beweis:  (Setze X,, — X fir hIJIzlv X,, = X mit Wahrscheinlickeit 1 fiir Zufalls-
ne
variable X und Xy, X, X3...)

Ny
Definiere Y,,, := =— > X,; damit ist

1
n
"i=1

Y, 5 9,(Z2) n— oo (2.2)

dquivalent zu (2.1).
Da die X,; nach Voraussetzung bedingt unabhangig sind -gegeben Z = z gilt
nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen:

ot (pr) B
Vi—o

Y, - E(Xu|Z=2)=2 < QM) =g.(z) P, f.s. firalle 2(2.3)

wobei:

P.i=P(|Z=2)
Um die Behauptung (2.2) nachzuweisen ist nach Bemerkung(A.0.8)

E(f (Ya)) = E(f (9 (2))) (2:4)

fiir alle stetigen, beschrankten Funktionen f zu zeigen.

Da f stetig und beschrankt ist folgt aus (2.3)

f(Yn)— fg9-(2)) P, f.s. fiirallez (2.5)
Damit gilt nach dem Satz von Lesbesgue (Satz(A.0.7)) :
E(f(Y,2,)|Z=2)— E(f(9-(2))|Z =2 firalle z (2.6)

Hieraus folgt direkt

E(f(Ya,)

Z) = E(f(9-(2))12) (2.7)

Erneut mit dem Satz von Lesbesgue folgt nun:

E(E(f (Ya,)|2)) = E(E(f (9, (2))12)) (2.8)

Mit den Eigenschaften des Erwartungswertes folgt hieraus:

E(f (Vo)) — E(f(9-(2))) (2.9)

Das ist Bedingung (2.4) und somit ist die Behauptung bewiesen.
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Obige Aussagen lassen sich auch auf das Mehrfaktor-Modell iibertragen. Hier gilt
fiir die Varianz einer Ausfallquote:

Var (]57”) = M + pg:fpr (1 - pr)
Bei einer Assetkorrelation p,,. innerhalb eines Teilportfolios bzw. einer Rating-
klasse grofser als null konvergiert die Varianz der Ausfallquote fiir eine wachsende
Anzahl von Krediten auch in diesem Fall nicht gegen null. Die Ausfallquote kon-
vergiert also nicht gegen einen festen Wert, so das sie auch in diesem Fall nicht
als Schétzer fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit verwendet werden kann.

Satz 2.2.2 Fiir die Ausfallquote eines Teilportfolios bzw. einer Ratingklasse im
Mehrfaktor-Modell gilt:

br =9, (Z2) = (‘1” (pr) — sz)

ST

Beweis:  Der Beweis gilt analog zum vorherigen Satz auch fiir einen mehrdi-
mensionalen Zufallsvektor Z

U
Die Bezeichnung g, (Z) wird im Folgenden sowohl fiir das Mehrfaktor- als auch
fiir das Einfaktor-Modell verwendet. Es wird jeweils erwéhnt, welcher Fall gerade
behandelt wird.
Als Ergebnis der Untersuchungen in diesem Kapitel lésst sich also feststellen, dass
die asymptotische Verteilung der Ausfallquote durch eine Funktion der makro-
okonomischen Variable Z dargestellt werden kann, und sonst nur noch von der
Assetkorrelation innerhalb des betreffenden Teilportfolios abhéangt.



Kapitel 3

Test einer Ausfallwahrscheinlichkeit

In diesem Kapitel wird ein Test! basierend auf der asymptotischen Verteilung der
Ausfallquote in einem (vereinfachten) CreditMetrics Modell vorgestellt.

Wie bereits erwihnt ist es nicht moglich die Verteilung der Ausfallquote oder
der Verluste eines CreditMetrics Modells analytisch zu bestimmen. Somit steht
fiir einen Test auch keine adédquate Teststatistik zur Verfligung. Eine nahelie-
gende Moglichkeit dieses Problem zu 16sen ist, die Verteilung einer geeigneten
Teststatistik durch Simulationen zu erhalten. Bei einer grossen Anzahl von Simu-
lationen ist es zumindest theoretisch moglich, die gewiinschte Verteilung beliebig
genau zu approximieren. Gegen dieses Vorgehen spricht jedoch neben dem enor-
men Rechenaufwand auch die Tatsache, das eine aus einer Simulation gewonnene
Verteilung nur fiir eine spezifische Wahl der Parameter Assetkorrelation und Aus-
fallwahrscheinlichkeit Giiltigkeit besitzt. Andern sich die Schitzungen fiir diese
Parameter ist es notwendig, durch eine neue Simulation die entsprechende Ver-
teilung zu erhalten. Eine rechnerische Transformation der ,alten“Verteilung ist
nicht moglich. Insgesamt ist ein Test basierend auf simulierten Verteilungen in
der Praxis also sehr unbefriedigend. Abhilfe schafft hier die im vorhergehenden
Kapitel hergeleitete asymptotische Verteilung, hier ist es mdglich einen Test zu
konstruieren der klare Entscheidungsregeln fiir jede Wahl der Parameter bietet,
ohne auf Simulationen zuriickgreifen zu miissen. Im folgenden bezeichne p, die
Ausfallquote in der Periode, fiir die die Prognose aufgrund des zu testenden Kre-
ditrisikomodells erstellt wurde. Die prognostizierte Ausfallwahrscheinlichkeit wird
mit 7, bezeichnet, p, ist die unbekannte, wahre zugrundeliegende Ausfallwahr-
scheinlichkeit. Desweiteren wird von abhéngigen Krediten ausgegangen, es gilt
also g, > 0 im Einfaktor-Modell, bzw. w, # 0, wobei 0 den Nullvektor bezeich-
net, im Mehrfaktormodell.

'Dieser Test wird von Stefan Huschens in ,Backtesting von Ausfallwahrscheinlichkei-
ten‘‘vorgeschlagen

23
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3.1 Grundlagen der Testtheorie

Die grundsétzliche Aufgabe eines statistischen Tests ist es, zu entscheiden, ob die
Verteilung F' der vorliegenden Daten einer vorgegebenen Menge von Verteilungen
angehort. Fiir diese Arbeit wird diese Fragestellung insofern eingeschrankt, als das
die Form der Verteilung nicht infrage gestellt wird, da die grundsétzliche Form des
CreditMetrics Modells akzeptiert wird. Die Aufgabe der hier vorgestellten Tests
ist es, zu entscheiden, ob der Parameter Ausfallwahrscheinlichkeit ,richtig“gewéhlt
wurde. Der Parameterraum, die Menge aus der der gesuchte bzw. zu testende
Parameter prinzipiell stammen kann, wird im Folgenden mit © bezeichnet. Da
der untersuchte Parameter eine Ausfallwahrscheinlichkeit ist, gilt:

0 =10,1] (3.1)

Getestet werden soll nun, ob der getestete Parameter in einer bestimmten Teil-
menge Hy (Nullhypothese) von © liegt. Das Komplement von Hy in © wird mit
Hi (Alternativhypothese) bezeichnet, es gilt also:

O = Ho + H, (3.2)

Untersucht wird diese Fragestellung anhand einer Teststatistik 7" deren Verteilung
Fy von dem zu testenden Parameter abhidngt und fiir jedes 6 aus © bestimmt
werden kann. Mit = wird der Bildbereich der Teststatistik bezeichnet. Fiir den
Test auf Basis von p, gilt also:

= =10,1] (3.3)

Im néchsten Schritt wird = disjunkt in einen Akzeptanzbereich A und einen
Ablehnbereich (bzw. kritischen Bereich) K zerlegt. Unter diesen Voraussetzungen
kann nun ein Test formal definiert werden.

Definition 3.1.1 (nicht randomisierter statistischer Test) FEin nicht ran-
domisierter statistischer Test mit einer Teststatistik Tist eine Abbildung ¢ : = —
{0,1} mit

B 1 falls TeK
Y 7 10 falls TeA

Hierbei bedeutet o (x) = 1 die Ablehnung der Hypothese 0 € Hy, wihrend ¢ (z) =
0 zu einer Nicht-Ablehnung fiihrt.

Im folgenden ist wenn von einem Test die Rede ist, immer ein nicht randomisier-
ter Test gemeint. Liegt die Realisation T'(z) der Teststatistik 7" also in K gilt
¢ (T (z)) = 1 und die Hypothese wird abgelehnt. Anschliefend an diese Definition
wird nun die Giitefunktion eingefiihrt.
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Definition 3.1.2 (Giitefunktion) Die Gitefunktion eines statistischen Tests
ist eine Abbildung G : © — [0,1] mit

GO)=P(T € K|0) =P (¢ =1]0)

Die Bezeichnung P (T € -|0) bedeutet hierbei, dass 0 der wahre Parameter aus
© ust, der den untersuchten Daten zugrunde liegt. Im folgenden wird fir diesen
Sachverhalt auch die Bezeichnung Py (-) verwendet, wenn nur ein Parameter be-
trachtet wird. Soll der Parameter nicht ndher spezifiziert werden, sondern lediglich
aus Ho bzw. Hy stammen wird die Bezeichnung P (-|Ho) bzw. P (-|Hy) verwendet.

Die Giitefunktion gibt also an, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Nullhypothese
0 € Hy abgelehnt wird, wenn 6 der wahre den Daten zugrunde liegende Parameter
ist. Diese Wahrscheinlichkeit sollte, falls tatsachlich gilt § € Hy moglichst klein
sein. Hierfiir werden die Begriffe Umfang und Niveau eines Tests eingefiihrt.

Definition 3.1.3 (Umfang und Niveau eines Tests) Ein Test mit einer Gii-
tefunktion G einer Nullhypothese Hy gegen eine Alternativhypothese Hq hat das
Niweau « falls

G(0) <« fir alle 0 € Hy

der Test hat den Umfang « falls er ein Niveau von o hat und ein 0* € H, existiert,
so dass:

G(0) =«

Umfang und Niveau eines Tests beziehen sich auf den Fehler 1.Art, ein richtiges
Modell abzulehnen. Mit dem Begriff der Unverfalschtheit wird nun der Blick auf
den Fehler 2.Art, ein nicht addquates Modell zu akzeptieren, gelenkt.

Definition 3.1.4 (unverfilscht) FEin Test mit Giitefunktion G sowie dem Um-
fang a heifit unverfilscht falls

G (0) > « fir alle 0 € H,y

Ein unverfalschter Test mit dem Niveau « lehnt ein nicht adédquates Modell also
mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens a ab. Der Fehler 2.Art ist folglich
durch 1 — « beschrankt. Dies stellt eine Mindestanforderung dar, die ein statisti-
scher Test erfiillen sollte.
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3.2 Testen im Einfaktor-Modell

3.2.1 Einseitiger Test

An dieser Stelle wird der Standpunkt der Bankenaufsicht eingenommen. Aus die-
ser Sicht ist insbesondere sicherzustellen, dass es zu keiner Unterschétzung des
Risikos durch das Kreditinstitut kommt. Der Fokus des Testverfahrens liegt also
auf einer zu niedrig angesetzten Ausfallwahrscheinlichkeit .. Geeignete Hypo-
thesen fiir diesen Test sind also:

Ho: p.=m, gegen Hi: p. >, (3.4)

Der Test sollte aus den oben aufgefithrten Griinden nach Moglichkeit nicht auf
einer durch Simulation erzeugten Teststatistik beruhen. Als Alternative bietet
sich die asymptotische Verteilung der Ausfallquote an, die, wie gezeigt, analy-
tisch berechnet werden kann. Hier stellt sich allerdings die Frage, wie grofs ein
(Teil)portfolio sein muss, um den Einsatz von asymptotischen Verteilungen zu
rechtfertigen. Im fiinften Kapitel wird diese Frage eingehend untersucht.

Ein auf dieser Verteilung der Ausfallquote basierender Test stellt die Frage, wie
wahrscheinlich das Eintreten der realisierten Ausfallquote bei Giiltigkeit von H,
ist. Um Ablehnbereiche bei gegebenen Signifikanzniveau fiir den Fehler 1.Art, H,
abzulehnen obwohl p, < m, gilt, festzulegen, ist eine Berechnung der Verteilungs-
funktion F, von g, (Z) erforderlich. Es gilt:

Fila) = Plor(2) )= 0 (VIS GZ000) g
Beweis:
F.(x) = Plg (ZC)DS :f) Sy
_ oo (2 ) - Vo 0y
_ PE@(l (m)% <q)1<(x)))
= (e 5 ) — 07 (o) )
_p (Z < mcblg - o (pr))
E - Vor
eV =)
Vor
O

Sei a der vorgegebene Fehler 1.Art, dass heifst die Wahrscheinlichkeit mit der
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das Modell abgelehnt wird obwohl Hj gilt. Das Modell wir abgelehnt, wenn die
realisierte Ausfallquote in einen kritischen Bereich (Ablehnbereich) K, fallt. Fir
diesen Bereich muss gelten:

P (pr € Ko|Ho) = @ (3.6)

Da aus bekannten Griinden hier mit asymptotischen Verteilungen gearbeitet wird,
muss diese Bedingung geeignet modifiziert werden:

lim P (p, € Ko|Hy) =« (3.7)
Getestet wird, ob die geschitzte Ausfallwahrscheinlichkeit 7, kleiner oder gleich
der tatsédchlichen Ausfallwahrscheinlichkeit p, ist. Eine geringe Ausfallquote fithrt
also zur Akzeptanz der Hypothese Hy. Deswegen wird nur eine untere Grenze k,
fiir einen Ablehnbereich gesucht, fiir die gilt:

lim P (p, > ka|Ho) = @ (3.8)

Ny —00

Die Berechnung von &, erfolgt mit der in (3.5) berechneten Verteilungsfunktion
E,.

lim P (p, > ka|Ho) = & Fr(ky) =1—«

Ny —00

=

Der kritische Bereich
K, = (Kg, ) (3.9)

erfiillt offensichtlich Bedingung (3.7).

Die Durchfithrung dieses Tests macht die Berechnung von k, erforderlich. Wiin-
schenswert ist eine Teststatistik die einer Verteilung folgt, fiir die zum Beispiel
Quantiltabellen existieren, um den Rechenaufwand so gering wie moglich zu hal-
ten. Aus diesem Grund wird nun ein dquivalenter Test vorgestellt, der auf einer
asymptotisch N 1)-verteilten Teststatistik basiert. Hierfiir definiere:

V - QT(I)il (ﬁr) — 0! (pr)

W, =
Vor

Mit dieser Definition gilt:

W, K) -/\/(0,1)
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Beweis: Es gilt:
JI= 007 (j,) — D (p,
lim P (W, <z) = limP( o () <p>§x>
N —> 00 Ny — 00 \/Or

(e (VI 0)
moet \UT Vi-o

- (o ()
V=g (o () o)
\/E

rr+P _
val \/‘? Vi—or — o (pr)
Veor

= ¢ ()
O
Basierend auf W, wird nun eine Teststatistik 7, folgendermafien definiert:
V1—0.271(p,) — d ! (m,
T, (Br, 7r) = o2~ () () (3.10)

VOr

Unter der Hypothese Hy, also p., = ., gilt T, (p.,m.) = W,. Unter Hy ist
T, (pr, 7r) also insbesondere asymptotisch standardnormalverteilt und es gilt:

lim P (T, (py,7m) > ' (1—a)) =« (3.11)
Das Kreditrisikomodell wird als nicht addquat abgelehnt, falls die Priifgrofe
T, (pr,7r) in K, liegt. Aus (3.11) folgt, das die Teststatistik 7} (p,, 7,) zusam-
men mit dem Ablehnbereich

Ko = (971 (1 - a),00) (3.12)

wieder einen Test mit einem Fehler 1.Art von « definiert.

Der erste, auf der Teststatistik p, beruhende Tests ist intuitiv naheliegend, da
das Modell direkt an einer realisierten Gréfte, namlich der realisierten Ausfall-
quote getestet wird. Der zweite Test macht einen Umweg {iber die Teststatistik
T, (pr, ), wird hierdurch aber einfacher zu analysieren. Beide Tests sind aber
aquivalent, so dass es im Folgenden keine Rolle spielt, welcher Test betrachtet
wird. Eigenschaften die fiir einen nachgewiesen werden gelten analog auch fiir
den jeweils anderen Test. Zwei Tests sind in diesem Zusammenhang dquivalent,
wenn der erste Test bei einer realisierten Ausfallquote genau dann das Modell ab-
lehnt (bzw. akzeptiert), wenn der zweite Test bei Vorliegen derselben Ausfallquote
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das Modell ablehnt (bzw. akzeptiert). Um die Aquivalenz der Tests zu zeigen, ist
also zu beweisen:

A

pr € Ko & T, (pr, ) € Ko (3.13)
Beweis:

T. (b, m,) € Ko < T.(pp,m) >0 (1—a)
o YIZ @T‘D‘lfg —7 ) g1 —a)
. Vot (1—a)+ o (7,)
o (pr) > N
\/Ed)*l (1—a)+ ! (7TT)> .
vI-o, :

& ﬁr><1>(
< pr€ Ky

O
Bei der Verwendung der Teststatistik 7). (p,, m,.) stellt sich jedoch dass Problem,
das sie fiir eine Ausfallquote von 0 nicht definiert ist, beziehungsweise —oo wird.
Fiir die Praxis ist dieses Problem jedoch weniger relevant, da bei einer Aus-
fallquote von 0 sowiso kein Test durchgefiihrt werden muss, da das Modell von
vornherein akzeptiert wird.

3.2.2 Zweiseitiger Test

Die bisher vorgestellten Tests dienten dazu, eine Unterschatzung des Risikos durch
eine zu niedrig angesetzte Ausfallwahrscheinlichkeit 7, aufzudecken. Eine Uber-
schitzung des Risikos, also ein zu grofses 7, lag nicht im Blickfeld. Fiir die Zwecke
der Bankenaufsicht sind solche Tests ausreichend, da ihre Aufgabe darin besteht,
das Risiko im Bankensektor in Grenzen zu halten. Aus der Sicht des einzelnen
Kreditinstitutes ist es aber auch wichtig das Risiko nicht zu iiberschéitzen, da auf-
grund der Ergebnisse der Bewertung durch das Kreditrisikomodell Eigenmittel-
riicklagen bestimmt werden. Diese hangen wesentlich vom Risiko des betrachteten
Kredites oder Portfolios ab. Setzt das Kreditinstitut also eine zu hohe Ausfall-
wahrscheinlichkeit an, werden systematisch unnétige Eigenmittelriicklagen ge-
bildet. Diese stehen dann nicht mehr fiir andere Geschéfte zur Verfiigung, der
Gewinn wird also geschmélert. Fiir einen intern von der Bank verwendeten Test
gilt also die Anforderung an ein Kreditrisikomodell, sowohl auf Unterschétzung
als auch auf Uberschiitzung des Risikos in den einzelnen Teilportfolios bzw. Ra-
tingklassen zu priifen. Zu diesem Zweck werden die Hypothesen auf denen der
Test beruht wie folgt modifiziert:

Ho: pr=m- gegen Hi: p. # 7, (3.14)
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Fiir einen Test dieser Hypothesen konnen dieselben Teststatistiken wie fiir den
einseitigen Test verwendet werden, allerdings miissen die Ablehnbereiche geeignet
angepasst werden. Ziel ist es, wieder einen Test mit einem Fehler 1.Art kleiner
oder gleich einem vorgegebenen Wert « zu konstruieren.

Wird der Ablehnbereich K, fiir den zweiseitigen Test basierend auf der Teststa-
tistik 7). (p,, 7,) folgendermafen gewéhlt, ist asymptotisch ein Fehler 1.Art von «
gewihrleistet.

K, = (00,87 (/2)] U (@71 (1 — a/2,) 0) (3.15)
Es gilt:
lim P (TT (pry ) € f(amo) = lim P (T, (5. m,) < O (a)2) [Ho)

+ lim P (T, (P, 7)) > @' (1 — a/2) | Ho)

= lim P (T, (pr,m) < @' (/2)|Ho)

+1— lim P(T, (B m) < @' (1—a/2) [Ho)
= a/2+1—(1-a/2)
= «

Wird dieser Test auf Basis der Teststatistik p, durchgefiihrt erhélt man den dqui-
valenten Ablehnbereich

Ka - [07 Hoz/? (ﬂ-r, Qr)] U ("il—a/2 (ﬂ-r, Qr) ’ 1} (316>

mit der Bezeichnung

Ko (T, 07) = @ ((I)_ (m)\/—%\/i@_ (a)> (3.17)

Die Aquivalenz der beiden zweiseitigen Tests mit den Teststatistiken T, (p,., m,)
und p, mit den jeweiligen Ablehnbereichen gilt analog zu den einseitigen Tests.
Der zweiseitige Test verursacht jedoch ein Problem, das beim einseitigen Test
so nicht auftritt. Die nicht asymptotische Verteilung der Ausfallquote ist eine
diskrete Verteilung, die Ausfallquote kann bei einer Teilportfoliogrosse von n, nur
die Werte 0, — .= =1 annehmen, und dabei hat jeder dieser Werte eine
Wahrschemhchkelt groféer als null. Die asymptotische Verteilung der Ausfallquote
ist jedoch kontinuierlich, das bedeutet insbesondere, dass gilt

P(g-(2)=0)=0

fiir jede Ausfallwahrscheinlichkeit p,.. Der zweiseitige Test basierend auf der asym-
ptotischen Verteilung der Ausfallquote wird also jedes Modell ablehnen, wenn eine
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Ausfallquote von null realisiert wurde, also kein Kredit ausgefallen ist. Dies wird
jedoch insbesondere in den besseren Ratingklassen héaufig der Fall sein. Tritt der
Fall ein, dass kein Kredit im Teilportfolio ausgefallen ist, ist es nicht mdoglich
aufgrund des zweiseitigen Tests eine Aussage zu treffen. Fiir schlechtere Rating-
klassen, wo im allgemeinen in jeder Periode Kreditausfille zu beobachten sind,
ist der Test jedoch aussagekraftig.

Dieses Problem beim zweiseitigen Testen tritt jedoch nicht nur beim asymptoti-
schen Test auf. Wird ein Test basierend auf einer diskreten Teststatistik durchge-
fithrt, und ist hierbei die Wahrscheinlichkeit unter H, eine Ausfallquote von 0 zu
beobachten grofer als ar/2 kann auch in diesem Fall kein aussagekriftiger zweisei-
tiger Test konstruiert werden. Eine Losung dieses problems kann darin bestehen,
anhand mehrerer in der Vergangenheit realisierter Ausfallquoten zu testen. Hier-
fiir muss jedoch ein vollig neuer Test konstruiert werden.

Die folgende Tabelle, entnommen aus [1] zeigt die Ablehnbereiche in Bezug auf
die Teststatistik p, fiir verschiedene Konstellationen fiir diesen zweiseitigen Test.
Hierbei wird einmal ein Test mit einem Fehler 1.Art von 5% und von 1% betrach-
tet.

Oy T 0%l | Akzeptanzbereich a = 5% | Akzeptanzbereich a = 1%
0.1% | 0.01% (0.05%, 0.18%)] (0.04%, 0.22%)
1% | 1% | 0.07% (0.56%, 1.61%] (0.47%, 1.88%)
10% | 0.35% (6.88%, 13.76%)| (6.09%, 15.17%)|
0.1% | 0.07% (0.015%, 0.33%) (0.008%, 0.9%)
5% | 1% | 0.41% (0.228%, 2.64%) (0.145%, 3.63%)|
10% | 1.78% (3.88%, 19.34%) (2.83%, 23.45%)]
0.1% | 0.18% (0.005%, 0.46%) (0.002%, 0.82%)
10% | 1% | 0.94% (0.095%, 3.60%)] (0.05%, 5.55%)
10% | 3.71% (2.25%, 24, 27%] (1.36%, 31.13%)
0.1% | 0.59% (0.0005%, 0.67%)| (0.0001%, 1.51%]
20% | 1% | 2.41% (0.017%, 5.25%)| (0.005%, 9.46%)]
10% | 8.00% (0.79%, 32.53%) (0.33%, 44.24%)

Tabelle 3.1: Akzeptazbereiche des zweiseitigen Tests

3.3 Testen im Mehrfaktor-Modell

In diesem Abschnitt wird vergleichbar zum Einfaktor-Modell ein einseitiger und
ein zweiseitiger Test fiir das Mehrfaktor-Modell konstruiert. Wegen Satz(2.2.2)
konnen auch in diesem Fall fiir die Tests asymptotische Verteilungen verwendet
werden, so dass auf Simulationen zur Erzeugung der Teststatistiken verzichtet
werden kann.
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3.3.1 Einseitiger Test

Die Hypothesen die dem Test zu Grunde liegen sind die gleichen wie im Einfaktor-
Modell:

Ho: pr=m gegen Hi: p,>m, (3.18)

Zur Bestimmung der Testzonen ist es wieder notwendig die asymptotische Ver-
teilungsfunktion F, der Ausfallquote des r-ten Teilportfolios bzw. der r-ten Ra-
tingklasse zu bestimmen. Es gilt:

F(2) = (@@ (ji:% (pr>> (319)

Beweis:
F(x) = P(g-(Z) <)

=P(~w Z <60 () — @7 (py)

Nach Voraussetzung ist Z N(‘f),m—verteilt. Nach Satz(A.0.5)% gilt also:
—wy Z o~ Noo—wra(-wn) = Nowrou,)
mit &, = /1 — wIQuw, folgt:
—wy Z ~ Noi-e)
Somit folgt:

P (gr (Z) S l‘) = P (_WTTZ S frq)_l (l’) - (I)_l (pr>)
)

OJ
Auf Basis dieser Verteilungsfunktion kann nun der Ablehnbereich fiir einen Test
zum Niveau « basierend auf p, festgelegt werden. Fiir den einseitigen Test wird
wieder eine untere Grenze k,, fiir den Ablehnbereich gesucht, so dass gilt:

lim P (pr > rialHo) = (3.20)

Ny —00

2siche Anhang
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Der kritische Wert
e (@1 L-a)/T-g+o! <pr>>
© &
o <cI>—1 (1—a)/pr+ ! (pr)> (3.21)

erfiillt diese Bedingung.
Beweis:

lim P(ﬁr > HQ‘HQ) = 1— lim P(ﬁr < /€a|H0)

= 1—F,(ka)
= 1-(1-a)
= «
O
Mit dem Ablehnbereich
Ko = (Ka, ) (3.22)

erhélt man also auch fiir das Mehrfaktor-Modell einen Test mit einem Fehler 1.Art
von «, der auf einer nicht simulierten Verteilung beruht. In der im fiinften Kapitel
folgenden Simulationsstudie ist allerdings auch hier noch zu untersuchen, wievie-
le Kredite mindestens im Teilportfolio sein miissen, damit es zu rechtfertigen ist,
einen auf einer asymptotischen Verteilung beruhenden Test durchzufiihren.
Analog zum Einfaktor-Modell lafst sich auch im Mehrfaktor-Modell eine Teststa-
tistik erzeugen, die asymptotisch N 1)-verteilt ist. Hierzu definiere:

o grq)_l (ﬁr) B (I)_l (pr>

W, : \/1_753

W, ist asymptotisch Ao )-verteilt (Beweis siche Anhang: Beweis(A.0.9)). Die
Teststatistik

(3.23)

- _ &2 () — 27 ()

T, (pr, ) := \/1_753

ist somit unter der Hypothese Hy : p, = 7, asymptotisch Standardnormalver-
teilt und ein Test mit einem Fehler 1.Art von « basierend auf 7, (P, ) kann
genauso wie im Einfaktor-Modell mit der Teststatistik 7). (p,, 7,) durchgefiihrt
werden. Dieser Test ist im Mehrfaktor-Modell ebenfalls dquivalent zu dem oben
beschriebenen Test mit der Teststatistik p,.

(3.24)
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3.3.2 Zweiseitiger Test

Da es auch im Mehrfaktor-Modell méglich ist, die Ausfallquote p, eines Teilport-
folios in eine N(g 1)-verteilte Grosse zu transformieren, wird an dieser Stelle dar-
auf verzichtet einen neuen Test wie im vorhergehenden Abschnitt zu konstruiren.
Der zweiseitige Test des Einfaktor-Modells wurde basierend auf der Teststatistik
T, (pr, m,) durchgefithrt. Dieser Test lidsst sich vollstindig auf die Teststatistik

T, (p,, ) iibertragen® da diese ebenfalls No,)-verteilt ist. Dass heifst, eine Ab-
lehnung mit einem Signifikanzniveau fiir den Fehler 1.Art von « erfolgt falls gilt:

T, by ) € Ko = (—00, 27! (a/2)] U (@71 (1 — @/2,) 00) (3.25)

Dieser Test ist dquivalent zu einem Test mit der Testgrosse p, und dem Ablehn-
bereich

Ka = [07 Ka/2 (7Tr7 Qr)] U (Kl—a/Q <7Tr7 Qr) ’ 1} (326>

Wobei diesmal folgende Bezeichnungen gelten:

oo (5o 01) i @ (@—1 (@) /1 —553 L P! (m)) (327)

Wie zu Beginn bereits erwahnt stellt das Einfaktor-Modell nur einen Spezialfall
des Mehrfaktor-Modells dar. Wéhlt man im Mehrfaktormodell Z eindimensional
und w, = /o, sowie & = /1 — o, erhélt man das Einfaktor-Modell. Mit die-
ser Parameterwahl sind die Tests aus Abschnitt(3.3) identisch mit den Tests aus
Abschnitt(3.2) In die Berechnung des Ablehnbereiches K, gehen jedoch sowohl
beim einseitigen als auch beim zweiseitigen Test nur die Assetkorrelation inner-
halb eines Portfolios g, bzw. p,, die geschéatzte Ausfallwahrscheinlichkeit 7, sowie
das Testniveau a ein. Die genaue Wahl von w, und Z, einschlieflich der Dimen-
sion von Z, haben keinen direkten Einfluf auf den Ablehnbereich. Fiir den Test
sind also keine genauen Informationen {iber diese Parameter erforderlich, solange
die Assetkorrelation bekannt ist. Dies bedeutet insbesondere, dass fiir ein Teil-
portfolio im Mehrfaktor-Modell sowie ein Teilportfolio im Einfaktor-Modell bei
gleicher Assetkorrellation fiir einen Test mit Niveau o auf Basis der Ausfallquote
die exakt identischen Ablehnbereiche verwendet werden.

Fiir einen in der Praxis durchgefiihrten Test bedeutet dies, dass fiir den Test In-
formationen iiber die exakte Modellierung nicht notwendig sind, solange die oben
aufgefiihrten Parameter bekannt sind. Diese Parameter werden aber im Allgemei-
nen unabhéngig vom jeweiligen Kreditrisikomodell geschétzt. Fiir praktische Be-
rechnungen kann man sich also weitestgehend auf das einfacher zu handhabende
Einfaktor-Modell beschranken, was die in dieser Arbeit vorgenommene seperate
Betrachtung rechtfertigt.

3wie im vorherigen Abschnitt erwahnt, gilt dies natiirlich auch fiir den einseitigen Test
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3.4 Analyse der vorgestellten Tests

In diesem Abschnitt erfolgt eine testtheoretische Analyse der Tests im Mehrfaktor-
Modell. Eine solche Analyse ist natiirlich auch fiir das Einfaktor-Modell moglich,
da dieses aber nur ein Spezialfall des Mehrfaktor-Modells ist, gelten alle Aussagen
auch in diesem Fall.

3.4.1 Einseitiger Test

An dieser Stelle wird nun zunédchst der einseitige Test auf Basis der Teststatistik

T, (pr, ™) ndher untersucht. Als erstes wird formal gezeigt, dass der vorgeschla-
gene Test auch als ein Test der Hypothesen

Ho: pr <m. gegen Hi: p, >, (3.28)

aufgefasst werden kann, und auch in diesem Fall asymptotisch ein Niveau von
« hat. Hierzu werden die oben formulierten Hypothesen formalisiert. Es gilt:

Ho = [0,7:], Hi = (7, 1]. Um die Behauptung zu zeigen, wird als erstes die
asymptotische Giitefunktion? des Tests bestimmt.
G(p) = lim P (T, () € Kalpr)

T(I)il A?" _(I)il r —
- n}.iinoop<€ (\p/l)_igg ) 1(1—a)lpr>

— lim P (pr >0 ( 1-go7(1—a)+ 07 (m)> |pr>

Ny —00 fr

= lim P(p, > Blp,)
= lim (1 - P (ﬁr < B) ‘pr)

Ny —00

— 1-P(g.(%) < Blp,)
e (srcbl (B) -~ @ m)
Vi-¢
e ( - o' (1 —3)1;22—1 (m,) — (pr)> (3.29)

Hierbei ist B wie folgt definiert:

B ( 1— 29! (1€— a) 4+ ¢! (m)>

4 Asymptotisch bedeutet in diesem Zusammenhang, dass die Verteilung der Teststatistik fiir
unendlich viele Kredite im Portfolio bestimmt wird, die asymptotische Giitefunktion ergibt sich
aus der asymptotischen Verteilung der Teststatistik

(3.30)
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Um nachzuweisen, dass der Test ein asymptotisches Niveau von «a hat, ist zu
zeigen:

G(p,) < a firalle p, <m, (3.31)

Sei p, < 7., dann gilt:

Gp) = 1—c1>< 1_53‘1’_1(1—@)141@;‘1(7@)—<I>—1(pr)>
< 1_@< 1—€?¢‘1<1—a>1+_<1§>2—1<m—cb—l(m))

= «

Der Ungleichung gilt, da p, < m, und ®~! eine (streng) monoton steigende Funk-
tion ist.
Hieraus folgt ebenfalls

G (m) = «,

und somit ein asymptotischer Umfang von « fiir diesen Test. Bisher konzentrierte
sich die Betrachtung und Analyse der Tests auf den Fehler 1.Art, also ein korrek-
tes Modell abzulehnen. Im Folgenden wird das Augenmerk auf den Fehler 2.Art,
ein nicht adaquates Modell zu akzeptieren, gerichtet. Ein Test mit einem geringen
Umfang oder Niveau bietet eine hohe Sicherheit dafiir, das ein Modell, das ab-
gelehnt wird, auch wirklich nicht adaquat ist. Er 1aft keinen Schlufs dariiber zu,
ob ein Modell, das nicht abgelehnt wird, auch wirklich die Anforderungen erfiillt.
Eine erste Figenschaft, die mit dem Blick auf den Fehler 2.Art gepriift werden
kann, ist die Unverfalschtheit des Tests.

Die hier vorgestellten einseitigen Tests sind asymptotisch unverfilscht, das heifst
es gilt:

G (p;) > a fir alle p, > 7, (3.32)
Beweis:  Es gelte die Alternativhyphothese Hy, also p, > 7., dann folgt:

[—20 ' (1—a)+d " (1) — ! <pr>)

G<pr) = 1—@( \/1_753

Mit A := &~ (1,) — &~ (p,) gilt: A < 0 da die Alternatinhypothese H; gilt.

1 1-&011—-a)+A
N V1-¢

N 1_@< 1—sz<1>—1<1—a>>

V1=&
= 1-(1-a)

= @
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O
Aus der asymptotischen Unverfélschtheit erhélt man also, wie bereits erwéhnt,
eine erste obere Schranke fiir den Fehler 2.Art von 1 — . Da « als Fehler 1.Art
aber in der Regel sehr klein gewéhlt wird (0,1%; 1% oder 5%) ist diese Grenze
fiir den Fehler 2.Art so grof, dass sich keine sinnvollen Aussagen daraus ab-
leiten lassen. Ein falsches Modell wird von diesem Test unter Umstdnden mit
einer Wahrscheinlichkeit von 95% oder mehr nicht erkannt. Dies ist aus prakti-
scher Sicht, zum Beispiel fiir die Bankenaufsicht sehr unbefriedigend, da es auf
Grundlage dieses Tests kaum moglich ist, Aussagen dariiber zu treffen, ob ein
Kreditrisikomodell wirklich addquat ist.
Aus dem Beweis geht allerdings auch hervor, dass der Fehler 2.Art mit grofer
werdenden Modellfehler® kleiner wird, da A mit groRerem Modellfehler wichst.Es
stellt sich nun also die Frage, inwieweit sich dieser Test modifizieren ldsst, um eine
Moglichkeit zu bieten, auch den Fehler 2.Art sinnvoll zu begrenzen. Eine Mog-
lichkeit ist, sich auf Modellfehler zu konzentrieren, die einen bestimmten Wert
iiberschreiten.
Im néchsten Kapitel wird ein Test konstruiert, der solche Modellfehler mit einer
vorgegebenen Wahrscheinlichkeit erkennt.

3.4.2 Zweiseitiger Test

Die formalisierten Hypothesen des zweiseitigen Test lauten:
Ho ={m} gegen H; = (—o0,m) U (m,,0) (3.33)

Die Nullhypothese besteht also nur aus einem Punkt. Analysiert wird nun der
Test basierend auf der Teststatistik 7} (p,, 7,) mit den entsprechenden Ablehn-
bereichen aus Abschnitt(3.3.2). Fiir die Giitefunktion gilt:

G(p) = lim P (T, (prm) € Kalp,)

Ny —00

— 1+0 (cbl (/) 1=+ ¢ (n,) — 2 (pr))
V1-¢
— (q)l (1-a/2)y1- f?jg;bl (m) — @ (pr)> (3.34)

Hieraus folgt:
G(m) =« (3.35)

und somit ein asymptotischer Umfang von «, da die Nullhypothese nur aus einem
Punkt besteht.

Sunter dem Modellfehler wird hier die Abweichung der prognostizierten Ausfallwahrschein-
lichkeit 7, von der wahren Ausfallwahrscheinlichkeit p, verstanden
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3.5 Simultaner Test mehrerer Ausfallwahrschein-
lichkeiten

In den bisher vorgestellten Tests wurde die Ausfallwahrscheinlichkeit eines Teil-
portfolios jeweils isoliert getestet. Es ist auch moglich die Ausfallwahrscheinlich-
keiten mehrerer Teilportfolios simultan zu testen.

Im Folgenden werden die Ausfallwahrscheinlichkeiten von R Teilportfolios mit
jeweils n, Krediten simultan getestet, die Hypothesen fiir den einseitigen Test
lauten dann:

Ho: p1=m1,...,pr=7r gegen Hy: Ire{l,..., R} mitp,. > m (3.36)

Der folgende Test® fiir das Einfaktor-Modell basiert auf einer von T, (p,, 7,.) ab-
geleiteten Teststatistik. Hierzu definiere die Teststatistik

T, (ﬁra Wr)maoc = EIIllaXR T, (ﬁra 7Tr) (337)

Unter der Nullhypothese H, gilt:
Ty (Prs ) maw ~ Neo,py fiir n, — oo fiir aller =1,... R (3.38)
Beweis:  Sei x € IR beliebig, n, — oo fiir aller =1,..., R.

P (L (Dry M) ppae < 2|Ho) = P(Th(p1,m) <z,...,Tr (Pr, 7r) < [Ho)

- P(gl(Z)g@(x\/Q_\l/g(p”),...,

O

Ein einseitiger Test zum Niveau « kann also analog zum einseitigen Test einer
Ausfallwahrscheinlichkeit durchgefiihrt werden, indem H, abgelehnt wird, falls

TT‘ (ﬁm ﬂr)max > (1)_1 (]— - OZ) (339)
Ein simultaner zweiseitiger Test, also ein Test der Hypothesen

Ho: pr=m1,...,pr =7r gegen Hp: Ire{l,..., R} mitp, # m. (3.40)

6Diese Tests werden von Stefan Huschens in [1] vorgeschlagen
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durchgefiihrt werden. Die Teststatistik

R
1 9 .
T = 7 ;:1 T (pr, ) (3.41)
ist unter Hy und der zuséztlichen Bedingung n, — oo fir r = 1,..., R wegen

(3.38) asymptotisch y?-verteilt mit einem Freiheitsgrad. Ein Test zum Niveau a
kann also durchgefiihrt werden indem H, abgelehnt wird falls T grofler als das
1 — o Quantil einer x2-Verteilung mit einem Freiheitsgrad wird.

3.6 Binomialtest fiir unabhangige Kredite

Einen Sonderfall fiir das Backtesting einer Ausfallwahrscheinlichkeit stellt der Fall
von unabhéngigen homogenen Krediten in einem Teilportfolio dar. Im Bezug auf
die mathematische Behandlung ist dies wie bereits im zweiten Kapitel angespro-
chen der einfachste Fall, er wird jedoch in den meisten Situationen der Realitét
nicht gerecht.

Im Fall des CreditMetrics Modells bedeuten unabhéngige Kredite im r-ten Teil-
portfolio o, = 0 im Einfaktor-Modell bzw. w, = 0 im Mehrfaktor-Modell. Wird
von unabhéngigen Krediten ausgegangen spielt die spezielle Modellierung durch
ein bestimmtes Kreditrisikomodell fiir das Backtesting keine Rolle, wenn nur der
Zustand Ausfall oder Nicht-Ausfall interessiert und Ratingdnderungen ausser-
halb der Betrachtung liegen. Sei X,; wiederum die Zufallsvariable die Ausfall
bzw. Nicht-Ausfall des i-ten Kredites im Teilportfolio beschreibt.

Y. _ { 1 bei Ausfall des i-ten Kredites

0 bei Nicht-Ausfall des i-ten Kredites (3.42)

Weiterhin sei p, die homogene Ausfallwahrscheinlichkeit aller Kredite im Teil-
portfolio. Damit folgt, dass gilt:

Xm' ~ B(l,pr) nd 1= 1, oo,y (343)

Diese Verteilung der X,; ist unabhéngig von der genauen Modellierung, da ei-
ne Verteilung auf {0,1} durch die Wahrscheinlichkeit mit der 1 bzw. 0 auftritt
eindeutig bestimmt ist. Im Fall von unabhéngigen Krediten gehen auch keine mo-
dellspezifischen Abhéngigkeitsstrukturen die die gemeinsame Verteilung der X,;
beeinflussen in die Berechnungen ein.

Fiir die Anzahl der Ausfalle A, im r-ten Teilportfolio gilt also:

Ar= Xei ~ Bluy) (3.44)
i=1
A, bildet somit auch eine geeignete Teststatistik fiir den Test der geschétzten
Ausfallwahrscheinlichkeit 7, auf Basis der Hypothesen

Ho =[0,7.] gegen H;= (7, 1] (3.45)
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In einem ersten Schritt ist nun ein Ablehnbereich fiir einen Test mit Niveau o zu
konstruieren. Mit dem Ablehnbereich

K, = (Ka,n;] (3.46)

Mit
Ko = arg max {ZO Bin,pi) (i) < 1= a} (3.47)
j:

erhalt man einen solchen Test.
Einen zweiseitigen Test zum Niveau « erhélt man durch den Ablehnbereich

Ka = |:07 K'a/Z} U (Kflfoc/Qa n?“} (348)

mit ka2 SOWie K1_q/2 analog zu (3.5).

Dieser Test wird aktuell beim Backtesting von Marktrisikomodellen eingesetzt.
Auch in diesem Fall ist die Annahme von unabhéngigen Renditen eines Portfo-
lios iiber die Zeit nicht unumstritten, in der Praxis hat sich dieser Test jedoch
bewéahrt. Im Fall von Kreditrisikomodellen scheint dieser Test jedoch aus den be-
reits beschriebenen Griinden nicht addquat, so dass er in diesem Zusammenhang
in der Zukunft keine grofse Rolle spielen diirfte.



Kapitel 4

Zonenansatz fur
Kreditrisikomodelle

Ziel ist es, einen Test zu konstruieren, der einen Fehler 1.Art von « einhélt und
gleichzeitig ein Modell mit einem Modellfehler p,.—m, oberhalb einer vorgegebenen
Schranke ¢ mit einer Wahrscheinlichkeit groffer oder gleich 1 — 3 erkennt. Die
Schranke ¢ wird als grofser null angenommen, so das dieser Test auch einseitig auf
eine Unterschatzung des Risikos testet.

4.1 Zonenansatz im Einfaktor-Modell

4.1.1 Konstruktion des Tests

Der nun vorgestellte Test basiert weiterhin auf der Teststatistik 7). (p,, ), der
Ablehnbereich K, wird so modifiziert, das obige Bedingungen eingehalten werden.
Falls p, — m. > c gilt, soll die Teststatistik mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 1 — 3 im Ablehnbereich K, 5 liegen. Im Grenzfall p, — 7, = ¢ soll die
Ablehnwahrscheinlichkeit genau 1 — 3 betragen, also

lim P (T, (py,m) > 718lpr — M =¢)=1—0 (4.1)
wobei 75 die untere Grenze des Ablehnbereichs bezeichnet. Erfiillt 75 (5.1) gilt
automatisch auch:

lim P (T, (p,,m) > 18lpy — 1 >¢c) >1—-0 (4.2)
Beweis:  Folgt direkt aus dem Beweis von (3.32), da A umso grofer wird, je
grofer die Abweichung der wahren Ausfallwahrscheinlichkeit p, von der progno-
stizierten Wahrscheinlichkeit 7, wird.

O

41
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Die Bestimmung eines geeigneten 75 kann also mit Hilfe der Gleichung (5.1) er-
folgen. Eine Berechnung der linken Seite von (5.1) ergibt! (mit p, = 7, + ¢):

VorTs+ @ (m) = B (m, + c>>
Vor

lim P (T, (py,m) > 18lpy — 71 =¢)=1— (

Ny —00

Insgesamt kann nun die Berechnung von 73 erfolgen:

B VorTp + @7 (m) =@ (m o)) B

= Ve )=1-0

Vormg+ 7 (1) — &

@CD( N

O (B) o+ (m +¢) =7 (m,)
\/E

Wiéhlt man den Ablehnbereich nun als das Intervall (75, 00) ist sind die Bedin-
gungen (5.1) und (5.2) offensichtlich erfiillt. Es ist jedoch nicht mehr gewéhrleis-
tet, dass der Fehler 1.Art durch o begrenzt ist, da 75 im Allgemeinen nicht mit
®~! (1 — ) iibereinstimmen wird. Ein Fehler 1.Art von hochstens o war jedoch
eine zentrale Anforderung an den Test. Eine Losung besteht hier in einer Unter-
teilung des Ablehnbereiches in drei Zonen?. Die erste Zone (die griine Zone) wird
durch das Intervall (0, 73] bestimmt. Fllt die Teststatistik in diese Zone wird das
Modell ohne Einschrankungen akzeptiert. Hierdurch ist gewéhrleistet, dass ein
Modell mit einem Modellfehler grofser als ¢ nur mit einer Wahrscheinlichkeit von
0 akzeptiert wird. Der Fehler 2.Art ist also unter gewissen Umsténden, dass heifs
bei grofsen Modellfehlern, kontrolliert. Die dritte Zone wird durch den Ablehnbe-
reich (&~ (1 — a),00) des nicht-modifizierten Tests aus dem vorherigen Kapitel
festgelegt. Fallt die Teststatistik in diese Zone wird das Modell abgelehnt. Der
Fehler 1.Art ist hierbei offensichtlich durch « beschrénkt.

Fiir die zweite Zone (die gelbe Zone) sind jetzt mehrere Félle zu unterscheiden.

Lo '(1—a)>7s
Die gelbe Zone ist in diesem Fall das Intervall [75, @7 (1 — ). In dieser
Zone sind keine Aussagen mit den vorgegebenen Fehlerwahrscheinlichkeiten
zu treffen. Das Modell kann also weder auf einer sicheren Basis akzeptiert
noch verworfen werden.

=

Wm+@>

= T =

2. 0711 —a)=15
Diese Konstellation stellt den Idealfall fiir den vorgestellten Test dar. Die
griine und die rote Zone schlieffen direkt aneinander an, fiir jede Realisation
der Testgrofse ldsst sich eine abgesicherte Entscheidung treffen.

lsiehe Beweis zu (3.32)
2dieser Ansatz ist an einen von Biihler in [2] vorgeschlagenen Test angelehnt. Hierbei werden
allerdings simulierte Verteilungen anstatt einer asymptotischen Verteilung verwendet
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3. 07 (1—a)<T;
In diesem Fall iiberschneiden sich die rote und die griine Zone. Auch hier
fallt die gelbe Zone weg, es stellt sich jedoch die Frage, wie in der Schnitt-
menge der beiden {ibrigen Zonen verfahren wird. Eine Moglichkeit besteht
darin, sie einer der beiden Zonen zuzuschlagen, und so eine dhnliche Situa-
tion wie beim zweiten Fall zu erhalten. Allerdings kann man bei so einem

Vorgehen nur noch eine der beiden Fehlerwahrscheinlichkeiten, den Fehler
1.Art oder den Fehler 2.Art, einhalten.

Bei festgelegten Fehlern 1. und 2.Art lésst sich die Gestalt der gelben Zone noch
durch die Wahl von ¢ beeinflussen. Hier ist fiir den Test eine grundsétzliche Frage
beziiglich der Bedeutung von ¢ zu treffen. Entweder wird ¢ aus der 6konomischen
Uberlegungen heraus bestimmt, welcher Modellfehler fiir das Insolvenzrisiko noch
als akzeptabel anzusehen ist, oder es wird gezielt so gewahlt, dass man fiir den
Test nach Moglichkeit die zweite Konstellation erhélt. Dieser Ansatz verfolgt eher
das Ziel den Test zu optimieren, und klare Entscheidungsregeln zu erhalten.
Der hier vorgestellte Test lésst sich aus testtheoretischer Sicht auch als einen
Kombination von zwei verschiedenen Test interpretieren. Als erstes wird der ein-
seitige Test basierend auf der Teststatistik 7). (p,, m.) durchgefiihrt, also

Ho: p,=m. gegen Hi: p, > 7, (4.3)

zum Niveau « getestet. Anschlieffend wird ein weiterer Test folgender Hypothesen
zum Niveau 3 durchgefiihrt:

Ho: pr>m+c gegen Hi: p. <7 +c (4.4)

Wird H, akzeptiert und H{; verworfen wird das Modell in die griine Zone einge-
stuft. Wird lediglich ‘H, akzeptiert, aber H{ kann nicht verworfen werden erfolgt
eine Einstufung in die gelbe Zone. Eine Einstufung in die rote Zone wird vor-
genommen falls Hy nicht akzeptiert wird unabhéngig vom Ausgang des zweiten
Tests.

4.1.2 Testzonen fiir ausgewahlte Situationen

In diesem Abschnitt werden fiir einige ausgewéhlte Situationen die sich ergeben-
den Testzonen errechnet. Tritt der dritte beschriebene Fall ein, also eine Uber-
schneidung der griinen und der roten Zone , wird der Schnitt der roten Zone
zugeschlagen. Der Fehler 1.Art ist so also auch in dieser Konstellation durch «
beschrankt.

Bei gegebener Korrelation hiangt der Wert der Teststatistik T, (p,, 7,) eindeutig
vom Wert der Ausfallquote p, ab. Um einen Eindruck der Testzonen zu erhalten
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werden im Folgenden die Zonengrenzen auf Basis der Ausfallquoten angegeben,
da der Wert der Teststatistik 7). (p,, 7,) auf den ersten Blick wenig Aussagekraft
hat, da es sich dabei um einen mathematischen Kunstgriff handelt, der die Ana-
lyse vereinfacht. Eine 6konomische interpretierbare Grofe ist er im Vergleich zur
Ausfallquote nicht.

Der Ablehnbereich, die rote Zone, entspricht auch in diesem Test dem Ablehnbe-
reich K, des einfachen Tests aus dem dritten Kapitel. Im Beweis (3.13) erfolgte
hier bereits eine Berechnung der Ausfallquote, oberhalb der das Modell bei ei-
nem Test basierend auf T, (p,, 7,.) abgelehnt wird. Diese Ausfallquote k., ist als
Untergrenze der roten Zone zu interpretieren. Es gilt (vgl. (3.13)):

B Vot (1—a)+ o (7,)
Ko = @ ( Nie=r ) (4.5)

Eine Umrechnung der oberen Grenze der griinen Zone ergibt:

T (o) < 75 & Ve~ (o)~ (m) 2 (B)yer+@ ! (mrte) =@ ()

epmreimeg
1 /A or Trtc
< o (p,) g‘l(ﬂ)f J;/q}_—lg(r o
~ or Tr+c
Sp <P < N >

Als erstes wird die Berechnung fiir ein Teilportfolio mit einer internen Korrelation
o, von 0.3 und 7, = 0.01 sowie verschiedene ¢ durchgefiihrt. Die Fehler 1. und
2.Art o« und (3 betragen jeweils 1% In der folgenden Tabelle sind die Ergebnisse
zusammengefasst.

¢ | griine Zone gelbe Zone rote Zone
5% | 10,0.0361%) | [0.0361%,10.4275%) | [10.4275%, 100%
4% | [0,0.0243%) | [0.0243%, 10.4275%) | [10.4275%, 100%
3% | [0,0.0150%) | [0.0150%, 10.4275%) | [10.4275%, 100%]

Tabelle 4.2: Zonen bei Variation von ¢

Diese Tabelle zeigt, dass fiir ein Niveau des Fehlers 2.Art 8 von 1% die griine
Zone schon bei einer relativ groffen Wahl von ¢ im Bereich von 5% sehr schmal
wird.Ein noch gréferes c ist nicht sinnvoll, da der Aussagegehalt des Testes dann
nicht mehr signifikant besser wére als der einfache Test aus Kapitel 4. Auf die
rote Zone hat die Wahl von ¢ keinen Einfluf, also wird in dieser Konstellation
die gelbe Zone sehr breit, was aus Sicht der Entscheidungsfindung unerwiinscht
ist. Eine Moglichkeit die gelbe Zone zu verkiirzen bestiinde in der Absenkung
der unteren Grenze der roten Zone k,. Dies wéare durch eine Vergroferung von
a moglich. Diese Mafnahme wiirde jedoch zu einem wesentlich strengeren Test
fithren, als es zum Beispiel bei der Validiereung von Marktrisikomodellen mit dem
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aufsichtsrechtlichen Zonenansatz durchgefiihrt wird. Da hier ein Niveau von 1%
verwendet wird, ist es sicherlich sinnvoll im Rahmen einer einheitlichen Handha-
bung dies auch auf die Validierung von Kreditrisikomodellen zu iibertragen. Ein
zu strenger Test, der mit einer grofseren Gefahr verbunden ist ein richtiges Modell
abzulehen, liegt weder im Interesse der Banken noch der Bankenaufsicht, deren
in Basel II formuliertes Ziel es ja gerade ist, den Einsatz von internen Modellen
zu fordern. Da eine Einstufung in die rote Zone und die damit verbundene Ab-
lehnung des Modells zu einer Riickkehr zu den Standardverfahren fiihrt, ist ein
zu strenger Test also nicht sinnvoll.

Da o, und 7, fiir den Test vorgeben sind, bleibt als einziger Parameter der noch
angepafst werden kann (3. Das bisher verwendete Niveau fiir 8 von 1% ist relativ
streng. Die folgende Tabelle zeigt die Zonen bei unterschiedlicher Wahl von 3 und
¢ und ansonsten unverédnderten Parametern im Vergleich zu oben.

c 16} griine Zone gelbe Zone rote Zone
1% | 5% | (0,0.0207%] | [0.0207%, 10,4275%) | [10.4275%, 100%)
2% | 5% | (0,0.0442%)] | [0.0442%,10,4275%) | [10.4275%, 100%
3% | 5% | (0,0.0764%] | [0.0764%, 10,4275%) | [10.4275%, 100%
4% | 5% | (0,0.1172%] | [0.1172%, 10,4275%) | [10.4275%, 100%)

( )
( )

5% | 5% | (0,0.1667%] | [0.1667%, 10,4275%) | [10.4275%, 100%)
5% | 10% | (0,0.3495%] | [0.3495%, 10,4275%) | [10.4275%, 100%)

Tabelle 4.4: Zonen bei Variation von ¢ und 3

Eine noch grofsziigerige Wahl von ¢ und g als in der letzten Zeile ist sicherlich
nicht mehr sinnvoll. Das Problem der schmalen griinen Zone sowie einer dem-
zufolge breiten gelben Zone lédsst sich innerhalb dieses Tests also nicht 16sen. Es
sind also geeignete Entscheidungsregeln fiir die gelbe Zone zu definieren. Diese
konnten ebenfalls aus dem aufsichtsrechtlichen Zonenansatz zur Validierung von
Marktrisikomodellen iibernommen werden. So besteht zum Beispiel die Moglich-
keit die gelbe Zone weiter zu unterteilen. Bei einer Einstufung in die gelbe Zone
konnte dann, je nach Lage innerhalb dieser Zone, ein Zuschlag auf die auf Grund-
lage des Modells berechnete Eigenmittelhinterlegung erfolgen.

Es bleibt noch die Wirkung der vom Test nicht zu beeinflussenden Grofsen 7, und
o, auf die Zonen zu untersuchen. Im Folgenden werden ¢ und 3 jeweils als 5%
gewahlt. Diese Grofsenordnung ist intuitiv sinnvoll und hat bei einer in der Rea-
litdt relevanten Wahl von o, = 0.3 zu relativ guten Ergebnissen gefiihrt. 7, und
a bleiben jeweils 1%. Zunédchst werden die Zonen fiir verschiedene g, bestimmt.

Die Ergebnisse fiir g, = 0.3 sind Tabelle 5.2 zu entnehmen. Fiir o > 0.5 wird 75
verschwindent klein, so dass es praktisch keine griine Zone mehr gibt. Insgesamt
lasst sich aber feststellen, das umso bessere Ergebnisse erzielt werden konnen, je
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o, | griine Zone gelbe Zone rote Zone
0.1 | [0,1.4365%) | [1.4365%,4.6800%) | [4.6800%, 100%]
0.2 | [0,0.5228%) | [0.5228%, 7.5251%) | [7.5251%, 100%]

Tabelle 4.6: Zonen bei Variation von o,

geringer die Abhéngigkeit im Teilportfolio ist.

Als letzter Parameter bleibt die geschétzte Ausfallwahrscheinlichkeit 7, zu un-
tersuchen. Bisher wurde diese mit 1% immer relativ niedrig angesetzt, es ist
zu hoffen, das fiir hohere geschitzte Ausfallwahrscheinlichkeiten die griine Zo-
ne wesentlich breiter wird. Die Testparameter bleiben zunéchst unverandert also
G =c¢=5%und a = 1%. Die folgende Tabelle enthélt die Zonen fiir verschiedene
m, wobei o, wieder 0.3 betragt.

T | griine Zone gelbe Zone rote Zone
2% 1[0,0.2251%) | [0.2251%, 17.5734%) | [17.5734%, 100%]
5% | [0,0.4546%) | [0.4546%, 32.8874%) | [32.8874%, 100%]
7% |10,0.6547%) | [0.6547%,40.4795%) | [40.4795%, 100%
10% | [0,1.0290%) | [1.0290%,49.6491%) | [49.6491%, 100%]

Tabelle 4.8: Zonen bei Variation von ,

In dieser Tabelle wird deutlich, dass es bei hoheren Ausfallwahrscheinlichkeiten
zwar zu einer Verbreiterung der griinen Zone kommt, die untere Grenze der ro-
ten Zone erhoht sich jedoch weit {iberproportional. Ein Test von geschétzten
Ausfallwahrscheinlichkeiten von mehr als 5% ist hochst problematisch, da noch
Ausfallquoten von iiber 40% akzeptiert werden miissen. Diese Quote wird in der
Realitét aber in keinem Teilportfolio erreicht werden.

Im Standardansatz der von Baselll vorgeschlagen wird, werden Assetkorrelatio-
nen im Bereich kleiner als 0.3 verwendet. Die in der Realitdt beobachteten Kor-
relationen liegen ebenfalls in diesem Bereich. Fiir die Praxis relevant sind also
insbesondere diese Konstellationen, so dass es sich lohnt, hier genauere Untersu-
chungen durchzufiihren.

In der folgenden Tabelle werden die Testzonen fiir Assetkorrelationen 0.01, 0.1
und 0.2 fiir verschiedene Ausfallwahrscheinlichkeiten angegeben. Die wiahlbaren
Parameter o, 3 und ¢ werden wie folgt gewéhlt: o = 1%, 8 = 5% und ¢ = 1%.
In den mit einem Stern gekennzeichneten Zeilen iiberschneiden sich die griine und
die rote Zone.
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O T griine Zone gelbe Zone rote Zone

0.01% | [0,0.0358%) | [0.0358%,1.0958%) | [1.0958%,100%]
0.2 1% | 10,0.0009%) | [0.0909%,7.5251%) | [7.5251%, 100%)]
10% | [0,1.4128%) | [1.4128%,39.3717%) | [39.3717%, 100%]
0.01% | [0,0.1526%) | [0.1526%,0.6533%) | [0.6533%, 100%)]
0.1 1% | 10,0.3333%) | [0.3333%,4.6797%) | [4.6797%,100%]
10% | [0,3.2799%) | [3.2799%, 28.2502%) | [28.2502%, 100%]

0.01% | [0,0.2039%) — [0.2039%, 100%] | *
001 1% |[0,1.2893%) | [1.2893%,1.7678%) | [1.7678%, 100%)]
10% | [0,8.1053%) | [8.1053%, 14.5895%) | [14.5895%, 100%]

Tabelle 4.10: Zonen bei geringen Korrelationen

Die Ergebnisse der Untersuchungen in diesem Abschnitt lassen sich also wie
folgt zusammenfassen:

1. Die gelbe Zone wird umso schmaler je geringer die Abhéngigkeit im Teil-
portfolio bei ansonsten unverénderten Parametern ist. Eine breite gelbe
Zone, die sich bei héheren Abhéangigkeiten ergibt muss aber an sich noch
kein Problem sein. Hier kommt es darauf an geeignete Entscheidungsregeln
zu finden. Im Fall von geringen Abhéngigkeiten sind die Ergebnisse aber
fiir den praktischen Einsatz gut geeignet

2. Die griine Zone wird in nahezu jeder Konstellation sehr schmal. Die obere
Grenze ist nie wesentlich grofer als 1%. Hierbei mufs allerdings beachtet
werden, dass der hier vorgestellte Test auf asymptotischen Verteilungen be-
ruht. Er ist also fiir sehr grofe (Teil)-Portfolios geeignet. In diesen Portfolios
wird auch in der Realitit die Ausfallquote sehr niedrig und iiber die Zeit
betrachtet sehr stabil sein.

4.2 Zonenansatz im Mehrfaktormodell

4.2.1 Konstruktion des Tests

Wie im vorherigen Kapitel gezeigt wurde, ist es auch im Mehrfaktor-Modell mog-
lich, die Ausfallquote in eine A/'(Oyl)-verteilte Grofe zu transformieren und aus
dieser eine unter der Nullhypothese N 1)-verteilte Teststatistik zu generieren.
Fir diese Teststatistik TT (py, ) lésst sich dann der gleiche Zonenansatz anwen-
den wie im Einfaktor-Modell fiir die Teststatistik T (p,, 7,), lediglich 75 muf den
Vorraussetzungen des Mehrfaktormodells angepafst werden, so dass gilt:

lim P <Tr (Pr, mp) > T8|lDr — T, = c> =1-7 (4.6)

Ny —00
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Aus dieser Forderung folgt analog zum Einfaktor-Modell:
(B VI-+ 2 (M +c) -7 ()
T8 = \/1_752 (47)

Mit dieser Wahl von 73 konnen jetzt die Zonen aus dem Test des Einfaktormodells
verwendet werden, und so ein Test mit denselben Eigenschaften erhalten werden.

Eine erneute Bestimmung der Testzonen fiir das Mehrfaktor-Modell ist auch fiir
den Zonenansatz nicht notwendig, da die Dimension von Z und die genaue Wahl
von w, flir die Testzonen keine Rolle spielen, und wiederum lediglich iiber die As-
setkorrelation eingehen. Fiir ein Mehrfaktor-Modell gelten dieselben Testzonen
wie fiir das Einfaktor-Modell mit entsprechender Assetkorrelation.



Kapitel 5

Simulationstudie

Da der hier vorgestellte Test auf einer asymptotischen Verteilung beruht, stellt
sich die Frage, wie grofs ein Teilportfolio gewahlt werden muf damit der Test
sinnvoll eingesetzt werden kann. Es ist also einer untere Grenze fiir die Grofe ei-
nes Teilportfolios zu finden, so dass oberhalb dieser Grenze die Ausfallquote des
Portfolios wirklich (ndherungsweise) wie die asymptotische Verteilung verteilt ist.
Bei Giiltigkeit der Nullhypothese 7, = p, ist diese wie gezeigt asymptotisch wie
gr (Z) verteilt. Untersucht wird nun die Frage, wie die Verteilung von p, bei Giil-
tigkeit der Nullhypothese aber endlicher Portfoliogrofte aussieht. In diesem Fall
ist die Verteilung nicht mehr analytisch berechenbar sondern nur noch durch Si-
mulation zu approximieren.

Die Simulation der Daten eines Teilportfolios im Einfaktor-Modell erfolgt wie
folgt:

1. Es wird eine Mg 1)-verteilte Zufallszahl als Realisation von Z gezogen.

2. Es wird fiir jeden Kredit im Portfolio eine N 1)-verteilte Zufallszahl als
Realisation von U,; firt=1...n

3. Aus den simulierten Daten werden Realisation der B,; gewonnen. Aus diesen
wird bestimmt, welche Kredite ausfallen und die Ausfallquote berechnet.

4. Das wird so oft wiederholt, wie Daten bendtigt werden

Die Simulation im Mehrfaktor-Modell verlauft in den Schritten zwei bis vier ana-
log zum Einfaktor-Modell, im ersten Schritt, der Simulation von Z miissen d
(Anzahl der makrodkonomischen Faktoren) korrelierte N 1y-verteilte Zufallszah-
len generiert werden. Hierzu wird in folgenden Schritten vorgegangen:

1. Es werden d N(g 1)-verteilte Zufallszahlen gezogen und diese zu einem Vektor
Z zusammengefasst.

49
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2. Dieser Vektor Z wird mit Varianz-Kovarianz-Matrix 3 des Modells multi-
pliziert

3. Die Komponenten des Vektors Z = £7 sind wie gewiinscht verteilt

Diese Simulation erfolgt mit Hilfe der Software ,R".

Mit diesen Daten konnen jetzt die Ausfallquoten berechnet und ihre empirische
Verteilungsfunktion bestimmt werden.

An dieser Stelle stellt sich nun die Frage, ob die asymptotische Verteilung in ,aus-
reichendem“Mafse mit der simulierten Verteilung iibereinstimmt.

Das eigentliche Ziel ist es, einen Test zum Niveau « fiir die geschéitzte Ausfallwahr-
scheinlichkeit in einem Teilportfolio mit n, homogenen Krediten zu konstruieren
und dabei die Ausfallquote p, als Teststatistik heranzuziehen. Fiir die Grenze des
Ablehnbereiches k, soll gelten:

P (pr > ka|Ho) = (5.1)

Da die Verteilung von p, aber nicht analytisch zu bestimmen ist wird x, mit Hilfe
der asymptotischen Verteilung bestimmt. Fiir x, gilt also:

P(gr(Z) > KalHo) = a (5.2)

aber im allgemeinen nicht (5.1). Eine Ablehnung des Modells erfolgt aber, wenn
fiir die realisierte Ausfallquote gilt:

Pr > Ka (5.3)

Dieser Test hat also, wenn er fiir ein Portfolio mit endlich vielen Krediten durch-
gefiihrt wird, nicht das Niveau a.

Im folgenden wird nun die Frage untersucht, wie weit das tatséchliche Testniveau
& von av abweicht. Hierbei bezeichnet Fi,,, die empirische Verteilungsfunktion der
simulierten Ausfallquoten. Da die ,echte‘Verteilungsfunktion nicht zu bestimmen
ist, ist Fi,,, die beste mogliche Schétzung, die fiir eine gegen unendlich strebende
Anzahl von Simulationen die wahre Verteilung beliebig genau approximiert. Es
gilt also

Fonp (&) = P (, < ) (5.4)

fiir eine sehr grofe Anzahl bzw. unendlich viele Simulationen.

Die folgenden Untersuchungen zielen darauf, festzustellen, ob bei einem Test auf
Basis der asymptotischen Verteilung und einem Test auf Basis einer durch Si-
mulationen gewonnen empirischen Verteilungsfunktion signifikante Unterschiede
bestehen. Sind die Abweichungen hier zu grof, mufs davon ausgegangen werden,
dass das betrachtete Portfolio zu klein ist, um den asymptotischen Test zu ver-
wenden. Da hier aber als Referenz eine auf endlich vielen Simulationen beruhende
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Verteilung verwendet wird, kénnen nur approximative Aussagen iiber die genaue,
wahre Abweichung von o und & getroffen werden. Die folgenden Berechnungen
gelten also strenggenommen nur, falls F,,,, aus unendlich vielen Simulationen ge-
wonnen wurde. Fiir die hier angestellten praktischen Untersuchungen wird aber
davon ausgegangen, dass (5.4) auch schon bei sehr vielen, etwa 100000, Simu-
lationen gilt. Fiir praktische Untersuchungen besteht zu diesem Vorgehen auch
keine Alternative.
Im Folgenden gelte die Nullhypothese H, sowie (5.2) fiir x,. Desweiteren wihle
je{l,...,n,.} so, dass gilt:

J < ko < J+1

N, n,

(5.5)

Dann gilt, da p, € {1/n,,2/n,...,n. — 1/n,, 1} :

P(p, < ka) = P(p€{1/ny,....5/n.})
= P(p, <j/ny)

Fiir das ,echte“Testniveau & gilt also:

& = 1—P(p, <ka)
= 1-P(j, <j/n,)
= 1= Femp (§/nr)

Unter diesen Voraussetzungen kann nun die Abweichung des tatsidchlichen Test-
niveaus & vom ,,gewiinschten“Testniveau bestimmt! werden:

la—al = for— (1= Femp (5/12))] (5.6)

Als zusétzliche Kennzahl fiir die Giite der Approximation durch die asymptotische
Verteilung kann schliefslich noch der ,Abstand“der asymptotischen Verteilung von
der wahren Verteilung, die hier wie bereits gesagt durch eine empirische Verteilung
geschétzt werden muf, bestimmt werden. Hierzu wird nun ein Abstandsbegriff fiir
Verteilungen eingefiihrt:

Definition 5.0.1 (Kolmogorov-Abstand) Seien G und F Verteilungsfunktio-
nen. Der Kolmogorov-Abstand von G und F wird definiert durch.:

d(F,G) :=sup |F (z) — G ()]

z€IR

lda Fepp nur aus endlich vielen Simulationen bestimmt werden kann, ist dieses Ergebnis
natiirlich nur als Approximation aufzufassen
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Da in dem hier untersuchten Fall jedoch eine diskrete Verteilung mit einer kon-
tinuierlichen verglichen werden soll, und obiger Abstand nicht ohne weiteres zu
bestimmen ist, wird hier ein vereinfachter Abstandsbegriff eingefiihrt.

Femp (i/1)] (5.7)

& (Fy, Fony) 1= masx |F, (ifn,) -
Dieser Abstandsbegriff deckt jedoch alle relevanten Punkte ab, da die empirische
Verteilung der Ausfallquote nur die Werte annehmen kann, iiber die hier das Ma-
ximum gebildet wird.
Im Folgenden werden nun die Ergebnisse der Simulationstudie im Einfaktor-
Modell fiir verschiedene Abhéangigkeiten, Ausfallwahrscheinlichkeiten und Port-
foliogrossen dargestellt. Die simulierten Verteilungen beruhen jeweils auf 200 000
Simulationen

Anzahl Kredite a=1% a=5% d*
& & — af & |6 — o
100 2.8275% 1.8275% | 11.7145% 6.7145% | 12.660%
500 1.2680% 0.2680% | 5.6190% 0.6190% | 15.340%
1000 1.1575% 0.1575% | 5.5490%  0.5490% | 8.662%
6000 1.0035% 0.0035% | 5.0880%  0.0880% | 1.563%

Tabelle 5.2: Vergleich der Verteilungen mit g, = 0.1 und 7, = 0.01

Anzahl Kredite a=1% a=5% d*
& & — o & & — af
100 1.4445% 0.4445% | 7.4640% 2.4640% | 7.794%
500 1.0930% 0.0930% | 5.5285% 0.5285% | 11.930%
1000 1.0690% 0.0690% | 5.2880% 0.2880% | 10.090%
6000 0.9925% 0.0075% | 5.0385% 0.0385% | 2.930%

Tabelle 5.4: Vergleich der Verteilungen mit g, = 0.2 und 7, = 0.01

Diese Simulationstudie macht deutlich, dass die Verwendung des asymptotischen
Tests ab einer Portfoliogrosse von 500 bis 1000 Krediten gerechtfertigt ist. Die
Abweichungen des gewiinschten vom tatsédchlichen Testniveau sind in allen un-
tersuchten Konstellationen in diesem Bereich so gering, dass sie vernachléssigt
werden konnen. In einem Portfolio mit 100 Krediten sind die Abweichungen zu
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Anzahl Kredite a=1% a=5% d*
o & — af & & — af
100 1.1820% 0.1820% | 5.6470% 0.6470% | 5.4590%
500 1.0185% 0.0185% | 5.0765% 0.0765% | 8.6700%
1000 1.0270% 0.0270% | 4.9905% 0.0095% | 8.7100%
6000 0.9475% 0.0525% | 4.9815% 0.0185% | 4.8400%

Tabelle 5.6: Vergleich der Verteilungen mit o, = 0.3 und 7, = 0.01

Anzahl Kredite a= 1% a=5% d*
& & — af & & — af
100 1.8756% 0.8756% | 7.4670% 2.4670% | 14.3200%
500 1.1370% 0.1370% | 5.5420% 0.5420% | 3.2970%
1000 1.0335% 0.0335% | 5.2565% 0.2565% | 1.5840%
6000 1.0145% 0.0145% | 5.0915% 0.0915% | 0.2963%

Tabelle 5.8: Vergleich der Verteilungen mit o, = 0.1 und 7, = 0.05

Anzahl Kredite a=1% a=5% d*
& & — af & & — af
100 1.3380% 0.3380% | 5.7250% 0.7250% | 13, 7000%
500 1.0595% 0.0595% | 5.1455% 0.1455% | 3.6840%
1000 1.0045% 0.0045% | 5.1475% 0.1475% | 2.0030%
6000 1.0250% 0.0250% | 5.0840% 0.0840% | 0.3320%

Tabelle 5.10: Vergleich der Verteilungen mit o, = 0.2 und 7, = 0.01
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grofs, um solche Tests sinnvoll einsetzen zu koénnen.

Es lésst sich feststellen, dass hohere Korrelationen tendenziell zu einer geringe-
ren Abweichung der Testniveaus fithren, bei den Verteilungsabstinden tritt dies
jedoch nicht auf. Auffillig ist jedoch, dass bei hoheren Korrelationen der Zu-
sammenhang von mehr Krediten im Portfolio und einer geringeren Abweichung
der Testniveaus sowie geringerer Verteilungsabstiande nur noch bedingt besteht.
Dies ist jedoch darauf zuriickzufiihren, dass bei groflen Portfolios grofsere simu-
lationsfehler entstehen. Eine hohe Korrelation verstéarkt diese noch, da sie den
Informationsgehalt der Daten reduziert. Es ist jedoch zu erwarten, das bei gro-
fseren Simulationsumfang dieser Zusammenhang wieder zu beobachten ist.

Eine hohere Ausfallwahrscheinlichkeit stabilisiert die beobachteten Ergebnisse er-
heblich. So sind die Verteilungsabstédnde und Abweichungen vom Testniveau bei
einer Ausfallwahrscheinlichkeit von 5% wesentlich geringer als bei einer Ausfall-
wahrscheinlichkeit von 1% bei gleicher Korrelation. Auch die Tendenz, dass bei
grofer werdenden Portfolios die Annéherung der Testniveaus und Verteilungs-
abstdnde besser wird, ist in diesem fall deutlich zu beobachten. Dies ist auf die
Tatsache zuriickzufiihren, dass in diesem Fall mehr Ausfille auftreten, und somit
das Verhaltnis Ausfille zu Nicht-Ausfillen ausgeglichener wird.

Insgesamt zeigen die Ergebnisse, das eine Verwendung dieser Test in der Praxis
fiir geniigend grosse Portfolios gerechtfertigt ist.



Kapitel 6

Tests in einem CreditRisk-- Modell

Ziel dieses Kapitels ist es, die Tests die im 4. und 5.Kapitel zum Backtesting von
Ausfallwahrscheinlichkeiten in einem CreditMetrics Modell vorgestellt wurden auf
ein (Einsektor) CreditRisk+ Modell zu iibertragen. Dieser Fall ist insofern einfa-
cher zu behandeln, als das die Verteilung der Ausfallquote hier explizit ausgerech-
net werden kann'. Es ist also kein ,,Umweg,iiber eine asymptotische Verteilung
notwendig. Im folgenden Abschnitt erfolgt eine kurze Vorstellung des Modells, im
zweiten werden dann die Tests vorgestellt.

6.1 Das Einsektor CreditRisk+ Modell

Betrachtet wird ein Kreditportfolio mit n Kontrakten. Der zuféllige Verlust des
i-ten Kredites wird durch eine Zufallsvariable

Der exposure at default(E AD;) sowie der loss given default(LG D; ) jedes Vertrages
wird als eine nicht zuféllige Grofe betrachtet, deshalb definiere ¢; := EAD,; -
LGD; € IR. Der Zufall ,steckt“also nur in der {0, 1}-Variablen L;, die Ausfall?
(L; = 1) oder Nicht-Ausfall (L; = 0) des i-ten Kredites beschreibt. Hierbei gilt:
pi=P(Li=1)=1-—P(L; =0)

Fiir den Gesamtverlust des Portfolios Lpy gilt also:

n

i=1
Es wird nun davon ausgegangen, dass viele der ¢; iibereinstimmen und vielfache
einer exposure unit E sind. Es gilt also:

{c1...cn} ={FE,2E,... )kE} (6.3)

!Dieses Modell greift nur auf eine Poissonapproximation zuriick
2der Ausfall eines Kredites muf hierbei nicht den Totalausfall, das heifit einem Verlust der
gesamten Kreditsumme bedeuten

%)
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wobei k deutlich kleiner als n ist. Nun werden die Kredite in & Gruppen aufgeteilt,
der i-te Kredit wird der j-ten Gruppe G zugeordnet falls gilt:

Somit kann der Portfolioverlust folgendermafsen beschrieben werden:

k
Lpy=EY Y, (6.5)

j=1
Hierbei bezeichnet
Y; = Z L; (6.6)
’iEGj

die zuféllige Anzahl an Kreditausfillen in der j-ten Gruppe.
Da die L; einer B(j p,)-Verteilung folgen sind die Y; binomialverteilt. Approximiert

man L, glurch eine poissonverteilte Zufallsvariable ﬁ, mit gleichem Mittelwert
pi (also L; ~ Poi,, fiir ¢ = 1...n) so wird Y}, unter der Vorraussetzung der
Unabhangigkeit der L;, approximiert durch eine Zufallsvariable N; mit:

Nj ~ Poiy,, ;= pi (6.7)
i€Gj
Dann kann der Portfolioverlust approximiert werden durch

k

S=E) jN, (6.8)

J=1

Es kann gezeigt werden, dass S nach einer Poissonschen Summenverteilung ver-
teilt ist (siehe hierzu [4]). Hierzu definiere ein Wahrscheinlichkeitsmaf ) durch

Q(jE)::% j=1...k (6.9)

k
mit p = Zluj, dann gilt:
J:

o k
S~PSViug = Q*Uﬂ%e—“ (6.10)
k=0 ’

Dies ist auch die Verteilung einer zufilligen Summe Q-verteilter Zufallsvariablen
H,, H,,... .S ist also verteilt wie

Hy, (6.11)

M-
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mit N ~ Poi,.

N kann hierbei als die zuféllige Anzahl von Ausféllen interpretiert werden, Hj
beschreibt die (zuféllige) Hohe des Schadens durch den k-ten Ausfall. Die Scha-
denshohe ist zuféllig, da a-priori nicht bekannt ist, aus welcher der Gruppen der
k-te Ausfall stammen wird.

Im Einsektor Modell wird nun davon ausgegangen, das die Ausfallvariablen L;
und damit die L; nicht unabhéngig sind, sondern simultan von einem makrodko-
nomischen Faktor abhidngen. Dieser makrotkonomische Faktor wird durch eine
['(4p)-verteilte Zufallsvariable A beschrieben. Die Verteilungen der L héngen von
der Realisation dieser Zufallsvariablen ab. Gegeben A = X sind sie bedingt unab-
héangig. Es gilt:

P(Lie|d=2)=Poi, » . A>0 (6.12)

Fiir die bedingte approximierte Portfolioverlustverteilung erhélt man hierdurch:

P(Se A=) =PSV, » o (6.13)

Durch mischen beziiglich des Parameters A\ erhélt man die unbedingte Portfolio-
verlustverteilung als eine Summenverteilung der Form

P(S€-)=SVrg = ZQ (6.14)

mit ) definiert wie in (6.9) und

R=Nb (a, a ) (6.15)
a—+ [

Die Negativ-Binomialverteilung AN'b (r, p) ist hierbei folgendermafen definiert:

Definition 6.1.1 (Negativ-Binomialverteilung) Die Negativ-Binomialverteilung
Nb (r,p) wird fir r € IN und p € [0,1] definiert durch die Zihldichte

rw= (" raspy

Falls der Parameter r nicht aus den natiirlichen Zahlen stammt, kommt folgende
Definition zum tragen:
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Definition 6.1.2 (Negativ-Binomialverteilung, erweiterte Form) Die Negativ-
Binomialverteilung Nb (r,a) wird fir r € IR und a > 0 definiert durch die Zihl-

dichte
_D(k+a™) r Proat A\
J k) = [ (at) k! (a1+r) (al—l—r)

—1

Im Fall » € IN stimmen beide Darstellungen der Negativ-Binomialverteilung
iiberein.

6.2 Zonenansatz

Ziel des hier konstruierten Tests ist es, einen Zonenansatz zur Validierung der Aus-
fallwahrscheinlichkeit in einem Einsektor CreditRisk+ Modell anzubieten. Fiir die
Ausfallwahrscheinlichkeit ist die Hohe eines eingetretenen Schadens unerheblich,
es kommt lediglich darauf an, ob ein Ausfall stattgefunden hat oder nicht. Falls
jeder Kreditausfall zu einem Schaden von 1 fiihrt stimmen die Verteilung der
Anzahl der Ausfélle und des Schadens iiberein. Die Verteilung der Ausfille kann
also aus der Schadensverteilung gewonnen werden, indem fiir die Schadenshéhen-
Verteilung das Dirac-Mafs auf 1, ; verwendet wird. Die Verteilung der Anzahl
der Kreditausfille A ergibt sich dann durch:

P(A=j) = ge*l‘(“(j)/\fb(a, ? )(z') j=1...n

a+p
- YN (0 ) 0
= Nb(a, ? >(j) (6.16)

a—+ W

Getestet wird nun die geschétzte Ausfallwahrscheinlichkeit 7 anhand der Hypo-
thesen

Ho: pi <m gegen Hi: p;>m (6.17)

Der Test wird nun fiir ein (Teil-)Portfolio bestehend aus n homogenen Kredi-
ten durchgefiihrt, dass heifst, alle Kredite haben dieselbe geschétzte Ausfallwahr-
scheinlichkeit 7 = m;, ¢ = 1...n. Fiir den Test wird also davon ausgegangen,
dass auch die fiir die Tatséchlichen Ausfallwahrscheinlichkeiten p;, =p 1=1...n
gilt. Als natiirliche Testgrofe bietet sich auch in diesem Fall die Ausfallquote

p = %A des Portfolios an. Die Verteilung der Ausfallquote kann leicht aus der
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Verteilung von A bestimmt werden, es gilt:

P(p=k)=P(A=nk)=Nb (a’aiu) (nk) (6.18)

Gilt die Hypothese Hy, also p = 7, ist die Zahl der Ausfille verteilt nach einer

n
Nb (a, ﬁ)—\/erteilung, mit = > 7 = nm Mit diesen Voraussetzungen kénnen
i=1

nun analog zum Test im CreditMetrics Modell die Grenzen der roten, gelben und
griinen Zone bestimmt werden. Fiir die Untergrenze der roten Zone bei einem
Test zum Niveau «, k, mufs gelten:

P(p>ky) =« (6.19)
Eine Berechnung von k, fiihrt auf:

P(p>ky)=a & P(A>nk, =«
& PA<nk,)=1—-a
& FNb( )(nma) =1—-a (6.20)

P
b ath

Hierbei bezeichnet F Nb(a,-2) die Verteilungsfunktion der N'b (a, aiﬂ)—\/erteﬂung.
Da es sich hier um eine diskrete Verteilung handelt, entspricht die Quantilfunk-
tion nicht der Inversen der Verteilungsfunktion, (6.20) ldsst sich also nicht ohne
weiteres nach k, auflésen, um eine allgemein giiltige geschlossene Formel fiir x,
zu erhalten. Wenn aber im konkreten Fall die Parameter mit konkreten Werten
besetzt sind, kann hieraus eine Bestimmung von k, zum Beispiel mit einer geeig-
neten Statistik Software erfolgen.

Formal ergibt sich x, als

! i
= — a ) < - .
Ko = —arg max {JEO Nb(a’m) (i) <1 a} (6.21)

Die obere Grenze der griinen Zone 73 wird wieder aus derselben Uberlegung
heraus wie beim Test im CreditMetrics Modell. Ein Modellfehler, also die Abwei-
chung der geschéitzten von der tatsdchlichen Ausfallwahrscheinlichkeit, soll wenn
er eine bestimmte Schranke ¢ erreicht, mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit
[ erkannt werden.

Zur Berechnung von 73 ist es notwendig die Verteilung der Ausfallquote zu be-
stimmen, unter der Hypothese, dass gilt:

p=m+c (6.22)

Dies fithrt dazu, dass fiir die bedingte Verteilung der Li gilt:

P (L €A = >\> = Poi((gp 2 ) () (6.23)

E(A)
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Fiir die bedingte Verteilung von A fiihrt dies auf:

P(A€-A=X)=PSVj . ) (6.24)

mit
ﬂ:Zﬂ—i—c:mr—Fnc
i=1

Schlieflich erhdlt man die unbedingte Verteilung von A aus der sich die Verteilung
der benétigten Teststatistik p bestimmen lasst durch:

P(A=Fk)=Nb (a, a u) (k) (6.25)

a +
Unter diesen Voraussetzungen kann nun die Bestimmung von 73 erfolgen:

Pp>mglp=n+c)=1-fc PA>nmpp=nm+c)=1-3
© P(A<nmp=n+c)=p

TLTB
= ZN()((L#.;L) (2) =0
i=1

Formal erhilt man:

e %a’rg 26, {ZNb(a,a;u) (i) < ﬁ} (6.26)
=0

Mit den so bestimmten Werten fiir £, und 753 kann nun der Test anhand der rea-
lisierten Ausfallquote analog zum Zonenansatz im CreditMetrics Modell durch-
gefiihrt werden.

6.3 Einfacher Test

Analog zum Test eines CreditMetrics Modells lassen sich auch fiir ein Einsektor-
CrediRisk+ Modell ein einfacher einseitiger bzw. zweiseitiger Test konstruieren.
Der einseitige Test zum Niveau «, also der Test der Hypothesen

Ho =[0,7] gegen Hy = (m,1] (6.27)

kann mit der fiir den Zonenansatz bestimmten kritischen Wert «,, zur Festlegung
des Ablehnbereiches durchgefiithrt werden:

Ko = (Ka, 1] (6.28)
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Somit erhalt man formal den Test:

B 1 falls pe K, = (Ka,1]
v = { 0 falls pe€ |0,k (6.29)

Wenn die Nullhypothese Hy auf {7} eingeschriankt wird, hat dieser Test offen-
sichtlich das Niveau «. Fiir die Giitefunktion des Tests gilt:

Gp) = 1-P(p>ralp)
= 1— P (A < nk.lp)
Fiir die folgenden Untersuchungen wird der Spezialfall a € IN betrachtet. Dann
gilt fiir p < 7
a a
>
a-+np  a-+nmw

(6.30)

Da die Verteilungsfunktion der Negativ-Binomialverteilung monoton steigend im
zweiten Parameter ist (falls der erste aus den natiirlichen Zahlen stammt) gilt:

1= P(A<kKalp) <1—P(A < Kolm) (6.31)

Hieraus folgt:
G(p) <G(nm) firallep<m (6.32)
Der einseitige Test ist also in diesem Fall ein Test zum Niveau o der Hypothesen
Ho: p<mgegen H;: p>m7 (6.33)

Analog folgt auch die Unverfalschtheit des Tests.

Im Spezialfall, dass der Parameter a der Verteilung des makrodkonomischen Ein-
flusses A aus den natiirlichen Zahlen stammt, kann fiir diesen Test sogar ein
optimalitits Kriterium.

Definition 6.3.1 (Gleichmé&Rig optimaler (UMP)-Test) FEin Test ¢ zum Ni-
veau o einer Nullhypothese Hy gegen eine Alternativhypothese Hy heifst gleich-

mdafig bester Test zum Niveau o (uniformly most powerful test) falls fir seine
Giitefunktion G, gilt:

G, (0) > Gy (0) fir alle 0 € Hy

fiir die Giitefunktion Gy jedes beliebigen Tests 1) zum Niveau c.

Ein gleichméfig bester Test zum Niveau « fiir ein Testproblem H, gegen H; mi-
nimiert also den Fehler 2. Art unter allen Tests zum Niveau « fiir dieses Testpro-
blem. Der folgenden Satz liefert ein Kriterium zur Konstruktion eines gleichméfig
besten Tests, zuerst wird jedoch noch eine Definition benétigt.
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Definition 6.3.2 (Verteilungen mit monotonem Likelihood-Quotienten)
Fine Familie von Verteilungen Py, 6 € © C IR mit Dichten bzw. Zdhldichten fy
hat einen monotonen Likelihood-Quotienten in T (z) falls eine Funktion T (x)
existiert, so dass fir alle 8 < 6* aus © die Verteilungen Py und Py« unterschied-
lich sind und der Quotient

fo (2)
fo- ()

eine monotone Funktion von T (x)

Satz 6.3.3 (UMP-Test fiir ein einseitiges Testproblem) Sei © C IR ein
Parameterraum und 0 € ©. Die Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen Py habe
einen monotonen Likelihood-Quotienten in einer Funktion T (x). X sei eine Zu-
fallsvariable deren Verteilung Py« aus dieser Familie stammi.

Ein Test ¢ der Hypothesen 0% < 0y gegen 0* > 0y fiir ein 6 € © ist ein UMP-Test
zum Niwveau o, falls er die folgende Form hat:

B 1 falls T(X)>C
Y7 10 falls T(X)<C

wobet C' so gewahlt ist, dass der Test ein Niveau von « hat.

Der Beweis kann in [8] nachgelesen werden.

Bemerkung 6.3.4 Solange man sich auf nicht randomisierte Tests beschrankt
muss ein solcher Test nicht fiir jedes einseitige Testproblem dieser Form existie-
ren. Die Existenz kann gesichert werden, wenn auch randomisierte Tests zugelas-
sen werden.

Mit diesen Vorarbeiten kann jetzt gezeigt werden, dass der hier vorgestellte ein-
seitige Test ein UMP-Test fiir das Testproblem (6.33) ist.
Beweis: Die Teststatistik 7" (z) ist in Fall dieses Tests die Ausfallqoute p = %,

wobei A ~ Nb <a, afﬂp) mit p € [0, 1], damit ist T' () = ¥. Sei p < 7 und definie-

re po = 4 sowie p' =
dass

a
a+np

. Mit diesen Bezeichnungen wird nun nachgewiesen,
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eine monotone Funktion in 7" (z) ist. Es gilt (mit y := T (z)):

Nb(a,p) {y}t _ ( y
Nb (a, po) (v} (y o 1) 28 (1 - po)
_ p’a(l—p/)y
P (1 = po)’

pexp(In(1—p')y)
piexp (In (1 — po) y)

/a

_ Z_gexp (y(In(1—p) —in(1—pp)))

Das ist eine monoton steigende Funktion in y = T' (x), somit ist die Behauptung
bewiesen. U
Ein zweiseitiger Test kann ebenfalls analog zum CreditMetrics Modell konstruiert
werden. Auch hier werden die Hypothesen

Ho ={n} gegen H;=1[0,7)U (7, 1] (6.34)
getestet. Mit dem Ablehnbereich
K, =10,ka) U (K1-a, 1] (6.35)

wird offensichtlich ein Test zum Niveau « definiert (fiir s, gilt auch hier (6.21) )



Fazit und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war es, Backtestingverfahren zum testen von Ausfallwahrschein-
lichkeiten eines Kreditrisikomodells zu konstruieren. Der Blickpunkt liegt hierbei
auf den Modellen CreditMetrics und CreditRisk-+. Es stellt sich jedoch die Frage,
ob die fiir diese speziellen Modelle entwickelte Verfahren sich auch fiir das Testen
einer geschétzten Ausfallwahrscheinlichkeit eines beliebigen Kreditrisikomodells
einsetzten lassen. Aus Sicht der Bankenaufsicht ist dieser Aspekt besonders in-
teressant, da sie eine Vielzahl unterschiedlicher Modelle zu bewerten hat. Der
Parameter ,Ausfallwahrscheinlichkeit“wird fiir jede Ratingklasse in der Praxis un-
abhéangig vom speziellen Modell geschétzt. Aufgabe eines Kreditrisikomodells ist
es dann, die Abhéangigkeitsstruktur der Kredite addquat zu modellieren. Diese Ab-
héngigkeitsstruktur hat jedoch starken Einflufs auf die prognostizierte Anzahl der
Ausfille. Um ein Testverfahren zu erhalten, dass in der Lage ist, unterschiedliche
Kreditrisikomodelle zu evaluieren ist es also notwendig, ein einheitliches Mafs fiir
die Abhéngigkeit von Krediten zu verwenden. Eine Mdéglichkeit besteht darin, die
Korrelation zu benutzen. Diese wird kann auch unabhéngig vom speziellen Kre-
ditrisikomodell geschétzt werden. In die hier vorgestellten asymptotischen Tests
gehen bei der Bestimmung der Ablehnbereiche eben nur die Ausfallwahrschein-
lichkeit und die Korrelation der Kredite ein, so dass es aus dieser Sicht gerecht-
fertigt ist, die Tests modelliibergreifend einzusetzten. Ein Problem tritt hierbei
jedoch durch die Tatsache auf, dass die Korrelation als Maf fiir Abhéngigkeit nur
bedingt geeignet ist, und die Moglichkeit besteht, das sie in der Zukunft durch
andere Mafte, zum Beispiel Kendall "7 ersetzt wird. Hier sind Untersuchungen not-
wendig, inwieweit ein Zusammenhang dieser Abhéngigkeitsmafe und den Tests
besteht.

Im 5. Kapitel konnte durch Simulationstudien gezeigt werden, dass die Verwen-
dung eines asymptotischer Tests in einem CreditMetrics Modell fiir die Praxis
kein Problem darstellt. Die Abweichung der asymptotischen Verteilung von den
durch Simulation erzeugten Verteilungen ist im Bereich der fiir den einseitigen
Test interessanten niedrigen Quantile schon bei Portfolios mit 500 Krediten bis
1000 Krediten sehr gering. In sehr grofsen Portfolios mit 6000 Krediten sind die
unterschiede nur noch marginal. Ein asymptotischer Test zum Niveau o kann also
auch als ein Test zum Niveau « bei endlicher Portfoliogrosse angesehen werden.
Beim Testen eines CreditRisk+ Modells traten diese Probleme nicht auf, da die
Verteilung in diesem Fall analytisch bestimmt werden kann. Hier ist es sogar
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moglich einen gleichméfig besten Test zu konstruieren. Die Untersuchungen fiir
dieses Modell beschréanken sich in dieser Arbeit jedoch nur auf einige Spezialfille.
Bei der Konstruktion der Tests sollte die Tatsache berticksichtigt werden, dass in
der Praxis fiir einen Test nur wenige Daten zur Verfiigung stehen. Die hier vor-
gestellten Tests konnen alle auf Basis einer einzelnen beobachteten Ausfallquote
durchgefiihrt werden, so dass sie dieser Anforderung geniigen. Dies stofit jedoch
wie erwahnt bei zweiseitigen Tests in guten Ratingklassen an seine Grenzen. Auf
Basis einer einzelnen Ausfallquote ist es bei einer niedrigen geschitzten Ausfall-
quote nicht moglich, eine Aussage dariiber zu treffen, ob diese Ausfallquote zu
grofs geschétzt wurde. Hier ist es unerldsslich auf eine grofere Anzahl von in der
Vergangenheit aufgetretenen Ausfallquoten zuriickzugreifen, was zu all den in der
Einleitung beschriebenen Problemen fiihrt. Hierfiir miissen jedoch andere Tests
konstruiert werden, die auch Abhéngigkeiten iiber die Zeit mit einbeziehen.
Diese Arbeit bietet also Tests an, die mit einem geringen Menge von Daten aus-
kommen. Hierfiir miissen allerdings die beschrieben Einschrankungen in Kauf
genommen werden, die nur durch eine breitere Datenbasis umgangen werden kon-
nen. Die Frage, ob der asymptotische Test auch fiir andere Kreditrisikomodelle
eingesetzt werden kann muss noch néher untersucht werden. Solange als Input-
Parameter jedoch nur Ausfallwahrscheinlichkeit und Korrelation verwendet wer-
den, kann diese Frage positiv beantwortet werden.



Anhang A

Satze, Definitionen und Beweise

Satz A.0.5 (Lineartransformation Normalverteilter Zufallsvektoren) Sei
Y ~ N&E) ein n-dimensionaler normalverteilter Zufallsvektor mit Erwartungs-
vektor p € IR"™ und mit positiv definiter Kovarianz-Matriz 3.

Setm < n und A eine beliebige m x n Matriz mit vollem Rang und ¢ € IR™ ein
beliebiger m-dimensionaler Vektor.

Dann st

X =AY +¢

ein normalverteilter Zufallsvektor mat:

X ~ N{Zu—i—c,AEAT)

Satz A.0.6 (starkes Gesetz der groften Zahlen) Seien X1, Xs, X3, ... unab-
hingig identisch verteilte Zufallsvariablen mit |X;| < ¢ < oo und E (X?) > 0.
Dann gilt:

1 n
lim =Y " X; = E (X))
=1

nelN n —
mait Wahrscheinlichkeit 1.

Satz A.0.7 (Lesbesgue,dominierte Konvergenz) Sei (E, &) mefibarer Raum,
Map, fi: (E,€) — (IR,B), i € IN, mef$bare Funktionen mit |f;| < g wobei g eine
beschrinkte Funktion ist mit [ gdp < oc. h%lv fi existiere. Dann:
S
g, | s = [ g
Bemerkung A.0.8 Aus Satz(A.0.7) folgt insbesondere, dass fiir eine Folge (X;),c
mit den Eigenschaften aus Satz(A.0.7) und hglv X=X gilt:
1€

lim B (X;) = E (X)

1€IN
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Beweis A.0.9 (Beweis von (3.23)) Zu zeigen ist:

T rq)il Ar _q)il T
_ &0 () @)NNhn

RN

unter der Hypothese Hy : m = p, gilt:

lim P(Wr§x> = lim P(ﬁr§@<\/1_§?x+@—1@7«))>

Ny —00 Ny —00 67“
:_ﬂ<¢<v1—¥2f@”ﬁw)>
57‘ (#‘W) - (I)_l (pr)
= 0
1§

Hieraus folgt die Behauptung.



Anhang B

Erganzungen zur Simulationsstudie

Im Folgenden werden nun die Programme vorgestellt, mit deren Hilfe mittels der
Software "R" die Simulationen aus dem fiinften Kapitel durchgefiihrt wurden.
Die Simulationen der Ausfallquote in einem Teilportfolio mit endlicher Anzahl
von Krediten erfolgte mit folgendem Programm:

Simulation <- function(rho,q,grport,andaten)
{anzahl<-0
j<-1
ausf<-0
while(j < andaten+1)
{ z<-rnorm(1)
x<-rnorm(grport)
b<-sqrt(rho)*z +sqrt(l-rho)*x
for(i in 1:grport)
if(b[il< q) anzahl<-anzahl+1
if (j<2) ausf<-anzahl else ausf<-c(ausf,anzahl)
anzahl<-0
j<-j+iy
ausf <- ausf/grport
return(ausf)

¥

Hierbei gelten folgende Bezeichnungen:

1. rho = o,
2. q= (I)_l(cr>
3. ,grport‘bezeichnet die Anzahl der Kredite im (Teil)-Portfolio

4. ,andaten“bezeichnet die Anzahl der generierten Daten
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