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Einleitung

Der Rentenmarkt stellt den Teilbereich des Kapitalmarkts dar, auf dem festverzinsliche
Wertpapiere gehandelt werden. Die grundlegendsten Finanzgiiter sind die Nullkoupon-
anleihen (Zero-Coupon-Bonds), die eine sichere Zahlung in ihrem Filligkeitszeitpunkt
versprechen. Um die zukiinftigen, unsicheren Preise der Zero-Coupon-Bonds zu be-
stimmen, werden Zinsstrukturmodelle aufgestellt, welche die mogliche zukiinftige Ent-
wicklung der gesamten Zinsstruktur beschreiben. Aufierdem mochte man mit diesen
Modellen Zinsderivate wie zum Beispiel Caps, Floors oder Swaptions bewerten. Be-
trachtet wird dabei ein stetiges Finanzmarktmodell mit endlichem Zeithorizont und es
existiert ein Zero-Coupon-Bond fiir jede beliebige Falligkeit. Auferdem werden Arbi-
tragemoglichkeiten ausgeschlossen.

Zinsstrukturmodelle lassen sich fiir verschiedene zugrunde liegende Variablen aufstellen.
In short-rate Modellen ist die short-rate die erkldrende Variable. Dabei stellt die short-
rate den augenblicklichen Zinssatz fiir einen infinitesimal kurzen Zeitraum dar und
wird durch eine stochastische Differentialgleichung modelliert. Auf diese Weise wird
ein Punkt der Zinsstruktur modelliert. Durch eine stochastische Differentialgleichung
fiir die Forwardrate wird in Heath-Jarrow-Morton-Modellen die Zinsstruktur model-
liert. Dabei wird die gesamte Zinsstruktur dargestellt. Die Forwardrate bezeichnet den
augenblicklichen Terminzins fiir einen infinitesimalen Zeitraum und ist wie die short-
rate kein am Markt beobachtbarer Zinssatz. Deshalb kann man zur Modellierung der
Zinsstruktur auch Markt-Modelle betrachten, die direkt am Markt beobachtbare Zins-

sitze wie LIBOR- oder Swap-Zinssitze verwenden.

In dieser Arbeit werden short-rate Modelle benutzt, um die Zinsstruktur zu modellieren.

Die zukiinftige Entwicklung der short-rate wird durch einen It6-Prozess dargestellt,
dr(t) = a(t,r(t))dt + o (t,r(t))dW (t),

wobei I (t) einen Wiener-Prozess unter einem risikoneutralen MaR darstellt. Die einzel-
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nen Komponenten dieser stochastischen Differentialgleichung werden im zweiten Ka-
pitel erldutert. Ausgehend von dieser Dynamik sollen Zero-Coupon-Bond-Preise und

Preise von Bondoptionen und weiteren Zinsderivaten bestimmt werden.

In Kapitel 1 dieser Diplomarbeit werden grundlegende Finanzprodukte und Zinsarten

auf Rentenmaérkten eingefiihrt, die im spéateren Teil der Arbeit benutzt werden.

Kapitel 2 dient einer allgemeinen Einfiihrung in short-rate Modelle. Die short-rate
wird zunéchst durch eine stochastische Differentialgleichung unter dem objektiven Maf
P beschrieben, wobei (2, F, (F;)o<i<7+, P) der zugrunde liegende filtrierte Wahrschein-
lichkeitsraum ist. Es wird angenommen, dass ein risikoloses Geldmarktkonto existiert,
in das man einen Geldbetrag einzahlen oder abheben kann. Der Preisprozess des Geld-
marktkontos dient als stochastischer Diskontfaktor. Essentiell ist die Annahme, dass
ein dquivalentes Martingalmall existiert, unter dem die abdiskontierten Zero-Coupon-
Bond-Preise Martingale sind. Im weiteren Verlauf des Kapitels wird zu einem risiko-
neutralen Maf iibergegangen und die Dynamik der short-rate wird direkt unter diesem
Mafs angegeben. Es kann gezeigt werden, dass die Preise der Zero-Coupon-Bonds ent-
weder als Losung einer partiellen Differentialgleichung, der Term Structure Equation,
oder mit der risikoneutralen Bewertungsgleichung als abdiskontierten bedingten Er-

wartungswert berechnet werden kénnen.

In Kapitel 3 wird das T-Forwardmartingalmafs eingefiihrt. Dieses liefert zum einen
den Zusammenhang zwischen dem arbitragefreien Preis eines Claims und dem For-

wardpreis und zum anderen eine Bewertungsformel fiir Optionen.

Die affinen short-rate Modelle stellen eine spezielle Klasse von short-rate Modellen dar
und werden in Kapitel 4 vorgestellt. In diesen Modellen ist es moglich, den Zero-
Coupon-Bond-Preis durch das Losen von zwei gewohnlichen Differentialgleichungen

explizit zu bestimmen.

Schlieklich werden in Kapitel 5 drei spezielle short-rate Modelle vorgestellt. Das
Vasic¢ek-Modell wurde 1977 in [Vas77| vorgestellt. Dabei wird die short-rate durch einen
Ornstein-Uhlenbeck-Prozess mit konstanten Koeffizienten modelliert. Da die short-rate
normalverteilt ist, erhélt man leicht geschlossene Formeln fiir Zero-Coupon-Bond-Preise

sowie Bewertungsformeln fiir Bondoptionen und Caps bzw. Floors sowie Swaptions.
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Das Cox-Ingersoll-Ross-Modell wurde 1985 in [CIR85| veroffentlicht. Es besitzt die glei-
che Drift wie das Vasi¢ek-Modell, doch der Volatilitatsterm ist proportional zur Wurzel
der short-rate. Es lassen sich zwar auch explizite Bewertungsformeln aufstellen, jedoch
sind diese schwieriger zu berechnen. Allerdings kann garantiert werden, dass die short-
rate positiv ist.

Das Extended Vasi¢ek-Modell wurde 1990 in [HW90] eingefiihrt. Die Dynamik der
short-rate besitzt die gleiche Gestalt wie im Vasi¢ek-Modell, nur mit dem Unterschied,
dass ein oder mehrere Parameter zeitabhangig gewahlt werden, damit dieses Modell an
beobachtbare Marktpreise kalibriert werden kann.

Zum Abschluss des Kapitels werden die drei Modelle miteinander verglichen.

An dieser Stelle mochte ich Dr. Volkert Paulsen fiir die Uberlassung des interessanten
Themas und fiir die gute Betreuung bei der Erstellung meiner Diplomarbeit danken.
Weiter danke ich meinen Eltern, die mich wihrend meines Studiums stets unterstiitzt
haben.

Geméf §21 Absatz (6) der Diplompriifungsordnung fiir den Studiengang Mathema-
tik der Westfélischen Wilhelms-Universitdt Miinster vom 15. Juli 1998 versichere ich,
dass ich die vorliegende Diplomarbeit selbstindig verfasst und keine anderen als die

angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt habe.

Miinster, den 30.03.2010

Laura Maria Boven
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1 Eine Einfuhrung in Rentenmarkte

Auf dem Rentenmarkt werden festverzinsliche Wertpapiere und insbesondere Null-
kouponanleihen gehandelt. In diesem Kapitel werden Anleihen und einige verschiedene
Zinsarten vorgestellt. Aufserdem werden einige Zinsderivate und die Bewertung dieser
Zinsderivate untersucht. Wichtig ist, dass Arbitragemoglichkeiten von Beginn an aus-
geschlossen werden.

Dabei orientiert sich dieses erste Kapitel der Arbeit, sofern keine andere Literaturquelle
angegeben ist, an [Fil02], [Sch04] und [Bj604].

Um eine mathematische Modellierung des Rentenmarktes zu erhalten, wird als Erstes
ein endlicher Zeithorizont T* < oo fixiert. Weiter ist (€2, F,P) der in diesem Kapitel
zugrunde liegende filtrierte Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Filtration (F;)o<i<r+,

welche den Informationsverlauf darstellt.

1.1 Die Nullkouponanleihe

Nullkouponanleihen bzw. Zero-Coupon-Bonds stellen einen Vertrag dar, der seinem
Halter am Ende der Laufzeit eine sichere Zahlung in Hohe des Nennwerts verspricht,

wahrend der Laufzeit aber keine Zinsertrige liefert.

Definition 1.1: (Vergleiche [Sch0|, Def. 1.1.1.)

Eine Nullkouponanleihe bzw. ein Zero-Coupon-Bond ist ein Finanzgut, welches zu ei-
nem fest vereinbartem Zeitpunkt, dem Falligkeitszeitpunkt oder Maturity, 7" > 0,
den Nennwert N = 1 zahlt. Der Preis einer Nullkouponanleihe mit Falligkeit 7" zum
Zeitpunkt t, 0 < ¢t < T < T*, wird mit B(t,T) bezeichnet.

Offensichtlich gilt B(T,T) = 1. Weiter werde angenommen, dass der Preisprozess
(B(t,T))icio,r) adaptiert und strikt positiv sei. Fiir ein festes ¢ € [0, T sei B(t,T) stetig
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differenzierbar in 7. Schlieklich sei angenommen, dass ein Markt fiir Zero-Coupon-
Bonds mit jeder beliebigen Félligkeit T, 0 < T < T*, existiere. Die Abbildung des

Zero-Coupon-Bond-Preisprozesses mit Falligkeit 7" lautet

B(-,T):[0,T] x Q — R*
(t,w) — B(t,T)(w).

Bemerkung 1.2: 1. Ein Zero-Coupon-Bond mit Félligkeit 7" wird kurz T-Bond

genannt oder einfach nur Bond, wenn die Filligkeit eindeutig ist.

2. Da der Bond seinem Halter eine Zahlung von 1 im Falligkeitszeitpunkt zusichert,

7= wenn ein konstanter

wiire der Wert des Bonds zum Zeitpunkt ¢ gleich e~
Zinssatz r fiir den gesamten Zeitraum vorliegen wiirde und es stetig verzinst wer-
den wiirde. In dieser Arbeit werden allerdings stochastische Zinsraten betrachtet.
Mit variierenden Zinsraten nehmen aber auch die Bondpreise zuféllige Werte an.
Der Preis, den man fiir einen Zero-Coupon-Bond in einem zukiinftigen Zeitpunkt

zahlen muss, ist also unsicher.

3. Der Zero-Coupon-Bond dient als stochastischer Diskontfaktor.

1.2 Zinsarten

Es werden nun einige Zinsarten vorgestellt, die aus den Preisprozessen der Zero-Coupon-
Bonds in Rentenmaérkten abgeleitet werden kénnen. Haufig kann man zur Herleitung
ein sogenanntes ,Forward Rate Agreement® anwenden. Die verschiedenen Zinsarten
sind zum einen in diskrete, stetige und augenblickliche Zinsen und zum anderen in
Spotrates und Forwardrates zu unterscheiden[T]

Sei 0 <t<T <S§5<T™

Diskrete Zinsen

Die diskrete Forwardrate F'(t; 7T, S) bezeichne den Zins, der in ¢ fiir eine Anlage von T’
bis S vereinbart wird, wenn eine lineare Verzinsung unterstellt wird. Zur Bestimmung

der diskreten Forwardrate wird ein Forward Rate Agreementf| durchgefiihrt.

!Die Definitionen der einzelnen Zinsarten sind in [Fil02], Seite 11f. nachzulesen.
*Vergleiche [Sch04] und [Fil02].



1.2. Zinsarten

e An t: Verkaufe einen T-Bond und kaufe % S-Bonds. Somit liegen zum Zeit-

punkt ¢ weder Kosten noch Zahlungseingénge vor.
e An T Zahle 1 fiir den verkauften 7-Bond.

e An S: Erhalte ggg als Riickzahlung aus den S-Bonds.

Das Forward Rate Agreement verpflichtet den Kéufer also zur Zahlung von 1 in 7" und
ggig in S zu. Dies lasst sich so interpretieren, dass die
Geldeinheit 1 von 7' bis S mit dem bereits in ¢ fixierten Zins F'(¢;7,.S) linear verzinst

wird. Bei Arbitragefreiheit muss die Auszahlung in S mit der Zahlung von ggg in S

sichert ihm eine Einnahme von

iibereinstimmen. Folglich gilt

L+ (S = T)F(ET.5) = 3

und es kann im Anschluss folgende Definition formuliert werden:

Definition 1.3: Die diskrete Forwardrate fiir den Zeitraum [T, S] zur Zeit ¢ ist definiert

durch
F(:T,S) = SiT (ggg _ 1> | (1.1)

Die Spotrate in t fiir einen Zeitraum der Linge T' — t ist der Zins, der fiir eine Anlage
von t bis T bezahlt wird. Da B(t¢,t) = 1 gilt, ergibt sich die diskrete Spotrate direkt

aus der Definition der diskreten Forwardrate.

Definition 1.4: Die diskrete Spotrate F'(t,T) fiir [t,T] zur Zeit ¢ ist

F(.T) = Ft:,T) = - L t <B(t1 - 1) | (1.2)

Beispiel 1.5: Der LIBOR (London Interbank Offered Rate) ist der Zinssatz aus dem
Interbankenhandel, der am hiufigsten verwendet wird. Man bestimmt den LIBOR
L(t;T,S) als diskrete Forwardrate, das heifst, es gilt

. 1 B(t,T)
sy o (B ).
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Stetige Zinsen

Auch zur Herleitung der stetigen Forwardrate lisst sich ein Forward Rate Agreementf]

anwenden, indem gleichzeitig zwei Strategien verfolgt werden.

1. Strategie:

e In ¢: Kaufe % S-Bonds zum Preis von B(t, S). Damit investiert man eine
Geldeinheit.

e In S: Erhalte %.

2. Strategie:

e In ¢: Kaufe B(l T-Bonds zum Preis von B(t,7T). Damit investiert man

t7T)
wieder eine Geldeinheit.

e In 7" Erhalte % aus dem T-Bond. Lege diesen Betrag von 7" bis S bei

stetiger Verzinsung zur Forwardrate R(t;7,.S) an.

e In S: Erhalte B(tlT) eRETS)(S-T)

Beide Strategien haben gemeinsam, dass man in t eine Geldeinheit investiert und in
S eine Zahlung erhilt. Diese Zahlungen sind sicher und in ¢ bekannt, da auch die
stetige Forwardrate R(t, T, S) bereits in ¢ vorliegt. Aufgrund des No-Arbitrage-Prinzips
stimmen dann beide Zahlungen in S iiberein.
Es gilt

1L 1 rersis-n)

B, S)  B({t,T)

Damit folgt die Definition der stetigen Forwardrate.

Definition 1.6: Die stetige Forwardrate fiir den Zeitraum [T, S] zur Zeit ¢ ist

_log B(t,5) —log B(t,T)
S—-T

R(t;T,9) = : (1.3)

Aus dieser Definition folgt die Definition der stetigen Spotrate, indem benutzt wird,
dass log B(t,t) = log 1 = 0 gilt.

3Vergleiche [BS04], Seite 9.
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Definition 1.7: Die stetige Spotrate fiir das Zeitintervall [t,T] zur Zeit ¢ ist

—log B(t,T)

R(t,T) := R(t;t,T) = Ty

(1.4)

Augenblickliche Zinsen

Lasst man die Intervalllinge gegen Null gehen, erhdlt man

Definition 1.8: Die augenblickliche Forwardrate mit Falligkeit T" an t ist definiert

durch
_Olog B(t,T)

S (1.5)

f(t.T) = lm R T, ) =

Im Folgenden sei mit der Bezeichnung Forwardrate stets die augenblickliche Forwardrate
gemeint. Zu beachten ist, dass an dieser Stelle die Differenzierbarkeit des Bondpreises
nach 7" benotigt wird.

Ebenso kann man nun die short-rate definieren.

Definition 1.9: Die short-rate zum Zeitpunkt ¢ ist der Zinssatz fiir eine infinitesimal

kurze Periode und ist definiert durch

r(t) = f(t,t) = ljlﬂliltl R(t,T). (1.6)

Bemerkung 1.10: 1. Ausgehend von r(¢) und f(¢,7) werden viele Modelle zur
Beschreibung von Schwankungen der Zinskurve im Zeitablauf, also der Zins-
struktur, entwickelt. In dieser Arbeit wird im zweiten Kapitel ein Modell auf
Basis der short-rate vorgestellt, das die zukiinftige Entwicklung der short-rate
darstellt.

2. Ausgehend von der short-rate lisst sich das Geldmarktkonto einfithren. Dieses
stellt den Preisprozess einer risikolosen Anlage zur short-rate dar. Im Geldmarkt-
konto kann zu jedem Zeitpunkt ¢ ein Geldbetrag zur short-rate angelegt oder

abgehoben werden.
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Der Zusammenhang zwischen Bonds und Forwardrates

Der Bondpreis folgt aus der Forwardrate und umgekehrt’}

Satz 1.11: Es gilt

B(t,T) = exp (— /tT f(t,u)du) | (1.7)

Beweis: Fiir die Forwardrate gilt f(¢,7) = —%%;@’T). Durch Integration ergibt sich

der Preis eines Zero-Coupon-Bonds in Form von Formel (1.7)). O

Die Zero-Coupon-Bond-Zinskurve

Definition 1.12: Die Yield-to-Maturity ist der konstante Zinssatz iiber die Peri-
ode [t,T],0 <t < T, der den Marktwert des Bonds erzeugt.

Fiir einen Bond ist die Yield-to-maturity gerade die stetige Spotrate, denn es gilt

—log B(t,T)

B(t,T) = exp(=R(t,T)(T 1)) baw.  R(tT)=—2—,

(1.8)

Definition 1.13: (Vergleiche [Fil02], Seite 20 oder [Bjo04], Def. 20.8.)
Die Funktion ¢t — R(t,T) heifst die Zero-Coupon-Bond-Zinskurve oder auch (Zero-
Coupon-)Yield-Kurve.

1.3 Koupontragende Anleihen

Neben den Zero-Coupon-Bonds lassen sich koupontragende Anleihen betrachten, welche
wihrend der Laufzeit Zinszahlungen leisten. Hierbei unterscheidet man zwischen fest-
verzinslichen Anleihen und variabel verzinslichen Anleihen. Wie im Folgenden gezeigt
wird, lassen sich beide Arten von Anleihen mit Kouponzahlungen durch Zero-Coupon-
Bonds beschreiben.

Als Literaturquelle dient fiir diesen Abschnitt insbesondere [Fil02], Seite 16f.

*Vergleiche [Bjo04], Lemma 20.4.



1.3. Koupontragende Anleihen

1.3.1 Die festverzinsliche Anleihe

Definition 1.14: Eine festverzinsliche Anleihe (Fixed Coupon Bond) ist ein Finanz-
gut, das wihrend der Laufzeit Zinszahlungen leistet und einen Vertrag beinhaltet, der
durch den Nennwert N, den Falligkeitszeitpunkt 7', den Zahlungszeitpunkten 7T <
T, < ...<T,=T,T, > 0, an denen Kouponzahlungen geleistet werden, und den

festen (deterministischen) Kouponzahlungen Cr,,...,Cp, bestimmt ist.

Dabei wird hier angenommen, dass sich die Kouponzahlungen in allen Zahlungszeit-
punkten aus einer konstanten Kouponrate K ergeben und die Kouponanleihe end-
fallig ist. Der Nennwert wird demzufolge bei Falligkeit ausgezahlt. Dann gilt fiir die
Kouponzahlungen Cr, = KN (T;.1 —T;), i =1,...,n.

Satz 1.15: Fiir eine festverzinsliche Anleihe mit Nennwert N und mit dquidistanten

Kouponzahlungen, d.h. Ti.1 —T; =6 fiir allei =1, ..., n, betrigt der Preis int < Tj:

p(t) = (Kdi B(t,T;) + B(t,Tn)> N.

=1

Beweis: Der Halter dieser Anleihe erhilt also Zahlungen von C7, in den Zeitpunkten
T;, 1 =1, ... ,n, und eine Zahlung von N am Falligkeitszeitpunkt 7' = T,,.

Betrachtet man ein Portfolio aus Cr, Zero-Coupon-Bonds mit Falligkeiten T;, i =
1,...,n—1,und N + Cr, T,-Bonds, so besitzt dieses Portfolio den gleichen Entnah-
meprozess wie die koupontragende Anleihe. Somit wird die Anleihe durch das Portfolio

dupliziert. Der Wert des Portfolios in ¢ ist gerade

p(t) = Z B(t,Ti)Cy, + B(t, T,)N.

i=1
Aufgrund der Arbitragefreiheit und dem Present Value Prinzip ist der Preis der Anleihe
also gleich dem Preis des Portfolios und somit durch die Summe der abdiskontierten
Cashflows gegeben, wobei gerade der Preis des T;-Bonds als Diskontfaktor von Cr,
dient, 1 =1,...,n.

Gilt T;y1 — T; = ¢ fiir alle « = 1, ..., n und sind die Kouponzahlungen ein fixer Anteil
des Nennwerts, d.h. Cp, = KON fiir eine fixe Zinsrate K, so ergibt sich der Preis der
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Anleihe zur Zeit t <717 als

p(t) = (K5 Zn: B(t,T,) + B(t, Tn))N.

=1

Eine festverzinsliche koupontragende Anleihe entspricht also einem Portfolio aus Zero-

Coupon-Bonds mit Félligkeiten T3, ..., T,.

1.3.2 Die variabel verzinsliche Anleihe

Definition 1.16: Eine variabel verzinsliche Anleihe (Floating Rate Note) leistet wih-
rend der Laufzeit Zinszahlungen, deren H6hen unsicher sind und die sich jeweils aus
dem aktuellen Marktzins ergeben. Eine solche Anleihe beinhaltet einen Vertrag, der
durch den Nennwert N, den Filligkeitstermin 7" und den Kouponzahlungszeitpunkten

Ty < Ty < ... < T, =T festgelegt ist. Die Kouponzahlungen sind
CTz' = (711 - E—I)F(E—17E>Na 1= ]-7 - N

wobei F(T;_1,T;) die diskrete Spotrate fiir die Periode [T;_1, T] ist.

Bemerkung 1.17: F(T;_,T;) wird schon in 7;_; bestimmt, aber der Cash Flow Cr,
findet erst zur Zeit T; statt. Damit ist Cp, Fp,_,-messbar.

Satz 1.18: Der Wert einer variabel verzinslichen Anleihe mit Nennwert N in t < Ty
18t
p(t) = NB(t, Tp).

Beweis: Der Wert der variabel verzinslichen Anleihe ergibt sich als Summe der abdis-
kontierten Cashflows, denn ebenso wie bei einer festverzinslichen Anleihe lasst sich die
variabel verzinsliche Anleihe durch ein Portfolio aus Zero-Coupon-Bonds duplizieren
und der Wert der Anleihe in ¢ ist nach dem Present Value Prinzip gleich dem Wert des
Portfolios in t:

p(t) = En: B(t,T;,)Cr; + B(t,T,)N.

=1
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Fiir die Kouponzahlungen Cp,, @ =1,...,n, gilt

Cr, = (I, - T;,1)F(T,-4, T;)N
1 1
=7 mr Y (1.9)

- ¥arm Y

Die Zahlung —1 in 7; hat in ¢t den Wert —B(¢,T;) und der Wert der Auszahlung von
m in T; zur Zeit t betrdgt B(t,T;—1). Dazu fiihrt man folgendes Forward Rate
Agreement]’| durch:

B 1)

e An t: Kaufe einen T;_;-Bond. Dafiir bezahlt man B(¢,T;_1).

1

e An T; ;: Erhalte nun eine Zahlung von 1 aus dem 7; ;-Bond. Kaufe BT 7

T;-Bonds und zahle dafiir MB(’_Z}_l,Tl) = 1.

e An T;: Erhalte aus dem T;-Bond.

1
B(T;-1,T3)

Daraus ergibt sich nun wegen der Arbitragefreiheit

p(t) = ZBtT Cr, + B(t,T,)N

ZBtT <<T11T) 1)+B(t,Tn)N

N (Z (B(t,T,-1) = B(L,T)) + B(t, m)

i=1
= NB(,Tp).

]

Der Wert einer variabel verzinslichen Anleihe in ¢ < T wird also nur durch den Nenn-

wert und den Preis eines Zero-Coupon-Bonds mit Filligkeit 7j in ¢ bestimmt.

>Vergleiche [Fil02], Seite 17.



Kapitel 1. Eine Einfiihrung in Rentenmérkte

1.4 Zinsderivate

Ein Zinsderivat stellt ein Derivat dar, dessen Underlying ein Zins ist. Ein einfaches Bei-
spiel dafiir ist eine Calloption auf einen Zero-Coupon-Bond. In dieser Arbeit werden
Swaps, Caps bzw. Floors und Swaptions als einfache Beispiele fiir Zinsderivate einge-
fiihrt und es wird gezeigt, wie die Bewertung dieser Finanzgiiter auf die Bewertung von
Bonds reduziert wird.

Zusétzlich zu den anfangs angegebenen Literaturquellen orientiert sich dieser Abschnitt
an [BS04] und [Shr04].

1.4.1 Swaps

Ein typisches Zinsderivat ist ein (Plain Vanilla) Swap. Dieser stellt ein Tauschge-
schéft dar, bei dem ein fixer Zinssatz auf einen bestimmten Nominalbetrag gegen einen
variablen Zinssatz auf den gleichen Betrag getauscht wird oder umgekehrt.

Ein Swap dient der Absicherung gegen Zinsdnderungsrisiken. Zu bestimmen sind der
Wert des Swaps und der faire fixe Zinssatz, die Swap Rate. Dabei kénnen zwei ver-

schiedene Arten von Swaps betrachtet werden, Payer Swaps und Receiver Swaps.

Definition 1.19: (Siche [Fil02], Seite 17f.)

Der Halter eines Payer Swaps (bzw. Receiver Swaps) zahlt einen fixen (bzw. variablen)
Zinssatz und erhilt dafiir einen variablen (bzw. fixen) Zinssatz. Beide Arten von Swaps
werden festgelegt durch den fixen Zinssatz K, den Nennwert N, den zukiinftigen Zeit-
punkten Ty < 177 < ... < T, wobei T},...,T, die Zahlungszeitpunkte sind und 7,
zugleich die Falligkeit des Swaps ist.

Im Folgenden seien die Zeitpunkte dquidistant, es gelte also T, — T, 1 =9d,i=1,...,n.
Hier wird nun angenommen, dass die variable Zinszahlung aus der diskreten Spotrate
folgt, das heifst, die variable Zinszahlung in T;, ¢ = 1,...,n, entspricht F(7T;_1,T;)0N.
Die fixe Zinszahlung ist KJN.

Der Preis dieses Zinsderivats lisst sich mit Bondpreisen berechnen, wobei die Fallig-

keiten der Bonds gerade die Zahlungszeitpunkte des Swaps sind.

10



1.4. Zinsderivate

Satz 1.20: (Vergleiche [BS0J|], Seite 24.)
Der Wert des Payer Swaps Sp(t) zur Zeit t < Tp ist

Sp(t) = N(B(t,T,) — B(t,T,,) — 6K2n: B(t,T;)). (1.10)

=1

Analog gilt fiir den Wert des Receiver Swaps

Sr(t) = N(B(t,T,) — B(t,Tp) + 5Kzn: B(t,T;)) = —Sp(t). (1.11)

i=1

Also stimmen die Zahlungen eines Payer Swaps mit den Zahlungen eines Portfolios
iiberein, das aus einer fest verzinslichen Kouponanleihe short und einer variabel ver-
zinslichen Anleihe long besteht. Analog entspricht ein Receiver Swap einem Portfolio
mit einer long position in einer fest verzinslichen Anleihe und mit einer short position
in einer variablen Anleihe. Ein Swap kann als eine Vereinbarung angesehen werden,

eine festverzinsliche Anleihe gegen eine variabel verzinsliche Anleihe zu tauschen.

Beweis: An T; zahlt der Inhaber des Payer Swaps KON und erhalt F(T;_q,T;)0N.
Der Cashflow an T; ist (F(T;-1,7;) — K)dN. Mit einem Duplikationsargument ldsst
sich der Wert des Payer Swaps Sp(t) zum Zeitpunkt ¢ < Tj als Summe der abdiskon-
tierten Cashflows berechnen, wobei man die Preise des T;-Bonds als Diskontfaktor fiir
den Cashflow in 7T; verwendet. Es wird somit ein Portfolio gebildet, das den gleichen

Entnahmeprozess wie der Swap besitzt. Der Wert des Portfolios in ¢ ist

p(t) = > B, TYNS(F(T, 1, T) — K)

=1
5 & 1 3
S B(L TN (m - 1) ~Y B(t, T)NK$
p i—1y 41 =1
BT _B(t,T;_1) = B(t, T;) y
B(T;—1,T;) —
= (g e ) - o)

= =1

= N(B(t,Ty) — B(t,T,) — 6K En: B(t,T;)).

=1

Aufgrund der Arbitragefreiheit ist der Wert des Swaps gleich dem Wert des Portfolios

Sp(t) = N(B(t,Ty) — B(t,T,) — 6K zn: B(t,T;)).

=1

11



Kapitel 1. Eine Einfiihrung in Rentenmérkte

Im Fall eines Receiver Swaps betriagt der Cashflow in T; gerade (K — F(t;T;-1,T;))0N.

Der Beweis verlauft bis auf die Vorzeichen vo6llig identisch. O]

Die Hohe der fairen festen Zinszahlung wird durch die Swap Rateﬂ Rguap bestimmt.

Definition 1.21: Als fixe Zinszahlung vereinbart man den fixen Parameter K, fiir den
der jeweilige Swap in ¢t < Ty den Wert 0 hat. Der Parameter K heifst Swap Rate und

wird mit Rgyap(t) bezeichnet.

Bemerkung 1.22: Wegen der Beziehung Sg(t) = —Sp(t) haben Payer Swaps und
Receiver Swaps mit gleichen Zahlungszeitpunkten und gleichem Nennwert auch die

gleiche Swap Rate.

Satz 1.23: (Vergleiche [Sch0j)], Bem. 1.1.5.)
Die Swap Rate ist das gewichtete Mittel der diskreten Forwardrates mit den Gewichten

B(t,T:)
2 B T5)

W; = Z:L,TL

Fiir die Swap Rate gilt

Rsuap(t) = Y wiF(t;T,21,Ty) ZZ BtT)F(t;ﬂ_l,Ti).

Die Swap Rate ergibt sich aus den Preisen der in 7}, i = 1, ..., n, filligen Zero-Coupon-
Bonds.

Beweis: Aus der Definition der Swap Rate ergibt sich

0 = Sp(t)
& B(t.Ty) - B(t,T,) = 5Ki B(t,T))
1 - B(th 1) B(> l - 1 B<t7Ti—1)
¢ K= T BT AT BtT)S(B@,T» ‘1)

Vergleiche [Sch04], Seite 9.
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1.4. Zinsderivate

u B(t,T;)
S Rsup() = K = el
P i=1 Zj:l B(t7 Tj)
—_———

=w;

F(t7 E—l? 7—11)

1.4.2 Caps und Floors

Typische Beispiele von Optionen auf Zinsgréfsen sind Caps und Floors.
Ist man zu Zinszahlungen, die sich an einem variablen Zinssatz orientieren, verpflichtet,
so kann man sich mit Caps vor steigenden Zinsen schiitzen. Umgekehrt kann man sich

mit Floors vor fallenden Zinsen absichern.

Definition 1.24: Ein Cap schiitzt den Halter vor steigenden Zinsen, indem der Cap
garantiert, dass die Zinszahlungen bei einer variabel verzinslichen Anleihe eine obere
Grenze K nicht iiberschreiten.

Ein Cap ist ein Portfolio aus Caplets und besteht aus einer Cap-Rate K und einer
Anzahl an zukiinftigen Zeitpunkten Ty < T < ... < T},, wobei T3, ..., T, die Zahlungs-
zeitpunkte darstellen und 7, ist der Falligkeitszeitpunkt des Caps.

OB.dA. gelteT; —T,_ 1= >0firalle:=1,...,n.

Ein Caplet mit Startzeitpunkt 7" und Ausiibungstag T + ¢ zahlt dem Halter die Diffe-
renz zwischen der diskreten Spotrate F/(7,7 + §) und dem Strikezins K.

Somit ist ein Caplet vergleichbar mit einer Calloption auf die diskrete Spotrate. Kauft
sich der Emittent einer variabel verzinslichen Anleihe einen Cap, dessen zugrunde lie-
gender Zins und dessen Zahlungszeitpunkte mit denen der Anleihe iibereinstimmen, so
verringert sich die Zahlung, die er in T; leisten muss um die Differenz zwischen dem
variablen Zins und der Cap Rate, solange der variable Zins hoher als die Cap Rate K
ist. Folglich zahlt er héchstens den festen Zinssatz K.

Cpl(i; t) bezeichne den Preis des i-ten Caplets mit Startzeitpunkt 7;_; und Ausiibungs-
zeitpunkt T; zur Zeit ¢, 0 < ¢ < Ty. Dann folgt fiir den Preis des Caps Cp(t) in ¢:

Cp(t) = Z Cpl(ist).

13



Kapitel 1. Eine Einfiihrung in Rentenmérkte

Fiir den Wert eines Caplets folgt

Satz 1.25: (Vergleiche [BS0j|], Seite 27.)
Fiir den Wert des i-ten Caplets in T;_q gilt

Cpl(i; Tiy) = (1 + K5)< B(I}_l,ﬂ))+, i=1,...n. (1.12)

1+0K

Die Auszahlung eines Caps an T, also der Cashflow des i-ten Caplets an T;, ist dquiva-
lent zu dem (1 + K )-fachen Cashflow an 7;_; einer Putoption auf einen 7;-Bond mit

. . 1
Strlke—Prels TIoK

Beweis: Der Cashflow des i-ten Caplets, den der Halter in T; erhilt, betragt
S(F(Ti_1,T;) — K)™.

Dieser lasst sich umformen zu

S(F(T, 1, T}) — K)* 5(%(% - 1) - K>+

(1= (1 + K0)B(Ti—y, ;)\ *
_5( 0B(T;—1,T)) )

B 1+ K6 ( 1 B
" B(T, 1, T) \1+ 6K

BT, 1, 1))

Dann gilt fiir den Wert des i-ten Caplets zur Zeit T;

1
1+0K

Cpl(i: Tir) = BTy, T)S(F(Tit, T) — K)* = (14 K0) ~B(T.1))

O

Der Wert des Caplets folgt also aus dem Wert des Puts. Also ist der Cap als ein Port-

folio aus Putoptionen zu bewerten.

Ein dhnliches Ergebnis erhélt man, wenn man das Gegenstiick zum Cap, den Floor
betrachtet. Dieses Derivat ist dann interessant, wenn man variable Zinszahlungen er-
hélt. Wenn sich der Inhaber einer variabel verzinslichen Anleihe einen Floor, dessen
zugrunde liegender variabler Zins und dessen Zahlungszeitpunkte mit denen der varia-
blen Anleihe iibereinstimmen, kauft, so erhilt dieser mindestens einen festen Zinssatz
in Héhe von K.

14



1.4. Zinsderivate

Definition 1.26: Ein Floor ist ein Portfolio aus Floorlets und schiitzt den Halter vor
fallenden Zinsen, indem garantiert wird, dass eine untere Grenze K nicht unterschritten
wird. Spezifiziert wird dieses Zinsderivat durch die Floor Rate K und einer Anzahl an

zukiinftigen Zeitpunkten Ty < 77 < .. < T, wie beim Cap.

Ein Floorlet mit Startzeitpunkt 7" und Ausiibungszeitpunkt 7"+ § zahlt dem Halter
die Differenz zwischen der diskreten Spotrate F'(T,T + ¢) und dem Strikezins K.
Der Cashflow zur Zeit T+ 0 betrigt

S(K — F(T,T + 6))".

Also ist ein Floorlet vergleichbar mit einer Putoption auf einen Zins und ein Floor ist
somit ein Portfolio aus Putoptionen.

Ahnlich wie im Fall von Caplets gibt es in eine Aquivalenz zwischen Calloptionen und
Floorlets.

Satz 1.27: (Vergleiche z.B. [BS04], Seite 28.)
Der Wert des i-ten Floorlets in T;_1 betrdigt

1 +
Fll(i: Tiy) = (1 + K0) <B(E_1,E) - +K5) L i=1,...,n. (1.13)

Die Auszahlung eines Floors an T;, also der Cashflow des i-ten Floorlets an T;, ist
dquivalent zu dem (1+ 0K )-fachen Cashflow an T;_; von einer Calloption auf einen T;-
Bond mit Strike-Preis Hﬁ. Damit folgt der Wert des Floorlets aus dem Wert des Calls
auf eine Nullkouponanleihe und der Floor ist somit als ein Portfolio aus Calloptionen

bewertbar. Fiir den Wert gilt

Fl(t) = iFll(i;t).

Auf den Beweis wird an dieser Stelle verzichtet, da dieser analog zu dem Beweis im

Fall von Caps ablauft.
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1.4.3 Die Cap-Floor-Swap-Paritat

Die Cap—Floor—Swap—ParitéitE] stellt eine Beziehung zwischen dem Wert eines Caps, dem
Wert eines Floors und dem Wert eines Swaps dar, wobei die Cap Rate, die Floor Rate
sowie die Swap Rate und die Zahlungszeitpunkte in allen drei Kontrakten iibereinstim-

men.

Satz 1.28 (Cap-Floor-Swap-Paritét): Gegeben seien ein Cap, ein Floor und ein Payer
Swap mit gemeinsamen zukiinftigen Zeitpunkten Ty < T1 < ... < T, und Zahlungszeit-
punkten Ty, ..., T,,. Es gelte Cap Rate=Floor Rate=Swap Rate=K.

Dann qilt zwischen den Vertrigen die Beziehung

Cp(t) — Fi(t) = Sp(t).

Beweis: O.B.d.A. N = 1.
Dazu geht man eine long position in den Cap und eine short position in den Floor ein.

Dazu betrachte man zunéchst das i-te Caplet bzw. das i-te Floorlet.
Nach Satz bzw. Satz und mit der Put-Call-Parititf] folgt

Cpl(i,t) — Fli(i,t) = (1 + K5) ( B(t,Ti_1) — B(t, n))

1+ Ko
= B(t,Ti1) — (1+ K&)B(L,T).

Durch Aufsummieren erhilt man fiir den Preis dieser Strategie in ¢

n

Cp(t) — FI(t) =Y (Cpl(i,t) — FIi(i, 1))

i=1

= Zn:(B(t, T,.1) — B(t.T;)) — Kfii B(t,T:)

i=1 i=1

= BTy — Bt T — K63 B T) B 5,(0).

=1

das heifst, der Payer Swap wird durch diese Strategie dupliziert. O

"Vergleiche |[Fil02], Seite 27.
8Vergleiche [Pau09], Finanzmathematik 1, Abschnitt 1.9.
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Bemerkung 1.29: Betrachtet man statt eines Payer Swaps einen Receiver Swap, so

folgt wegen der Beziehung Sp(t) = —Sg(t) als Cap-Floor-Swap-Paritit

Fl(t) — Cp(t) = Sr(t).

1.4.4 Swaptions

Auch ein Swap kann das Underlying einer Option sein. Ein solches Zinsderivat wird
als Swaption bezeichnet. Der Halter einer Swaption besitzt das Recht, bei Falligkeit
in einen Swap einzutreten, er muss dieses Recht aber nicht ausiiben. Da es zwei typi-
sche Swaps gibt, den Payer Swap und den Receiver Swap, gibt es auch zwei typische
Swaptions, die Payer Swaption und die Receiver Swaption. Diese werden nun zunéchst
definiert.

Definition 1.30: Eine (europiische) Payer Swaption bzw. eine (européische) Receiver
Swaption mit Strike Rate K ist eine Option, die dem Inhaber das Recht gibt, in einen
Payer Swap bzw. Receiver Swap mit fixem Zinssatz K zu einem zukiinftigen Zeitpunkt,

der Filligkeit der Swaption, einzutreten.

Der der Swaption zugrunde liegende Swap wird durch die Swap Rate K, also den fairen
festen Zins, beschrieben. K iibernimmt damit die Rolle des Basispreises der Option.
Da in den meisten Fillen die Filligkeit der Swaption mit dem ersten zukiinftigen Zeit-
punkt des unterliegenden Swaps, also dem Reset Date, Ty iibereinstimmt, wird auch
hier angenommen, dass Ty der Félligkeit der Swaption entspricht. Fiir den Inhaber
bedeutet dies, dass er an 7T entscheiden muss, ob er in den Swap eintritt oder nicht.

Die zugehorige Swaplinge T, — Tp heikt Tenor des Swaps. Das folgende Beispiel’] er-

lautert die Verwendung von Swaptions.

Beispiel 1.31: Betrachtet wird ein Unternehmen, das in sechs Monaten ein Darle-
hen mit variabler Verzinsung und einer Laufzeit von fiinf Jahren abschlieft, jedoch
die variable Verzinsung gegen feste Zinszahlungen tauschen moéchte. Dazu kann das
Unternehmen in einem halben Jahr in einen Payer Swap eintreten. Da das Unterneh-
men aber zusitzlich sicherstellen mochte, dass der Festzins, den es dann zu zahlen hat,

einen gewissen Prozentsatz nicht {ibersteigt, kauft das Unternehmen eine Swaption, die

9Siehe [Hul06], Abschnitt 26.4.
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einem das Recht gibt, in einen Payer Swap einzutreten. Wenn der Festzins fiir einen
reguliren Swap im Félligkeitstermin der Swaption iiber dem in der Swaption verein-
barten Festzins liegt, iibt das Unternehmen die Swaption aus, anderenfalls tritt es in

einen reguliren Swap ein.

Payer Swaptions bieten Marktteilnehmern eine Garantie, dass der feste Zins, den sie
zukiinftig fiir einen Kredit zahlen, eine bestimmte Hohe nicht iiberschreitet.

Der Vorteil einer Swaption liegt darin, dass man einerseits von giinstigen zukiinftigen
Zinsbewegungen profitieren kann und andererseits vor nachteiligen Zinsbewegungen

geschiitzt ist.

Sei 0 < t < Tj. Betrachtet werde nun eine Payer Swaption. Die Zahlungszeitpunkte
der Payer Swaption mit Falligkeit 7 und des zugrunde liegenden Payer Swaps seien
T, < ...<T,, wobei T > Tj gilt. Die Zahlungszeitpunkte seien dquidistant, das heifst,
es gilt T; — T;_1 = 0.

Fiir den Wert des Swaps in Tj gilt nach

Sp(Ty) = N(1 — B(Ty, T,,) — Kéi B(Ty, T;)).

Somit folgt fiir den Cash Flow der Swaption[in Tj

n +
(N - N <K5 > B(T,,T;) - B(Ty, Tn)>) : (1.14)
i=1
Wie man sieht, ist dies gerade die Zahlung einer in Ty filligen Putoption mit Basispreis
N auf eine festverzinsliche Anleihe mit fixem Zinssatz K und Nennwert N. Damit 1asst
sich die Bewertung der Swaption auf die Bewertung eines Puts auf eine festverzinsliche
Anleihe zuriickfiihren.

Genauso kann man auch zeigen, dass die Bewertung einer Receiver Swaption auf die Be-

wertung einer Calloption auf eine festverzinsliche Anleihe zuriickgefiihrt werden kann.

Bemerkung 1.32: Hier wurde nun ein elementarer Unterschied zwischen Caps bzw.
Floors und Swaptions aufgezeigt. Der Cash Flow eines Caps bzw. Floors zerfillt in

elementare Prozesse, der Cashflow einer Swaption nicht.

0Vergleiche [BS04], Seite 26.
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1.4. Zinsderivate

Der Wert einer Swaption in ¢ < T} ldsst sich mit der Formel von Black fiir Swaptions
berechnen. Diese Formel ist nachzulesen in [Fil02], Seite 30.

In Abschnitt 5.1.4 dieser Arbeit wird eine Methode zur Bewertung einer Payer Swaption
im Vasicek-Modell vorgestellt.
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2 Allgemeine short-rate Modelle

In short-rate Modellen wird die short-rate als Losung einer stochastischen Differential-
gleichung modelliert. Es wird angenommen, dass Zero-Coupon-Bonds jeder beliebigen
Filligkeit in einem endlichen Zeithorizont vorliegen und sich die Preise der Bonds
als Funktionen in Abhéngigkeit von der Zeit und dem Wert der short-rate in diesem
Zeitpunkt darstellen lassen. Wichtig ist aufserdem die Annahme, dass ein dquivalentes
Martingalmaf existiert, da daraus die Arbitragefreiheit des Finanzmarktmodells folgt.
Ausgehend von der short-rate erhélt man den Preisprozess eines Geldmarktkontos. In
diesem Kapitel wird nun gezeigt, wie arbitragefreie Bondpreise in short-rate Modellen
berechnet werden kénnen.

Zu Beginn startet man mit einer short-rate-Dynamik unter dem realen Maf P und
erhélt den Bondpreis als Losung einer partiellen Differentialgleichung, der sog. Term
Structure Equation. Mit dem Ansatz des ,Martingale Modelling” wird die short-rate
direkt unter dem risikoneutralen Maf modelliert. Unter diesem Maf ldsst sich der
Bondpreis als abdiskontierter bedingter Erwartungswert berechnen.

Dieses Kapitel orientiert sich dabei grofstenteils an [Bjo04] und [Fil09], des Weiteren
aber auch an |[LL96| und [Sch04].

In dem nun folgenden ersten Abschnitt wird der mathematische Rahmen fiir short-rate

Modelle geschaffen. Die folgenden Annahmen sollen fiir die gesamte Arbeit gelten.

2.1 Einfiihrung in short-rate Modelle

Es werde ein endlicher Handelszeitpunkt 7™ < oo fixiert.
Weiter sei 0 <t <T <T*und T > 0.

Gegeben sei ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, (F;)i>0, P) und P sei das
objektive Wahrscheinlichkeitsmalfs.

(W(t))o<t<r= sei ein Wiener-Prozess auf dem Wahrscheinlichkeitsraum. Die Filtration
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2.1. Einfithrung in short-rate Modelle

(Fi)i>0 werde von W (t) erzeugt und erfiille die ,usual conditions”, das heikt, die Fil-
tration sei rechtsseitig stetig und fiir jedes ¢ € [0, T*] enthalte F; alle P-Nullmengen.
Auferdem gelte F = Fpx.

Die Filtration stellt in diesem Zusammenhang den Informationsverlauf dar, das heifst,
F; liefert den Informationsstand zum Zeitpunkt £. Auferdem nimmt die verfiighare

Information im Zeitablauf zu, denn es gilt F, C F; fiir s < t.

Die short-rate ist ein stochastischer Prozess und soll folgenden Anforderungen geniigen:
° (T(t))ogth* hat stetige Pfade.
e r(t) ist ein Markov-Prozess.

Damit macht r(¢) keine plotzlichen Spriinge und wegen der Markov-Eigenschaft ist die
zukiinftige Entwicklung der short-rate nur von dem heutigen Wert abhéngig und héangt

nicht von der bisherigen Entwicklung ab.

In einem (Ein-Faktor-) short-rate Modell lassen sich ausgehend von einer stochasti-
schen Differentialgleichung fiir die short-rate arbitragefreie Zero-Coupon-Bond-Preise

bestimmen. Dafiir sind zunéchst einige Annahmen zu treffen:

Annahme 1:
Die short-rate r(t) folgt einem It6-Prozess, das heifst, unter dem realen Maf P besitzt
die short-rate die Gestalt

t t
r(t) = r(0) +/ u(u,r(u))du+/ o(u,r(u))dW (u)
0 0
mit adaptierten und beziiglich beiden Variablen messbaren Funktionen
pe [0, 7] x R — R, (t,r(t)) — u(t,r(t)),

o: [0, T ] x R =R, (t,r(t)) — o(t,r(t)),

derart dass eine starke Losung der stochastischen Differentialgleichung existiert.

In Differentialschreibweise bedeutet dies:

dr(t) = u(t,r(t))dt + o(t,r(t))dW (t). (2.1)

Damit eine eindeutige starke Losung von (2.1]) existiert, erfiillt der Driftterm pu(¢, )
die Lipschitz-Bedingung in z, das heifst, fiir alle z, y € R und alle ¢ € [0, T*] existiert
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eine Konstante ¢, so dass

\u(t, ) — p(t,y)| <clz —y

gilt, sowie eine ,growth condition in z, das heift, fiir alle z € R und alle ¢ € [0, T"]

existiert eine Konstante C, so dass gilt
u(t, o) < C(1+a?).

Ebenso erfiillt der Diffusionsterm o(t, x) eine ,growth condition“ in z, es existiert also
eine Konstante K mit
jo(t,2)* < K(1+2%)

fiir alle z € R und alle t € [0, T*] sowie eine abgeschwichte Lipschitzbedingung
lo(t,z) — o(t,y)| < h(jz —yl)

fir alle 0 < ¢t < 7% und z,y € R, wobei h : [0,00) — [0,00) eine streng monoton
wachsende Funktion mit 2(0) =0 und [, h™*(u)du = oo fiir alle € > 0 darstellt[l.

Als starke Losung der stochastischen Differentialgleichung (2.1)) besitzt der short-rate-
Prozess (r(t))o<i<r+ stetige Pfade, ist adaptiert und MarkovschP] AuRerdem gilt

/0 lp(s,r(s))]ds < o0

und / o(s,r(s))*ds < oo fiir alle t > 0.
0

Da in short-rate-Modellen zu Beginn nur die Dynamik der short-rate gegeben ist, ist das

einzige vorliegende Finanzgut, dessen Preisprozess bekannt ist, das Geldmarktkonto.

Definition 2.1: Die Entwicklung des Geldmarktkontos wird beschrieben durch die
Differentialgleichung

dB(t) = r(t)B(t)dt, B(O) = 1. (2.2)

Wergleiche [KS97], Theorem 2.9, Seite 289, sowie Proposition 2.13, Seite 291, und [Duf92], Seite
240f.
*Vergleiche |[LL96], Theorem 3.5.7 und [KS97], Def. 2.1, Seite 285.
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2.1. Einfithrung in short-rate Modelle

Die Losung dieser Differentialgleichung ist gegeben durch

B(t) = exp ( /0 tr(u)du) | (2.3)

B(t) ist ein an die Filtration (F)icpo,r+) adaptierter Prozess. Aukerdem ist 3(t) inte-

grierbar.

Das Geldmarktkonto () definiert somit den Preisprozess einer risikolosen Anlage zur
short-rate r(t). Zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 kann man einen Geldbetrag zur short-rate
r(t) anlegen oder abheben. (3(t) reprisentiert den Geldbetrag, der sich bis zur Zeit
t ergibt, wenn man zu Beginn eine Geldeinheit im Geldmarktkonto anlegt und diese
stetig mit der short-rate verzinst wird.

Des Weiteren dient [(¢) als stochastischer Diskontfaktor.

Annahme 2:
Es wird angenommen, dass ein Markt fiir Zero-Coupon-Bonds mit jeder beliebigen
Filligkeit T € (0, T™] existiert.

Annahme 3:

Zu dem realen Mafs P existiert ein dquivalentes Martingalmafsﬂ @, so dass der abdis-
B(t,T))
6(” 0<t<T

kontierte Bondpreis ( fiir jede Filligkeit T > 0 ein Martingal unter @) ist.

Damit wird Arbitrage zwischen einer Auswahl von endlich vielen Bonds ausgeschlos-

senfl]

Annahme 4:
Die arbitragefreien Preise der T-Bonds sind Funktionen in Abhéngigkeit von ¢, T und

r(t) und lassen sich schreiben als
B(,T) = F7(t,7(t)) (2.4)

mit FT e C12([0,T] x R).

Aus Annahme 3 folgt direkt eine risikoneutrale Bewertungsgleichungf] fiir Bonds:

3 Abkiirzung: EMM

4Mochte man Strategien mit unendlich vielen Bonds betrachten, wird wie in [Fil09] verwiesen auf
[BKRI7] oder [CTO6].

>Vergleiche [LL96], Seite 123.
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Kapitel 2. Allgemeine short-rate Modelle

Korollar 2.2 (Risikoneutrale Bewertungsgleichung): Ist QQ ein dquivalentes Martin-

galmap, dann gilt fiir den Preis eines T-Bonds in t

B(t,T) = Eq [e*ffrw)du FAR (2.5)

Beweis: Aus der Martingaleigenschaft der abdiskontierten Bondpreise unter () folgt
fir0<t<T

B(t) B(T) B(T)

Mit der Adaptiertheit des Geldmarktkontos ergibt sich nun die Behauptung. O

Ist die unter F;-bedingte Verteilung von ftT r(u)du unter dem &quivalenten Martingal-
mak () bekannt, so lassen sich die arbitragefreien Bondpreise mit dieser Bewertungs-

gleichung berechnen.

Im Folgenden wird untersucht, welche Gestalt die Dynamik der Bondpreis ausgehend
von der Dynamik der short-rate besitzt. Daran anschliefend wird der Marktpreis des
Risikos hergeleitet und es ergibt sich eine partielle Differentialgleichung, deren Lésung

gerade der arbitragefreie Bondpreis ist.

2.2 Die Dynamik der Bondpreise

Mit Hilfe der It6-Formel lisst sich die Dynamik des T-Bondpreises bestimmen.

Satz 2.3: Sei 0 <t<T <T* T >0.
Die Dynamik eines T-Bonds unter dem objektiven Mafi P ist

dFT(t,r(t)) = FT(t,r(t)) [m(t, T)dt + & (t, T)dW (t)] (2.6)
mit
n0.7) = s [ O gy 28T O P )
| (2.7)
und
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2.3. Der Marktpreis des Risikos

Beweis: Aufgrund von Annahme 3 kann die Ito-Formel auf die Funktion FT ange-

wandt werden.

It6-Formel aFT aFT 1 82FT

g dt + o dr(t)+§ 5,2 d(r) (t)

OFT OFT 1°FT
= = dt + e (pudt + odW (t)) + 5 5,2 0
OFT

[8FT N OFT N l@QFT
o Mor T2 a7 or
— pT [m(t, T)dt + &(t, T)dW(t)}

dFT(t,7(t))

dt

02] dt + o(t) dW (t)

mit

1 [oFT aFTJrla?FT 5
o Fa Toar?
d
un _(t T)_L HFT
o(t, = FTO' o

Zur besseren Lesbarkeit wurde an einigen Stellen auf die Variablen verzichtet. O]

2.3 Der Marktpreis des Risikos

Nun wird der Marktpreis des Risikos hergeleitet. Vorab wird der folgende Satzﬁ] ange-
fiihrt:

Satz 2.4: Angenommen, es existiert ein selbstfinanzierendes Portfolio h, so dass der
Wertprozess die Dynamik dV"(t) = k(t)V"(t)dt besitzt, wobei k ein adaptierter Prozess
ist. Dann gilt: k(t) = r(t) fir alle t > 0, wobei r(t) die short-rate bezeichne, oder es

existiert eine Arbitragemdglichkeit.

Fiir die Herleitung des Marktpreise{] des Risikos wird ein risikoloses Hedge-Portfolio
konstruiert, welches das Geldmarktkonto dupliziert.

Das Hedge-Portfolio setzt sich dabei aus zwei Zero-Coupon-Bonds mit unterschiedlichen
Filligkeiten 7} und 75 zusammen, 0 <t < T} < T, < T,

Zur Zeit t halte man V;(¢)-Anteile an dem 77-Bond und V5(t)-Anteile an dem T»-Bond.

6Siehe [Bj04], Prop.7.6.
"Siehe [Bjo04], Seite 320.
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Kapitel 2. Allgemeine short-rate Modelle

Insgesamt besitzt man ein Portfolio mit dem totalen Wert
V(t) = Va(t)B(t, Ts) + Vi(t)B(t, T1).

Aus der Dynamik der Bonds und der It6-Formel folgt fiir die Portfolio-Dynamik

=V (t) (Va(t)m(t, Tz) + Vi(t)m(t, T7)) dt + (Va(t)a(t, Tz) + Vi(t)a(t, T1)) dW (t).
Dabei werden Vi (t) und V5(t) so gewéhlt, dass

(1) VA(t) + Va(t) =1

(2.9)
(II) Vi()a(t, T}) + Va(t)5(t, Ts) = .

Durch Bedingung (I) wird das Portfolio selbstfinanzierend und durch Bedingung (II)
risikolos. Dadurch ergibt sich die Dynamik des Portfolio-Wertes als

dV () = V(1) (Va(t)ym(t, To) + Vi(t)m(t, Tr)) dt.

Da das Portfolio selbstfinanzierend ist und ein arbitragefreier Finanzmarkt vorliegt,

folgt mit Satz
Vo(t)m(t, Tz) + Vi(t)m(t, Ty) = r(t), (2.10)

das heifst, die Portfoliorendite entspricht der risikolosen short-rate r(¢). Durch Losen
des linearen Gleichungssystems (22.9)) erhélt man fiir Vi (¢) und Va(t)
5-(t7 TQ)

WO = e —sany T =

—a(t,Th)
a(t,Ty) —a(t,Ty)

Nach Einsetzen in (2.10) ergibt sich

m(t,Th) —r(t) m(t,Tz) —r(t)

o(t,Ty) ot Ty)

Diese Beziehung gilt fiir jede beliebige Falligkeit.

Man erhilt nun folgendes Resultatf] welches bereits in dem Artikel [Vas77] von Oldrich
Vasicek veroffentlicht wurde, und hat gleichzeitig den Marktpreis des Risikos hergelei-
tet.

8Vergleiche [Bjo04], Prop. 21.1.
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2.4. Die Term Structure Equation

Satz 2.5: Der Markt sei arbitragefrei. Dann existiert ein Prozess A : [0,T*] x R — R,

so dass die Beziehung
m(t,T) — r(t)
AL, r(t)) = T o1

fur jede Wahl der Filligkeit T und fir alle t < T gilt.

(2.11)

Definition 2.6: Der Prozess A(t,r(t)) = % heifst der Marktpreis des Risikos.

Auf einem arbitragefreien Markt haben also alle Bonds unabhingig von ihrer Falligkeit

den gleichen Marktpreis des Risikos.

Bemerkung 2.7: Der Zahler des Marktpreises des Risikos gibt gerade die Risikopré-
mie eines Bonds an, also die zusédtzliche erwartete Rendite gegeniiber einer Investition
in das Geldmarktkonto. Da der Nenner von gerade die Volatilitdat eines Bonds
darstellt, kann der Quotient als zusétzliche erwartete Rendite pro zusétzlicher Einheit

an Risiko interpretiert werden.

2.4 Die Term Structure Equation

In diesem Abschnitt wird die Term Structure Equation eingefiihrt, welche als partielle
Differentialgleichung, die alle Derivate auf die Zinsstruktur unter Arbitragefreiheit er-

fiillen miissen, ein Analogon zur Black-Scholes-Differentialgleichung darstellt.

Theorem 2.8: (Term Structure Equatw?ﬂ)
Auf einem arbitragefreien Finanzmarkt erfiillt der arbitragefreie Bondpreis FT (t,r(t))
die partielle Differentialgleichung
OFT(t,r(t)) OFT (t,r(t))
= ST (e (1) = A )t (1) g
1PFT(t,r(t))
2 or?

0
(2.12)

o*(tr(t) —r(t) F (t,r(t))

mit der Endbedingung FT(T,r(T)) = 1.
Gleichung stellt die sogenannte Term Structure FEquation dar.

9Siehe [Bjo04], Proposition 21.2.
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Kapitel 2. Allgemeine short-rate Modelle

Beweis: Aus (2.11)) folgt m(¢t,T) = r(t) + A(t,r(t))a(t, T).
Dies wird nun mit (2.7 gleichgesetzt:

() + A6 = 1 [oFT N OFT N 1 ,0*FT
" CTFT | o ar 27 o
1 [0FT  9FT 1 ,0°FT OFT
= | = - — FT — \o—
& 0 7T [ 5 +p 5 +30 5,2 r(t) Ao o }
OFT OFT 1 ,0°FT T

Zur Ubersichtlichkeit wurde hier F = F(t,7(t)), A = At,r(t)), p = p(t,r(t)), 6 =
a(t,T) und o = o(t,r(t)) gesetzt. Die Endbedingung ergibt sich aus der Bedingung
FT(T,r(T)) =1 fiir Zero-Coupon-Bonds. O

(2.12) ist die grundlegende Gleichung zur Bewertung von Bonds in einem Markt, in dem
die Annahmen 1 bis 4 erfiillt sind. Zusammen mit der Endbedingung FT(T,r(T)) =1
erhélt man durch Losen dieser partiellen Differentialgleichung den arbitragefreien Preis
des T-Bonds.

Die Bondpreise lassen sich somit bestimmen, nachdem man u(t,r(t)), o(t,r(¢)) und
A(t,r(t)) bestimmt hat.

Bemerkung 2.9: 1. Gleichung 1) hat grofe Ahnlichkeit mit der Black-Scholes-
Differentialgleichung, die jedoch auf Aktienderivate anzuwenden ist, wihrend die

Term Structure Equation fiir Zero-Coupon-Bonds aufgestellt wird.

2. Zu beachten ist auch, dass, wenn man die Preise von Bonds mit verschiedenen
Filligkeiten bestimmen mochte, die Term Structure Equation fiir jeden Bond

einzeln gelost werden muss.

Im vierten Kapitel werden affine short-rate Modelle betrachtet. Aufgrund der speziellen
Gestalt der Bondpreise in diesen Modellen zerfillt die Term Structure Equation in
zwei gewohnliche Differentialgleichungen, die im Allgemeinen mit wesentlich geringerem
Aufwand numerisch zu 16sen sind, aber in einigen speziellen Modellen, die im Folgenden
vorgestellt werden, auch analytisch gelost werden kénnen. Hierbei geniigt es, das System
von gewohnlichen Differentialgleichungen einmal zu 16sen, um die Preise von Bonds

verschiedener Filligkeiten berechnen zu koénnen.
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2.4. Die Term Structure Equation

Wird ein Claim mit Claimauszahlung ®(r(7')) zum Zeitpunkt 7" betrachtet, wobei
® : R — R, so lisst sich wie im Fall von Zero-Coupon-Bonds annehmen, dass der
Preis des Claims zum Zeitpunkt ¢ < T als Funktion G”(¢,7(t)) in Abhéngigkeit von
der short-rate und der Zeit dargestellt werden kann. Dabei wird angenommen, dass
GT ausreichend oft stetig differenzierbar ist, so dass sich die Ito-Formel anwenden
lisst, das heit, GT € CY?([0,T] x R). Mit der gleichen Argumentation, mit der die
Term Structure Equation eingefiihrt wurde, erhilt man eine allgemeine Term Structure
Equation fiir Zinsderivatd™®} Durch das Losen dieser partiellen Differentialgleichung

erhdlt man den arbitragefreien Preis des Claims.

Satz 2.10 (Allgemeine Term Structure Equation): Sei X' ein Contingent Claim der
Form X = ®(r(T)), ® : R — R. Ist der Preis des Claims I1(t) zum Zeitpunkt t als
reellwertige Funktion

I(t) = G* (¢, (1)),

darstellbar mit GT € CY2([0,T] x R), so erfillt GT die Allgemeine Term Structure

Equation

w + (M(t, r(t)) — A(t,r(t))o(t, T(t))) w

1 ,O*GT(t,r(t))
+§a(t,r(t)) a2

(2.13)
—r(t)GT(t,r(t)) =0

mit der Endbedingung GT(T,r(T)) = ®(r(T)).
Damit lassen sich die arbitragefreien Preise von Zinsderivaten als Losung der Term
Structure Equation bestimmen. Der Unterschied zwischen der Allgemeinen und der

Term Structure Equation fiir Bonds liegt in der Endbedingung.

Beweis: Als Erstes wird die Ito-Formel benutzt, um die Dynamik des Zinsderivats zu

berechnen:
T Tto-Formel G oGT 197G
dG* (t,r(t)) = T dt + e dr(t) + 5 9,2 d(r) (t)
OGT OGT 51 9*’GT OGT

BT + p(t,r(t)) 5 +o(t,r(t)) 3792 dt +o(t,r(t)) o dW (t)

= GT (me(t, T)dt + Go(t, T)dW (1))
(2.14)

0Vergleiche [Bjo04], Proposition 21.4.
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Kapitel 2. Allgemeine short-rate Modelle

mit
1 [0GT e L1 02GT
malt.T) = g (% + e voterPy %) 21
und ) 5T
aa(t,T) = —rolt (1) 5 (2.16)

wobei GT(t,r(t)) durch GT abgekiirzt wurde.
Im Folgenden wird ein relatives Portfolio aus einem 7-Bond und dem Zinsderivat ge-
bildet, welches zusitzlich risikolos sein soll. Dabei halte man zum Zeitpunkt ¢ Vp(t)
Einheiten des 7-Bonds und Vg (t) Einheiten des Zinsderivats. Der totale Wert des Port-
folios in ¢ ist

V(t) = Ve(t)B(t,T) + Va(t)GT (t, (1))

und fiir die Portfolio-Dynamik ergibt sich

dB(t,T) dGT (t,r(t))
B(t,T) GT(t,r(t))
(

V[V, T) + Va(t)ma (¢, T)) dt + (Va()a (t, T) + Va(t)aw(t, T)) dW (1)).

avit) = V() |Vs(t) + Vo (T)

Aufserdem erfiillt das relative Portfolio das folgende lineare Gleichungssystem:

(I) Vp(t)+ Ve(t)=1

(2.17)
(II) Vs(t)a(t,T) + Va(t)as(t,T) =0

Gleichung (I) ist die Bedingung fiir das relative Portfolio und aufgrund von Gleichung
(IT) ist das Portfolio gerade risikolos. Somit ergibt sich fiir die Portfolio-Dynamik:

dV(t) =V () (Ve(t)m(t,T) + Ve (t)me(t,T)) dt.
Mit Satz folgt
Ve(t)m(t,T) + Vo (t)me(t,T) = r(t). (2.18)
Die Losung des linearen Gleichungssystems ([2.17) ist gerade

—ao(t,T)

a(t,T)
Va(t) = o(t,T) —oa(t,T)

G, T) —Ga(t,T)

und  Vp(t) =

Durch Einsetzen dieser Losungen in (2.18) und mit einigen Umformungen folgt die

Beziehung .7) ® 1) @
me(t,T) —r(t)  m(t,T)—r(t) @)
T~ samy o br)

Daraus ergibt sich die Bezichung me(t,7) = r(t) + (¢, 7(¢))7e(t, T') und durch Gleich-

(2.19)
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2.5. Die Dynamik der short-rate unter einem EMM

setzen mit (2.15) ergibt sich

oGT oGT 1 , 0*GT T
O (e, (1)) = At (ot () S + ot () S — ()G =0
Die Endbedingung folgt aus der Tatsache, dass GT(t,r(t)) = ®(r(T)) gilt. O

2.5 Die Dynamik der short-rate unter einem EMM

Nun wird untersucht, wie sich die Dynamiken der short-rate und des Bondpreises nach
einem Malfswechsel zu einem dquivalenten Martingalmafs (Q = P7 verdndern. Aus dem
Theorem von GirsanovE] ist bereits bekannt, dass, wenn P? dquivalent zu P ist, ein

preversibler reellwertiger Prozess ((t))o<:<r+ existiert, derart dass gilt:

ol (| () - & / tv(ufdu) = n(t).

Der folgende SatzE] liefert die Dynamiken unter einem risikoneutralen Mak.

Satz 2.11: Sei 0 <t <T <T*, T >0.

Die short-rate r(t) folge einem It6-Prozess unter dem objektiven Mafi P mit Dynamik
. Dann gilt unter jedem zu P dquivalenten Martingalmafs Q) = P7:

(i) Der Prozess r(t) gentigt unter PY der Dynamik

dr(t) = (u(t,r(t)) + o(t,r(t))y(t))dt + o(t,r(t))dW(t), (2.20)

wobei W7 (t) eine Brownsche Bewegung unter PV bezeichne.

(ii) Es existiert ein reellwertiger adaptierter Prozess o7(t,T), derart dass

dB(t,T) = B(t,T) (r(t)dt + o7 (t, T)dAW (t)). (2.21)

Beweis: Der erste Teil des Satzes ergibt sich aus der Tatsache, dass

nach dem Theorem von Girsanov ein Wiener Prozess unter P7 ist. Fiir die Dynamik

HSiehe [Pau09|, Finanzmathematik 2, Abschnitt 3.7.
12Siehe [MRI7], Proposition 12.2.1.
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der short-rate folgt

dr(t) & u(t, r(£))dt + o (¢, r(1))dW (¢)
= p(t,rt))dt +o(t,r(t)(dW7(t) + y(t)dt)
(u(t,r(t)) + o(t,r)y(t)dt + o(t, r(t))dW(t).

t.r
t,r

Fiir den zweiten Teil des Beweises setze Z*(t,T) = B[gt(g) und M(t) = Z*(t, T)n(t).

Da Z*(t,T) ein P'-Martingal ist, erhilt man durch Anwenden der Formel von Bayeq™|

M(t) = Z*(t,T)n(t) = n(t)Ee [Z°(T,T) | F]
PSR (24T, T)(T) | F) = E[M(T) | F).

Damit ist M () also ein P-Martingal. Mit dem Martingal—DarstellungssatzE] folgt, dass

ein ¥ € L existiert, so dass

M (t) besitzt also die Dynamik
dM(t) = U(t)dW (t).
Da n(t) das Doléans-Exponential darstellt, ist die Dynamik von 7(t) gerade
dn(t) = n(t)y()dW(t).

Durch Anwenden der It6-Formel erhélt man fiir die Dynamik von ﬁ

d(—y e gy a0

n(t) n(t)? n(t)
L e L
= W)v(t) t o t>v(t)dW(t)

Weiter ergibt sich mit der partiellen Integrationsforme[™|und dW7 () = dW () —~(t)dt,

3Vergleiche [Bjo04], Proposition B.41.
4Vergleiche [Fil09], Theorem 4.8.
5Siehe [Pau09], Kapitel 3.3
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dass
dzZ*(t,T)
- d(Z*(t,T)n(t)%) = d(M(t)%)
part Int ) (%) + o dM () +d (M) 1)
= (20170~ Jwer ) as () - 200 o
1 )

_ (@\y()— “(t,T)y ()) dW7(t)

und

dB(t,T) = d(Z*(t,T)B(t))
PRI 7o (8, TYAB(t) + B(t)dZ* (8, T) + d (Z*, B) (1)

— BT <wwwﬂgww o~ Ol
V(t,T)

Damit dndert der Mafkwechsel nur die Drift der short-rate, die Volatilitdt bleibt unver-
dandert. Aufterdem entspricht die erwartete Rendite unter dem risikoneutralen Maf auf

jeden Bond dem risikolosen Zins, also der short-rate.

Der Prozess (7(t))o<t<r+ kann allerdings noch genauer bestimmt werden:
Nach Satz [2.3] gilt fiir die Dynamik des T-Bonds

dB(t,T) = B(t,T) (m(t,T)dt + a(t, T)dW(t)) .
Ein Mafkwechsel zum dquivalenten Martingalmaf @) liefert nun

dB(t, T) dW(t):dVI;(t)Jr’y(t)dt

B(t,T) ([m(t, T+ 5(t, T)y(t)] dt + (¢, T)dW(t)) . (2.22)
Man erhélt unter Verwendung von (2.21)) also die Beziehung

m(t, T)+ a(t, T)y(t) = r(t).

33



Kapitel 2. Allgemeine short-rate Modelle

Nach einigen Umformungen ergibt sich

- m(t,T) —r(t)

(1) = T = AL ().

Erfiillt der Marktpreis des Risikos die Novikov-Bedingung™] so ist der Dichtequotien-

tenprozess von () nach P also durch das Doléans-Exponential

% e E((=A) = W) = exp (— /Ot)\(u,r(u))dW(u) _ /Ot)\(u,r(u))zdu)

gegeben. Dann gilt fiir die Dynamik der short-rate unter @)

dr(t) = (u(t,r(t)) — o(t, 7))L, 7(1))) dt + o(t, 7(£))dW (). (2.23)

Fiir verschiedene Spezifikationen des Marktpreises des Risikos erhédlt man also verschie-

dene dquivalente Martingalmafe.
Fiir den Diffusionsterm des Bonds folgt aufserdem, dass gilt
al(t,T)=a(t,T).

Diese Beziehung folgt auch aus (2.22) und ({2.21)), ist aber intuitiv klar, da ein Mafk-
wechsel lediglich die Drift &ndert, die Volatilitdt aber unverdndert bleibt.

Des Weiteren lisst sich die Dynamik eines T-Claims unter () bestimmen:

Korollar 2.12: Sei X ein Contingent T-Claim der Form X = ®(r(T)), & : R — R.
Der Preis des Claims 11(t) sei zum Zeitpunkt t als reellwertige Funktion darstellbar,
[(t) = GT(t,r(t)) mit GT € C*?([0,T] x R).

Dann besitzt der Preis des Claims beziiglich () die Dynamik

dGT (t,r(1)) = GT(t, (1)) [r(t)dt +oslt, T)dW(t)] .

Beweis: Aus dem Beweis von Satz ist bereits die Dynamik von G7(¢,r(t)) unter
P bekannt:
dGT(t,r(t)) = GT(t,r(t)) (me(t, T)dt + 6o (t, T)dW (1))

mit me und Gg definiert wie in 1) und 1) Da W(t) = W(t) + fot A(t)dt ein

16Siehe [Pau09], Finanzmathematik 2, Abschnitt 3.4.
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2.6. Vollstandigkeit

Wiener-Prozess beziiglich @) ist, folgt

dGT(t, (1)) = GT(t,r(1)) ((m¢<t,T) —5¢(t,T)/\(t,r(t)))dt+a;(t,T)dW(t))

GT(t,r(1)) (r(t)dt + 6q>(t,T)dW(t)) :

. . me (t,T)—r .
da nach Formel (2.19) die Beziehung % = A(t,r(t)) gilt. O

Bemerkung 2.13: Mit Hilfe der Girsanov-Transformation erhilt man eine weitere
Darstellung der Dynamik des T-Bonds unter dem realen Maf P}

dB(t,T) = B(t,T) [(r(t) — 6(t, T)A(t, 7(t))) dt + &(t, T)dW (£)] .

Beweis: Betrachtet wird zunéchst die Dynamik des T-Bonds unter ). Mit der Bezie-
hung dW (t) = dW (t) — A(t, r(t))dt erfolgt der Wechsel zuriick zum realen MaR P

aB(t,T) = Bt T) [r(t)dt + o (¢, T)dW (1
— BT [r(t)dt +5(t,T) (dW () — At r(1))dt)]
— B, T)[(r(t) — 6(t, )N, (1)) dt + 5 (t, T)AW (1)] .

]

An (2.13) wird die Bedeutung des Marktpreises des Risikos als Risikoprdmie deut-
lich. Vergleicht man die Dynamik des Bonds mit der Dynamik des Geldmarktkontos
dp(t) = B(t)r(t)dt, so ist die Differenz zwischen der Drift des Bonds und der Drift des
Geldmarktkontos gerade der Term (¢, T)A(¢, r(t)). Dieser Term stellt die Risikopréamie

dar, die man erhélt, wenn man in einen Bond statt in das Geldmarktkonto investiert.

2.6 Vollstandigkeit

Bisher ist der Finanzmarkt, der im Rahmen von short-rate Modellen eingefiihrt wurde,
nicht vollstindig und das Aquivalente Martingalmaf ist nicht eindeutig®] Der Grund
dafiir ist, dass nur der Preisprozess des risikolosen Geldmarktkontos bekannt ist. Auf-
grund dieser Tatsache kann der Marktpreis des Risikos nicht im Rahmen des Modells

bestimmt werden, sondern muss wie der Drift- und der Diffusionsterm der short-rate

17Vergleiche [LL96], Proposition 6.1.3.
18Vergleiche [Bj504], Seite 323.
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Kapitel 2. Allgemeine short-rate Modelle

von Anfang an vorgegeben werden[’} Damit lassen sich dann arbitragefreie Bondpreise
mit der Term Structure Equation berechnen.

Durch Hinzunahme der Annahme, dass der Preisprozess eines Bonds, etwa der des
T*-Bonds, bekannt ist, erhdlt man die Vollstandigkeit. Dies liefert einen eindeutig be-

stimmten Marktpreis des Risikos und damit ein eindeutiges dquivalentes Martingal-

makP’]

Annahme:

Der Preisprozess des T*-Bonds ist gegeben durch
dET (t,r(t)) = FT (t,r(t)) [m(t, T*)dt + & (t, T*)dW (t)] (2.24)
mit adaptierten und beziiglich beider Variablen messbaren Funktionen
m,o:[0,T*] x R — R,

derart dass (2.24]) eine starke Losung besitzt.

Nach (2.11]) gilt
t,T*) —r(t)

o(t,T*)

At () = ™

Y

der Marktpreis des Risikos ist nun eindeutig bestimmt.
Erfiillt A(¢,7(¢)) die Novikov-Bedingung, so kann man nach dem Satz von Girsanov mit

dem Dichtequotientenprozess

% 5= exp (— /Ot/\(u,r(u))dW(u) - %/Ot /\(u,r(u))2du>

zu einem zu P dquivalenten Mak Q wechseln und W (t) = W(t) + f[f Au, r(u))du ist
ein Wiener-Prozess beziiglich Q.
Damit ist das dquivalente Martingalmafs eindeutig bestimmt und das Finanzmarktmo-

dell ist nach dem Zweiten Fundamentalsatz der Preistheorie?!] vollstindig.

19Vergleiche [BK04], Bemerkung 8.2.1(ii), [Bj604], Seite 322.
20Vergleiche [Bjo04], Seite 323.
*1Siehe [Bjo04], Theorem 10.17.
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2.7. Martingale Modelling

2.7 Martingale Modelling

Bisher wurde gezeigt, dass die Zinsstruktur, das heifst, eine arbitragefreie Familie von
Bondpreisen, vollstindig durch die Term Structure Equation bestimmt ist. Vor dem Lo-
sen dieser partiellen Differentialgleichung sind jedoch die folgenden drei Komponenten
zu bestimmen??:

e 1= pu(t,r(t)), der Driftterm der short-rate,
e 0 =0(t,r(t)), der Diffusionsterm der short-rate, sowie
e \ = \(t,r(t)), der Marktpreis des Risikos.

Der Bondpreis FT(t,r(t)) hingt somit von diesen drei Komponenten ab. Betrachtet
man die Term Structure Equation (2.12), so wird deutlich, dass man zum Lésen dieser
partiellen Differentialgleichung lediglich die Funktion o und den Term (u — oA) beno-
tigt. Die Bestandteile des Terms miissen im Einzelnen nicht bekannt sein. Da dieser
Term nach Formel gerade die Drift der short-rate unter dem #quivalenten Mar-
tingalmalfs ) darstellt, wird dieses Martingalmaf fixiert und die Dynamik der short-rate
direkt unter @) spezifiziert. Dieser Vorgang wird als ,Martingale Modelling” bezeichnet.
Es gelte:

dr(t) = a(t,r(t))dt + o (t, r(t))dW (t), (2.25)

mit adaptierten und beziiglich beider Variablen messbaren Funktionen
a,0:[0,7"] xR—R

derart, dass eine starke Losung der stochastischen Differentialgleichung exis-
tiert®?]

Mit der Modellierung der short-rate unter dem risikoneutralen Mafs wird also implizit
der Marktpreis des Risikos bestimmt, denn die Drift der short-rate unter (), ausgehend

von der Dynamik unter P, ist gerade

a(t,r(t)) = u(t,r(t) —a(t,r(€) A, r(t)).

22Vergleiche [Bjo04], Seite 326.
ZVergleiche Abschnitt 2.1.
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Kapitel 2. Allgemeine short-rate Modelle

Nach Korollar 2.5 gilt fiir den Preis eines 7-Bonds zum Zeitpunkt ¢ unter dem dquiva-

lenten Martingalmafs
T
B(t,T) =Eg {exp (—/ T(u)du) | ]—}} :
t

Durch den Vorgang des Martingale Modelling ist die Annahme, dass sich die Bondpreise
als Funktion in Abh#ngigkeit von ¢ und r(¢) darstellen lassen, nicht erforderlich. Diese

Tatsache folgt direkt aus der Markov-Eigenschaft der short-rate:

Korollar 2.14: Der Preis des T-Bonds in t ist eine reellwertige Funktion in Abhdn-
gigkeit von t und r(t), das heifit, B(t,T) = FT(t,r(t)) mit FT : [0,T*] x R — R.

Beweis: Es gilt

ﬂ

wn - wfmlf ) o
e

mit F7(t,r) = Eq [exp (— ftTr(u)du> | r(t) = T]. O

Nimmt man zusédtzlich an, dass die Funktion ausreichend oft in beiden Variablen stetig
differenzierbar ist, das heikt, F' € C1?([0, T*] xR), so liisst sich die Ito-Formel anwenden

und schlieklich die Term Structure Equation unter dem risikoneutralen Mak einfiihren.

Theorem 2.15: (Term Structure Equation)

Ist in einem arbitragefreien Bondmarkt die Dynamik der short-rate unter dem dquiva-

lenten Martingalmaf in Form von gegeben, so erfillt der Preis eines Bonds mit

jeder beliebigen Filligkeit T > 0 die Term Structure Equation, das heifit, der Preis des

T-Bonds ist die Losung der partiellen Differentialgleichung

T T 2 T

UL) gf(t)) + a(t,r(t))aF g;r(t>> + %a E g;;r<t))02(t,r(t)) — F(t,r(t)r(t) =0

(2.26)

mit der Endbedingung FT(T,r(T)) = 1.
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2.7. Martingale Modelling

Beweis: Unter () berechnet sich die Dynamik der Bondpreise genauso wie unter dem

realen Maft P mit der [t6-Formel und der Dynamik der short-rate. Man erhélt also

dFT(t,r(1)) = FT [n(t, T)dt + a(t, T)dW (t)

. 1 [oFT OFT 10%FT 9

mit n(t,T) = ﬁ [—8t —|—Oé<t,7’(t)) 87’ + 5 87”2 g (t,T(t))
B 1 oFT

und (¢, T) = ﬁa(t,r(t)) pI

Nach Satz ist die Drift des T-Bonds unter dem risikoneutralen Malt ) gleich
FT(t,r(t))r(t)dt. Durch Gleichsetzen mit n(¢,T) erhéilt man die Gleichung

OFT Lalt (t))aFT N 1 O*FT
ot an T or 2 Or?

o?(t,r(t)) — Frr(t) = 0.

Dabei wurde an vielen Stellen F7(¢,7(t)) durch FT abgekiirzt. Die Endbedingung folgt
aus der Bedingung F7(T,r(T)) = 1 des T-Bonds. O

Nach Spezifikation der zwei Komponenten «(t, r(t)) und o(t,r(t)) lasst sich der Bond-
preis als Losung der Term Structure Equation unter dem dquivalenten Martingalmaf

bestimmen.

Bemerkung 2.16: Auch unter () erhilt man eine Allgemeine Term Structure Equa-
tion, die Zinsderivate unter Arbitragefreiheit erfiillen miissen:

Sei X = O(r(T)) ein Contingent T-Claim mit Eqg [%} < 00, & : R — R. Dann ist

der arbitragefreie Preis des Claims zum Zeitpunkt ¢ als Funktion in Abhéngigkeit von
t und r(t) darstellbar, denn wegen der Markov-Eigenschaft der short-rate gilt
Eq [/ "0 (r(1)) | Fi] = Eq [l (1)) [ r(t) =7
= GT(t,r(t)).

Unter der Annahme, dass GT € CY?([0,7] x R), erhiilt man die Allgemeine Term

Structure Equation:

OGT (t,r(t)) oOGT(t,r(t)) 1 , PG (t,r(t)) T _
— + aft, r(t))T + 5a(t, r(t)) — r(t)GT(t,r(t) =0

mit der Endbedingung G* (T, r(T)) = ®(r(T)).
Dazu verwendet man die gleiche Argumentation wie fiir Theorem [2.15] indem man die

Dynamik von G unter ) mit der It6-Formel berechnet und die Tatsache benutzt, dass
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Kapitel 2. Allgemeine short-rate Modelle

die Dynamik des Zinsderivats bereits in Korollar berechnet wurde. Gleichsetzen
der Driftterme liefert die partielle Differentialgleichung.

Umgekehrt wird nun gezeigt, dass eine Funktion, die das unten stehende Endwertpro-

blem l6st, gerade den arbitragefreien Preis eines Claims darstellt.

Satz 2.17: (Vergleiche [Fil09], Lemma 5.1 und [Sch04), Lemma 1.2.4.)

Set T >0 und X = ®(r(T)), : R — R, ein Fr-messbarer Claim mit

Eq [%] < oco. Weiter sei angenommen, dass G = G(t,r(t)) € C**([0,T] x R)
eine Lisung des folgenden Endwertproblems auf [0,T] x R ist:

dG(t,r(t))
ot

OG(t,r(t)) 1 L O?G(t,r(t))

+ a(t,r(t)) e + io(t, r(t)) 57 —r(t)G(t,r(t)) =0

Dann qilt fir den arbitragefreien Preis des Claims

Eq 6—./;Tr(u)duq)(r(T)) | ]:t] =G(t,r@), 0<t<T.

Beweis: Sei
M(t) = G (t,r(t)) e~ Jordu ¢ < T

M (t) ist somit ausreichend oft stetig partiell nach r(¢) und ¢ differenzierbar, so dass
man die [to-Formel anwenden kann. Damit folgt, wobei G(t,7(t)) durch G angekiirzt

wird, (

dM(t) = (—r(t)e_ Jyrtducy 4 = Jo T(“)du%) dt

' oG 1 ' 0*G
— [o r(u)du X - 2 — [y r(u)du ¥
+e e dr(t) + 2a(t, r(t))%e 2 dt
_/0G G 1 ,0%G i
= (5 +altr@) G+ ot rt) 5T = (1) )e dt

+e o T<u>dug—f0(t, r(£))dW (¢)

B - firwandC a1,

r
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und M (t) ist somit ein Martingal. Es gilt

M(T) = G(T,r(T))eJo "% = §(r(T))e Jo 70,
Wegen der Martingaleigenschaft von M (t) folgt

Eq [®(r(T))e™ 0 7% | ] —Eq [M(T) | 7

= M(1)
= G(t,r(t))e Jortads

und daraus ergibt sich

G(t, (1)) = el "B [@(r(T))e b Tt | 7]

= Bg [@(r(T))e i i | 7]

Die partielle Differentialgleichung entspricht der Term Structure Equation, es liegt je-
doch ein Unterschied in der Endbedingung vor. Zusammengefasst wurde in dem Satz

gezeigt, dass der arbitragefreie Preis in ¢ des Claims

¢(r(T)) =Eq [<I>(r(T))e*ftTr<“>d“ | ]-"t]

dem Wert der Funktion in ¢, also G(t,r(t)) entspricht, wenn eine ausreichend glatte

Funktion G(t,7(t)) (2.27) erfillt.

2.8 Die wichtigsten short-rate Modelle

Wie in [Fil02] oder [Sch04] folgt an dieser Stelle nun eine Liste der wichtigsten short-rate
Modelle, in denen die short-rate-Dynamik unter dem risikoneutralen Maf () angegeben

wird:

1. Vasicek (1977):
dr(t) = k(0 — r(t))dt + odW ()
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Kapitel 2. Allgemeine short-rate Modelle

2. Cox-Ingersoll-Ross (1985):
dr(t) = k(0 — r(t))dt + o\/r(t)dW (t)

3. Dothan (1978):
dr(t) = r(t)(0dt + odW (t))

4. Black-Derman-Toy (1991):

r(t) =exp(Y(t)) mit dY(t)= (a(t) b

5. Black-Karasinsky (1991):

r(t) = exp(Y(t))  mit dY(t):(a(t)+b(t)Y(t))dt+adW(t)

6. Hull-White (Extended Vasi¢ek) (1990):

dr(t) = (a(t) — b(t)r(t))dt + odW ()

7. Hull-White (Extended CIR) (1990):
dr(t) = (a(t) — b(t)r(t))dt + o/r(t)dW (t)

Dabei sind o(t), a(t) und b(t) deterministische Funktionen und s, o, 6 > 0.

Wie in [Sch04] kann man sogar eine allgemeine Form angeben, die alle hier aufgelisteten
Modelle erfiillen:

dr(t) = [Ko(t) + K (D) (t) + Ka(t)r(t) 1og<r(t))} dt + [Ho(t) + H, (t)r(t)] AW (),

wobei Ky, Kq, Ky, Hyund H; deterministische Funktionen sind und
v € {0.5,1,1.5}.

Im fiinften Kapitel werden das Vasi¢ek-Modell, das Cox-Ingersoll-Ross-Modell und das
Hull-White-Modell noch niher vorgestellt.
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3 Forwardmartingalmalfse

In diesem Kapitel wird ein neues Maf, das Forwardmartingalmal, eingefiihrt, welches
einen Bond als Numéraire besitzt. Im Anschluss daran wird der Zusammenhang zwi-
schen dem Forwardpreis und dem arbitragefreien Preis aufgezeigt. Das Ziel ist es, eine
Formel zur Bewertung von Optionen unter Verwendung von Forwardmartingalmafen

zu beweisen. Zum Abschluss des Kapitels wird ein Portfolio aus Bondoptionen bewertet.

3.1 Das T-Forwardmartingalmafs

Sei 0 < T < T

Satz 3.1: (Vergleiche [Fil09], Seite 105.)
Durch den Dichtequotientenprozess
dQt B 1
dQ  B(0,T)B(T)

wird auf Fr ein zu Q dquivalentes Martingalmaf QT definiert.

Fir0<t<T gilt .
QT . BT)
aQ "= o mpm LW

Das wesentliche Hilfsmittel fiir den Beweis ist die Formel von Bayes. Aufterdem wird
B(t,T))
6(t) 0<t<T

benutzt, dass der Prozess ( ein Martingal unter () ist.
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Kapitel 3. Forwardmartingalmafie

Beweis: Es gilt B(0,7)5(t) > 0. Da der abdiskontierte Bondpreis ein Martingal ist,
folgt

1 | Bon=1 [B(T,T) 1 B(0,T) B0)=1
Eg | —— = E Fo| = B(0,T
o |71 °[Tsay 1) T o) 0
und damit _ ) -
Eg|l=————| =1.
MEIOVE)
Also lasst sich auf Fr durch ﬂ = W ein zu Q dquivalentes MaR Q7 definieren.
Da (B/J(fz ?)0<t<T ein - Martmgal darstellt, gilt fir ¢t < T
1 Bron=1 1 B(T,T) B(t,T)
Eq | | 7| 7| = 2D
B(0,T)B(T) B(0,T) A(T) B(0,7)5(t)

und damit erhélt man fiir den Dichtequotientenprozess

aQ” _ B(t,T)
iQ 7 B, DB

Fir 0 <t <T <5 <T* gilt mit der Formel von Bayes

[B<T,S> !J—"] s B [0 |
QT t| =

B(T,T

(T,7) Eq | | 7|

B(T,S)
B(0,T) Ea [ B(T) |]:t] _ B(t,5)
B(0,T) Eo [Bﬁ(g) |}—t] B(t,T)

Die mit dem T-Bond abdiskontierten Bondpreise sind also Q7-Martingale. Damit ist

QT ein dquivalentes Martingalmaf. O

Definition 3.2: Das zu ) dquivalente Martingalmaf Q7 heit T —Forwardmartingalma

Zur Erinnerung wird an dieser Stelle die Dynamik des 7T-Bonds unter () angefiihrt:
dB(t,T) = B(t,T) <r(t)dt +a(t, T)dW(t)) . (3.1)

Da Q7 ein zu  dquivalentes Martingalmaf darstellt, folgt mit dem Satz von Girsanov,

'Das T-Forwardmartingalmaf wird auch als terminrisikoangepasstes Ma® bezeichnet.
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3.1. Das T-Forwardmartingalmaf

dass ein preversibler reellwertiger Prozess (7())y<,<p existiert, so dass gilt

2 b= e [awaiv - 3 [wra).

Aukerdem ist W7 (t) = W(t) — fotv(u)du ein Wiener-Prozess beziiglich Q7. Mit dem
folgenden Satz wird gezeigt, dass dieser Prozess 7(t) bereits bekannt ist und gerade
den Diffusionsterm 7 (¢,7") der Dynamik des 7-Bonds unter () darstellt.

Satz 3.3: (Vergleiche [Bjo04], Proposition 24.7.)
Der Dichtequotientenprozess LT (t) besitzt beziiglich Q die Dynamik

dL(t) = LT (t)a (¢, T)dW (t).

Beweis: Da der Bondpreis als Funktion F'7 in Abhiingigkeit von ¢ und r(t) dargestellt
werden kann, folgt fiir den Dichtequotientenprozess
B(t,T) FT(t,r(t))

L0 = 5080, ~ BOET0,r0)

Mit der partiellen Integrationsformel folgt fiir die Dynamik von L%

T _ 1 Tt FT(t,r(t)) 1
L0 = smrorop™ CO T Fo) B
:—ﬁr(t)dt

D 17y <T(t)dt +a(t, T)dI/T/(t)) — LT (t)r(t)dt

= LT (t)a(t, T)dW (t).

Nach dem Satz von Girsanov gilt also

L7(t) = % 5= exp (/Ota(u,T)dW(u) - %/Ota(u,T)Qdu>

und WT(t) = W(t) — [7 &(u,T)du ist ein Wiener-Prozess beziiglich Q7.
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3.2 Die Beziehung zwischen arbitragefreien Preisen

und Forwardpreisen

Sei X ein T-Claim, derart dass Eq [A(LT‘)} < 0.

Der arbitragefreie Preis zum Zeitpunkt ¢ < T ist gegeben durch

1(t) = 6(1)Eq [% | f} .

Fiir die Berechnung dieses Preises benotigt man die gemeinsame Verteilung von ﬁ

und X. Durch den Ubergang zum T-Forwardmartingalmaf vereinfacht sich dieser Be-
wertungsprozess. Der folgende Satz liefert eine Beziehung zwischen dem arbitragefreien

Preis und dem Forwardpreif]

Satz 3.4: Sei X ein T-Claim mit Eq [%] < 00.
Dann gilt Egr [|X|] < oo und

II(t) = B(t,T)Eqr [X | F]. (3.2)
Eqr [X | F] bezeichnet den T-Forwardpreis des Claims.

Beweis: Da Eg [%} < o0, folgt mit der Formel von Bayes

|X] |X]

Bayes EQ [B(O,T)B(T)} o EQ [W]
1 1

Eq [B(O,T—mm} Eq {W]

Des Weiteren folgt mit der Formel von Bayes fiir den Forwardpreis

Eqr [|X]]

< OQ.

X X
| e Eq [B(T)B(O,T) | F t}  Eq [W |7 t}

Egr [X | F, : - —=
Eq [—amB(O,T) | F t} Eq [m | ﬂ}
B(t)Eq [% !ﬁ} ()
- B(t,T) - B(t,T)
Daraus ergibt sich nun II(t) = B(t,T)Eqr [X | F]. O

2Siehe [Fil09], Proposition 7.1.
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Zur Berechnung des Forwardpreises des Claims benotigt man nur die Verteilung des
Claims und kann dann mit Formel (3.2)) zum arbitragefreien Preis iibergehen.

3.3 Bewertung von Optionen

Sei 0 <t <T < S <T* In diesem Abschnitt sei eine (européische) Calloption auf
einen S-Bond mit Ausiibungszeitpunkt 7' < S und Strike-Preis K betrachtet. Das Ziel
wird es sein, den Preis dieser Calloption zum Zeitpunkt ¢ zu berechnen.

Fiir die Bewertung eines Calls auf einen Bond ist es notwendig, einen Mafswechsel zum

T-Forwardmall durchzufiihren.

Theorem 3.5 (Call-Bewertungsformel)): Fiir den Preis eines Calls in t auf einen
S-Bond mit Austibungszeitpunkt T < S und Strike-Preis K gilt

C(t,T,S,K) = B(t,5)Q%(B(T,S) > K | F,)—KB(t,T)Q" (B(T,S) > K | F), (3.3)

wobei QT und Q° das T- bzw. S-Forwardmartingalmaf bezeichnen.

Beweis: Man betrachte einen Call auf einen S-Bond mit Ausiibungszeitpunkt 7" < S
und Strike-Preis K. Mit der risikoneutralen Bewertungsgleichung (2.5)), der Formel
von Bayes und der Tatsache, dass die abdiskontierten Bondpreise unter ) Martingale

darstellen, ergibt sich fiir den Preis in ¢:

C(t,T,S, K)
—Eq [ 1 T (B(T, $) ~ K)* | £
— Eg [67 T r0® BT, §)1 g5k | ft] ~ KEq [67 ey oo | ]_—t}
23) Eq [e’ I r(u)du]EQ [e’ 13 r(u)du | JTT] 1585k | ft]

_ KEQ [67 I; T(U)dul{B(T,S)>K} | ft]

.S T
— EQ |:6_-]f T(u)dul{B(T,S)>K} | ]:t] _ KEQ [6_‘11 T(u)dul{B(T,S)>K} | ﬂ}

A(t) B(0,S) 3(t) B(0,T)

Q {WS) B(0, S) Lip( mmlwms»x} | ft:|

T,8)>K} !ﬂ] — KEq [

3Vergleiche [Bjo04], Proposition 24.11.
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1
Ko [ﬁ(S)B(O, S)
1

B(T)B(0,T)
Martingal B(t, S)

= Wﬁ@)B(O:S)EQS (Lsr.s)>x1 | Fi]

B(t,T
0.5 OB 0.1 Eer [Lamsrry | 7]
B(t, S)EQS [1{B(T,S)>K} ‘ ft] — KB(t,T)]EQT [1{B(T,S)>K} | ft]
B(t,S)Q%(B(T,S) > K | ) — KB(t,T)Q"(B(T,S) > K | F,).

B;iles

| ft} Egs [8(6)B(0, )1 ismsox; | 7]

— KEq { | ft} Eqr [B(t)B(0, T)1(pr,s)>xK} | Fi]

- K

Bemerkung 3.6: Ein analoges Resultat erhiilt man fiir (européische) Put-Optionen.
Da der Payoff des Put gerade (K — B(T,S))" ist, erhélt man fiir den Preis in ¢

P(t,T,S,K) = KB, T)QT(B(T,S) < K | F)—B(t,S)Q°(B(T,S) < K | 7). (3.4)

Als Anwendung kann man mit dieser Formel Caps und Floors bewerten.

Betrachtet sei ein Cap bzw. Floor, definiert wie in Abschnitt 1.4.2.

Korollar 3.7: Fliir den Preis des i-ten Caplets und des i-ten Floorlets zum Zeitpunkt
t,0<t<Ty, git

1
1) = . Ti-1 . .
Cpi(i1) = BT (BT < s )

— (1+ K0&)B(t, T;)Q" (B(TH,Ti)< ! )

1+ K6
und (3.5)
; — NOTi i } 1
Fll(i,t) = (14+ K§)B(t,T;)Q (B(TZ_I,TZ) > T o
_ } T i i 1
B T)Q (BT > s )

Beweis: Fiir den Preis des i-ten Caplets in T;_; gilt nach ((1.12])

Cpl(i, T—1) = (1 + K5)< - B<T“’T")>+

1+0K
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und er entspricht somit dem (1 4+ Kd)-fachen Preis eines Puts auf einen 7;-Bond mit
Ausiibungszeitpunkt T; und Strike-Preis Tlms' Damit kann man den Preis des i-ten
Caplets in ¢ mit (3.4) berechnen:

. : 1

— B(t,T,)Q" (B(TH,TJ <7 +1K5)>
1

— } Ti1 ; ;
— B(LT-1)Q (B(TH,TZ) <17 Ké)

— (1+ K&B(t,T;)Q" (B(T“, T;) < m) .

Ebenso gilt nach (1.13) fiir den Wert des i-ten Floorlets in T;_; 5

. 1 +

Mit der Call-Bewertungsformel erhilt man also

Fli(i,t) = (1 + KJ) (B(t,TZ-)QT" (B(Ti_l,T» > 7 +1K5)

1
1+ Ko

B(t.T,_)Q" (B(Ti_l,m> 1 ))

_ 1
= (14 K6)B(t, T)Q" (B<Ti—17Ti> ~ m)

1
_ : Ti1 : ;
B(t,Ti1)Q (B(ﬂ_l,n> > Hm).

[]

Wie in Abschnitt 1.4.2 bereits dargestellt wurde, berechnet sich der Preis des Caps

bzw. des Floors zum Zeitpunkt ¢ mit der Formel

Cp(t) = iC’pl(i,t) bzw. Fl(t) = iFll(z',t).
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Kapitel 3. Forwardmartingalmafie

3.4 Bewertung von Optionen auf Bond-Portfolios

Betrachtet werde nun eine festverzinsliche koupontragende Anleihe mit Kouponzahlun-
gen Cr,,...,Cr, in den zukiinftigen Zahlungszeitpunkten 71, ..., T,,. Der Nennwert der
Anleihe sei bereits in den Kouponzahlungen enthalten. Aus Kapitel 1 ist bekannt, dass
der Wert der Kouponanleihe in ¢ einem Portfolio aus n Zero-Coupon-Bonds entspricht,

deren Filligkeiten gerade die Zahlungszeitpunkte der Anleihe sind, also

Zn: CTiB(ta T;)
i=1

Weiter werde eine Putoption auf die festverzinsliche Anleihe betrachtet mit Strike-
Preis K und Ausiibungszeitpunkt 7', 0 < ¢ < T < Tj. Pps(t) bezeichne den Preis der
Putoption zum Zeitpunkt ¢. Der Payoff der Option in T ist

(K - zn: Cr, B(T, ﬂ)) .

Im Folgenden werde der Preis eines T-Bonds zum Zeitpunkt ¢ durch eine Funktion F7
in Abhiingigkeit von ¢ und der short-rate r(t) dargestellt, also B(t,T) = FT(t,r(t)).

Satz 3.8: (In Anlehnung an [Jam89], Proposition (c).)
Fiir den Preis eines Puts mit Austibungszeitpunkt T und Strike-Preis K zum Zeitpunkt
t gilt

Py(t) =Y CrP(t,T,T;, K;), (3.6)
1=1

wobei K; = F1i(T,r*) der T;-Bondpreis in T zur short-rate r* ist und v* die Losung der
Gleichung > Cr, FTi(T,r*) = K ist, also gerade den Wert der short-rate darstellt,
fiir den der Wert des Portfolios aus Zero-Coupon-Bonds dem Strike-Preis K entspricht.

Der Wert des Puts auf eine koupontragende Anleihe entspricht somit dem Preis eines
Portfolios aus Putoptionen mit passend gewdhlten Strike-Preisen. Fiir den Beweis be-
nutzt man die Tatsache, dass der Bondpreis eine in der short-rate fallende Funktion

ist.
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3.4. Bewertung von Optionen auf Bond-Portfolios

Beweis: Im Wesentlichen ist fiir den Beweis zu zeigen:

(K —) Cr,F™(T, T(T))) =Y "¢, (K — F™(T,r(T)) " (3.7)

i=1 i=1

Nach der risikoneutralen Bewertungsgleichung (2.5) und der Markov-Eigenschaft der
short-rate gilt fiir den Preis des T;-Bonds in T

FT(T, 1(T)) = Eq {exp <— /T : r(u)du) r(T) = r] |

Der Bondpreis kann somit als eine in der short-rate fallende Funktion aufgefasst werden.

Aus der Definition von r* folgt

. >K, r(T)<r*
D CnFH(T (D) =K, r(T)=r"
= <K, r(T)>r*

Fir »(T) < r* und r(T) = r* verschwinden beide Seiten der zu zeigenden Glei-
chung (3.7). Fiir r(T) > r* sind beide Seite positiv. Fiir diesen Fall bleibt die Gleichheit
noch nachzuweisen.

Dazu wird die Definition der Strike-Preise K; benutzt:

> O, (K — F™(T,r(T)))"

i=1

= Z Or, (Ki = F'(T,1(T))) Linry>ry
= Z CT K 1{7‘ (T)>r*} — Z CT ))I{T(T)>T*}

- ZCT (T, )L (rysrey — ZCT F™YTr(T)1p(ry>ry

=1

= K]-{T(T)>T*} — Z CT_L.FTi (T, r(T))]-{r(T)>T‘*}

=1

= (K - ZCTZFTZ(T7r<T))> ]‘{T(T)>7'*}

=1

= (K— zn:CTiFTi(TaT(T>)> :

ol



Kapitel 3. Forwardmartingalmafie

Fiir den Wert des Puts auf das Portfolio folgt

- n +
Pps(t) = Eq |eJi rd (K—ZCTiFTi(T,NT))) |ft]

=1

Eq |eJi rwdn (Z Cr, (Ki — F™(T, r<T>>)+> | f]

i=1

= Y Cnq [en K (K, — FT(T,r(1)) " | 7]
i=1

= ) CpP(t.T.T;,K)).

=1

]

Zur expliziten Berechnung kann man die Formel zur Bewertung von Putoptionen aus
Bemerkung [3.6) anwenden.

Bemerkung 3.9: Analog erhélt man fiir einen Call auf ein Portfolio von Bondop-
tionen, dass diese als ein Portfolio aus Calloptionen auf Bonds mit passenden Strike-

Preisen bewertet werden kann, es gilt also

Cpr =Y Cr,Ct,T.T; K;).
=1

Bemerkung 3.10: Fiir die konkrete Berechnung sind allerdings folgende Schritte not-

wendig:

e Der kritische Wert r* der short-rate, fiir den der Preis der koupontragenden

festverzinslichen Anleihe gleich dem Strike-Preis K des Puts ist, ist zu berechnen.

e Ausgehend von r* werden dann die Preise der Zero-Coupon-Bonds mit Fallig-
keiten 11, ..., T, zum Zeitpunkt T berechnet. Diese stellen die Strike-Preise der

Putoptionen dar.

e Schlieklich kénnen die Preise der Putoptionen auf die T;-Bonds mit Strike-Preis
K; berechnet werden. Dazu wird Formel (3.4]) benutzt.

Aus Kapitel 1 ist bekannt, dass eine Swaption als Option auf ein Portfolio aus Zero-
Coupon-Bonds betrachtet werden kann. Somit lasst sich (3.6) zur Bewertung einer

Swaption anwenden.
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3.4. Bewertung von Optionen auf Bond-Portfolios

Betrachtet werde eine Payer Swaption, definiert wie in Abschnitt 1.4.4. Sei Ty die Fél-
ligkeit der Swaption mit dquidistanten Zahlungszeitpunkten 7,..., T, T, — T, = 9,
t=1,...,n. Der Nennwert des zugrunde liegenden Swaps sei N. Der fixe Zins bzw. die

Swap Rate sei K.

Korollar 3.11: Fir den Wert der Swaption Sw(t) int < Ty gilt

n—1

Sw(t) = NK&»  P(t,Ty,T;, N;) + N(K6 + 1) P(t, Ty, Ty, N,)
i=1

mit N; = F'i(Ty,r*), i=1,...,n, und 7r*so, dass

N <K62 FT(Ty, r*) + F™(Ty, r*)) =N.

=1

Beweis: Da eine Swaption als Option auf ein Portfolio aus Zero-Coupon-Bonds be-

trachtet werden kann, folgt fiir den Wert der Swaption zum Zeitpunkt ¢,

Sw(t)

:EQ

n +

=1

3.6)

n—1

NES Y Eq [ ket (N, — F(Ty, () * | ]
=1

4 N(KS+1)Eq [e—ffwdu (N — F™ (T, 7(Tv))) " | ft]
n—1

= NK§Y P(t,Ty, T, Ni) + N(K6 + 1)P(t, Ty, Ty, Ny,)

=1
mit N; = FTi(Ty,r*), i = 1,...,n, und r* so, dass

N (Kézyzl FTi(Ty,r*) + FT"<T0,7“*)) = N.
O

Mit dem in Bemerkung beschriebenen Verfahren lasst sich der Wert der Swaption
explizit ausrechnen.

In Abschnitt 5.1 wird das Vasicek-Modell untersucht. Fiir dieses Modell werden kon-
krete Bewertungsformeln fiir Calls, Puts und Swaptions ausgerechnet. Auch im Cox-
Ingersoll-Ross-Modell, das in Abschnitt 5.2 betrachtet wird, erhilt man eine konkrete

Bewertungsformel fiir Call-Optionen.
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4 Affine short-rate Modelle

Im Allgemeinen muss zur Bewertung eines Bonds in den short-rate Modellen eine par-
tielle Differentialgleichung gelst werden. In diesem Kapitel werden nun zunéchst affine
Modelle definiert. Diese werden durch die Dynamik der short-rate charakterisiert. An-
schlieflend werden Beispiele fiir affine Modelle durch schon bekannte short-rate Modelle
gegeben. Abschliefend wird im zweiten Abschnitt ein allgemeiner Ansatz zur Bewer-
tung von Optionen in affinen Modellen vorgestellt.

Als wichtigste Literaturquellen dieses Kapitels lassen sich [Fil02], [Sch04] und [Bj604]

angeben.

4.1 Charakterisierung der affinen short-rate Modelle

In diesem Kapitel ist die Dynamik der short-rate unter dem risikoneutralen Maf @)
gegeben durch
dr(t) = a(t,r(t))dt + o(t,r(t))dW (t).

W (t) ist dabei eine Brownsche Bewegung unter Q und (a(t,(t)))o<i<r- und
(o(t,r(t)))o<t<r sind adaptierte stochastische Prozesse, die den Drift- und Diffusi-
onsterm der short-rate unter () darstellen. Es gelten die Annahmen aus dem zweiten

Kapitel, so dass der short-rate-Prozess einen wohldefinierten Ito-Prozess darstellt.

Definition 4.1: Ein short-rate Modell ist affin, wenn sich der Preis eines Zero-Coupon-
Bonds B(t,T) mit Félligkeit T zum Zeitpunkt ¢, 0 <t < T, darstellen lasst als

B(t,T) = FT(t,r(t)) = exp(—A(t,T) — B(t, T)r(t)) (4.1)

mit deterministischen, stetig differenzierbaren Funktionen A, B(-,T) : [0,7] — R.
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4.1. Charakterisierung der affinen short-rate Modelle

Aus der Definition folgt sofort

Korollar 4.2: Fiir alle Filligkeiten T, 0 <T < T, gilt

AT, T)=0 und B(T,T)=0.

Beweis: Nach Definition eines T-Bonds gilt F7(T,r(T)) = 1 fiir jede Félligkeit T'.

Somit ergibt sich im Falle eines affinen short-rate Modells
exp(—A(T,T) — B(T,T)r(T)) = 1.
Da die Exponentialfunktion stetig und streng monoton wachsend ist, ergibt sich
—A(T,T)—B(T,T)r(T) =0 fiir alle 7 und (7).
Daraus folgt A(T,T) = B(T,T) = 0. O

Korollar 4.3: Der Yield des Bonds ist eine affine Funktion der short-rate r(t), das

heifit, es qilt
A(t,T) n B(t,T)

ROT) =7+ 7

Beweis: Fiir den Yield des T-Bonds gilt

R(t.T) —log(fit’tm “AlT(ti? + B)T(t’_j;)r(t).

]

Als Hauptergebnis des Kapitels erhélt man, dass sich affine Modelle durch die short-
rate-Dynamik vollstindig charakterisieren lassen['}
In dem folgenden Theorem wird gezeigt, dass ein short-rate Modell genau dann affin

ist, wenn der Drift- und der Diffusionsterm affine Funktionen darstellen.

Wergleiche [Fil09], Proposition 5.2, [Bj604], Proposition 22.2 oder [Sch04], Satz 1.2.6.
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Kapitel 4. Affine short-rate Modelle

Theorem 4.4 (Charakterisierung affiner Modelle): Gegeben sei ein short-rate Modell
mat Dynamik

dr(t) = a(t,r(t))dt + o(t,r(t))dW (t).

Das short-rate Modell ist affin, das heifit, der Preis des T-Bonds besitzt die Gestalt
B(t,T) = exp(—A(t,T) — B(t,T)r(t)) mit deterministischen, stetig differenzierbaren
Funktionen A(t,T) und B(t,T) genau dann, wenn der Drift- und der Diffusionsterm
die affine Gestalt

a(t,r(t)) = a(t) + ax(t)r(t)

a?(t,r(t)) = by(t) + by(t)r(t)

besitzen mit stetigen, deterministischen Funktionen ai,as, by, by : RT — R.
Dann losen die Funktionen A(t,T) und B(t,T) das folgende System von Differential-

gleichungen:

(1) % =—a;(t)B(t,T) + %bl(t)BQ(t, 1), AT, T)=0
(I1) % = —ay(t)B(t, T) + %bg(t)BQ(t,T) -1, B(T,T) = 0.

Durch das Lésen dieser beiden gewohnlichen Differentialgleichungen erhélt man also
eine geschlossene Formel fiir den Bondpreis in ¢, welche sich in t explizit ausrechnen
lasst.

Die Gleichung (II) stellt eine Riccatische Differentialgleichungf| dar und muss im All-
gemeinen numerisch gelost werden. Die Losung von Gleichung (I) erhélt man durch

Einsetzen der Losung von Gleichung (IT) und anschliefendem Integrieren.

Beweis: Zuerst wird gezeigt, dass ein affines Modell einen affinen Driftterm und einen

affinen Diffusionsterm besitzt.
Sei FT(t,r(t)) = exp(—A(t,T) — B(t,T)r(t)). Da der Bondpreis die Term Structure
Equation erfiillt, kann man in diese die partiellen Ableitungen von F7 einsetzen:
OFT OFT 10*FT
= La(trt -
0 ot +alt,r () or +2 or?
1
= (=57 = 5,7 0) F" +alt,r(t) = BF" + 5B o*(t,r()) = F7 (t,r(1))r(1)

a?(t,r(t)) — FTr(t)

(4.2)

2Siehe z.B. [Oks00].
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4.1. Charakterisierung der affinen short-rate Modelle

Zweifache partielle Ableitung nach r liefert

Palt,r(t)) 1 D% (t,r(t))

_ ~RrR2
0=-B(t1T) 52 + 28 (t,T) 5,

_ DQPal(t,r(t) 1 0% (t,r(t))

T o2 + §B(t’ T) Or? '

Da B(t,T') eine Funktion in Abhéingigkeit von ¢ und T ist, ergibt sich

Paltr) o 10PFr)

or? 2 or? =0

Damit stellen (¢, r(¢)) und o?(¢,7(t)) affine Funktionen dar.

Im zweiten Teil des Beweises zeigt man, dass in einem affinen Zinsmodell das System

von Differentialgleichungen erfiillt ist.

Mit folgt
0A 0B .y
0 = 5 Er(t) — Ba(t,r(t)) + 53 o*(t,r(t)) —r(t)
OA DB 1) — (1) + ()8 + L (bn (1) + balD)r (1)) B — o(0)
— [—%‘ (B + Sh()B] + [—%—f —ax()B+ Sha(t)B 1] ()

Diese Gleichung gilt fiir alle ¢, 7" und r(t), folglich miissen beide Koeffizienten ver-

schwinden. Es ergibt sich

% = —a,(t)B(t,T) + %bl(t, T)B*(t,T)
oB(t,T) 1 2
o = —aOBLT) + Sh()B(t.T) -1

mit den Randbedingungen B(7,T) = 0 und A(T,T) = 0.
Diese Randbedingungen folgen aus der Randbedingung der Term Structure Equation,
also aus B(T,T) = 1 und Korollar [£.2]

Nun wird die Riickrichtung gezeigt.

a(t,r(t)) und o%(t, r(t)) besitzen eine affine Gestalt. Die Funktionen A(¢, T') und B(t,T)
stellen die Losung des Systems von Differentialgleichungen dar. Es wird nun gezeigt,
dass der Bondpreis von exponential-affiner Gestalt ist.

Die Funktionen a(t,r(t)) und o?(¢,7(t)) werden in die Term Structure Equation fiir
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Kapitel 4. Affine short-rate Modelle

FT(t,r(t)) unter dem risikoneutralen Mak () eingesetzt. Man erhélt

OFT OFT 1 92 FT .
0= e (a1 (t) + ao(t)r(t)) 5 + 5 (b1 (t) + ba(t)r(t)) 52 r(t)F
OFT OFT 1 O*FT OFT 1 O*FT

= - i 4= R _

o Tl 55 1 + { (05 300753 r(t)
(4.3)

Betrachte nun

o~ AWT)-BLT)r() (4.4)

wobei A(t, T) und B(t,T) gerade die Losungen des gegebenen Systems von Differenti-
algleichungen bezeichnen. Man berechnet nun die partiellen Ableitungen von und
setzt diese in (4.3)) ein. Damit reduziert sich Gleichung gerade auf das gegebene
System von Differentialgleichungen fiir A(¢,7") und B(¢,7) und somit ist eine
Losung der Term Structure Equation fiir B(¢,7T). Da die Losung eindeutig ist, folgt

also
B(t, T) — o~ A®T)=BtT)r(t)

und das short-rate Modell ist somit affin.
Zu beachten ist, dass in diesem Beweis hiufig F7(¢,7(t)) durch FT, A(t,T) durch A
und B(t,T) durch B abgekiirzt wurde. O

Bemerkung 4.5: Die Funktionen A(¢,T) und B(t,T') sind Funktionen in Abhéingig-
keit 7" und t. Durch das Losen des Systems von Differentialgleichungen ergibt sich
der Bondpreis fiir jede beliebige Filligkeit. Im Gegensatz dazu ist die Term Structure

Equation fiir jede Félligkeit einzeln zu 16sen.

4.1.1 Beispiele

Betrachtet man die Liste der wichtigsten short-rate Modelle in Abschnitt 2.8, so folgt
aufgrund der Dynamik der short-rate in den speziellen short-rate Modellen, dass insbe-
sondere das Vasicek-Modell, das Cox-Ingersoll-Ross-Modell und die Hull-White-Modelle
affine short-rate Modelle darstellen. Im folgenden Kapitel werden das Vasic¢ek-Modell,
das Cox-Ingersoll-Ross-Modell und das Extended Vasicek-Modell néher erlautert und

der Bondpreis wird in exponential-affiner Gestalt berechnet.
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4.2. Bewertung von Optionen in affinen Modellen

4.2 Bewertung von Optionen in affinen Modellen

Sei 0 <t <T < S <T* Gegeben sei ein affines short-rate Modell. Betrachtet sei ein
Call auf einen S-Bond mit Félligkeit 7" und Strike-Preis K. Das Ziel dieses Abschnitts
ist die Bewertung des Calls, wobei ausgenutzt werden soll, dass ein affines short-rate-
Modell vorliegt. Dabei orientiert sich die Vorgehensweise an [Fil02] und an [Sch04].
Nach Theorem gilt fiir den Preis des Calls in ¢

II(t) = B(t,S)Q°(B(T,S) > K | F,) — KB(t,T)Q"(B(T,S) > K | F,)
= B(t,S)Q°(r(T) <r* | F,) — KB(t,T)Q" (r(T) < r* | F),

wobei QT bzw. Q° das T- bzw. S-Forwardmartingalma®l bezeichnet. Fiir die letzte
Gleichheit wird der Payoff durch Ausnutzung der affinen Gestalt des Bondpreises um-

formuliert:

B(T,S) > K
& oxp(—A(T,S) - B(T,S)r(t)) > K
& —A(T.S) - B(T,S)r(T) > log K
s (D)< _1°gg(T_ “S4><T’ 5) i r(,8) = 1.

Der Preis des Calls ldsst sich mit der Formel (3.3) ausrechnen, wenn die bedingte
Verteilung von (7)) unter Q7 bzw. Q° bekannt ist. Dazu berechnet man die moment-
erzeugende Funktion von r(T') unter Q7 und Q°, denn nach dem Eindeutigkeitssat

ist ein endliches Mafs durch seine momenterzeugende Funktion eindeutig bestimmt.

Die unter F;-bedingte momenterzeugende Funktion von r(7T") unter Q7 ist definiert als

EQT [eAT(T) | Ft} > A€eR.

Aufgrund der Beziehung zwischen dem arbitragefreien Preis und dem Forwardpreis

eines Claims gilt fiir die momenterzeugende Funktion unter Q7:

[e’\T(T) ) 1 B, o= rwdu+xr(D) | 7l . (4.5)

E
o B(t,T) °

3Siehe [Als03], Satz 40.6.
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Ebenso gilt unter Q°

r (3-2) 1 — % r(w)dutdr
Eqs[e") | 7 B(t S)EQ [6 Jortmanx @ | 7 (4.6)

Es geniigt also, die Erwartungswerte auf der rechten Seite zu bestimmen und daher sei

folgender Satz formuliert:
Satz 4.6: Es gilt
EQ e_ftTr(u)du—i—)\r(T) | f;f _ e—@(t,T,)\)—\I/(t,T,)\)r(t) (47)

mit deterministischen, stetig differenzierbaren Funktionen
O, T, N),V(-,T,\) : [0, T] = R,

die das folgende System von Differentialgleichungen erfiillen:

(i PELA L gywee, 1) - (e 7,0, O(T.T,\) =0
oU(t,T,\) 1

(1) = (VTN — V(LT A) ~ 1, U(T,TA) = -\

ot

Beweis: Definiere die Funktion GT(t,r(t)) = e *&TA=YETIr® 0 < ¢ < T, mit
stetig differenzierbaren Funktionen ®(-, 7, ), ¥(-,7,A) : [0,7] — R und es gelte
GT(T,r(T)) = ™). Dann ist GT € CY2([0,T] x R).

Definiere die stetige Funktion ® : R — R, ®(r(t)) = eV ®. Die Funktion G erfiillt
als stetige Funktion eines Zinsderivats die allgemeine Term Structure Equation. Es gilt

also
w + a(t,r(t))w + %UQ(t,T(t))w —r(OGT(, () = 0,
G(T,T,r(T)) = ®(r(T)).
Dann folgt mit Satz
GT(t,r(t)) = Eq |e I "Wy (r(T)) | £ .

Setzt man nun die partiellen Ableitungen von G in die Term Structure Equation ein

und nutzt aus, dass der Drift- und der Diffusionsterm in einem affinen Modell eine
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4.2. Bewertung von Optionen in affinen Modellen

affine Gestalt besitzen, so folgt
1
_(_ Y= _* T _ T 20,2~ T T
0—( T 7“ )G e +20\IJG r(t)G
0P 1 v 1 9

Damit zerfillt die partielle Differentialgleichung in zwei gewohnliche Differentialglei-

chungen
o(t,TN) 1
PUELN) _ (0021, 7.0) — an()0(1.T. ),
OU(t,T,)) 1

S = g (VAT A) — ax() (T N) — 1.

Aus der Randbedingung G7(T,7(T)) = ®(r(T)) = M sowie der Stetigkeit und
der Monotonie der Exponentialfunktion folgen die Randbedingungen des Systems von

Differentialgleichungen.

o~ (T (T)=U(TTr(T))r(T) _ Ar(T)

& (T, T,r(T)+Y(T,T,r(T))r(T) = —Ar(T) fiir alle T und r(T)
& O(T,T,r(T)) =0 und Y(T,T,r(T)) = —\.

Bemerkung 4.7: Es gilt

A, T) =&t T,0) und  B(t,T)=U(tT,0).

Beweis: Aus Satz [4.6] folgt mit A =0

o [eiftTr(u)du | }—t] — o PETO—U(LT0)r(t)

Da bereits bekannt ist, dass

E, [e I r(u)du | }—] €D g B(t,T) ! A(T)—B(t.T)r(?)

ergibt sich

—®(4,T,0)— U (t,T,0)r(t)

e = ¢ ACT=BETI O fijr alle t, T und r(t).
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Da die Exponentialfunktion stetig und streng monoton wachsend ist, gilt somit fiir alle
t,T und r(t)

A(t,T) = ®(t,T,0) und  B(t,T) =V(¢,T,0).

Nachdem man die Losungen des Systems von Differentialgleichungen berechnet hat,
lassen sich mit Satz die momenterzeugenden Funktionen unter Q7 bzw. Q° berech-
nen. Fir 0 <t <T < S <T* gilt

1 T
E M(T) | B, [ [ rwduran) | £
QT |:€ ’ t:| —B(t’T) Q e ’ t
1 o LT N =W (T N (1) (4.8)
B(t,T)
A(T)—® (¢, T N)+(B(t,T)—¥(t,T,\))r(t)

=
15

I(E]
9]

Auferdem gilt

]EQ 6_'[’53 r(u)duAr(T) | f't] = EQ _e_fi?T(u)du—'['tTr(u)due)\r(T) | Ft:|
ftg:]:T ]EQ |:EQ [6_ fi? T(u)du_ftT r(u)due)\T(T) ‘ fTi| | th:|
= EQ _6_‘];Tr(u)duEQ |:6_~/I7§ r(u)du | :FT} eAr(T) | JT'%}

_ ]EQ 'e_ ftT r(u)duB(T’ S)GAT(T) | ‘Ei|
: (4.9)

s
=

o '67 S r(w)du y— A(T,8)~B(T,S)r(T) Ar(T) | }—t]

o= I r(w)du ,—A(T.S) , (A=B(T,$))r(T) | ]_-t}

I
=
Q

e ATSE, [ I r(w)du ,(\=B(T,9)r(T) | E}

=
15

) o~ AT,S) o= (8T A=B(T,S)) =¥ (¢, T A=B(T,S))r(t)

Damit folgt fiir die momenterzeugende Funktion unter Q°:

—E
B(t,8) 2l

(4.9) 1 e—A(T,S)—<I>(t,T,>\—B(T,S))—\IJ(t,T,)\—B(T,S))r(t) (4,10)
B(t,9)

B A(t8)~A(T,9)~ BT A-B(T,9))+(B(t,S) =W (L, TA=B(T,S))r(t)

EQS |:e)\r(T) |JT-4 1 —ftS r(uw)du+Ar(T) |JT;5

Die momenterzeugenden Funktionen lassen sich somit einfach berechnen, wenn man das
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4.2. Bewertung von Optionen in affinen Modellen

System von Differentialgleichungen fiir & und ¥ gelost hat. Nach der obigen Bemerkung
erhilt man die Funktionen A und B, indem man in ® und ¥ den Wert A\ = 0 setzt. In
t ist schlieblich auch r(t) bekannt. Durch Inversion der momenterzeugenden Funktion
erhilt man nun die Verteilung von r(T) unter QT bzw. Q°. Es gibt Modelle, wie
das Vasicek-Modell oder das Cox-Ingersoll-Ross-Modell, in denen die Verteilung schon

bekannt ist. Ansonsten muss diese numerisch bestimmt werden.
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5 Spezielle short-rate Modelle

Bisher wurden in dieser Arbeit allgemeine und insbesondere affine short-rate Modelle
eingefithrt. In diesem Kapitel werden nun drei affine short-rate Modelle vorgestellt,
das Vasitek-Modell, das Cox-Ingersoll-Ross-Modell und das Hull-White (Extended
Vasi¢ek)-Modell. Die Eigenschaften dieser Modelle werden untersucht und miteinander

verglichen.

5.1 Das Vasi¢ek-Modell

1977 veroffentlichte O. Vasicek in seinem Artikel ,An Equilibrium Characterization of
the Term Structure” das erste short-rate Modell, in dem die short-rate durch einen
Ornstein-Uhlenbeck-Prozess modelliert wird und dadurch die Mean-Reversion-Eigen-
schaft besitzt. Dieser Abschnitt orientiert sich dabei groftenteils an [BS04], [Cai04] und
[Vas71].

Im Vasi¢ek-Modell ist der short-rate-Prozess als Losung der stochastischen Differenti-
algleichung
dr(t) = k(0 —r(t))dt + odW (t), r(0) = r, (5.1)

definiert. Dabei sei W (t) eine Brownsche Bewegung unter dem risikoneutralen Mak Q

und 7, %, § und o seien strikt positive Konstanten[]|

5.1.1 Das Verhalten der short-rate im Vasi¢ek-Modell

In diesem Unterabschnitt wird das Verhalten der short-rate im Vasi¢ek-Modell unter-

sucht. Gesucht wird zunéchst eine geschlossene Formel fiir die short-rate. Anschliefend

"Vergleiche [BS04], Seite 168.
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5.1. Das Vasic¢ek-Modell

werden der Erwartungswert und die Varianz berechnet und ihr Konvergenzverhalten

untersucht sowie die Verteilung der short-rate unter ) bestimmt.

Als Erstes lisst sich feststellen, dass die short-rate unter () einem Ornstein-Uhlenbeck-

Prozess mit konstanten Koeffizienten folgt.

Satz 5.1: Die short-rate folgt unter () einem Ornstein-Uhlenbeck-Prozess mit konstan-

ten Koeffizienten.

Beweis: Setze X(t) =r(t) — 0, es gilt

dX(t) = d(r(t) — 0)

= dr(t)
=" k(0 — r(t))dt + ocdW (t)
= —kX(t)dt + odW (1).

X (t) erfiillt also die Langevin-Gleichung. O

Modelliert durch einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess besitzt der short-rate-Prozess die
Mean-Reversion-Eigenschaft. Dabei ist der Koeffizient s aus die Mean-Reversion-
Geschwindigkeit und 6 stellt das Mean-Reversion-Level dar, also das langfristige Mittel,
zu dem die short-rate zuriickgezogen wird. Falls der aktuelle Wert der short-rate r(t)
grofer ist als 0, so ist der Driftterm negativ und der short-rate-Prozess wird somit zu
0 zuriickgezogen. Ist umgekehrt die aktuelle short-rate kleiner als 6, so ist der Drift-
term positiv und auch in diesem Fall wird der short-rate-Prozess wieder zum Mean-
Reversion-Level zuriickgezogen. Die Mean-Reversion-Geschwindigkeit s driickt aus, wie
stark die Drift auf Abweichungen der aktuellen short-rate vom Mean-Reversion-Level
reagiert und wie schnell die short-rate zum Mean-Reversion-Level zuriickkehrt. Das
heifst, je grofser x ist, desto stirker reagiert die Drift auf Abweichungen und desto

schneller kehrt die short-rate zum Mean-Reversion-Level zuriick.

Da die short-rate durch die stochastische Differentialgleichung (5.1)) dargestellt wird,
ist das néchste Ziel nun, die Losung dieses Anfangswertproblems zu bestimmen. Fiir
den folgenden Satz siehe [BS04], Seite 169.
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Kapitel 5. Spezielle short-rate Modelle

Satz 5.2: Fliir die short-rate gilt

rt)=e"™r(0)+(1—e"™)0+0 /Ot e AW (u). (5.2)

Beweis: Im ersten Schritt betrachte man die Funktion

f:R—=R

t— et

f erfiillt die gewohnliche homogene Differentialgleichung f* = k.
Sei nun der Prozess (r(t))<,<p. die Losung der stochastischen Differentialgleichung
(p-1). Nun wende man auf (e'r(t)),,,. die partielle Integrationsformel an:

d(e™r(t)) = e"r(t)rdt + edr(t)
(5-1)

[ X
2]

er(t)kdt + e (k(0 — r(t))dt + odW (1))
= wkfe"tdt + oe™tdW (t).

In der Integralform hat dieser Ausdruck die Gestalt

t t
e"r(t) = r(0) +/ e”“‘/ﬁ:&du+/ eodW (u)
0 0
t
=7(0)+ (e — 1) + J/ e dW (u).
0

Dieser Ausdruck lisst sich nun nach r(¢) auflésen. Damit erhilt man fiir die short-rate
die gewiinschte Formel ({5.2)). O

Es ist also moglich, eine geschlossene Formel fiir die short-rate aufzustellen.

Als niichstes werden der Erwartungswert und die Varianz der short-rate untersucht?
Dabei benutzt man die Tatsache, dass ein [t6-Integral iiber eine deterministische Funk-
tion normalverteilt ist und der Erwartungswert dieses Integrals verschwindet. Diese
Tatsache wird nun als Satz in Anlehnung an [Shr04], Theorem 4.4.9, formuliert. Dort

ist auch der Beweis nachzulesen.

*Vergleiche [BS04], Seite 169.
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5.1. Das Vasic¢ek-Modell

Satz 5.3 (Ito-Integral eines deterministischen Integranden): Sei W(s), s > 0, ein
Wiener-Prozess und sei f : Ry — R eine deterministische Funktion der Zeit mit
f(f f(s)?ds < oo fiir alle t > 0. Definiere

I(t) = /0 t F(s)ds.

Fiir jedes t > 0 ist die Zufallsvariable 1(t) normalverteilt mit Erwartungswert 0 und
Varianz f(f f(s)%ds.

Satz 5.4: Fs qilt

Eq [r(t)] = e *r(0) + (1 —e )0 und lim Eq[r(t)] = 6.

t—o0

Beweis: Da e *(*"% deterministisch und auf (0,t] integrierbar ist, folgt mit Satz

Eq [/Ot e_“(t_“)dVNV(u)} = 0.

Damit ergibt sich der Erwartungswert als

+

Eq [r(t)] = Eq [e‘“tr(O) +(1—-e"™b+o / e AW (u)

0
= e "r(0) + (1 — e ).

Eine Betrachtung des Grenzwertes liefert

lim Eg[r(t)] = lim (e *r(0) + (1 — e*")6) = 6.

t—o0 t—o0

Der Erwartungswert der short-rate ist der gewichtete Mittelwert aus 7(0) und 6, der
Grenzwert ist gerade das Mean-Reversion-Level 6.

Weiter folgt fiir die Varianz:
Satz 5.5: Fs gilt

Varglr(t)] = o* 1_—6_2’“ und lim Varglr(t)] = 0—2
@ B 2K t—o0 @ 2%
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Kapitel 5. Spezielle short-rate Modelle

Beweis: Fiir den Beweis wird erneut die Tatsache benutzt, dass ein It6-Integral iiber

eine deterministische Funktion betrachtet wird.
t ~
Varg[r(t)] = Varg [6_’“7‘(0) +(1—e")f+ 0/ e_ﬁ(t_“)dW(u)}
0

t
SatzB UQVCLTQ [/ e_”(t_“)dW(u)]
0

—2k(t—u)t —2ZK
Satém 0_2 /t 672n(t7u)du _ 0_2 e’ (= — 0-2 1——621‘/
0 2K 0 2K .

Fiir den Grenzwert der Varianz ergibt sich

1 — —2kt 2
lim Varg[r(t)] = lim (&(L)) =7

t—oo

]

Damit sind sowohl der Erwartungswert als auch die Varianz der short-rate unter dem
risikoneutralen Mafs () beschrénkt, denn aufgrund der Mean-Reversion-Eigenschaft der
short-rate wird diese stets zum Mean-Reversion-Level zuriickgezogen und kann fiir
grofse t nicht beliebig stark schwanken. Es gibt eine Obergrenze fiir die Unsicherheit
der short-rate.

Als Ornstein-Uhlenbeck-Prozess ist die short-rate normalverteilt. Diese Tatsache wird

in folgendem Satz ausgefiihrt.

Satz 5.6: Unter dem risikoneutralen Maf Q ist die short-rate r(t) normalverteilt. Es

gilt

r(t) ~ N (e“tr(O) L (1) 8,02 (1 ;jt)) .

Beweis: Nach Satz ist fg e =W (u) als Ito-Integral iiber eine deterministische
Funktion normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz [} e=2"*=“dy. Da die rest-
lichen Terme aus der geschlossenen Formel (5.2)) fiir (¢) deterministisch sind, ist r(¢)

normalverteilt mit Erwartungswert e~*'r(0)+ (1—e"")0 und Varianz o (1_3—;%&) O

Nun ldsst sich die Verteilung von r(t) fiir ¢ — oo betrachten. Fiir den Beweis benétigt

man die Fourier-Transformierte einer normalverteilten Zufallsgrokd]

3Die Fourier-Transformierte einer normalverteilten Zufallsgrofe findet man u.a. in [AIs05], Sei-
te 282.
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5.1. Das Vasic¢ek-Modell

Bemerkung 5.7: Es gilt: Ist X ~ N (i, 0?), so besitzt die Fourier-Transformierte von
X die Gestalt

, 1
E [¢"¥] = exp (ME[X] — §A2Var[X]) , AeR

Satz 5.8: Fiirt — oo konvergiert die Verteilung der short-rate gegen eine Normalver-
0.2

teilung mit Erwartungswert 0 und Varianz -

Beweis: Zunichst ist zu zeigen, dass die Fourier-Transformierte von r(t) fiir ¢ — oo

gegen die Fourier-Transformierte der A(6, %)—Verteilung konvergiert. Fiir die Fourier-
Transformierte ¢; von 7(t) gilt mit A € R und Bemerkung

#(A) = exp (M (er(0) = (1— ") 0) + %AW (1—_6_2'“»

2K
1. .02
N — —\2— .
o P (Z 2 2/<>

Dies ist gerade die Fourier-Transformierte einer normalverteilten Zufallsgrofe mit Er-

wartungswert ¢ und Varianz % Nach dem Stetigkeitssatz von Lév konvergiert die
Verteilung von r(t) schwach gegen die NV (6, %)—Verteilung. Damit konvergiert () in

Verteilung gegen eine N (6, %)—verteﬂte Zufallsgrofe. O

Mit der Normalverteiltheit der short-rate wird zugleich auch der grofte Nachteil des
Vasic¢ek-Modells deutlich: Da die short-rate unter () normalverteilt ist, ist die short-rate

mit positiver Wahrscheinlichkeit negativ.

5.1.2 Bewertungsgleichung fiir Zero-Coupon-Bonds

Wie in den Kapiteln 2 und 4 gezeigt wurde, liegen zur Berechnung der Zero-Coupon-
Bond-Preise nun zwei verschiedene Moglichkeiten vor. Sehr leicht kann man in diesem
Modell das System von Differentialgleichungen aus Satz 16sen. Das Vasicek-Modell
ist aber so einfach, dass man die Bondpreise mit der risikoneutralen Bewertungsglei-
chung direkt berechnen kann[

Dabei wird folgendes Resultat iiber normalverteilte Zufallsgrofenf| benutzt:

4Siehe [AI505], Theorem 45.2.
>Vergleiche [BS04], Satz 6.11.
6Siehe [Als03], Satz 32.10.
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Kapitel 5. Spezielle short-rate Modelle

Lemma 5.9: Fir eine normalverteilte Zufallsgrofie X gilt:

Elexp(X)] = exp (E[X] + %Var[X]) :

Satz 5.10 (Bewertungsgleichung fiir Zero-Coupon-Bonds im Vasi¢ek-Modell): Die
short-rate r(t) folge dem Prozess . Dann ist der Preis in t eines Zero-Coupon-
Bonds mit Falligkeit T, 0 <t < T gegeben durch

B(t,T) =exp (—A(t,T) — B(t,T)r(t))
1 — efi{(Tft)

mit B(t,T) = —————— (5.3)

K
1 — e—r(T—) o2 1 — e—H(T—1) 2 o2

N=((T-t) - —— - — _ ] —.

und A(t,T) (( t) - ) (9 252> + ( - ) 1

Beweis: Sei nun s > t. Fiir die short-rate in s gilt ausgehend von r(¢)
r(s) = e (1) + (1 — e_“(s_t)>9 + 0/ e AW (u).
t

Nun wird von ¢ bis T iiber die short-rate integriert. Dabei wendet man den Satz von

Fubini fiir stochastische Integrald’| an.

/tTr(s)ds - /tT (e_“(s_t)r(t) + (1 - —~<s—t>)9 + a/

T
:/ e_”“(s_t)r(t)ds+/ <1—6 oo t) 8ds+a/ / =AW () ds
¢ ¢
T
:/ e_’"“(s_t)r(t)ds—i—/ <1—€ wls= t)>9ds+a/ / = ds dW (u)
¢ ¢

1 — —k(T—t) 1 — k(T —t) T 1 — K(T—u)
T <T—t—e—)0+a/ L™ ()
t K

S

A () ) ds

K Y

Nach Satz B3] ist
T 1 — —k(T—u) t 1 — —k(T—u)
(T —t) = / () - / R
0 0

normalverteilt und j;T (s)ds ist folglich normalverteilt. Damit ist exp(— ft ds>

lognormalverteilt. Aufgrund von Lemma [5.9] folgt fiir den bedingten Erwartungswert

"Siehe [Fil09], Theorem 6.2.
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5.1. Das Vasic¢ek-Modell

des Integrals iiber die short-rate

T 1— —k(T—t) 1 — —k(T—t)
Eq [/ r(s)ds | ]—"t] = GTT(IS) + <T —t— e_) 7
t

KR
T 1 — e*/-c(Tfu) 5
+ oEq V ST W | ft}
t ,{‘/
at 1— —k(T—t) 1 — —k(T—t)
e AN S Y
KR KR

und die Varianz berechnet sich als

T T 1 — e—n(T—u) _
VarQ[/ r(s)ds | F| = UQVCLTQ {/ ——dW(u) | }"t}
t t K
2 T
SatzB3 0—2 (1 — e’“(T’“))2 du
K
t
2 _ —k(T-1) _ ,—2kr(T-1)
_ a” T_4_ 2(1 e ) i 1—e .
K2 K 2K

Nun setzt man in die risikoneutrale Bewertungsgleichung (2.5)) ein:

BT = Eofew(- [ ri)| 7]

ey (i [ toie 7] + yora] o | 7))

1— e—n(T—t)

1— —r(T—t)
e )0

= exp(— p r(t) — (T —t—

1 /0 2(1 . efH(Tft)) 1 — 672,‘{(T7t)
(2 )
+ 2 (/{2 ( K + 2K

= exp(—A{,T) - B(t,T)r(t))

' 1— e—fi(T—t) a2 1— e—m(T—t) 2 o2
mit A(t,T) = ((T—t) — T) <9 — 2_/{2) + (T) i

1 — —k(T—t)
und B(t,T) = c

K

5.1.3 Bewertung von Optionen

Da das vorliegende short-rate Modell affin ist, lassen sich Satz [3.5| und Satz [4.7] anwen-
den,um den Preis eines Calls auf einen S-Bond mit Fakkigkeit S, 0 <t <T < S < T™,
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Kapitel 5. Spezielle short-rate Modelle

zu berechnenf]
Der folgende Sat7] liefert eine Formel zur Berechnung von Callpreisen im Vasi¢ek-
Modell.

Theorem 5.11: Fiir den Preis eines Calls in t auf einen S-Bond mit Austibungszeit-
punkt T < S und Strike-Preis K gilt

C@t, 1,5, K) = B(t,5)0(d1) — KB(t,T)®(dz) (5.4)
_ 1 B(t,S) o
b od = —log (=) ) T g g -
e 1T, <KB(t,T)> Ty BTaT%
o 1 — e—26(T-1)
d -~ (1= —k(S=T) - -
un Tp = (1—e ) P

O bezeichnet die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung.

Beweis: Nach Satz [3.5] gilt fiir den Preis des Calls in ¢

C(t,T,S, K) = B(t,9)Q°(r(T) < r* | F,) — KB(t, T)Q* (r(T) < r* | F)
%ﬁ)@’s). Um die Verteilung von r(7") unter dem 7- bzw. S-Forwardmartingalmalfs
zu bestimmen, berechnet man zunichst die momenterzeugende Funktion unter dem
T-Forwardmartingalmafl. Dazu ist nach Satz das folgende System von Differential-

gleichungen zu losen:

mit r* =

) % _ %gQ\IJQ(t,T, \) — k0T, T,\), ®(T,T,\) =0
OU(t, T \)

(I1) = kUL T,\) —1, U(T,T,\)=—A

ot

Gleichung (II) stellt eine nicht-homogene lineare Differentialgleichung dar und ist somit

einfach zu l6sen. Die Losung lautet

1 — e—n(T—t)
K (5.5)
= By(t,T) = ABa(t, T)

U(t,T,\) = —de T8 4

8 Alternativ kénnte man zum Beweis der Call-Bewertungsformel die Dynamik der short-rate unter
dem T- bzw. S-Forwardmartingalmaf$ betrachten und feststellen, dass auch unter diesen Mafen die
bedingte Verteilung eine Normalverteilung ist, da die short-rate-Dynamik unter Q7 bzw. Q° die
Gestalt der short-rate-Dynamik im Vasi¢ek-Modell besitzt.

9Vergleiche [Jam89], Proposition (b), [Bj504], Proposition 22.9, oder [Cai04], Seite 250.
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mit
1 — e—n(T—t)
Bit,T)= ———— und Bo(t,T) = e =T,
K

Durch Integration von W(¢, 7T, \) erhilt man die Losung der Gleichung (I):
1 T T
O(t, T,\) =— (502/ U (u, T, \)du — /{9/ U(u, T, )\)du)
t t

1— —k(T—1)
= (—9 ((T —t) — +> + A0 (1 —eT70)
+

1 2

5% (—e 2T _ 3 — 4= | 95(T — 1)) (5.6)
K
o’ —r(T—t)\2 29 o —2x(T—1)

1 1
= A (t,T) — A\ (t,T) — 5Cn(t, T)+ \Ch2(t,T) — 5A2022(t, T)

1— e
I{ )

mit

A (t T 1 —H(T t))
2
Cu(t,T) = ﬁ [QH(T —t)—3— fo—R(T=t) _ B—QH(T—t)] ’
2
g —R(T—1)) 2
Clg(t,T) 2—%2 (1 —e ( t))
0_2
llIld 022(t7 T) 2_ (1 _ e—QK(T—t)) ]
KR

Nach Bemerkung [4.7] gilt fiir den Preis des T-Bonds in ¢

B(t,T) = e~ tTO-¥ET00r()
— AT =5 Cr(tT) =By (tT)r(t).

Fiir die momenterzeugende Funktion von r(T") unter dem T-Forwardmartingalmafs gilt

mit , und :

SOQT (t) = ]EQT [GAT(T) | E}

1 o~ ®ETN) =V (TN (t)
B(t,T)

Ma(t,T) — ANCha(t, T) + %AQng(t, T) + \Bs(t, T)r(t)) :
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Das ist gerade die unter F;-bedingte momenterzeugende Funktion einer unter Q7 nor-
malverteilten Zufallsgrofe mit Erwartungswert Ay (t, 7)) — Cia(t, T) + Ba(t, T)r(t) und
Varianz Coo(t, T). Also ist auch 7(T) - gegeben F; - unter Q7 normalverteilt mit

Eqr [r(T) | Fi] = Ao(t, T) — Cra(t, T) + Ba(t, T)r(t)

o2
=0 (1—e T 0) - (1—e (Tft))Q + e "I p(t)

2K2

=0+ (r(t) = 0) e —

2

_ 2
2,@.2 (1 — e t))

=T

und
2

VG’TQT [T(T) | ﬂ] = CQQ(t’T) = g_ (1 _ e*2l€(T7t)) .

K

Damit folgt
r* — 1y

QT (r(T) <r* | F) = ®(dy) mit dy = N

Da r(T) normalverteilt unter Q7 ist, gilt aukerdem

B(t,S) = Eq [ 7% | ]
ft%fT ]EQ [EQ |:€7 ftT r(s)dsffTS r(s)ds ‘ fT] ’ -,'E;fi|

_ ]EQ '6_ fth"(s)dsE |:€_ f; r(s)ds | fTi| | Ft:|

[ (s B(T, S) | J—}}

Y B(t, T)Eqgr [B(T, S) | Fi

LD Bt T)Egr [eATS-BTS M) | £,]

Lemma B Bt T exp (Egr [~ A(T, S) — B(T, S)r(T) | Fi])
% exp (évarQT [—A(T, S) — B(T, S)r(T) | ft])

— B(t,T) exp (—A(T, S) — B(T, S)rs + %B(T, S)2Cas(t, T)) .

Damit ergibt sich

| B(t,S) \ | B(t,T)exp (—A(T,S) — B(T, S)rs + 1 B(T, 5)*Cas(t,T))
o (KB(taT)> B KB(t,T)

1
= —A(T,S) — B(T, S)ry + §B(T, S)2Coy(t, T) — log K
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und es gilt
o= ry AT, S) - B(T,S)r, —log K
P /Cu(t,T) B(T, S)\/Co (6, T)
log (KBgi;?})) — 1B(T, S)2Co(t,T)
B(T,S)\/Ca(t,T)
1 B(t,S) o
— L oe [ 2H2) ) %
o, 8 <KB(t,T)) 2
mit

0'p = B(T, S) ng(t,T)
1 — e—26(T-1)

__—k(S-T)
(1 e ) P

19

Nun fehlt noch die Verteilung von r(T") unter dem S-Forwardmartingalmaf. Nach
gilt fiir die momenterzeugende Funktion von r(T') unter Q°, wobei Ay = A — B{(T, S)
definiert wird,

1
B(t,S)
— ALS)—A(T,S)=@(t, T\ A2)+(B(L,5) =W (L, T, A2))r(¢)

Eos [GAT(T) | F] = Eq [e ;5 r(s)ds+r(T) | ft]

_ eAl(t,S)—%CH(t,S)—Al(T,S)—i—%Cu(T,S)—Al(t7T)+)\2A2(t,T)

« e%CH(t,T)*/\QCm(t,T)*F%)\%CQQ(t,T)Jr(BI(t’S)*Bl(th)JF/\?BQ(th))T(t)

— €A1 (t,S)*%Cll(t,S)f.A1 (T,S)Jr%Cn (T,8)— A1 (t,T)+XA2(t, T)—B1(T,S) A2(t,T)

« e%cu(t,T)—,\clg(t,T)JrBl(T,S)Cu(t,T)+%,\2022(t,T)—,\Bl(T,S)ng(t,T)JrB%(T,S)CQQ(t,T)

¥ eBLES)=B1 (6, T)+ABs (1)~ B1(T,S)Coa (1)) (t)

— Ma(tT)=AC12(ET) = AB1(T,S)Caz (t,T)+ 5 X2 Coz (1 T)+ABa (6T)r (1)
Dabei folgt die letzte Gleichheit aus der Tatsache, dass
Bi(t,S) — Bi(t,T) — By(T,S)B2(t,T) =0
und

1 1
Ai(t,8) = SCu(t,S) = AT, §) + SCn (T, ) = Ai(t,T)

1
—By(T, S) Ay(t, T)§Cn(t, T) + By(T,S)Cia(t, T) + BX(T, S)Cos(t,T) = 0

75



Kapitel 5. Spezielle short-rate Modelle

gilt. Das ist gerade die momenterzeugende Funktion einer normalverteilten Zufallsgrofe
mit

Erwartungswert Ay (t,T) — Ci2(t,T) — B1(T, S)Cos(t, T) + Ba(t, T)r(t)

und Varianz Cy(t,T).

Damit ist auch r(7') unter Q° - gegeben F, - normalverteilt und besitzt den gleichen
Erwartungswert und die gleiche Varianz.

Fiir den Erwartungswert folgt weiter

EQS [T(T) | ./T;g] = AQ(t,T) - Cm(t,T) - Bl(T, S)ng<t,T) + Bg(t,T)T(t)
= T9 — Bl(T, S)ng(t,T) =.7.

Da 7(T) unter Q° normalverteilt ist, folgt

Q¥ (r(T) < 1) = &(dy),

wobei

*
r—"r

4 = /Coat, T)

r* — T2 B(T, S)ng(t, T)

\/ 022 (t, T) * 022 (t, T)

= dg —|—O'p.

Eine analoge Bewertungsformel gilt auch fiir Putoptionen.

Korollar 5.12: Der Preis eines Puts in t auf einen S-Bond mit Austibungszeitpunkt
T < S und Strike-Preis K ist gegeben durch

P(t,T,S,K) = KB(t,T)®(—dy) — B(t,S)®(—dy). (5.7)

Beweis: Nach Bemerkung gilt fiir den Preis des Puts

P(t,T,S,K)=KB(t,T)Q"(B(T,S) < K | ;) — B(t,9)Q°(B(T,S) < K | F)
= KB(t,T)Q"(r(T) > r* | F,) — B(t,S)Q°(r(T) > r* | F,).
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In dem Beweis von Theorem ist bereits gezeigt worden, dass r(7T") unter dem T-
bzw. S-Forwardmartingalmaf normalverteilt ist mit Erwartungswert ro bzw. r; und
Varianz Co(t, T'). Weiter gilt

QN (r(T) > 1) =1-Q"(r(T) <17) = 1 - ®(dz) = P(~dz)

und

Q*(r(T) > 1) = 1= Q%(r(T) <17) = 1 = ®(d1) = (~dy).

5.1.4 Bewertung von Caps und Swaptions

Als eine Anwendung von Theorem wird nun eine Formel zur Berechnung von Cap-
Preisen hergeleitet. Dazu betrachte man einen Cap mit Cap-Rate K und zukiinftigen
Zahlungszeitpunkten t < Ty <Ty < ... <T,, T, —T; 1=90,i=1,...,n.

Korollar 5.13: Fir den Preis des Caps im Zeitpunkt t gilt Cp(t) = >, Cpl(i,t) mit

Cpl(i,t) = B(t, Ti)®(—dy) — (1 + K6)B(t, T,)®(—d;)

1 B(t,T;
und es gilt d1:—10g< (¢, T:) )—I—& dy = dy — o)

Op ﬁB(t,ﬂ,l) 2 ’

1 _ e—QK(Ti_l—t)

und o, = % (1 — e’“(Ti’TH)) \/ o

Beweis: Fiir den Preis des i-ten Caplets in T;_; gilt

Cpl(i,Ty_1) = (1+K5)< B<T“’T")>+

1+6K

und er entspricht somit dem (1 4+ K0)-fachen Preis eines Puts auf einen T;-Bond mit
Ausiibungszeitpunkt 7; und Strike-Preis TIK& Damit kann man den Preis des i-ten
Caplets in ¢t mit (5.7) berechnen:

Cpl(i,t) = (1 + K9) ( B(t, Ty_1)®(—dy) — B(t,Ti)(I)(—dl))

1+ Ko
= B(t, T;-1)®(—do) — (1 + K0)B(t, T;)(—d1)

| B(t,T,
mit dy = —log | — é T) +%, dy = dy — o,
o \ e Bt L)
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1 _ €—2H(Ti_1—t)
_ o= H(Ti=Ti1)
(1 ¢ 1 ) \/ 2K '

und o, =

=19

Des Weiteren ldsst sich eine Formel zur Berechnung von Swaptions angeben. Betrach-
tet wird eine Payer Swaption mit Falligkeit T und dquidistanten Zahlungszeitpunkten
Ty,....,1T,, T, —T,_1 = 6,1 =1,...,n. Der Nennwert des zugrunde liegenden Swaps
sei V. Die Swap Rate sei K. Das folgende Korollar liefert eine Bewertungsformel fiir

Swaptions im Vasicek-Modell.

Korollar 5.14: Fiir den Wert der Swaption im Zeitpunkt t, 0 < t < Ty, gilt

n—1

Sw(t) = NK&» (N;B(t,Ty)®(—dp) — B(t, T})®(—din))

i=1
+ N(K6 + 1)(NyB(t, To) ®(—d2) — B(t, T,)B(—d1))
t dyp=—log| ——= =, dip = dj1 — 0y
m ! g; Og (NzB(t,T0)> + 2 2 ! 4
1 _ e—QH(TU—t)

_ 7 (1 _ e(Ti=T)
und o 5(1 e 0) o

sowie N; = FTi(Ty,r")

und 1*so, dass N (KéZFTi(To,T*) —i—FT"(To,T*)) =N.
i=1

Beweis: Nach Korollar gilt fiir den Wert der Swaption in ¢ mit N; = F7i (T, r*)
und 7* so, dass die Gleichung N (K6 Y., FTi(Ty,r*) + F™(Ty,r*)) = N erfiillt ist:

n—1
Sw(t) = NKG§Y  P(t,Ty,T;, N;) + N(K& + 1)P(t, Ty, T, Ny,)
i=1
- n—1
NKS S (N;B(t, To)®(—dis) — B(t, T,)(~du))

=1

+ N(K§+ 1)(N,B(t, To)®(—dne) — B(t, T,,)P(—dn1))

it  dp=—log| ——~ -, dig = dijy — 0;
m ! g; 08 (NIB(t, To)) 2 2 ! 7
o 1 — 672/@(T07t)
d == 1 — —k(T;—To) - -
un g - ( e ) o
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5.2. Das Cox-Ingersoll-Ross-Modell

5.2 Das Cox-Ingersoll-Ross-Modell

In diesem Abschnitt wird das Cox-Ingersoll-Ross-Modell (kurz CIR-Modell) eingefiihrt.
Eine wichtige Eigenschaft dieses Modells ist, dass garantiert werden kann, dass die
short-rate positiv ist.

Dabei richtet sich dieser Abschnitt, sofern keine andere Literaturquelle angegeben ist,
nach [BS04] und |[LL96|, sowie ferner nach [CIR85], [Cai04] und [Fil09].

Die stochastische Differentialgleichung fiir die short-rate unter dem risikoneutralen Mafs

@ ist gegeben durch

dr(t) = k(0 — r(t))dt + a\/r(t)dW(t), 7(0) = 7o, (5.8)

wobei 7, k,0,0 > 0 und W(t) eine Standard-Brownsche Bewegung unter dem risiko-
neutralen Maf darstelltf]

Die short-rate wird durch einen Wurzel-Diffusions-Prozess modelliert, das heifst, die Vo-
latilitdt der short-rate ist im Gegensatz zur konstanten Volatilitit im Vasi¢ek-Modell

proportional zur Wurzel der short-rate.

Zusétzlich stellt man an die Koeffizienten die Bedingung
2k0 > o2, (5.9)

Mit der Bedingung (5.9) wird gesichert, dass die short-rate stets positiv ist. Der Beweis
dafiir folgt in Abschnitt 5.2.5.

5.2.1 Das Verhalten der short-rate im CIR-Modell

Anders als im Vasi¢ek-Modell ist es im Cox-Ingersoll-Ross-Modell nicht méglich, ei-
ne geschlossene Formel fiir die short-rate zu finden. Aber durch die Modellierung als
Wurzel-Diffusions-Prozess besitzt der short-rate-Prozess auch in diesem Fall die Mean-
Reversion-Eigenschaft mit Mean-Reversion-Level § und Mean-Reversion-Geschwindig-
keit k. Auferdem kann man den Erwartungswert und die Varianz sowie deren Grenz-

werte, wenn ¢ gegen oo strebt, berechnen|]

OVergleiche [BS04], Seite 178.
""Dazu siehe [DJO7], Theorem 5.6.1. oder [BS04], Seite 179.
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Kapitel 5. Spezielle short-rate Modelle

Satz 5.15: Fur die short-rate gilt

Eq[r(t)] = e ™r(0)+ (1—e )0 und lim Eg[r(t)] =0

t—o0

Varg[r(t)] = —r(0) (e —e ") + — (1 — e"“)Q und tlirgo Varglr(t)] = 02—5.

An dem Satz wird wieder die Mean-Reversion-Eigenschaft deutlich. Dabei entspricht
der Erwartungswert dem Erwartungswert im Vasicek-Modell und ist das gewichtete
Mittel aus dem Wert der short-rate in 0 und 6.

Auf den Beweis wird an dieser Stelle verzichtet. Die Rechnungen sind im Anhang

nachzulesen.

Schliefslich fehlt nun noch die Verteilung von r(t) unter dem risikoneutralen Maf Q).

Dazu wird zunéchst das folgende allgemeine Resultat bewiesen:

Satz 5.16: (Vergleiche [Cai0/)], Theorem 4.8.a))
Es seien A\, u > 0.
Es gilt

Eq [exp <—M /tTr(u)du . )\r(T)) | ]—}] = exp (—®(t, T, \, p) — U(t, T, \, ) (t))

| 90 4yl HT=D
mit (LT Ap) = =5 log ((02)\ +2y + 1) —1) 4y )

A4y + (27 = ) (€T — 1)) + 2p(e "0 — 1)
(02X + 27 + k) (€270 — 1) + 4y

1
und v = 5\”@24—202#.

U(t, T, A\, u) =

Mit diesem Satz lisst sich zum einen leicht die Laplace-Transformiertd™ und damit
die Verteilung der short-rate unter () bestimmen, zum anderen erhilt man eine Bewer-

tungsformel fiir Zero-Coupon-Bonds.

12Da die short-rate im CIR-Modell stets positiv ist, werden hier zur Bestimmung der Verteilung
Laplace-Transformierte anstelle von momenterzeugenden Funktionen verwendet.
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5.2. Das Cox-Ingersoll-Ross-Modell

Beweis: Wegen der Markov-Eigenschaft der short-rate kann

Eo [exp (—u /t " (w)du — Ar(T)) | 7—}}

als Funktion in Abhéngigkeit von der short-rate und der Zeit betrachtet werden:

T
Eq {exp (—,u/ r(u)du — Ar(T)) | Ft}
t
Mark T
=" Eq {e:vp (—,u/ r(u)du — )\T(T)) | r(t) = 7’]
t

= :H(t,r).

Nach dem Theorem {iber die Formel von Feynman—KacEg] stellt die Funktion H die

Lésung des folgenden Randwertproblems dar:

OH(t,r) OH(t,r) 1

P + k(0 — r(t))T + 50%(1&)

OH(t,r)

o pur(t)H(t,r) =0

H(T,r)= e M),
Da ein affines short-rate Modell betrachtet wird, kann man annehmen, dass die Funk-
tion die affine Gestalt H(t,r) = e ®GTAM—YETAW®) hegitzt. Durch Einsetzen der
partiellen Ableitungen zerfillt die partielle Differentialgleichung in ein System von zwei
gewoOhnlichen Differentialgleichungen:
OP(t, Ty N\, u) = —kOP(t, T, \, 1) O(T, T, \, ) =0

1
OV (t, T\ ) = kV(t, T, \, 1) + 502\1/2(15,:& A, ) — p, U(T, T\ 1) = A

Die Losungen dieses Systems von Differentialgleichungen sind gerade

2K0 4ryelr+2)(T1)
O, T\ p) = -1
(&, T, A 1) o2 08 ((02)\ + 27+ k) (T — 1) 447 )’
Ay + (27 = ) (€T — 1)) + 2p(e "0 — 1)
(02X + 27 + k) (e2T=0) — 1) + 4y

mit U(t, T, \, u) =

1
mit v = 5\/m2—1—202,u.

13Siehe [Oks00], Theorem 8.2.1.
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Bemerkung 5.17: Auf die Losung des Systems von Differentialgleichungen wird in
dem obigen Beweis verzichtet. Im Anhang wird ein solches Systems von Differential-

gleichungen mit ¢ = 1 und A\ = 0 gelost, um den Preis eines Bonds zu berechnen.

Satz 5.18: Angenommen, der short-rate-Prozess wird dargestellt durch die stochas-
r(T)

tische Differentialgleichung . Dann ist =-~unter Q nicht-zentral-y*-verteilt mit

d= 40%9 Fretheitsgraden und Nicht-Zentralitdtsparameter ¢, wobei

4ar(0) o?

= —"— d L=—(1-e"T).

¢ o?(erT — 1) e 4/1( )

Beweis: Fiir den Beweis berechnet man die Laplacetransformierte von @ und zeigt,

dass diese der Laplace-Transformierten der nicht-zentralen y2-Verteilung mit d Frei-
heitsgraden und Nicht-Zentralitdtsparameter ¢ entspricht.
Unter Verwendung von Satz mit © = 0 und ¢ = 0 erhédlt man die Laplace-

Transformierte von r(7") unter Q:

Eg [e™] = exp(—®(0,7,\,0) — ¥(0,7, ), 0)ro)

2r0
ket T

K o2 2M\K
((m Fom) (e — 1) + zﬂ) P (_7”0 (02\ + 2r)(e"T — 1) + 2/@)

2K0

K o . . Ake HT
pr— X —
%2)\(1 —e ") + K P 0%2)\(1 —e ")+ kK

() e (02
- \orr1) PV )

Dann folgt fiir die Laplace-Transformierte von #

N 1\ X
EQ[G }_(2A+1> eXp( T°2A+1)

1 . ( . AC )
= — X _
2\ + 1)% P90 1

Ilto\»—t

Y

mit d = %6.

Dies ist gerade die Laplace-Transformierte einer nicht-zentralen y2-Verteilung mit d
Freiheitsgraden und Nicht-Zentralititsparameter (] Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir
Laplace—Transformiert ist LLT) unter Q ebenso nicht-zentral y2-verteilt. O]

14Siehe |LLIG], Seite 131.
5Siehe [AIs05], Satz40.6.
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5.2.2 Bondpreise im CIR-Modell

Auch zur Berechnung der Bondpreise ldsst sich Satz [5.16] anwenden.

Satz 5.19: Im CIR-Modell berechnet sich der Preis eines T-Bonds in t als

B(t, T) _ e—A(t,T)—B(t,T)r(t)

2k0 4ryer+3)(T=1)
1 t,T)=— 1
mi -/4( ) ) 0_2 0og ((27 + K,) (QQV(T_t) _ 1) + 4/}/
2(e2(T=t) 1) (5.10)

und - B(t,T) = 27+ /) (@00 1) 1 47

1
wober v = 5\/ K2 + 202

Beweis: Aufgrund der risikoneutralen Bewertungsformel (2.5) gilt fiir den Preis des
T-Bonds zum Zeitpunkt ¢

B(t,T) = Eq {exp (— /tT'r(u)du) ]]-“t} |

An dieser Stelle ldsst sich nun Satz mit A\ = 0 und g = 1 anwenden und fiir den
Bondpreis ergibt sich

B(tv T) = exp (_q)(t7 Tu 07 1) - \Ij(ta T7 07 1)T(t))
mit A(¢,T) := ®(¢,7,0,1) und B(¢t,T) := ¥(¢,7,0,1). ]
Bemerkung 5.20: Im Anhang wird am Beispiel des T-Bondpreises ausfiihrlich dar-

gestellt, wie man den Bondpreis durch das Losen des Systems von gewShnlichen Diffe-

rentialgleichungen im Rahmen von affinen Modellen erhilt.

5.2.3 Optionsbewertung im CIR-Modell

Sei 0 < T <5 <T™

In diesem Abschnitt wird ein Call auf einen S-Bond mit Ausiibungszeitpunkt 7" und
Strike-Preis K betrachtet. Der folgende SatA'¥] liefert den Preis des Calls zum Zeit-
punkt 0.

16Vergleiche [Cai04], Theorem 4.8(e).
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Theorem 5.21: Fiir den Preis eines Calls in 0 auf einen S-Bond mit Austibungszeit-
punkt T und Strike-Preis K gilt, gegeben r(0) = ro,

C(0,T,S,K) = B(0,95)x*(d, ¢, y1) — KB(0, T)x*(d, (2, y2), (5.11)

wobei x*(d, (,y) die Verteilungsfunktion der nicht-zentralen x*-Verteilung mit d Frei-
heitsgraden und Nicht-Zentralitdtsparameter ¢ bezeichnet.

Die noch bendtigten Parameter lassen sich dabei folgendermaflen berechnen:

4k0 1
d:i, ’}/:§V/€2+20'2,

ag
32y2e2 Ty
G =5 (2T — 1) (47 + (27 + K + 02U(T, 9)) (2T — 1))’
32722 Ty

@ T D) (& + @7+ ) (T D))
I o? (eQVT — 1)

P 2(4y+ (27 + R+ 02U(T, S)) (2T — 1))

o? (eQVT — 1)

L m @)

. —A(T,S) —log(K)

= B(T, S) , U(T, S) = \II(T, S, 0, 1)

ylzr_* und ygzr—*'

L,
Beweis: Nach Satz [3.5] gilt fiir den Preis des Calls in 0
C(0,T,8,K) = B(0,5)Q%(r(T) < r*) = KB(0,T)Q" (r(T) <r7)

mit r* = %’L%(T’S) und QT bzw. Q° bezeichne das T- bzw. S-Forwardmartingalmaf.

Gesucht ist nun die Verteilung von r(T") unter diesen Forwardmartingalmafen.

Verteilung unter dem 7-Forwardmartingalmafs:
Das Ziel ist es die Laplace-Transformierte zu bestimmen, da diese die Verteilung von
r(T) unter dem T-Forwardmartingalmaf liefert. Aufgrund der Beziehung zwischen For-

wardpreisen und arbitragefreien Preisen aus Satz|3.4|gilt fiir die Laplace-Transformierte

]EQT [e—)\r(T)]
1 T
— S |:ff r(u)du—Ar(T)
BO,T) 21"

SZBI8 oxp (= (@(0,T, A, 1) — ©(0,7,0,1)) — (¥(0,T, A, 1) — (0, T, 0, 1)) o)
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2k0
o2

(2y +8) (P —1) +4y
(0%7 + 2y + k) (" —1) + 4y

-~

(%)

e o | A+ 2y = R) (T — 1)) 4 2(e7T 1)
P (02X + 2y + k) (e2T — 1) + 4y "o

®

§ 2(e 1)
ex T .
P leysm@™—1)+47"°

Die rechte Seite muss noch stark umgeformt werden. Dazu werden nun die Terme
betrachtet, die ein ,,\* enthalten.

N

Definiere nun

o? (eZVT — 1)

T @R @)
Dann folgt fiir (s:)
2((2y 4 k) (T — 1) 4 4v)
(**) _ (62'yT 1)
2(0%y (e — 1) + (27 + k) (e — 1) + 47)
02(627T 1)
1
2Ny + 17

Fiir () folgt

MAy + (27 — k) (DT = 1)) + 2(ePT — 1)

B = e @ D a2y

da
(27 + &) (T — 1) +47) - 2L\ = o2\ (P —1).

Definiere weiter

To

_ 2 24T 2 .2yT 2
92—m(167 7"‘20’(6'7 —1))

und hy = 2(e*T — 1)1y — go.
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Es gilt

92(1 —+ 2L2>\) + hQ
= 2go Lo + 2(e*T — 1)rg
16+%e*7T 4 202 (> — 1)? o
=\ (27—|—/$)(627T — 1) _'_47 To —|—2(€ R 1)7"0
4y + 2y = K) (P = 1)y + (27 + 1) = 1))
(27 + k) (2T — 1) + 4y

= A4y + (27 = 6)(T = 1))rg + 2(e27 — 1.

=A

7o + 22T — 1)rg

Damit folgt weiter fiir (x)

ANAy + (27 — k) (DT = 1)) +2(ePT — 1)
(27 + /) (€T — 1) + 49)(1 + 2L
Go(1+ 2L \) + ho
(@7 + (T — 1) +47)(1 +2LoN) °
| 2LA(16726077 4 202(e27 — 1)) 4 202(e07T — 1)2
T 2 (T —1)((2y + /)T — 1) + 47)(1 + 2Lo0) ©
Lo - 32rgy2eT
(T 1)((27 + K) (T — 1) + 47)(1 + 2050
2L\ (202 (2T — 1)?) + 202 (2T — 1)?
72T — 1)((27 + #)(€2T — 1)+ 49)(1 + 2LaN) ©
 La)Gy 22T —1)
T120) 2yt R)(@T —1) 14y

(%) =

To

Dann folgt fiir die Laplace-Transformierte

2K0

B 1 e LoAGo
E N i
qr ] s +1) TP\TT 200 )

d
) 1 g LoACo
E [ (AL2) T ] — - 2
Qr|° ’ MLy +1) TP\ T 2000

mit d = %‘9. Also ist %? unter dem T-Forwardmartingalmaf nicht-zentral y2-verteilt

mit d Freiheitsgraden und Nicht-Zentralitdtsparameter (.
Des Weiteren folgt

es gilt also

@) <) =" (N <

o) =2
I/2 Lg) X (d7 CQ) 92)

mit yo = 7.
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Verteilung unter dem S-Forwardmartingalmaf:
Um die Verteilung unter Q° zu berechnen, wird auch hier die Laplace-Transformierte

bestimmt:

EQS [e—)\T(T)] _ (01 S)EQ fo uw)du—Ar(T)

Satzn- 8(0,5,0,1)—®(T,5,0,1)—®(0,T,\1

=(xx) ()

71) * e_(\D(O7T7>\171)_‘11(07*97071))7"0

mit A\ = A+ ¥ (7,5), V(T,5) := ¥(T,S,0,1).

Zuerst werden die Terme betrachtet, die ein ,\;“ enthalten.

Definiert man
o?(e>T —1)

B N R ET )
so folgt
476(7+%)T g
exp (—®(0,T,A\,1)) = ((02)\1 +2v 4+ k)(eT —1) + 47)
dyert2)T -
- <(02A +0?W(T,S) + 27+ £) (e — 1) + 47)

2k0 2K0

1 o2 4yer+3)T o2
- (o) (rs e roer—s)

Damit folgt nun fiir (), indem man die Definition von ¥(7,S) einsetzt und ausnutzt,
dass 202 = (2y — k) (27 + k):

(x)

2K
o

5

D

( 4ye TS ((2y + k) (€29 — 1) + 47)dryerF2)T >
(27 + k) (2751 — 1) + 47)4ye"T2)3((02U(T, S) + 2y + k) (2T — 1) + 47)

2k0
2k0

1 oz
i (1 T 2L1)\>
_ ( (27 + K)(€¥ = 1) +49) ) o
~\ B @+ T DEET = 1)+ (@7 1) + (P 1) + 1)

2k0

1 o
* S —
(r5om3)
278 _ e =
2y +r)(e 1) + 4y . 1
(27 + k) (e29 — 1) + 4y 14+201A
2k0

1 oz
(1 + 2L1)\> '
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Kapitel 5. Spezielle short-rate Modelle

Fiir (0,7, Ay, 1)ro folgt aukerdem

M4y + (27 = )T = 1) +2(e¥" = 1)
(02N + 2y + k) (T — 1) + 4y
(AT, 9))(4y + (27 — K) (€T = 1)) 4+ 2(e2" — 1)

(2 N+ (T, S)) + 2y + w)(eDT — 1) + 4y
A+ W(T,S))(4y + (2 — k) (2" = 1)) +2(e*" — .
((0>U(T,S) + 27y + &)(e2T — 1) + 49)(1 + 2Ly A)

lI](Oa T7 )\17 1)T =

To

To

da 2L A ((02W(T, S) + 27+ £)(ePT — 1) + 4v) = a2 A\(e®T — 1). Des Weiteren definiert

man an dieser Stelle

(4 (21 = DT — D)0y + (2 + 5t UL )T~ 1)
! o?(enT —1)

To

und hy = 2(627T — Do+ U(T,S)(4y + (2y — /1)(627T —1))ro — g1-

Es gilt

(1 + 2L \) + Iy
_ 24y + (29 = R = D)4y + (29 + £+ 0Y(T, 8)) (e — 1))rgo® (7" — 1)
202(e2T — 1)((02W(T, S) + 27y + K)(ePT — 1) + 4v)
+2(e?T — Drg + (T, ) (4y + (27 — &) (2T — 1)r
=2 — Drg + A+ U(T,9)) (47 + (27 — &) (T — 1))rg.

Schlieflich wird

32ryy2e T

a?2(e2T —1)((2y + o2¥(T, S) + k) (e1T — 1) + 47)

G =

gesetzt.
Damit ergibt sich fiir W(0, 7, Ay, 1)rg

\I/(O,T, )\1, 1)7”0
A+ U(T,S)) 4y + (2y — k) (2T = 1)) + 2(e2T — 1)7"
((2U(T, S) + 27 + r)(e2T — 1) + 49)(1 + 2L \)  °
= (02U(T, ) + 27 + /) (T — 1) + 47)(L + 2L, 0)
4y + 2y — ) (AT = 1)) 4y + (27 + 5k + o2U(T, S)) (2T — 1))
o (e = 1)((o?U(T, ) + 27 + &) (eDT — 1) +47)(1 + 2L1 )

= 2L1)\7’0

88



5.2. Das Cox-Ingersoll-Ross-Modell

Ly (2(eT = 1)+ U(T, S)(4y + (2y — k) (P! = 1)))a?(e*T — 1)
002(e2T —1)((02U(T, S) + 27 + k) (2T — 1) + 49)(1 + 2L, \)
1692 + 1672 (2T — 1) + 20%(ePT — 1)
(T —1)((o2U(T,S) + 27 + k) (€T — 1) + 47v)(1 + 2L, \)
o?U(T, S)(ePT = 1)(4y + (2v — k) (2T = 1))
(T — 1)((a2W(T,S) + 27+ &) (€T — 1) + 4v)(1 4+ 2L4\)
(T — 1) + BT, 8)(dy + (27 — W) (T — 1))
a?2(eT — D)((a2U(T,S) + 27 + k)(e2T — 1) + 4v)(1 + 2L, \)
32rgy2eP T \L,
a2(eT — 1)((a2U(T,S) + 27+ k) (€T — 1) + 47)(1 + 2L \)
L CLA+ DT — 1)+ P U(T, §) (e — 1))(4y + (29 = K)(e77 1))
0 o2(e2T — 1)((02W(T, S) + 27 + k) (€T — 1) + 47)(1 + 2L, \)

= 2L1)\7”0 5
g

+ 2L1 )\7’0 5
g

+ T‘00'2(627T —1)

_ MG . 20T — 1) + U(T, 8)(4y + (27 — k) (P T — 1))
= 1—{—2)\[11 0 (UQ\II(T, S)+27+/€)(627T— 1)+47
(sx0)

Fiir den restlichen Term (x % x) folgt nach Einsetzten von W(7',S) und Ausnutzen der
Bezichung 202 = (2y + k)(2y — k)

2T~ 1)+ (T, S)(dy + (27— W) — 1))
(02U(T,S) + 2y + k) (e2T — 1) + 4y

B 2(e5 — 1)
Ay (27 ) (e 1)
= 0(0,5,0,1).

Zusammen folgt nun fiir die Laplace-Transformierte

r(T)

Egs |:€7(/\L1) T } — Egs [e—)\r(T)]

B 1 : o L ALLG
“\1+2x, AT oA, )

Dies ist gerade die Laplace-Transformierte einer nicht-zentralen y2-verteilten Zufalls-

grofe mit d = 40%‘9 Freiheitsgraden und Nicht-Zentralititsparameter (;. Damit ist Tg)
nicht-zentral y?-verteilt. Ferner gilt
. r(T r*
Qr(m) <) =@ (B < ) = y2a.cm)
Ly Ly
mit y; = . O

Ly
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Kapitel 5. Spezielle short-rate Modelle

5.2.4 Positivitat der short-rate

Aus der Mean-Reversion-Eigenschaft wird bereits deutlich, dass die short-rate positiv
bleibt. Konvergiert r(t) gegen 0, so konvergiert auch der Diffusionsterm in (5.8]) gegen 0.

Die positive Drift zieht den Prozess wieder noch oben.

Es stellt sich nun die Frage, unter welchen Voraussetzungen die short-rate im CIR-
Modell den Wert 0 iiberhaupt erreicht.

Dazu wird zunéchst allgemein die Explosion eines Diffusionsprozesses untersucht.

Test auf Explosion eines Diffusionsprozesses

Sei (2, F, (Ft)>0, P) der zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsraum. (W (¢)):>o sei eine
Brownsche Bewegung, welche die Filtration erzeugt.

Sei I = (I,r) der Zustandsraum eines Diffusionsprozesses X = (X (¢)):>o mit Erzeuger
A = 30%(x)92 + p(x)d,. Dann 16st X die stochastische Differentialgleichung

dX () = p(X (£))dt + o(X (£))dW (), X(0) = =,

fiir 0 <t < S mit
S=inf{t>0:X(t)¢I}.

S ist die sog. Explosionszeit des Diffusionsprozesses.

Das Ziel ist es zu zeigen, wann die Explosionszeit S endlich ist.

Ein wichtiges Hilfsmittel, das man hierfiir verwendet, ist die Skalenfunktion:

Definition 5.22: (Vergleiche [KS97], Seite 339.)
Unter der Annahme, dass
e o?(x) > 0 fiir alle x € I und

o fiir jedes x € [ ein € > 0 existiert, derart dass fx+€ Mdy < 00,

e o2 (y)

ist die Skalenfunktion fiir ¢ € [ und 2 € I definiert als

s(z) = /x exp (—2 /Cy :2<<uu>>du) dy. (5.12)
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5.2. Das Cox-Ingersoll-Ross-Modell

Fiir die ersten beiden Ableitungen der Skalenfunktion gilt

s (z) = exp (—2 / ' :2((13) du)
" () (@),

und s (x) = _202(35)8

Es gilt s'(x) > 0 fiir alle 2 € I, die Skalenfunktion ist also eine streng monoton
wachsende Funktion.
Mit der Ito-Formel folgt fiir die Dynamik von s(X(¢)):

As(X (1) 2 5 (X)X (1) + 35" (X(1))d (X) (1)

= (X ())s (X ()t + o (X (1))s (X(1))dW (¢) + %S (X (t)o™ (X (t))dt

/

= a(X(1))s (X ())dW (2).
Damit ist (s(X(?))),>, ein lokales Martingal. Ebenso erhélt man daraus, dass

s(X(t NS))i>o ein lokales Martingal ist mit

s(X(tANS)) =s(x)+ /0 ' o(X (u))s (X (u))dW (u).

Zua<x<b, a,bel werden die Stoppzeiten

T, =inf{0<t<S:X(t) =a}
und 7, =inf{0<t<S:X(t) =0b}

sowie T, 1= T, A T, definiert.

Mit Hilfe der Skalenfunktion kann die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {7, < 7}

berechnet werden.

Lemma 5.23: Fira<x <b, a,bel, gilt

_ s(b) = s(z)
= 5.13)
und P(r, < 7,) = i((z)) : ig))
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Kapitel 5. Spezielle short-rate Modelle

Beweis: Da bereits mit der It6-Formel gezeigt wurde, dass s(X (t A S));>0 ein lokales
Martingal ist, folgt mit dieser Rechnung auch, dass (s(X(7a,bAt)):>o ein beschranktes
lokales Martingal und somit ein gleichgradig integrierbares Martingal ist. Das Optional-
Sampling-Theorem'"] liefert

E[s(X (7ap))] = s(2).

Andererseits gilt fiir diesen Erwartungswert auch
E [s(X(7a))] = s(a)P(7a < ) + s(b)P(1 < 7a)

und P(7, < 7,) =1 —P(7, < 7).

Zusammen folgt nun

s(x) = s(a)P(1a < 1) + s(b)P(1, < 74)
(@)P(1y < 1) + s(b)(1 = P(1, < 7))

= (s(a) — s(b))P(1, < 73) + s(b).

a

Daraus ergibt sich
s(b) — s(x)

s(b) — s(a)

P(r, < 1) =

und mit analoger Rechnung folgt

]P)(Tb < Ta) =

Aufgrund der Skalenfunktion kann man folgendes hinreichendes Kriterium fiir nicht-

explodierende Diffusionsprozesse formulieren:

Satz 5.24: (Vergleiche [KS97], Proposition 5.5.22 a).)
Gilt s(l1+) = —oco und s(r—) = oo, so ist P(S = 00) = 1.

Unter diesen Voraussetzungen verbleibt ein Pfad des Diffusionsprozesses also unendlich

lange im Intervall I = (I,r).

1"Siehe [Pau09], Finanzmathematik 2.
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5.2. Das Cox-Ingersoll-Ross-Modell

Beweis: Firl <a <z <b<rgilt

P(sup X(t)>b) > P(n,<7,)

0<t<S

Leomsteza s(a) — s(x) _ s(z)  s(a)
s(a) —s(b)  s(b) — s(a)
o~ 1
OIS L

s(a)

Also gilt P( sup X(t) > b) =1 fiir alle b > x.
0<t<S

Damit folgt

P( sup X(t) =r)=1lmP(sup X(t) >b) =1
0<t<S bsr o<t<s

Ebenso gilt nun

P(inf X(t)<a) > Plra<mn)

0<t<S
Lemrgt S(b) - S(x)

s(b) — s(a)
_ s(=z)
— s(b) —1

_s(a) p
1 s(b) 4

und damit folgt

: T : a1
IP’(O%IESX(t) l) £1<I%P(O%?£SX(t)_a) 1

Insgesamt ergibt sich P(sup X(¢) =r, inf X(¢)=1) = 1.
0<t<S 0<t<S
Fiir das Ereignis {S < oo} gilt

{S < oo} C { sup X (t) = T}CU{ inf X(t) = z}c.

0<t<S 0<i<S

Damit ergibt sich

P(S < 00) < P ({OZ?ESX@) - r}> +P ({Oggs)((o - z}) ~0.

Somit folgt P(S = o0) = 1. O

Lisst sich die Skalenfunktion in einem der beiden Randpunkte fortsetzen, so ist eine

andere Argumentation vorzunehmen.
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Kapitel 5. Spezielle short-rate Modelle

Betrachte dazu fiir z € I und ¢ € I die Funktion[™|

x , Yy 2
v(x):/C s(y)/c Wdz dy. (5.14)

Die ersten beiden Ableitungen kénnen berechnet werden als

/ / r 2
v (l’) =S (.T)/(; Wdz
" v 2 2
und v (z)=s (x)/c 02 dz + ()

Damit gilt
1 " /
50 (@) (2) + ple)o (z) = 1.
Mit der Tto-Formel folgt fiir v(X (¢))
! 1 "

dv(X(t)) = v (X(2))dX(t) + v (X (2))d (X) (t)

= (u(X(8)v (X (1) + %UQ(X(t))v" (X(8)))dt + o (X ()0 (X (1)dW (1)

= 1dt + o (X (t))v (X (t))dW (2).
Also ist M(t) = (v(X(t)) —1),5, ein lokales Martingal. Auferdem ist dann auch

(V(X(EAS)) = (tAS))5 ein lokales Martingal und es gilt

v(X({tAS))=v(@)+(EAS)+ /0 ' o (X (u))v (X (w))dW (u).

Des Weiteren ist (M(t A T, A n))i>o ein beschrianktes lokales Martingal und somit
auch ein gleichgradig integrierbares Martingal. Dann folgt mit dem Optional Sampling
Theorem

E[M (7 An)] = E[M(0)] = v(z).

Andererseits gilt aber

E[M(rop An)] =E [v(X (Tap AN)) — Tap AN
=E [v(X(Tap An))] — E[rap An].

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt fiir n — oo

E[Top An] — E[75] -

n—oo

18Vergleiche [KS97], Seite 347.
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5.2. Das Cox-Ingersoll-Ross-Modell

Weiter ist

E [v(X (745 An))]
XL | B [0 ()L, ey

E
E [U(X(n))l{%pn}] +v(a)P(10 < Ty Tap < ) +0(0)P(1 < 7oy Tup < )

/

-

—s 0
n—oo

da P(7, < 00) = 1 und v auf [a, b] beschrinkt ist.

Zusammen folgt

v(z) =E[M(rap An)] =E (X (Tap An))] — E [0 A1
_ v(a)P(1, < 1) +v(b)P(1, < 7)) — E [Tap]

also

E[r4p) = v(a)P(1, < 1) + v(b)P(1, < 7,) — v(x)
= (v(a) = v(2))P(ra < 7) + (v(0) — v(2))P(7 < 7a).

Damit wurde nun folgendes Lemma gezeigt:

Lemma 5.25: Fira<x <b gilt

E[ras) = (v(a) —v(2)P(1, < 1) + (v(b) — v(x))P(1 < Ta)-

Dieses Lemma wird nun zur Untersuchung der Explosionszeit benutzt.

Satz 5.26: Ist s(I+) > —oo und s(r—) = oo, so gill
P(lim X(¢) =1) =P(sup X(t) <r)=1.

t/S 0<t<S

Mit Wahrscheinlichkeit 1 strebt der Diffusionsprozess gegen den linken Randpunkt,
jedoch kann anhand der Skalenfunktion nicht entschieden werden, ob dies in endlicher

Zeit passiert.
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Kapitel 5. Spezielle short-rate Modelle

Beweis: Es gilt fiir alle a < x <b

o LemmaE23 S(z) — s(a)
P(X(7,p) =b) =P(1, < 7,) = 5(0) — s(a)
und damit
P(m, < S) =P(X(t) = bfiir eint < 5)
= E@ P(m, < 74)
_ s(x) — s(l+)
s(b) — s(l+) "
Also folgt

P(sup X(t) =r) = imP(X(¢) = bfiir eint < S) = lim stw) = st

0<t<S b/ b/r s(b) — s(l+)
Damit gilt
P( inf X(t)=1)=P(sup X(t) <r)=1

0<t<S 0<t<S
Nun ist noch zu zeigen, dass li/n}g X(t) P-f.s. existiert.
t
Da (s(X(tAS))—s(l+))t>0 ein nichtnegatives lokales Martingal und damit ein nichtne-
gatives Supermartingal ist, das P-f.s. konvergiert, konvergiert s(X (¢ A S)) fiir ¢t — oo.

Damit konvergiert auch X (¢t A S) fiir ¢ — oo, da die Skalenfunktion s eine stetige,

streng monoton wachsende Funktion ist. O]

Der folgende SatA'"] liefert nun ein Kriterium, wann der Diffusionsprozess in endlicher

Zeit gegen den linken Randpunkt P-f.s. konvergiert.
Satz 5.27: Gilt v(l+) < oo und s(r—) = oo, so ist P(S < o0) = 1.

Beweis: Aus der Bedingung v(l+) < oo folgt s(I+) > —oo.
Mit Satz folgt also X (t) — [ fiir t /S P-f.s. Aukerdem gilt 7, A7, /S A7, und

damit

ESA®] = lImE[r, A7 =10mE[r,)
a\J a\l
Lem@mﬁi@ [(v(a) = v(@))P(r, < 7) + (v(b) — v(2))P(7 < 7))

19Siehe [KS97], Proposition 5.5.32 (iii).

96



5.2. Das Cox-Ingersoll-Ross-Modell

= (o(+) —v(@)P(S <m) + (v(b) — v(x))P(1, < 5)

< Q.

Also ist P(S =7, = 00) = 0.
Auferdem gilt | J,., {7 = 5,5 < o0} = {5 < o0}.
Damit folgt schlieflich

P(S < 00) = })i}nIF’(Tb =5,5 <o)
:},i}'nP(Tb:S’S< OO>+]P)(S:T1,:OO)

= ll)l}ri]P)(Tb = S)

=1.

Test auf Explosion im CIR-Modell

Um den Abschnitt iiber das CIR-Modell abzuschliefsen, wird nun gezeigt, dass die short-
rate stets strikt positiv bleibt, wenn zusétzlich an die Koeffizienten gefordert wird, dass

die Bedingung 2x6 > o? gilt.

Satz 5.28: (Vergleiche [Cai04)], Theorem 4.8.(d))
Sei r(0) = r > 0 gegeben und definiere die Explosionszeit S = inf{t > 0:r(t) <0},

wobei inf () = co. Dann gilt:
260 > 0 = QS =o00)=
und

260 < 0 = QS <o0)=1.

Fiir den Beweis werden die im vorhergehenden Abschnitt dargestellten Kriterien fiir

die Explosion eines Diffusionsprozessen auf das CIR-Modell angewendet.
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Kapitel 5. Spezielle short-rate Modelle

Beweis: Der Zustandsraum im CIR-Modell ist gerade I = (0, 00). Die Skalenfunktion
im CIR-Modell besitzt die Gestalt?")

Betrachtet wird nun der erste Fall: 256 > 0. Sei 0 < ¢ < 1. Dann gilt

1 28051 41 1
2KV —2k0 o2 2KV 1 1
—s(e)= [ e2v 2 dv > e —dy > —dv
€ € I/ € I/

= log(1) — log(e) = —log(e) — 0.

e—0

Es gilt also s(e) — —o0.

t—o00

2kvy  —2k6
Daes?v 2 — o0, folgt s(z) — oc.

Mit Satz folgt somit

QS = 0) =

Nun ist noch der zweite Fall zu betrachten: 2k < o2.
Wie in der allgemeinen Betrachtung der Explosion von Diffusionsprozessen wird nun
fiir z € I die folgende Funktion definiert:

o(z) = /1 5 () /1y ﬁdz dy.

Sei0 <e< 1.

ve) = /js’(y)/lyﬁdzdy

Dann gilt

2OVergleiche [Cai04], Beweis von Theorem 4.8 d) oder [Fil09], Aufgabe 10.12.
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5.3. Das Hull-White-Modell

1 1
2K w0 2
< / exp (—2> y_%—2 2 dz dy
. o a* J,

2 1 25y 200
= —— [ exp (—2) y % log(y) dy
o4 J. o
21».29 <1 2 1 2,{
o Y
S 5 e (—2) log(y) dy
9 1
< T2 log(y) dy o>

Da bereits gezeigt wurde, dass s(x) — oo, folgt mit Satz [5.27] dass

r—00

Q(S < o0) =1.

5.3 Das Hull-White-Modell

In diesem Abschnitt wird als drittes short-rate Modell das Hull-White-Modell vorge-
stellt. Fiir Literaturquellen sei dabei auf [HW90], [BS04], [Sch04] und [Bj604] verwiesen.
Der Nachteil der bisher untersuchten short-rate Modelle ist, dass sie sich nicht an ei-
ne exogen gegebene Zinsstruktur anpassen lassen, also nicht zinsstrukturkonform sind.
Waire z.B. das Vasi¢ek-Modell zinsstrukturkonform, so konnte man die Forwardrates
f(0,t) an eine beliebige gegebene Zinsstruktur f¢*(0,t) anpassen, das heifst, fiir alle
0 <t < T* wiirde gelten: f¢*(0,t) = f(0,t). Dies sind allerdings unendlich viele Be-
dingungen, die erfiillt sein miissen. Das Vasic¢ek-Modell wird durch die stochastische
Differentialgleichung dr(t) = k(0 — r(t))dt + odW (t) definiert, man hat also nur drei
freie Parameter, x, # und o, die zudem konstant sind.

Das Hull-White-Modell soll nun zinsstrukturkonform modelliert werden. Dazu werden
ein oder mehrere Parameter zeitabhdngig gewéhlt, so dass man das Modell an eine
beliebige Zinsstruktur anpassen kann. Hull und White haben zwei short-rate Modelle
entwickelt, das Extended Vasi¢ek-Modell und das Extended Cox-Ingersoll-Ross-Modell.
Beide Modelle sind konsistent mit der anfanglichen Zinsstruktur. Im Extended Vasicek-
Modell kénnen die Parameter analytisch bestimmt werden, im Extended CIR-Modell

numerisch.
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Im Vasic¢ek- und im CIR-Modell folgt die short-rate einem Prozess der Form
dr(t) = k(0 —r(t))dt + orP () dW (t).

Der Prozess besitzt die Mean-Reversion-Eigenschaft, x, § und o sind positive Kon-
stanten. § € {0, 3} und W (t) ist eine Brownsche Bewegung unter dem risikoneutralen
Mafs (). Diese Modelle werden nun erweitert, indem das Mean-Reversion-Level 0, die
Mean-Reversion-Geschwindigkeit x und der Volatilitatsfaktor o zeitabhingig gewahlt
werden.

Man erhélt also
dr(t) = k(t) (G(t) — r(t))dt + a(t)rﬁ(t)dW(t)

mit einer Konstanten § € {0, 1}, einer eindimensionalen Brownschen Bewegung Wi(t)

unter dem risikoneutralen Maf () und deterministischen Funktionen
k,0,0:[0,T"] — R.

Fiir 8 = 0 erhélt man das Extended Vasi¢ek-Modell, fiir g = % das Extended CIR-
Modell.

In dieser Arbeit wird nur das Extended Vasi¢ek-Modell aufgrund seiner analytischen
Eigenschaften ndher untersucht. Dabei wird von einem vereinfachten Modell ausgegan-

gen, in dem nur die Funktion 6(t) zeitabhéngig gewéhlt wird.

5.3.1 Einfiihrung in das Extended Vasi¢ek-Modell

Im Extended Vasi¢ek-Modell wird der Prozess der short-rate unter dem risikoneutralen
Mak @ durch die stochastische Differentialgleichung

dr(t) = s(0(t) — r(t))dt + odW (t), r(0)=ro (5.15)

gegeben. Dabei ist das Mean-Reversion-Level 6 : [0,7*] — R eine deterministische

Funktion der Zeit, ro, x, 0 > 0 und W(t) stellt eine Brownsche Bewegung unter dem
risikoneutralen Maf @ daif']

Um das Verhalten der short-rate zu untersuchen, beginnt man damit eine geschlossene
Formel fiir die short-rate aufzustellen. Auferdem bestimmt man den Erwartungswert
und die Varianz. Da die Rechnungen so wie im Vasi¢ek-Modell ablaufen, werden an

dieser Stelle nur die Resultate aufgelistet.

*'Vergleiche [BS04], Seite 173.
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e Indem man zunichst die stochastische Differentialgleichung fiir e*'r(¢) bestimmt

und 16st, erhédlt man als geschlossene Formel fiir die short-rate:
t t _
r(t) = e "r(0) +/ ke W0 (u)du + O’/ e AW (u). (5.16)
0 0
e Fiir den Erwartungswert gilt

Eglr(t)] = e "r(0) +/0 ke "0 (u)du.

e Die Varianz der short-rate ist

—2kKt
1—e

Varg[r(t) =o o

und fiir den Grenzwert gilt

: o
tlgglo Varg[r(t)] = P

Damit ist die Varianz identisch mit der Varianz der short-rate im Vasic¢ek-Modell.

Aus Formel folgt, dass die short-rate eine Normalverteilung besitzt. Zur Begriin-
dung werde das stochastische Integral fot e =W dW (u) betrachtet. Da e (=% eine
deterministische Funktion darstellt, ist das Integral nach Satz normalverteilt. Da
die iibrigen Terme aus deterministisch sind, erhélt man fiir die Verteilung von

r(t):

t 1 — 672nt
r(t) ~ N (e‘”tr(O) +/ ke "0 (u)du, 022—) :
0 li

Damit wird allerdings auch ein Nachteil dieses Modells deutlich: Da auch hier die short-

rate normalverteilt ist, kann diese mit positiver Wahrscheinlichkeit negativ werden.

5.3.2 Bestimmung der Zinsstruktur

Das Ziel dieses Abschnittes wird es sein, eine geschlossene Formel fiir die Bondpreise
aufzustellen. Aufgrund der affinen Gestalt der Drift und der Volatilitét in der Dynamik
der short-rate ist das Extended Vasi¢ek-Modell ein affines short-rate Modell. Man erhélt
den Bondpreis in der Gestalt B(t,T) = exp (—A(t,T) — B(t,T)r(t)) durch das Losen

des folgenden Systems von Differentialgleichungen:
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1
(I)  OAT)=—rOt)B(,T)+ 50282@, T), A(T,T) =0
(I1) oB(t,T) =—kB(t,T) — 1, B(T,T) = 0.
Die Differentialgleichung (II) ist identisch mit der entsprechenden Differentialgleichung
fiir das Vasi¢ek-Modell und besitzt die Losung

1— —k(T—1)
B(t,T) = —°
K

Die Losung der Gleichung (I) erhilt man durch Integration der Funktion B(¢,T).

A(t,T)

T
= —/ —k6(u) + %02B(t,T)2du
t

— /tT(1 — e TG (u)du — % (<T —t- (1_+M)>

o2 [1— e*f{(T*’u) 2
Tk (— )
2 2

i /t B, T)O(w)du — oy (T — 1) ~ Bt 7)) + TB(t,T)"

K2

Fiir den Preis eines Zero-Coupon-Bonds mit Félligkeit 7' zum Zeitpunkt ¢ ldsst sich

nun der folgende Satz formulieren:

Satz 5.29: Die short-rate folge dem Prozess . Dann ist der Preis eines in T
falligen Zero-Coupon-Bonds zum Zeitpunkt t gegeben durch

B(t,T) = e AGD=-BEIIr®) (5.17)

mit Tt)

1—e (T
B(t,T) = + (5.18)
und
T 0.2 0,2
A(t,T) = /{/ B(u, T)0(u)du — 5= (T = 1) = B(t,T)) + ﬂs(t,T)? (5.19)
t
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Es gilt die gleiche Formel zur Bewertung von Optionen auf Bonds wie im Vasic¢ek-
Model]@ Damit lassen sich problemlos Zinsderivate wie Caps, Floors oder Swaptions

bewerten.

5.3.3 Kalibrierung des Extended Vasicek-Modells

In diesem Abschnitt sollen die in Satz theoretisch berechneten Bondpreise an
am Markt beobachtbare Preise angepasst werden. Aufgrund der Beziehung zwischen
dem Bondpreis und der Forwardrate, die in Satz dargestellt wurde, verwendet
man fiir die Kalibrierung die Forwardrates. Unter Verwendung der affinen Gestalt des

Bondpreises werden diese in einem ersten Schritt bestimmt.

Satz 5.30: Die short-rate sei gegeben durch die Dynamik . Dann ist die Forward-
rate mit Falligkeit T in t gegeben durch

ft,T) =e " T=0r(t) + /T ke " T=I0(w)du — (1 — e 1) (5.20)

2K2°

Beweis: Aus der Definition der Forwardrate folgt
dlog B(t,T)
7= 2> " \7/
f(@t,T) 5

affin  0log(eAGT)=BETI(®)

- aT

OA(t,T)  0B(t,T)
- t
oT oT r(t)
T
€_H(T_t)7”(t) + / Ke_“(T—U)H(U)du - (1 — e—l‘c(T_t))2 o
t

Die modellendogene Zinsstruktur zur Zeit ¢ = 0 ist bereits durch die Forwardrate

2(72

T
£(0,T) = e (0) +/ ke "0 (u)du — (1 — e T) 212
0 K

gegeben. Die theoretische Forwardratekurve {f(0,7) | 0 < T < T*} ist nun an die be-
obachtete Forwardratekurve { f¢*(0,7) | 0 < T' < T*} anzupassen, wobei f*(0,7") mit

22Gjehe |Bjo04], Proposition 22.9.
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Formel (1.5 aus den am Markt beobachteten Bondpreisen B**(0,T) berechnet wird.
Gesucht ist nun eine Funktion (7)), die die Gleichung f(0,7) = f°*(0,7T) fiir alle
T > 0 1ost. Es gilt?]

Satz 5.31: Die short-rate sei gegeben durch die Dynamik . Dann kann das Modell
durch die Wahl von

_ —2xT U_2+lafex(07T)

O(T) = f0,T)+ (1 —e )2/12 p—— (5.21)

an die exogen vorgegebene Forwardrate-Kurve {f¢*(0,T) |0 < T < T*} angepasst wer-

den.

Beweis: Fiir die Bedingung f(0,7) = f¢*(0,T) ergibt sich unter Verwendung von
(5.20))

0.2

T
e "Tr(0) + / ke " T (u)du — (1 — G_KT)Q SYC fe7(0,T),
0
2

T
also  r(0) + / ke™O(u)du — ("7 — 24 e"7) ;—Hz = e fer(0, 7).
0

Differenzieren nach T liefert

2 ex
ke O(T) — (ke™ — ke ") i ke £ (0,T) + e“T—af (9(7(3’ 7)

und es folgt
2 10f(0,T)
T) = (0. T 12y 2 297 \0 1)

Die nun erhaltene Funktion 6(¢) kann man nun in die short-rate-Dynamik (5.15] ein-
setzen. Man erhilt
o? 10f(0,t)

dr(t) = lﬁ((fem((),t) + (1 _ 672/@) 9

om2 kOt )—T(t))dt+adﬁ/(t). (5.22)

Mit der angepassten Funktion 0(¢) und dem vorliegendem short-rate Modell lassen sich
die Forwardrates f(¢,7T") im Zeitpunkt ¢ > 0 berechnen.

ZVergleiche [BS04], Satz 6.16.
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Korollar 5.32: Flir die Forwardrates gilt

F(6.T) = £5(0.T) — 00 (0, ) 4 e~ O (t)

o’ —w(T—t)\ (,—r(T—t) —k(T+t) (5.23)
+ 22 (1 —e ) (e —e ) )

Beweis: Mit (5.20)), (5.21)) und partieller Integration folgt fiir die Forwardrates

f,T)
5.20)

T 2 o2
= ¢TI0 (1) + / ke " T=V0(u)du — (1 — G’N(T’t))
t

2k2

T 2 ex
. 100
B et 0p(e) 4 [ e [fe"”(o,uw(l—e%“) LAHEL AL DY Y
t

2k2 K ou

(1 R T
(1= e T

2
partilnt. e,ﬂ(Tft)r(t) 4 [eflﬂ(Tfu)fez(O7 u>:|j

[efn(Tfu) + efn(T+u):| T

t o t

2
(1 _ omm(T-t\2 T
(1= emnr=0)* T

e T0r(t) 4 (0, ) — e T fer(0,1

2
i ;_52 (1 . e—/{(T—t)) (e—n(T—t) B e—n(T+t)) ‘

Sind die Konstanten x und o aus der short-rate-Dynamik fest gewdhlt und wird die
Funktion 6(T") wie in Satz modelliert, so ist das dquivalente Martingalmaf spezi-
fiziert. Ausgehend davon lassen sich die theoretischen Bondpreise unter diesem risiko-

neutralen Mafl berechnen.

Satz 5.33: (In Anlehnung an [Bjo04), Proposition 22.8.)

Gegeben sei ein Extended Vasicek-Modell mit short-rate-Dynamik mat fest ge-
wdhlten Konstanten k, o > 0 sowie der Funktion 0(T), modelliert gemdf . Dann
qilt fiir die Bondpreise

B (0,T)

PO = e

exp(B(t,T) Feo(0,8) — Z—;BQ(t, T) (1— e ) - B(t, T)r(t)).
(5.24)
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Beweis: Die affine Gestalt der Bondpreise spielt in dem Beweis eine zentrale Rolle.
Der Bondpreis besitzt die Gestalt B(t, T) = e~ AGD =BG Fiir die Funktion A(t, T)
gilt

Alt, T
/ u)du — ;—22 (T —t)—B(tT)) + Z—;B(t, T)?
€29 / {fex (0,u) + (1 —e™™) % + %—afe:;(j’u) du
- % (T —t) - B(t,T)) + gs(t, T)?

2 T
Ii/ B(u, T) (0, u)du + m%/ B(u,T) (1 _ €—2nu) du
t t

J

~~

(*)

+ /{/t B(u,T) 1Wm8—f% - ;Tﬂ (T —t) — B(t,T)) + Z—Hs(t,T)Z’

B(T,T

2= /OT f(0,w)du — /Ot fe(0, w)du = B(t, T) f(0, 1)
2
+ Z_/@BQ(t’T) (1—e2"),

wobei (x) berechnet wurde als
o? o?
(%) = 53 (T —t)—B(t,T)) — Ee‘”‘tl’;’(t, T)?.
Einsetzen in die exponential-affine Gestalt des Bondpreises liefert

B, T) = exp(— /0 ' £e7(0, w)du + / t £65(0, u)du + B(t, T) f<(0, 1)

- Z—;B%, T) (1= e ) = B, T)r())

exp(— fy F(0,u)du)

exp(— [y fe(0, u)du)

* exp (B(t, T)f(0,t) — 262(1&, T) (1 —e>") — B(t, T)r(t)>

B (0,T)
B (0, 1)

IS

exp (B(t,T) Fer(0,8) — Z—;B%,T) (1—e2t) — B(t,T)r(t)).
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5.4 Vergleich der short-rate Modelle

Zum Abschluss werden in diesem Abschnitt die drei in dieser Arbeit vorgestellten
short-rate Modelle miteinander verglichen. Zunéchst einmal werden die gemeinsamen
Eigenschaften aufgezeigt.

Das Vasi¢ek-Modell, das Cox-Ingersoll-Ross und das Extended Vasic¢ek-Modell stellen
affine short-rate Modelle dar. Von daher lisst sich der Bondpreis aus der short-rate-
Dynamik explizit berechnen. Aus dieser Tatsache folgt ebenfalls, dass sich die Preise
von Bond-Optionen explizit berechnen lassen. Dafiir lassen sich in allen drei Model-
len Berechnungsformeln aufstellen, anhand derer Zinsderivate wie Caps, Floors oder
Swaptions bewertet werden kénnen. Auferdem besitzen alle drei Modelle die ,Mean-
Reversion“-Eigenschaft, das heifst, die short-rate wird stets zu einem Mean-Reversion-
Level zuriickgezogen.

Im Vasicek-Modell wird die short-rate durch einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess mit
konstanten, zeitunabhangigen Koeffizienten beschrieben. Dadurch ldsst sich die short-
rate sogar in einer geschlossenen Formel angeben und ist als normelverteilter Prozess
analytisch gut handhabbar. Das bedeutet, dass sich die Bond- und Optionspreise leicht
berechnen lassen. Langfristig besitzt die short-rate gerade das Mean-Reversion-Level als
Erwartungswert und weicht aufgrund der endlichen Varianz nicht beliebig stark von
diesem Wert ab. Mit der Normalverteiltheit wird ein grofer Nachteil dieses Modells
deutlich: Mit positiver Wahrscheinlichkeit wird die short-rate negative Werte anneh-
men. Ein weiterer Nachteil des Modells ist, dass bei der Anpassung an beobachtbare
Marktdaten Kalibrierungsfehler auftreten kénnen. Da die Parameter in der stochasti-
schen Differentialgleichung fiir die short-rate konstant sind, liegen nur drei freie Parame-
ter vor, die an die beobachtbaren Anfangspreise von unendlich vielen Bonds angepasst
werden sollen.

Das CIR-Modell ist zwar auch ein affines short-rate Modell, in dem analytische Lo-
sungen fiir Bond- und Optionspreise moglich sind, jedoch sind diese viel schwieriger zu
berechnen. Da der Diffusionsterm in der Dynamik der short-rate in Abhéngigkeit von
der short-rate modelliert wird, kann die short-rate zwar die 0 erreichen, aber keine nega-
tiven Werte annehmen, da die short-rate wegen der Mean-Reversion-Eigenschaft stets
zum positiven Mean-Reversion-Level zuriickgezogen wird. Unter einer zusatzlichen Be-
dingung an die Koeffizienten in der stochastischen Differentialgleichung kann garantiert
werden, dass die short-rate stets positiv ist. Aufgrund der konstanten Koeffizienten in
der short-rate Dynamik treten im CIR-Modell allerdings wie im Vasicek-Modell Kali-
brierungsfehler auf.

In dieser Arbeit wurde das (vereinfachte) Extended Vasi¢ek-Modell vorgestellt. Dieses
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wird durch die gleiche stochastische Differentialgleichung modelliert wie das Vasicek-
Modell, nur mit dem Unterschied, dass das Mean-Reversion-Level zeitabhéngig gew#hlt
wird. Diese deterministische Funktion kann an die beobachtbaren Marktdaten ange-
passt werden. Somit ist die Kalibrierung in diesem Modell moglich und man erhélt eine
perfekte Anpassung der theoretischen Bondpreiskurve an die beobachtbaren Bondprei-
se. Da die Volatilitdt weiterhin konstant ist, ist die short-rate auch in diesem Fall
normalverteilt. Damit sind in diesem Modell einerseits die Bond- und Optionspreise
analytisch leicht berechenbar, andererseit besitzt das Modell damit wie das Vasicek-

Modell den Nachteil, dass die short-rate negative Werte annehmen kann.
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A Anhang

A.1 Beweis von Satz |5.15

Beweis: Die short-rate r(t) erfiille die Dynamik (5.8). Damit gilt also in Integral-

Schreibweise:

r(t) =r(0) + /1/0 (0 —7(w))du + 0/0 Vo (w)dW (u)

Berechnung des Erwartungswertes:

Eolr(t)] = E [r(o) + K /Ot(e —r(u))du+o /Ot MdW(u)}
2B 0) + K(EQ [ / t 0du| — Eq| /0 | wﬂﬂ])
stoch.:Fublnl )+ K / Odu — /

— 1 (0) + / (0 — Eqlr(w)]) du

Fiir die partielle Ableitung des Erwartungswertes nach ¢ gilt

angm = k(0 — Eolr(1))).

Damit folgt

% [eXp</€t)]EQ [T(t)]] = EQ [T(t)]% eXp(FLt) 4 eXp(/ﬁf) aEQa[z‘(t)}

— Eq[r(t)]r exp(t) + exp(rt)r (8 — Eg[r(t)])
= kb exp(kt).
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Durch Integration erhdlt man

A%[exp(mu)lﬁj@[r(u)ﬂdu:/o k0 exp(ku)du.

Einerseits gilt nun

/0 %[exp(HU)EQ[T(U)HdU = [exp(ru)Eqlr(u)]],

aber andererseits folgt auch
t t
/ k0 exp(ku)du = G[exp(lfu)]o
0
= f(exp(kt) — 1).
Zusammen ergibt sich also fiir den Erwartungswert
Eq[r(t)] = 6 + exp(—rt)(r(0) — 6).
Schlieflich folgt fiir den Grenzwert des Erwartungswertes

lim Eqfr(t)] = lim (9 + exp(—rt) (r(0) — 9)) — 0.

t—o0

Berechnung der Varianz:
Als Erstes wird die Dynamik von 72(t) berechnet. Mit der Ito-Formel folgt

dri(t) = 2r(t)dr(t) +d(r)(t)
(260 + o) r(t)dt — 2kr?(t)dt + 20(r (L)) 2dW (1)

und in Integralform besitzt r2(t) die Gestalt

r?(t) = r*(0) + (2k6 + o) /0 r(u)du — 2/<;/0 72 (u)du + 20/0 (r(u))%dW(u)
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Nun wird der Erwartungswert von r%(t) berechnet:

Eq[r*(t)]

= Eg [7“2(0) + (2k0 + 0%) / r(u)du — 2/1/ 72 (u)du + 20/ (r(u))%dW(u)

0 0 0

3 12(0) + (20 + 0% o [ r(aa] 208 [ )]
stoch. Fubini r2(0) + (260 + 0?) /tEQ[r(u)}du— 2%k /Ot Eq[r?(u)]du.

0

Ableiten nach t liefert

;E@[ ()] = (2660 + o) Eqlr(t)] — 2kEq[r?(t)].

Weiter betrachtet man

%[exp@m)ﬂz@[ 2(1))]
=Eq[r*(1)
= Eql(1)

xp(2kt (QKEQ 2()] + (259 + o) Eolr(t)] — 2/1EQ[7’2(t)]>

(2wt)
xp(2kt)((2k6 + 0%)Eq

(2rt)(

(2rt)

] xp(2kt) + exp(2/-§t)aa Eo[r?(t)]
]2/<aexp(2/-€t) + exp(2kt) ((2/@9 +0?)Eq[r(t)] — 2+Eq [rz(t)]>

I
@

exp(2rt)((260 4 °)[0 + exp(—rt) (r(0) — 6)]
xp(2kt)0 (260 + o) + exp(rt) (260 + o*) (r(0) — ).

I
@

Durch Integration folgt

/0 O Jexp(2mu)Eqls?(w)] ] du (A1)

= 0((2K0 + ¢°) /0 exp(2ru)du + ((260 4 °) (r(0) — 6)] /o exp(ru)du.

Die linke Seite dieser Gleichung ist gleich

exp(2rt)Eq[r*(t)] — r*(0),
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wahrend fiir die rechte Seite folgt

2 0.2

(A1) = (6> + 02—/5) (exp(2rt) — 1) + (260 + ;)(T(O) — 0)(exp(kt) — 1)

= (0°+ (;—/f) (exp(rt) — 1)2 + (20 + %)T(O)(exp(/{t) - 1).
Fiir Eg[r?(t)] ergibt sich nun

Eq[r*(t)]

= exp(—2xt) |r(0) + (6* + 02—5) (exp(kt) — 1)2 + (260 + %)T(O) (exp(kt) — 1)

Damit lasst sich nun die Varianz berechnen:

Varg[r(t)]

= Eo[r?(t)] — (Eq[r(t)])?

— exp(—2rt) {T(O) (0% + (;—:) (exp(st) = 1)° + (26 + ) r(0) (exp(nt) — 1)
— exp(—2rt) [(r(0) + 6 (exp(kt) — 1))?]

= exp(—2kt) {UQ—:(GXP(:‘%) —1)%+ %T(O)(exp(ﬁ;t) —-1)
= %T(O) (e — e + 02—5 (1-— e_’“)z.

Schliefslich folgt fiir den Grenzwert der Varianz

. a0
tliIg) Varg[r(t)] = 5
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A.2 Berechnung der Bondpreise im CIR-Modell

Beweis: Aus der Dynamik der short-rate fiir das CIR-Modell folgt mit Satz (4.4)), dass
das CIR-Modell ein affines short-rate Modell ist und der Bondpreis besitzt die affine

Gestalt
B(t,T) = e~ A®T)=B(,T)r(t)

mit deterministischen Funktionen A(¢,T) und B(t,7T). Zur Bestimmung dieser Funk-
tionen ist nach Satz folgendes System von gewohnlichen Differentialgleichungen zu

16sen:

(1) QA(LT) = —rOB(L,T), AT, T) =0
(I)  OB(tT) = kB T) + %O—QB%, ) -1, B(T,T) = 0.

In diesem Fall ist die zweite Gleichung, die Riccatische Gleichung, analytisch losbar.

Dazu sind mehrere Rechenschritte notwendigﬂ

1. Definiere als Erstes die Funktion
1 T
é(t) = exp (502/ B(u,T)du) .
t

Nun werden die ersten beiden Ableitungen von ¢(t) berechnet:

/ 1

5 (1) = — 2B T)olt
und ¢ (t) = —302%(]5(15) + 30482(25,T)q§(t).

Damit erhélt man fiir die Funktion B(t,T):

201
BT =250
OB(t,T)  2¢°(t) 1 , ,

"Vergleiche [Shr04], Seite 285, Aufgabe 6.4.
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2. Setzt man dies in die Differentialgleichung (II) ein, so ergibt sich:

B(t,T) = kB(t, T) + 0282@ T)—1
(

20°(t) 1 o G200
& 0_02¢(t)_§ B(t,T) —
) —

& 0=4"() w6 (1) — 500(0)

N TRt BT -1 (A2)

Die Riccatische Differentialgleichung ldsst sich folglich in eine homogene lineare
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten transformie-

ren.

Um die Differentialgleichung zu 16sen, beginnt man mit dem Kulerschen
AnsatA%

Setze ¢(t) = eM mit einer beliebigen Konstanten \ € R.

Es gilt also ¢ (t) = Ap(t) und ¢ (t) = X\2¢(t). Damit folgt fiir (A.2)

0= (/\2 — K\ — 302) M.

At eine Losung, wenn \ eine reelle Nullstelle der charak-

Damit ist die Funktion e
teristischen Gleichung \? — kX — 302 = 0 ist.
Als Nullstellen der charakterischen Gleichung erhilt man

1
)\ng:l:'y mit = 5\//%24—202.

Die charakteristische Gleichung besitzt zwei verschiedene reelle Nullstellen, da
die Koeffizienten im CIR-Modell gerade positive reelle Konstanten sind. Damit

sind nach dem Superpositionsprinzip alle Funktionen
¢(t) = ale’\lt + CL2€)\2t

mit beliebigen reellen Konstanten a; und a, Losungen der Differentialgleichung

(2.

Aus der Endbedingung B(7,T') = 0 ergeben sich fiir die Funktion ¢ die Endbe-

dingungen

o(T)=1 und ¢ (T)=0.

2Siehe [Heu04], Seite 154.
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5. Eine Losung dieses Endwertproblems erhdlt man, wenn man die Konstanten a,
und a, so wihlen kann, dass
O(T) = areM? + age™’ =1

und ¢ (T) = MareMT 4 hpage™? =0

gilt. Dazu ist ein lineares Gleichungssystem zu 16sen. Als Losung erhdlt man

a; = — © 6_(%+’Y)T und as = —— © e_(%_'y)T
2 T 277
K _ 72
mit einer Konstanten c=—4
2y
Damit folgt fiir die Funktion ¢
B(t) = ——e (5TNT=0 _ _C_~(5-7)0)
2 T 277
= cem 5T H%"’VQG—w(r—w__ H§_+/726WT—U
T 7 T =7
Aukerdem folgt fiir ¢'(t)
¢ (t) = ce~ (54Tt _ o= (5)@-0),
6. Nun kann man die gesuchte Funktion B(t,T) berechnen
20 (t
a2¢(t)
2 (71T — 1(T-0) (%2 )
PG T = (5 +y)e ]
%7,},2:7§ 2627(T—t)
(5 +27)(AT0 —1) + 4y’
7. Da 0, A(t,T) = —r0B(t,T), erhdlt man A(t,T) durch Integration von B(t,T):
A(t,T)
T
 2k0
/ kOB(s,T)d " / ¢ (s)
t S
2k0

= — = llog(s(s)]f = _20—"“6 (log(¢(T)) — log((1)))
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