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Einleitung

Der Rentenmarkt stellt den Teilbereich des Kapitalmarkts dar, auf dem festverzinsliche

Wertpapiere gehandelt werden. Die grundlegendsten Finanzgüter sind die Nullkoupon-

anleihen (Zero-Coupon-Bonds), die eine sichere Zahlung in ihrem Fälligkeitszeitpunkt

versprechen. Um die zukünftigen, unsicheren Preise der Zero-Coupon-Bonds zu be-

stimmen, werden Zinsstrukturmodelle aufgestellt, welche die mögliche zukünftige Ent-

wicklung der gesamten Zinsstruktur beschreiben. Auÿerdem möchte man mit diesen

Modellen Zinsderivate wie zum Beispiel Caps, Floors oder Swaptions bewerten. Be-

trachtet wird dabei ein stetiges Finanzmarktmodell mit endlichem Zeithorizont und es

existiert ein Zero-Coupon-Bond für jede beliebige Fälligkeit. Auÿerdem werden Arbi-

tragemöglichkeiten ausgeschlossen.

Zinsstrukturmodelle lassen sich für verschiedene zugrunde liegende Variablen aufstellen.

In short-rate Modellen ist die short-rate die erklärende Variable. Dabei stellt die short-

rate den augenblicklichen Zinssatz für einen in�nitesimal kurzen Zeitraum dar und

wird durch eine stochastische Di�erentialgleichung modelliert. Auf diese Weise wird

ein Punkt der Zinsstruktur modelliert. Durch eine stochastische Di�erentialgleichung

für die Forwardrate wird in Heath-Jarrow-Morton-Modellen die Zinsstruktur model-

liert. Dabei wird die gesamte Zinsstruktur dargestellt. Die Forwardrate bezeichnet den

augenblicklichen Terminzins für einen in�nitesimalen Zeitraum und ist wie die short-

rate kein am Markt beobachtbarer Zinssatz. Deshalb kann man zur Modellierung der

Zinsstruktur auch Markt-Modelle betrachten, die direkt am Markt beobachtbare Zins-

sätze wie LIBOR- oder Swap-Zinssätze verwenden.

In dieser Arbeit werden short-rate Modelle benutzt, um die Zinsstruktur zu modellieren.

Die zukünftige Entwicklung der short-rate wird durch einen Itô-Prozess dargestellt,

dr(t) = α(t, r(t))dt+ σ(t, r(t))dW̃ (t),

wobei W̃ (t) einen Wiener-Prozess unter einem risikoneutralen Maÿ darstellt. Die einzel-
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nen Komponenten dieser stochastischen Di�erentialgleichung werden im zweiten Ka-

pitel erläutert. Ausgehend von dieser Dynamik sollen Zero-Coupon-Bond-Preise und

Preise von Bondoptionen und weiteren Zinsderivaten bestimmt werden.

In Kapitel 1 dieser Diplomarbeit werden grundlegende Finanzprodukte und Zinsarten

auf Rentenmärkten eingeführt, die im späteren Teil der Arbeit benutzt werden.

Kapitel 2 dient einer allgemeinen Einführung in short-rate Modelle. Die short-rate

wird zunächst durch eine stochastische Di�erentialgleichung unter dem objektiven Maÿ

P beschrieben, wobei (Ω,F , (Ft)0≤t≤T ∗ ,P) der zugrunde liegende �ltrierte Wahrschein-

lichkeitsraum ist. Es wird angenommen, dass ein risikoloses Geldmarktkonto existiert,

in das man einen Geldbetrag einzahlen oder abheben kann. Der Preisprozess des Geld-

marktkontos dient als stochastischer Diskontfaktor. Essentiell ist die Annahme, dass

ein äquivalentes Martingalmaÿ existiert, unter dem die abdiskontierten Zero-Coupon-

Bond-Preise Martingale sind. Im weiteren Verlauf des Kapitels wird zu einem risiko-

neutralen Maÿ übergegangen und die Dynamik der short-rate wird direkt unter diesem

Maÿ angegeben. Es kann gezeigt werden, dass die Preise der Zero-Coupon-Bonds ent-

weder als Lösung einer partiellen Di�erentialgleichung, der Term Structure Equation,

oder mit der risikoneutralen Bewertungsgleichung als abdiskontierten bedingten Er-

wartungswert berechnet werden können.

In Kapitel 3 wird das T -Forwardmartingalmaÿ eingeführt. Dieses liefert zum einen

den Zusammenhang zwischen dem arbitragefreien Preis eines Claims und dem For-

wardpreis und zum anderen eine Bewertungsformel für Optionen.

Die a�nen short-rate Modelle stellen eine spezielle Klasse von short-rate Modellen dar

und werden in Kapitel 4 vorgestellt. In diesen Modellen ist es möglich, den Zero-

Coupon-Bond-Preis durch das Lösen von zwei gewöhnlichen Di�erentialgleichungen

explizit zu bestimmen.

Schlieÿlich werden in Kapitel 5 drei spezielle short-rate Modelle vorgestellt. Das

Vasi£ek-Modell wurde 1977 in [Vas77] vorgestellt. Dabei wird die short-rate durch einen

Ornstein-Uhlenbeck-Prozess mit konstanten Koe�zienten modelliert. Da die short-rate

normalverteilt ist, erhält man leicht geschlossene Formeln für Zero-Coupon-Bond-Preise

sowie Bewertungsformeln für Bondoptionen und Caps bzw. Floors sowie Swaptions.
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Das Cox-Ingersoll-Ross-Modell wurde 1985 in [CIR85] verö�entlicht. Es besitzt die glei-

che Drift wie das Vasi£ek-Modell, doch der Volatilitätsterm ist proportional zur Wurzel

der short-rate. Es lassen sich zwar auch explizite Bewertungsformeln aufstellen, jedoch

sind diese schwieriger zu berechnen. Allerdings kann garantiert werden, dass die short-

rate positiv ist.

Das Extended Vasi£ek-Modell wurde 1990 in [HW90] eingeführt. Die Dynamik der

short-rate besitzt die gleiche Gestalt wie im Vasi£ek-Modell, nur mit dem Unterschied,

dass ein oder mehrere Parameter zeitabhängig gewählt werden, damit dieses Modell an

beobachtbare Marktpreise kalibriert werden kann.

Zum Abschluss des Kapitels werden die drei Modelle miteinander verglichen.

An dieser Stelle möchte ich Dr. Volkert Paulsen für die Überlassung des interessanten

Themas und für die gute Betreuung bei der Erstellung meiner Diplomarbeit danken.

Weiter danke ich meinen Eltern, die mich während meines Studiums stets unterstützt

haben.

Gemäÿ �21 Absatz (6) der Diplomprüfungsordnung für den Studiengang Mathema-

tik der Westfälischen Wilhelms-Universität Münster vom 15. Juli 1998 versichere ich,

dass ich die vorliegende Diplomarbeit selbständig verfasst und keine anderen als die

angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt habe.

Münster, den 30.03.2010

Laura Maria Boven
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1 Eine Einführung in Rentenmärkte

Auf dem Rentenmarkt werden festverzinsliche Wertpapiere und insbesondere Null-

kouponanleihen gehandelt. In diesem Kapitel werden Anleihen und einige verschiedene

Zinsarten vorgestellt. Auÿerdem werden einige Zinsderivate und die Bewertung dieser

Zinsderivate untersucht. Wichtig ist, dass Arbitragemöglichkeiten von Beginn an aus-

geschlossen werden.

Dabei orientiert sich dieses erste Kapitel der Arbeit, sofern keine andere Literaturquelle

angegeben ist, an [Fil02], [Sch04] und [Bjö04].

Um eine mathematische Modellierung des Rentenmarktes zu erhalten, wird als Erstes

ein endlicher Zeithorizont T ∗ < ∞ �xiert. Weiter ist (Ω,F ,P) der in diesem Kapitel

zugrunde liegende �ltrierte Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Filtration (Ft)0≤t≤T ∗ ,

welche den Informationsverlauf darstellt.

1.1 Die Nullkouponanleihe

Nullkouponanleihen bzw. Zero-Coupon-Bonds stellen einen Vertrag dar, der seinem

Halter am Ende der Laufzeit eine sichere Zahlung in Höhe des Nennwerts verspricht,

während der Laufzeit aber keine Zinserträge liefert.

De�nition 1.1: (Vergleiche [Sch04], Def. 1.1.1.)

Eine Nullkouponanleihe bzw. ein Zero-Coupon-Bond ist ein Finanzgut, welches zu ei-

nem fest vereinbartem Zeitpunkt, dem Fälligkeitszeitpunkt oder Maturity, T > 0,

den Nennwert N = 1 zahlt. Der Preis einer Nullkouponanleihe mit Fälligkeit T zum

Zeitpunkt t, 0 ≤ t ≤ T ≤ T ∗, wird mit B(t, T ) bezeichnet.

O�ensichtlich gilt B(T, T ) = 1. Weiter werde angenommen, dass der Preisprozess

(B(t, T ))t∈[0,T ] adaptiert und strikt positiv sei. Für ein festes t ∈ [0, T ] sei B(t, T ) stetig
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Kapitel 1. Eine Einführung in Rentenmärkte

di�erenzierbar in T . Schlieÿlich sei angenommen, dass ein Markt für Zero-Coupon-

Bonds mit jeder beliebigen Fälligkeit T , 0 < T ≤ T ∗, existiere. Die Abbildung des

Zero-Coupon-Bond-Preisprozesses mit Fälligkeit T lautet

B(·, T ) : [0, T ]× Ω→ R+

(t, ω) 7→ B(t, T )(ω).

Bemerkung 1.2: 1. Ein Zero-Coupon-Bond mit Fälligkeit T wird kurz T -Bond

genannt oder einfach nur Bond, wenn die Fälligkeit eindeutig ist.

2. Da der Bond seinem Halter eine Zahlung von 1 im Fälligkeitszeitpunkt zusichert,

wäre der Wert des Bonds zum Zeitpunkt t gleich e−r(T−t), wenn ein konstanter

Zinssatz r für den gesamten Zeitraum vorliegen würde und es stetig verzinst wer-

den würde. In dieser Arbeit werden allerdings stochastische Zinsraten betrachtet.

Mit variierenden Zinsraten nehmen aber auch die Bondpreise zufällige Werte an.

Der Preis, den man für einen Zero-Coupon-Bond in einem zukünftigen Zeitpunkt

zahlen muss, ist also unsicher.

3. Der Zero-Coupon-Bond dient als stochastischer Diskontfaktor.

1.2 Zinsarten

Es werden nun einige Zinsarten vorgestellt, die aus den Preisprozessen der Zero-Coupon-

Bonds in Rentenmärkten abgeleitet werden können. Häu�g kann man zur Herleitung

ein sogenanntes �Forward Rate Agreement� anwenden. Die verschiedenen Zinsarten

sind zum einen in diskrete, stetige und augenblickliche Zinsen und zum anderen in

Spotrates und Forwardrates zu unterscheiden1.

Sei 0 ≤ t ≤ T ≤ S ≤ T ∗.

Diskrete Zinsen

Die diskrete Forwardrate F (t;T, S) bezeichne den Zins, der in t für eine Anlage von T

bis S vereinbart wird, wenn eine lineare Verzinsung unterstellt wird. Zur Bestimmung

der diskreten Forwardrate wird ein Forward Rate Agreement2 durchgeführt.

1Die De�nitionen der einzelnen Zinsarten sind in [Fil02], Seite 11f. nachzulesen.
2Vergleiche [Sch04] und [Fil02].
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1.2. Zinsarten

• An t: Verkaufe einen T -Bond und kaufe B(t,T )
B(t,S)

S-Bonds. Somit liegen zum Zeit-

punkt t weder Kosten noch Zahlungseingänge vor.

• An T : Zahle 1 für den verkauften T -Bond.

• An S: Erhalte B(t,T )
B(t,S)

als Rückzahlung aus den S-Bonds.

Das Forward Rate Agreement verp�ichtet den Käufer also zur Zahlung von 1 in T und

sichert ihm eine Einnahme von B(t,T )
B(t,S)

in S zu. Dies lässt sich so interpretieren, dass die

Geldeinheit 1 von T bis S mit dem bereits in t �xierten Zins F (t;T, S) linear verzinst

wird. Bei Arbitragefreiheit muss die Auszahlung in S mit der Zahlung von B(t,T )
B(t,S)

in S

übereinstimmen. Folglich gilt

1 + (S − T )F (t;T, S) =
B(t, T )

B(t, S)

und es kann im Anschluss folgende De�nition formuliert werden:

De�nition 1.3: Die diskrete Forwardrate für den Zeitraum [T, S] zur Zeit t ist de�niert

durch

F (t;T, S) =
1

S − T

(
B(t, T )

B(t, S)
− 1

)
. (1.1)

Die Spotrate in t für einen Zeitraum der Länge T − t ist der Zins, der für eine Anlage
von t bis T bezahlt wird. Da B(t, t) = 1 gilt, ergibt sich die diskrete Spotrate direkt

aus der De�nition der diskreten Forwardrate.

De�nition 1.4: Die diskrete Spotrate F (t, T ) für [t, T ] zur Zeit t ist

F (t, T ) := F (t; t, T ) =
1

T − t

(
1

B(t, T )
− 1

)
. (1.2)

Beispiel 1.5: Der LIBOR (London Interbank O�ered Rate) ist der Zinssatz aus dem

Interbankenhandel, der am häu�gsten verwendet wird. Man bestimmt den LIBOR

L(t;T, S) als diskrete Forwardrate, das heiÿt, es gilt

L(t;T, S) :=
1

S − T

(
B(t, T )

B(t, S)
− 1

)
.

3



Kapitel 1. Eine Einführung in Rentenmärkte

Stetige Zinsen

Auch zur Herleitung der stetigen Forwardrate lässt sich ein Forward Rate Agreement3

anwenden, indem gleichzeitig zwei Strategien verfolgt werden.

1. Strategie:

• In t: Kaufe 1
B(t,S)

S-Bonds zum Preis von B(t, S). Damit investiert man eine

Geldeinheit.

• In S: Erhalte 1
B(t,S)

.

2. Strategie:

• In t: Kaufe 1
B(t,T )

T -Bonds zum Preis von B(t, T ). Damit investiert man

wieder eine Geldeinheit.

• In T : Erhalte 1
B(t,T )

aus dem T -Bond. Lege diesen Betrag von T bis S bei

stetiger Verzinsung zur Forwardrate R(t;T, S) an.

• In S: Erhalte 1
B(t,T )

eR(t;T,S)(S−T ).

Beide Strategien haben gemeinsam, dass man in t eine Geldeinheit investiert und in

S eine Zahlung erhält. Diese Zahlungen sind sicher und in t bekannt, da auch die

stetige Forwardrate R(t, T, S) bereits in t vorliegt. Aufgrund des No-Arbitrage-Prinzips

stimmen dann beide Zahlungen in S überein.

Es gilt
1

B(t, S)
=

1

B(t, T )
eR(t;T,S)(S−T ).

Damit folgt die De�nition der stetigen Forwardrate.

De�nition 1.6: Die stetige Forwardrate für den Zeitraum [T, S] zur Zeit t ist

R(t;T, S) = − logB(t, S)− logB(t, T )

S − T
. (1.3)

�

Aus dieser De�nition folgt die De�nition der stetigen Spotrate, indem benutzt wird,

dass logB(t, t) = log 1 = 0 gilt.

3Vergleiche [BS04], Seite 9.
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1.2. Zinsarten

De�nition 1.7: Die stetige Spotrate für das Zeitintervall [t, T ] zur Zeit t ist

R(t, T ) := R(t; t, T ) =
− logB(t, T )

T − t
. (1.4)

Augenblickliche Zinsen

Lässt man die Intervalllänge gegen Null gehen, erhält man

De�nition 1.8: Die augenblickliche Forwardrate mit Fälligkeit T an t ist de�niert

durch

f(t, T ) := lim
S↓T

R(t;T, S) = −∂ logB(t, T )

∂T
. (1.5)

Im Folgenden sei mit der Bezeichnung Forwardrate stets die augenblickliche Forwardrate

gemeint. Zu beachten ist, dass an dieser Stelle die Di�erenzierbarkeit des Bondpreises

nach T benötigt wird.

Ebenso kann man nun die short-rate de�nieren.

De�nition 1.9: Die short-rate zum Zeitpunkt t ist der Zinssatz für eine in�nitesimal

kurze Periode und ist de�niert durch

r(t) := f(t, t) = lim
T↓t

R(t, T ). (1.6)

Bemerkung 1.10: 1. Ausgehend von r(t) und f(t, T ) werden viele Modelle zur

Beschreibung von Schwankungen der Zinskurve im Zeitablauf, also der Zins-

struktur, entwickelt. In dieser Arbeit wird im zweiten Kapitel ein Modell auf

Basis der short-rate vorgestellt, das die zukünftige Entwicklung der short-rate

darstellt.

2. Ausgehend von der short-rate lässt sich das Geldmarktkonto einführen. Dieses

stellt den Preisprozess einer risikolosen Anlage zur short-rate dar. Im Geldmarkt-

konto kann zu jedem Zeitpunkt t ein Geldbetrag zur short-rate angelegt oder

abgehoben werden.
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Kapitel 1. Eine Einführung in Rentenmärkte

Der Zusammenhang zwischen Bonds und Forwardrates

Der Bondpreis folgt aus der Forwardrate und umgekehrt4:

Satz 1.11: Es gilt

B(t, T ) = exp

(
−
∫ T

t

f(t, u)du

)
. (1.7)

Beweis: Für die Forwardrate gilt f(t, T ) = −∂ logB(t,T )
∂T

. Durch Integration ergibt sich

der Preis eines Zero-Coupon-Bonds in Form von Formel (1.7).

Die Zero-Coupon-Bond-Zinskurve

De�nition 1.12: Die Yield-to-Maturity ist der konstante Zinssatz über die Peri-

ode [t, T ], 0 ≤ t ≤ T , der den Marktwert des Bonds erzeugt.

Für einen Bond ist die Yield-to-maturity gerade die stetige Spotrate, denn es gilt

B(t, T ) = exp(−R(t, T )(T − t)) bzw. R(t, T ) =
− logB(t, T )

T − t
. (1.8)

De�nition 1.13: (Vergleiche [Fil02], Seite 20 oder [Bjö04], Def. 20.8.)

Die Funktion t 7→ R(t, T ) heiÿt die Zero-Coupon-Bond-Zinskurve oder auch (Zero-

Coupon-)Yield-Kurve.

1.3 Koupontragende Anleihen

Neben den Zero-Coupon-Bonds lassen sich koupontragende Anleihen betrachten, welche

während der Laufzeit Zinszahlungen leisten. Hierbei unterscheidet man zwischen fest-

verzinslichen Anleihen und variabel verzinslichen Anleihen. Wie im Folgenden gezeigt

wird, lassen sich beide Arten von Anleihen mit Kouponzahlungen durch Zero-Coupon-

Bonds beschreiben.

Als Literaturquelle dient für diesen Abschnitt insbesondere [Fil02], Seite 16f.

4Vergleiche [Bjö04], Lemma 20.4.
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1.3. Koupontragende Anleihen

1.3.1 Die festverzinsliche Anleihe

De�nition 1.14: Eine festverzinsliche Anleihe (Fixed Coupon Bond) ist ein Finanz-

gut, das während der Laufzeit Zinszahlungen leistet und einen Vertrag beinhaltet, der

durch den Nennwert N , den Fälligkeitszeitpunkt T , den Zahlungszeitpunkten T1 <

T2 < . . . < Tn = T , T1 > 0, an denen Kouponzahlungen geleistet werden, und den

festen (deterministischen) Kouponzahlungen CT1 ,. . . ,CTn bestimmt ist.

Dabei wird hier angenommen, dass sich die Kouponzahlungen in allen Zahlungszeit-

punkten aus einer konstanten Kouponrate K ergeben und die Kouponanleihe end-

fällig ist. Der Nennwert wird demzufolge bei Fälligkeit ausgezahlt. Dann gilt für die

Kouponzahlungen CTi = KN(Ti+1 − Ti), i = 1, . . . , n.

Satz 1.15: Für eine festverzinsliche Anleihe mit Nennwert N und mit äquidistanten

Kouponzahlungen, d.h. Ti+1 − Ti ≡ δ für alle i = 1, . . . , n, beträgt der Preis in t ≤ T1:

p(t) =

(
Kδ

n∑
i=1

B(t, Ti) +B(t, Tn)

)
N.

Beweis: Der Halter dieser Anleihe erhält also Zahlungen von CTi in den Zeitpunkten

Ti, i = 1, . . . , n, und eine Zahlung von N am Fälligkeitszeitpunkt T = Tn.

Betrachtet man ein Portfolio aus CTi Zero-Coupon-Bonds mit Fälligkeiten Ti, i =

1, . . . , n − 1, und N + CTn Tn-Bonds, so besitzt dieses Portfolio den gleichen Entnah-

meprozess wie die koupontragende Anleihe. Somit wird die Anleihe durch das Portfolio

dupliziert. Der Wert des Portfolios in t ist gerade

p(t) =
n∑
i=1

B(t, T i)CTi +B(t, Tn)N.

Aufgrund der Arbitragefreiheit und dem Present Value Prinzip ist der Preis der Anleihe

also gleich dem Preis des Portfolios und somit durch die Summe der abdiskontierten

Cash�ows gegeben, wobei gerade der Preis des Ti-Bonds als Diskontfaktor von CTi
dient, i = 1, . . . , n.

Gilt Ti+1 − Ti ≡ δ für alle i = 1, . . . , n und sind die Kouponzahlungen ein �xer Anteil

des Nennwerts, d.h. CTi = KδN für eine �xe Zinsrate K, so ergibt sich der Preis der

7



Kapitel 1. Eine Einführung in Rentenmärkte

Anleihe zur Zeit t ≤ T1 als

p(t) =
(
Kδ

n∑
i=1

B(t, Ti) +B(t, Tn)
)
N.

Eine festverzinsliche koupontragende Anleihe entspricht also einem Portfolio aus Zero-

Coupon-Bonds mit Fälligkeiten T1, . . . , Tn.

1.3.2 Die variabel verzinsliche Anleihe

De�nition 1.16: Eine variabel verzinsliche Anleihe (Floating Rate Note) leistet wäh-

rend der Laufzeit Zinszahlungen, deren Höhen unsicher sind und die sich jeweils aus

dem aktuellen Marktzins ergeben. Eine solche Anleihe beinhaltet einen Vertrag, der

durch den Nennwert N , den Fälligkeitstermin T und den Kouponzahlungszeitpunkten

T0 < T1 < . . . < Tn = T festgelegt ist. Die Kouponzahlungen sind

CT i = (Ti − Ti−1)F (Ti−1, Ti)N, i = 1, . . . , n,

wobei F (Ti−1, Ti) die diskrete Spotrate für die Periode [Ti−1, Ti] ist.

Bemerkung 1.17: F (Ti−1, Ti) wird schon in Ti−1 bestimmt, aber der Cash Flow CTi
�ndet erst zur Zeit Ti statt. Damit ist CTi FTi−1

-messbar.

Satz 1.18: Der Wert einer variabel verzinslichen Anleihe mit Nennwert N in t ≤ T0

ist

p(t) = NB(t, T0).

Beweis: Der Wert der variabel verzinslichen Anleihe ergibt sich als Summe der abdis-

kontierten Cash�ows, denn ebenso wie bei einer festverzinslichen Anleihe lässt sich die

variabel verzinsliche Anleihe durch ein Portfolio aus Zero-Coupon-Bonds duplizieren

und der Wert der Anleihe in t ist nach dem Present Value Prinzip gleich dem Wert des

Portfolios in t:

p(t) =
n∑
i=1

B(t, Ti)CT i +B(t, Tn)N.

8
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Für die Kouponzahlungen CTi , i = 1, . . . , n, gilt

CTi = (Ti − Ti−1)F (Ti−1, Ti)N

(1.2)
= (Ti − Ti−1)

1

Ti − Ti−1

( 1

B(Ti−1, Ti)
− 1
)
N

= N
( 1

B(Ti−1, Ti)
− 1
)
.

(1.9)

Die Zahlung −1 in Ti hat in t den Wert −B(t, Ti) und der Wert der Auszahlung von
1

B(Ti−1,Ti)
in Ti zur Zeit t beträgt B(t, Ti−1). Dazu führt man folgendes Forward Rate

Agreement5 durch:

• An t: Kaufe einen Ti−1-Bond. Dafür bezahlt man B(t, Ti−1).

• An Ti−1: Erhalte nun eine Zahlung von 1 aus dem Ti−1-Bond. Kaufe 1
B(Ti−1,Ti)

Ti-Bonds und zahle dafür 1
B(Ti−1,Ti)

B(Ti−1, T1) = 1.

• An Ti: Erhalte 1
B(Ti−1,Ti)

aus dem Ti-Bond.

Daraus ergibt sich nun wegen der Arbitragefreiheit

p(t) =
n∑
i=1

B(t, Ti)CTi +B(t, Tn)N

(1.9)
=

n∑
i=1

B(t, Ti)N
( 1

B(Ti−1, Ti)
− 1
)

+B(t, Tn)N

= N

(
n∑
i=1

(B(t, Ti−1)−B(t, Ti)) +B(t, Tn)

)
= NB(t, T0).

Der Wert einer variabel verzinslichen Anleihe in t ≤ T0 wird also nur durch den Nenn-

wert und den Preis eines Zero-Coupon-Bonds mit Fälligkeit T0 in t bestimmt.

5Vergleiche [Fil02], Seite 17.
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1.4 Zinsderivate

Ein Zinsderivat stellt ein Derivat dar, dessen Underlying ein Zins ist. Ein einfaches Bei-

spiel dafür ist eine Calloption auf einen Zero-Coupon-Bond. In dieser Arbeit werden

Swaps, Caps bzw. Floors und Swaptions als einfache Beispiele für Zinsderivate einge-

führt und es wird gezeigt, wie die Bewertung dieser Finanzgüter auf die Bewertung von

Bonds reduziert wird.

Zusätzlich zu den anfangs angegebenen Literaturquellen orientiert sich dieser Abschnitt

an [BS04] und [Shr04].

1.4.1 Swaps

Ein typisches Zinsderivat ist ein (Plain Vanilla) Swap. Dieser stellt ein Tauschge-

schäft dar, bei dem ein �xer Zinssatz auf einen bestimmten Nominalbetrag gegen einen

variablen Zinssatz auf den gleichen Betrag getauscht wird oder umgekehrt.

Ein Swap dient der Absicherung gegen Zinsänderungsrisiken. Zu bestimmen sind der

Wert des Swaps und der faire �xe Zinssatz, die Swap Rate. Dabei können zwei ver-

schiedene Arten von Swaps betrachtet werden, Payer Swaps und Receiver Swaps.

De�nition 1.19: (Siehe [Fil02], Seite 17f.)

Der Halter eines Payer Swaps (bzw. Receiver Swaps) zahlt einen �xen (bzw. variablen)

Zinssatz und erhält dafür einen variablen (bzw. �xen) Zinssatz. Beide Arten von Swaps

werden festgelegt durch den �xen Zinssatz K, den Nennwert N , den zukünftigen Zeit-

punkten T0 < T1 < . . . < Tn, wobei T1, . . . , Tn die Zahlungszeitpunkte sind und Tn

zugleich die Fälligkeit des Swaps ist.

Im Folgenden seien die Zeitpunkte äquidistant, es gelte also Ti−Ti−1 ≡ δ, i = 1, . . . , n.

Hier wird nun angenommen, dass die variable Zinszahlung aus der diskreten Spotrate

folgt, das heiÿt, die variable Zinszahlung in Ti, i = 1, ..., n, entspricht F (Ti−1, Ti)δN .

Die �xe Zinszahlung ist KδN .

Der Preis dieses Zinsderivats lässt sich mit Bondpreisen berechnen, wobei die Fällig-

keiten der Bonds gerade die Zahlungszeitpunkte des Swaps sind.

10



1.4. Zinsderivate

Satz 1.20: (Vergleiche [BS04], Seite 24.)

Der Wert des Payer Swaps SP (t) zur Zeit t ≤ T0 ist

SP (t) = N
(
B(t, T0)−B(t, Tn)− δK

n∑
i=1

B(t, Ti)
)
. (1.10)

Analog gilt für den Wert des Receiver Swaps

SR(t) = N
(
B(t, Tn)−B(t, T0) + δK

n∑
i=1

B(t, Ti)
)

= −SP (t). (1.11)

Also stimmen die Zahlungen eines Payer Swaps mit den Zahlungen eines Portfolios

überein, das aus einer fest verzinslichen Kouponanleihe short und einer variabel ver-

zinslichen Anleihe long besteht. Analog entspricht ein Receiver Swap einem Portfolio

mit einer long position in einer fest verzinslichen Anleihe und mit einer short position

in einer variablen Anleihe. Ein Swap kann als eine Vereinbarung angesehen werden,

eine festverzinsliche Anleihe gegen eine variabel verzinsliche Anleihe zu tauschen.

Beweis: An Ti zahlt der Inhaber des Payer Swaps KδN und erhält F (Ti−1, Ti)δN .

Der Cash�ow an Ti ist (F (Ti−1, Ti) − K)δN . Mit einem Duplikationsargument lässt

sich der Wert des Payer Swaps SP (t) zum Zeitpunkt t ≤ T0 als Summe der abdiskon-

tierten Cash�ows berechnen, wobei man die Preise des Ti-Bonds als Diskontfaktor für

den Cash�ow in Ti verwendet. Es wird somit ein Portfolio gebildet, das den gleichen

Entnahmeprozess wie der Swap besitzt. Der Wert des Portfolios in t ist

p(t) =
n∑
i=1

B(t, Ti)Nδ
(
F (Ti−1, Ti)−K

)
(1.2)
=

n∑
i=1

B(t, Ti)N

(
1

B(Ti−1, Ti)
− 1

)
−

n∑
i=1

B(t, Ti)NKδ

B(t,Ti)

B(Ti−1,Ti)
=B(t,Ti−1)

= N
( n∑
i=1

(
B(t, Ti)

B(Ti−1, Ti)
−B(t, Ti)

)
−

n∑
i=1

B(t, Ti)δK
)

= N
(
B(t, T0)−B(t, Tn)− δK

n∑
i=1

B(t, Ti)
)
.

Aufgrund der Arbitragefreiheit ist der Wert des Swaps gleich dem Wert des Portfolios

SP (t) = N
(
B(t, T0)−B(t, Tn)− δK

n∑
i=1

B(t, Ti)
)
.

11
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Im Fall eines Receiver Swaps beträgt der Cash�ow in Ti gerade (K−F (t;Ti−1, Ti))δN .

Der Beweis verläuft bis auf die Vorzeichen völlig identisch.

Die Höhe der fairen festen Zinszahlung wird durch die Swap Rate6 RSwap bestimmt.

De�nition 1.21: Als �xe Zinszahlung vereinbart man den �xen Parameter K, für den

der jeweilige Swap in t ≤ T0 den Wert 0 hat. Der Parameter K heiÿt Swap Rate und

wird mit RSwap(t) bezeichnet.

Bemerkung 1.22: Wegen der Beziehung SR(t) = −SP (t) haben Payer Swaps und

Receiver Swaps mit gleichen Zahlungszeitpunkten und gleichem Nennwert auch die

gleiche Swap Rate.

Satz 1.23: (Vergleiche [Sch04], Bem. 1.1.3.)

Die Swap Rate ist das gewichtete Mittel der diskreten Forwardrates mit den Gewichten

ωi =
B(t, Ti)∑n
j=1 B(t, Tj)

, i = 1, . . . , n.

Für die Swap Rate gilt

RSwap(t) =
n∑
i=1

ωiF (t;Ti−1, Ti) =
n∑
i=1

B(t, Ti)∑n
j=1 B(t, Tj)

F (t;Ti−1, Ti).

Die Swap Rate ergibt sich aus den Preisen der in Ti, i = 1, . . . , n, fälligen Zero-Coupon-

Bonds.

Beweis: Aus der De�nition der Swap Rate ergibt sich

0 = SP (t)

⇔ B(t, T0)−B(t, Tn) = δK
n∑
i=1

B(t, Ti)

⇔ K =
1

δ

n∑
i=1

B(t, Ti−1)−B(t, Ti)∑n
j=1B(t, Tj)

=
n∑
i=1

B(t, Ti)∑n
j=1 B(t, Tj)

1

δ

(
B(t, Ti−1)

B(t, Ti)
− 1

)

6Vergleiche [Sch04], Seite 9.
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1.4. Zinsderivate

⇔ RSwap(t) = K =
n∑
i=1

B(t, Ti)∑n
j=1 B(t, Tj)︸ ︷︷ ︸

:=ωi

F (t;Ti−1, Ti).

1.4.2 Caps und Floors

Typische Beispiele von Optionen auf Zinsgröÿen sind Caps und Floors.

Ist man zu Zinszahlungen, die sich an einem variablen Zinssatz orientieren, verp�ichtet,

so kann man sich mit Caps vor steigenden Zinsen schützen. Umgekehrt kann man sich

mit Floors vor fallenden Zinsen absichern.

De�nition 1.24: Ein Cap schützt den Halter vor steigenden Zinsen, indem der Cap

garantiert, dass die Zinszahlungen bei einer variabel verzinslichen Anleihe eine obere

Grenze K nicht überschreiten.

Ein Cap ist ein Portfolio aus Caplets und besteht aus einer Cap-Rate K und einer

Anzahl an zukünftigen Zeitpunkten T0 < T1 < ... < Tn, wobei T1, . . . , Tn die Zahlungs-

zeitpunkte darstellen und Tn ist der Fälligkeitszeitpunkt des Caps.

O.B.d.A. gelte Ti − Ti−1 ≡ δ > 0 für alle i = 1, ..., n.

Ein Caplet mit Startzeitpunkt T und Ausübungstag T + δ zahlt dem Halter die Di�e-

renz zwischen der diskreten Spotrate F (T, T + δ) und dem Strikezins K.

Somit ist ein Caplet vergleichbar mit einer Calloption auf die diskrete Spotrate. Kauft

sich der Emittent einer variabel verzinslichen Anleihe einen Cap, dessen zugrunde lie-

gender Zins und dessen Zahlungszeitpunkte mit denen der Anleihe übereinstimmen, so

verringert sich die Zahlung, die er in Ti leisten muss um die Di�erenz zwischen dem

variablen Zins und der Cap Rate, solange der variable Zins höher als die Cap Rate K

ist. Folglich zahlt er höchstens den festen Zinssatz K.

Cpl(i; t) bezeichne den Preis des i-ten Caplets mit Startzeitpunkt Ti−1 und Ausübungs-

zeitpunkt Ti zur Zeit t, 0 ≤ t ≤ T0. Dann folgt für den Preis des Caps Cp(t) in t:

Cp(t) =
n∑
i=1

Cpl(i; t).

13
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Für den Wert eines Caplets folgt

Satz 1.25: (Vergleiche [BS04], Seite 27.)

Für den Wert des i-ten Caplets in Ti−1 gilt

Cpl(i;Ti−1) = (1 +Kδ)
( 1

1 + δK
−B(Ti−1, Ti)

)+

, i = 1, . . . , n. (1.12)

Die Auszahlung eines Caps an Ti, also der Cash�ow des i-ten Caplets an Ti, ist äquiva-

lent zu dem (1 + δK)-fachen Cash�ow an Ti−1 einer Putoption auf einen Ti-Bond mit

Strike-Preis 1
1+δK

.

Beweis: Der Cash�ow des i-ten Caplets, den der Halter in Ti erhält, beträgt

δ(F (Ti−1, Ti)−K)+.

Dieser lässt sich umformen zu

δ(F (Ti−1, Ti)−K)+ (1.2)
= δ

(1

δ

( 1

B(Ti−1, Ti)
− 1
)
−K

)+

= δ
(1− (1 +Kδ)B(Ti−1, Ti)

δB(Ti−1, Ti)

)+

=
1 +Kδ

B(Ti−1, Ti)

( 1

1 + δK
−B(Ti−1, Ti)

)+

.

Dann gilt für den Wert des i-ten Caplets zur Zeit Ti−1

Cpl(i;Ti−1) = B(Ti−1, Ti)δ(F (Ti−1, Ti)−K)+ = (1 +Kδ)
( 1

1 + δK
−B(Ti−1, Ti)

)+

.

Der Wert des Caplets folgt also aus dem Wert des Puts. Also ist der Cap als ein Port-

folio aus Putoptionen zu bewerten.

Ein ähnliches Ergebnis erhält man, wenn man das Gegenstück zum Cap, den Floor

betrachtet. Dieses Derivat ist dann interessant, wenn man variable Zinszahlungen er-

hält. Wenn sich der Inhaber einer variabel verzinslichen Anleihe einen Floor, dessen

zugrunde liegender variabler Zins und dessen Zahlungszeitpunkte mit denen der varia-

blen Anleihe übereinstimmen, kauft, so erhält dieser mindestens einen festen Zinssatz

in Höhe von K.
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1.4. Zinsderivate

De�nition 1.26: Ein Floor ist ein Portfolio aus Floorlets und schützt den Halter vor

fallenden Zinsen, indem garantiert wird, dass eine untere GrenzeK nicht unterschritten

wird. Spezi�ziert wird dieses Zinsderivat durch die Floor Rate K und einer Anzahl an

zukünftigen Zeitpunkten T0 < T1 < .. < Tn wie beim Cap.

Ein Floorlet mit Startzeitpunkt T und Ausübungszeitpunkt T + δ zahlt dem Halter

die Di�erenz zwischen der diskreten Spotrate F (T, T + δ) und dem Strikezins K.

Der Cash�ow zur Zeit T + δ beträgt

δ(K − F (T, T + δ))+.

Also ist ein Floorlet vergleichbar mit einer Putoption auf einen Zins und ein Floor ist

somit ein Portfolio aus Putoptionen.

Ähnlich wie im Fall von Caplets gibt es in eine Äquivalenz zwischen Calloptionen und

Floorlets.

Satz 1.27: (Vergleiche z.B. [BS04], Seite 28.)

Der Wert des i-ten Floorlets in Ti−1 beträgt

Fll(i;Ti−1) = (1 +Kδ)
(
B(Ti−1, Ti)−

1

1 +Kδ

)+

, i = 1, . . . , n. (1.13)

Die Auszahlung eines Floors an Ti, also der Cash�ow des i-ten Floorlets an Ti, ist

äquivalent zu dem (1 + δK)-fachen Cash�ow an Ti−1 von einer Calloption auf einen Ti-

Bond mit Strike-Preis 1
1+δK

. Damit folgt der Wert des Floorlets aus dem Wert des Calls

auf eine Nullkouponanleihe und der Floor ist somit als ein Portfolio aus Calloptionen

bewertbar. Für den Wert gilt

Fl(t) =
n∑
i=1

Fll(i; t).

Auf den Beweis wird an dieser Stelle verzichtet, da dieser analog zu dem Beweis im

Fall von Caps abläuft.
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1.4.3 Die Cap-Floor-Swap-Parität

Die Cap-Floor-Swap-Parität7 stellt eine Beziehung zwischen dem Wert eines Caps, dem

Wert eines Floors und dem Wert eines Swaps dar, wobei die Cap Rate, die Floor Rate

sowie die Swap Rate und die Zahlungszeitpunkte in allen drei Kontrakten übereinstim-

men.

Satz 1.28 (Cap-Floor-Swap-Parität): Gegeben seien ein Cap, ein Floor und ein Payer

Swap mit gemeinsamen zukünftigen Zeitpunkten T0 < T1 < . . . < Tn und Zahlungszeit-

punkten T1, . . . , Tn. Es gelte Cap Rate=Floor Rate=Swap Rate=K.

Dann gilt zwischen den Verträgen die Beziehung

Cp(t)− Fl(t) = SP (t).

Beweis: O.B.d.A. N = 1.

Dazu geht man eine long position in den Cap und eine short position in den Floor ein.

Dazu betrachte man zunächst das i-te Caplet bzw. das i-te Floorlet.

Nach Satz 1.12 bzw. Satz 1.27 und mit der Put-Call-Parität8 folgt

Cpl(i, t)− Fll(i, t) = (1 +Kδ)

(
1

1 +Kδ
B(t, Ti−1)−B(t, Ti)

)
= B(t, Ti−1)− (1 +Kδ)B(t, Ti).

Durch Aufsummieren erhält man für den Preis dieser Strategie in t

Cp(t)− Fl(t) =
n∑
i=1

(Cpl(i, t)− Fll(i, t))

=
n∑
i=1

(B(t, Ti−1)−B(t, Ti))−Kδ
n∑
i=1

B(t, Ti)

= B(t, T0)−B(t, Tn)−Kδ
n∑
i=1

B(t, Ti)
(1.10)
= SP (t),

das heiÿt, der Payer Swap wird durch diese Strategie dupliziert.

�

7Vergleiche [Fil02], Seite 27.
8Vergleiche [Pau09], Finanzmathematik 1, Abschnitt 1.9.
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Bemerkung 1.29: Betrachtet man statt eines Payer Swaps einen Receiver Swap, so

folgt wegen der Beziehung SP (t) = −SR(t) als Cap-Floor-Swap-Parität

Fl(t)− Cp(t) = SR(t).

1.4.4 Swaptions

Auch ein Swap kann das Underlying einer Option sein. Ein solches Zinsderivat wird

als Swaption bezeichnet. Der Halter einer Swaption besitzt das Recht, bei Fälligkeit

in einen Swap einzutreten, er muss dieses Recht aber nicht ausüben. Da es zwei typi-

sche Swaps gibt, den Payer Swap und den Receiver Swap, gibt es auch zwei typische

Swaptions, die Payer Swaption und die Receiver Swaption. Diese werden nun zunächst

de�niert.

De�nition 1.30: Eine (europäische) Payer Swaption bzw. eine (europäische) Receiver

Swaption mit Strike Rate K ist eine Option, die dem Inhaber das Recht gibt, in einen

Payer Swap bzw. Receiver Swap mit �xem Zinssatz K zu einem zukünftigen Zeitpunkt,

der Fälligkeit der Swaption, einzutreten.

Der der Swaption zugrunde liegende Swap wird durch die Swap Rate K, also den fairen

festen Zins, beschrieben. K übernimmt damit die Rolle des Basispreises der Option.

Da in den meisten Fällen die Fälligkeit der Swaption mit dem ersten zukünftigen Zeit-

punkt des unterliegenden Swaps, also dem Reset Date, T0 übereinstimmt, wird auch

hier angenommen, dass T0 der Fälligkeit der Swaption entspricht. Für den Inhaber

bedeutet dies, dass er an T0 entscheiden muss, ob er in den Swap eintritt oder nicht.

Die zugehörige Swaplänge Tn − T0 heiÿt Tenor des Swaps. Das folgende Beispiel9 er-

läutert die Verwendung von Swaptions.

Beispiel 1.31: Betrachtet wird ein Unternehmen, das in sechs Monaten ein Darle-

hen mit variabler Verzinsung und einer Laufzeit von fünf Jahren abschlieÿt, jedoch

die variable Verzinsung gegen feste Zinszahlungen tauschen möchte. Dazu kann das

Unternehmen in einem halben Jahr in einen Payer Swap eintreten. Da das Unterneh-

men aber zusätzlich sicherstellen möchte, dass der Festzins, den es dann zu zahlen hat,

einen gewissen Prozentsatz nicht übersteigt, kauft das Unternehmen eine Swaption, die

9Siehe [Hul06], Abschnitt 26.4.
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einem das Recht gibt, in einen Payer Swap einzutreten. Wenn der Festzins für einen

regulären Swap im Fälligkeitstermin der Swaption über dem in der Swaption verein-

barten Festzins liegt, übt das Unternehmen die Swaption aus, anderenfalls tritt es in

einen regulären Swap ein.

Payer Swaptions bieten Marktteilnehmern eine Garantie, dass der feste Zins, den sie

zukünftig für einen Kredit zahlen, eine bestimmte Höhe nicht überschreitet.

Der Vorteil einer Swaption liegt darin, dass man einerseits von günstigen zukünftigen

Zinsbewegungen pro�tieren kann und andererseits vor nachteiligen Zinsbewegungen

geschützt ist.

Sei 0 ≤ t ≤ T0. Betrachtet werde nun eine Payer Swaption. Die Zahlungszeitpunkte

der Payer Swaption mit Fälligkeit T0 und des zugrunde liegenden Payer Swaps seien

T1 < . . . < Tn, wobei T1 > T0 gilt. Die Zahlungszeitpunkte seien äquidistant, das heiÿt,

es gilt Ti − Ti−1 ≡ δ.

Für den Wert des Swaps in T0 gilt nach (1.10)

SP (T0) = N
(
1−B(T0, Tn)−Kδ

n∑
i=1

B(T0, Ti)
)
.

Somit folgt für den Cash Flow der Swaption10 in T0(
N −N

(
Kδ

n∑
i=1

B(T0, Ti)−B(T0, Tn)

))+

. (1.14)

Wie man sieht, ist dies gerade die Zahlung einer in T0 fälligen Putoption mit Basispreis

N auf eine festverzinsliche Anleihe mit �xem Zinssatz K und Nennwert N . Damit lässt

sich die Bewertung der Swaption auf die Bewertung eines Puts auf eine festverzinsliche

Anleihe zurückführen.

Genauso kann man auch zeigen, dass die Bewertung einer Receiver Swaption auf die Be-

wertung einer Calloption auf eine festverzinsliche Anleihe zurückgeführt werden kann.

Bemerkung 1.32: Hier wurde nun ein elementarer Unterschied zwischen Caps bzw.

Floors und Swaptions aufgezeigt. Der Cash Flow eines Caps bzw. Floors zerfällt in

elementare Prozesse, der Cash�ow einer Swaption nicht.

10Vergleiche [BS04], Seite 26.
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1.4. Zinsderivate

Der Wert einer Swaption in t ≤ T0 lässt sich mit der Formel von Black für Swaptions

berechnen. Diese Formel ist nachzulesen in [Fil02], Seite 30.

In Abschnitt 5.1.4 dieser Arbeit wird eine Methode zur Bewertung einer Payer Swaption

im Vasi£ek-Modell vorgestellt.
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2 Allgemeine short-rate Modelle

In short-rate Modellen wird die short-rate als Lösung einer stochastischen Di�erential-

gleichung modelliert. Es wird angenommen, dass Zero-Coupon-Bonds jeder beliebigen

Fälligkeit in einem endlichen Zeithorizont vorliegen und sich die Preise der Bonds

als Funktionen in Abhängigkeit von der Zeit und dem Wert der short-rate in diesem

Zeitpunkt darstellen lassen. Wichtig ist auÿerdem die Annahme, dass ein äquivalentes

Martingalmaÿ existiert, da daraus die Arbitragefreiheit des Finanzmarktmodells folgt.

Ausgehend von der short-rate erhält man den Preisprozess eines Geldmarktkontos. In

diesem Kapitel wird nun gezeigt, wie arbitragefreie Bondpreise in short-rate Modellen

berechnet werden können.

Zu Beginn startet man mit einer short-rate-Dynamik unter dem realen Maÿ P und

erhält den Bondpreis als Lösung einer partiellen Di�erentialgleichung, der sog. Term

Structure Equation. Mit dem Ansatz des �Martingale Modelling� wird die short-rate

direkt unter dem risikoneutralen Maÿ modelliert. Unter diesem Maÿ lässt sich der

Bondpreis als abdiskontierter bedingter Erwartungswert berechnen.

Dieses Kapitel orientiert sich dabei gröÿtenteils an [Bjö04] und [Fil09], des Weiteren

aber auch an [LL96] und [Sch04].

In dem nun folgenden ersten Abschnitt wird der mathematische Rahmen für short-rate

Modelle gescha�en. Die folgenden Annahmen sollen für die gesamte Arbeit gelten.

2.1 Einführung in short-rate Modelle

Es werde ein endlicher Handelszeitpunkt T ∗ <∞ �xiert.

Weiter sei 0 ≤ t ≤ T ≤ T ∗ und T > 0.

Gegeben sei ein �ltrierter Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , (Ft)t≥0,P) und P sei das

objektive Wahrscheinlichkeitsmaÿ.

(W (t))0≤t≤T ∗ sei ein Wiener-Prozess auf dem Wahrscheinlichkeitsraum. Die Filtration
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2.1. Einführung in short-rate Modelle

(Ft)t≥0 werde von W (t) erzeugt und erfülle die �usual conditions�, das heiÿt, die Fil-

tration sei rechtsseitig stetig und für jedes t ∈ [0, T ∗] enthalte Ft alle P-Nullmengen.

Auÿerdem gelte F = FT ∗ .
Die Filtration stellt in diesem Zusammenhang den Informationsverlauf dar, das heiÿt,

Ft liefert den Informationsstand zum Zeitpunkt t. Auÿerdem nimmt die verfügbare

Information im Zeitablauf zu, denn es gilt Fs ⊆ Ft für s ≤ t.

Die short-rate ist ein stochastischer Prozess und soll folgenden Anforderungen genügen:

• (r(t))0≤t≤T ∗ hat stetige Pfade.

• r(t) ist ein Markov-Prozess.

Damit macht r(t) keine plötzlichen Sprünge und wegen der Markov-Eigenschaft ist die

zukünftige Entwicklung der short-rate nur von dem heutigen Wert abhängig und hängt

nicht von der bisherigen Entwicklung ab.

In einem (Ein-Faktor-) short-rate Modell lassen sich ausgehend von einer stochasti-

schen Di�erentialgleichung für die short-rate arbitragefreie Zero-Coupon-Bond-Preise

bestimmen. Dafür sind zunächst einige Annahmen zu tre�en:

Annahme 1:

Die short-rate r(t) folgt einem Itô-Prozess, das heiÿt, unter dem realen Maÿ P besitzt

die short-rate die Gestalt

r(t) = r(0) +

∫ t

0

µ(u, r(u))du+

∫ t

0

σ(u, r(u))dW (u)

mit adaptierten und bezüglich beiden Variablen messbaren Funktionen

µ : [0, T ∗]× R→ R, (t, r(t)) 7→ µ(t, r(t)),

σ : [0, T ∗]× R→ R, (t, r(t)) 7→ σ(t, r(t)),

derart dass eine starke Lösung der stochastischen Di�erentialgleichung existiert.

In Di�erentialschreibweise bedeutet dies:

dr(t) = µ(t, r(t))dt+ σ(t, r(t))dW (t). (2.1)

Damit eine eindeutige starke Lösung von (2.1) existiert, erfüllt der Driftterm µ(t, x)

die Lipschitz-Bedingung in x, das heiÿt, für alle x, y ∈ R und alle t ∈ [0, T ∗] existiert
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Kapitel 2. Allgemeine short-rate Modelle

eine Konstante c, so dass

|µ(t, x)− µ(t, y)| ≤ c |x− y|

gilt, sowie eine �growth condition� in x, das heiÿt, für alle x ∈ R und alle t ∈ [0, T ∗]

existiert eine Konstante C, so dass gilt

|µ(t, x)|2 ≤ C(1 + x2).

Ebenso erfüllt der Di�usionsterm σ(t, x) eine �growth condition� in x, es existiert also

eine Konstante K mit

|σ(t, x)|2 ≤ K(1 + x2)

für alle x ∈ R und alle t ∈ [0, T ∗] sowie eine abgeschwächte Lipschitzbedingung

|σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ h(|x− y|)

für alle 0 ≤ t ≤ T ∗ und x, y ∈ R, wobei h : [0,∞) → [0,∞) eine streng monoton

wachsende Funktion mit h(0) = 0 und
∫

(0,ε)
h−2(u)du =∞ für alle ε > 0 darstellt1.

Als starke Lösung der stochastischen Di�erentialgleichung (2.1) besitzt der short-rate-

Prozess (r(t))0≤t≤T ∗ stetige Pfade, ist adaptiert und Markovsch2. Auÿerdem gilt∫ t

0

|µ(s, r(s))| ds <∞

und
∫ t

0

σ(s, r(s))2ds <∞ für alle t > 0.

Da in short-rate-Modellen zu Beginn nur die Dynamik der short-rate gegeben ist, ist das

einzige vorliegende Finanzgut, dessen Preisprozess bekannt ist, das Geldmarktkonto.

De�nition 2.1: Die Entwicklung des Geldmarktkontos wird beschrieben durch die

Di�erentialgleichung

dβ(t) = r(t)β(t)dt, β(0) = 1. (2.2)

1Vergleiche [KS97], Theorem 2.9, Seite 289, sowie Proposition 2.13, Seite 291, und [Duf92], Seite
240f.

2Vergleiche [LL96], Theorem 3.5.7 und [KS97], Def. 2.1, Seite 285.
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2.1. Einführung in short-rate Modelle

Die Lösung dieser Di�erentialgleichung ist gegeben durch

β(t) = exp

(∫ t

0

r(u)du

)
. (2.3)

β(t) ist ein an die Filtration (Ft)t∈[0,T ∗] adaptierter Prozess. Auÿerdem ist β(t) inte-

grierbar.

Das Geldmarktkonto β(t) de�niert somit den Preisprozess einer risikolosen Anlage zur

short-rate r(t). Zu jedem Zeitpunkt t ≥ 0 kann man einen Geldbetrag zur short-rate

r(t) anlegen oder abheben. β(t) repräsentiert den Geldbetrag, der sich bis zur Zeit

t ergibt, wenn man zu Beginn eine Geldeinheit im Geldmarktkonto anlegt und diese

stetig mit der short-rate verzinst wird.

Des Weiteren dient β(t) als stochastischer Diskontfaktor.

Annahme 2:

Es wird angenommen, dass ein Markt für Zero-Coupon-Bonds mit jeder beliebigen

Fälligkeit T ∈ (0, T ∗] existiert.

Annahme 3:

Zu dem realen Maÿ P existiert ein äquivalentes Martingalmaÿ3 Q, so dass der abdis-

kontierte Bondpreis
(
B(t,T )
β(t)

)
0≤t≤T

für jede Fälligkeit T > 0 ein Martingal unter Q ist.

Damit wird Arbitrage zwischen einer Auswahl von endlich vielen Bonds ausgeschlos-

sen4.

Annahme 4:

Die arbitragefreien Preise der T -Bonds sind Funktionen in Abhängigkeit von t, T und

r(t) und lassen sich schreiben als

B(t, T ) = F T (t, r(t)) (2.4)

mit F T ∈ C1,2([0, T ]× R).

Aus Annahme 3 folgt direkt eine risikoneutrale Bewertungsgleichung5 für Bonds:

3Abkürzung: EMM
4Möchte man Strategien mit unendlich vielen Bonds betrachten, wird wie in [Fil09] verwiesen auf

[BKR97] oder [CT06].
5Vergleiche [LL96], Seite 123.
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Kapitel 2. Allgemeine short-rate Modelle

Korollar 2.2 (Risikoneutrale Bewertungsgleichung): Ist Q ein äquivalentes Martin-

galmaÿ, dann gilt für den Preis eines T-Bonds in t

B(t, T ) = EQ

[
e−

∫ T
t r(u)du | Ft

]
. (2.5)

Beweis: Aus der Martingaleigenschaft der abdiskontierten Bondpreise unter Q folgt

für 0 ≤ t ≤ T

B(t, T )

β(t)
= EQ

[
B(T, T )

β(T )
| Ft
]
B(T,T )=1

= EQ

[
1

β(T )
| Ft
]

= EQ

[
e−

∫ T
0 r(u)du | Ft

]
.

Mit der Adaptiertheit des Geldmarktkontos ergibt sich nun die Behauptung.

Ist die unter Ft-bedingte Verteilung von
∫ T
t
r(u)du unter dem äquivalenten Martingal-

maÿ Q bekannt, so lassen sich die arbitragefreien Bondpreise mit dieser Bewertungs-

gleichung berechnen.

Im Folgenden wird untersucht, welche Gestalt die Dynamik der Bondpreis ausgehend

von der Dynamik der short-rate besitzt. Daran anschlieÿend wird der Marktpreis des

Risikos hergeleitet und es ergibt sich eine partielle Di�erentialgleichung, deren Lösung

gerade der arbitragefreie Bondpreis ist.

2.2 Die Dynamik der Bondpreise

Mit Hilfe der Itô-Formel lässt sich die Dynamik des T -Bondpreises bestimmen.

Satz 2.3: Sei 0 ≤ t ≤ T ≤ T ∗, T > 0.

Die Dynamik eines T-Bonds unter dem objektiven Maÿ P ist

dF T (t, r(t)) = F T (t, r(t)) [m(t, T )dt+ σ̄(t, T )dW (t)] (2.6)

mit

m(t, T ) =
1

F T (t, r(t))

[
∂F T (t, r(t))

∂t
+ µ(t, r(t))

∂F T (t, r(t))

∂r
+
σ2(t, r(t))

2

∂2F T (t, r(t))

∂r2

]
(2.7)

und

σ̄(t, T ) =
σ(t, r(t))

F T (t, r(t))

∂F T (t, r(t))

∂r
. (2.8)
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2.3. Der Marktpreis des Risikos

Beweis: Aufgrund von Annahme 3 kann die Itô-Formel auf die Funktion F T ange-

wandt werden.

dF T (t, r(t))
Itô-Formel

=
∂F T

∂t
dt+

∂F T

∂r
dr(t) +

1

2

∂2F T

∂r2
d 〈r〉 (t)

(2.1)
=

∂F T

∂t
dt+

∂F T

∂r
(µdt+ σdW (t)) +

1

2

∂2F T

∂r2
σ2dt

=
[∂F T

∂t
+ µ

∂F T

∂r
+

1

2

∂2F T

∂r2
σ2
]
dt+ σ(t)

∂F T

∂r
dW (t)

= F T
[
m(t, T )dt+ σ̄(t, T )dW (t)

]
mit

m(t, T ) =
1

F T

[
∂F T

∂t
+ µ

∂F T

∂
+

1

2

∂2F T

∂r2
σ2

]
und

σ̄(t, T ) =
1

F T
σ
∂F T

∂r
.

Zur besseren Lesbarkeit wurde an einigen Stellen auf die Variablen verzichtet.

2.3 Der Marktpreis des Risikos

Nun wird der Marktpreis des Risikos hergeleitet. Vorab wird der folgende Satz6 ange-

führt:

Satz 2.4: Angenommen, es existiert ein selbst�nanzierendes Portfolio h, so dass der

Wertprozess die Dynamik dV h(t) = k(t)V h(t)dt besitzt, wobei k ein adaptierter Prozess

ist. Dann gilt: k(t) = r(t) für alle t ≥ 0, wobei r(t) die short-rate bezeichne, oder es

existiert eine Arbitragemöglichkeit.

Für die Herleitung des Marktpreises7 des Risikos wird ein risikoloses Hedge-Portfolio

konstruiert, welches das Geldmarktkonto dupliziert.

Das Hedge-Portfolio setzt sich dabei aus zwei Zero-Coupon-Bonds mit unterschiedlichen

Fälligkeiten T1 und T2 zusammen, 0 ≤ t ≤ T1 < T2 ≤ T ∗.

Zur Zeit t halte man V1(t)-Anteile an dem T1-Bond und V2(t)-Anteile an dem T2-Bond.

6Siehe [Bjö04], Prop.7.6.
7Siehe [Bjö04], Seite 320.
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Kapitel 2. Allgemeine short-rate Modelle

Insgesamt besitzt man ein Portfolio mit dem totalen Wert

V (t) = V2(t)B(t, T2) + V1(t)B(t, T1).

Aus der Dynamik der Bonds und der Itô-Formel folgt für die Portfolio-Dynamik

dV (t) = V (t)

(
V1(t)

dB(t, T1)

B(t, T1)
+ V2(t)

dB(t, T2)

B(t, T2)

)
= V (t) (V2(t)m(t, T2) + V1(t)m(t, T1)) dt+ (V2(t)σ̄(t, T2) + V1(t)σ̄(t, T1)) dW (t).

Dabei werden V1(t) und V2(t) so gewählt, dass

(I) V1(t) + V2(t) = 1

(II) V1(t)σ̄(t, T1) + V2(t)σ̄(t, T2) = 0.
(2.9)

Durch Bedingung (I) wird das Portfolio selbst�nanzierend und durch Bedingung (II)

risikolos. Dadurch ergibt sich die Dynamik des Portfolio-Wertes als

dV (t) = V (t) (V2(t)m(t, T2) + V1(t)m(t, T1)) dt.

Da das Portfolio selbst�nanzierend ist und ein arbitragefreier Finanzmarkt vorliegt,

folgt mit Satz 2.4

V2(t)m(t, T2) + V1(t)m(t, T1) = r(t), (2.10)

das heiÿt, die Portfoliorendite entspricht der risikolosen short-rate r(t). Durch Lösen

des linearen Gleichungssystems (2.9) erhält man für V1(t) und V2(t)

V1(t) =
σ̄(t, T2)

σ̄(t, T1)− σ̄(t, T2)
und V2(t) =

−σ̄(t, T1)

σ̄(t, T1)− σ̄(t, T2)
.

Nach Einsetzen in (2.10) ergibt sich

m(t, T1)− r(t)
σ̄(t, T1)

=
m(t, T2)− r(t)

σ̄(t, T2)
.

Diese Beziehung gilt für jede beliebige Fälligkeit.

Man erhält nun folgendes Resultat8, welches bereits in dem Artikel [Vas77] von Oldrich

Vasi£ek verö�entlicht wurde, und hat gleichzeitig den Marktpreis des Risikos hergelei-

tet.

8Vergleiche [Bjö04], Prop. 21.1.
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2.4. Die Term Structure Equation

Satz 2.5: Der Markt sei arbitragefrei. Dann existiert ein Prozess λ : [0, T ∗]×R→ R,
so dass die Beziehung

λ(t, r(t)) =
m(t, T )− r(t)

σ̄(t, T )
(2.11)

für jede Wahl der Fälligkeit T und für alle t < T gilt.

De�nition 2.6: Der Prozess λ(t, r(t)) = m(t,T )−r(t)
σ̄(t,T )

heiÿt der Marktpreis des Risikos.

Auf einem arbitragefreien Markt haben also alle Bonds unabhängig von ihrer Fälligkeit

den gleichen Marktpreis des Risikos.

Bemerkung 2.7: Der Zähler des Marktpreises des Risikos gibt gerade die Risikoprä-

mie eines Bonds an, also die zusätzliche erwartete Rendite gegenüber einer Investition

in das Geldmarktkonto. Da der Nenner von (2.11) gerade die Volatilität eines Bonds

darstellt, kann der Quotient als zusätzliche erwartete Rendite pro zusätzlicher Einheit

an Risiko interpretiert werden.

2.4 Die Term Structure Equation

In diesem Abschnitt wird die Term Structure Equation eingeführt, welche als partielle

Di�erentialgleichung, die alle Derivate auf die Zinsstruktur unter Arbitragefreiheit er-

füllen müssen, ein Analogon zur Black-Scholes-Di�erentialgleichung darstellt.

Theorem 2.8: (Term Structure Equation9)

Auf einem arbitragefreien Finanzmarkt erfüllt der arbitragefreie Bondpreis F T (t, r(t))

die partielle Di�erentialgleichung

0 =
∂F T (t, r(t))

∂t
+
(
µ(t, r(t))− λ(t, r(t))σ(t, r(t))

)∂F T (t, r(t))

∂r

+
1

2

∂2F T (t, r(t))

∂r2
σ2(t, r(t))− r(t)F T (t, r(t))

(2.12)

mit der Endbedingung F T (T, r(T )) = 1.

Gleichung (2.12) stellt die sogenannte Term Structure Equation dar.

9Siehe [Bjö04], Proposition 21.2.
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Kapitel 2. Allgemeine short-rate Modelle

Beweis: Aus (2.11) folgt m(t, T ) = r(t) + λ(t, r(t))σ̄(t, T ).

Dies wird nun mit (2.7) gleichgesetzt:

r(t) + λσ̄ =
1

F T

[
∂F T

∂t
+ µ

∂F T

∂r
+

1

2
σ2∂

2F T

∂r2

]
⇔ 0 =

1

F T

[
∂F T

∂t
+ µ

∂F T

∂r
+

1

2
σ2∂

2F T

∂r2
− r(t)F T − λσ∂F

T

∂r

]
⇔ 0 =

∂F T

∂t
+ (µ− λσ)

∂F T

∂r
+

1

2
σ2∂

2F T

∂r2
− r(t)F T .

Zur Übersichtlichkeit wurde hier F = F (t, r(t)), λ = λ(t, r(t)), µ = µ(t, r(t)), σ̄ =

σ̄(t, T ) und σ = σ(t, r(t)) gesetzt. Die Endbedingung ergibt sich aus der Bedingung

F T (T, r(T )) = 1 für Zero-Coupon-Bonds.

(2.12) ist die grundlegende Gleichung zur Bewertung von Bonds in einem Markt, in dem

die Annahmen 1 bis 4 erfüllt sind. Zusammen mit der Endbedingung F T (T, r(T )) = 1

erhält man durch Lösen dieser partiellen Di�erentialgleichung den arbitragefreien Preis

des T -Bonds.

Die Bondpreise lassen sich somit bestimmen, nachdem man µ(t, r(t)), σ(t, r(t)) und

λ(t, r(t)) bestimmt hat.

Bemerkung 2.9: 1. Gleichung (2.12) hat groÿe Ähnlichkeit mit der Black-Scholes-

Di�erentialgleichung, die jedoch auf Aktienderivate anzuwenden ist, während die

Term Structure Equation für Zero-Coupon-Bonds aufgestellt wird.

2. Zu beachten ist auch, dass, wenn man die Preise von Bonds mit verschiedenen

Fälligkeiten bestimmen möchte, die Term Structure Equation für jeden Bond

einzeln gelöst werden muss.

Im vierten Kapitel werden a�ne short-rate Modelle betrachtet. Aufgrund der speziellen

Gestalt der Bondpreise in diesen Modellen zerfällt die Term Structure Equation in

zwei gewöhnliche Di�erentialgleichungen, die im Allgemeinen mit wesentlich geringerem

Aufwand numerisch zu lösen sind, aber in einigen speziellen Modellen, die im Folgenden

vorgestellt werden, auch analytisch gelöst werden können. Hierbei genügt es, das System

von gewöhnlichen Di�erentialgleichungen einmal zu lösen, um die Preise von Bonds

verschiedener Fälligkeiten berechnen zu können.
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2.4. Die Term Structure Equation

Wird ein Claim mit Claimauszahlung Φ(r(T )) zum Zeitpunkt T betrachtet, wobei

Φ : R → R, so lässt sich wie im Fall von Zero-Coupon-Bonds annehmen, dass der

Preis des Claims zum Zeitpunkt t ≤ T als Funktion GT (t, r(t)) in Abhängigkeit von

der short-rate und der Zeit dargestellt werden kann. Dabei wird angenommen, dass

GT ausreichend oft stetig di�erenzierbar ist, so dass sich die Itô-Formel anwenden

lässt, das heiÿt, GT ∈ C1,2([0, T ] × R). Mit der gleichen Argumentation, mit der die

Term Structure Equation eingeführt wurde, erhält man eine allgemeine Term Structure

Equation für Zinsderivate10. Durch das Lösen dieser partiellen Di�erentialgleichung

erhält man den arbitragefreien Preis des Claims.

Satz 2.10 (Allgemeine Term Structure Equation): Sei X ein Contingent Claim der

Form X = Φ(r(T )), Φ : R → R. Ist der Preis des Claims Π(t) zum Zeitpunkt t als

reellwertige Funktion

Π(t) = GT (t, r(t)),

darstellbar mit GT ∈ C1,2([0, T ] × R), so erfüllt GT die Allgemeine Term Structure

Equation

∂GT (t, r(t))

∂t
+
(
µ(t, r(t))− λ(t, r(t))σ(t, r(t))

)∂GT (t, r(t))

∂r

+
1

2
σ(t, r(t))2∂

2GT (t, r(t))

∂r2
− r(t)GT (t, r(t)) = 0

(2.13)

mit der Endbedingung GT (T, r(T )) = Φ(r(T )).

Damit lassen sich die arbitragefreien Preise von Zinsderivaten als Lösung der Term

Structure Equation bestimmen. Der Unterschied zwischen der Allgemeinen und der

Term Structure Equation für Bonds liegt in der Endbedingung.

Beweis: Als Erstes wird die Itô-Formel benutzt, um die Dynamik des Zinsderivats zu

berechnen:

dGT (t, r(t))
Itô-Formel

=
∂GT

∂t
dt+

∂GT

∂r
dr(t) +

1

2

∂2GT

∂r2
d 〈r〉 (t)

(2.1)
=

[
∂GT

∂t
+ µ(t, r(t))

∂GT

∂r
+ σ(t, r(t))2 1

2

∂2GT

∂r2

]
dt+ σ(t, r(t))

∂GT

∂r
dW (t)

= GT (mΦ(t, T )dt+ σ̄Φ(t, T )dW (t))

(2.14)

10Vergleiche [Bjö04], Proposition 21.4.
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Kapitel 2. Allgemeine short-rate Modelle

mit

mΦ(t, T ) =
1

GT

(
∂GT

∂t
+ µ(t, r(t))

∂GT

∂r
+ σ(t, r(t))2 1

2

∂2GT

∂r2

)
(2.15)

und

σ̄Φ(t, T ) =
1

GT
σ(t, r(t))

∂GT

∂r
, (2.16)

wobei GT (t, r(t)) durch GT abgekürzt wurde.

Im Folgenden wird ein relatives Portfolio aus einem T -Bond und dem Zinsderivat ge-

bildet, welches zusätzlich risikolos sein soll. Dabei halte man zum Zeitpunkt t VB(t)

Einheiten des T -Bonds und VΦ(t) Einheiten des Zinsderivats. Der totale Wert des Port-

folios in t ist

V (t) = VB(t)B(t, T ) + VΦ(t)GT (t, r(t))

und für die Portfolio-Dynamik ergibt sich

dV (t) = V (t)

[
VB(t)

dB(t, T )

B(t, T )
+ VΦ(T )

dGT (t, r(t))

GT (t, r(t))

]
(2.6),(2.14)

= V (t)[(VB(t)m(t, T ) + VΦ(t)mΦ(t, T )) dt+ (VB(t)σ̄(t, T ) + VΦ(t)σ̄Φ(t, T )) dW (t)].

Auÿerdem erfüllt das relative Portfolio das folgende lineare Gleichungssystem:

(I) VB(t) + VΦ(t) = 1

(II) VB(t)σ̄(t, T ) + VΦ(t)σ̄Φ(t, T ) = 0
(2.17)

Gleichung (I) ist die Bedingung für das relative Portfolio und aufgrund von Gleichung

(II) ist das Portfolio gerade risikolos. Somit ergibt sich für die Portfolio-Dynamik:

dV (t) = V (t) (VB(t)m(t, T ) + VΦ(t)mΦ(t, T )) dt.

Mit Satz 2.4 folgt

VB(t)m(t, T ) + VΦ(t)mΦ(t, T ) = r(t). (2.18)

Die Lösung des linearen Gleichungssystems (2.17) ist gerade

VΦ(t) =
σ̄(t, T )

σ̄(t, T )− σ̄Φ(t, T )
und VB(t) =

−σ̄Φ(t, T )

σ̄(t, T )− σ̄Φ(t, T )
.

Durch Einsetzen dieser Lösungen in (2.18) und mit einigen Umformungen folgt die

Beziehung
mΦ(t, T )− r(t)

σ̄Φ(t, T )
=
m(t, T )− r(t)

σ̄(t, T )

(2.11)
= λ(t, r(t)). (2.19)

Daraus ergibt sich die Beziehung mΦ(t, T ) = r(t)+λ(t, r(t))σ̄Φ(t, T ) und durch Gleich-
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setzen mit (2.15) ergibt sich

∂GT

∂t
+
(
µ(t, r(t))− λ(t, r(t))σ(t, r(t))

)∂GT

∂r
+

1

2
σ(t, r(t))2∂

2GT

∂r2
− r(t)GT = 0.

Die Endbedingung folgt aus der Tatsache, dass GT (t, r(t)) = Φ(r(T )) gilt.

2.5 Die Dynamik der short-rate unter einem EMM

Nun wird untersucht, wie sich die Dynamiken der short-rate und des Bondpreises nach

einem Maÿwechsel zu einem äquivalenten Martingalmaÿ Q = Pγ verändern. Aus dem

Theorem von Girsanov11 ist bereits bekannt, dass, wenn Pγ äquivalent zu P ist, ein

preversibler reellwertiger Prozess (γ(t))0≤t≤T ∗ existiert, derart dass gilt:

dPγ

dP
|Ft= exp

(∫ t

0

γ(u)dW (u)− 1

2

∫ t

0

γ(u)2du

)
=: η(t).

Der folgende Satz12 liefert die Dynamiken unter einem risikoneutralen Maÿ.

Satz 2.11: Sei 0 ≤ t ≤ T ≤ T ∗, T > 0.

Die short-rate r(t) folge einem Itô-Prozess unter dem objektiven Maÿ P mit Dynamik

(2.1). Dann gilt unter jedem zu P äquivalenten Martingalmaÿ Q = Pγ:
(i) Der Prozess r(t) genügt unter Pγ der Dynamik

dr(t) = (µ(t, r(t)) + σ(t, r(t))γ(t))dt+ σ(t, r(t))dW γ(t), (2.20)

wobei W γ(t) eine Brownsche Bewegung unter Pγ bezeichne.

(ii) Es existiert ein reellwertiger adaptierter Prozess σγ(t, T ), derart dass

dB(t, T ) = B(t, T ) (r(t)dt+ σγ(t, T )dW γ(t)) . (2.21)

Beweis: Der erste Teil des Satzes ergibt sich aus der Tatsache, dass

W γ(t) = W (t)−
∫ t

0

γ(u)du

nach dem Theorem von Girsanov ein Wiener Prozess unter Pγ ist. Für die Dynamik

11Siehe [Pau09], Finanzmathematik 2, Abschnitt 3.7.
12Siehe [MR97], Proposition 12.2.1.
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der short-rate folgt

dr(t)
(2.1)
= µ(t, r(t))dt+ σ(t, r(t))dW (t)

= µ(t, r(t))dt+ σ(t, r(t))(dW γ(t) + γ(t)dt)

= (µ(t, r(t)) + σ(t, r(t))γ(t))dt+ σ(t, r(t))dW γ(t).

Für den zweiten Teil des Beweises setze Z∗(t, T ) = B(t,T )
β(t)

und M(t) = Z∗(t, T )η(t).

Da Z∗(t, T ) ein Pγ-Martingal ist, erhält man durch Anwenden der Formel von Bayes13

M(t) = Z∗(t, T )η(t) = η(t)EPγ [Z∗(T, T ) | Ft]
Bayes
= E [Z∗(T, T )η(T ) | Ft] = E [M(T ) | Ft] .

Damit ist M(t) also ein P-Martingal. Mit dem Martingal-Darstellungssatz14 folgt, dass

ein Ψ ∈ L existiert, so dass

M(t) = M(0) +

∫ t

0

Ψ(s)dW (s)

η(0)=1
= Z∗(0, T ) +

∫ t

0

Ψ(s)dW (s).

M(t) besitzt also die Dynamik

dM(t) = Ψ(t)dW (t).

Da η(t) das Doléans-Exponential darstellt, ist die Dynamik von η(t) gerade

dη(t) = η(t)γ(t)dW (t).

Durch Anwenden der Itô-Formel erhält man für die Dynamik von 1
η(t)

d(
1

η(t)
)
Itô-Formel

= − 1

η(t)2
dη(t) +

1

η(t)
d 〈η〉 (t)

=
1

η(t)
γ(t)2dt− 1

η(t)
γ(t)dW (t).

Weiter ergibt sich mit der partiellen Integrationsformel15 und dW γ(t) = dW (t)−γ(t)dt,

13Vergleiche [Bjö04], Proposition B.41.
14Vergleiche [Fil09], Theorem 4.8.
15Siehe [Pau09], Kapitel 3.3
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dass

dZ∗(t, T )

= d(Z∗(t, T )η(t)
1

η(t)
) = d(M(t)

1

η(t)
)

part. Int.
= M(t)d

(
1

η(t)

)
+

1

η(t)
dM(t) + d 〈M, η〉 (t)

=

(
Z∗(t, T )γ2(t)− 1

η(t)
Ψ(t)γ(t)

)
dt+

(
1

η(t)
Ψ(t)− Z∗(t, T )γ(t)

)
dW (t)

=

(
1

η(t)
Ψ(t)− Z∗(t, T )γ(t)

)
dW γ(t)

und

dB(t, T ) = d(Z∗(t, T )β(t))

part. Int.
= Z∗(t, T )dβ(t) + β(t)dZ∗(t, T ) + d 〈Z∗, β〉 (t)

= B(t, T )

r(t)dt+ [
β(t)

η(t)
Ψ(t)

1

B(t, T )
− γ(t)]︸ ︷︷ ︸

=:σγ(t,T )

dW γ(t)

 .

Damit ändert der Maÿwechsel nur die Drift der short-rate, die Volatilität bleibt unver-

ändert. Auÿerdem entspricht die erwartete Rendite unter dem risikoneutralen Maÿ auf

jeden Bond dem risikolosen Zins, also der short-rate.

Der Prozess (γ(t))0≤t≤T ∗ kann allerdings noch genauer bestimmt werden:

Nach Satz 2.3 gilt für die Dynamik des T -Bonds

dB(t, T ) = B(t, T ) (m(t, T )dt+ σ̄(t, T )dW (t)) .

Ein Maÿwechsel zum äquivalenten Martingalmaÿ Q liefert nun

dB(t, T )
dW (t)=dW̃ (t)+γ(t)dt

= B(t, T )
(

[m(t, T ) + σ̄(t, T )γ(t)] dt+ σ̄(t, T )dW̃ (t)
)
. (2.22)

Man erhält unter Verwendung von (2.21) also die Beziehung

m(t, T ) + σ̄(t, T )γ(t) = r(t).
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Nach einigen Umformungen ergibt sich

γ(t) = −m(t, T )− r(t)
σ̄(t, T )

= −λ(t, r(t)).

Erfüllt der Marktpreis des Risikos die Novikov-Bedingung16, so ist der Dichtequotien-

tenprozess von Q nach P also durch das Doléans-Exponential

dQ

dP
|Ft= Et((−λ) ∗W ) = exp

(
−
∫ t

0

λ(u, r(u))dW (u)−
∫ t

0

λ(u, r(u))2du

)
gegeben. Dann gilt für die Dynamik der short-rate unter Q

dr(t) = (µ(t, r(t))− σ(t, r(t))λ(t, r(t))) dt+ σ(t, r(t))dW̃ (t). (2.23)

Für verschiedene Spezi�kationen des Marktpreises des Risikos erhält man also verschie-

dene äquivalente Martingalmaÿe.

Für den Di�usionsterm des Bonds folgt auÿerdem, dass gilt

σγ(t, T ) = σ̄(t, T ).

Diese Beziehung folgt auch aus (2.22) und (2.21), ist aber intuitiv klar, da ein Maÿ-

wechsel lediglich die Drift ändert, die Volatilität aber unverändert bleibt.

Des Weiteren lässt sich die Dynamik eines T -Claims unter Q bestimmen:

Korollar 2.12: Sei X ein Contingent T -Claim der Form X = Φ(r(T )), Φ : R → R.
Der Preis des Claims Π(t) sei zum Zeitpunkt t als reellwertige Funktion darstellbar,

Π(t) = GT (t, r(t)) mit GT ∈ C1,2([0, T ]× R).

Dann besitzt der Preis des Claims bezüglich Q die Dynamik

dGT (t, r(t)) = GT (t, r(t))
[
r(t)dt+ σΦ(t, T )dW̃ (t)

]
.

Beweis: Aus dem Beweis von Satz 2.10 ist bereits die Dynamik von GT (t, r(t)) unter

P bekannt:

dGT (t, r(t)) = GT (t, r(t)) (mΦ(t, T )dt+ σ̄Φ(t, T )dW (t))

mit mΦ und σ̄Φ de�niert wie in (2.15) und (2.16). Da W̃ (t) = W (t) +
∫ t

0
λ(t)dt ein

16Siehe [Pau09], Finanzmathematik 2, Abschnitt 3.4.
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Wiener-Prozess bezüglich Q ist, folgt

dGT (t, r(t)) = GT (t, r(t))
(

(mΦ(t, T )− σ̄Φ(t, T )λ(t, r(t)))dt+ σ̄Φ(t, T )dW̃ (t)
)

(2.19)
= GT (t, r(t))

(
r(t)dt+ σ̄Φ(t, T )dW̃ (t)

)
,

da nach Formel (2.19) die Beziehung mΦ(t,T )−r(t)
σ̄Φ(t,T )

= λ(t, r(t)) gilt.

Bemerkung 2.13: Mit Hilfe der Girsanov-Transformation erhält man eine weitere

Darstellung der Dynamik des T -Bonds unter dem realen Maÿ P17:

dB(t, T ) = B(t, T ) [(r(t)− σ̄(t, T )λ(t, r(t))) dt+ σ̄(t, T )dW (t)] .

Beweis: Betrachtet wird zunächst die Dynamik des T -Bonds unter Q. Mit der Bezie-

hung dW̃ (t) = dW (t)− λ(t, r(t))dt erfolgt der Wechsel zurück zum realen Maÿ P:

dB(t, T )
(2.21)
= B(t, T )

[
r(t)dt+ σ̄(t, T )dW̃ (t)

]
= B(t, T ) [r(t)dt+ σ̄(t, T ) (dW (t)− λ(t, r(t))dt)]

= B(t, T ) [(r(t)− σ̄(t, T )λ(t, r(t))) dt+ σ̄(t, T )dW (t)] .

An (2.13) wird die Bedeutung des Marktpreises des Risikos als Risikoprämie deut-

lich. Vergleicht man die Dynamik des Bonds mit der Dynamik des Geldmarktkontos

dβ(t) = β(t)r(t)dt, so ist die Di�erenz zwischen der Drift des Bonds und der Drift des

Geldmarktkontos gerade der Term σ̄(t, T )λ(t, r(t)). Dieser Term stellt die Risikoprämie

dar, die man erhält, wenn man in einen Bond statt in das Geldmarktkonto investiert.

2.6 Vollständigkeit

Bisher ist der Finanzmarkt, der im Rahmen von short-rate Modellen eingeführt wurde,

nicht vollständig und das äquivalente Martingalmaÿ ist nicht eindeutig18. Der Grund

dafür ist, dass nur der Preisprozess des risikolosen Geldmarktkontos bekannt ist. Auf-

grund dieser Tatsache kann der Marktpreis des Risikos nicht im Rahmen des Modells

bestimmt werden, sondern muss wie der Drift- und der Di�usionsterm der short-rate

17Vergleiche [LL96], Proposition 6.1.3.
18Vergleiche [Bjö04], Seite 323.
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von Anfang an vorgegeben werden19. Damit lassen sich dann arbitragefreie Bondpreise

mit der Term Structure Equation berechnen.

Durch Hinzunahme der Annahme, dass der Preisprozess eines Bonds, etwa der des

T ∗-Bonds, bekannt ist, erhält man die Vollständigkeit. Dies liefert einen eindeutig be-

stimmten Marktpreis des Risikos und damit ein eindeutiges äquivalentes Martingal-

maÿ20.

Annahme:

Der Preisprozess des T ∗-Bonds ist gegeben durch

dF T ∗(t, r(t)) = F T ∗(t, r(t)) [m(t, T ∗)dt+ σ̄(t, T ∗)dW (t)] (2.24)

mit adaptierten und bezüglich beider Variablen messbaren Funktionen

m, σ̄ : [0, T ∗]× R→ R,

derart dass (2.24) eine starke Lösung besitzt.

Nach (2.11) gilt

λ(t, r(t)) =
m(t, T ∗)− r(t)

¯σ(t, T ∗)
,

der Marktpreis des Risikos ist nun eindeutig bestimmt.

Erfüllt λ(t, r(t)) die Novikov-Bedingung, so kann man nach dem Satz von Girsanov mit

dem Dichtequotientenprozess

dQ

dP
|Ft= exp

(
−
∫ t

0

λ(u, r(u))dW (u)− 1

2

∫ t

0

λ(u, r(u))2du

)
zu einem zu P äquivalenten Maÿ Q wechseln und W̃ (t) = W (t) +

∫ t
0
λ(u, r(u))du ist

ein Wiener-Prozess bezüglich Q.

Damit ist das äquivalente Martingalmaÿ eindeutig bestimmt und das Finanzmarktmo-

dell ist nach dem Zweiten Fundamentalsatz der Preistheorie21 vollständig.

19Vergleiche [BK04], Bemerkung 8.2.1(ii), [Bjö04], Seite 322.
20Vergleiche [Bjö04], Seite 323.
21Siehe [Bjö04],Theorem 10.17.
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2.7 Martingale Modelling

Bisher wurde gezeigt, dass die Zinsstruktur, das heiÿt, eine arbitragefreie Familie von

Bondpreisen, vollständig durch die Term Structure Equation bestimmt ist. Vor dem Lö-

sen dieser partiellen Di�erentialgleichung sind jedoch die folgenden drei Komponenten

zu bestimmen22:

• µ = µ(t, r(t)), der Driftterm der short-rate,

• σ = σ(t, r(t)), der Di�usionsterm der short-rate, sowie

• λ = λ(t, r(t)), der Marktpreis des Risikos.

Der Bondpreis F T (t, r(t)) hängt somit von diesen drei Komponenten ab. Betrachtet

man die Term Structure Equation (2.12), so wird deutlich, dass man zum Lösen dieser

partiellen Di�erentialgleichung lediglich die Funktion σ und den Term (µ− σλ) benö-

tigt. Die Bestandteile des Terms müssen im Einzelnen nicht bekannt sein. Da dieser

Term nach Formel (2.23) gerade die Drift der short-rate unter dem äquivalenten Mar-

tingalmaÿ Q darstellt, wird dieses Martingalmaÿ �xiert und die Dynamik der short-rate

direkt unter Q spezi�ziert. Dieser Vorgang wird als �Martingale Modelling� bezeichnet.

Es gelte:

dr(t) = α(t, r(t))dt+ σ(t, r(t))dW̃ (t), (2.25)

mit adaptierten und bezüglich beider Variablen messbaren Funktionen

α, σ : [0, T ∗]× R→ R

derart, dass eine starke Lösung der stochastischen Di�erentialgleichung (2.25) exis-

tiert23.

Mit der Modellierung der short-rate unter dem risikoneutralen Maÿ wird also implizit

der Marktpreis des Risikos bestimmt, denn die Drift der short-rate unter Q, ausgehend

von der Dynamik unter P, ist gerade

α(t, r(t)) = µ(t, r(t))− σ(t, r(t))λ(t, r(t)).

22Vergleiche [Bjö04], Seite 326.
23Vergleiche Abschnitt 2.1.

37



Kapitel 2. Allgemeine short-rate Modelle

Nach Korollar 2.5 gilt für den Preis eines T -Bonds zum Zeitpunkt t unter dem äquiva-

lenten Martingalmaÿ

B(t, T ) = EQ

[
exp

(
−
∫ T

t

r(u)du

)
| Ft
]
.

Durch den Vorgang des Martingale Modelling ist die Annahme, dass sich die Bondpreise

als Funktion in Abhängigkeit von t und r(t) darstellen lassen, nicht erforderlich. Diese

Tatsache folgt direkt aus der Markov-Eigenschaft der short-rate:

Korollar 2.14: Der Preis des T -Bonds in t ist eine reellwertige Funktion in Abhän-

gigkeit von t und r(t), das heiÿt, B(t, T ) = F T (t, r(t)) mit F T : [0, T ∗]× R→ R.

Beweis: Es gilt

B(t, T ) = EQ

[
exp

(
−
∫ T

t

r(u)du

)
| Ft
]

Markov
= EQ

[
exp

(
−
∫ T

t

r(u)du

)
| r(t) = r

]
= F T (t, r)

mit F T (t, r) = EQ

[
exp

(
−
∫ T
t
r(u)du

)
| r(t) = r

]
.

Nimmt man zusätzlich an, dass die Funktion ausreichend oft in beiden Variablen stetig

di�erenzierbar ist, das heiÿt, F ∈ C1,2([0, T ∗]×R), so lässt sich die Itô-Formel anwenden

und schlieÿlich die Term Structure Equation unter dem risikoneutralen Maÿ einführen.

Theorem 2.15: (Term Structure Equation)

Ist in einem arbitragefreien Bondmarkt die Dynamik der short-rate unter dem äquiva-

lenten Martingalmaÿ in Form von (2.25) gegeben, so erfüllt der Preis eines Bonds mit

jeder beliebigen Fälligkeit T > 0 die Term Structure Equation, das heiÿt, der Preis des

T -Bonds ist die Lösung der partiellen Di�erentialgleichung

∂F T (t, r(t))

∂t
+ α(t, r(t))

∂F T (t, r(t))

∂r
+

1

2

∂2F T (t, r(t))

∂r2
σ2(t, r(t))− F T (t, r(t))r(t) = 0

(2.26)

mit der Endbedingung F T (T, r(T )) = 1.
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Beweis: Unter Q berechnet sich die Dynamik der Bondpreise genauso wie unter dem

realen Maÿ P mit der Itô-Formel und der Dynamik der short-rate. Man erhält also

dF T (t, r(t)) = F T
[
n(t, T )dt+ σ̄(t, T )dW̃ (t)

]
mit n(t, T ) =

1

F T

[
∂F T

∂t
+ α(t, r(t))

∂F T

∂r
+

1

2

∂2F T

∂r2
σ2(t, r(t))

]
und σ̄(t, T ) =

1

F T
σ(t, r(t))

∂F T

∂r
.

Nach Satz 2.11 ist die Drift des T -Bonds unter dem risikoneutralen Maÿ Q gleich

F T (t, r(t))r(t)dt. Durch Gleichsetzen mit n(t, T ) erhält man die Gleichung

∂F T

∂t
+ α(t, r(t))

∂F T

∂r
+

1

2

∂2F T

∂r2
σ2(t, r(t))− F T r(t) = 0.

Dabei wurde an vielen Stellen F T (t, r(t)) durch F T abgekürzt. Die Endbedingung folgt

aus der Bedingung F T (T, r(T )) = 1 des T -Bonds.

Nach Spezi�kation der zwei Komponenten α(t, r(t)) und σ(t, r(t)) lässt sich der Bond-

preis als Lösung der Term Structure Equation unter dem äquivalenten Martingalmaÿ

bestimmen.

Bemerkung 2.16: Auch unter Q erhält man eine Allgemeine Term Structure Equa-

tion, die Zinsderivate unter Arbitragefreiheit erfüllen müssen:

Sei X = Φ(r(T )) ein Contingent T -Claim mit EQ

[
|Φ(r(T ))|
β(T )

]
<∞, Φ : R→ R. Dann ist

der arbitragefreie Preis des Claims zum Zeitpunkt t als Funktion in Abhängigkeit von

t und r(t) darstellbar, denn wegen der Markov-Eigenschaft der short-rate gilt

EQ

[
e
∫ T
t r(u)duΦ(r(T )) | Ft

]
= EQ

[
e
∫ T
t r(u)duΦ(r(T )) | r(t) = r

]
= GT (t, r(t)).

Unter der Annahme, dass GT ∈ C1,2([0, T ] × R), erhält man die Allgemeine Term

Structure Equation:

∂GT (t, r(t))

∂t
+ α(t, r(t))

∂GT (t, r(t))

∂r
+

1

2
σ(t, r(t))2∂

2GT (t, r(t))

∂r2
− r(t)GT (t, r(t)) = 0

mit der Endbedingung GT (T, r(T )) = Φ(r(T )).

Dazu verwendet man die gleiche Argumentation wie für Theorem 2.15, indem man die

Dynamik von GT unter Q mit der Itô-Formel berechnet und die Tatsache benutzt, dass

39



Kapitel 2. Allgemeine short-rate Modelle

die Dynamik des Zinsderivats bereits in Korollar 2.12 berechnet wurde. Gleichsetzen

der Driftterme liefert die partielle Di�erentialgleichung.

Umgekehrt wird nun gezeigt, dass eine Funktion, die das unten stehende Endwertpro-

blem löst, gerade den arbitragefreien Preis eines Claims darstellt.

Satz 2.17: (Vergleiche [Fil09], Lemma 5.1 und [Sch04], Lemma 1.2.4.)

Sei T > 0 und X = Φ(r(T )), Φ : R→ R, ein FT -messbarer Claim mit

EQ

[
|Φ(r(T ))|
β(T )

]
< ∞. Weiter sei angenommen, dass G = G(t, r(t)) ∈ C1,2([0, T ] × R)

eine Lösung des folgenden Endwertproblems auf [0, T ]× R ist:

∂G(t, r(t))

∂t
+ α(t, r(t))

∂G(t, r(t))

∂r
+

1

2
σ(t, r(t))2∂

2G(t, r(t))

∂r2
− r(t)G(t, r(t)) = 0

G(T, r(T )) = Φ(r(T )).

(2.27)

Dann gilt für den arbitragefreien Preis des Claims

EQ

[
e−

∫ T
t r(u)duΦ(r(T )) | Ft

]
= G(t, r(t)), 0 ≤ t ≤ T.

Beweis: Sei

M(t) = G (t, r(t)) e−
∫ t
0 r(u)du, t ≤ T.

M(t) ist somit ausreichend oft stetig partiell nach r(t) und t di�erenzierbar, so dass

man die Itô-Formel anwenden kann. Damit folgt, wobei G(t, r(t)) durch G angekürzt

wird, (

dM(t) =

(
−r(t)e−

∫ t
0 r(u)duG+ e−

∫ t
0 r(u)du∂G

∂t

)
dt

+ e−
∫ t
0 r(u)du∂G

∂r
dr(t) +

1

2
σ(t, r(t))2e−

∫ t
0 r(u)du∂

2G

∂r2
dt

=
(∂G
∂t

+ α(t, r(t))
∂G

∂r
+

1

2
σ(t, r(t))2∂

2G

∂r2
− r(t))

)
e−

∫ t
0 r(u)dudt

+ e−
∫ t
0 r(u)du∂G

∂r
σ(t, r(t))dW̃ (t)

(2.27)
= e−

∫ t
0 r(u)du∂G

∂r
σ(t, r(t))dW̃ (t),
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und M(t) ist somit ein Martingal. Es gilt

M(T ) = G(T, r(T ))e−
∫ T
0 r(u)du = Φ(r(T ))e−

∫ T
0 r(u)du.

Wegen der Martingaleigenschaft von M(t) folgt

EQ

[
Φ(r(T ))e−

∫ T
0 r(u)du | Ft

]
= EQ [M(T ) | Ft]

= M(t)

= G(t, r(t))e−
∫ t
0 r(u)du

und daraus ergibt sich

G(t, r(t)) = e
∫ t
0 r(u)duEQ

[
Φ(r(T ))e−

∫ T
0 r(u)du | Ft

]
= EQ

[
Φ(r(T ))e−

∫ T
t r(u)du | Ft

]
.

Die partielle Di�erentialgleichung entspricht der Term Structure Equation, es liegt je-

doch ein Unterschied in der Endbedingung vor. Zusammengefasst wurde in dem Satz

gezeigt, dass der arbitragefreie Preis in t des Claims

Φ(r(T )) = EQ

[
Φ(r(T ))e−

∫ T
t r(u)du | Ft

]
dem Wert der Funktion in t, also G(t, r(t)) entspricht, wenn eine ausreichend glatte

Funktion G(t, r(t)) (2.27) erfüllt.

2.8 Die wichtigsten short-rate Modelle

Wie in [Fil02] oder [Sch04] folgt an dieser Stelle nun eine Liste der wichtigsten short-rate

Modelle, in denen die short-rate-Dynamik unter dem risikoneutralen Maÿ Q angegeben

wird:

1. Vasi£ek (1977):

dr(t) = κ(θ − r(t))dt+ σdW̃ (t)
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Kapitel 2. Allgemeine short-rate Modelle

2. Cox-Ingersoll-Ross (1985):

dr(t) = κ(θ − r(t))dt+ σ
√
r(t)dW̃ (t)

3. Dothan (1978):

dr(t) = r(t)(θdt+ σdW̃ (t))

4. Black-Derman-Toy (1991):

r(t) = exp(Y (t)) mit dY (t) =
(
a(t) +

1

σ(t)

∂σ(t)

∂t
Y (t)

)
dt+ σdW̃ (t)

5. Black-Karasinsky (1991):

r(t) = exp(Y (t)) mit dY (t) =
(
a(t) + b(t)Y (t)

)
dt+ σdW̃ (t)

6. Hull-White (Extended Vasi£ek) (1990):

dr(t) = (a(t)− b(t)r(t))dt+ σdW̃ (t)

7. Hull-White (Extended CIR) (1990):

dr(t) = (a(t)− b(t)r(t))dt+ σ
√
r(t)dW̃ (t)

Dabei sind σ(t), a(t) und b(t) deterministische Funktionen und κ, σ, θ > 0.

Wie in [Sch04] kann man sogar eine allgemeine Form angeben, die alle hier aufgelisteten

Modelle erfüllen:

dr(t) =
[
K0(t) +K1(t)r(t) +K2(t)r(t) log(r(t))

]
dt+

[
H0(t) +H1(t)r(t)

]ν
dW̃ (t),

wobei K0, K1, K2, H0 undH1 deterministische Funktionen sind und

ν ∈ {0.5, 1, 1.5}.

Im fünften Kapitel werden das Vasi£ek-Modell, das Cox-Ingersoll-Ross-Modell und das

Hull-White-Modell noch näher vorgestellt.
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3 Forwardmartingalmaÿe

In diesem Kapitel wird ein neues Maÿ, das Forwardmartingalmaÿ, eingeführt, welches

einen Bond als Numéraire besitzt. Im Anschluss daran wird der Zusammenhang zwi-

schen dem Forwardpreis und dem arbitragefreien Preis aufgezeigt. Das Ziel ist es, eine

Formel zur Bewertung von Optionen unter Verwendung von Forwardmartingalmaÿen

zu beweisen. Zum Abschluss des Kapitels wird ein Portfolio aus Bondoptionen bewertet.

3.1 Das T -Forwardmartingalmaÿ

Sei 0 < T ≤ T ∗.

Satz 3.1: (Vergleiche [Fil09], Seite 105.)

Durch den Dichtequotientenprozess

dQT

dQ
=

1

B(0, T )β(T )

wird auf FT ein zu Q äquivalentes Martingalmaÿ QT de�niert.

Für 0 ≤ t ≤ T gilt
dQT

dQ
|Ft=

B(t, T )

B(0, T )β(t)
=: LT (t).

Das wesentliche Hilfsmittel für den Beweis ist die Formel von Bayes. Auÿerdem wird

benutzt, dass der Prozess
(
B(t,T )
β(t)

)
0≤t≤T

ein Martingal unter Q ist.
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Beweis: Es gilt B(0, T )β(t) > 0. Da der abdiskontierte Bondpreis ein Martingal ist,

folgt

EQ

[
1

β(T )

]
B(T,T )=1

= EQ

[
B(T, T )

β(T )
| F0

]
=
B(0, T )

β(0)

β(0)=1
= B(0, T )

und damit

EQ

[
1

B(0, T )β(T )

]
= 1.

Also lässt sich auf FT durch dQT

dQ
= 1

B(0,T )β(T )
ein zu Q äquivalentes Maÿ QT de�nieren.

Da (B(t,T )
β(t)

)0≤t≤T ein Q-Martingal darstellt, gilt für t ≤ T

EQ

[
1

B(0, T )β(T )
| Ft
]
B(T,T )=1

=
1

B(0, T )
EQ

[
B(T, T )

β(T )
| Ft
]

=
B(t, T )

B(0, T )β(t)

und damit erhält man für den Dichtequotientenprozess

dQT

dQ
|Ft=

B(t, T )

B(0, T )β(t)
.

Für 0 ≤ t ≤ T ≤ S ≤ T ∗ gilt mit der Formel von Bayes

EQT

[
B(T, S)

B(T, T )
| Ft
]

Bayes
=

EQ

[
B(T,S)

B(0,T )β(T )
| Ft
]

EQ

[
1

B(0,T )β(T )
| Ft
]

=
B(0, T )

B(0, T )

EQ

[
B(T,S)
β(T )

| Ft
]

EQ

[
B(T,T )
β(T )

| Ft
] =

B(t, S)

B(t, T )
.

Die mit dem T -Bond abdiskontierten Bondpreise sind also QT -Martingale. Damit ist

QT ein äquivalentes Martingalmaÿ.

De�nition 3.2: Das zuQ äquivalente MartingalmaÿQT heiÿt T -Forwardmartingalmaÿ1.

Zur Erinnerung wird an dieser Stelle die Dynamik des T -Bonds unter Q angeführt:

dB(t, T ) = B(t, T )
(
r(t)dt+ σ̄(t, T )dW̃ (t)

)
. (3.1)

Da QT ein zu Q äquivalentes Martingalmaÿ darstellt, folgt mit dem Satz von Girsanov,

1Das T -Forwardmartingalmaÿ wird auch als terminrisikoangepasstes Maÿ bezeichnet.

44



3.1. Das T -Forwardmartingalmaÿ

dass ein preversibler reellwertiger Prozess (γ(t))0≤t≤T existiert, so dass gilt

dQT

dQ
|Ft= exp

(∫ t

0

γ(u)dW̃ (u)− 1

2

∫ t

0

γ(u)2du

)
.

Auÿerdem ist W T (t) = W̃ (t) −
∫ t

0
γ(u)du ein Wiener-Prozess bezüglich QT . Mit dem

folgenden Satz wird gezeigt, dass dieser Prozess γ(t) bereits bekannt ist und gerade

den Di�usionsterm σ̄(t, T ) der Dynamik des T -Bonds unter Q darstellt.

Satz 3.3: (Vergleiche [Bjö04], Proposition 24.7.)

Der Dichtequotientenprozess LT (t) besitzt bezüglich Q die Dynamik

dLT (t) = LT (t)σ̄(t, T )dW̃ (t).

Beweis: Da der Bondpreis als Funktion F T in Abhängigkeit von t und r(t) dargestellt

werden kann, folgt für den Dichtequotientenprozess

LT (t) =
B(t, T )

β(t)B(0, T )
=

F T (t, r(t))

β(t)F T (0, r(0))
.

Mit der partiellen Integrationsformel folgt für die Dynamik von LT

dLT (t) =
1

β(t)F T (0, r(0))
dF T (t, r(t)) +

F T (t, r(t))

F T (0, r(0))
d

1

β(t)︸ ︷︷ ︸
=− 1

β(t)
r(t)dt

(3.1)
= LT (t)

(
r(t)dt+ σ̄(t, T )dW̃ (t)

)
− LT (t)r(t)dt

= LT (t)σ̄(t, T )dW̃ (t).

Nach dem Satz von Girsanov gilt also

LT (t) =
dQT

dQ
|Ft= exp

(∫ t

0

σ̄(u, T )dW̃ (u)− 1

2

∫ t

0

σ̄(u, T )2du

)
und W T (t) = W̃ (t)−

∫ t
0
σ̄(u, T )du ist ein Wiener-Prozess bezüglich QT .
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Kapitel 3. Forwardmartingalmaÿe

3.2 Die Beziehung zwischen arbitragefreien Preisen

und Forwardpreisen

Sei X ein T -Claim, derart dass EQ

[
|X |
β(T )

]
<∞.

Der arbitragefreie Preis zum Zeitpunkt t ≤ T ist gegeben durch

Π(t) = β(t)EQ

[
X
β(T )

| Ft
]
.

Für die Berechnung dieses Preises benötigt man die gemeinsame Verteilung von 1
β(T )

und X . Durch den Übergang zum T -Forwardmartingalmaÿ vereinfacht sich dieser Be-

wertungsprozess. Der folgende Satz liefert eine Beziehung zwischen dem arbitragefreien

Preis und dem Forwardpreis2.

Satz 3.4: Sei X ein T -Claim mit EQ

[
|X |
β(T )

]
<∞.

Dann gilt EQT [|X |] <∞ und

Π(t) = B(t, T )EQT [X | Ft] . (3.2)

EQT [X | Ft] bezeichnet den T -Forwardpreis des Claims.

Beweis: Da EQ

[
|X |
β(T )

]
<∞, folgt mit der Formel von Bayes

EQT [|X |] Bayes
=

EQ

[
|X |

B(0,T )β(T )

]
EQ

[
1

B(0,T )β(T )

] =
EQ

[
|X |
β(T )

]
EQ

[
1

β(T )

] <∞.
Des Weiteren folgt mit der Formel von Bayes für den Forwardpreis

EQT [X | Ft]
Bayes
=

EQ

[
X

β(T )B(0,T )
| Ft
]

EQ

[
1

β(T )B(0,T )
| Ft
] =

EQ

[
X
β(T )
| Ft
]

EQ

[
1

β(T )
| Ft
]

=
β(t)EQ

[
X
β(T )
| Ft
]

B(t, T )
=

Π(t)

B(t, T )
.

Daraus ergibt sich nun Π(t) = B(t, T )EQT [X | Ft].

2Siehe [Fil09], Proposition 7.1.
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Zur Berechnung des Forwardpreises des Claims benötigt man nur die Verteilung des

Claims und kann dann mit Formel (3.2) zum arbitragefreien Preis übergehen.

3.3 Bewertung von Optionen

Sei 0 ≤ t ≤ T < S ≤ T ∗. In diesem Abschnitt sei eine (europäische) Calloption auf

einen S-Bond mit Ausübungszeitpunkt T < S und Strike-Preis K betrachtet. Das Ziel

wird es sein, den Preis dieser Calloption zum Zeitpunkt t zu berechnen.

Für die Bewertung eines Calls auf einen Bond ist es notwendig, einen Maÿwechsel zum

T -Forwardmaÿ durchzuführen.

Theorem 3.5 (Call-Bewertungsformel3): Für den Preis eines Calls in t auf einen

S-Bond mit Ausübungszeitpunkt T < S und Strike-Preis K gilt

C(t, T, S,K) = B(t, S)QS(B(T, S) > K | Ft)−KB(t, T )QT (B(T, S) > K | Ft), (3.3)

wobei QT und QS das T - bzw. S-Forwardmartingalmaÿ bezeichnen.

Beweis: Man betrachte einen Call auf einen S-Bond mit Ausübungszeitpunkt T < S

und Strike-Preis K. Mit der risikoneutralen Bewertungsgleichung (2.5), der Formel

von Bayes und der Tatsache, dass die abdiskontierten Bondpreise unter Q Martingale

darstellen, ergibt sich für den Preis in t:

C(t, T, S,K)

= EQ

[
e−

∫ T
t r(u)du(B(T, S)−K)+ | Ft

]
= EQ

[
e−

∫ T
t r(u)duB(T, S)1{B(T,S)>K} | Ft

]
−KEQ

[
e−

∫ T
t r(u)du1{B(T,S)>K} | Ft

]
(2.5)
= EQ

[
e−

∫ T
t r(u)duEQ

[
e−

∫ S
T r(u)du | FT

]
1{B(T,S)>K} | Ft

]
−KEQ

[
e−

∫ T
t r(u)du1{B(T,S)>K} | Ft

]
= EQ

[
e−

∫ S
t r(u)du1{B(T,S)>K} | Ft

]
−KEQ

[
e−

∫ T
t r(u)du1{B(T,S)>K} | Ft

]
= EQ

[
β(t)

β(S)

B(0, S)

B(0, S)
1{B(T,S)>K} | Ft

]
−KEQ

[
β(t)

β(T )

B(0, T )

B(0, T )
1{B(T,S)>K} | Ft

]
3Vergleiche [Bjö04], Proposition 24.11.
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Bayes
= EQ

[
1

β(S)B(0, S)
| Ft
]

EQS
[
β(t)B(0, S)1{B(T,S)>K} | Ft

]
−KEQ

[
1

β(T )B(0, T )
| Ft
]

EQT
[
β(t)B(0, T )1{B(T,S)>K} | Ft

]
Martingal

=
B(t, S)

B(0, S)β(t)
β(t)B(0, S)EQS

[
1{B(T,S)>K} | Ft

]
−K B(t, T )

B(0, T )β(t)
β(t)B(0, T )EQT

[
1{B(T,S)>K} | Ft

]
= B(t, S)EQS

[
1{B(T,S)>K} | Ft

]
−KB(t, T )EQT

[
1{B(T,S)>K} | Ft

]
= B(t, S)QS(B(T, S) > K | Ft)−KB(t, T )QT (B(T, S) > K | Ft).

Bemerkung 3.6: Ein analoges Resultat erhält man für (europäische) Put-Optionen.

Da der Payo� des Put gerade (K −B(T, S))+ ist, erhält man für den Preis in t

P (t, T, S,K) = KB(t, T )QT (B(T, S) < K | Ft)−B(t, S)QS(B(T, S) < K | Ft). (3.4)

Als Anwendung kann man mit dieser Formel Caps und Floors bewerten.

Betrachtet sei ein Cap bzw. Floor, de�niert wie in Abschnitt 1.4.2.

Korollar 3.7: Für den Preis des i-ten Caplets und des i-ten Floorlets zum Zeitpunkt

t, 0 ≤ t ≤ T0, gilt

Cpl(i, t) = B(t, Ti−1)QTi−1

(
B(Ti−1, Ti) <

1

1 +Kδ

)
− (1 +Kδ)B(t, Ti)Q

Ti

(
B(Ti−1, Ti) <

1

1 +Kδ

)
und

Fll(i, t) = (1 +Kδ)B(t, Ti)Q
Ti

(
B(Ti−1, Ti) >

1

1 +Kδ

)
−B(t, Ti−1)QTi−1

(
B(Ti−1, Ti) >

1

1 +Kδ

)
.

(3.5)

Beweis: Für den Preis des i-ten Caplets in Ti−1 gilt nach (1.12)

Cpl(i, Ti−1) = (1 +Kδ)
( 1

1 + δK
−B(Ti−1, Ti)

)+
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und er entspricht somit dem (1 + Kδ)-fachen Preis eines Puts auf einen Ti-Bond mit

Ausübungszeitpunkt Ti und Strike-Preis 1
1+Kδ

. Damit kann man den Preis des i-ten

Caplets in t mit (3.4) berechnen:

Cpl(i, t) = (1 +Kδ)

(
1

1 +Kδ
B(t, Ti−1)QTi−1

(
B(Ti−1, Ti) <

1

1 +Kδ

)

−B(t, Ti)Q
Ti

(
B(Ti−1, Ti) <

1

1 +Kδ

))

= B(t, Ti−1)QTi−1

(
B(Ti−1, Ti) <

1

1 +Kδ

)
− (1 +Kδ)B(t, Ti)Q

Ti

(
B(Ti−1, Ti) <

1

1 +Kδ

)
.

Ebenso gilt nach (1.13) für den Wert des i-ten Floorlets in Ti−1 5

Fll(i, Ti−1) = (1 +Kδ)
(
B(Ti−1, Ti)−

1

1 +Kδ

)+

.

Mit der Call-Bewertungsformel erhält man also

Fll(i, t) = (1 +Kδ)

(
B(t, Ti)Q

Ti

(
B(Ti−1, Ti) >

1

1 +Kδ

)

− 1

1 +Kδ
B(t, Ti−1)QTi−1

(
B(Ti−1, Ti) >

1

1 +Kδ

))

= (1 +Kδ)B(t, Ti)Q
Ti

(
B(Ti−1, Ti) >

1

1 +Kδ

)
−B(t, Ti−1)QTi−1

(
B(Ti−1, Ti) >

1

1 +Kδ

)
.

Wie in Abschnitt 1.4.2 bereits dargestellt wurde, berechnet sich der Preis des Caps

bzw. des Floors zum Zeitpunkt t mit der Formel

Cp(t) =
n∑
i=1

Cpl(i, t) bzw. Fl(t) =
n∑
i=1

Fll(i, t).
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3.4 Bewertung von Optionen auf Bond-Portfolios

Betrachtet werde nun eine festverzinsliche koupontragende Anleihe mit Kouponzahlun-

gen CT1 , . . . , CTn in den zukünftigen Zahlungszeitpunkten T1, . . . , Tn. Der Nennwert der

Anleihe sei bereits in den Kouponzahlungen enthalten. Aus Kapitel 1 ist bekannt, dass

der Wert der Kouponanleihe in t einem Portfolio aus n Zero-Coupon-Bonds entspricht,

deren Fälligkeiten gerade die Zahlungszeitpunkte der Anleihe sind, also

n∑
i=1

CTiB(t, Ti).

Weiter werde eine Putoption auf die festverzinsliche Anleihe betrachtet mit Strike-

Preis K und Ausübungszeitpunkt T , 0 ≤ t ≤ T < T1. PPf (t) bezeichne den Preis der

Putoption zum Zeitpunkt t. Der Payo� der Option in T ist(
K −

n∑
i=1

CTiB(T, Ti)

)+

.

Im Folgenden werde der Preis eines T -Bonds zum Zeitpunkt t durch eine Funktion F T

in Abhängigkeit von t und der short-rate r(t) dargestellt, also B(t, T ) = F T (t, r(t)).

Satz 3.8: (In Anlehnung an [Jam89],Proposition (c).)

Für den Preis eines Puts mit Ausübungszeitpunkt T und Strike-Preis K zum Zeitpunkt

t gilt

Ppf (t) =
n∑
i=1

CTiP (t, T, Ti, Ki), (3.6)

wobei Ki = F Ti(T, r∗) der Ti-Bondpreis in T zur short-rate r∗ ist und r∗ die Lösung der

Gleichung
∑n

i=1 CTiF
Ti(T, r∗) = K ist, also gerade den Wert der short-rate darstellt,

für den der Wert des Portfolios aus Zero-Coupon-Bonds dem Strike-Preis K entspricht.

Der Wert des Puts auf eine koupontragende Anleihe entspricht somit dem Preis eines

Portfolios aus Putoptionen mit passend gewählten Strike-Preisen. Für den Beweis be-

nutzt man die Tatsache, dass der Bondpreis eine in der short-rate fallende Funktion

ist.
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Beweis: Im Wesentlichen ist für den Beweis zu zeigen:(
K −

n∑
i=1

CTiF
Ti(T, r(T ))

)+

=
n∑
i=1

CTi
(
Ki − F Ti(T, r(T ))

)+
. (3.7)

Nach der risikoneutralen Bewertungsgleichung (2.5) und der Markov-Eigenschaft der

short-rate gilt für den Preis des Ti-Bonds in T

F Ti(T, r(T )) = EQ

[
exp

(
−
∫ Ti

T

r(u)du

)
| r(T ) = r

]
.

Der Bondpreis kann somit als eine in der short-rate fallende Funktion aufgefasst werden.

Aus der De�nition von r∗ folgt

n∑
i=1

CTiF
Ti(T, r(T ))


> K, r(T ) < r∗

= K, r(T ) = r∗

< K, r(T ) > r∗

.

Für r(T ) < r∗ und r(T ) = r∗ verschwinden beide Seiten der zu zeigenden Glei-

chung (3.7). Für r(T ) > r∗ sind beide Seite positiv. Für diesen Fall bleibt die Gleichheit

noch nachzuweisen.

Dazu wird die De�nition der Strike-Preise Ki benutzt:

n∑
i=1

CTi
(
Ki − F Ti(T, r(T ))

)+

=
n∑
i=1

CTi
(
Ki − F Ti(T, r(T ))

)
1{r(T )>r∗}

=
n∑
i=1

CTiKi1{r(T )>r∗} −
n∑
i=1

CTiF
Ti(T, r(T ))1{r(T )>r∗}

=
n∑
i=1

CTiF
Ti(T, r∗)1{r(T )>r∗} −

n∑
i=1

CTiF
Ti(T, r(T ))1{r(T )>r∗}

= K1{r(T )>r∗} −
n∑
i=1

CTiF
Ti(T, r(T ))1{r(T )>r∗}

=

(
K −

n∑
i=1

CTiF
Ti(T, r(T ))

)
1{r(T )>r∗}

=

(
K −

n∑
i=1

CTiF
Ti(T, r(T ))

)+

.
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Kapitel 3. Forwardmartingalmaÿe

Für den Wert des Puts auf das Portfolio folgt

PPf (t) = EQ

[
e−

∫ T
t r(u)du

(
K −

n∑
i=1

CTiF
Ti(T, r(T ))

)+

| Ft

]
(3.7)
= EQ

[
e−

∫ T
t r(u)du

(
n∑
i=1

CTi
(
Ki − F Ti(T, r(T ))

)+

)
| Ft

]

=
n∑
i=1

CTiEQ

[
e−

∫ T
t r(u)du(

(
Ki − F Ti(T, r(T ))

)+ | Ft
]

=
n∑
i=1

CTiP (t, T, Ti, Ki).

Zur expliziten Berechnung kann man die Formel zur Bewertung von Putoptionen aus

Bemerkung 3.6 anwenden.

Bemerkung 3.9: Analog erhält man für einen Call auf ein Portfolio von Bondop-

tionen, dass diese als ein Portfolio aus Calloptionen auf Bonds mit passenden Strike-

Preisen bewertet werden kann, es gilt also

CPf =
n∑
i=1

CTiC(t, T, Ti, Ki).

Bemerkung 3.10: Für die konkrete Berechnung sind allerdings folgende Schritte not-

wendig:

• Der kritische Wert r∗ der short-rate, für den der Preis der koupontragenden

festverzinslichen Anleihe gleich dem Strike-Preis K des Puts ist, ist zu berechnen.

• Ausgehend von r∗ werden dann die Preise der Zero-Coupon-Bonds mit Fällig-

keiten T1, . . . , Tn zum Zeitpunkt T berechnet. Diese stellen die Strike-Preise der

Putoptionen dar.

• Schlieÿlich können die Preise der Putoptionen auf die Ti-Bonds mit Strike-Preis

Ki berechnet werden. Dazu wird Formel (3.4) benutzt.

Aus Kapitel 1 ist bekannt, dass eine Swaption als Option auf ein Portfolio aus Zero-

Coupon-Bonds betrachtet werden kann. Somit lässt sich (3.6) zur Bewertung einer

Swaption anwenden.

52
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Betrachtet werde eine Payer Swaption, de�niert wie in Abschnitt 1.4.4. Sei T0 die Fäl-

ligkeit der Swaption mit äquidistanten Zahlungszeitpunkten T1, . . . , Tn, Ti − Ti−1 ≡ δ,

i = 1, . . . , n. Der Nennwert des zugrunde liegenden Swaps sei N . Der �xe Zins bzw. die

Swap Rate sei K.

Korollar 3.11: Für den Wert der Swaption Sw(t) in t ≤ T0 gilt

Sw(t) = NKδ

n−1∑
i=1

P (t, T0, Ti, Ni) +N(Kδ + 1)P (t, T0, Tn, Nn)

mit Ni = F Ti(T0, r
∗), i = 1, . . . , n, und r∗so, dass

N

(
Kδ

n∑
i=1

F Ti(T0, r
∗) + F Tn(T0, r

∗)

)
= N.

Beweis: Da eine Swaption als Option auf ein Portfolio aus Zero-Coupon-Bonds be-

trachtet werden kann, folgt für den Wert der Swaption zum Zeitpunkt t,

Sw(t)

(1.14)
= EQ

[
e−

∫ T0
t r(u)du

(
N −N

(
Kδ

n∑
i=1

F Ti(T0, r(T0)) + F Tn(T0, r(T0))

))+

| Ft

]
(3.6)
= NKδ

n−1∑
i=1

EQ

[
e−

∫ T0
t r(u)du

(
Ni − F Ti(T0, r(T0))

)+ | Ft
]

+N(Kδ + 1)EQ

[
e−

∫ T0
t r(u)du

(
Nn − F Tn(T0, r(T0))

)+ | Ft
]

= NKδ

n−1∑
i=1

P (t, T0, Ti, Ni) +N(Kδ + 1)P (t, T0, Tn, Nn)

mit Ni = F Ti(T0, r
∗), i = 1, . . . , n, und r∗ so, dass

N
(
Kδ
∑n

i=1 F
Ti(T0, r

∗) + F Tn(T0, r
∗)
)

= N.

Mit dem in Bemerkung 3.10 beschriebenen Verfahren lässt sich der Wert der Swaption

explizit ausrechnen.

In Abschnitt 5.1 wird das Vasi£ek-Modell untersucht. Für dieses Modell werden kon-

krete Bewertungsformeln für Calls, Puts und Swaptions ausgerechnet. Auch im Cox-

Ingersoll-Ross-Modell, das in Abschnitt 5.2 betrachtet wird, erhält man eine konkrete

Bewertungsformel für Call-Optionen.
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4 A�ne short-rate Modelle

Im Allgemeinen muss zur Bewertung eines Bonds in den short-rate Modellen eine par-

tielle Di�erentialgleichung gelöst werden. In diesem Kapitel werden nun zunächst a�ne

Modelle de�niert. Diese werden durch die Dynamik der short-rate charakterisiert. An-

schlieÿend werden Beispiele für a�ne Modelle durch schon bekannte short-rate Modelle

gegeben. Abschlieÿend wird im zweiten Abschnitt ein allgemeiner Ansatz zur Bewer-

tung von Optionen in a�nen Modellen vorgestellt.

Als wichtigste Literaturquellen dieses Kapitels lassen sich [Fil02], [Sch04] und [Bjö04]

angeben.

4.1 Charakterisierung der a�nen short-rate Modelle

In diesem Kapitel ist die Dynamik der short-rate unter dem risikoneutralen Maÿ Q

gegeben durch

dr(t) = α(t, r(t))dt+ σ(t, r(t))dW̃ (t).

W̃ (t) ist dabei eine Brownsche Bewegung unter Q und (α(t, r(t)))0≤t≤T ∗ und

(σ(t, r(t)))0≤t≤T ∗ sind adaptierte stochastische Prozesse, die den Drift- und Di�usi-

onsterm der short-rate unter Q darstellen. Es gelten die Annahmen aus dem zweiten

Kapitel, so dass der short-rate-Prozess einen wohlde�nierten Itô-Prozess darstellt.

De�nition 4.1: Ein short-rate Modell ist a�n, wenn sich der Preis eines Zero-Coupon-

Bonds B(t, T ) mit Fälligkeit T zum Zeitpunkt t, 0 ≤ t ≤ T , darstellen lässt als

B(t, T ) = F T (t, r(t)) = exp(−A(t, T )− B(t, T )r(t)) (4.1)

mit deterministischen, stetig di�erenzierbaren Funktionen A,B(·, T ) : [0, T ]→ R.
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4.1. Charakterisierung der a�nen short-rate Modelle

Aus der De�nition folgt sofort

Korollar 4.2: Für alle Fälligkeiten T , 0 < T ≤ T ∗, gilt

A(T, T ) = 0 und B(T, T ) = 0.

Beweis: Nach De�nition eines T -Bonds gilt F T (T, r(T )) = 1 für jede Fälligkeit T .

Somit ergibt sich im Falle eines a�nen short-rate Modells

exp(−A(T, T )− B(T, T )r(T )) = 1.

Da die Exponentialfunktion stetig und streng monoton wachsend ist, ergibt sich

−A(T, T )− B(T, T )r(T ) = 0 für alle T und r(T ).

Daraus folgt A(T, T ) = B(T, T ) = 0.

Korollar 4.3: Der Yield des Bonds ist eine a�ne Funktion der short-rate r(t), das

heiÿt, es gilt

R(t, T ) =
A(t, T )

T − t
+
B(t, T )

T − t
r(t).

Beweis: Für den Yield des T -Bonds gilt

R(t, T )
(1.8)
= − log(B(t, T ))

T − t
(4.1)
=
A(t, T )

T − t
+
B(t, T )

T − t
r(t).

Als Hauptergebnis des Kapitels erhält man, dass sich a�ne Modelle durch die short-

rate-Dynamik vollständig charakterisieren lassen1.

In dem folgenden Theorem wird gezeigt, dass ein short-rate Modell genau dann a�n

ist, wenn der Drift- und der Di�usionsterm a�ne Funktionen darstellen.

1Vergleiche [Fil09], Proposition 5.2, [Bjö04], Proposition 22.2 oder [Sch04], Satz 1.2.6.
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Kapitel 4. A�ne short-rate Modelle

Theorem 4.4 (Charakterisierung a�ner Modelle): Gegeben sei ein short-rate Modell

mit Dynamik

dr(t) = α(t, r(t))dt+ σ(t, r(t))dW̃ (t).

Das short-rate Modell ist a�n, das heiÿt, der Preis des T-Bonds besitzt die Gestalt

B(t, T ) = exp(−A(t, T )− B(t, T )r(t)) mit deterministischen, stetig di�erenzierbaren

Funktionen A(t, T ) und B(t, T ) genau dann, wenn der Drift- und der Di�usionsterm

die a�ne Gestalt

α(t, r(t)) = a1(t) + a2(t)r(t)

σ2(t, r(t)) = b1(t) + b2(t)r(t)

besitzen mit stetigen, deterministischen Funktionen a1, a2, b1, b2 : R+ → R.
Dann lösen die Funktionen A(t, T ) und B(t, T ) das folgende System von Di�erential-

gleichungen:

(I)
∂tA(t, T )

∂t
= −a1(t)B(t, T ) +

1

2
b1(t)B2(t, T ), A(T, T ) = 0

(II)
∂tB(t, T )

∂t
= −a2(t)B(t, T ) +

1

2
b2(t)B2(t, T )− 1, B(T, T ) = 0.

Durch das Lösen dieser beiden gewöhnlichen Di�erentialgleichungen erhält man also

eine geschlossene Formel für den Bondpreis in t, welche sich in t explizit ausrechnen

lässt.

Die Gleichung (II) stellt eine Riccatische Di�erentialgleichung2 dar und muss im All-

gemeinen numerisch gelöst werden. Die Lösung von Gleichung (I) erhält man durch

Einsetzen der Lösung von Gleichung (II) und anschlieÿendem Integrieren.

Beweis: Zuerst wird gezeigt, dass ein a�nes Modell einen a�nen Driftterm und einen

a�nen Di�usionsterm besitzt.

Sei F T (t, r(t)) = exp(−A(t, T ) − B(t, T )r(t)). Da der Bondpreis die Term Structure

Equation erfüllt, kann man in diese die partiellen Ableitungen von F T einsetzen:

0
(2.26)
=

∂F T

∂t
+ α(t, r(t))

∂F T

∂r
+

1

2

∂2F T

∂r2
σ2(t, r(t))− F T r(t)

=
(
−∂A
∂t
− ∂B
∂t
r(t)

)
F T + α(t, r(t))− BF T +

1

2
B2F Tσ2(t, r(t))− F T (t, r(t))r(t)

= −∂A
∂t
− ∂B
∂t
r(t)− Bα(t, r(t)) +

1

2
B2σ2(t, r(t))− r(t)

(4.2)

2Siehe z.B. [Oks00].
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4.1. Charakterisierung der a�nen short-rate Modelle

Zweifache partielle Ableitung nach r liefert

0 = −B(t, T )
∂2α(t, r(t))

∂r2
+

1

2
B2(t, T )

∂2σ2(t, r(t))

∂r2

= −∂
2α(t, r(t))

∂r2
+

1

2
B(t, T )

∂2σ2(t, r(t))

∂r2
.

Da B(t, T ) eine Funktion in Abhängigkeit von t und T ist, ergibt sich

−∂
2α(t, r(t))

∂r2
= 0 und

1

2

∂2σ2(t, r(t))

∂r2
= 0.

Damit stellen α(t, r(t)) und σ2(t, r(t)) a�ne Funktionen dar.

Im zweiten Teil des Beweises zeigt man, dass in einem a�nen Zinsmodell das System

von Di�erentialgleichungen erfüllt ist.

Mit (4.2) folgt

0 = −∂A
∂t
− ∂B
∂t
r(t)− Bα(t, r(t)) +

1

2
B2σ2(t, r(t))− r(t)

(4.4),(4.4)
= −∂A

∂t
− ∂B
∂t
r(t)− (a1(t) + a2(t)r(t))B +

1

2
(b1(t) + b2(t)r(t))B2 − r(t)

=
[
−∂A
∂t
− a1(t)B +

1

2
b1(t)B2

]
+
[
−∂B
∂t
− a2(t)B +

1

2
b2(t)B2 − 1

]
r(t).

Diese Gleichung gilt für alle t, T und r(t), folglich müssen beide Koe�zienten ver-

schwinden. Es ergibt sich

∂A(t, T )

∂t
= −a1(t)B(t, T ) +

1

2
b1(t, T )B2(t, T )

∂B(t, T )

∂t
= −a2(t)B(t, T ) +

1

2
b2(t)B2(t, T )− 1

mit den Randbedingungen B(T, T ) = 0 und A(T, T ) = 0.

Diese Randbedingungen folgen aus der Randbedingung der Term Structure Equation,

also aus B(T, T ) = 1 und Korollar 4.2.

Nun wird die Rückrichtung gezeigt.

α(t, r(t)) und σ2(t, r(t)) besitzen eine a�ne Gestalt. Die FunktionenA(t, T ) und B(t, T )

stellen die Lösung des Systems von Di�erentialgleichungen dar. Es wird nun gezeigt,

dass der Bondpreis von exponential-a�ner Gestalt ist.

Die Funktionen α(t, r(t)) und σ2(t, r(t)) werden in die Term Structure Equation für
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Kapitel 4. A�ne short-rate Modelle

F T (t, r(t)) unter dem risikoneutralen Maÿ Q eingesetzt. Man erhält

0 =
∂F T

∂t
+ (a1(t) + a2(t)r(t))

∂F T

∂r
+

1

2
(b1(t) + b2(t)r(t))

∂2F T

∂r2
− r(t)F T

=

[
∂F T

∂t
+ a1(t)

∂F T

∂r
+

1

2
b1(t)

∂2F T

∂r2

]
+

[
a2(t)

∂F T

∂r
+

1

2
b2(t)

∂2F T

∂r2
− F T

]
r(t).

(4.3)

Betrachte nun

e−A(t,T )−B(t,T )r(t), (4.4)

wobei A(t, T ) und B(t, T ) gerade die Lösungen des gegebenen Systems von Di�erenti-

algleichungen bezeichnen. Man berechnet nun die partiellen Ableitungen von (4.4) und

setzt diese in (4.3) ein. Damit reduziert sich Gleichung (4.3) gerade auf das gegebene

System von Di�erentialgleichungen für A(t, T ) und B(t, T ) und somit ist (4.4) eine

Lösung der Term Structure Equation für B(t, T ). Da die Lösung eindeutig ist, folgt

also

B(t, T ) = e−A(t,T )−B(t,T )r(t)

und das short-rate Modell ist somit a�n.

Zu beachten ist, dass in diesem Beweis häu�g F T (t, r(t)) durch F T , A(t, T ) durch A
und B(t, T ) durch B abgekürzt wurde.

Bemerkung 4.5: Die Funktionen A(t, T ) und B(t, T ) sind Funktionen in Abhängig-

keit T und t. Durch das Lösen des Systems von Di�erentialgleichungen ergibt sich

der Bondpreis für jede beliebige Fälligkeit. Im Gegensatz dazu ist die Term Structure

Equation für jede Fälligkeit einzeln zu lösen.

4.1.1 Beispiele

Betrachtet man die Liste der wichtigsten short-rate Modelle in Abschnitt 2.8, so folgt

aufgrund der Dynamik der short-rate in den speziellen short-rate Modellen, dass insbe-

sondere das Vasi£ek-Modell, das Cox-Ingersoll-Ross-Modell und die Hull-White-Modelle

a�ne short-rate Modelle darstellen. Im folgenden Kapitel werden das Vasi£ek-Modell,

das Cox-Ingersoll-Ross-Modell und das Extended Vasi£ek-Modell näher erläutert und

der Bondpreis wird in exponential-a�ner Gestalt berechnet.
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4.2 Bewertung von Optionen in a�nen Modellen

Sei 0 ≤ t ≤ T < S ≤ T ∗. Gegeben sei ein a�nes short-rate Modell. Betrachtet sei ein

Call auf einen S-Bond mit Fälligkeit T und Strike-Preis K. Das Ziel dieses Abschnitts

ist die Bewertung des Calls, wobei ausgenutzt werden soll, dass ein a�nes short-rate-

Modell vorliegt. Dabei orientiert sich die Vorgehensweise an [Fil02] und an [Sch04].

Nach Theorem 3.5 gilt für den Preis des Calls in t

Π(t) = B(t, S)QS(B(T, S) > K | Ft)−KB(t, T )QT (B(T, S) > K | Ft)

= B(t, S)QS(r(T ) < r∗ | Ft)−KB(t, T )QT (r(T ) < r∗ | Ft),

wobei QT bzw. QS das T- bzw. S-Forwardmartingalmaÿ bezeichnet. Für die letzte

Gleichheit wird der Payo� durch Ausnutzung der a�nen Gestalt des Bondpreises um-

formuliert:

B(T, S) > K

⇔ exp(−A(T, S)− B(T, S)r(t)) > K

⇔ −A(T, S)− B(T, S)r(T ) > logK

⇔ r(T ) <
− logK −A(T, S)

B(T, S)
=: r∗(T, S) =: r∗.

Der Preis des Calls lässt sich mit der Formel (3.3) ausrechnen, wenn die bedingte

Verteilung von r(T ) unter QT bzw. QS bekannt ist. Dazu berechnet man die moment-

erzeugende Funktion von r(T ) unter QT und QS, denn nach dem Eindeutigkeitssatz3

ist ein endliches Maÿ durch seine momenterzeugende Funktion eindeutig bestimmt.

Die unter Ft-bedingte momenterzeugende Funktion von r(T ) unter QT ist de�niert als

EQT
[
eλr(T ) | Ft

]
, λ ∈ R.

Aufgrund der Beziehung zwischen dem arbitragefreien Preis und dem Forwardpreis

eines Claims gilt für die momenterzeugende Funktion unter QT :

EQT [eλr(T ) | Ft]
(3.2)
=

1

B(t, T )
EQ

[
e−

∫ T
t r(u)du+λr(T ) | Ft

]
. (4.5)

3Siehe [Als05], Satz 40.6.
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Kapitel 4. A�ne short-rate Modelle

Ebenso gilt unter QS

EQS [eλr(T ) | Ft]
(3.2)
=

1

B(t, S)
EQ

[
e−

∫ S
t r(u)du+λr(T ) | Ft

]
. (4.6)

Es genügt also, die Erwartungswerte auf der rechten Seite zu bestimmen und daher sei

folgender Satz formuliert:

Satz 4.6: Es gilt

EQ

[
e−

∫ T
t r(u)du+λr(T ) | Ft

]
= e−Φ(t,T,λ)−Ψ(t,T,λ)r(t) (4.7)

mit deterministischen, stetig di�erenzierbaren Funktionen

Φ(·, T, λ),Ψ(·, T, λ) : [0, T ]→ R,

die das folgende System von Di�erentialgleichungen erfüllen:

(I)
∂Φ(t, T, λ)

∂t
=

1

2
b1(t)Ψ2(t, T, λ)− a1(t)Ψ(t, T, λ), Φ(T, T, λ) = 0

(II)
∂Ψ(t, T, λ)

∂t
=

1

2
b2(t)Ψ2(t, T, λ)− a2(t)Ψ(t, T, λ)− 1, Ψ(T, T, λ) = −λ.

Beweis: De�niere die Funktion GT (t, r(t)) = e−Φ(t,T,λ)−Ψ(t,T,λ)r(t), 0 ≤ t ≤ T , mit

stetig di�erenzierbaren Funktionen Φ(·, T, λ),Ψ(·, T, λ) : [0, T ] → R und es gelte

GT (T, r(T )) = eλr(T ). Dann ist GT ∈ C1,2([0, T ]× R).

De�niere die stetige Funktion Φ̃ : R → R, Φ̃(r(t)) = eλr(t). Die Funktion GT erfüllt

als stetige Funktion eines Zinsderivats die allgemeine Term Structure Equation. Es gilt

also

∂GT (t, r(t))

∂t
+ α(t, r(t))

∂GT (t, r(t))

∂r
+

1

2
σ2(t, r(t))

∂2GT (t, r(t))

∂r2
− r(t)GT (t, r(t)) = 0,

G(T, T, r(T )) = Φ̃(r(T )).

Dann folgt mit Satz 2.17:

GT (t, r(t)) = EQ

[
e−

∫ T
t r(u)duΦ̃(r(T )) | Ft

]
.

Setzt man nun die partiellen Ableitungen von G in die Term Structure Equation ein

und nutzt aus, dass der Drift- und der Di�usionsterm in einem a�nen Modell eine
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4.2. Bewertung von Optionen in a�nen Modellen

a�ne Gestalt besitzen, so folgt

0 =

(
−∂Φ

∂t
− Ψ

∂t
r(t)

)
GT − αΨGT +

1

2
σ2Ψ2GT − r(t)GT

=

(
−∂Φ

∂t
− a1Ψ +

1

2
b1(t)Ψ2

)
+

(
−Ψ

∂t
r(t)− a2(t)Ψ +

1

2
b2(t)Ψ2 − 1

)
r(t).

Damit zerfällt die partielle Di�erentialgleichung in zwei gewöhnliche Di�erentialglei-

chungen

∂Φ(t, T, λ)

∂t
=

1

2
b1(t)Ψ2(t, T, λ)− a1(t)Ψ(t, T, λ),

∂Ψ(t, T, λ)

∂t
=

1

2
b2(t)Ψ2(t, T, λ)− a2(t)Ψ(t, T, λ)− 1.

Aus der Randbedingung GT (T, r(T )) = Φ̃(r(T )) = eλr(T ) sowie der Stetigkeit und

der Monotonie der Exponentialfunktion folgen die Randbedingungen des Systems von

Di�erentialgleichungen.

e−Φ(T,T,r(T ))−Ψ(T,T,r(T ))r(T ) = eλr(T )

⇔ Φ(T, T, r(T )) + Ψ(T, T, r(T ))r(T ) = −λr(T ) für alle T und r(T )

⇔ Φ(T, T, r(T )) = 0 und Ψ(T, T, r(T )) = −λ.

Bemerkung 4.7: Es gilt

A(t, T ) = Φ(t, T, 0) und B(t, T ) = Ψ(t, T, 0).

Beweis: Aus Satz 4.6 folgt mit λ = 0

EQ

[
e−

∫ T
t r(u)du | Ft

]
= e−Φ(t,T,0)−Ψ(t,T,0)r(t).

Da bereits bekannt ist, dass

EQ

[
e−

∫ T
t r(u)du | Ft

]
(2.5)
= B(t, T )

(4.1)
= eA(t,T )−B(t,T )r(t),

ergibt sich

e−Φ(t,T,0)−Ψ(t,T,0)r(t) = e−A(t,T )−B(t,T )r(t) für alle t, T und r(t).
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Da die Exponentialfunktion stetig und streng monoton wachsend ist, gilt somit für alle

t, T und r(t)

A(t, T ) = Φ(t, T, 0) und B(t, T ) = Ψ(t, T, 0).

Nachdem man die Lösungen des Systems von Di�erentialgleichungen berechnet hat,

lassen sich mit Satz 4.6 die momenterzeugenden Funktionen unter QT bzw. QS berech-

nen. Für 0 ≤ t ≤ T < S ≤ T ∗ gilt

EQT
[
eλr(T ) | Ft

] (4.5)
=

1

B(t, T )
EQ

[
e−

∫ T
t r(u)du+λr(T ) | Ft

]
(4.7)
=

1

B(t, T )
e−Φ(t,T,λ)−Ψ(t,T,λ)r(t)

(4.1)
= eA(t,T )−Φ(t,T,λ)+(B(t,T )−Ψ(t,T,λ))r(t).

(4.8)

Auÿerdem gilt

EQ

[
e−

∫ S
t r(u)dueλr(T ) | Ft

]
= EQ

[
e−

∫ S
T r(u)du−

∫ T
t r(u)dueλr(T ) | Ft

]
Ft⊆FT= EQ

[
EQ

[
e−

∫ S
T r(u)du−

∫ T
t r(u)dueλr(T ) | FT

]
| Ft
]

= EQ

[
e−

∫ T
t r(u)duEQ

[
e−

∫ S
T r(u)du | FT

]
eλr(T ) | Ft

]
= EQ

[
e−

∫ T
t r(u)duB(T, S)eλr(T ) | Ft

]
(4.1)
= EQ

[
e−

∫ T
t r(u)due−A(T,S)−B(T,S)r(T )eλr(T ) | Ft

]
= EQ

[
e−

∫ T
t r(u)due−A(T,S)e(λ−B(T,S))r(T ) | Ft

]
= e−A(T,S)EQ

[
e−

∫ T
t r(u)due(λ−B(T,S))r(T ) | Ft

]
(4.7)
= e−A(T,S)e−Φ(t,T,λ−B(T,S))−Ψ(t,T,λ−B(T,S))r(t).

(4.9)

Damit folgt für die momenterzeugende Funktion unter QS:

EQS

[
eλr(T ) | Ft

]
(4.6)
=

1

B(t, S)
EQ

[
e−

∫ S
t r(u)du+λr(T ) | Ft

]
(4.9)
=

1

B(t, S)
e−A(T,S)−Φ(t,T,λ−B(T,S))−Ψ(t,T,λ−B(T,S))r(t)

(4.1)
= eA(t,S)−A(T,S)−Φ(t,T,λ−B(T,S))+(B(t,S)−Ψ(t,T,λ−B(T,S)))r(t).

(4.10)

Die momenterzeugenden Funktionen lassen sich somit einfach berechnen, wenn man das
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System von Di�erentialgleichungen für Φ und Ψ gelöst hat. Nach der obigen Bemerkung

erhält man die Funktionen A und B, indem man in Φ und Ψ den Wert λ = 0 setzt. In

t ist schlieÿlich auch r(t) bekannt. Durch Inversion der momenterzeugenden Funktion

erhält man nun die Verteilung von r(T ) unter QT bzw. QS. Es gibt Modelle, wie

das Vasi£ek-Modell oder das Cox-Ingersoll-Ross-Modell, in denen die Verteilung schon

bekannt ist. Ansonsten muss diese numerisch bestimmt werden.
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5 Spezielle short-rate Modelle

Bisher wurden in dieser Arbeit allgemeine und insbesondere a�ne short-rate Modelle

eingeführt. In diesem Kapitel werden nun drei a�ne short-rate Modelle vorgestellt,

das Vasi£ek-Modell, das Cox-Ingersoll-Ross-Modell und das Hull-White (Extended

Vasi£ek)-Modell. Die Eigenschaften dieser Modelle werden untersucht und miteinander

verglichen.

5.1 Das Vasi£ek-Modell

1977 verö�entlichte O. Vasi£ek in seinem Artikel �An Equilibrium Characterization of

the Term Structure� das erste short-rate Modell, in dem die short-rate durch einen

Ornstein-Uhlenbeck-Prozess modelliert wird und dadurch die Mean-Reversion-Eigen-

schaft besitzt. Dieser Abschnitt orientiert sich dabei gröÿtenteils an [BS04], [Cai04] und

[Vas77].

Im Vasi£ek-Modell ist der short-rate-Prozess als Lösung der stochastischen Di�erenti-

algleichung

dr(t) = κ
(
θ − r(t)

)
dt+ σdW̃ (t), r(0) = r0, (5.1)

de�niert. Dabei sei W̃ (t) eine Brownsche Bewegung unter dem risikoneutralen Maÿ Q

und r0, κ, θ und σ seien strikt positive Konstanten1.

5.1.1 Das Verhalten der short-rate im Vasi£ek-Modell

In diesem Unterabschnitt wird das Verhalten der short-rate im Vasi£ek-Modell unter-

sucht. Gesucht wird zunächst eine geschlossene Formel für die short-rate. Anschlieÿend

1Vergleiche [BS04], Seite 168.
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5.1. Das Vasi£ek-Modell

werden der Erwartungswert und die Varianz berechnet und ihr Konvergenzverhalten

untersucht sowie die Verteilung der short-rate unter Q bestimmt.

Als Erstes lässt sich feststellen, dass die short-rate unter Q einem Ornstein-Uhlenbeck-

Prozess mit konstanten Koe�zienten folgt.

Satz 5.1: Die short-rate folgt unter Q einem Ornstein-Uhlenbeck-Prozess mit konstan-

ten Koe�zienten.

Beweis: Setze X(t) = r(t)− θ, es gilt

dX(t) = d(r(t)− θ)

= dr(t)

(5.1)
= κ

(
θ − r(t)

)
dt+ σdW̃ (t)

= −κX(t)dt+ σdW̃ (t).

X(t) erfüllt also die Langevin-Gleichung.

Modelliert durch einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess besitzt der short-rate-Prozess die

Mean-Reversion-Eigenschaft. Dabei ist der Koe�zient κ aus (5.1) die Mean-Reversion-

Geschwindigkeit und θ stellt das Mean-Reversion-Level dar, also das langfristige Mittel,

zu dem die short-rate zurückgezogen wird. Falls der aktuelle Wert der short-rate r(t)

gröÿer ist als θ, so ist der Driftterm negativ und der short-rate-Prozess wird somit zu

θ zurückgezogen. Ist umgekehrt die aktuelle short-rate kleiner als θ, so ist der Drift-

term positiv und auch in diesem Fall wird der short-rate-Prozess wieder zum Mean-

Reversion-Level zurückgezogen. Die Mean-Reversion-Geschwindigkeit κ drückt aus, wie

stark die Drift auf Abweichungen der aktuellen short-rate vom Mean-Reversion-Level

reagiert und wie schnell die short-rate zum Mean-Reversion-Level zurückkehrt. Das

heiÿt, je gröÿer κ ist, desto stärker reagiert die Drift auf Abweichungen und desto

schneller kehrt die short-rate zum Mean-Reversion-Level zurück.

Da die short-rate durch die stochastische Di�erentialgleichung (5.1) dargestellt wird,

ist das nächste Ziel nun, die Lösung dieses Anfangswertproblems zu bestimmen. Für

den folgenden Satz siehe [BS04], Seite 169.
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Kapitel 5. Spezielle short-rate Modelle

Satz 5.2: Für die short-rate gilt

r(t) = e−κtr(0) +
(
1− e−κt

)
θ + σ

∫ t

0

e−κ(t−u)dW̃ (u). (5.2)

Beweis: Im ersten Schritt betrachte man die Funktion

f : R→ R

t 7→ eκt.

f erfüllt die gewöhnliche homogene Di�erentialgleichung f
′
= κf .

Sei nun der Prozess (r(t))0≤t≤T ∗ die Lösung der stochastischen Di�erentialgleichung

(5.1). Nun wende man auf (eκtr(t))0≤t≤T ∗ die partielle Integrationsformel an:

d(eκtr(t)) = eκtr(t)κdt+ eκtdr(t)

(5.1)
= eκtr(t)κdt+ eκt(κ(θ − r(t))dt+ σdW̃ (t))

= κθeκtdt+ σeκtdW̃ (t).

In der Integralform hat dieser Ausdruck die Gestalt

eκtr(t) = r(0) +

∫ t

0

eκuκθdu+

∫ t

0

eκuσdW̃ (u)

= r(0) +
(
eκt − 1

)
θ + σ

∫ t

0

eκudW̃ (u).

Dieser Ausdruck lässt sich nun nach r(t) au�ösen. Damit erhält man für die short-rate

die gewünschte Formel (5.2).

Es ist also möglich, eine geschlossene Formel für die short-rate aufzustellen.

Als nächstes werden der Erwartungswert und die Varianz der short-rate untersucht2.

Dabei benutzt man die Tatsache, dass ein Itô-Integral über eine deterministische Funk-

tion normalverteilt ist und der Erwartungswert dieses Integrals verschwindet. Diese

Tatsache wird nun als Satz in Anlehnung an [Shr04], Theorem 4.4.9, formuliert. Dort

ist auch der Beweis nachzulesen.

2Vergleiche [BS04], Seite 169.
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Satz 5.3 (Itô-Integral eines deterministischen Integranden): Sei W (s), s ≥ 0, ein

Wiener-Prozess und sei f : R+ → R eine deterministische Funktion der Zeit mit∫ t
0
f(s)2ds <∞ für alle t ≥ 0. De�niere

I(t) =

∫ t

0

f(s)ds.

Für jedes t ≥ 0 ist die Zufallsvariable I(t) normalverteilt mit Erwartungswert 0 und

Varianz
∫ t

0
f(s)2ds.

Satz 5.4: Es gilt

EQ [r(t)] = e−κtr(0) +
(
1− e−κt

)
θ und lim

t→∞
EQ[r(t)] = θ.

Beweis: Da e−κ(t−u) deterministisch und auf (0, t] integrierbar ist, folgt mit Satz 5.3

EQ

[∫ t

0

e−κ(t−u)dW̃ (u)
]

= 0.

Damit ergibt sich der Erwartungswert als

EQ [r(t)] = EQ

[
e−κtr(0) +

(
1− e−κt

)
θ + σ

∫ t

0

e−κ(t−u)dW̃ (u)
]

= e−κtr(0) +
(
1− e−κt

)
θ.

Eine Betrachtung des Grenzwertes liefert

lim
t→∞

EQ[r(t)] = lim
t→∞

(e−κtr(0) +
(
1− e−κt

)
θ) = θ.

Der Erwartungswert der short-rate ist der gewichtete Mittelwert aus r(0) und θ, der

Grenzwert ist gerade das Mean-Reversion-Level θ.

Weiter folgt für die Varianz:

Satz 5.5: Es gilt

V arQ[r(t)] = σ2

(
1− e−2κt

2κ

)
und lim

t→∞
V arQ[r(t)] =

σ2

2κ
.
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Beweis: Für den Beweis wird erneut die Tatsache benutzt, dass ein Itô-Integral über

eine deterministische Funktion betrachtet wird.

V arQ[r(t)] = V arQ

[
e−κtr(0) +

(
1− e−κt

)
θ + σ

∫ t

0

e−κ(t−u)dW̃ (u)

]
Satz 5.3

= σ2V arQ

[∫ t

0

e−κ(t−u)dW̃ (u)
]

Satz 5.3
= σ2

∫ t

0

e−2κ(t−u)du = σ2

[
e−2κ(t−u)

2κ

]t
0

= σ2

(
1− e−2κt

2κ

)
.

Für den Grenzwert der Varianz ergibt sich

lim
t→∞

V arQ[r(t)] = lim
t→∞

(
σ2
(1− e−2κt

2κ

))
=
σ2

2κ
.

Damit sind sowohl der Erwartungswert als auch die Varianz der short-rate unter dem

risikoneutralen Maÿ Q beschränkt, denn aufgrund der Mean-Reversion-Eigenschaft der

short-rate wird diese stets zum Mean-Reversion-Level zurückgezogen und kann für

groÿe t nicht beliebig stark schwanken. Es gibt eine Obergrenze für die Unsicherheit

der short-rate.

Als Ornstein-Uhlenbeck-Prozess ist die short-rate normalverteilt. Diese Tatsache wird

in folgendem Satz ausgeführt.

Satz 5.6: Unter dem risikoneutralen Maÿ Q ist die short-rate r(t) normalverteilt. Es

gilt

r(t) ∼ N
(
e−κtr(0) +

(
1− e−κt

)
θ, σ2

(
1− e2κt

2κ

))
.

Beweis: Nach Satz 5.3 ist
∫ t

0
e−κ(t−u)dW̃ (u) als Itô-Integral über eine deterministische

Funktion normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz
∫ t

0
e−2κ(t−u)du. Da die rest-

lichen Terme aus der geschlossenen Formel (5.2) für r(t) deterministisch sind, ist r(t)

normalverteilt mit Erwartungswert e−κtr(0)+
(
1−e−κt

)
θ und Varianz σ2

(
1−e−2κt

2κ

)
.

Nun lässt sich die Verteilung von r(t) für t→∞ betrachten. Für den Beweis benötigt

man die Fourier-Transformierte einer normalverteilten Zufallsgröÿe3.

3Die Fourier-Transformierte einer normalverteilten Zufallsgröÿe �ndet man u.a. in [Als05], Sei-
te 282.
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Bemerkung 5.7: Es gilt: Ist X ∼ N (µ, σ2), so besitzt die Fourier-Transformierte von

X die Gestalt

E
[
eiλX

]
= exp

(
iλE[X]− 1

2
λ2V ar[X]

)
, λ ∈ R.

Satz 5.8: Für t→∞ konvergiert die Verteilung der short-rate gegen eine Normalver-

teilung mit Erwartungswert θ und Varianz σ2

2κ
.

Beweis: Zunächst ist zu zeigen, dass die Fourier-Transformierte von r(t) für t→∞
gegen die Fourier-Transformierte der N (θ, σ

2

2κ
)-Verteilung konvergiert. Für die Fourier-

Transformierte φt von r(t) gilt mit λ ∈ R und Bemerkung 5.7

φt(λ) = exp

(
iλ
(
e−κtr(0)−

(
1− e−κt

)
θ
)

+
1

2
λ2σ2

(
1− e−2κt

2κ

))
−→
t→∞

exp

(
iλθ − 1

2
λ2 σ

2

2κ

)
.

Dies ist gerade die Fourier-Transformierte einer normalverteilten Zufallsgröÿe mit Er-

wartungswert θ und Varianz σ2

2κ
. Nach dem Stetigkeitssatz von Lévy4 konvergiert die

Verteilung von r(t) schwach gegen die N (θ, σ
2

2κ
)-Verteilung. Damit konvergiert r(t) in

Verteilung gegen eine N (θ, σ
2

2κ
)-verteilte Zufallsgröÿe.

Mit der Normalverteiltheit der short-rate wird zugleich auch der gröÿte Nachteil des

Vasi£ek-Modells deutlich: Da die short-rate unter Q normalverteilt ist, ist die short-rate

mit positiver Wahrscheinlichkeit negativ.

5.1.2 Bewertungsgleichung für Zero-Coupon-Bonds

Wie in den Kapiteln 2 und 4 gezeigt wurde, liegen zur Berechnung der Zero-Coupon-

Bond-Preise nun zwei verschiedene Möglichkeiten vor. Sehr leicht kann man in diesem

Modell das System von Di�erentialgleichungen aus Satz 4.4 lösen. Das Vasi£ek-Modell

ist aber so einfach, dass man die Bondpreise mit der risikoneutralen Bewertungsglei-

chung direkt berechnen kann5.

Dabei wird folgendes Resultat über normalverteilte Zufallsgröÿen6 benutzt:

4Siehe [Als05], Theorem 45.2.
5Vergleiche [BS04], Satz 6.11.
6Siehe [Als05], Satz 32.10.
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Lemma 5.9: Für eine normalverteilte Zufallsgröÿe X gilt:

E[exp(X)] = exp

(
E[X] +

1

2
V ar[X]

)
.

Satz 5.10 (Bewertungsgleichung für Zero-Coupon-Bonds im Vasi£ek-Modell): Die

short-rate r(t) folge dem Prozess (5.1). Dann ist der Preis in t eines Zero-Coupon-

Bonds mit Fälligkeit T , 0 ≤ t ≤ T gegeben durch

B(t, T ) = exp (−A(t, T )− B(t, T )r(t))

mit B(t, T ) =
1− e−κ(T−t)

κ

und A(t, T ) =

(
(T − t)− 1− e−κ(T−t)

κ

)(
θ − σ2

2κ2

)
+

(
1− e−κ(T−t)

κ

)2
σ2

4κ
.

(5.3)

Beweis: Sei nun s ≥ t. Für die short-rate in s gilt ausgehend von r(t)

r(s) = e−κ(s−t)r(t) +
(

1− e−κ(s−t)
)
θ + σ

∫ s

t

e−κ(s−u)dW̃ (u).

Nun wird von t bis T über die short-rate integriert. Dabei wendet man den Satz von

Fubini für stochastische Integrale7 an.∫ T

t

r(s)ds =

∫ T

t

(
e−κ(s−t)r(t) +

(
1− e−κ(s−t)

)
θ + σ

∫ s

t

e−κ(s−u)dW̃ (u)
)
ds

=

∫ T

t

e−κ(s−t)r(t)ds+

∫ T

t

(
1− e−κ(s−t)

)
θds+ σ

∫ T

t

∫ s

t

e−κ(s−u)dW̃ (u) ds

=

∫ T

t

e−κ(s−t)r(t)ds+

∫ T

t

(
1− e−κ(s−t)

)
θds+ σ

∫ T

t

∫ T

u

e−κ(s−u)ds dW̃ (u)

=
1− e−κ(T−t)

κ
r(t) +

(
T − t− 1− e−κ(T−t)

κ

)
θ + σ

∫ T

t

1− e−κ(T−u)

κ
dW̃ (u)︸ ︷︷ ︸

:=I(T−t)

Nach Satz 5.3 ist

I(T − t) =

∫ T

0

1− e−κ(T−u)

κ
dW̃ (u)−

∫ t

0

1− e−κ(T−u)

κ
dW̃ (u)

normalverteilt und
∫ T
t
r(s)ds ist folglich normalverteilt. Damit ist exp

(
−
∫ T
t
r(s)ds

)
lognormalverteilt. Aufgrund von Lemma 5.9 folgt für den bedingten Erwartungswert

7Siehe [Fil09], Theorem 6.2.
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des Integrals über die short-rate

EQ

[∫ T

t

r(s)ds | Ft
]

=
1− e−κ(T−t)

κ
r(t) +

(
T − t− 1− e−κ(T−t)

κ

)
θ

+ σEQ

[∫ T

t

1− e−κ(T−u)

κ
dW̃ (u) | Ft

]
Satz 5.3

=
1− e−κ(T−t)

κ
r(t) +

(
T − t− 1− e−κ(T−t)

κ

)
θ

und die Varianz berechnet sich als

V arQ[

∫ T

t

r(s)ds | Ft] = σ2V arQ

[∫ T

t

1− e−κ(T−u)

κ
dW̃ (u) | Ft

]
Satz 5.3

=
σ2

κ2

∫ T

t

(
1− e−κ(T−u)

)2
du

=
σ2

κ2

(
T − t− 2(1− e−κ(T−t))

κ
+

1− e−2κ(T−t)

2κ

)
.

Nun setzt man in die risikoneutrale Bewertungsgleichung (2.5) ein:

B(t, T ) = EQ

[
exp
(
−
∫ T

t

r(u)du
)
| Ft
]

Lemma 5.9
= exp

(
−EQ

[∫ T

t

r(s)ds | Ft
]

+
1

2
V arQ

[∫ T

t

r(s)ds | Ft
])

= exp
(
−1− e−κ(T−t)

κ
r(t)−

(
T − t− 1− e−κ(T−t)

κ

)
θ

+
1

2

(σ2

κ2

(
T − t− 2(1− e−κ(T−t))

κ
+

1− e−2κ(T−t)

2κ

)))
= exp (−A(t, T )− B(t, T )r(t))

mit A(t, T ) =

(
(T − t)− 1− e−κ(T−t)

κ

)(
θ − σ2

2κ2

)
+

(
1− e−κ(T−t)

κ

)2
σ2

4κ

und B(t, T ) =
1− e−κ(T−t)

κ
.

5.1.3 Bewertung von Optionen

Da das vorliegende short-rate Modell a�n ist, lassen sich Satz 3.5 und Satz 4.7 anwen-

den,um den Preis eines Calls auf einen S-Bond mit Fäkkigkeit S, 0 ≤ t ≤ T < S ≤ T ∗,
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zu berechnen8.

Der folgende Satz9 liefert eine Formel zur Berechnung von Callpreisen im Vasi£ek-

Modell.

Theorem 5.11: Für den Preis eines Calls in t auf einen S-Bond mit Ausübungszeit-

punkt T < S und Strike-Preis K gilt

C(t, T, S,K) = B(t, S)Φ(d1)−KB(t, T )Φ(d2) (5.4)

mit d1 =
1

σp
log

(
B(t, S)

KB(t, T )

)
+
σp
2
, d2 = d1 − σp

und σp =
σ

κ

(
1− e−κ(S−T )

)√1− e−2κ(T−t)

2κ
.

Φ bezeichnet die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung.

Beweis: Nach Satz 3.5 gilt für den Preis des Calls in t

C(t, T, S,K) = B(t, S)QS(r(T ) < r∗ | Ft)−KB(t, T )QT (r(T ) < r∗ | Ft)

mit r∗ = − logK−A(T,S)
B(T,S)

. Um die Verteilung von r(T ) unter dem T - bzw. S-Forwardmartingalmaÿ

zu bestimmen, berechnet man zunächst die momenterzeugende Funktion unter dem

T -Forwardmartingalmaÿ. Dazu ist nach Satz 4.6 das folgende System von Di�erential-

gleichungen zu lösen:

(I)
∂Φ(t, T, λ)

∂t
=

1

2
σ2Ψ2(t, T, λ)− κθΨ(t, T, λ), Φ(T, T, λ) = 0

(II)
∂Ψ(t, T, λ)

∂t
= κΨ(t, T, λ)− 1, Ψ(T, T, λ) = −λ.

Gleichung (II) stellt eine nicht-homogene lineare Di�erentialgleichung dar und ist somit

einfach zu lösen. Die Lösung lautet

Ψ(t, T, λ) = −λe−κ(T−t) +
1− e−κ(T−t)

κ

= B1(t, T )− λB2(t, T )

(5.5)

8Alternativ könnte man zum Beweis der Call-Bewertungsformel die Dynamik der short-rate unter
dem T - bzw. S-Forwardmartingalmaÿ betrachten und feststellen, dass auch unter diesen Maÿen die
bedingte Verteilung eine Normalverteilung ist, da die short-rate-Dynamik unter QT bzw. QS die
Gestalt der short-rate-Dynamik im Vasi£ek-Modell besitzt.

9Vergleiche [Jam89], Proposition (b), [Bjö04], Proposition 22.9, oder [Cai04], Seite 250.
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mit

B1(t, T ) =
1− e−κ(T−t)

κ
und B2(t, T ) = e−κ(T−t).

Durch Integration von Ψ(t, T, λ) erhält man die Lösung der Gleichung (I):

Φ(t, T, λ) = −
(

1

2
σ2

∫ T

t

Ψ2(u, T, λ)du− κθ
∫ T

t

Ψ(u, T, λ)du

)
= −

(
−θ
(

(T − t)− 1− e−κ(T−t)

κ

)
+ λθ

(
1− e−κ(T−t))

+
1

2

σ2

2κ3

(
−e−2κ(T−t) − 3− 4e−κ(T−t) + 2κ(T − t)

)
− λ σ

2

2κ2

(
1− e−κ(T−t))2

+
1

2
λ2 σ

2

2κ

(
1− e−2κ(T−t)))

= A1(t, T )− λA2(t, T )− 1

2
C11(t, T ) + λC12(t, T )− 1

2
λ2C22(t, T )

(5.6)

mit

A1(t, T ) = θ

(
(T − t)− 1− e−κ(T−t)

κ

)
,

A2(t, T ) = θ
(
1− e−κ(T−t)) ,

C11(t, T ) =
σ2

2κ3

[
2κ(T − t)− 3− 4e−κ(T−t) − e−2κ(T−t)] ,

C12(t, T ) =
σ2

2κ2

(
1− e−κ(T−t))2

und C22(t, T ) =
σ2

2κ

(
1− e−2κ(T−t)) .

Nach Bemerkung 4.7 gilt für den Preis des T -Bonds in t

B(t, T ) = e−Φ(t,T,0)−Ψ(t,T,0)r(t)

= eA1(t,T )− 1
2
C11(t,T )−B1(t,T )r(t).

Für die momenterzeugende Funktion von r(T ) unter dem T -Forwardmartingalmaÿ gilt

mit (4.8),(5.5) und (5.6):

ϕQT (t) = EQT
[
eλr(T ) | Ft

]
=

1

B(t, T )
e−Φ(t,T,λ)−Ψ(t,T,λ)r(t)

= exp

(
λA2(t, T )− λC12(t, T ) +

1

2
λ2C22(t, T ) + λB2(t, T )r(t)

)
.
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Das ist gerade die unter Ft-bedingte momenterzeugende Funktion einer unter QT nor-

malverteilten Zufallsgröÿe mit Erwartungswert A2(t, T )− C12(t, T ) + B2(t, T )r(t) und

Varianz C22(t, T ). Also ist auch r(T ) - gegeben Ft - unter QT normalverteilt mit

EQT [r(T ) | Ft] = A2(t, T )− C12(t, T ) + B2(t, T )r(t)

= θ
(
1− e−κ(T−t))− σ2

2κ2

(
1− e−κ(T−t))2

+ e−κ(T−t)r(t)

= θ + (r(t)− θ) e−κ(T−t) − σ2

2κ2

(
1− e−κ(T−t))2

=: r2

und

V arQT [r(T ) | Ft] = C22(t, T ) =
σ2

2κ

(
1− e−2κ(T−t)) .

Damit folgt

QT (r(T ) < r∗ | Ft) = Φ(d2) mit d2 =
r∗ − r2√
C22(t, T )

.

Da r(T ) normalverteilt unter QT ist, gilt auÿerdem

B(t, S) = EQ

[
e−

∫ S
t r(s)ds | Ft

]
Ft⊆FT= EQ

[
EQ

[
e−

∫ T
t r(s)ds−

∫ S
T r(s)ds | FT

]
| Ft
]

= EQ

[
e−

∫ T
t r(s)dsEQ

[
e−

∫ S
T r(s)ds | FT

]
| Ft
]

(2.5)
= EQ

[
e−

∫ T
t r(s)dsB(T, S) | Ft

]
Bayes
= B(t, T )EQT [B(T, S) | Ft]

(4.1)
= B(t, T )EQT

[
e−A(T,S)−B(T,S)r(T ) | Ft

]
Lemma 5.9

= B(t, T ) exp
(
EQT [−A(T, S)− B(T, S)r(T ) | Ft]

)
∗ exp

(
1

2
V arQT [−A(T, S)− B(T, S)r(T ) | Ft]

)
= B(t, T ) exp

(
−A(T, S)− B(T, S)r2 +

1

2
B(T, S)2C22(t, T )

)
.

Damit ergibt sich

log

(
B(t, S)

KB(t, T )

)
= log

(
B(t, T ) exp

(
−A(T, S)− B(T, S)r2 + 1

2
B(T, S)2C22(t, T )

)
KB(t, T )

)
= −A(T, S)− B(T, S)r2 +

1

2
B(T, S)2C22(t, T )− logK
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und es gilt

d2 =
r∗ − r2√
C22(t, T )

=
−A(T, S)− B(T, S)r2 − logK

B(T, S)
√
C22(t, T )

=
log
(

B(t,S)
KB(t,T )

)
− 1

2
B(T, S)2C22(t, T )

B(T, S)
√
C22(t, T )

=
1

σp
log

(
B(t, S)

KB(t, T )

)
− σp

2

mit

σp = B(T, S)
√
C22(t, T )

=
σ

κ

(
1− e−κ(S−T )

)√1− e−2κ(T−t)

2κ
.

Nun fehlt noch die Verteilung von r(T ) unter dem S-Forwardmartingalmaÿ. Nach (4.10)

gilt für die momenterzeugende Funktion von r(T ) unter QS, wobei λ2 = λ − B1(T, S)

de�niert wird,

EQS
[
eλr(T ) | Ft

]
=

1

B(t, S)
EQ

[
e−

∫ S
t r(s)ds+λr(T ) | Ft

]
= eA(t,S)−A(T,S)−Φ(t,T,λ2)+(B(t,S)−Ψ(t,T,λ2))r(t)

= eA1(t,S)− 1
2
C11(t,S)−A1(T,S)+ 1

2
C11(T,S)−A1(t,T )+λ2A2(t,T )

∗ e
1
2
C11(t,T )−λ2C12(t,T )+ 1

2
λ2

2C22(t,T )+(B1(t,S)−B1(t,T )+λ2B2(t,T ))r(t)

= eA1(t,S)− 1
2
C11(t,S)−A1(T,S)+ 1

2
C11(T,S)−A1(t,T )+λA2(t,T )−B1(T,S)A2(t,T )

∗ e
1
2
C11(t,T )−λC12(t,T )+B1(T,S)C12(t,T )+ 1

2
λ2C22(t,T )−λB1(T,S)C22(t,T )+B2

1(T,S)C22(t,T )

∗ e(B1(t,S)−B1(t,T )+λB2(t,T )−B1(T,S)C22(t,T ))r(t)

= eλA2(t,T )−λC12(t,T )−λB1(T,S)C22(t,T )+ 1
2
λ2C22(t,T )+λB2(t,T )r(t).

Dabei folgt die letzte Gleichheit aus der Tatsache, dass

B1(t, S)− B1(t, T )− B1(T, S)B2(t, T ) = 0

und

A1(t, S)− 1

2
C11(t, S)−A1(T, S) +

1

2
C11(T, S)−A1(t, T )

−B1(T, S)A2(t, T )
1

2
C11(t, T ) + B1(T, S)C12(t, T ) + B2

1(T, S)C22(t, T ) = 0
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gilt. Das ist gerade die momenterzeugende Funktion einer normalverteilten Zufallsgröÿe

mit

Erwartungswert A2(t, T )− C12(t, T )− B1(T, S)C22(t, T ) + B2(t, T )r(t)

und Varianz C22(t, T ).

Damit ist auch r(T ) unter QS - gegeben Ft - normalverteilt und besitzt den gleichen

Erwartungswert und die gleiche Varianz.

Für den Erwartungswert folgt weiter

EQS [r(T ) | Ft] = A2(t, T )− C12(t, T )− B1(T, S)C22(t, T ) + B2(t, T )r(t)

= r2 − B1(T, S)C22(t, T ) =: r1.

Da r(T ) unter QS normalverteilt ist, folgt

QS (r(T ) < r∗) = Φ(d1),

wobei

d1 =
r∗ − r1√
C22(t, T )

=
r∗ − r2√
C22(t, T )

+
B(T, S)C22(t, T )√

C22(t, T )

= d2 + σp.

Eine analoge Bewertungsformel gilt auch für Putoptionen.

Korollar 5.12: Der Preis eines Puts in t auf einen S-Bond mit Ausübungszeitpunkt

T < S und Strike-Preis K ist gegeben durch

P (t, T, S,K) = KB(t, T )Φ(−d2)−B(t, S)Φ(−d1). (5.7)

Beweis: Nach Bemerkung 3.6 gilt für den Preis des Puts

P (t, T, S,K) = KB(t, T )QT (B(T, S) < K | Ft)−B(t, S)QS(B(T, S) < K | Ft)

= KB(t, T )QT (r(T ) > r∗ | Ft)−B(t, S)QS(r(T ) > r∗ | Ft).
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In dem Beweis von Theorem 5.11 ist bereits gezeigt worden, dass r(T ) unter dem T -

bzw. S-Forwardmartingalmaÿ normalverteilt ist mit Erwartungswert r2 bzw. r1 und

Varianz C22(t, T ). Weiter gilt

QT (r(T ) > r∗) = 1−QT (r(T ) ≤ r∗) = 1− Φ(d2) = Φ(−d2)

und

QS(r(T ) > r∗) = 1−QS(r(T ) ≤ r∗) = 1− Φ(d1) = Φ(−d1).

5.1.4 Bewertung von Caps und Swaptions

Als eine Anwendung von Theorem 5.11 wird nun eine Formel zur Berechnung von Cap-

Preisen hergeleitet. Dazu betrachte man einen Cap mit Cap-Rate K und zukünftigen

Zahlungszeitpunkten t ≤ T0 < T1 < . . . < Tn, Ti − Ti−1 = δ, i = 1, . . . , n.

Korollar 5.13: Für den Preis des Caps im Zeitpunkt t gilt Cp(t) =
∑n

i=1Cpl(i, t) mit

Cpl(i, t) = B(t, Ti−1)Φ(−d2)− (1 +Kδ)B(t, Ti)Φ(−d1)

und es gilt d1 =
1

σp
log

(
B(t, Ti)

1
1+Kδ

B(t, Ti−1)

)
+
σp
2
, d2 = d1 − σp

und σp =
σ

κ

(
1− e−κ(Ti−Ti−1)

)√1− e−2κ(Ti−1−t)

2κ
.

Beweis: Für den Preis des i-ten Caplets in Ti−1 gilt

Cpl(i, Ti−1) = (1 +Kδ)
( 1

1 + δK
−B(Ti−1, Ti)

)+

und er entspricht somit dem (1 + Kδ)-fachen Preis eines Puts auf einen Ti-Bond mit

Ausübungszeitpunkt Ti und Strike-Preis 1
1+Kδ

. Damit kann man den Preis des i-ten

Caplets in t mit (5.7) berechnen:

Cpl(i, t) = (1 +Kδ)

(
1

1 +Kδ
B(t, Ti−1)Φ(−d2)−B(t, Ti)Φ(−d1)

)
= B(t, Ti−1)Φ(−d2)− (1 +Kδ)B(t, Ti)Φ(−d1)

mit d1 =
1

σp
log

(
B(t, Ti)

1
1+Kδ

B(t, Ti−1)

)
+
σp
2
, d2 = d1 − σp
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und σp =
σ

κ

(
1− e−κ(Ti−Ti−1)

)√1− e−2κ(Ti−1−t)

2κ
.

Des Weiteren lässt sich eine Formel zur Berechnung von Swaptions angeben. Betrach-

tet wird eine Payer Swaption mit Fälligkeit T0 und äquidistanten Zahlungszeitpunkten

T1, . . . , Tn, Ti − Ti−1 ≡ δ, i = 1, . . . , n. Der Nennwert des zugrunde liegenden Swaps

sei N . Die Swap Rate sei K. Das folgende Korollar liefert eine Bewertungsformel für

Swaptions im Vasi£ek-Modell.

Korollar 5.14: Für den Wert der Swaption im Zeitpunkt t, 0 ≤ t ≤ T0, gilt

Sw(t) = NKδ
n−1∑
i=1

(NiB(t, T0)Φ(−di2)−B(t, Ti)Φ(−di1))

+N(Kδ + 1)(NnB(t, T0)Φ(−dn2)−B(t, Tn)Φ(−dn1))

mit di1 =
1

σi
log

(
B(t, Ti)

NiB(t, T0)

)
+
σi
2
, di2 = di1 − σi

und σi =
σ

κ

(
1− e−κ(Ti−T0)

)√1− e−2κ(T0−t)

2κ
sowie Ni = F Ti(T0, r

∗)

und r∗so, dass N

(
Kδ

n∑
i=1

F Ti(T0, r
∗) + F Tn(T0, r

∗)

)
= N .

Beweis: Nach Korollar 3.11 gilt für den Wert der Swaption in t mit Ni = F Ti(T0, r
∗)

und r∗ so, dass die Gleichung N
(
Kδ
∑n

i=1 F
Ti(T0, r

∗) + F Tn(T0, r
∗)
)

= N erfüllt ist:

Sw(t) = NKδ

n−1∑
i=1

P (t, T0, Ti, Ni) +N(Kδ + 1)P (t, T0, Tn, Nn)

(5.7)
= NKδ

n−1∑
i=1

(NiB(t, T0)Φ(−di2)−B(t, Ti)Φ(−di1))

+N(Kδ + 1)(NnB(t, T0)Φ(−dn2)−B(t, Tn)Φ(−dn1))

mit di1 =
1

σi
log

(
B(t, Ti)

NiB(t, T0)

)
+
σi
2
, di2 = di1 − σi

und σi =
σ

κ

(
1− e−κ(Ti−T0)

)√1− e−2κ(T0−t)

2κ
.
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5.2 Das Cox-Ingersoll-Ross-Modell

In diesem Abschnitt wird das Cox-Ingersoll-Ross-Modell (kurz CIR-Modell) eingeführt.

Eine wichtige Eigenschaft dieses Modells ist, dass garantiert werden kann, dass die

short-rate positiv ist.

Dabei richtet sich dieser Abschnitt, sofern keine andere Literaturquelle angegeben ist,

nach [BS04] und [LL96], sowie ferner nach [CIR85], [Cai04] und [Fil09].

Die stochastische Di�erentialgleichung für die short-rate unter dem risikoneutralen Maÿ

Q ist gegeben durch

dr(t) = κ
(
θ − r(t)

)
dt+ σ

√
r(t)dW̃ (t), r(0) = r0, (5.8)

wobei r0, κ, θ, σ > 0 und W̃ (t) eine Standard-Brownsche Bewegung unter dem risiko-

neutralen Maÿ darstellt10.

Die short-rate wird durch einen Wurzel-Di�usions-Prozess modelliert, das heiÿt, die Vo-

latilität der short-rate ist im Gegensatz zur konstanten Volatilität im Vasi£ek-Modell

proportional zur Wurzel der short-rate.

Zusätzlich stellt man an die Koe�zienten die Bedingung

2κθ ≥ σ2. (5.9)

Mit der Bedingung (5.9) wird gesichert, dass die short-rate stets positiv ist. Der Beweis

dafür folgt in Abschnitt 5.2.5.

5.2.1 Das Verhalten der short-rate im CIR-Modell

Anders als im Vasi£ek-Modell ist es im Cox-Ingersoll-Ross-Modell nicht möglich, ei-

ne geschlossene Formel für die short-rate zu �nden. Aber durch die Modellierung als

Wurzel-Di�usions-Prozess besitzt der short-rate-Prozess auch in diesem Fall die Mean-

Reversion-Eigenschaft mit Mean-Reversion-Level θ und Mean-Reversion-Geschwindig-

keit κ. Auÿerdem kann man den Erwartungswert und die Varianz sowie deren Grenz-

werte, wenn t gegen ∞ strebt, berechnen11.

10Vergleiche [BS04], Seite 178.
11Dazu siehe [DJ07], Theorem 5.6.1. oder [BS04], Seite 179.
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Satz 5.15: Für die short-rate gilt

EQ[r(t)] = e−κtr(0) +
(
1− e−κt

)
θ und lim

t→∞
EQ[r(t)] = θ

sowie

V arQ[r(t)] =
σ2

κ
r(0)

(
e−κt − e−2κt

)
+
σ2θ

2κ

(
1− e−κt

)2
und lim

t→∞
V arQ[r(t)] =

σ2θ

2κ
.

An dem Satz wird wieder die Mean-Reversion-Eigenschaft deutlich. Dabei entspricht

der Erwartungswert dem Erwartungswert im Vasi£ek-Modell und ist das gewichtete

Mittel aus dem Wert der short-rate in 0 und θ.

Auf den Beweis wird an dieser Stelle verzichtet. Die Rechnungen sind im Anhang

nachzulesen.

Schlieÿlich fehlt nun noch die Verteilung von r(t) unter dem risikoneutralen Maÿ Q.

Dazu wird zunächst das folgende allgemeine Resultat bewiesen:

Satz 5.16: (Vergleiche [Cai04], Theorem 4.8.a))

Es seien λ, µ ≥ 0.

Es gilt

EQ

[
exp

(
−µ
∫ T

t

r(u)du− λr(T )

)
| Ft
]

= exp (−Φ(t, T, λ, µ)−Ψ(t, T, λ, µ)r(t))

mit Φ(t, T, λ, µ) = −2κθ

σ2
log

(
4γe(γ+κ

2
)(T−t)

(σ2λ+ 2γ + κ)(e2γ(T−t) − 1) + 4γ

)
,

Ψ(t, T, λ, µ) =
λ(4γ + (2γ − κ)(e2γ(T−t) − 1)) + 2µ(e2γ(T−t) − 1)

(σ2λ+ 2γ + κ)(e2γ(T−t) − 1) + 4γ

und γ =
1

2

√
κ2 + 2σ2µ.

Mit diesem Satz lässt sich zum einen leicht die Laplace-Transformierte12 und damit

die Verteilung der short-rate unter Q bestimmen, zum anderen erhält man eine Bewer-

tungsformel für Zero-Coupon-Bonds.

12Da die short-rate im CIR-Modell stets positiv ist, werden hier zur Bestimmung der Verteilung
Laplace-Transformierte anstelle von momenterzeugenden Funktionen verwendet.
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Beweis: Wegen der Markov-Eigenschaft der short-rate kann

EQ

[
exp

(
−µ
∫ T

t

r(u)du− λr(T )

)
| Ft
]

als Funktion in Abhängigkeit von der short-rate und der Zeit betrachtet werden:

EQ

[
exp

(
−µ
∫ T

t

r(u)du− λr(T )

)
| Ft
]

Markov
= EQ

[
exp

(
−µ
∫ T

t

r(u)du− λr(T )

)
| r(t) = r

]
= : H(t, r).

Nach dem Theorem über die Formel von Feynman-Kac13 stellt die Funktion H die

Lösung des folgenden Randwertproblems dar:

∂H(t, r)

∂t
+ κ(θ − r(t))∂H(t, r)

∂r
+

1

2
σ2r(t)

∂H(t, r)

∂r2
− µr(t)H(t, r) = 0

H(T, r) = e−λr(T ).

Da ein a�nes short-rate Modell betrachtet wird, kann man annehmen, dass die Funk-

tion die a�ne Gestalt H(t, r) = e−Φ(t,T,λ,µ)−Ψ(t,T,λ,µ)r(t) besitzt. Durch Einsetzen der

partiellen Ableitungen zerfällt die partielle Di�erentialgleichung in ein System von zwei

gewöhnlichen Di�erentialgleichungen:

∂tΦ(t, T, λ, µ) = −κθΦ(t, T, λ, µ) Φ(T, T, λ, µ) = 0

∂tΨ(t, T, λ, µ) = κΨ(t, T, λ, µ) +
1

2
σ2Ψ2(t, T, λ, µ)− µ, Ψ(T, T, λ, µ) = λ.

Die Lösungen dieses Systems von Di�erentialgleichungen sind gerade

Φ(t, T, λ, µ) = −2κθ

σ2
log

(
4γe(γ+κ

2
)(T−t)

(σ2λ+ 2γ + κ)(e2γ(T−t) − 1) + 4γ

)
,

mit Ψ(t, T, λ, µ) =
λ(4γ + (2γ − κ)(e2γ(T−t) − 1)) + 2µ(e2γ(T−t) − 1)

(σ2λ+ 2γ + κ)(e2γ(T−t) − 1) + 4γ

mit γ =
1

2

√
κ2 + 2σ2µ.

13Siehe [Oks00], Theorem 8.2.1.

81



Kapitel 5. Spezielle short-rate Modelle

Bemerkung 5.17: Auf die Lösung des Systems von Di�erentialgleichungen wird in

dem obigen Beweis verzichtet. Im Anhang wird ein solches Systems von Di�erential-

gleichungen mit µ = 1 und λ = 0 gelöst, um den Preis eines Bonds zu berechnen.

Satz 5.18: Angenommen, der short-rate-Prozess wird dargestellt durch die stochas-

tische Di�erentialgleichung (5.8). Dann ist r(T )
L
unter Q nicht-zentral-χ2-verteilt mit

d = 4κθ
σ2 Freiheitsgraden und Nicht-Zentralitätsparameter ζ, wobei

ζ =
4αr(0)

σ2(eκT − 1)
und L =

σ2

4κ
(1− e−κT ).

Beweis: Für den Beweis berechnet man die Laplacetransformierte von r(T )
L

und zeigt,

dass diese der Laplace-Transformierten der nicht-zentralen χ2-Verteilung mit d Frei-

heitsgraden und Nicht-Zentralitätsparameter ζ entspricht.

Unter Verwendung von Satz 5.16 mit µ = 0 und t = 0 erhält man die Laplace-

Transformierte von r(T ) unter Q:

EQ

[
e−λr(T )

]
= exp (−Φ(0, T, λ, 0)−Ψ(0, T, λ, 0)r0)

γ= 1
2
κ

=

(
2κeκT

(σ2λ+ 2κ)(eκT − 1) + 2κ

) 2κθ
σ2

exp

(
−r0

2λκ

(σ2λ+ 2κ)(eκT − 1) + 2κ

)

=

(
κ

σ2

2
λ(1− e−κT ) + κ

) 2κθ
σ2

exp

(
−r0

λκe−κT

σ2

2
λ(1− e−κT ) + κ

)

=

(
1

2λL+ 1

) 2κθ
σ2

exp

(
−r(0)

λLζ

2λL+ 1

)
.

Dann folgt für die Laplace-Transformierte von r(T )
L

EQ

[
e−λ

r(T )
L

]
=

(
1

2λ+ 1

) 2κθ
σ2

exp

(
−r0

λζ

2λ+ 1

)
=

1

(2λ+ 1)
d
2

exp

(
−r0

λζ

2λ+ 1

)

mit d = 4κθ
σ2 .

Dies ist gerade die Laplace-Transformierte einer nicht-zentralen χ2-Verteilung mit d

Freiheitsgraden und Nicht-Zentralitätsparameter ζ14. Nach dem Eindeutigkeitssatz für

Laplace-Transformierte15 ist r(T )
L

unter Q ebenso nicht-zentral χ2-verteilt.

14Siehe [LL96], Seite 131.
15Siehe [Als05], Satz40.6.
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5.2.2 Bondpreise im CIR-Modell

Auch zur Berechnung der Bondpreise lässt sich Satz 5.16 anwenden.

Satz 5.19: Im CIR-Modell berechnet sich der Preis eines T -Bonds in t als

B(t, T ) = e−A(t,T )−B(t,T )r(t)

mit A(t, T ) = −2κθ

σ2
log

(
4γe(γ+κ

2
)(T−t)

(2γ + κ)(e2γ(T−t) − 1) + 4γ

)
und B(t, T ) =

2(e2γ(T−t) − 1)

(2γ + κ)(e2γ(T−t) − 1) + 4γ
,

wobei γ =
1

2

√
κ2 + 2σ2.

(5.10)

Beweis: Aufgrund der risikoneutralen Bewertungsformel (2.5) gilt für den Preis des

T -Bonds zum Zeitpunkt t

B(t, T ) = EQ

[
exp

(
−
∫ T

t

r(u)du

)
| Ft
]
.

An dieser Stelle lässt sich nun Satz 5.16 mit λ = 0 und µ = 1 anwenden und für den

Bondpreis ergibt sich

B(t, T ) = exp (−Φ(t, T, 0, 1)−Ψ(t, T, 0, 1)r(t))

mit A(t, T ) := Φ(t, T, 0, 1) und B(t, T ) := Ψ(t, T, 0, 1).

Bemerkung 5.20: Im Anhang wird am Beispiel des T -Bondpreises ausführlich dar-

gestellt, wie man den Bondpreis durch das Lösen des Systems von gewöhnlichen Di�e-

rentialgleichungen im Rahmen von a�nen Modellen erhält.

5.2.3 Optionsbewertung im CIR-Modell

Sei 0 < T < S ≤ T ∗.

In diesem Abschnitt wird ein Call auf einen S-Bond mit Ausübungszeitpunkt T und

Strike-Preis K betrachtet. Der folgende Satz16 liefert den Preis des Calls zum Zeit-

punkt 0.

16Vergleiche [Cai04], Theorem 4.8(e).
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Theorem 5.21: Für den Preis eines Calls in 0 auf einen S-Bond mit Ausübungszeit-

punkt T und Strike-Preis K gilt, gegeben r(0) = r0,

C(0, T, S,K) = B(0, S)χ2(d, ζ1, y1)−KB(0, T )χ2(d, ζ2, y2), (5.11)

wobei χ2(d, ζ, y) die Verteilungsfunktion der nicht-zentralen χ2-Verteilung mit d Frei-

heitsgraden und Nicht-Zentralitätsparameter ζ bezeichnet.

Die noch benötigten Parameter lassen sich dabei folgendermaÿen berechnen:

d =
4κθ

σ2
, γ =

1

2

√
κ2 + 2σ2,

ζ1 =
32γ2e2γT r

σ2 (e2γT − 1) (4γ + (2γ + κ+ σ2Ψ(T, S)) (e2γT − 1))
,

ζ2 =
32γ2e2γT r

σ2 (e2γT − 1) (4γ + (2γ + κ) (e2γT − 1))
,

L1 =
σ2
(
e2γT − 1

)
2 (4γ + (2γ + κ+ σ2Ψ(T, S)) (e2γT − 1))

,

L2 =
σ2
(
e2γT − 1

)
2 (4γ + (2γ + κ) (e2γT − 1))

,

r∗ =
−A(T, S)− log(K)

B(T, S)
, Ψ(T, S) = Ψ(T, S, 0, 1)

y1 =
r∗

L1

und y2 =
r∗

L2

.

Beweis: Nach Satz 3.5 gilt für den Preis des Calls in 0

C(0, T, S,K) = B(0, S)QS(r(T ) < r∗)−KB(0, T )QT (r(T ) < r∗)

mit r∗ = − logK−A(T,S)
B(T,S)

und QT bzw. QS bezeichne das T - bzw. S-Forwardmartingalmaÿ.

Gesucht ist nun die Verteilung von r(T ) unter diesen Forwardmartingalmaÿen.

Verteilung unter dem T -Forwardmartingalmaÿ:

Das Ziel ist es die Laplace-Transformierte zu bestimmen, da diese die Verteilung von

r(T ) unter dem T -Forwardmartingalmaÿ liefert. Aufgrund der Beziehung zwischen For-

wardpreisen und arbitragefreien Preisen aus Satz 3.4 gilt für die Laplace-Transformierte

EQT
[
e−λr(T )

]
=

1

B(0, T )
EQ

[
e−

∫ T
0 r(u)du−λr(T )

]
Satz 5.16

= exp (− (Φ(0, T, λ, 1)− Φ(0, T, 0, 1))− (Ψ(0, T, λ, 1)−Ψ(0, T, 0, 1)) r0)
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=

 (2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ

(σ2γ + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ︸ ︷︷ ︸
(∗∗)


2κθ
σ2

∗ exp

− λ(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1)) + 2(e2γT − 1)

(σ2λ+ 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ
r0︸ ︷︷ ︸

(∗)


∗ exp

(
2(e2γT − 1)

(2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ
r0

)
.

Die rechte Seite muss noch stark umgeformt werden. Dazu werden nun die Terme

betrachtet, die ein �λ� enthalten.

De�niere nun

L2 =
σ2
(
e2γT − 1

)
2 (4γ + (2γ + κ) (e2γT − 1))

.

Dann folgt für (∗∗)

(∗∗) =

2((2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)

σ2(e2γT − 1)

2(σ2γ(e2γT − 1) + (2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)

σ2(e2γT − 1)

=
1

2λL2 + 1
.

Für (∗) folgt

(∗) =
λ(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1)) + 2(e2γT − 1)

((2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)(1 + 2L2λ)
r0,

da

((2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ) · 2L2λ = σ2λ(e2γT − 1).

De�niere weiter

g2 =
r0

σ2(e2γT − 1)

(
16γ2e2γT + 2σ2(e2γT − 1)2

)
und h2 = 2(e2γT − 1)r0 − g2.
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Es gilt

g2(1 + 2L2λ) + h2

= 2g2L2λ+ 2(e2γT − 1)r0

= λ
16γ2e2γT + 2σ2(e2γt − 1)2

(2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ
r0 + 2(e2γT − 1)r0

= λ
(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1))(4γ + (2γ + κ)(e2γT − 1))

(2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ
r0 + 2(e2γT − 1)r0

= λ(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1))r0 + 2(e2γT − 1)r0.

Damit folgt weiter für (∗)

(∗) =
λ(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1)) + 2(e2γT − 1)

((2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)(1 + 2L2λ)
r0

=
g2(1 + 2L2λ) + h2

((2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)(1 + 2L2λ)
r0

=
2L2λ(16γ2e2γT + 2σ2(e2γT − 1)2) + 2σ2(e2γT − 1)2

σ2(e2γT − 1)((2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)(1 + 2L2λ)
r0

=
L2λ · 32r0γ

2e2γT

σ2(e2γT − 1)((2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)(1 + 2L2λ)

+
2L2λ(2σ2(e2γT − 1)2) + 2σ2(e2γT − 1)2

σ2(e2γT − 1)((2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)(1 + 2L2λ)
r0

=
L2λζ2

1 + 2L2λ
+

2(e2γT − 1)

(2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ
r0.

Dann folgt für die Laplace-Transformierte

EQT
[
e−λr(T )

]
=

(
1

2λL2 + 1

) 2κθ
σ2

exp

(
− L2λζ2

1 + 2L2λ

)
,

es gilt also

EQT

[
e
−(λL2)

r(T )
L2

]
=

(
1

2λL2 + 1

) d
2

exp

(
− L2λζ2

1 + 2L2λ

)
mit d = 4κθ

σ2 . Also ist r(T )
L2

unter dem T -Forwardmartingalmaÿ nicht-zentral χ2-verteilt

mit d Freiheitsgraden und Nicht-Zentralitätsparameter ζ2.

Des Weiteren folgt

QT (r(T ) < r∗) = QT

(
r(T )

L2

<
r∗

L2

)
= χ2(d, ζ2, y2)

mit y2 = r∗

L2
.
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Verteilung unter dem S-Forwardmartingalmaÿ:

Um die Verteilung unter QS zu berechnen, wird auch hier die Laplace-Transformierte

bestimmt:

EQS
[
e−λr(T )

]
=

1

B(0, S)
EQ

[
e−

∫ S
0 r(u)du−λr(T )

]
Satz 5.16,(4.10)

= eΦ(0,S,0,1)−Φ(T,S,0,1)−Φ(0,T,λ1,1)︸ ︷︷ ︸
=(∗∗)

∗ e−(Ψ(0,T,λ1,1)−Ψ(0,S,0,1))r0︸ ︷︷ ︸
(∗)

mit λ1 = λ+ Ψ(T, S), Ψ(T, S) := Ψ(T, S, 0, 1).

Zuerst werden die Terme betrachtet, die ein �λ1� enthalten.

De�niert man

L1 =
σ2(e2γT − 1)

2((σ2Ψ(T, S) + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)
,

so folgt

exp (−Φ(0, T, λ1, 1)) =

(
4γe(γ+κ

2
)T

(σ2λ1 + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ

) 2κθ
σ2

=

(
4γe(γ+κ

2
)T

(σ2λ+ σ2Ψ(T, S) + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ

) 2κθ
σ2

=

(
1

1 + 2L1λ

) 2κθ
σ2
(

4γe(γ+κ
2

)T

(σ2Ψ(T, S) + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ

) 2κθ
σ2

.

Damit folgt nun für (∗), indem man die De�nition von Ψ(T, S) einsetzt und ausnutzt,

dass 2σ2 = (2γ − κ)(2γ + κ):

(∗)

=

(
4γe(γ+κ

2
)(S−T )((2γ + κ)(e2γS − 1) + 4γ)4γe(γ+κ

2
)T

((2γ + κ)(e2γ(S−T ) − 1) + 4γ)4γe(γ+κ
2

)S((σ2Ψ(T, S) + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)

) 2κθ
σ2

∗
(

1

1 + 2L1λ

) 2κθ
σ2

=

(
4γ((2γ + κ)(e2γS − 1) + 4γ)

4γ((2γ + κ)((e2γT − 1)(e2γ(S−T ) − 1) + (e2γT − 1) + (e2γ(S−T ) − 1)) + 4γ)

) 2κθ
σ2

∗
(

1

1 + 2L1λ

) 2κθ
σ2

=

(
(2γ + κ)(e2γS − 1) + 4γ

(2γ + κ)(e2γS − 1) + 4γ

) 2κθ
σ2

∗
(

1

1 + 2L1λ

) 2κθ
σ2

=

(
1

1 + 2L1λ

) 2κθ
σ2

.
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Für Ψ(0, T, λ1, 1)r0 folgt auÿerdem

Ψ(0, T, λ1, 1)r =
λ1(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1)) + 2(e2γT − 1)

(σ2λ1 + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ
r0

=
(λ+ Ψ(T, S))(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1)) + 2(e2γT − 1)

(σ2(λ+ Ψ(T, S)) + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ
r0

=
(λ+ Ψ(T, S))(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1)) + 2(e2γT − 1)

((σ2Ψ(T, S) + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)(1 + 2L1λ)
r0,

da 2L1λ((σ2Ψ(T, S) + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ) = σ2λ(e2γT − 1). Des Weiteren de�niert

man an dieser Stelle

g1 =
(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1))(4γ + (2γ + κ+ σ2Ψ(T, S))(e2γT − 1))

σ2(e2γT − 1)
r0

und h1 = 2(e2γT − 1)r0 + Ψ(T, S)(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1))r0 − g1.

Es gilt

g1(1 + 2L1λ) + h1

=
2λ(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1))(4γ + (2γ + κ+ σ2Ψ(T, S))(e2γT − 1))r0σ

2(e2γT − 1)

2σ2(e2γT − 1)((σ2Ψ(T, S) + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)

+ 2(e2γT − 1)r0 + Ψ(T, S)(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1))r

= 2(e2γT − 1)r0 + (λ+ Ψ(T, S))(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1))r0.

Schlieÿlich wird

ζ1 =
32r0γ

2e2γT

σ2(e2γT − 1)((2γ + σ2Ψ(T, S) + κ)(e2γT − 1) + 4γ)

gesetzt.

Damit ergibt sich für Ψ(0, T, λ1, 1)r0

Ψ(0, T, λ1, 1)r0

=
(λ+ Ψ(T, S))(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1)) + 2(e2γT − 1)

((σ2Ψ(T, S) + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)(1 + 2L1λ)
r0

=
g1(1 + 2L1λ) + h1

((σ2Ψ(T, S) + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)(1 + 2L1λ)
r0

= 2L1λr0
(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1))(4γ + (2γ + κ+ σ2Ψ(T, S))(e2γT − 1))

σ2(e2γT − 1)((σ2Ψ(T, S) + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)(1 + 2L1λ)
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+ r0
(2(e2γT − 1) + Ψ(T, S)(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1)))σ2(e2γT − 1)

σ2(e2γT − 1)((σ2Ψ(T, S) + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)(1 + 2L1λ)

= 2L1λr0
16γ2 + 16γ2(e2γT − 1) + 2σ2(e2γT − 1)

σ2(e2γT − 1)((σ2Ψ(T, S) + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)(1 + 2L1λ)

+ 2L1λr0
σ2Ψ(T, S)(e2γT − 1)(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1))

σ2(e2γT − 1)((σ2Ψ(T, S) + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)(1 + 2L1λ)

+ r0σ
2(e2γT − 1)

(2(e2γT − 1) + Ψ(T, S)(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1)))

σ2(e2γT − 1)((σ2Ψ(T, S) + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)(1 + 2L1λ)

=
32r0γ

2e2γTλL1

σ2(e2γT − 1)((σ2Ψ(T, S) + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)(1 + 2L1λ)

+ r0
(2L1λ+ 1)(2σ2(e2γT − 1)2 + σ2Ψ(T, S)(e2γT − 1))(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1))

σ2(e2γT − 1)((σ2Ψ(T, S) + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ)(1 + 2L1λ)

=
λL1ζ1

1 + 2λL1

+ r0
2(e2γT − 1) + Ψ(T, S)(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1))

(σ2Ψ(T, S) + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ︸ ︷︷ ︸
(∗∗∗)

.

Für den restlichen Term (∗ ∗ ∗) folgt nach Einsetzten von Ψ(T, S) und Ausnutzen der

Beziehung 2σ2 = (2γ + κ)(2γ − κ)

2(e2γT − 1) + Ψ(T, S)(4γ + (2γ − κ)(e2γT − 1))

(σ2Ψ(T, S) + 2γ + κ)(e2γT − 1) + 4γ

=
2(e2γS − 1)

4γ + (2γ + κ)(e2γS − 1)

= Ψ(0, S, 0, 1).

Zusammen folgt nun für die Laplace-Transformierte

EQS

[
e
−(λL1)

r(T )
L1

]
= EQS

[
e−λr(T )

]
=

(
1

1 + 2λL1

) d
2

· exp

(
− λL1ζ1

1 + 2λL1

)
.

Dies ist gerade die Laplace-Transformierte einer nicht-zentralen χ2-verteilten Zufalls-

gröÿe mit d = 4κθ
σ2 Freiheitsgraden und Nicht-Zentralitätsparameter ζ1. Damit ist r(T )

L1

nicht-zentral χ2-verteilt. Ferner gilt

QS(r(T ) < r∗) = QS

(
r(T )

L1

<
r∗

L1

)
= χ2(d, ζ1, y1)

mit y1 = r∗

L1
.
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5.2.4 Positivität der short-rate

Aus der Mean-Reversion-Eigenschaft wird bereits deutlich, dass die short-rate positiv

bleibt. Konvergiert r(t) gegen 0, so konvergiert auch der Di�usionsterm in (5.8) gegen 0.

Die positive Drift zieht den Prozess wieder noch oben.

Es stellt sich nun die Frage, unter welchen Voraussetzungen die short-rate im CIR-

Modell den Wert 0 überhaupt erreicht.

Dazu wird zunächst allgemein die Explosion eines Di�usionsprozesses untersucht.

Test auf Explosion eines Di�usionsprozesses

Sei (Ω,F , (Ft)t≥0,P) der zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsraum. (W (t))t≥0 sei eine

Brownsche Bewegung, welche die Filtration erzeugt.

Sei I = (l, r) der Zustandsraum eines Di�usionsprozesses X = (X(t))t≥0 mit Erzeuger

A = 1
2
σ2(x)∂2

x + µ(x)∂x. Dann löst X die stochastische Di�erentialgleichung

dX(t) = µ(X(t))dt+ σ(X(t))dW (t), X(0) = x,

für 0 ≤ t ≤ S mit

S = inf {t ≥ 0 : X(t) /∈ I} .

S ist die sog. Explosionszeit des Di�usionsprozesses.

Das Ziel ist es zu zeigen, wann die Explosionszeit S endlich ist.

Ein wichtiges Hilfsmittel, das man hierfür verwendet, ist die Skalenfunktion:

De�nition 5.22: (Vergleiche [KS97], Seite 339.)

Unter der Annahme, dass

• σ2(x) > 0 für alle x ∈ I und

• für jedes x ∈ I ein ε > 0 existiert, derart dass
∫ x+ε

x−ε
|µ(y)|
σ2(y)

dy <∞,

ist die Skalenfunktion für c ∈ I und x ∈ I de�niert als

s(x) =

∫ x

c

exp

(
−2

∫ y

c

µ(u)

σ2(u)
du

)
dy. (5.12)
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Für die ersten beiden Ableitungen der Skalenfunktion gilt

s
′
(x) = exp

(
−2

∫ x

c

µ(u)

σ2(u)
du

)
und s

′′
(x) = −2

µ(x)

σ2(x)
s
′
(x).

Es gilt s
′
(x) > 0 für alle x ∈ I, die Skalenfunktion ist also eine streng monoton

wachsende Funktion.

Mit der Itô-Formel folgt für die Dynamik von s(X(t)):

ds(X(t))
Itô
= s

′
(X(t))dX(t) +

1

2
s
′′
(X(t))d 〈X〉 (t)

= µ(X(t))s
′
(X(t))dt+ σ(X(t))s

′
(X(t))dW (t) +

1

2
s
′′
(X(t))σ2(X(t))dt

= σ(X(t))s
′
(X(t))dW (t).

Damit ist (s(X(t)))t≥0 ein lokales Martingal. Ebenso erhält man daraus, dass

s(X(t ∧ S))t≥0 ein lokales Martingal ist mit

s(X(t ∧ S)) = s(x) +

∫ t∧S

0

σ(X(u))s
′
(X(u))dW (u).

Zu a < x < b, a, b ∈ I werden die Stoppzeiten

τa = inf {0 ≤ t < S : X(t) = a}

und τb = inf {0 ≤ t < S : X(t) = b}

sowie τa,b := τa ∧ τb de�niert.

Mit Hilfe der Skalenfunktion kann die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {τa < τb}
berechnet werden.

Lemma 5.23: Für a < x < b, a, b ∈ I, gilt

P(τa < τb) =
s(b)− s(x)

s(b)− s(a)

und P(τb < τa) =
s(a)− s(x)

s(a)− s(b)
.

(5.13)
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Beweis: Da bereits mit der Itô-Formel gezeigt wurde, dass s(X(t ∧ S))t≥0 ein lokales

Martingal ist, folgt mit dieser Rechnung auch, dass (s(X(τa, b∧ t))t≥0 ein beschränktes

lokales Martingal und somit ein gleichgradig integrierbares Martingal ist. Das Optional-

Sampling-Theorem17 liefert

E [s(X(τa,b))] = s(x).

Andererseits gilt für diesen Erwartungswert auch

E [s(X(τa,b))] = s(a)P(τa < τb) + s(b)P(τb < τa)

und P(τb < τa) = 1− P(τa < τb).

Zusammen folgt nun

s(x) = s(a)P(τa < τb) + s(b)P(τb < τa)

= s(a)P(τa < τb) + s(b)(1− P(τa < τb))

= (s(a)− s(b))P(τa < τb) + s(b).

Daraus ergibt sich

P(τa < τb) =
s(b)− s(x)

s(b)− s(a)

und mit analoger Rechnung folgt

P(τb < τa) =
s(a)− s(x)

s(a)− s(b)
.

Aufgrund der Skalenfunktion kann man folgendes hinreichendes Kriterium für nicht-

explodierende Di�usionsprozesse formulieren:

Satz 5.24: (Vergleiche [KS97], Proposition 5.5.22 a).)

Gilt s(l+) = −∞ und s(r−) =∞, so ist P(S =∞) = 1.

Unter diesen Voraussetzungen verbleibt ein Pfad des Di�usionsprozesses also unendlich

lange im Intervall I = (l, r).

17Siehe [Pau09], Finanzmathematik 2.
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Beweis: Für l < a < x < b < r gilt

P( sup
0≤t<S

X(t) ≥ b) ≥ P(τb < τa)

Lemma 5.23
=

s(a)− s(x)

s(a)− s(b)
=
s(x)− s(a)

s(b)− s(a)

=

s(x)
s(a)
− 1

s(b)
s(a)
− 1
−→
a↘l

1.

Also gilt P( sup
0≤t<S

X(t) ≥ b) = 1 für alle b > x.

Damit folgt

P( sup
0≤t<S

X(t) = r) = lim
b↗r

P( sup
0≤t<S

X(t) ≥ b) = 1.

Ebenso gilt nun

P( inf
0≤t<S

X(t) ≤ a) ≥ P(τa < τb)

Lemma 5.23
=

s(b)− s(x)

s(b)− s(a)

=
1− s(x)

s(b)

1− s(a)
s(b)

−→
b↗r

1

und damit folgt

P( inf
0≤t<S

X(t) = l) = lim
a↘l

P( inf
0≤t<S

X(t) ≤ a) = 1.

Insgesamt ergibt sich P( sup
0≤t<S

X(t) = r, inf
0≤t<S

X(t) = l) = 1.

Für das Ereignis {S <∞} gilt

{S <∞} ⊆
{

sup
0≤t<S

X(t) = r

}c
∪
{

inf
0≤t<S

X(t) = l

}c
.

Damit ergibt sich

P(S <∞) ≤ P
({

sup
0≤t<S

X(t) = r

}c)
+ P

({
inf

0≤t<S
X(t) = l

}c)
= 0.

Somit folgt P(S =∞) = 1.

Lässt sich die Skalenfunktion in einem der beiden Randpunkte fortsetzen, so ist eine

andere Argumentation vorzunehmen.
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Betrachte dazu für x ∈ I und c ∈ I die Funktion18

v(x) =

∫ x

c

s
′
(y)

∫ y

c

2

s′(z)σ2(z)
dz dy. (5.14)

Die ersten beiden Ableitungen können berechnet werden als

v
′
(x) = s

′
(x)

∫ x

c

2

s′(z)σ2(z)
dz

und v
′′
(x) = s

′′
(x)

∫ x

c

2

s′(z)σ2(z)
dz +

2

σ2(x)
.

Damit gilt
1

2
σ2(x)v

′′
(x) + µ(x)v

′
(x) = 1.

Mit der Itô-Formel folgt für v(X(t))

dv(X(t)) = v
′
(X(t))dX(t) +

1

2
v
′′
(X(t))d 〈X〉 (t)

= (µ(X(t))v
′
(X(t)) +

1

2
σ2(X(t))v

′′
(X(t)))dt+ σ(X(t))v

′
(X(t))dW (t)

= 1dt+ σ(X(t))v
′
(X(t))dW (t).

Also ist M(t) := (v(X(t))− t)t≥0 ein lokales Martingal. Auÿerdem ist dann auch

(v(X(t ∧ S))− (t ∧ S))t≥0 ein lokales Martingal und es gilt

v(X(t ∧ S)) = v(x) + (t ∧ S) +

∫ t∧S

0

σ(X(u))v
′
(X(u))dW (u).

Des Weiteren ist (M(t ∧ τa,b ∧ n))t≥0 ein beschränktes lokales Martingal und somit

auch ein gleichgradig integrierbares Martingal. Dann folgt mit dem Optional Sampling

Theorem

E [M(τa,b ∧ n)] = E[M(0)] = v(x).

Andererseits gilt aber

E [M(τa,b ∧ n)] = E [v(X(τa,b ∧ n))− τa,b ∧ n]

= E [v(X(τa,b ∧ n))]− E [τa,b ∧ n] .

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt für n→∞

E [τa,b ∧ n] −→
n→∞

E [τa,b] .

18Vergleiche [KS97], Seite 347.
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Weiter ist

E [v(X(τa,b ∧ n))]

= E
[
v(X(n))1{τa,b>n}

]
+ E

[
v(X(τa,b))1{τa,b≤n}

]
= E

[
v(X(n))1{τa,b>n}

]
︸ ︷︷ ︸

−→
n→∞

0

+v(a)P(τa < τb, τa,b ≤ n) + v(b)P(τb < τa, τa,b ≤ n)

da P(τa,b <∞) = 1 und v auf [a, b] beschränkt ist.

Zusammen folgt

v(x) = E [M(τa,b ∧ n)] = E [v(X(τa,b ∧ n))]− E [τa,b ∧ n]

−→
n→∞

v(a)P(τa < τb) + v(b)P(τb < τa)− E [τa,b] ,

also

E [τa,b] = v(a)P(τa < τb) + v(b)P(τb < τa)− v(x)

= (v(a)− v(x))P(τa < τb) + (v(b)− v(x))P(τb < τa).

Damit wurde nun folgendes Lemma gezeigt:

Lemma 5.25: Für a < x < b gilt

E[τa,b] = (v(a)− v(x))P(τa < τb) + (v(b)− v(x))P(τb < τa).

Dieses Lemma wird nun zur Untersuchung der Explosionszeit benutzt.

Satz 5.26: Ist s(l+) > −∞ und s(r−) =∞, so gilt

P(lim
t↗S

X(t) = l) = P( sup
0≤t<S

X(t) < r) = 1.

Mit Wahrscheinlichkeit 1 strebt der Di�usionsprozess gegen den linken Randpunkt,

jedoch kann anhand der Skalenfunktion nicht entschieden werden, ob dies in endlicher

Zeit passiert.
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Beweis: Es gilt für alle a < x < b

P(X(τa,b) = b) = P(τb < τa)
Lemma 5.23

=
s(x)− s(a)

s(b)− s(a)

und damit

P(τb < S) = P(X(t) = b für ein t < S)

= lim
a↘l

P(τb < τa)

=
s(x)− s(l+)

s(b)− s(l+)
.

Also folgt

P( sup
0≤t<S

X(t) = r) = lim
b↗r

P(X(t) = b für ein t < S) = lim
b↗r

s(x)− s(l+)

s(b)− s(l+)
= 0.

Damit gilt

P( inf
0≤t<S

X(t) = l) = P( sup
0≤t<S

X(t) < r) = 1.

Nun ist noch zu zeigen, dass lim
t↗S

X(t) P-f.s. existiert.

Da (s(X(t∧S))−s(l+))t≥0 ein nichtnegatives lokales Martingal und damit ein nichtne-

gatives Supermartingal ist, das P-f.s. konvergiert, konvergiert s(X(t ∧ S)) für t→∞.

Damit konvergiert auch X(t ∧ S) für t → ∞, da die Skalenfunktion s eine stetige,

streng monoton wachsende Funktion ist.

Der folgende Satz19 liefert nun ein Kriterium, wann der Di�usionsprozess in endlicher

Zeit gegen den linken Randpunkt P-f.s. konvergiert.

Satz 5.27: Gilt v(l+) <∞ und s(r−) =∞, so ist P(S <∞) = 1.

Beweis: Aus der Bedingung v(l+) <∞ folgt s(l+) > −∞.

Mit Satz 5.26 folgt also X(t)→ l für t↗ S P-f.s. Auÿerdem gilt τa ∧ τb ↗ S ∧ τb und
damit

E [S ∧ τb] = lim
a↘l

E [τa ∧ τb] = lim
a↘l

E[τa,b]

Lemma 5.25
= lim

a↘l
[(v(a)− v(x))P(τa < τb) + (v(b)− v(x))P(τb < τa)]

19Siehe [KS97], Proposition 5.5.32 (iii).
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= (v(l+)− v(x))P(S < τb) + (v(b)− v(x))P(τb < S)

< ∞.

Also ist P(S = τb =∞) = 0.

Auÿerdem gilt
⋃
b>x {τb = S, S <∞} = {S <∞}.

Damit folgt schlieÿlich

P(S <∞) = lim
b↗r

P(τb = S, S <∞)

= lim
b↗r

P(τb = S, S <∞) + P(S = τb =∞)

= lim
b↗r

P(τb = S)

= 1.

Test auf Explosion im CIR-Modell

Um den Abschnitt über das CIR-Modell abzuschlieÿen, wird nun gezeigt, dass die short-

rate stets strikt positiv bleibt, wenn zusätzlich an die Koe�zienten gefordert wird, dass

die Bedingung 2κθ ≥ σ2 gilt.

Satz 5.28: (Vergleiche [Cai04], Theorem 4.8.(d))

Sei r(0) = r > 0 gegeben und de�niere die Explosionszeit S = inf {t ≥ 0 : r(t) ≤ 0},
wobei inf ∅ =∞. Dann gilt:

2κθ ≥ σ2 ⇒ Q(S =∞) = 1

und

2κθ < σ2 ⇒ Q(S <∞) = 1.

Für den Beweis werden die im vorhergehenden Abschnitt dargestellten Kriterien für

die Explosion eines Di�usionsprozessen auf das CIR-Modell angewendet.
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Beweis: Der Zustandsraum im CIR-Modell ist gerade I = (0,∞). Die Skalenfunktion

im CIR-Modell besitzt die Gestalt20

s(r) =

∫ r

1

exp

(
2κν

σ2

)
ν
−2κθ

σ2 dν.

Betrachtet wird nun der erste Fall: 2κθ ≥ σ2. Sei 0 < ε < 1. Dann gilt

−s(ε) =

∫ 1

ε

e
2κν
σ2 ν

−2κθ

σ2 dν

2κθ
σ2 ≥1

≥
∫ 1

ε

e
2κν
σ2

1

ν
dν ≥

∫ 1

ε

1

ν
dν

= log(1)− log(ε) = − log(ε) −→
ε→0
∞.

Es gilt also s(ε) −→
t→∞
−∞.

Da e
2κν
σ2 ν

−2κθ

σ2 −→
ν→∞

∞, folgt s(x) −→
x→∞

∞.

Mit Satz 5.24 folgt somit

Q(S =∞) = 1.

Nun ist noch der zweite Fall zu betrachten: 2κθ < σ2.

Wie in der allgemeinen Betrachtung der Explosion von Di�usionsprozessen wird nun

für x ∈ I die folgende Funktion de�niert:

v(x) =

∫ x

1

s
′
(y)

∫ y

1

2

s′(z)σ2z
dz dy.

Sei 0 < ε < 1.

Dann gilt

v(ε) =

∫ ε

1

s
′
(y)

∫ y

1

2

s′(z)σ2z
dz dy

=

∫ 1

ε

s
′
(y)

∫ 1

y

2

s′(z)σ2z
dz dy

=

∫ 1

ε

exp

(
2κy

σ2

)
y−

2κθ
σ2

2

σ2

∫ 1

y

exp(−2κz

σ2
)z

2κθ
σ2 −1dz dy

2κθ
σ2 <1

≤
∫ 1

ε

exp

(
2κy

σ2

)
y−

2κθ
σ2

2

σ2

∫ 1

y

exp(−2κz

σ2
)z−1dz dy

20Vergleiche [Cai04], Beweis von Theorem 4.8 d) oder [Fil09], Aufgabe 10.12.
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<

∫ 1

ε

exp

(
2κy

σ2

)
y−

2κθ
σ2

2

σ2

∫ 1

y

z−1dz dy

=

∫ 1

ε

exp

(
2κy

σ2

)
y−

2κθ
σ2

2

σ2
[log(z)]1y dy

= − 2

σ2

∫ 1

ε

exp

(
2κy

σ2

)
y−

2κθ
σ2 log(y) dy

2κθ
σ2 <1

≤ − 2

σ2

∫ 1

ε

exp

(
2κy

σ2

)
log(y) dy

< − 2

σ2

∫ 1

ε

log(y) dy −→
ε→0
∞.

Da bereits gezeigt wurde, dass s(x) −→
x→∞

∞, folgt mit Satz 5.27, dass

Q(S <∞) = 1.

5.3 Das Hull-White-Modell

In diesem Abschnitt wird als drittes short-rate Modell das Hull-White-Modell vorge-

stellt. Für Literaturquellen sei dabei auf [HW90], [BS04], [Sch04] und [Bjö04] verwiesen.

Der Nachteil der bisher untersuchten short-rate Modelle ist, dass sie sich nicht an ei-

ne exogen gegebene Zinsstruktur anpassen lassen, also nicht zinsstrukturkonform sind.

Wäre z.B. das Vasi£ek-Modell zinsstrukturkonform, so könnte man die Forwardrates

f(0, t) an eine beliebige gegebene Zinsstruktur f ex(0, t) anpassen, das heiÿt, für alle

0 ≤ t ≤ T ∗ würde gelten: f ex(0, t) = f(0, t). Dies sind allerdings unendlich viele Be-

dingungen, die erfüllt sein müssen. Das Vasi£ek-Modell wird durch die stochastische

Di�erentialgleichung dr(t) = κ(θ − r(t))dt + σdW (t) de�niert, man hat also nur drei

freie Parameter, κ, θ und σ, die zudem konstant sind.

Das Hull-White-Modell soll nun zinsstrukturkonform modelliert werden. Dazu werden

ein oder mehrere Parameter zeitabhängig gewählt, so dass man das Modell an eine

beliebige Zinsstruktur anpassen kann. Hull und White haben zwei short-rate Modelle

entwickelt, das Extended Vasi£ek-Modell und das Extended Cox-Ingersoll-Ross-Modell.

Beide Modelle sind konsistent mit der anfänglichen Zinsstruktur. Im Extended Vasi£ek-

Modell können die Parameter analytisch bestimmt werden, im Extended CIR-Modell

numerisch.
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Im Vasi£ek- und im CIR-Modell folgt die short-rate einem Prozess der Form

dr(t) = κ
(
θ − r(t)

)
dt+ σrβ(t)dW̃ (t).

Der Prozess besitzt die Mean-Reversion-Eigenschaft, κ, θ und σ sind positive Kon-

stanten. β ∈ {0, 1
2
} und W̃ (t) ist eine Brownsche Bewegung unter dem risikoneutralen

Maÿ Q. Diese Modelle werden nun erweitert, indem das Mean-Reversion-Level θ, die

Mean-Reversion-Geschwindigkeit κ und der Volatilitätsfaktor σ zeitabhängig gewählt

werden.

Man erhält also

dr(t) = κ(t)
(
θ(t)− r(t)

)
dt+ σ(t)rβ(t)dW̃ (t)

mit einer Konstanten β ∈ {0, 1
2
}, einer eindimensionalen Brownschen Bewegung W̃ (t)

unter dem risikoneutralen Maÿ Q und deterministischen Funktionen

κ, θ, σ : [0, T ∗]→ R.

Für β = 0 erhält man das Extended Vasi£ek-Modell, für β = 1
2
das Extended CIR-

Modell.

In dieser Arbeit wird nur das Extended Vasi£ek-Modell aufgrund seiner analytischen

Eigenschaften näher untersucht. Dabei wird von einem vereinfachten Modell ausgegan-

gen, in dem nur die Funktion θ(t) zeitabhängig gewählt wird.

5.3.1 Einführung in das Extended Vasi£ek-Modell

Im Extended Vasi£ek-Modell wird der Prozess der short-rate unter dem risikoneutralen

Maÿ Q durch die stochastische Di�erentialgleichung

dr(t) = κ
(
θ(t)− r(t)

)
dt+ σdW̃ (t), r(0) = r0 (5.15)

gegeben. Dabei ist das Mean-Reversion-Level θ : [0, T ∗] → R eine deterministische

Funktion der Zeit, r0, κ, σ > 0 und W̃ (t) stellt eine Brownsche Bewegung unter dem

risikoneutralen Maÿ Q dar21.

Um das Verhalten der short-rate zu untersuchen, beginnt man damit eine geschlossene

Formel für die short-rate aufzustellen. Auÿerdem bestimmt man den Erwartungswert

und die Varianz. Da die Rechnungen so wie im Vasi£ek-Modell ablaufen, werden an

dieser Stelle nur die Resultate aufgelistet.

21Vergleiche [BS04], Seite 173.
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• Indem man zunächst die stochastische Di�erentialgleichung für eκtr(t) bestimmt

und löst, erhält man als geschlossene Formel für die short-rate:

r(t) = e−κtr(0) +

∫ t

0

κe−κ(t−u)θ(u)du+ σ

∫ t

0

e−κ(t−u)dW̃ (u). (5.16)

• Für den Erwartungswert gilt

EQ[r(t)] = e−κtr(0) +

∫ t

0

κe−κ(t−u)θ(u)du.

• Die Varianz der short-rate ist

V arQ[r(t)] = σ2 1− e−2κt

2κ

und für den Grenzwert gilt

lim
t→∞

V arQ[r(t)] =
σ2

2κ
.

Damit ist die Varianz identisch mit der Varianz der short-rate im Vasi£ek-Modell.

Aus Formel (5.16) folgt, dass die short-rate eine Normalverteilung besitzt. Zur Begrün-

dung werde das stochastische Integral
∫ t

0
e−κ(t−u)dW̃ (u) betrachtet. Da e−κ(t−u) eine

deterministische Funktion darstellt, ist das Integral nach Satz 5.3 normalverteilt. Da

die übrigen Terme aus (5.16) deterministisch sind, erhält man für die Verteilung von

r(t):

r(t) ∼ N
(
e−κtr(0) +

∫ t

0

κe−κ(t−u)θ(u)du, σ2 1− e−2κt

2κ

)
.

Damit wird allerdings auch ein Nachteil dieses Modells deutlich: Da auch hier die short-

rate normalverteilt ist, kann diese mit positiver Wahrscheinlichkeit negativ werden.

5.3.2 Bestimmung der Zinsstruktur

Das Ziel dieses Abschnittes wird es sein, eine geschlossene Formel für die Bondpreise

aufzustellen. Aufgrund der a�nen Gestalt der Drift und der Volatilität in der Dynamik

der short-rate ist das Extended Vasi£ek-Modell ein a�nes short-rate Modell. Man erhält

den Bondpreis in der Gestalt B(t, T ) = exp (−A(t, T )− B(t, T )r(t)) durch das Lösen

des folgenden Systems von Di�erentialgleichungen:
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(I) ∂tA(t, T ) = −κθ(t)B(t, T ) +
1

2
σ2B2(t, T ), A(T, T ) = 0

(II) ∂tB(t, T ) = −κB(t, T )− 1, B(T, T ) = 0.

Die Di�erentialgleichung (II) ist identisch mit der entsprechenden Di�erentialgleichung

für das Vasi£ek-Modell und besitzt die Lösung

B(t, T ) =
1− e−κ(T−t)

κ
.

Die Lösung der Gleichung (I) erhält man durch Integration der Funktion B(t, T ).

A(t, T )

= −
∫ T

t

−κθ(u) +
1

2
σ2B(t, T )2du

=

∫ T

t

(1− e−κ(T−u))θ(u)du− σ2

2κ2

(
(T − t)−

(
1− e−κ(T−u)

κ

))
+
σ2

4κ

(
1− e−κ(T−u)

κ

)2

= κ

∫ T

t

B(u, T )θ(u)du− σ2

2κ2
((T − t)− B(t, T )) +

σ2

4κ
B(t, T )2.

Für den Preis eines Zero-Coupon-Bonds mit Fälligkeit T zum Zeitpunkt t lässt sich

nun der folgende Satz formulieren:

Satz 5.29: Die short-rate folge dem Prozess (5.15). Dann ist der Preis eines in T

fälligen Zero-Coupon-Bonds zum Zeitpunkt t gegeben durch

B(t, T ) = e−A(t,T )−B(t,T )r(t) (5.17)

mit

B(t, T ) =
1− e−κ(T−t)

κ
(5.18)

und

A(t, T ) = κ

∫ T

t

B(u, T )θ(u)du− σ2

2κ2
((T − t)− B(t, T )) +

σ2

4κ
B(t, T )2. (5.19)
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Es gilt die gleiche Formel zur Bewertung von Optionen auf Bonds wie im Vasi£ek-

Modell22. Damit lassen sich problemlos Zinsderivate wie Caps, Floors oder Swaptions

bewerten.

5.3.3 Kalibrierung des Extended Vasi£ek-Modells

In diesem Abschnitt sollen die in Satz 5.29 theoretisch berechneten Bondpreise an

am Markt beobachtbare Preise angepasst werden. Aufgrund der Beziehung zwischen

dem Bondpreis und der Forwardrate, die in Satz 1.11 dargestellt wurde, verwendet

man für die Kalibrierung die Forwardrates. Unter Verwendung der a�nen Gestalt des

Bondpreises werden diese in einem ersten Schritt bestimmt.

Satz 5.30: Die short-rate sei gegeben durch die Dynamik (5.15). Dann ist die Forward-

rate mit Fälligkeit T in t gegeben durch

f(t, T ) = e−κ(T−t)r(t) +

∫ T

t

κe−κ(T−u)θ(u)du−
(
1− e−κ(T−t))2 σ2

2κ2
. (5.20)

Beweis: Aus der De�nition der Forwardrate folgt

f(t, T )
(1.5)
= −∂ logB(t, T )

∂T

a�n
= −∂ log(e−A(t,T )−B(t,T )r(t))

∂T

=
∂A(t, T )

∂T
+
∂B(t, T )

∂T
r(t)

(5.18),(5.19)
= e−κ(T−t)r(t) +

∫ T

t

κe−κ(T−u)θ(u)du−
(
1− e−κ(T−t))2 σ2

2κ2
.

Die modellendogene Zinsstruktur zur Zeit t = 0 ist bereits durch die Forwardrate

f(0, T ) = e−κ(T )r(0) +

∫ T

0

κe−κ(T−u)θ(u)du−
(
1− e−κT

)2 σ2

2κ2

gegeben. Die theoretische Forwardratekurve {f(0, T ) | 0 < T ≤ T ∗} ist nun an die be-

obachtete Forwardratekurve {f ex(0, T ) | 0 < T ≤ T ∗} anzupassen, wobei f ex(0, T ) mit

22Siehe [Bjö04], Proposition 22.9.
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Formel (1.5) aus den am Markt beobachteten Bondpreisen Bex(0, T ) berechnet wird.

Gesucht ist nun eine Funktion θ(T ), die die Gleichung f(0, T ) = f ex(0, T ) für alle

T > 0 löst. Es gilt23

Satz 5.31: Die short-rate sei gegeben durch die Dynamik (5.15). Dann kann das Modell

durch die Wahl von

θ(T ) = f ex(0, T ) +
(
1− e−2κT

) σ2

2κ2
+

1

κ

∂f ex(0, T )

∂T
(5.21)

an die exogen vorgegebene Forwardrate-Kurve {f ex(0, T ) | 0 < T ≤ T ∗} angepasst wer-
den.

Beweis: Für die Bedingung f(0, T ) = f ex(0, T ) ergibt sich unter Verwendung von

(5.20)

e−κT r(0) +

∫ T

0

κe−κ(T−u)θ(u)du−
(
1− e−κT

)2 σ2

2κ2
= f ex(0, T ),

also r(0) +

∫ T

0

κeκuθ(u)du−
(
eκT − 2 + e−κT

) σ2

2κ2
= eκTf ex(0, T ).

Di�erenzieren nach T liefert

κeκT θ(T )−
(
κeκT − κe−κT

) σ2

2κ2
= κeκTf ex(0, T ) + eκT

∂f ex(0, T )

∂T

und es folgt

θ(T ) = f ex(0, T ) +
(
1− e−2κT

) σ2

2κ2
+

1

κ

∂f ex(0, T )

∂T
.

Die nun erhaltene Funktion θ(t) kann man nun in die short-rate-Dynamik (5.15) ein-

setzen. Man erhält

dr(t) = κ
((
f ex(0, t) +

(
1− e−2κt

) σ2

2κ2
+

1

κ

∂f ex(0, t)

∂t

)
− r(t)

)
dt+ σdW̃ (t). (5.22)

Mit der angepassten Funktion θ(t) und dem vorliegendem short-rate Modell lassen sich

die Forwardrates f(t, T ) im Zeitpunkt t ≥ 0 berechnen.

23Vergleiche [BS04], Satz 6.16.
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Korollar 5.32: Für die Forwardrates gilt

f(t, T ) = f ex(0, T )− e−κ(T−t)f ex(0, t) + e−κ(T−t)r(t)

+
σ2

2κ2

(
1− e−κ(T−t)) (e−κ(T−t) − e−κ(T+t)

)
.

(5.23)

Beweis: Mit (5.20), (5.21) und partieller Integration folgt für die Forwardrates

f(t, T )

(5.20)
= e−κ(T−t)r(t) +

∫ T

t

κe−κ(T−u)θ(u)du−
(
1− e−κ(T−t))2 σ2

2κ2

(5.21)
= e−κ(T−t)r(t) +

∫ T

t

κe−κ(T−u)

[
f ex(0, u) +

(
1− e−2κu

) σ2

2κ2
+

1

κ

∂f ex(0, u)

∂u

]
du

−
(
1− e−κ(T−t))2 σ2

2κ2

part. Int.
= e−κ(T−t)r(t) +

[
e−κ(T−u)f ex(0, u)

]T
t

+
σ2

2κ2

[
e−κ(T−u) + e−κ(T+u)

]T
t

−
(
1− e−κ(T−t))2 σ2

2κ2

= e−κ(T−t)r(t) + f ex(0, T )− e−κ(T−t)f ex(0, t)

+
σ2

2κ2

(
1− e−κ(T−t)) (e−κ(T−t) − e−κ(T+t)

)
.

Sind die Konstanten κ und σ aus der short-rate-Dynamik fest gewählt und wird die

Funktion θ(T ) wie in Satz 5.31 modelliert, so ist das äquivalente Martingalmaÿ spezi-

�ziert. Ausgehend davon lassen sich die theoretischen Bondpreise unter diesem risiko-

neutralen Maÿ berechnen.

Satz 5.33: (In Anlehnung an [Bjö04], Proposition 22.8.)

Gegeben sei ein Extended Vasi£ek-Modell mit short-rate-Dynamik (5.15) mit fest ge-

wählten Konstanten κ, σ > 0 sowie der Funktion θ(T ), modelliert gemäÿ (5.21). Dann

gilt für die Bondpreise

B(t, T ) =
Bex(0, T )

Bex(0, t)
exp
(
B(t, T )f ex(0, t)− σ2

4κ
B2(t, T )

(
1− e−2κt

)
− B(t, T )r(t)

)
.

(5.24)
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Beweis: Die a�ne Gestalt der Bondpreise spielt in dem Beweis eine zentrale Rolle.

Der Bondpreis besitzt die Gestalt B(t, T ) = e−A(t,T )−B(t,T )r(t). Für die Funktion A(t, T )

gilt

A(t, T )

(5.19)
= κ

∫ T

t

B(u, T )θ(u)du− σ2

2κ2
((T − t)− B(t, T )) +

σ2

4κ
B(t, T )2

(5.21)
= κ

∫ T

t

B(u, T )

[
f ex(0, u) +

(
1− e−2κu

) σ2

2κ2
+

1

κ

∂f ex(0, u)

∂u

]
du

− σ2

2κ2
((T − t)− B(t, T )) +

σ2

4κ
B(t, T )2

= κ

∫ T

t

B(u, T )f ex(0, u)du+ κ
σ2

2κ2

∫ T

t

B(u, T )
(
1− e−2κu

)
du︸ ︷︷ ︸

(∗)

+ κ

∫ T

t

B(u, T )
1

κ

∂f ex(0, u)

∂u
du− σ2

2κ2
((T − t)− B(t, T )) +

σ2

4κ
B(t, T )2

B(T,T )=0
=

∫ T

0

f ex(0, u)du−
∫ t

0

f ex(0, u)du− B(t, T )f ex(0, t)

+
σ2

4κ
B2(t, T )

(
1− e−2κt

)
,

wobei (∗) berechnet wurde als

(∗) =
σ2

2κ2
((T − t)− B(t, T ))− σ2

4κ
e−2κtB(t, T )2.

Einsetzen in die exponential-a�ne Gestalt des Bondpreises liefert

B(t, T ) = exp
(
−
∫ T

0

f ex(0, u)du+

∫ t

0

f ex(0, u)du+ B(t, T )f ex(0, t)

− σ2

4κ
B2(t, T )

(
1− e−2κt

)
− B(t, T )r(t)

)
=

exp
(
−
∫ T

0
f ex(0, u)du

)
exp
(
−
∫ t

0
f ex(0, u)du

)
∗ exp

(
B(t, T )f ex(0, t)− σ2

4κ
B2(t, T )

(
1− e−2κt

)
− B(t, T )r(t)

)
(1.7)
=

Bex(0, T )

Bex(0, t)
exp
(
B(t, T )f ex(0, t)− σ2

4κ
B2(t, T )

(
1− e−2κt

)
− B(t, T )r(t)

)
.
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5.4 Vergleich der short-rate Modelle

Zum Abschluss werden in diesem Abschnitt die drei in dieser Arbeit vorgestellten

short-rate Modelle miteinander verglichen. Zunächst einmal werden die gemeinsamen

Eigenschaften aufgezeigt.

Das Vasi£ek-Modell, das Cox-Ingersoll-Ross und das Extended Vasi£ek-Modell stellen

a�ne short-rate Modelle dar. Von daher lässt sich der Bondpreis aus der short-rate-

Dynamik explizit berechnen. Aus dieser Tatsache folgt ebenfalls, dass sich die Preise

von Bond-Optionen explizit berechnen lassen. Dafür lassen sich in allen drei Model-

len Berechnungsformeln aufstellen, anhand derer Zinsderivate wie Caps, Floors oder

Swaptions bewertet werden können. Auÿerdem besitzen alle drei Modelle die �Mean-

Reversion�-Eigenschaft, das heiÿt, die short-rate wird stets zu einem Mean-Reversion-

Level zurückgezogen.

Im Vasi£ek-Modell wird die short-rate durch einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess mit

konstanten, zeitunabhängigen Koe�zienten beschrieben. Dadurch lässt sich die short-

rate sogar in einer geschlossenen Formel angeben und ist als normelverteilter Prozess

analytisch gut handhabbar. Das bedeutet, dass sich die Bond- und Optionspreise leicht

berechnen lassen. Langfristig besitzt die short-rate gerade das Mean-Reversion-Level als

Erwartungswert und weicht aufgrund der endlichen Varianz nicht beliebig stark von

diesem Wert ab. Mit der Normalverteiltheit wird ein groÿer Nachteil dieses Modells

deutlich: Mit positiver Wahrscheinlichkeit wird die short-rate negative Werte anneh-

men. Ein weiterer Nachteil des Modells ist, dass bei der Anpassung an beobachtbare

Marktdaten Kalibrierungsfehler auftreten können. Da die Parameter in der stochasti-

schen Di�erentialgleichung für die short-rate konstant sind, liegen nur drei freie Parame-

ter vor, die an die beobachtbaren Anfangspreise von unendlich vielen Bonds angepasst

werden sollen.

Das CIR-Modell ist zwar auch ein a�nes short-rate Modell, in dem analytische Lö-

sungen für Bond- und Optionspreise möglich sind, jedoch sind diese viel schwieriger zu

berechnen. Da der Di�usionsterm in der Dynamik der short-rate in Abhängigkeit von

der short-rate modelliert wird, kann die short-rate zwar die 0 erreichen, aber keine nega-

tiven Werte annehmen, da die short-rate wegen der Mean-Reversion-Eigenschaft stets

zum positiven Mean-Reversion-Level zurückgezogen wird. Unter einer zusätzlichen Be-

dingung an die Koe�zienten in der stochastischen Di�erentialgleichung kann garantiert

werden, dass die short-rate stets positiv ist. Aufgrund der konstanten Koe�zienten in

der short-rate Dynamik treten im CIR-Modell allerdings wie im Vasi£ek-Modell Kali-

brierungsfehler auf.

In dieser Arbeit wurde das (vereinfachte) Extended Vasi£ek-Modell vorgestellt. Dieses
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wird durch die gleiche stochastische Di�erentialgleichung modelliert wie das Vasi£ek-

Modell, nur mit dem Unterschied, dass das Mean-Reversion-Level zeitabhängig gewählt

wird. Diese deterministische Funktion kann an die beobachtbaren Marktdaten ange-

passt werden. Somit ist die Kalibrierung in diesem Modell möglich und man erhält eine

perfekte Anpassung der theoretischen Bondpreiskurve an die beobachtbaren Bondprei-

se. Da die Volatilität weiterhin konstant ist, ist die short-rate auch in diesem Fall

normalverteilt. Damit sind in diesem Modell einerseits die Bond- und Optionspreise

analytisch leicht berechenbar, andererseit besitzt das Modell damit wie das Vasi£ek-

Modell den Nachteil, dass die short-rate negative Werte annehmen kann.
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A Anhang

A.1 Beweis von Satz 5.15

Beweis: Die short-rate r(t) erfülle die Dynamik (5.8). Damit gilt also in Integral-

Schreibweise:

r(t) = r(0) + κ

∫ t

0

(
θ − r(u)

)
du+ σ

∫ t

0

√
r(u)dW̃ (u).

Berechnung des Erwartungswertes:

EQ[r(t)] = E
[
r(0) + κ

∫ t

0

(
θ − r(u)

)
du+ σ

∫ t

0

√
r(u)dW̃ (u)

]
Satz 5.3

= r(0) + κ
(
EQ

[∫ t

0

θdu
]
− EQ

[∫ t

0

r(u)du
])

stoch. Fubini
= r(0) + κ

(∫ t

0

θdu−
∫ t

0

E[r(u)]du
)

= r(0) + κ

∫ t

0

(
θ − EQ[r(u)]

)
du.

Für die partielle Ableitung des Erwartungswertes nach t gilt

∂E[r(t)]

∂t
= κ

(
θ − EQ[r(t)]

)
.

Damit folgt

∂

∂t

[
exp(κt)EQ[r(t)]

]
= EQ[r(t)]

∂

∂t
exp(κt) + exp(κt)

∂EQ[r(t)]

∂t

= EQ[r(t)]κ exp(κt) + exp(κt)κ
(
θ − EQ[r(t)]

)
= κθ exp(κt).
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Durch Integration erhält man∫ t

0

∂

∂u

[
exp(κu)EQ[r(u)]

]
du =

∫ t

0

κθ exp(κu)du.

Einerseits gilt nun∫ t

0

∂

∂u

[
exp(κu)EQ[r(u)]

]
du =

[
exp(κu)EQ[r(u)]

]t
0

= exp(κt)EQ[r(t)]− EQ[r(0)]

= exp(κt)EQ[r(t)]− r(0),

aber andererseits folgt auch∫ t

0

κθ exp(κu)du = θ
[
exp(κu)

]t
0

= θ
(
exp(κt)− 1

)
.

Zusammen ergibt sich also für den Erwartungswert

EQ[r(t)] = θ + exp(−κt)
(
r(0)− θ

)
.

Schlieÿlich folgt für den Grenzwert des Erwartungswertes

lim
t→∞

EQ[r(t)] = lim
t→∞

(
θ + exp(−κt)

(
r(0)− θ

))
= θ.

Berechnung der Varianz:

Als Erstes wird die Dynamik von r2(t) berechnet. Mit der Itô-Formel folgt

dr2(t) = 2r(t)dr(t) + d 〈r〉 (t)
(5.8)
=
(
2κθ + σ2

)
r(t)dt− 2κr2(t)dt+ 2σ(r(t))

3
2dW̃ (t)

und in Integralform besitzt r2(t) die Gestalt

r2(t) = r2(0) +
(
2κθ + σ2

) ∫ t

0

r(u)du− 2κ

∫ t

0

r2(u)du+ 2σ

∫ t

0

(r(u))
3
2dW̃ (u).
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Nun wird der Erwartungswert von r2(t) berechnet:

EQ[r2(t)]

= EQ

[
r2(0) +

(
2κθ + σ2

) ∫ t

0

r(u)du− 2κ

∫ t

0

r2(u)du+ 2σ

∫ t

0

(r(u))
3
2dW̃ (u)

]
Satz 5.3

= r2(0) +
(
2κθ + σ2

)
EQ

[∫ t

0

r(u)du
]
− 2κEQ

[∫ t

0

r2(u)du
]

stoch. Fubini
= r2(0) +

(
2κθ + σ2

) ∫ t

0

EQ[r(u)]du− 2κ

∫ t

0

EQ[r2(u)]du.

Ableiten nach t liefert

∂

∂t
EQ[r2(t)] =

(
2κθ + σ2

)
EQ[r(t)]− 2κEQ[r2(t)].

Weiter betrachtet man

∂

∂t

[
exp(2κt)EQ[r2(t)]

]
= EQ[r2(t)]

∂

∂t
exp(2κt) + exp(2κt)

∂

∂t
EQ[r2(t)]

= EQ[r2(t)]2κ exp(2κt) + exp(2κt)
((

2κθ + σ2
)
EQ[r(t)]− 2κEQ[r2(t)]

)
= exp(2κt)

(
2κEQ[r2(t)] +

(
2κθ + σ2

)
EQ[r(t)]− 2κEQ[r2(t)]

)
= exp(2κt)(

(
2κθ + σ2

)
EQ[r(t)]

= exp(2κt)(
(
2κθ + σ2

)
[θ + exp(−κt)

(
r(0)− θ

)
]

= exp(2κt)θ
(
2κθ + σ2

)
+ exp(κt)

(
2κθ + σ2

)(
r(0)− θ

)
.

Durch Integration folgt∫ t

0

∂

∂u

[
exp(2κu)EQ[r2(u)]

]
du

= θ(
(
2κθ + σ2

) ∫ t

0

exp(2κu)du+ (
(
2κθ + σ2

)(
r(0)− θ

)
]

∫ t

0

exp(κu)du.

(A.1)

Die linke Seite dieser Gleichung ist gleich

exp(2κt)EQ[r2(t)]− r2(0),
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während für die rechte Seite folgt

(A.1) =
(
θ2 +

σ2θ

2κ

)(
exp(2κt)− 1

)
+
(
2θ +

σ2

κ

)
(r(0)− θ)

(
exp(κt)− 1

)
=
(
θ2 +

σ2θ

2κ

)(
exp(κt)− 1

)2
+
(
2θ +

σ2

κ

)
r(0)

(
exp(κt)− 1

)
.

Für EQ[r2(t)] ergibt sich nun

EQ[r2(t)]

= exp(−2κt)

[
r(0) +

(
θ2 +

σ2θ

2κ

)(
exp(κt)− 1

)2
+
(
2θ +

σ2

κ

)
r(0)

(
exp(κt)− 1

)]
.

Damit lässt sich nun die Varianz berechnen:

V arQ[r(t)]

= EQ[r2(t)]− (EQ[r(t)])2

= exp(−2κt)

[
r(0) +

(
θ2 +

σ2θ

2κ

)(
exp(κt)− 1

)2
+
(
2θ +

σ2

κ

)
r(0)

(
exp(κt)− 1

)]
− exp(−2κt)

[
(r(0) + θ (exp(κt)− 1))2

]
= exp(−2κt)

[
σ2θ

2κ
(exp(κt)− 1)2 +

σ2

κ
r(0)(exp(κt)− 1)

]
=
σ2

κ
r(0)

(
e−κt − e−2κt

)
+
σ2θ

2κ

(
1− e−κt

)2
.

Schlieÿlich folgt für den Grenzwert der Varianz

lim
t→∞

V arQ[r(t)] =
σ2θ

2κ
.
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A.2 Berechnung der Bondpreise im CIR-Modell

Beweis: Aus der Dynamik der short-rate für das CIR-Modell folgt mit Satz (4.4), dass

das CIR-Modell ein a�nes short-rate Modell ist und der Bondpreis besitzt die a�ne

Gestalt

B(t, T ) = e−A(t,T )−B(t,T )r(t)

mit deterministischen Funktionen A(t, T ) und B(t, T ). Zur Bestimmung dieser Funk-

tionen ist nach Satz 4.4 folgendes System von gewöhnlichen Di�erentialgleichungen zu

lösen:

(I) ∂tA(t, T ) = −κθB(t, T ), A(T, T ) = 0

(II) ∂tB(t, T ) = κB(t, T ) +
1

2
σ2B2(t, T )− 1, B(T, T ) = 0.

In diesem Fall ist die zweite Gleichung, die Riccatische Gleichung, analytisch lösbar.

Dazu sind mehrere Rechenschritte notwendig1.

1. De�niere als Erstes die Funktion

φ(t) = exp

(
1

2
σ2

∫ T

t

B(u, T )du

)
.

Nun werden die ersten beiden Ableitungen von φ(t) berechnet:

φ
′
(t) = −1

2
σ2B(t, T )φ(t)

und φ
′′
(t) = −1

2
σ2∂B(t, T )

∂t
φ(t) +

1

4
σ4B2(t, T )φ(t).

Damit erhält man für die Funktion B(t, T ):

B(t, T ) = − 2φ
′
(t)

σ2φ(t)

und
∂B(t, T )

∂t
= −2φ

′′
(t)

σ2φ(t)
+

1

2
σ2B2(t, T ).

1Vergleiche [Shr04], Seite 285, Aufgabe 6.4.
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2. Setzt man dies in die Di�erentialgleichung (II) ein, so ergibt sich:

∂tB(t, T ) = κB(t, T ) +
1

2
σ2B2(t, T )− 1

⇔ 0 =
2φ
′′
(t)

σ2φ(t)
− 1

2
σ2B2(t, T )− κ 2φ

′
(t)

σ2φ(t)
+

1

2
σ2B2(t, T )− 1

⇔ 0 = φ
′′
(t)− κφ′(t)− 1

2
σ2φ(t).

(A.2)

Die Riccatische Di�erentialgleichung lässt sich folglich in eine homogene lineare

Di�erentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koe�zienten transformie-

ren.

3. Um die Di�erentialgleichung (A.2) zu lösen, beginnt man mit dem Eulerschen

Ansatz2:

Setze φ(t) = eλt mit einer beliebigen Konstanten λ ∈ R.
Es gilt also φ

′
(t) = λφ(t) und φ

′′
(t) = λ2φ(t). Damit folgt für (A.2)

0 =

(
λ2 − κλ− 1

2
σ2

)
eλt.

Damit ist die Funktion eλt eine Lösung, wenn λ eine reelle Nullstelle der charak-

teristischen Gleichung λ2 − κλ− 1
2
σ2 = 0 ist.

Als Nullstellen der charakterischen Gleichung erhält man

λ1,2 =
κ

2
± γ mit γ =

1

2

√
κ2 + 2σ2.

Die charakteristische Gleichung besitzt zwei verschiedene reelle Nullstellen, da

die Koe�zienten im CIR-Modell gerade positive reelle Konstanten sind. Damit

sind nach dem Superpositionsprinzip alle Funktionen

φ(t) = a1e
λ1t + a2e

λ2t

mit beliebigen reellen Konstanten a1 und a2 Lösungen der Di�erentialgleichung

(A.2).

4. Aus der Endbedingung B(T, T ) = 0 ergeben sich für die Funktion φ die Endbe-

dingungen

φ(T ) = 1 und φ
′
(T ) = 0.

2Siehe [Heu04], Seite 154.
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5. Eine Lösung dieses Endwertproblems erhält man, wenn man die Konstanten a1

und a2 so wählen kann, dass

φ(T ) = a1e
λ1T + a2e

λ2T = 1

und φ
′
(T ) = λ1a1e

λ1T + λ2a2e
λ2T = 0

gilt. Dazu ist ein lineares Gleichungssystem zu lösen. Als Lösung erhält man:

a1 =
c

κ
2

+ γ
e−(κ2 +γ)T und a2 = − c

κ
2
− γ

e−(κ2−γ)T

mit einer Konstanten c = −
κ
4
− γ2

2γ
.

Damit folgt für die Funktion φ

φ(t) =
c

κ
2

+ γ
e−(κ2 +γ)(T−t) − c

κ
2
− γ

e−(κ2−γ)(T−t)

= ce−
κ
2

(T−t)

[
κ
2
− γ

κ2

4
− γ2

e−γ(T−t) −
κ
2

+ γ
κ2

4
− γ2

eγ(T−t)

]
.

Auÿerdem folgt für φ
′
(t)

φ
′
(t) = ce−(κ2 +γ)(T−t) − ce−(κ2−γ)(T−t).

6. Nun kann man die gesuchte Funktion B(t, T ) berechnen.

B(t, T ) = − 2φ
′
(t)

σ2φ(t)

= −
2
(
e−γ(T−t) − eγ(T−t)) (κ

2

4
− γ2)

σ2
[
(κ

2
− γ)e−γ(T−t) − (κ

2
+ γ)eγ(T−t)

]
κ2

4
−γ2=−σ

2

2=
2e2γ(T−t)

(κ+ 2γ)(e2γ(T−t) − 1) + 4γ
.

7. Da ∂tA(t, T ) = −κθB(t, T ), erhält man A(t, T ) durch Integration von B(t, T ):

A(t, T )

=

∫ T

t

κθB(s, T )ds = −2κθ

σ2

∫ T

t

φ
′
(s)

φ(s)
ds

= −2κθ

σ2
[log(φ(s))]Tt = −2κθ

σ2
(log(φ(T ))− log(φ(t)))
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Anhang A. Anhang

= −2κθ

σ2

(
log

(
−2γ

κ2

4
− γ2

c

)

− log

(
ce−

κ
2

(T−t)

[
κ
2
− γ

κ2

4
− γ2

e−γ(T−t) −
κ
2

+ γ
κ2

4
− γ2

eγ(T−t)

]))

= −2κθ

σ2
log

(
4γe(κ

2
+γ)(T−t)

(κ+ 2γ)(e2γ(T−t) − 1) + 4γ

)
.

•
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