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1 Einleitung

1 Einleitung

Der Ausgangspunkt des Risikomanagements ist stets das Erfassen von Risiken. Da-
zu gibt es eine Vielzahl an Moglichkeiten, zwischen denen man wahlen kann. Doch
mochte man Risiken nicht nur qualitativ verstehen (zum Beispiel wo diese auftreten
oder welche Ursachen vorliegen), sondern auch quantitativ. Im weiteren Verlauf be-
schéftigen wir uns beispielhaft mit dem bankwirtschaftlichen Risikomanagement und
greifen somit das Thema Basel II auf. Gerade die von der Bankenaufsicht vorgeschrie-
bene Eigenkapitalunterlegung fufst auf einer Quantifizierung der Risiken, der eine Bank
ausgesetzt ist, d.h. das Ziel ist es, das Risiko anhand eines Kapitalbetrags — der eben
dieses absichern soll — zu messen. Insbesondere das Messen von operationellen Risiken
riickt mehr und mehr in den Vordergrund und wird explizit von der Bankenaufsicht
angesprochen. Der Basler Ausschuss fiir Bankenaufsicht definiert operationelles Risiko
als

“Gefahr von Verlusten, die infolge einer Unzuldnglichkeit oder des Versa-
gens von internen Verfahren, Menschen und Systemen oder infolge externer

Ereignisse eintreten®. !

Er schligt fiir die Berechnung der Eigenkapitalanforderung fiir operationelle Risiken
drei Ansitze vor: Den Basisindikatoransatz (BIA), den Standardansatz (STA) und die
fortgeschrittenen Messansitze (AMA), die alle im Kapitel 2 kurz vorgestellt werden.
Der Rest der Arbeit konzentriert sich auf die Ausfithrung des Loss Distribution Ansat-
zes als einen der fortgeschrittenen Ansétze.

2 Ubersicht der vorgeschlagenen Ansitze

Fiir die Messung operationeller Risiken nennt der Basler Ausschuss fiir Bankenaufsicht
im wesentlichen drei Vorgehensweisen, die sich beziiglich ihrer Komplexitat unterschei-
den. Die aufwéndigsten Verfahren sind die fortgeschrittenen Messansitze. Gerade viele
kleinere und mittlere Banken und Institutionen erfiillen die vom Ausschuss gesetzten
Voraussetzungen (noch) nicht und so diirften sich diese Ansitze erst im Laufe der
Zeit durchsetzen. Andererseits ist ein groferer Aufwand bei der Berechnung gewdhn-
lich auch mit einer groferen Genauigkeit verbunden, die wiederum eine angemessenere
Kapitalunterlegung in Aussicht stellt.

'Vgl. Basler Ausschuss fiir Bankenaufsicht (2004), Seite 127.




2 Ubersicht der vorgeschlagenen Ansétze

2.1 Basisindikatoransatz

Der Basisindikatoransatz als der rudimentérste Ansatz berechnet die Kapitalunterle-
gung durch Multiplikation einer wirtschaftlichen Kennzahl mit dem sogenannten «-
Faktor, der vom Ausschuss auf 15 Prozent festgelegt wurde. Die Kennzahl ist eine
Grobe, die den Geschiftsumfang widerspiegeln soll. Die Bankenaufsicht nennt als sol-
chen Indikator den mittleren Bruttoertrag der letzten drei Jahre. Durch die Festlegung
des a-Faktors von aufen wird klar, dass die so berechnete Kapitalunterlegung die in-
dividuelle Struktur des Instituts nicht in angemessener Weise beriicksichtigen kann.
Uberdies ist es fragwiirdig, ob der Bruttoertrag als Indikator fiir das operationelle
Risiko dienen kann und im proportionalen Verhiltnis zu eben diesem steht. Implizit
wird unterstellt, dass ein groferer Bruttoertrag automatisch mit einem hoéheren ope-
rationellen Riskio verbunden ist, bzw. ein Institut mit geringerem Bruttoertrag einem
kleineren Risiko ausgesetzt ist. Die Formel zur Berechnung der Eigenkapitalanforde-
rung nach dem Basisindikatoransatz lautet:

EKB:OéG

EKp Eigenkapitalunterlegung geméf dem Basisindikatoransatz
a vom Ausschuss auf 15% festgelegter Faktor

G mittlerer Bruttoertrag der letzten drei Jahre (Jahre mit negativem Bruttoertrag
sind zu ignorieren)

2.2 Standardansatz

Um den Standardansatz anwenden zu kénnen, miissen im Gegensatz zum BIA sowohl
einige qualitative als auch quantitative Voraussetzungen beziiglich des Risikomanage-
ment-Systems erfiillt sein. Gegeniiber dem BIA ermoglicht es dieser Ansatz dann aber
auch zwischen den Risiken einzelner Geschéftsfelder zu unterscheiden. Innerhalb der
einzelnen Geschiftsfelder wird die Eigenkapitalanforderung analog zum BIA berechnet.
Die Standardunterteilung des Ausschusses in 8 Geschiftsfelder und die zugehorigen
sogenannten (-Faktoren sind Tabelle 1 zu entnehmen. Die Formel lautet hier also:

EKs =) BGi

FEKg Figenkapitalunterlegung gemift dem Standardansatz
B; vom Ausschuss festgelegte Faktoren

G; mittlere Bruttoertrige der Geschaftsbereiche (vergleiche BIA)




2 Ubersicht der vorgeschlagenen Ansétze

Unternehmensfinanzierung/beratung 18%
Handel 18%
Retail-Geschaft 12%
Firmenkundengeschéft 15%
Zahlungsverkehr & Wertpapierabwicklung | 18%
Depot- und Treuhandgeschifte 15%
Vermogensverwaltung 12%
Wertpapierprovisionsgeschéfte 12%

Tabelle 1: Geschéaftsfelder mit Beta-Faktoren.
Quelle: BCSB (2004), Seite 130

Neben den bereits beim BIA erwéhnten Kritikpunkten fallt auf, dass durch das ein-
fache Aufaddieren eine perfekte Korrelation zwischen den operationellen Risiken der
Geschéftsbereiche angenommen wird. Das bedeutet, dass operationelle Risiken zur glei-
chen Zeit auftreten, was nicht besonders realistisch ist und zu einer eher konservativen
Kapitalhinterlegung fiihrt. Zwar ist dies im Sinne der Regulationsbehdrde, kann aber
eine Fehlallokation des Kapitals innerhalb des Instituts zur Folge haben. Aus diesem
Grunde sollte eine Bank daran interessiert sein, einen fortgeschrittenen Messansatz zu
verwenden.

2.3 Fortgeschrittene Messansitze

Auf dem Gebiet der fortgeschrittenen Messansétze werden verschieden Vorgehenswei-
sen diskutiert und (weiter)entwickelt. Aus diesem Grund hat sich der Ausschuss nicht
auf ein konkretes Verfahren festgelegt, sondern lisst den Banken freie Hand bei der
Wahl des konkreten Ansatzes. Natiirlich gibt es auch hier wie beim STA gewisse An-
forderungen. Allen fortgeschrittenen Messansdtzen gemein ist, dass sie auf den internen
Daten der Bank basieren und somit die Grundlage eines individuell auf das Institut
zugeschnittenen Modells bilden. Hierbei handelt es sich um ein mathematisches Mo-
dell, welches das Risiko bzw. den damit verbundenen Verlust als eine Zufallsvariable
ansieht.

AuRerdem ist es der Bank erlaubt bei Verwendung eines AMA (advanced measurement
approach) die risikomindernde Wirkung von Versicherungen in die Berechnung der Ka-
pitalanforderung mit einzubeziehen. Die Schadensvorfille werden nicht nur nach ihrer
Herkunft gem&f den 8 Geschiftsfeldern aus Tabelle 1 differenziert, sondern zusétzlich 7
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verschiedenen Kategorien von operationellen Verlusttypen zugeordnet. Insgesamt kon-
nen die operationellen Verluste also 56 verschiedenen Zellen zugeordnet werden. Zuerst
werden die einzelnen Kombinationen separat betrachtet und spéter die Ergebnisse ag-
gregiert. Die Klassen der Ereignistypen der operationellen Risiken, wie vom Ausschuss
festgelegt, lauten’ :

e Interner Betrug

Externer Betrug

Beschiftigungsverhéltnisse und Arbeitsplatzsicherheit

Klienten-, Produkt- und Geschiftsverhalten

Schiaden an materiellen Aktiva

Geschiftsunterbrechung und Systemversagen
e Ausfiihrungs-, Liefer- und Prozessmanagement

Zu den fortgeschrittenen Ans#tzen gehort unter anderem der IMA (internal measure-
ment approach) und der LDA (loss distribution approach). In der Praxis ist der am
haufigsten anzutreffende Ansatz der LDA. Im Vergleich zum IMA bietet er mehr Flexi-
bilitdt und schétzt den unerwarteten Verlust direkt, d.h. die gesamte Verlustverteilung
wird geschétzt, wihrend der IMA von einer analytischen Annéherung des unerwarteten
Verlusts innerhalb eines Verlustmodells ausgeht. Der unerwartete Verlust bezeichnet
die Differenz zwischen dem 99,9%-Quantil der jéhrlichen Verlustverteilung und dem
erwarteten Verlust, also dem Erwartungswert eben dieser Verteilung. Hierbei muss be-
achtet werden, dass der erwartete Verlust natiirlich auch unterlegt werden mufl. Der
interne Messansatz kann so verstanden werden, dass das Risiko nach dem Mittelwert-
prinzip gemessen wird, d.h. der Eewartungswert wird mit eine mFaktor multipliziert.

Das Kapitel 7.5 in C. Alexander (2003) beschéftigt sich ndher mit dem IMA und enthalt
auch die folgenden Aussagen. Der Basis-IMA geht davon aus, dass die Schadenshdhe
deterministisch ist und die Schadenszahl binomialverteilt. Auf diesen Annahmen auf-
bauend berechnet er die Eigenkapitalhinterlegung als Anteil des erwarteten Verlusts.
Die grundlegende Formel des IMA lautet:

EKiya =~vE(L) =ypL,

wobei uy, der Erwartungswert des zufélligen Verlustes L ist.

Die vy-Faktoren sind nicht vom Basler Ausschuss fixiert und miissen selbst kalibriert
werden. Eine Methode, wie diese Faktoren geschétzt werden kénnen, wird auf den

!Quelle: BOBS (2004), Anhang 7.
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Seiten 148-156 der oben genannten Quelle beschrieben. Bei der Schitzung wird die

Definition des unerwarteten Verlusts ausgenutzt.
YL = EKiva=qoo% —HL = V= (]99’927;%

EKiy 4 Eigenkapitalunterlegung gemift dem Basis-IMA

~ vom Institut zu bestimmender Faktor

pr, Erwartungswert der Verlustverteilung

Q99,9% das 99,9%-Quantil der Verlustverteilung

Die Verlustverteilung ist nicht bekannt und wird durch eine Annahme {iber die Scha-
denszahlverteilung indirekt festgelegt, da wir von einer deterministischen Schadenshéhe
ausgehen. Setzt man die Eigenkapitalunterlegung nicht nach dem sogenannten Erwar-
tungswertprinzip an (d.h. die Eigenkapitalunterlegung ist ein Anteil, beziehungsweise
Vielfaches des Erwartungswertes), sondern nach dem Standardabweichungsprinzip, er-

gibt sich mit o, als Standardabweichung der Verlustverteilung
499,9% — ML
Cor =FEKima = qooo% — br = ¢ = T

Unter verschiedenen Annahmen iiber die Schadenszahlverteilung ergeben sich die in
Tabelle 2 angegebenen Formeln fiir die Eigenkapitalunterlegung.

Verteilung Erwartungswert py | Standardabweichung on | EKrara
Binomial np \/m ~ \/np CX/np
Poisson A VA CXV
Negativbinomial af By a (XpBya

n, p, A, @ und 3 sind die Parameter der jeweiligen Verteilung;

deterministische Schadenshéhe X

Tabelle 2: Formel fiir die Eigenkapitalunterlegung nach IMA bei ver-
schiedenen Schadenszahlverteilungsannahmen.

Nachdem man diese Berechnungen fiir jede der 56 Kombinationen ausgefiihrt hat, kann
man die Eigenkapitalhinterlegungen z.B. aufaddieren, wobei hier wieder eine perfekte
Korrelation von impliziert ist. Es ist aber auch eine genauere Modellierung der Bezie-
hungen zwischen den einzelnen Kombinationen méglich.

Im Folgenden wenden wir uns dem LDA zu. Bei diesem Ansatz steht die Verlustver-
teilung als solche und deren Modellierung im Vordergrund.
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3 Mathematische Grundlagen

Zuerst werden wir allgemein die mathematische Modellierung eines Verlustes einfiih-
ren und die Bedeutungen — {ibertragen auf den Fall des Verlustverteilungsansatzes —
skizzieren. Damit das Modell spdter an Daten angepasst werden kann, wenden wir
uns danach dem Thema Schétzer zu. Die Eigenschaft operationeller Risiken, dass auch
extrem hohe Schiden mit einer nicht zu vernachldssigende Wahrscheinlichkeit vorkom-
men, findet in einem Paragraphen iiber Extremwerttheorie seinen Niederschlag. Das
Thema Copula soll das Bild vervollstandigen.

3.1 Mathematisches Modell

Wie bereits erwahnt, wird das Risiko, bzw. der Verlust mit dem Konzept der Zufalls-
variablen verbunden. Fiir alle weiteren Aussagen wird implizit ein zugehdriger Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, 2, P) unterstellt. Wir gehen von einem Verlust L aus, der sich
aus einer gewissen Anzahl von Einzelschdden X; zusammensetzt. Diese sowie die An-
zahl der Schiaden sind zufillig, so dass wir insgesamt einen zufélligen Verlust erhalten.
Da diese Uberlegung durch einfache Summenbildung auf rein theoretisch beliebig viele
Bereiche, in denen Verluste auftreten, libertragen werden kann, reicht es zuerst nur ein
Gebiet zu betrachten. Im Kontext des LDA, der die Verlustverteilung der 56 einzelnen
Geschéftsfeld- Verlusttyp-Kombinationen modelliert und daraus die Verlustverteilung
der Gesamtbank berechnet, konzentrieren wir uns somit zuerst auf eine solche Kom-
bination und behandeln im zweiten Schritt Gesichtspunkte der Aggregation. Um die
Verlustverteilung zu modellieren, greift man auf einen versicherungsmathematischen
Ansatz zuriick. Dazu betrachten wir folgendes wahrscheinlichkeitstheoretische Modell
einer zufilligen Summe zur Beschreibung des Verlustes innerhalb eines Geschiftsbe-

reichs:
L=) X (1)

N zufillige Schadenszahl, unabhéngig von den X;

X; zuféllige Schadenshéhe des i-ten Schadens unter der Bedingung, dass ein Schaden
eingetreten ist. Es wird angenommnen, dass die X; unabhingig und identisch
verteilt sind.

Unter diesen Annahmen lassen sich folgende grundlegenden Eigenschaften des Sum-
menprozesses herleiten:

o F(L)=E(N)E(X), wobei X ~ X, dieselbe Verteilung wie X; besitzt
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e Var(L) = E(N)Var(X) + Var(N)(E(X))2.

3.2 Schatzer

Das Thema Schétzer findet man in fast jedem Lehrbuch zur Einfiihrung in die Statistik,
wie z.B. in Stahel (2002) oder ausfiihrlicher in Silvey (1975).

Wir gehen von einem sogenannten parametrischen Modell aus und ordnen sowohl der
Schadenszahl N als auch der Schadenshéhe X eine parametrische Verteilungsfamilie
{Fy |0 € ©} zu, wobei © der Grundraum ist, der alle méglichen Parametervektoren 6
der Verteilung umfasst. In den meisten Féllen ist die Verteilung nicht bekannt und soll
aufgrund von Daten geschétzt werden. Durch die Festlegung der Familie von Vertei-
lungen ist eine erste Annahme getroffen; durch die Wahl der Parameter soll dann diese
Verteilungsfamilie moglichst gut an die beobachteten Werte angepasst werden. Um die
Giite eines Schitzers zu beurteilen, stiitzt man sich auf die folgenden Eigenschaften
und Definitionen.

Eigenschaften von Schatzern

Allgemein gilt, dass ein Schitzer 0 fiir § wiederum selbst eine Zufallsvariable ist, die eine
Verteilungsfunktion besitzt. Diese Zufallsvariable kann verschiedene Merkmale aufwei-
sen.

e Eine wichtige Eigenschaft ist die Erwartungstreue des Schitzers, d.h. E(0) = 0.
Im Mittel entspricht der Schitzer also dem wahren Parameter 6. Da die Groke

b := E(f) — 0 als Bias bezeichnet wird, heifien erwartungstreue Schétzer auch
unbiased.

e Konsequenterweise mochte man iiberdies zwischen den erwartungstreuen Schéat-
zern eine Beurteilung der Giite, was zu den MVU-Schdtzern fithrt (minimum
variance unbiased).

e Ahnlich der Erwartungstreue misst der mittlere quadratische Fehler (mean stan-
dard error) diq ,Differenz zwischen dem Schétzer und dem wahren Parameter.
MSE; := E((0 — 0)%).

e Ein weiteres Kriterium ist die Konsistenz, d.h. das Verhalten des Schétzers fiir
sehr grofen Stichprobenumfang. Der Schéitzer heift konsistent, wenn gilt

0(Y1,Ys,....Y,) 26, dh.
P(|0(Y1,Ya,....Y,)—0]|>€) —0,Ve>0 und n— oco.
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Bemerkung 1. Ein Schatzer ist eine Funktion der vorliegenden Daten. Diese sind
wiederum zufdllig (siehe Stahel (2002), Seite 170).

Um die Parameter in einem gegebenen Modell, d.h. zu einer gewéhlten Verteilungsfa-
milie zu bestimmen, gibt es verschiedene Methoden.

Maximum-Likelihood Schatzer

Seien die Daten y = (y1, Y2, - ., Ym) als m unabhéngige Realisationen der Zufallsvaria-
blen Y gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Realisationen y1,ys, ...y von einer
Zufallsvariablen Y mit Verteilung Fy« gezogen wurden, spiegelt die Plausibilitdt des
Parameters 6* als wahrer Parameter der Verteilung wider. Je grofer die Wahrscheinlich-
keit unter einer Verteilung Fp+« gerade die vorliegenden Realisationen zu erhalten, desto
plausibler erscheint die Annahme, dass 6* der wahre Parameter ist. Wir wollen also
0 so bestimmen, dass diese Wahrscheinlichkeit maximal wird. Da fast alle parametri-
sche Verteilungen mehr als einen Parameter besitzen, gehen wir als Verallgemeinerung
davon aus, dass es sich bei # € RP um einen Vektor handelt, der die Parameter der
Verteilung enthalt.

Wenn wir annehmen, dass die gemeinsame Verteilung Hy(y1,¥y2,- - -, Ym) des Zufalls-
vektors (Y7,Ys,...,Y,,) eine Dichte h(0; y) := ho(y1,y2, - - ., Ym) besitzt, kann man die
oben angesprochene Wahrscheinlichkeit mit deren Hilfe darstellen. Durch die Notation
h(8; y) soll ausgedriickt werden, dass wir die Dichte bei gegebenem y als Funktion in
0 betrachten wollen. Man nennt diese Funktion dann auch Likelihood-Funktion. Nutzt
man aus, dass die Y; unabhéngig und identisch verteilte Duplikate von Y sind, lautet
der erste Ansatz:

maxh(0; y) = max [  fo(y:) (2)

O Parametergrundraum
fo Dichte der Verteilung von Y mit Parametervektor 6

Aus praktischen Griinden maximiert man nicht die obige Likelihood-Funktion h(6; y),
sondern die Log-Likelihood-Funktion Ly(y) := Inh(6; y). Der Maximum-Likelihood
Schétzer 0 ergibt sich als Losung dieses Maximierungsproblems. Es gilt
0 := h(9; & 0= L
arg max h(0; y) arg max Lo(y),

da der Logarithmus eine streng monotone Funktion ist. Dieses Maximierungsproblem
16st man, indem man den Gradientenvektor der Log-Likelihood-Funktion gleich Null

10
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setzt und aus den daraus resultierenden Gleichungen 0 bestimmt. Dieses Gleichungs-
system bestehend aus p Gleichungen:

0 0 - ! _
870[/9( ) aTlnh Z nf yu *07 j*17ap

Die meisten Verteilungen gehoren zur Exponentialfamilie, d.h. sie besitzen eine Dichte
der Form

folz) = C(0) " g(a).
In diesem Fall erhélt man fiir die Log-Likelihood-Gleichungen

% __omce)
;T(xz)—m 5, j=1,...p.

Der Maximum-Likelihood Schitzer (ML Schétzer bzw. MLE fiir ML estimator) ist der
bekannteste der parametrischen Schatzer. Der groffe Vorteil des Maximum-Likelihood
Schétzers ist seine Konsistenz (siehe Silvey (1975), Seite 76).

Momentenmethode

Bei der Momentenmethode verwendet man Kennzahlen der Stichprobe zur Schitzung
der entsprechenden theoretischen Kennzahlen, die im wesentlichen Momente der Ver-
teilung sind. Demnach ergibt sich fiir eine von der Zufallsvariablen Y gezogene unab-
héngige Stichprobe y1,ys, ..., ym Folgendes (vergleiche Stahel (2002), Seite 28):

Der Erwartungswert wird geschitzt durch ¢ := 1 Z Yi, (3a)
m -
die Varianz durch AQ-—Li(-—*)Q (3b)
ie Varianz durch 5% := —— 2 Yi —Y)“,
m
die Schiefe wird geschitzt durch &3 := %Z 22 (3¢)
i=1

1 m =
und die Langschwiinzigkeit durch 8% := p. Z 2z —3 mitz; = vi— ¥ (3d)
i=1

11
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3.3 Extremwerttheorie

Es sollen einige Aspekte und Ergebnisse der Extremwerttheorie (EVT, extreme value
theory) dargelegt werden, die spéter bei der Modellierung der Schadenshéhenverteilung
bestimmend sein werden. Dieser Paragraph basiert hauptséchlich auf Reiss/Thomas
(2001), Embrechts/ Kliippelberg/Mikosch (1997) und Menkens (2005). Man beachte,
dass die Notationen sich an die beiden letztgenannten Quellen anlehnen.

Wir gehen von Ursprungsdaten x1, x2, . . ., £,, als Realisationen unabhingiger und iden-
tisch verteilter Zufallsvariablen X, X5, ..., X,, aus. Die zugehérige Verteilungsfunk-
tion F' sei nicht bekannt. Zuerst einige Definitionen und Bezeichnungen, die kiinftig
gebraucht werden:

1. Ordnet man die m Zufallsvariablen X1, ..., X,, in absteigender Reihenfolge, er-
hélt man die Ordnungsstatistiken Xy < -+ < Xoupn < Xiim, d.h Xy, ist das
Maximum der Zufallsvariablen.

2. Wir bezeichnen allgemein den rechten, bzw. den linken Endpunkt einer Vertei-
lungsfunktion F' mit xg(F') := sup{z | F'(z) < 1},
bzw. 21 (F) := inf{z | F(x) > 0}.

3. Mit F(x) := 1 — F(x) bezeichnen wir die Flankenfunktion von F. Diese gibt die
Wahrscheinlichkeit an, dass die Zufallsvariable X ~ F grofer als z ist, welche
hinsichtlich der Betrachtung von Uberschreitungen eine relevante Grofe ist.

4. Die verallgemeinerte Inverse von F' ist definiert durch
F(y) = int{z| F(z) > y}.

Ist die Verteilungsfunktion stetig und streng monoton, so handelt es sich hierbei
um die Umkehrabbildung der Verteilungsfunktion.

5. Fiir X ~ F definiert man das ¢-Quantil z, := F'(¢) = inf{z | F(z) > q}.

6. Die empirische Yerteilungsfunktion basierend auf den m Daten x1,...,x,, ist
definiert durch Fi,(2) := L 37" 1y <p).

Uberschreitungen

Eine wichtige Frage, mit der sich die Extremwerttheorie auseinandersetzt, ist das Ver-
halten der Uberschreitungen oberhalb einer hohen Schwelle u. Wir nehmen an, dass
u < zr(F).

Es kann sowohl die Menge {X;|X; > u} der Ursprungsdaten, die grofer sind als
die Schwelle u — die sogenannten Exzedenten —, als auch die Menge der eigentlichen

12
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Uberschreitungen {Y;|Y; := X; —u, X; > u} — die sogenannten Exzesse — betrachtet
werden. Im Weiteren konzentrieren wir uns hauptséchlich auf die Exzedentent X;. Es
ergeben sich die Verteilungen:

Fu(aj)::P(X§m|X>u):P(X§3:,X>u)/P(X>u):Fx

Verteilung {iber der Schwelle u flir x > u

Fy(y) == PY <y[X >u) = P(X —u<y[X >u)
=PX <y+ulX>u)=F(y+u), y=>0

Uberschreitungsverteilung zur Schwelle u (excess df)

POT und GPD

Mit Hilfe der Verteilung {iber der Schwelle u ldsst sich die sogenannte POT-Stabilitat
(peaks over threshold) und der POT-Anziehungsbereich definieren (vergleiche Reiss/
Thomas (2001), Seite 25):

Definition 1. Eine Verteilungsfunktion F heifit POT-stabil, wenn es zu jedem u € R
Konstanten a,, b, gibt, so dass gilt:

Fy(ayx +b,) = F(z)

Definition 2. Man sagt allgemein F liegt im POT-Anziehungsbereich von G,
wenn gilt

Fulayz+by) — G(x), uw— xr(F) fir geeignete Konstanten a,, by,.

Es gibt Verteilungen, die gerade durch die POT-Stabilitidt ausgezeichnet sind, die so-
genannten verallgemeinerten Pareto-Verteilungen (GPD, generalized pareto distributi-
on). Sie ergeben sich als nicht-entartete Grenzverteilung der Uberschreitungsdatenver-
teilung, wenn die Schwelle u — oo strebt.

Das entscheidende Theorem zur Modellierung der Uberschreitungsdaten findet man
zum Beispiel in Reiss/Thomas (2001), Seite 26.

Satz 1 (Balkeman-de Haan-Pickands). Hat F,(ay, x +by,) eine stetige Grenzverteilung
fir u — xr(F) mit geeigneten Konstanten a,, by, so gilt

r—Uu

sup
0<z<zr(F)—u

Fu(x)—G< )‘ —0, u— ap(F)

Oy

13



3 Mathematische Grundlagen

mit einer verallgemeinerten Pareto-Verteilung G und geeignetem o, > 0, d.h. die
Grenzverteilung der Uberschreitungsdatenverteilung ist eine verallgemeinerte Pareto-
Verteilung.

Die verallgemeinerten Pareto-Verteilungen lassen sich folgendermaften definieren durch
(a-Parametrisierung):

0 , <0 . .

Go(z) = v Exponentialverteilung  (5a)
1—e® ,22>0
0 ;o<1 .

Go(z) = v= a>0 Pareto-Verteilung  (5b)
1l—2z7 ,2x2>1
0 , x < —1

Ga(x) =141 _ (—z)* ,-1<z<0 a>0 Betaverteilung. (5¢)
1 , x>0

Bemerkung 2. Die obige Betaverteilung bezeichnet eine Teilfamilie der iblichen Be-
taverteilung. Ist im Folgenden die Rede von einer Betaverteilung, so handelt es sich um
eine verallgemeinerte Pareto-Verteilung.

Der Parameter « wird als Gestaltsparameter oder Flankenparameter bezeichnet, der
bei der Pareto-Verteilung das Tailverhalten bestimmt. Zur besseren Handhabung der
3 Félle fasst man diese unter der standardisierten verallgemeinerten Pareto-Verteilung
zusammen (&-Parametrisierung):

Definition 3.

0<x fir £€=0
-, ir £=0
Ge(z) == ‘ ) fir < wobei § 0 < fir ¢>0 (6
1-(1 “E, fi 0
(1+¢z) fir {7 0<x<% fir €<0

heifit standardisierte verallgemeinerte Pareto-Verteilung mit Gestaltsparameter .

Analog zur Erweiterung der Standardnormalverteilung N(0,1) lassen sich die stan-
dardisierte verallgemeinerte Pareto-Verteilung und die verallgemeinerten Pareto-Ver-
teilungen in der a-Parametrisierung zu einer gréfseren Klasse ausdehnen, indem man

14



3 Mathematische Grundlagen

“=£ statt z in die obigen Definitionen einsetzt. Dann kann man den Definitionsbereich
der standardisierten verallgemeinerten Pareto-Verteilung schreiben als

i, 00) falls €>0
D)= .
[+ ] falls £<0

Wie bereits erwdhnt sind verallgemeinerte Pareto-Verteilungen durch ihre POT-Stabi-
litét charakterisiert. Hieraus kann man schliefen, dass die Uberschreitungen wieder ei-

ne verallgemeinerte Pareto-Verteilung besitzen (vergleiche Reiss/Thomas (2001), Seite
26/27).

Lemma 1. Sei X ~ G¢ . -(x). Dann folgen die Uberschreitungen Y := X —u beziiglich
einer hohen Schwelle u wieder einer verallgemeinerten Pareto-Verteilung.

Beweis. Sei F(x) := G¢ (). Wegen der POT-Stabilitat gilt

—b
F,(ayz+b,)=F(x)< F,(y)=F (y ”> fiir geeignete Konstanten a,,, b, ,

Ay,
und somit

— b,
P(X—u§x|X>u):Fu(x+u):F<m)

Ay,

r+u—>b
= G&u,a ( u> = G¢,a, ptbu—u, 0 ay (r)

Qo

d.h. die Verteilung der Uberschreitungen beziiglich einer hohen Schwelle u ist verallge-
meinert Pareto-verteilt. O

Die Dichte der verallgemeinerten Pareto-Verteilung lautet (vergleiche Menkens (2005),
Seite 30):
(1—1—5%)_%_1 fiir £#0 ]z >p falls £€>0

T—p

e o fir £€=0 ,ugasg;zf% falls £ <0.

e o () =

A= Qe

Zur Veranschaulichung sind Dichten der 3 verallgemeinerten Pareto-Verteilungen mit
unterschiedlichen Parametern in Abbildung 1 dargestellt.
Zusammenhinge

In der {-Parametrisierung ist G¢ , » eine Pareto-Verteilung fiir { > 0 und eine Beta-
verteilung fiir £ < 0. Es gilt x1(Ge o) = inf{z|Ge(F) > 0} = p, denn fiir £ > 0

15



3 Mathematische Grundlagen

Beta

Exponential

0.5 1

G(0,0.3,0.5)

G(0,0.1567, T

1 2 3 4 0.5 1

(a) Standarddichten (b) Exponentialdichten

\G(*O‘ZA, 1,0.7)
~\

-\
\\ _G(-0.5,02)

0.5 T

(c) Pareto-Dichten (d) Betadichten

Abbildung 1: Dichten der GPD in der ¢-Parametrisierung

mub 0 < =F & p <z, fir £ <0 mub O§%<%@u§x<%+uundfﬁr

§=0muR 0 < =F & < o gelten, damit die Verteilungsfunktion Werte grofer als
Null annimmt.

In der a-Parametrisierung gilt fiir die Pareto-Verteilung mit o« > 0 2(Gapro+) =
w4+ o*, da ‘”;ff* >1 & x> p*+ o* und fiir die Betaverteilung mit o < 0 erhélt
man wegen 0 > % > -1 & u* > x> u* — o dass der linke Endpunkt gleich
p* — o* und der rechte Endpunkt gleich p* ist. Hieran erkennt man eine Besonderheit
der Betaverteilung: sie besitzt einen endlichen rechten Endpunkt zp < oc.

Bemerkung 3. Man beachte, dass Fy,(x) als Verteilung iber der Schwelle u densel-
ben linken Endpunkt hat wie die Grenzverteilung, deren Lokationsparameter in der
&-Parametrisierung stets mit dem linken Endpunkt ibereinstimmt (siehe oben), d.h.

21(Geno) = u = 1(Fu(z)) = inf {x ‘ Pl » 0} .

16



3 Mathematische Grundlagen

Die folgenden Beziehungen zwischen den drei verallgemeinerten Pareto-Verteilungen
findet man z.B. in Reiss/Thomas (2001) auf Seite 38 .

Lemma 2. Sei X ~ G, 0,5, @ > 0 eine Pareto-verteilte Zufallsvariable.
Dann gilt

(i) nX ~G 1, a > 0 st eine exponentialverteilte Zufallsvariable und

0,lno,=
[e3

(ii) —1/X ~ Ga,O,i’ a > 0 eine betaverteilte Zufallsvariable.

Beweis. (i) Einerseits haben wir, dass

HX§$ﬁﬂ%&A@:1—(

SR
N
|
Q

T\ —Q
= PlnX <z)=PX <e")=1- <6> )
o
Andererseits gilt
- _w—lgo- . _ _1 _ et -« B e® -«
GO,Ino‘,é<x)_1_e o =1—¢ @ n")_l—(ehw> —1— — )
Hieraus folgt, dass In X ~ GO,ln oL
(ii) Sei X ~ Gq0,0 mit a > 0. Es gilt
1 —
P(-1/X <y)=P(X <-1/y)=1- <—0y> =1- (—Uy)_(_a)

Also handelt es sich bei —1/X um eine betaverteilte Zufallsvariable mit Ge-
staltsparameter o > 0, Lokationsparameter 0 und Skalenparameter 1/o.

O]

Die drei verallgemeinerten Pareto-Verteilungen der a-Parametrisierung lassen sich in
die standardisierte verallgemeinerte Pareto-Verteilung mit ¢-Parametrisierung iiber-
fiihren:

e fiir die Pareto-Verteilung durch Go(1 + 1 2) = Ge¢(z), wobei o > 0, & =1 >0
und

e fiir die Betaverteilung durch G, (—(1+ (=1 2))) = G¢(x), wobei a > 0, ¢ =
1
~1<o.

17



3 Mathematische Grundlagen

e Fiir die Exponentialverteilung sind beide Parametrisierungen offensichtlich iden-
tisch.

Da einige Resultate in der a-Parametrisierung und andere in der £-Parametrisierung
prasentiert werden, kann man spiter auf diese Reparametrisierung zuriickgreifen, um
sie eventuell leichter nachzuvollziehen.

Flankenmodellierung

Durch Umformen der Definition der Verteilung iiber der Schwelle u in (4) erhélt man
flir x > u die folgende Darstellung der Verteilungsfunktion:

F(x)=(1-F(u)) Fu(x)+ F(u), z>u. (7)

Diese stellt einen sehr niitzlichen Zusammenhang her zwischen der Verteilung von X,
die modelliert werden soll, und der bedingten Verteilung von X gegeben, dass eine
Schwelle iiberschritten wird. Die bedingte Verteilung konnen wir durch eine GPD
approximieren, wenn die Schwelle v nur hoch genug ist, was gerade der Satz von
Balkeman-de Haan-Pickands rechtfertigt.

Bemerkung 4. Die Formel (7) kann man auch durch Bedingen herleiten:

Flz)=P(X <z|X>u)P(X >u)+P(X <z|X <u)P(X <u)
=F(z) 1—F(u)+ F(u) fir z>wu, dadann P(X <z|X <wu)=1.

Menkens (2005) beschreibt auf Seite 33 eine andere Sichtweise der Situation. Hier
wird davon ausgegangen, dass man die Verteilung der eigentlichen Uberschreitungen
Y := X — u durch eine GPD approximiert. Dies ergibt sich aus dem Zusammenhang
zwischen der Verteilung der Uberschreitungsdaten F,(z) und der Uberschreitungsver-

teilung (vgl.(4)).
F(u) (y> = Fu<y + u) = Fu(x) ~ G&,u,a(m) = Gf,u,a(y + u) = G&,O,U(ZU)'

Hierbei besitzt die GPD, die an die Uberschreitungen angepakt werden kann, den
Lokationsparameter und somit den linken Endpunkt 0.

Lemma 3. Gegeben sei eine Verteilungsfunktion F. Handelt es sich bei der Uber-
schreitungsdatenverteilung F,(x) um eine GPD G¢,, ,(x) so erhdlt man als unbeding-
te Verteilung F(x) = (1 — F(u)) Fy(z) + F(u), x > u oberhalb der Schwelle u
eine GPD mit demselben Gestaltsparameter & und Lokations- bzw. Skalenparameter

Gg=0/(1—F(u)™¢ und i =u— z

18



3 Mathematische Grundlagen

Beweis. Es gilt

(1—-F(u)Geuo(x)+ F(u) = (1 = F(u)) (1 -

—1- ((1 - F(w))

O]

Aus der {-Parametrisierung lédsst sich durch eine einfache Rechnung das g-Quantil
herleiten. Mit einer Wahrscheinlichkeit von ¢ liegen die Werte der Verteilungsfunktion
unter dem Wert des ¢-Quantils, d.h. es wird mit einer Wahrscheinlichkeit von hochsten
1 — ¢ iiberschritten.

(1-g) -1
§
Go(z)=1—-e"=q & Gy'(q)=—In(1—q) == firé=0.

Gex) =1—(1+&2) E =¢ & Gil(g) = = firé #0,

Bemerkung 5. Allgemein lassen sich die Quantile einer Verteilungsfunktion F), , =
F(=) durch die Quantile der standardisierten Verteilungsfunktion ausdricken und es
gilt FM_’;(y) = u+ o F~Y(y). Somit folgt fiir die Quantile der standardisierten verall-
gemeinerten Pareto-Verteilung G¢ , , mit Lokationsparameter . und Skalenparameter
o:

Gepoly) = M+% (1=y)"*=1)  fiir § #0 und Gy}, ,(y) = p—o In(1—y) fiir £ = 0.
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3 Mathematische Grundlagen

3.4 Copula

Bei der Modellierung von Abhéngigkeiten hat der Begriff der Copula in den letzten
Jahren zunehmend an Bedeutung gewonnen. Die folgende Definition findet man in
Durrleman /Nikeghbali/Roncalli (2000).

Definition 4. Sei (X1,...,X,;) € R? ein d-dimensionaler, reellwertiger Zufallsvek-
tor mit gemeinsamer Verteilung F(xy....,z4) = P(Xy7 < z1,...,Xq < z4) und
Randverteilungen Fi(z;) = P(X; < x;), ¢ = 1,...,d . Eine Verteilungsfunktion
C :[0,1]* — [0,1] heifit Copula, falls gilt

o Ch(un) :=CQ,....,uy,1,...,1) =up, fir n=1,...d und u, €[0,1]
o F(xy,...,2q) = C(F1(x1),...,Fi(xyq)), fir alle Stetigkeitspunkte x; wvon F;.

Eine grundlegende Aussage iiber Copulas beinhaltet der folgende Satz. Hierzu und zu
Lemma 4 vergleiche da Costa Dias (2004).

Satz 2 (Theorem von Sklar). Zu einer d-dimensionale Verteilungsfunktion F' mit ste-
tigen Randverteilungen F;, i = 1,...,d ezistiert eine eindeutig bestimmte Funktion H,
so dass gilt

F(zy,...,xq) = H(F1(21),...,Fi(xq)).

Die Erweiterung dieser Funktion auf [0,1]¢ ist eine Copula C mit
F(l’l, oo ,.%'d) = C(Fl(.%'l), ceny Fd(xd))

Andererseits ist die zu gegebenen eindimensionalen Verteilungen F1, ..., Fy und einer
d-dimensionaler Copula C durch

F(l‘l, ce ,Jid) = C(Fl(xl)a s 7Fd(xd))

definierte Funktion eine d-dimensionale Verteilungsfunktion, die die Randverteilungen
Fi, ..., Fy besitzt.

Der Grund warum Copulas zur Modellierung besonders geeignet sind, liegt in der
Moglichkeit, zu einer mehrdimensionalen Verteilungsfunktion F' die Randverteilungen
F; von der Copula C zu trennen und diese beiden Groéfen separat zu betrachten.
Die Copula umfasst hierbei die gesamte Abhdngigkeitsstruktur zwischen den einzel-
nen Verteilungen F;. Dies erlaubt eine hohe Flexibilitdt und eine genauere Anpassung
des mathematischen Modells an die Realitit. Uberdies besitzen Copulas das wichti-
ge Merkmal der Invarianz unter monotonen Transformationen (siche da Costa Dias
(2004)).
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3 Mathematische Grundlagen

Lemma 4. Seien h; : R — R, i = 1,...,d monotone, nicht fallende Funktionen.
Dann entspricht die Copula des Zufallsvektors (Xi,...,Xy) der Copula, die zu dem
Zufallsvektor (h1(X1),...,ha(Xq)) gehort.

Von einem praktischen Standpunkt aus betrachtet ist diese Eigenschaft sehr niitzlich,
da bestimmte Transformationen der Daten, wie z.B. das Logarithmieren, die zugehorige
Copula nicht beeinflussen.

Die Formeln zur Schitzung der Parameter der Copula und der Randverteilungen sind
da Costa Dias (2004) und Durrleman/Nikeghbali/Roncalli (2000) entnommen. Um
diese Parameter zu bestimmen kann man die Maximum-Likelihood Methode anwenden.
Unter der Annahme, dass die Copula und die Randverteilungen Dichten besitzen, lésst
sich die Dichte der gemeinsamen Verteilung F' durch die Dichte der Copula und die
Dichten der Randverteilungen darstellen:

d
f@,. o) = e(Fu(@), o Fa(za) [ falon),
k=1

wobei fj, die Dichten der Randverteilungen und

oC (uy, . . .
c(ug, ..., ug) = 9C(ur; .-, ua) die Dichte der Copula sind.
8’LL1 ce 8ud
Zu einer Stichprobe x = (x!,...,xT) vom Umfang T mit x* = (2¢,...,2%),t=1,...,T

muss die folgende Log-Likelihood Funktion in § maximiert werden.

T
Ly(x) = In (H f(Xt)>
. t=1

d
= Zln(f(xt)) = Z <lnc(F1(:U1), o Fa(xg)) + Zln(fﬂax}i)))

t=1 t=1 k=1

Der Vektor 6 enthilt sowohl die Parameter der Copula als auch der Randverteilun-
gen, so dass in diesem Fall alle Grofen zusammen geschétzt werden. Je nachdem wie
viele Randverteilungen vorliegen, ist der resultierende Rechenaufwand sehr grofs. Als
Alternative kann die sogenannte IFM-Methode angewendet werden, die auf der Tren-
nung der speziell zu den Randverteilungen gehérenden Parameter und den allgemeinen
Abhéngigkeitsparametern aufbaut. IFM steht fiir inference functions for margins und
diese Methode gliedert sich in zwei Schritte:

e Zuerst werden die Randverteilungsparameter geschitzt und

e dann mit deren Hilfe ein Schitzer fiir den Vektor der allgemeinen Parameter
konstruiert.
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Die folgende Form der Log-Likelihood Funktion stellt im Wesentlichen eine andere
Schreibweise von (8) dar, die den erklérten Zusammenhang verdeutlichen soll.

T d
Lo(x) =) (lnc(Fl(azl; 01), ..., Fa(xa;0q); o) + Y In(fr(z}, ek))> ,

t=1 k=1

mit den Parametervektoren 6;, ¢ = 1,...,d der Randverteilungen und dem Parame-
tervektor o der Copula. Im ersten Schritt bestimmt man die ML Schéatzer

T T
O = 1 L6y ) = 1 Lon), k=1,...,d
k arggleaé( n <}1 fk(xk77 k)) arggneagtzl n(fk($k7 k))a 9 9

und im zweiten Schritt

T
&= argmaXZln(c(Fl(:nl; 01),..., Fy(x4:04); a).
t=1

Weitere Ausfiihrungen und auch einen nicht-parametrischen Ansatz findet man in den
oben genannten Quellen. Beispiele fiir Copulas sind:

o Gauf-Copula:
C(uy,. .. ,uq) =N(O,R) (@71 (uy),..., 027  (ug)),

wobei N/ (0, R) die d-dimensionale Normalverteilung mit Mittelwertvektor 0 und
Korrelationsmatrix R € R%? und & die eindimensionale Standardnormalvertei-
lung bezeichnet.

e Gumbel-Copula:
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4 Schitzung

4 Schatzung

Um eine akkurate Schétzung durchzufiihren, bedarf es einer ausreichend grofen Da-
tenmenge. Da das Thema operationelle Risiken erst seit einiger Zeit Beachtung findet,
ist gerade dieser Punkt einer der Schwachstellen bei der Messung von operationellen
Risiken. Mit abnehmendem Umfang der Beobachtungen lésst auch die Aussagekraft
eines Schétzers nach, der sich auf diese Beobachtungen stiitzt.

4.1 Schadenszahl

Die Anzahl der Schiden wird typischerweise als Poisson-verteilte Zufallsvariable ange-
nommen:
)\’I'L
N:(Q,2) — (N,P), mit der Potenzmenge P und P(N =n) = e_)‘m.
FEin Nachteil der Poisson-Verteilung ist jedoch, dass ihr Erwartungswert mit der Varianz
iibereinstimmt. Das schrinkt nicht nur die Flexibilitdt des Modells ein, sondern kann
je nach Daten auch einfach unzutreffend sein.

Eine Moglichkeit, diesen Mangel zu beheben und gleichzeitig das Konzept sogenann-
ter Risikotreiber einzubauen, ist es, den Intensitatsfaktor A der Poisson-Verteilung als
nicht-deterministisch vorauszusetzen. Ein Risikotreiber im Bereich operationelle Risi-
ken ist zum Beispiel die Anzahl der Mitarbeiter in einer Abteilung: Je weniger Mit-
arbeiter, desto hoher die Gefahr, dass eine Transaktion nicht korrekt ausgefiihrt wird.
Im mathematischen Sinne versteht man unter einem Risikotreiber eine Zufallsvariable,
von der der Intensitidtsparameter A der Schadenszahlverteilung abhéngt, d.h.

AT

n!

P(N=n|A=))=e¢

Die unbedingte Schadenszahlverteilung erhélt man durch Mischen mit der Verteilung
von A. Man spricht auch von einem Mischungsmodell.

2 oP(N =n|A=X)P(A=\) fiir diskretes A mit Werten aus Ny
JP(N =n|A =X)dPa(N) fiir stetig verteiltes A.

Der Einflufs des Risikotreibers auf den Schaden wird meist iiber die Schadenszahlver-
teilung modelliert, weil sich dann folgender Vorteil ergibt: Wird angenommen, dass der
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Risikotreiber A gammaverteilt ist mit den Parametern o und [, so erhélt man als Re-
sultat, dass die unbedingte Verteilung der Schadenszahl eine Negativbinomialverteilung

. . 1
ist — genauer N ~ NegBin (a, m) .

[e'e) B )\n 1 B PR o0 (141 )\n+o¢—1 B
_ _ A a ya—1 A _ + o
P(N_n)_/o © ﬁ@ﬁ A eﬁd)\_/o c ( ﬂ)l‘(a)n!ﬁ dA
a+n
— /OO “A143) ynta—1 g 1
L(a)n! Jy ¢ A dA I'(a)n! (a+n) 1+ %

S () () - GR) ()

4.2 Schitzung der Schadenszahlverteilung

Nachdem man sich fiir eine Verteilungsfamilie entschieden hat, kann man zu einer
Stichprobe x = (x1,...,2,) die Parameter der Schadenszahlverteilung mit einer der
oben genannten Methoden schitzen.

Unterstellen wir eine Poisson-Verteilung fiir die zuféllige Schadenszahl N, so &£t sich
die Dichte auf die in Paragraph 3.2 angesprochene Form bringen, weil die Poisson-
Verteilung zur Exponentialfamilie gehort. Es gilt:
AT 1 s 07 (x) 0T (x)—a(0)
e =C0) " Wyg(x) =e g(x),
wobei .
aly)=¢eY, T(x)==z, O=InA, ad)=XA und g(z)=—.
x

Hieraus ergibt sich die Log-Likelihood-Gleichung, bzw. der ML Schétzer

n aa n . 1 n
T(x;)=n—(0) =ndH) = zi=ne =n\ = A=-— Zi .
Bemerkung 6. Der Parametervektor 6 ist in diesem Fall eindimensional und man
kann eigentlich nicht von partiellen Ableitungen sprechen, da die Poisson-Verteilung
nur einen Parameter besitzt. Aus Grinden der Analogie zum Paragraphen tber ML
Schitzer wurde diese Notation dennoch verwendet.

Fiir eine negativbinomialverteilte Zufallsvariable X~ NegBin(r,p) sind der Erwar-
tungswert und die Varianz gegeben durch

E(X)=r(1-p)/p und Var(X):r(l—p)/pZ.
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In Reiss/Thomas (2001), Seite 108 werden die Parameter der Negativbinomialvertei-
lung durch die Momentenmethode geschétzt. Man ersetzt den Erwartungswert und
die Varianz durch z und s? (vgl. (3a) und (3b)) und 1st die sich dann ergebenden
Gleichungen in r und p. Als Schétzer erhdlt man

p=1x/s%, P=12%/(s* 7).

4.3 Schadenshdhe

Im Gegensatz zum IMA benétigt man beim LDA eine Schitzung der gesamten Scha-
denshohenverteilung, um spéater mit Hilfe von (1) und der Schadenszahlverteilung die
Verteilung des Verlustes L zu berechnen.

Zur Modellierung der Schadenshdhe gehen wir von positiven, unabhéngigen und iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen X; : (©,2) — (R,B) mit der Borelschen o-Algebra B
aus, d.h. X; >0, X; ~ X V4.

Wenn man die empirischen Daten der Schiden betrachtet, die durch operationelle
Risiken verursacht wurden, stellt man fest, dass es Schidden mit

e grofher Haufigkeit und geringer Hohe
e mittlerer Haufigkeit und Hohe und
e geringer Haufigkeit und grofer Schadenshohe gibt.

Die letzte Kategorie ist diejenige, die fiir das Institut die ’gefdhrlichste’ ist, weil schon
ein einmaliger Schaden dieser Art zum Ruin fithren kann. Die Existenz solcher Sché-
den spiegelt sich in einer sogenannten schweren Flanke (heavy tail) der Schadensho-
henverteilung wider. Verluste in grofser Hohe haben eine nicht zu vernachldssigende
Eintrittswahrscheinlichkeit. Die Verteilung von X in ihrer Gesamtheit mit einer einzi-
gen theoretischen Verteilung und hinreichender Genauigkeit zu modellieren ist in den
meisten Féllen nicht moglich.

Aus diesem Grund teilt man den Wertebereich der Schadenshéhen in den Bereich der
'normalen’ und der ’extremen’ Verluste und betrachtet beide getrennt. Als norma-
le Schéden sind solche mit hoher Haufigkeit und geringem Verlust und die mittleren
Schéden zu sehen. Nun werden in der Praxis nicht alle operationellen Verluste in eine
Datenbank aufgenommen, sondern nur diejenigen ab einer gewissen Hohe [. Darun-
ter liegen keine Schiden vor, folglich ist der Bereich der 'normalen’ Schadenshéhen
beschrénkt. Zu einer gegebenen Schwelle u erhdlt man somit folgende Partition:

N ={X;|Xi<u} und &:={X;|X;>u}.
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Man beachte, dass die beiden Bereiche disjunkt sind und aufgrund dieser Annahme eine
separate Betrachtung und somit eine Modellierung durch zwei sich nicht iiberlappende
Verteilungsfunktionen mdglich ist. Diesen Ansatz, die Schadenshohenverteilung aus
zwei Verteilungen zusammenzusetzen, findet man explizit in Chapelle et al. (2004) und
Di Clemente/Romano (2004). Embrechts/Kaufmann/Samorodnitsky (2002) sprechen
dieses Thema nur kurz an, aber erldutern es nicht so ausfithrlich wie die beiden anderen
Quellen.

Fiir das mathematische Modell der Schadenshdhen ergibt sich somit Folgendes:

1. Annahme: Der zufillige Schaden X eines operationellen Verlustes ist nach unten
beschrankt, d.h. X > 1.

2. Annahme: Der Schaden X bedingt danach, dass er geringer als w ist, verhélt sich
wie eine lognormalverteilte Zufallsvaraible Y gegeben, dass Y im Intervall [, u ]
liegt, d.h.

PXe - |X<u)=PY €-|Y €[l,u]) 9)

mit einer lognormalverteilten Zufallsvariablen Y.

3. Annahme: Oberhalb der Schwelle u verhélt sich die Schadenshéhenverteilung wie
eine GPD, d.h.
P(X e -|X>u)=Geuol(-). (10)

Hieraus ergibt sich insgesamt fiir die Verteilung der Schadenshéhen (A € B):

P(XeA)=P(XecA|X>u)P(X >u)+P(X € A|X <u)P(X <u). (11)

Die Wahl von w ist hierbei ausschlaggebend, da diese die Daten festlegt, auf denen
die weitere Schitzung der Parameter basiert. Der Entscheidung iiber die Hohe dieser
Schwelle 4 wenden wir uns im Abschnitt {iber die Schitzung fiir die ’extremen’ Schiden
zu. Sie sei im folgenden Paragraphen als gegeben vorausgesetzt. Allerdings vermutet
man intuitiv, dass u relativ grofs sein muss, um eine Abgrenzung zwischen 'normalen’
und ’extremen’ Schaden darzustellen.

4.4 Schitzung der 'normalen’ Schiden

Fiir die Schitzung der Schadenshohenverteilung der 'normalen’ Schidden lassen sich
klassische Schitzmethoden verwenden. Allerdings ist darauf zu achten, dass der Bereich
der Schadenshohen von oben durch die Schwelle u begrenzt ist und es in der Realitdt
auch eine untere Schranke gibt, unterhalb derer Daten der eingetretenen Schiden nicht
registriert wurden.
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Um einen eingeschriankten Wertebereich bei der Schétzung mit einzubeziehen, muss

die Dichte der angenommenen Lognormalverteilung so modifiziert werden, dass sie zu

der abgeschnittenen Verteilungsfunktion passt. Aus der obigen Formel (9) ergibt sich
PA<Y <y) Fly -

PV sylYellbu) =5y = F(U)—ﬁf’:
fy)

Fu) = F()

mit

= [y =

Y lognormalverteilte Zufallsvariable
[,u Schranken

F Verteilungsfunktion von Y

f Dichte von F'

f* bedingte Dichte

Die Lognormalverteilung der Zufallsvariablen Y ist gegeben durch InY ~ AN (y,0),
d.h.

Fy)=P(Y <y)=P(nY <lny) =N(u,0) Iny) und

1 Iny b2

Die Dichte der Lognormalverteilung ist gegeben durch

1 1 71(1nyfu)2
e —e 2 [ .
1) = 7=—3,
Bemerkung 7. Die Parameter der Lognormalverteilung p := E(InY) und o :=
VVar(InY) entsprechen nicht dem Erwartungswert, bzw. der Standardabweichung der

Zufallsvariablen Y. Diese sind gegeben durch

2

E(Y)=¢"eT und /Var(Y)= \/6"2 (€92 — 1) e2n.

Man beachte, dass sowohl f(y) als auch F(y) von beiden Parametern abhingen.

Sei die untere Schranke [ und die obere u bekannt und liegen Beobachtungen x =
(1,...,xy) aus dem Intervall [[,u] vor. Die Parameter p und o der Lognormalver-
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teilung konnen mittels der Maximum-Likelihood Methode geschétzt werden. Als Log-
Likelihood-Funktion beziehungsweise Log-Likelihood-Gleichungen erhilt man:

S T Y A (C
Le(X);l fr(zi) ;1 <F(u)—F(Z)>

700 = 3 o (7 ) *

i=1
0 0 < f(zi) !
iy § = 2N In (2 ) =
0o (%) do ; " <F(u) — F(l)
Hier muss man ein numerisches Verfahren zur Lésung der Gleichungen heranziehen.

4.5 Schitzung der 'extremen’ Schaden

Allgemein kommt der Modellierung der rechten Flanke ein besonderes Augenmerk zu,
weil die meisten Verfahren bei der Messung des Risikos die Schitzung eines hohen
Quantils der Verlustverteilung miteinbeziehen. Innerhalb eines Teilsektors ist in erster
Linie eine gute Schatzung der gesamten Schadenshohenverteilung wichtig, weil diese
zur Berechnung der Verlustverteilung des Sektors bendtigt wird, d.h. ein Quantil der
Verteilung der Schadenshéhen wird gar nicht gebildet. Dennoch ist eine gute Model-
lierung der Schadensverteilung schon auf der untersten Ebene ausschlaggebend, um
die extremen Verluste auch auf der Gesamtbankebene nicht zu unterschitzen. Wie im
Paragraphen tiber EVT sind auch hier die Hauptreferenzen Reiss/Thomas (2001) und
Embrechts/Kliippelberg/Mikosch (1997).

Anpassung einer GPD an die Uberschreitungsverteilung

Im sogennaten POT-Modell wird aufgrund des Balkema-de Haan-Pickands-Theorems
die Annahme getroffen F,(z) ~ G¢ (). Die Verteilungsfunktion ldsst sich also fiir
x > u schitzen, indem man F(u) durch die empirische Verteilungsfunktion an der
Stelle u schitzt und Fy,(x) durch eine GPD approximiert. So ergibt sich als Schétzer
fiir die Verteilungsfunktion oberhalb der Schranke u mit Hilfe der Formel (7)

F(z) = (1 _ Fn(u)> Geno(®) + En(u).

Einen Quantilschitzer fiir das p-Quantil x, kann man aus dem Ansatz

F(x,) = (1 - Fn(u)) Geuo(Tp) + Fo(u) =p als
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. . .
Ep = Ggi o Zin(u) =u-+ g 1— lifl(u) — 1| gewinnen.
TN = Fo(u) § 1— F,(u)

Dies 1alt sich vereinfachen zu

. )
=t (%) 1) = 2 ((Ra-m) “ 1),

wenn man beachtet, dass 1 — Fn(u) gerade % ist. Hierbei gehen wir davon aus, dass es
k Uberschreitungsdaten innerhalb der n urspriinglichen Daten x,., < ... Zp, < -0 <
Z1., gibt, die liber u liegen. Die Schétzung der Parameter der GPD berticksichtigt nur
diese k Daten, weil nur sie als relevant fiir das Verhalten der rechten Flanke angesehen
werden. Die restlichen Daten verhalten sich ja gerade nicht wie eine verallgemeinerte
Pareto-Verteilung und kénnen somit auch keine Informationen zur Parameterschit-
zung von &, p und o beitragen. Man beachte, dass das Grenzverhalten der Verteilung
F,(x) im Satz von Balkema-de Haan-Pickands fiir u — oo gilt. Dies bedeutet, dass
rein theoretisch die Fehlerrate der Approximation fiir £ — 0 gegen Null strebt. £ — 0
besagt aber nichts anderes als eine immer kleiner werdende Anzahl von Uberschrei-
tungsdaten. Es besteht also ein Konflikt zwischen der Genauigkeit des Modells und der
Aussagekraft der geschitzten Parameter, die bei groferen oberen Schwellen abnimmt.
Bei der Anpassung der GPD an die Uberschreitungsdaten muss deshalb generell ein
Gleichgewicht zwischen dem Bias und der Varianz des Parameterschétzers gefunden
werden.

Eine wichtige Rolle in der Extremwerttheorie spielt die sogenannte mittlere Exzess-
funktion (MEF, Mean Excess Function).

Definition 5.
ep(u):=E(X —u|X >u) = /."L‘dF(u)(ZL‘) fir 0<u<zgr(F)
heifst mittlere Exzessfunktion der Verteilungsfunktion F', bzw. der Zufallsvariablen X.

Dies ist der Erwartungswert der Uberschreitungen Y = X —u beziiglich der Verteilung
F(u) als Funktion in u. Betrachtet man die der Gréfe nach geordneten Daten zy., <
.. Ty < X1, 50 kann man die empirische MEF darstellen als

1 k
en(u) :==ep (u) = z Z(xi’” —u),
1=1

wobei K :={z;|x —1>u}={Tkmn,...,T1.n} die Menge
und k= |K| die Anzahl der Beobachtungen oberhalb von u ist.
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Offensichtlich stehen die Anzahl der Uberschreitungsdaten und die zugehérige Schwel-
le in einem direkten Verh&ltnis, denn k£ héngt von w ab. Jeder Schwelle u ldsst sich
eine eindeutige Anzahl von Uberschreitungsdaten zuordnen, fiir jede vorgegebene An-
zahl lassen sich jedoch theoretisch mehrere Schwellen u; finden. Als Konvention sei
die zugehorige Schwelle durch uy := xp., als k-grofter Wert der Daten definiert. Den
zugehdrigen Plot, der die empirische Mean Excess Function (MEF) ez (u) gegen ver-
schiedene Schwellen u abtrégt, nennt man empirischen Mean Excess Plot (MEP). Zu
Lemma 5 vergleiche Reiss/Thomas (2001), Seite 53-55 und speziell zum Beweis Han
(2003), Seite 19.

Lemma 5. Fir die Mean Ezcess Function gilt mit u < zr(F)

(i) e, (u) = 7 er (*3)
(i) eGe,,(u) = ”f_&g‘ ist linear fir 0 < & < 1 und konstant fir die Exponentialver-
teilung.

Beweis. (i) Sei X ~ Fund Y := 0 X + pu ~ F,, mit Lokationsparameter p und
Skalenparameter ¢. Dann gilt wegen der Linearitdt der bedingten Erwartung

eFu,g(u):E(Y—u‘Y>u):E<U (X_U—M) ‘X>u—ﬂ)

o o

:aE<X—u_’u‘X>u_M> 206F<U—M>_
o o o

(ii) Wegen
oo R
B((X —u) lixsuy) = / (X —u)dF(z) = lim (X —u) f(x)dx

” R—o0

. ([(x_u)F(x)]j_LRF(m)dx>

_J%L{Iéo((R—u)F(R)—ARF(x)dx)
:é%(ARldx—/lLRF(az)dw>

R 0o
= lim ’ (1—F(x))da:=/u (1-F(z))dz

lasst sich die mittlere Exzessfunktion grundsétzlich auch in der Form

E((X —u)lixswy) o (11— F(z)da

_ hreiben.
P(X > u) P(X > u) schreiben

ep(u) =
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Hieraus folgt fiir eine Exponentialverteilung F' = G

1_11%/:0(1—1?(96))(19;:; Ooexdx:eiu[—el} 1

u

= €Gy,.(w) =0 ,dh. die MEF ist konstant.

Fiir £ # 0 erhdlt man

1

m /00(1 +§x)_% dx.
u u

GGE =

Das Integral konvergiert nur fiir 0 < £ < 1. Dann gilt
1

— Feu) et

/Oo(l—l—{m)édx:

= €G¢ o (u) = 1=¢

O

Aus diesem Resultat leitet sich eine Methode zur grafischen Bestimmung der Schwelle
u ab. Da wir eine GPD an die Verteilungsfunktion F' oberhalb der Schwelle u anpassen
wollen, muss sich die oben genannte Eigenschaft der MEF einer GPD auch in den
Daten widerspiegeln.

e Plotte die empirische MEF, d.h. die Punkte {(zj.n, en(zin))|i=1,...,n}.
e Bestimme u so, dass fiir alle x;., grofer als u der MEP als Gerade verlduft.

Die Wahl der Schwelle u erfolgt in den meisten Féllen mit grafischen Hilfsmitteln.
Doch gibt es auch rechnerische Methoden. Chapelle et al. (2004), Seite 7 bzw. 12 er-
mitteln die Schwelle so, dass die beste Anpassung der GPD an die Daten geméfs einer
Goodness-of-Fit-Statistik vorliegt. Di Clemente/Romano (2004) wéhlen u wie folgt

u = max{z|F(z) <1- %}, wobei N, die Anzahl der Schidden iiber z ist und n
die der gesamten Beobachtungen, sowie F' die Verteilung, die die Schadenshéhenvertei-
lung im Zentrum modellieren soll. Dadurch ist die Monotonie der zusammengesetzten
Verteilung sichergestellt.

Hat man die Schwelle u geschéitzt, so ist dies der Lokationsparameter der GPD, die die
Uberschreitungsdaten oberhalb der Schwelle modellieren soll. Es miissen also noch der
Gestaltsparameter ¢ und der Skalenparameter ¢ bestimmt werden. Fiir die Schitzung
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des Gestaltsparameters stehen mehrere Ansétze zur Verfiigung. Der Skalenparameter
kann z.B. mit Hilfe eines MLE geschatzt werden.
Maximum-Likelihood Schitzung

An die Uberschreitungsdatenverteilung F,(z) der Daten x = (21, ..., x) soll eine GPD

G¢u,0() angepasst werden. Die Dichte g(x) = %(1 + & %)_%_1, firz € D(&,u,0)

dieser GPD fiihrt zur Log-Likelihood-Funktion:
)

Lg(X)—ln<ﬁi <1+§xia—u>_é_l)_ln(;kﬁ<1+§$i;u>

i=1
k
:—klna—(i—&—l) Zln(l—l—fmi;u) =
i=1
OLg(x) 1 & Ti—u 1 b Ti—Uu
o€ “(‘8;1‘1<”5 - )*(5“)1230(1%?))
1 K T;— U 1 k T;— U !
:52;“1(”5 o >‘<f“>za+s<xi—u>:°

OLy(x) :_k+(1+1> i £ (zi — )

_1_

m|

Jo 13 pat o240 (x; —u)
B 1 £+1¢ b T — U 1
St e s Xorem o

Die partiellen Ableitungen der Log-Likelihood-Funktion miissen Null gesetzt werden,
als notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Maximums. Die resultierende Glei-
chungen kann man nicht analytisch 16sen, sondern muss auf ein numerisches Iterati-
onsverfahren zuriickgreifen.

Wahrscheinlichkeits-gewichtete Momentenmethode

Ahnlich der bereits angesprochenen Momentenmethode werden bei der wahrscheinlich-
keits-gewichteten Momentenmethode (method of probability-weighted moments) theo-
retische Momente durch entsprechende Momente der Stichprobe geschitzt. Allerdings
kommt hier als zusédtzliche Komponente eine Wahrscheinlichkeit hinzu. Da fiir £ > 1
keine Erwartungswerte und endliche Varianzen existieren, ist diese Methode nur be-
grenzt verwendbar. Die folgenden Aussagen findet man in Embrechts/Kliippelberg/
Mikosch (1997), Seite 358.
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Definiere fiir X ~ G¢oo =: G

w;(€,0) == E(X (G(X))) = / #(G@)Y dG) wd (&, 0) = / £(G(2)y dCa(z)

als die theoretischen, bzw. empirischen wahrscheinlichkeits-gewichteten Momente von
X, wobei G, (x) die empirische Verteilungsfunktion von X ist. Es gilt

1 .
wie) = [¢(G@) 6@ = [ ¢ a-ydy
=/ §<<1—y>-f—1><1—y>jdy
Z/ l)dz—% Olz ST 2 dz
U[ €+ 1z1+j]1
§ _§+] 1+ 0

1 o
(1—£+y 1+J):<1—£+jﬂl+ﬁ

fiir die theoretische Grofke und

(6.0 = [ x(@(w))ﬂ‘d(iZl{xigw} ) Z / o)) d1ix,<0 ()
=1
=ii&ucx
=1

Fir j = 0,1 gilt:

Iy

wo(f,a):ﬁ und wl(f,a):m
= wg(ﬁ,a)—2w1(£,a):m
und hieraus folgt
> o? / o _ 2wo (&, 0)wi(§,0)
(1-92-8/ (1-82-& wo(&0)—2wi(&0)
und £ =2-— wo(&, 7)

wo(f,O') — 2w1(§,0) )

Um einen Schitzer fiir £, o zu erhalten sind die Gleichungen w;(¢,0) = w;(§,0) fiir
j =0,1zulésen, d.h. £, 6 sind so zu bestimmen, dass sie die Losung dieses Gleichungs-
systems sind.
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Der Pickands Schatzer

Der Pickands Schiitzer fiir £ € R ergibt sich aus folgenden Uberlegungen (vgl. Em-
brechts/Kliippelberg/Mikosch (1997), Seite 327 ff. ):

e Sei die verallgemeinerte Extremwertverteilung (EVD, extreme value distribution)
gegeben durch

exp(—(l—l—fx)_%) falls € #0
- falls £€=0

H¢ =
e—e
Der Definitionsbereich ist fiir £ > 0 durch z > —%, fiir &€ < 0 durch z < —%
und fiir £ = 0 durch z € R gegeben. Die Extremwertverteilungen ergeben sich
als einzige nicht-entartete Grenzverteilungen passend normierter Maxima von

unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen. Die Beziehung
Ge(x) = —In He(x)

zeigt den engen Zusammenhang zwischen der GPD und der EVD. Analog zum
POT-Anziehungsbereich gibt es auch hier einen sogenannten Maximum-Anzie-
hungsbereich (M DA, maximum domain of attraction). Die meisten der klassi-
schen Verteilungfunktionen sind im Maximum-Anziehungsbereich einer EVD. Im
Folgenden sei diese Bedingung fiir die Verteilungsfunktion F' der Schadenshéhen
erfiillt, d.h. F € MDA(Hy). Sei U(t) := F—(1 — 1) das (1 — 1)-Quantil der
Verteilung F'.

e Es gilt
[ P(@) — Geo(a)| =0 & F € MDA(He)
o Ulsa) —Uls) st falls 20 (12)
Uy =UE) me s g0

e Aus (12) erhélt man mit x = 2 , bzw. = 1/2 durch Division

m U2s)—U(s) 28 — 1 DY im U2s)—=U(s) ¢
P 1 R 67 ) S B 7 o R

Fiir eine positive Funktion mit lims_,o ¢(s) = 2 bleibt der Grenzwert erhalten,
wenn man die 2 auf der linken Seite durch c(s) ersetzt.
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e Fiir Pareto-verteilte Zufallsvariablen Vi,...,V,, bzw. deren entsprechende Ord-
nungsstatistiken gilt (Xgp)k=1,..n 4 (U(Vin))k=1,....n» Wobei Xp., Ordnungs-
statistiken Pareto-verteilter Zufallsvariablen Xi,..., X, sind . Dies kann mit
Hilfe der Quantiltransformation gezeigt werden:

U(Vi) £ F=(Fy (Vi) £ F(Uy) £ X,

wobei Fy(t) =1— % die Verteilungsfunktion der Pareto-Verteilung ist und Uy ~
Up,1) gleichverteilte Zufallsvariablen auf [0, 1] sind.

e Da es sich bei den Vi, um die empirischen (1 — %)—Quan‘cile handelt, 1Rt sich
zeigen, dass

k

P P Vok:
= Vien — 1, Vi — 00, -
n

Vk:n

P .
—> fir n — oo.

N |

Letzteres ergibt sich durch 2% = 277’“ ng;n/% Vin — 1, n — oo.

e Insgesamt erhalten wir also

= — Vaok:n

Xokm — Xaken  U(Varn) = U(Vaken) U (Vagen) — U(K%” Vakn)

4k:n

Xin — Xk 4 U(Vien) = U(Vagn) UG Vi) = U(Vor) "

und damit den Pickands Schétzer

2(P) 1 1 KXin — Xogn

ko In2 " X2k:n - X4k:n'

Wie man bereits an der Notation erkennen kann, héingt dieser Schitzer von k ab, d.h.
von der Anzahl der zu beriicksichtigenden Daten oberhalb der Schwelle u. Um nun
ein geeignetes k zu wahlen, greift man #hnlich wie beim MEP auf eine grafische Ent-
scheidungshilfe zuriick. Man plottet die Punkte {(k, £ ,(CIZL)) |k =1,...,n} und bestimmt
k so, dass rechts davon eine Waagerechte zu erkennen ist. Der Pickands Schitzer ist
schwach konsisitent, d.h. es gilt

é,(ﬁ} if flir n — oo.

Der Hill Schitzer

Dieser Schétzer eignet sich fiir £ > 0. Im Finanzbereich wird hiufig eine Verteilung mit
schwerer Flanke unterstellt. Deswegen ist ein positiver Gestaltsparameter, der einer

35



4 Schitzung

Pareto-Verteilung entspricht, durchaus iiblich und der Hill Schitzer weit verbreitet. Er
ist durch

k
i = % Zln(%ﬂ - %ZIH(XM) —In(Xj:n) gegeben.
j=1 o j=1

Der Hill Schétzer kann insoweit als natiirlicher Schétzer angesehen werden, als dass
er sich aus verschiedenen Ansétzen herleiten 14ft. Nimmt man zum Beispiel das so-
genannte beschrinkte Pareto-Modell der a-Parametrisierung mit Lokationsparameter
0 und Skalenparameter u, d.h. als Verteilungsfunktion der Uberschreitungsdaten wird
die Verteilung F' := G0, mit linkem Endpunkt v und Gestaltsparameter o = % >0

gewihlt, so zeigen folgende Uberlegungen, dass der MLE dieses Teilmodells gerade der
Hill Schétzer ist.

e Wir nehmen an, dass sich die k¥ Beobachtungen der n Ursprungsdaten oberhalb
der Schwelle u wie eine Pareto-Verteilung verhalten.

e Besitzen also X; ~ X, i = 1,...,k eine Pareto-Verteilung Gy 0.u(2) = F(z) =
1—(%)7% dann gilt mit C :=u* und ¥ :=In X

u

_ —a y\ ¢
P(X < 1) = F(z) = (%) — 0z = P(Y >y)=PX >e) = <eu) .
Das heifst, dass es sich bei Y um eine exponentialverteilte Zufallsvariable handelt
mit Verteilungsfunktion F*(v) = e~ = ¢~ *W=%)_ Der MLE des Parameters

« der Exponentialverteilung und somit des Gestaltsparameters ist gegeben durch
1 x\) 1 ¢ (X
==& & f=-Ym(Z
(izn(Y) e eizn()

Ein andere Ansatz kann iiber sogenannte reguldr variierende Funktionen erfolgen:

e Unter einer reguldr variierenden Funktion mit Index o € R versteht man eine
positive, Lebesgue-mefibare Funktion h auf (0, co) mit
h(tx)

: _ 4
xlggo h@) =t% t>0.

e Eine weitere Analogie zwischen der GPD und der EVD zeigt sich durch eine
a-Parametrisierung der EVD (vgl. Reiss/Thomas (2001), Seite 15 ff. und Em-
brechts/Kliippelber /Mikosch (1997), Seite 121). Mittels dieser Parametrisierung

36



4 Schitzung

lisst sich folgende Aquivalenz zeigen (siehe hierzu Embrechts/Kliippelberg/Mi-
kosch (1997), Seite 131):

Fe MDA(H,), a>0 < lim Ftz)

— =z % a,z >0,
5 F )

d.h. F' ist im Maximum-Anziehungsbereich einer sogenannten Fréchetverteilung
(a > 0), genau dann, wenn die Flankenfunktion F'(x) reguldr variierend mit
Index —a ist.

e Hieraus erhalten wir die Darstellung

Ftt)/toom(:tc) dF(x)Hé, t — o0.

e Ersetzt man die Schwelle v durch die k& + 1-te Ordnungsstatistik, so liegen k
Beobachtungen oberhalb dieser Schwelle und man erhdlt als Schitzer fiir den
Gestaltsparameter

~ 1 1 [ T F
= = = - In .
£ & k /)(k+1:n <Xk+1:n> Z; <Xk+1 n)

e Man beachte, dass auch hier wieder eine Schétzung im Pareto-Modell, d.h. £ =
é > 0 vorliegt.

Wie bei der Wahl der Schwelle v und der Schitzung des Gestaltsparameters nach
Pickands, nimmt man einen Plot zur Hilfe (der Hill Plot besteht aus den Punkten

{(k, é,(ﬁ?) |k =1,...,n} und sollte ab einem gewissen k waagerecht verlaufen).
Der Deckers-Einmahl-de Haan Schitzer

Der Hill Schétzer ist eigentlich nur fiir die Schatzung von positiven Gestaltsparametern
ausgelegt. Als Erweiterung fiir £ € R kann man den folgenden Schéitzer ansehen:

H(l))2
ADEH) . () +} (Hy 1
k,n - k.n 2) ’
2\ H)
k k 2
oo 1 Xim 1

H;' = 1 H = - .

e T ; ! <Xk+1:n> wd Hi Tk z;( (Xk+1n)>

Man findet diesen Schétzer auch unter der Bezeichung Momentenschétzer, weil man
( ) und H (2 ) als empirische Momente auffassen kann.
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Mean Excess Function Ansatz

Man kann eine Schitzung von £ auch direkt aus dem MEP gewinnen, indem man eine
lineare Regression auf die MEF oberhalb der Schwelle u anwendet. Aus der Tatsache,
dass die MEF einer GPD eine lineare Funktion ist, l4ft sich ein Schétzer fiir den
Gestaltsparameter ableiten.

€Ge,,..0 (1) = 11+_££u = 115 + 1§£U=ﬁo+51u = &=
Der Parameter ; ist gerade die Steigung der Regressionsgeraden. Dieser Schitzer ist
relativ ungenau, da die Punkte des MEP nur bei einer Stichprobe von einer GPD als
Gerade zu erkennen sind und in praktischen Féllen eine sehr hohe Volatilitat aufweisen
kénnen, was die Schiatzung im Regressionsmodell ungenau macht — und folglich auch
den Schétzer fiir £. Allerdings kann man so einen ersten Startwert fiir die Iteration des
MLE finden.

b1
L+061

Eigenschaften der Schitzer

Eine Diskussion iiber die verschiedenen Schétzer fiir den Gestaltsparameter findet man
in Reiss/Thomas (2001), Seite 140 ff. und in McNeil/Saladin (1997), Seite 8/9. Fiir
Werte des Gestaltsparameters zwischen 0 und 0.4 ist der Schétzer der wahrschein-
lichkeits-gewichteten Momentenmethode dem Maximum-Likelihood Schétzer {iberle-
gen, weil er eine geringere mittlere quadratische Abweichung besitzt. Dieser Unter-
schied verwischt allerdings mit zunehmender Stichprobengréfe. Ist £ > 0.5 |, so fiihrt
die wahrscheinlichkeits-gewichtete Momentenmethode zu einem nicht erwartungstreuen
Schétzer, wihrend hier der MLE iiber den Vorteil der Konsistenz verfiigt. Asymptotisch
gute Eigenschaften besitzt der MLE fiir £ > —0.5.

Aussagen zur asymptotischen Verteilung des Maximum-Likelihood Schétzers findet
man sowohl in Embrechts/Kliippelberg/Mikosch (1997), Seite 356 als auch bei Reiss/
Thomas (2001), Seite 152.

Bezeichnet X, 4L X o lim,, o0 P(X,, <) = P(X < z) die Konvergenz in Verteilung,
so gilt mit der bivariaten Standardnormalverteilung N (u, X) :

\/ﬁ(éyLE_&&i\L:;E_l)i’N(O,Ml), n — 00 mithlz(l—i-g) <1+§ 1>_
1 2

Hierbei sind fﬂ/[LE und  GMLE die MLE zum Stichprobenumfang n. Em-
brechts/Kliippelberg/Mikosch (1997) untersuchen auch die Eigenschaften des Hill und
Pickands Schétzers. Ein wichtiges Resultat ist das asymptotische Verhalten dieser
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4 Schitzung

Schétzer. Fiir den Pickands Schétzer kann gezeigt werden, dass unter gewissen Be-
dingungen gilt
VE(EL =0 S N(0,0), n— oo,

. 2 (52641
wobei v(§) = m

Das asymptotische Verhalten des Hill Schétzers wird in folgendem Satz verdeutlicht.

Satz 3 (Bias-Varianz-Zusammenhang des Hill Schitzers). Seien X; ~ F, i € N unab-
hingig und identisch verteilt, ' € MDA(H,,), o > 0 und:

e mit A(x) := a2a(U(x)) und einer messbaren Funktion a(x) ohne Vorzeichen-
wechsel gelte

— ¢ PE _ 1
lim Ute)/U(x) —t :tﬁt ‘
AT A) T
Die Konstante p < 0 wird als Parameter zweiter Ordnung bezeichnet und be-

stimmt die Konvergenzrate von F(tx)/F(x) gegen t~—%.

o es gelte

k
k — o0, ﬁ—>0 und @A(%)H)\GR, fiir n— . (13)

Dann gilt fir n — oo

Vk (&(H)fa> i>j\/‘<063)\,042>.

p—
Dieser Satz prézisiert den Zusammenhang zwischen der asymptotischen Varianz, die
mit wachsendem £ abnimmt, und einem méglichen Bias.

Bemerkung 8. Die Bedingung (13) ist dquivalent zu folgender Bedingung:

F F(z) -t P—1
i LU/ F@) 2170 a1
z—00 a(z) p

Man beachte, dass es in der Prazis in den seltensten Fallen maoglich ist diese Bedingung
zu Uberpiifen.

Allgemein sei darauf hingewiesen, dass die Modellannahmen, auf denen die Schitzer
beruhen, erfiillt sein miissen, um aussagekréftige Ergebnisse zu erhalten.
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5 Verlustverteilungsansatz

Im Kapitel 4 wurde beschrieben, wie parametrische Modelle an die Schadenszahl- und
Schadenshohenverteilung angepasst werden konnen. Wie bereits erwdhnt wird bei den
fortgeschrittenen Messansétzen eine Aufteilung der Schadensfille der gesamten Bank
nach verschiedenen Geschéftsfeldern und Risikotypen (als Unterklassen des operatio-
nellen Risikos, siehe Seite 6) vorgenommen, um eine differenziertere Messung zu er-
moglichen. Wurden nun die jeweiligen Verteilungen der einzelnen Geschéftsbereich-
Risikotyp-Kombination geschétzt, bleibt die Frage, wie man alle diese Informationen
zu einer Gesamtverlustverteilung (und spateren Risikokennzahl) komprimieren kann.

5.1 Mathematisches Modell

Nimmt man an, dass K die Menge der Geschiftsbereich-Risikotyp-Kombinationen ist
und K := |K| die Anzahl der Kombinationen, so 18t sich der Gesamtverlust, der
durch die einzelnen Verluste der Kombinationen entsteht, schreiben als

L=>Y L. (14)

ke K

Der Verlust L der k-ten Kombination setzt sich gemaf dem in Kapitel 3 beschriebenen
Modell aus mehreren Schiden zusammen, deren Anzahl genau wie die Héhe der Sché-
den zufillig ist. Innerhalb einer Geschiftsfeld-Risikotyp-Kombination haben wir somit
ein kollektives Modell, das den Verlust durch eine Summenverteilung modelliert:

Ny
Lk:ZX,m, k=1,....K
=1

Fiir jede Kombination wird eine Schadenszahl- und eine Schadenshéhenverteilung be-
notigt. Verfolgt man einen parametrischen Ansatz, so lassen sich die Paramter dieser
Verteilungen durch die in Kapitel 4 beschriebenen Methoden schétzen.

Werden die Kombinationen als unabhéngig voneinander angenommen — genauer sind
die Lj stochastisch unabhéngig — , so kann man die Schadenszahl und Schadensho-
he der k-ten Kombination unabhingig von der Schadenszahl und -hoéhe der anderen
Kombinationen erzeugen. Sind die Lj jedoch nicht stochastisch unabhéngig, so muss
der Zufallsvektor (L1, Lo,...,Lx) geméaf der angenommenen Abhéngigkeitsstruktur
als ein Ganzes simuliert werden. Dies ist gerade fiir eine gréfere Anzahl K kompliziert.
Schon fiir K > 4 erweist sich die Schitzung der gemeinsamen Verteilung mit einer
bestimmten Abhéngigkeitsstruktur als schwer. In diesem Zusammenhang erweist sich
das Konzept der Copula als hilfreich.
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5 Verlustverteilungsansatz

5.2 Simulation

Eine direkte Berechnung der Verlustverteilung fiir eine Geschéaftsfeld-Ereignistyp-Kom-
bination aus der Schadenszahl- und der Schadenshéhenverteilung ist in den wenigsten
Féllen moglich. Wenn man nun alle 56 Kombinationen zusammenfassen will, stoft
man auf eine noch grofere Komplexitét. Zur Berechnung benutzt man deswegen ei-
ne sogenannte Monte Carlo Simulation (MCS). Es handelt sich um ein numerisches
Verfahren.

Fiir den Fall der Unabhéngigkeit kann man den folgenden Algorithmus fiir die Simu-
lation der Gesamtverlustverteilung verwenden:

o Erzeuge NV él), N ng), ..., N, ,in) n Schadenszahlen mit Hilfe der geschitzten Poisson-
Verteilung der k-ten Kombination, £ = 1,..., K. Die Zahl n der Simulationen
sollte grof sein, zum Beispiel 10.000.

e Die jeweils passende Anzahl an Schadenshéhen

U x®)

)2 @ . ) (n) _
i m,...,X}i x@ o x® X X k=1,....K

(1) k10 (2) ’ ikl 8 I A (n)»
Ny k,N, kN

erzeugt man mit Hilfe der Schadenshéhenverteilung der k-ten Kombination.

e Man erhilt n simulierte Werte fiir den Gesamtverlust, indem man

LO=5N"LY, j=1,...,n
kek

berechnet und somit die empirische Verteilungsfunktion des Gesamtverlustes.

Wie bereits erwdhnt, scheint eine Unabhéngigkeitsannahme zwischen den einzelnen
Geschiftsfeld-Ereignistyp-Kombinationen nicht realistisch. Um die Abhéingigkeit mit
einzubeziehen, ist die Hinzunahme einer Copula sinnvoll. Ein entsprechender Algorith-
mus, wie ihn Di Clemente/Romano (2004) auf Seite 199/200 beschreiben, sei an dieser
Stelle aufgefiihrt:

Es wird von jeweils S jéhrlichen Verlustdaten innerhalb einer einzelnen Geschéftsfeld-
Ereignistyp-Kombinationen ausgegangen: I, i = 1,...,m j = 1,...,5 ist der j-
te Verlust der i-ten Kombination, wobei m die Anzahl der Geschéftsfeld-Ereignis-
Kombinationen ist, die aggregiert werden sollen. Auferdem soll die Abhéngigkeits-
struktur durch eine Student’s t-Copula modelliert werden. Zuerst wird diese Copula,
bzw. deren Parameter, anhand der Daten geschétzt und danach Zufallszahlen mit die-
ser Abhéngigkeitsstruktur erzeugt.
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5 Verlustverteilungsansatz

e Transformiere die historischen Daten lg durch [f = E(lf ) ~ Uy, zu auf [0,1]
gleichverteilten Daten. Man beachte, dass F} die empirisch Verteilungsfunktion
der i-ten Kombination ist.

e Transformiere die oben erzeugten Daten l~f durch zf = <I>_1(l~{ ) ~ ® zu Standard-
normalverteilten Daten.

e Transformiere die oben erzeugten Daten l;j durch cZ = t;}(fg ) ~ t, zu Daten mit
Student-t-Verteilung ¢,, mit m Freiheitsgraden.

e Schétze die Freiheitsgrade der Student’s t-Copula durch

wobei die zugehorige Korrelationsmatrix R wie im niichsten Punkt beschrieben
bestimmt wird.

e Die Korrelationsmatrix R erhilt man als Grenzwert der Folge von Matrizen

S . T
v+n c
1 T A* .9
14 L
S = ltyd R; ¢

S
| g )
Ry = g 321 z’ 7/ Rpq1 =

wobei z/ = (2], 2,..., )T und o = (c],d,...,ch)T sowie R:  die Matrix
mit .
(RZ o (Rk)u,v

Jup = ,
\/(Rk)u,u \/(Rk)v,v

deren Hauptdiagonale normiert ist. Hierbei ist #7 der transponierte Vektor und
es gilt:

Ry, — R, fir k — oc.
(

Hat man die %_1) + 1 Parameter der Student’s t-Copula bestimmt — fiir die symme-

trische Korrelationsmatrix W und 1 fiir die Anzahl der Freiheitsgrade —, so lassen
sich die benotigten Zufallszahlen wie folgt simulieren:

e Erzeuge m unabhiingige standardnormalverteilte Zufallszahlen z = (21, ..., zm)7
e Erzeuge eine zu z unabhiingige, Chi-Quadrat-verteilte Zufallsvariable s ~ X2
e Bestimme die Cholesky Zerlegung der Korrelationsmatrix R = A A

e Bestimme die Vektoren y = Az und x = Y2 y.
S

42



5 Verlustverteilungsansatz

Der Vektor u = (ug,...,un)"

Student’s t-Copula verteilt.

mit u; = t,(z;) fir i = 1,...,m ist geméf der

Die Anpassung einer Copula an die gegebenen Daten ist aufwendig, da bei einer Stu-
dent’s t-Copula z.B. schon bei der Beriicksichtigung von 7 der 56 vom Basler Aus-
schuss vorgeschlagenen Kombinationen 22 Parameter geschétzt werden miissen. Die
oben genannte Vorgehensweise um Abhédngigkeiten zu modellieren ist also eher theo-
retisch und es sei eine Methode genannt, die praktikabler erscheint. Hierzu werden die
Abhiéngigkeiten als Abhéngigkeiten zwischen den Schadenszahlverteilungen, bzw. den
Schadenshohenverteilungen der einzelnen Kombinationen modelliert. Sei m wieder die
Anzahl der Kombinationen iiber die aggregiert werden soll.

Erzeuge n Schadenszahlvektoren (Nl(j), . ,NT(,{)),j =1,...,n der Lange m, de-
ren Randverteilungen den fiir die jeweilige Kombination geschétzen Schadens-
zahlverteilungen entsprechen. Die m-dimensionale Verteilung des Vektors wird

durch die geschitzten Randverteilungen G; und eine Copula Cy bestimmt, d.h.
CN(Gl(nl)a ceey Gm(nm)) = P(Nl <ni,...,Np < nm)7

wobei N ~ G, k=1,...,m.
)

Bestimme NU) := maxj’ N,gj ,i=1....n

Erzeuge fiir j = 1,...,n jeweils NU) Vektoren der Linge m mit Schadenshdhen,
gemif einer Copula Cx:
(x99 x U

»“*m,1

LX),

©)
(X ’ myN(J)

1,NG) -
Wird die fiir die k-te Kombination geschitzte Schadenshéhenverteilung mit Fj
bezeichnet, bedeutet dies

Cx(Fi(21),..., Fu(m)) = PXY) < a1, XY, < ),
i=1,...NY  j=1..n

Fiir jede Simulation j = 1,...,n summiere jeweils die ersten N, Schadenshéhen,
um den Verlust der k-ten Kombination zu erhalten.

NG
) )
Ly =y X
=1

Es kann vorkommen, dass einige der simulierten X}, ; nicht in die Berechnung des
Verlustes miteinbezogen werden. Es gilt: Xj.; ~ Iy, k=1,...,m und alle 1.
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e Ein simulierter Wert des Gesamtverlustes iiber alle Kombinationen £k =1,...,m
ergibt sich mit Hilfe der Formel (14). Die n simulierten Gesamtverlustwerte fithren
auf eine empirische Verteilung des Gesamtverlustes.

5.3 Anwendung

In diesem Paragraphen wird die Vorgehensweise zur Schitzung der Verteilungen an-
hand simulierter Daten verdeutlicht. Dies bildet die Grundlage fiir eine spétere Si-
mulation der (Gesamt)verlustverteilung. Die Daten wurden mittels der im Anhang
vorliegenden Funktion erzeugt und bearbeitet.

Geht man von einer Poisson-Verteilung fiir die Modellierung der Schadenszahl aus, so
ergibt sich der MLE des Intensitdtsparameters als Mittelwert der Beobachtungen. Es
wurde von simulierten monatlichen Daten iiber einen Zeitraum von 3 Jahren ausge-
gangen, um die Basis der Schitzung der monatlichen Poisson-Verteilung zu erhéhen.
Der ermittelte monatliche Intensitdtsparameter wurde anschliefsend auf ein Jahr hoch-
skaliert. Somit ergab sich ein Intensitatsparameter von 1215.333.

o

Mean Excess
1000 1500 2000 2500 3000

500
1 1

0 500 1000 1500

Threshold

Abbildung 2: Mean Excess Plot

Bei der Schitzung der Schadenshéhenverteilungwurde als erstes ein Mean excess Plot
der Daten durchgefiihrt. Wie man in Abbildung 2 sieht, ldsst sich oberhalb der Schwelle
u = 1000 eine Gerade mit positiver Steigung erkennen. Der MEP ist sehr senitiv
gegeniiber Verdnderungen der Schwelle u und sollte nur eine erste Einschétzung liefern.
Eine genauere Untersuchung zur Wahl der Schwelle ist auf jedem Fall erforderlich
(vergleiche Chapelle et al. (2004), Seite 12 ff.).

Einige Ergebnisse der Funktion fpot, die die Maximum-Likelihood Schétzer fiir den
Gestalts- und den Skalenparameter bei vorgegebener Schwelle u berechnet, sind in
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5 Verlustverteilungsansatz

Tabelle 3 enthalten. Hierbei bezeichnet N, die Anzahl der Beobachtungen oberhalb
der Schwelle u, auf denen die Schétzung der Parameter der verallgemeinerten Pareto-
Verteilung basiert. Es sei bemerkt, dass das numerische Verfahren, mit dem die ML
Schétzer berechnet werden in den Fallen v = 1032, 1040 und 1050 nicht durchfiihrbar
ist. Im Folgenden wird die Schwelle v = 113 angenommen.

U Nu gMLE a.MLE

1015 | 75 | 1.339 | 12.833
1013 | 78 | 1.152 | 16.329
1031 | 37 | 1.75 20.08

1000 | 79 | 0.7273 | 39.5397
970 | 81 | 0.4911 | 80.3368

Tabelle 3: Schitzungen zu verschiedenen Schwellen.

Nun kann man die Parameter der bedingten Lognormalverteilung schitzen, indem man
die Maximum-Likelihood Methode auf die bedingte Dichte, wie sie auf Seite 27 ange-
geben ist, anwendet. Hierzu wurde die Funktion fitdistr benutzt. Sie ermoglicht die
Maximierung der durch die iibergebene Dichte bestimmte Likelihood-Funktion. Aller-
dings muss man von einigen Ausnahmen abgesehen stets Startwerte der zu schitzenden
Parameter iibergeben, die fiir das Iterationsverfahren gebraucht werden. Diese wurden
durch die Momentenmethode berechnet als mils = 5.040625 und sdls = 0.9838013.
Es ist zu beachten, dass nur die Daten unterhalb der Schwelle © = 1013 zur Gewinnung
der Startwerte und Anpassung der bedingten Lognormalverteilung benutzt wurden. So-
mit ergab sich fiir die ML Schétzer der Parameter der bedingten Lognormalverteilung
ml = 5.08909442, sdl = 1.44464534.

5.4 Fazit

Mit der Verabschiedung des Basel II Abkommens ist der Bedarf an Verfahren zur
Bestimmung der Eigenkapitalhinterlegung gestiegen und mit der expliziten Erwdhnung
operationeller Risiken insbesondere auf diesem Gebiet.

Die vorliegende Arbeit sollte einen Methodeniiberblick zur Quantifizierung von ope-
rationellen Risiken geben und ein statistisches Modell aufzeigen, welches auf einem
versicherungsmathematischen Grundstein beruhend eine solche Messung ermoglicht.
Der Schwerpunkt der angesprochenen Aspekte lag auf der Modellierung der Schadens-
héhenverteilung.
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Bei der Handhabung operationeller Risiken scheinen zwei Gesichtspunkte von beson-
derem Interesse: das Auftreten extremer Schiden und die Datenlage. Ersteres kann
man durch Techniken der Extremwerttheorie bewiltigen. Bei der Analyse der Scha-
denshohen wurde das Konzept einer zusammengesetzten Verteilung benutzt. Die Ver-
wendung einer klassischen Lognormalverteilung fiir das Zentrum der Verteilung und
einer verallgemeinerten Pareto-Verteilung fiir die Flanke gewdhrleistet eine bessere
Modellierung der Schadenshohenverteilung. In der Literatur findet man auch viele
empirische Studien zur Analyse operationeller Risken mit Hilfe der Extremwerttheo-
rie. Einige davon sind Chapelle et al. (2004), Di Clemente/Romano (2004) und Em-
brechts/Kaufmann /Samorodnitsky (2002). Das Problem der Datenlage, dass bisher
nur wenige Daten zu operationellen Risiken vorliegen, wurde nicht weiter ausgefiihrt,
ebenso wenig wie dessen Bewerkstelligung. Es sei jedoch angemerkt, dass es wichtig
ist, eine entsprechende interne Datenbank zur Verfiigung zu haben, da es sich gerade
bei operationellen Risiken hdufig um unternehmensspezifische Risiken handelt.
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Anhang

R-Funktionen zur Anpassung der Verteilungsfunktionen

Im Folgenden ist der Quellcode einiger Funktionen gegeben, um die Schitzung der
Schadenszahl und -héhe mit Hilfe der statistischen Software R durchzufiihren. Viele
niitzliche Funktionen zu diesem Thema findet man schon in Paketen enthalten.

#Schdtzung der Schadenszahlverteilung

z<-rpois(36,100)

zpm<-mean (z)

lambda<-12%zpm

rm(list=1s())

#Generiert ein Schadenshdhensample einer abgeschnittenen Lognormalvertei
#lung verbunden mit einer GPD Verteilung oberhalb einer rechten Schranke
#und einem oberen Quantilwert.

#Man beachte, dass die Ergebnisse als Liste zuriickgegeben werden.
library(evd) #fiir die Simulation der GPD
OpRiskSample<-function(anz,alpha=c(0.1,0.9) ,meanlog=0,sdlog=1,scale=1,
shape=1)

{

left<-qlnorm(alphal1l] ,meanlog,sdlog)

right<-qlnorm(alpha[2] ,meanlog,sdlog) #entspricht der Schwelle u
centersample<-rep(NalN,anz)

for (i in (1:anz))

{

x<-0

while (x<left | x>right)

x<-rlnorm(1,meanlog,sdlog)

centersample[i]<-x

}

extremsample<-rgpd(anz,loc=right,scale,shape)

randunif<-runif (anz)

samplel<-centersample[randunif<alpha[2]]

sample2<-extremsample [randunif>alpha[2]]

sample<-c(samplel,sample2)
result<-list(sample=sample,anz=anz,alpha=alpha,lognor=c(meanlog,sdlog)
,loc=right,scale=scale,shape=shape)

return(result)

}

mu<-5
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sd<-1.5

alphal<-0.1

alphar<-0.9

sc<-10

sh<-1.5

n<-1000

sim<-0OpRiskSample (anz=n,meanlog=mu,sdlog=sd,scale=sc,shape=sh)

#MEP der Daten
meplot (sim$sample)

#Partition der Daten
1<-sim$sample [sim$sample<1013]
h<-sim$sample[sim$sample>=1013]

#Startwertschitzung fiir den MLE
n<-length(l) # Anzahl der ’normalen’ Werte
mls<-mean(log(l)) #Schétzer fiir meanlog
s<-sum( (log(l)-mls)~2 )
sdls<-sqrt(s/(n-1)) #Schétzer fiir sdlog

#bedingte Lognormalverteilung
left<-qlnorm(0.1,sim$lognor[1],sim$lognor[2])
right<-qlnorm(0.9,sim$lognor[1],sim$lognor[2])

#entspricht den Werten der Simulation left, right, meanlog, sdlog
#bedingte Dichte

truncdens<-function(x, ml, sdl)

{

dlnorm(x, ml,sdl)/ ( plnorm(right, ml,sdl) - plnorm(left,ml,sdl) )
}

#ML Schétzung

library(MASS) #fiir die Funktion fitdistr

f<-fitdistr(l, truncdens, start=list(ml=mls, sdl=sdls))
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