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• ��Á�Ä�ÏÒÆ�ÁSÏÒÆ�¼¾ÏÒÄ�Æ�ê`Î
• âVãbÄ�ÏÒÆ�ÁSÏÒÆ�¼¾ÏÒÄ�Æ�ê`Î
• ¼¾Ï+¿�ÐuÑ
Ô���Ä�À»Î�ê`Á`Î�¿�î�ÏÒÆ�Ñ
ÔXÝ»Ä�Á`À�¿u¿�Ï�ê`ÁSÂ ú�Æ)�ñÏÒÀ»Ä�¿�é`Ý�½XÄ�È9¿�À�ÐuÑSÏÒÆ�ÑSÏÒÀ»Ä
• 3ûÝ»À�ÏÒÁ�Ä�ÏÒÁ��n�9¨QÆ�Å�ÂbêSÃ�Ä���ê`ÁSÂ:*ûÏ+¿�ÐuÑ
Ô���Ä�¿�îOÏÒÆ�Ñ
½XÝ»Ä�ÏÒÁ
• Ë<ÐuÑ
Ô�Â`ÏÒÁ)½XÁ Ün½XÄ�ÏÒÆ�À�ÏÒÝöÝ�ÏÒÁ)ú�Ã�Ä�À»î�½
• *ûÏ+¿�ÐuÑ
Ô���Ä�¿�ê`Á�Ä�ÏÒÆ)�`Æ�Ï+ÐuÑ�ê`Á`Îeê`ÁSÂJËBAb¿�Ä�ÏÒÜåî�ÏÒÆ�¿Ç½XÎ�ÏÒÁ
• ú�êS¿��N;`Ñ`Æ�ê`Á`Î�¿��n�EO�À»Ï��MÏÒÆ��Eê`ÁSÂc¨QÆ�Å�È9Ï+¿u¿�Ün½XÁ
½XÎ�ÏÒÜjÏÒÁ<Ä

2Hê)Â`ÏÒÁL�MÅ�Æ�Ä�Î�Ï+¿�ÐuÑ`Æ�À»Ä�Ä�ÏÒÁSÏÒÁ�ú�ÁS¿uÔXÄ�È9ÏÒÁJÎ�ÏÒÑSï�Æ�Ä3ê`Á�Ä�ÏÒÆû½XÁSÂ`ÏÒÆ�ÏÒÜ-Â`ÏÒÆ4��ÓJúÏ��À»Á�ÄuÏ²Æ�Á
½XÝ�ÜjÏ9½�¿�ê`Æ�Ï��
ÜjÏÒÁ�Ä ½Xé`é`Æ�Å�½�ÐuÑ���ê`ÁSÂsÂ`ÏÒÆ�O � ú#��Ý�Å�¿�¿åÂbÀ�¿�Ä�Æ�À��`ê`Ä�À�Å�Á ½Xé`é`Æ�Å�½�ÐuÑ��²¹\��Á\Â`ÏÒÆ�¨QÆu½kãbÀ�¿lÀ�¿�ÄlÂ`ÏÒÆ ½XÜ
Ñ
ÔXê�0SÎ�¿�Ä�ÏÒÁe½XÁ`È+ê`Ä�Æ�Ï�Í�ÏÒÁSÂ`Ï�ú�ÁS¿u½XÄ�ÈWÂ`ÏÒÆËO � ú ¹���Ü»�EÏÒÆ�Î�Ý�ÏÒÀ�ÐuÑjÈ+ê`Ü`��ÓJúS�`À�ÏÒÄ�ÏÒÄEÏÒÆQÜjÏÒÑ`Æ Í�Ý�Ï²ãbÀ%�
�`À»Ý»À»ÄuÔXÄ�ê`ÁSÂe¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È+ÄUÂ`ÏÒÁnê`ÁSÏÒÆ�ä¾½XÆ�Ä�ÏÒÄ�ÏÒÁ¿�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�ÂbÀ»Æ�ÏÒÃ<Ä1�OÂ�¹ Ñ�¹�ÂbÀ�ÏWÎ�Ï+¿u½XÜåÄ�Ï6�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�î�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î
ä�À»Æ�Â Î�Ï+¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È+Ä1��ä¾ÔXÑ`Æ�ÏÒÁSÂ Â`ÏÒÆ���Ó)ú îOÅ�Á ÏÒÀ»ÁSÏÒÆ ½XÁ
½XÝ�A�Ä�À�¿uÐuÑSÏÒÁqú�Á`Á
ÔXÑSÏÒÆ�ê`Á`Î�Â`Ï+¿�ê`ÁSÏÒÆ�ä¾½XÆ�ÄuÏ²ÄuÏ²Á
�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�¿åÀ»Á`ÁSÏÒÆ�Ñ
½XÝ�� ÏÒÀ»ÁSÏ+¿��EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�ÜjÅ�Â`ÏÒÝ»Ý�¿q½XêS¿�Î�ÏÒÑ�Ä9¹ � ÏÒÆlêSÁSÏÒÆ�ä¾½XÆ�Ä�ÏÒÄ�Ï©�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä��ñÏÒÈ9ÏÒÀ�ÐuÑ`ÁSÏÒÄ
ÂbÀ�Ï � À%Í�ÏÒÆ�ÏÒÁ`È�È+ä�À�¿�ÐuÑSÏÒÁ Â`ÏÒÜ á�á��¡á±°D�¹.�ê
½XÁ�Ä�À�ÝWÂ`ÏÒÆ4Ð�ÔXÑ`Æ�Ý»À�ÐuÑSÏÒÁ � ÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�ê`ÁSÂùÂ`ÏÒÜ
ÏÒÆ�ä¾½XÆ�ÄuÏ²ÄuÏ²ÁG�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä1�<½XÝ�¿�ÅåÂ`ÏÒÜ%âQÆ�ä¾½XÆ�Ä�ê`Á`Î�¿�äUÏÒÆ�ÄWÏ7�ñÏÒÁ_ÂbÀ�Ï+¿�ÏÒÆI� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎS¹ ¸ À�ÏÒÆ)�ñÏÒÀñÜåêS¿�¿<�ñÏ��
½�ÐuÑ�Ä�ÏÒÄåäUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ���ÂS½�¿�¿lÂ`ÏÒÆåÏÒÆ�ä¾½XÆ�Ä�ÏÒÄ�ÏJ� ÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�Á
½XÄ);`Æ�Ý»À�ÐuÑ ½XêSÐuÑ\ê`Á�Ä�ÏÒÆ�Ý�ÏÒÎ�Älä¾Ï²ÆuÂ`ÏÒÁ\ÜåêE-S¹ � ÏÒÆ
À»Á�Ä�ÏÒÆ�ÁSÏlÓ)Ï+¿�¿u½XÁS¿u½XÄ�È�Ã�½XÁ`Áµ¿�Å îOÏÒÆ�¿�Äu½XÁSÂ`ÏÒÁµäUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ��
ÂS½�¿�¿WÂS½�¿6	WÀ�¿�À»ÃOÅ Á
½�ÐuÑJÂ`ÏÒÜ ÓµÀ»Ä�Ä�ÏÒÝ»äUÏÒÆ�Ä��
é`Æ�À»Á`È+À»éqÎ�ÏÒÜjÏ+¿�¿uÏÒÁ ä�À»Æ�Â(��Â�¹ Ñ�¹�Â`ÏÒÆQâEÏ²ä�½XÆ�Ä�ê`Á`Î�¿�äUÏÒÆ�Ä ä�À»Æ�Â ÜqÀ»ÄQÏÒÀ»ÁSÏ¾ÜjÍ
½XÃ<Ä�Å�ÆVÜåê`Ý»Ä�À»é`Ý»À»È+À�ÏÒÆ�Ä0¹
� ½�¿¦3�½Xé`À»Ä�ÏÒÝEÎ<¹¡ÖWÀ»Á è3¹0ú�Ý�Ï²ãS½XÁSÂ`ÏÒÆI�M¸�ë�ë�Ì±�(�ñÏ+¿uÐuÑ
Ô���Ä�À»Î�Ä�¿�À�ÐuÑlÁ
ÔXÑSÏÒÆLÜqÀ»Ä�Â`ÏÒÜÌ��Ó)úsê`ÁSÂåÏÒÁ�Ä�Ñ
ÔXÝ»Ä
½XêSÐuÑ?ÂbÀ�Ï��MÅ�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`ÏÒÁ?ú�êS¿�¿u½XÎ�ÏÒÁ�¹ � ÏÒÆ�¼�½�¿�À�¿��y��Ó)ú Î�ÏÒÑ�Ä�ÂS½9î�Å�Á\½XêS¿1��ÂS½�¿�¿ûÂbÀ�ÏnË<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏ
Â`ÏÒÄ�ÏÒÆ�ÜqÀ»Á`À�¿�Ä�À�¿�ÐuÑgÀ�¿�Ä�ê`ÁSÂ)ÂbÀ�ÏqË<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`Ý]�`À»ÁSÅ�ÜqÀ�½XÝ»îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»Ä9¹�ú�ê��EÂbÀ�Ï+¿�ÏÒÁgú�Á`Á
½XÑ`ÜjÏÒÁ�½Xê��N�
�
½XêSÏÒÁSÂÊ�ñÏÒÆ�Ï+ÐuÑ`ÁSÏÒÄåÏÒÆ�Â`À»ÏjâQÀ»Î�ÏÒÁ`Ã�½Xé`À»Äu½XÝ»Ñ`À»Á<Ä�ÏÒÆ�Ý�Ï+Î�ê`Á`Îg½XÝ�¿�ú�Á�Ä�ÏÒÀ»Ý Â`Ï+¿lÏÒÆ�ä¾½XÆ�Ä�ÏÒÄ�ÏÒÁ$�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�¿9¹
� À�Ï�Î�Æ�ê`ÁSÂbÝ�ÏÒÎ�ÏÒÁSÂ`ÏåÍSÅ�Æ�ÜjÏÒÝLÂ`Ï+¿���ÓJú�Ý�½Xê`Ä�ÏÒÄ1H

EKIMA = γE(L) = γµL,

äUÅb�ñÏÒÀ
µL

Â`ÏÒÆ�âQÆ�ä¾½XÆ�Ä�ê`Á`Î�¿�äUÏÒÆ�Ä3Â`Ï+¿�È+ê���ÔXÝ»Ý»À»Î�Ï²ÁL�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�Ï+¿
L
À�¿�Ä9¹

� À�Ï
γ
�CÍH½XÃ�Ä�Å�Æ�ÏÒÁ ¿�À»ÁSÂ\Á`À�ÐuÑ�ÄåîOÅ�Ü ¼�½�¿�Ý�ÏÒÆ ú�êS¿u¿�ÐuÑ�êS¿�¿,0`ã<À�ÏÒÆ�Ä ê`ÁSÂ\Ü�;S¿�¿�ÏÒÁù¿�ÏÒÝ��S¿�ÄlÃ�½XÝ»À��`Æ�À�ÏÒÆ�Ä

äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ�¹�âQÀ»ÁSÏgÓ)ÏÒÄ�ÑSÅ�Â`Ï��Uä�À�ÏgÂbÀ�Ï+¿�Ï)ÍH½XÃ<Ä�Å�Æ�ÏÒÁ Î�Ï+¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È+Ä�äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ ÃOï�Á`ÁSÏÒÁ��Uä�À»Æ�Âø½Xê��åÂ`ÏÒÁ
dsÑ\u�p�hÒhÒp�Óbj(Ôljl�?���n���}�7�s��t¦|�xbkn|8gW�1i

ò
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Ë<ÏÒÀ»Ä�ÏÒÁ#ºÒÊOß��uº9Ö�ò?Â`ÏÒÆnÅb�ñÏÒÁFÎ�ÏÒÁ
½XÁ`Á�Ä�ÏÒÁÕ.�êSÏÒÝ»Ý�Ïc�ñÏ+¿�ÐuÑ`Æ�À�Ï7�ñÏÒÁ�¹�¼UÏÒÀ�Â`ÏÒÆ_Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È+ê`Á`Î\ä�À»Æ�ÂFÂbÀ�Ï
� Ï�0SÁ`À»Ä�À�Å�ÁJÂ`Ï+¿Wê`ÁSÏÒÆ�ä¾½XÆ�Ä�ÏÒÄ�ÏÒÁL�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�¿�½XêS¿�Î�ÏÒÁ�ê`Ä�È+Ä9¹

γ µL = EKIMA = q99,9% − µL ⇒ γ =
q99,9% − µL

µL

EKIMA
âQÀ»Î�ÏÒÁ`Ã�½Xé`À»Äu½XÝ»êSÁ�Ä�ÏÒÆ�Ý�ÏÒÎ�ê`ÁSÎnÎ�ÏÒÜnÔ8-eÂ`ÏÒÜ ¼¾½�¿�À�¿��y��Ó)ú

γ
îOÅ�ÜÖ��ÁS¿�Ä�À»Ä�ê`ÄWÈ+ê��ñÏ+¿�Ä�À»ÜqÜjÏÒÁSÂ`ÏÒÆ�ÍH½XÃ<Ä�Å�Æ

µL
âQÆ�ä�½XÆ�Ä�ê`Á`Î�¿�äUÏÒÆ�Ä3Â`ÏÒÆ�� ÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î

q99,9%
ÂS½�¿�á�á��¡á±°D�¹.�ê
½XÁ�Ä�À»ÝLÂ`ÏÒÆ��EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î

� À�ÏD�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�îOÏ²Æ�Ä�ÏÒÀöÝ»ê`ÁSÎ_À�¿�Ä�Á`À�ÐuÑ�Ä4�ñÏÒÃ�½XÁ`Á�Ä3ê`ÁSÂµä�À»Æ�ÂJÂbê`Æ�ÐuÑgÏÒÀ»ÁSÏåú�Á`Á
½XÑ`ÜjÏ�;E�ñÏÒÆ3ÂbÀ�Ï Ë<ÐuÑ
½��
Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`Ý»î�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎûÀ»ÁSÂbÀ»Æ�ÏÒÃ�Äv�MÏ+¿�Ä�Î�ÏÒÝ�ÏÒÎ�Ä1�kÂS½Wä�À»Æ�îOÅ�ÁåÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�Â`ÏÒÄ�ÏÒÆ�ÜqÀ»Á`À�¿�Ä�À�¿�ÐuÑSÏÒÁnË<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏ
½XêS¿�Î�ÏÒÑSÏÒÁ�¹
Ë<ÏÒÄ�È+ÄWÜn½XÁ ÂbÀ�Ï�âQÀ»Î�ÏÒÁ`Ã�½Xé`À»Äu½XÝ»ê`Á�Ä�Ï+Æ�Ý�ÏÒÎ�êSÁ`ÎnÁ`À�ÐuÑ�Ä�Á
½�ÐuÑµÂ`ÏÒÜ ¿�Å�Î�ÏÒÁ
½XÁ`Á�Ä�ÏÒÁµâQÆ�ä¾½XÆ��
Ä�ê`Á`Î�¿�äUÏÒÆ�Ä�é`Æ�À»Á`È+À»é\½XÁ ��Â�¹ Ñ�¹ñÂbÀ�Ï âQÀ»Î�ÏÒÁ`Ã�½Xé`À»Äu½XÝ»ê`Á<Ä�ÏÒÆ�Ý�ÏÒÎ�ê`Á`Î À�¿�ÄûÏÒÀ»Ágú�Á�Ä�ÏÒÀ»Ýf�[�ñÏÒÈ+À»ÏÒÑ<ê`Á`Î�¿�äUÏÒÀ�¿�Ï
�3À�ÏÒÝ%��½�ÐuÑSÏ+¿UÂ`Ï+¿UâQÆ�ä¾½XÆ�Ä�ê`Á`Î�¿�äUÏÒÆ�Ä�Ï+¿}���`¿�Å�ÁSÂ`ÏÒÆ�Á_Á
½�ÐuÑ_Â`ÏÒÜ Ë�Äu½XÁSÂS½XÆ�ÂS½8��äUÏ+À�ÐuÑ�ê`ÁSÎ�¿�é`Æ�À»ÁSÈ+À»é��bÏÒÆ��
Î�À��`Ä�¿�À�ÐuÑ ÜqÀ»Ä

σL
½XÝ�¿�Ë�Äu½XÁSÂS½XÆ�ÂS½8��ä¾ÏÒÀ�ÐuÑ�êSÁ`Î_Â`ÏÒÆ'�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î
ζ σL = EKIMA = q99,9% − µL ⇒ ζ =

q99,9% − µL

σL
.

��Á�Ä�ÏÒÆ î�ÏÒÆ�¿�ÐuÑ`À�Ï+Â`ÏÒÁSÏÒÁFú�Á`Á
½XÑ`ÜjÏÒÁ¯;E�ñÏÒÆqÂbÀ�Ï Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`Ý»îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`ÁSÎ?ÏÒÆ�Î�Ï7�ñÏÒÁF¿�À�ÐuÑ ÂbÀ�Ï_À»Á
&�½8�ñÏÒÝ»Ý�Ïå¸q½XÁ`Î�ÏÒÎ�Ï7�ñÏÒÁSÏÒÁ)Í
Å�Æ�ÜjÏÒÝ»Ác�N;`ÆWÂbÀ�Ï�âQÀ»Î�ÏÒÁ`Ã�½Xé`À»Äu½XÝ»ê`Á�ÄuÏÒÆ�Ý�ÏÒÎ�ê`Á`ÎS¹
�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î âQÆ�ä¾½XÆ�Ä�ê`Á`Î�¿�äUÏÒÆ�Ä

µN
Ë�Äu½XÁSÂS½XÆ�ÂS½8��äUÏÒÀ�ÐÇÑ�ê`Á`Î

σN EKIMA¼UÀ»ÁSÅ�ÜqÀ�½XÝ
np

√

np(1 − p) ≈ √
np ζX

√
np¨�Å�À�¿�¿uÅ�Á

λ
√

λ ζX
√

λ¼ ÏÒÎO½XÄ�À»îB�`À»ÁSÅ�ÜqÀ�½XÝ
αβ β

√
α ζXβ

√
α

n
�
p
�
λ
�
α
ê`Á
Â

β
¿�À»ÁSÂ ÂbÀ�Ï"¨Q½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�Â`ÏÒÆ�Ð�ÏÒäUÏÒÀ»ÝöÀ»Î�ÏÒÁL�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î+×

Â`ÏÒÄ�ÏÒÆ�ÜqÀ»Á`À�¿�Ä�À�¿uÐuÑSÏ Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏ
X

&�½8�ñÏÒÝ»Ý�Ïå¸�HSÍSÅ�Æ�ÜjÏÒÝD�=;`ÆJÂbÀ�Ï\â À»Î�ÏÒÁ`Ã�½Xé`À»Äu½XÝ»ê`Á<Ä�ÏÒÆ�Ý�ÏÒÎ�ê`Á`Î Á
½�ÐuÑØ��Ó)úÙ�ñÏÒÀlîOÏÒÆ��
¿�ÐuÑ`À�Ï+Â`ÏÒÁSÏÒÁgË<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`Ý»îOÏ²Æ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎO¿u½XÁ`Á
½XÑSÜjÏÒÁ�¹

¼ ½�ÐuÑSÂ`ÏÒÜ Ün½XÁqÂbÀ�Ï+¿�Ï¾¼¾ÏÒÆ�Ï+ÐuÑ`Á�ê`Á`Î�ÏÒÁ
�=;`Æ�Ð�Ï+Â`Ï¾Â`ÏÒÆ Ö�ò43�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÁe½XêS¿�Î�Ï��N;`Ñ`Æ�ÄQÑ
½XÄ1�XÃ�½XÁ`Á
Ün½XÁ)ÂbÀ�ÏåâQÀ»Î�ÏÒÁ`Ã�½Xé`À»Äu½XÝ»Ñ`À»Á<Ä�ÏÒÆ�Ý�Ï+Î�ê`Á`Î�Ï+Á)È�¹ó¼û¹ñ½Xê��M½�ÂSÂbÀ�Ï²ÆuÏ²Áv�HäUÅb�ñÏÒÀLÑ`À�ÏÒÆ�ä�À�Ï+Â`ÏÒÆ3ÏÒÀ»ÁSÏléñÏÒÆ��MÏÒÃ�ÄuÏ
3�Å�Æ�Æ�ÏÒÝ�½XÄ�À�Å�ÁJîOÅ�Á À»Üqé`Ý»À»È+À�ÏÒÆ�Ä�À�¿�Ä9¹Sâ ¿WÀ�¿�Ä�½8�ñÏÒÆ3½XêSÐuÑµÏÒÀ»ÁSÏ�Î�ÏÒÁ
½XêSÏÒÆ�ÏlÓ)Å�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�ê`Á`Î_Â`ÏÒÆ�¼¾ÏÒÈ+À�Ï��
Ñ�ê`ÁSÎ�Ï²ÁµÈ+ä�À�¿�ÐuÑSÏÒÁJÂ`ÏÒÁµÏ²À»Á`È9ÏÒÝ»ÁSÏÒÁF3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÁJÜjï�Î�Ý»À�ÐuÑ�¹
��Ü:Í
Å�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`ÏÒÁ?äUÏÒÁSÂ`ÏÒÁ�ä�À»Æ�ê`ÁS¿�Â`ÏÒÜYO � ú�È+ê�¹�¼UÏÒÀ ÂbÀ�Ï+¿�ÏÒÜ ú�Á
¿u½XÄ�Èq¿�Ä�ÏÒÑ�Ä�ÂbÀ�Ï?�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�îOÏÒÆ��
Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î_½XÝ�¿W¿uÅ�Ý�ÐuÑSÏûê`ÁSÂ Â`ÏÒÆ�ÏÒÁJÓJÅ�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�ê`Á`ÎnÀ»ÜÖ�EÅ�Æ�Â`ÏÒÆ�Î�Æ�ê`ÁSÂ�¹

Î
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2HêSÏÒÆ�¿�Ä�ä¾Ï²ÆuÂ`ÏÒÁ?ä�À»Æå½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁsÂbÀ�ÏqÜn½XÄ�ÑSÏÒÜn½XÄ�À�¿�ÐuÑSÏeÓJÅ�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�ê`Á`Î)ÏÒÀ»ÁSÏ+¿"�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�Ï+¿lÏÒÀ»Á��N;`Ñ��
Æ�ÏÒÁ\ê`ÁSÂ?ÂbÀ�Ïj¼¾Ï+Â`ÏÒê`Ä�ê`Á`Î�ÏÒÁª5:;E�ñÏÒÆ�Ä�Æu½XÎ�ÏÒÁ ½Xê���Â`ÏÒÁ\ÍH½XÝ»ÝEÂ`Ï+¿"�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿u½XÁS¿u½XÄ�È9Ï+¿,5
¿�Ã�À»È+È+À�ÏÒÆ�ÏÒÁ�¹ � ½XÜqÀ»Ä�ÂS½�¿_ÓJÅ�Â`ÏÒÝ»Ý3¿�éHÔXÄ�ÏÒÆ�½XÁ � ½XÄ�ÏÒÁø½XÁ`Î�ÏÒé
½�¿�¿�ÄeäUÏÒÆ�Â`ÏÒÁàÃ�½XÁ`Á��EäUÏÒÁSÂ`ÏÒÁ'ä�À»Æ
ê`ÁS¿UÂS½XÁ
½�ÐuÑ_Â`ÏÒÜâ&¾ÑSÏÒÜn½ Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆUÈ+ê�¹ � À�Ï�âQÀ»Î�ÏÒÁS¿uÐuÑ
½���Ä¾Å�éñÏÒÆu½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÝ»Ý�ÏÒÆ'	WÀ�¿�À»ÃOÏÒÁ���ÂS½�¿�¿U½XêSÐuÑ
Ï²ãbÄ�Æ�ÏÒÜ�ÑSÅ�ÑSÏûË<ÐuÑ
Ô�Â`ÏÒÁeÜqÀ»ÄUÏ²À»ÁSÏÒÆ�Á`À�ÐuÑ�Ä�È+ênîOÏ²Æ�Á
½�ÐuÑ`Ý�Ô�¿�¿�À»Î�ÏÒÁSÂ`Ï6s½XÑ`Æ�¿�ÐuÑSÏÒÀ»Á`Ý»À�ÐuÑ`ÃOÏÒÀ»Ä�îOÅ�Æ�ÃOÅ�Ü«�
ÜjÏÒÁ��v0SÁSÂ`ÏÒÄ À»ÁùÏÒÀ»ÁSÏÒÜã¨Q½XÆu½XÎ�Æu½Xé`ÑSÏÒÁ¯;E�ñÏÒÆ âVãbÄ�Æ�ÏÒÜåäUÏÒÆ�Ä�Ä�ÑSÏ+Å�Æ�À�Ï�¿�ÏÒÀ»ÁSÏÒÁ ¼ À�Ï+Â`ÏÒÆ�¿�ÐuÑ`Ý�½XÎS¹ � ½�¿
&¾ÑSÏÒÜn½eèUÅ�é`ê`Ý�½j¿�Å�Ý»Ý�ÂS½�¿�¼�À»Ý�Â îOÏÒÆ�î�Å�Ý»Ý�¿�ÄÇÔXÁSÂbÀ»Î�ÏÒÁ�¹

À<�o�äÈ�[£�Æ[Ä(åª�[£b���bÅ[ÆlÄ+�ªÈ¤�¡vÄ�æ�æ
àÀ�Ï,�ñÏÒÆ�ÏÒÀ»Ä�¿3ÏÒÆ�ä¾ÔXÑSÁ�Ä1�
ä�À»Æ�ÂJÂS½�¿4	WÀ�¿�À»ÃOÅE�E�SÈÒäl¹HÂ`ÏÒÆ6�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�ÜqÀ»Ä3Â`ÏÒÜ¶3�Å�Á`È9ÏÒé`ÄûÂ`ÏÒÆ"2Hê��M½XÝ»Ý�¿)�
î�½XÆ�À�½8�`Ý�ÏÒÁ)îOÏÒÆ)�`ê`ÁSÂ`ÏÒÁ�¹ñÍ\;`Æû½XÝ»Ý�ÏåäUÏÒÀ»Ä�ÏÒÆ�ÏÒÁ�ú�êS¿u¿u½XÎ�ÏÒÁJä�À»Æ�ÂJÀ»Üqé`Ý»ÀöÈ+À»Ä�ÏÒÀ»Á)È+ê`Î�ÏÒÑSï�Æ�À»Î�ÏÒÆ¾\½XÑ`Æ��
¿uÐuÑSÏÒÀ»Á`Ý»À�ÐuÑ`Ã�ÏÒÀ»Ä�¿�Æu½Xê`Ü

(Ω, A, P )
êSÁ�Ä�ÏÒÆ�¿�Ä�ÏÒÝ»Ý»Ä9¹ 'À»Æ3Î�ÏÒÑSÏÒÁJîOÅ�ÁJÏÒÀ»ÁSÏÒÜ¶� ÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä

L
½XêS¿1�
Â`ÏÒÆ3¿�À�ÐuÑ

½XêS¿3ÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�Î�ÏÒä�À�¿�¿�ÏÒÁ)ú�Á`È0½XÑ`ÝLî�Å�ÁJâ À»Á`È9ÏÒÝ�¿�ÐuÑ
Ô�Â`ÏÒÁ
Xi

È+êS¿u½XÜqÜjÏÒÁS¿�ÏÒÄ�È+Ä9¹ � À�Ï+¿�Ïå¿�Å0ä�À�ÏåÂbÀ�Ïlú�Á��
È0½XÑ`Ý�Â`ÏÒÆWË<ÐuÑ
Ô�ÂSÏ²Á ¿�À»ÁSÂeÈ+ê���ÔXÝ»Ý»À»Î+�b¿�Å ÂS½�¿u¿Uä�À»Æ¾À»ÁS¿�Î�Ï+¿u½XÜåÄ�ÏÒÀ»ÁSÏÒÁ È+ê��MÔXÝ»Ý»À»Î�ÏÒÁ��EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä¾ÏÒÆ�Ñ
½XÝ»Ä�ÏÒÁ�¹
� ½lÂbÀ�Ï+¿�Ï ® �ñÏÒÆ�Ý�ÏÒÎ�ê`Á`Î Âbê`Æ�ÐuÑ�ÏÒÀ»Á��M½�ÐuÑSÏ�Ë�ê`ÜqÜjÏÒÁB�`À»Ý�ÂbêSÁ`Îj½Xê���Æ�ÏÒÀ»ÁeÄ�ÑSÏ+Å�Æ�ÏÒÄ�À»¿uÐuÑ¿�ñÏÒÝ»À�Ï7�`À»Î î<À�ÏÒÝ�Ï
¼¾ÏÒÆ�ÏÒÀ�ÐuÑSÏ��OÀ»ÁeÂ`ÏÒÁSÏÒÁ©�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�Ï�½Xê���Ä�Æ�ÏÒÄ�ÏÒÁ���;E�ñÏÒÆ�Ä�Æu½XÎ�ÏÒÁ_äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁeÃ�½XÁ`Á���Æ�ÏÒÀ�ÐuÑ�ÄUÏ+¿EÈ+êSÏÒÆ�¿�ÄEÁ�ê`Æ�ÏÒÀ»Á
*�Ï7�`À�ÏÒÄUÈ+ê©�ñÏÒÄ�Æu½�ÐuÑ<Ä�ÏÒÁ�¹���Üâ3�Å�Á�Ä�Ï²ã<Ä�Â`Ï+¿IO � ú?��Â`ÏÒÆ¾ÂbÀ�Ï!�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎqÂ`ÏÒÆ¾Ö�òåÏÒÀ»Á`È9ÏÒÝ»ÁSÏÒÁ
*�Ï+¿�ÐuÑ
Ô���Ä�¿)��ÏÒÝ�ÂK�f�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�ÄsA<é��y3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�Á
ÏÒÁ ÜjÅ�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�Äjê`ÁSÂ ÂS½XÆu½XêS¿qÂbÀ�Ï¿�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�î�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î
Â`ÏÒÆ?*�Ï+¿u½XÜåÄ)�
½XÁ`Ã_�ñÏÒÆ�Ï+ÐuÑ`ÁSÏÒÄ1��ÃOÅ�Á`È9ÏÒÁ�Ä�Æ�À�ÏÒÆ�ÏÒÁ\ä�À»Ælê`ÁS¿�¿�Å�ÜqÀ»Ä�È+êSÏÒÆ�¿�Ä ½Xê���ÏÒÀöÁ
Ïj¿�Å�Ý�ÐuÑSÏ@3�Å�Ü«�
�`À»Á
½XÄ�À�Å�Ásê`ÁSÂª�ñÏÒÑ
½XÁSÂ`ÏÒÝ»ÁsÀ»Ü È+äUÏÒÀ»Ä�ÏÒÁ Ë<ÐuÑ`Æ�À»Ä�Ä«*ûÏ+¿�À�ÐuÑ�Ä�¿�é`ê`Á`Ã�Ä�ÏnÂ`ÏÒÆlú�Î�Î�Æ�ÏÒÎO½XÄ�À�Å�Á�¹v��Ü ÂbÀ�Ï
�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�È+ê ÜjÅ�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�ÏÒÁ��QÎ�Æ�ÏÒÀ%��Ä Ün½XÁF½Xê��ûÏ²À»ÁSÏÒÁ îOÏÒÆ�¿�À�ÐuÑSÏÒÆ�ê`Á`Î�¿�Ün½XÄ�ÑSÏÒÜn½�Ä�À�¿�ÐuÑSÏÒÁ
ú�ÁS¿u½XÄ�ÈåÈ+ê`Æ);SÐuÃ�¹ � ½XÈ+ê:�ñÏÒÄ�Æu½�ÐuÑ�Ä�ÏÒÁgä�À»Æ!�MÅ�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`Ï+¿�ä¾½XÑSÆ�¿�ÐuÑSÏÒÀ»Á`Ý»À�ÐuÑ`Ã�ÏÒÀ»Äu¿�Ä�ÑSÏ+Å�Æ�Ï+Ä�À�¿�ÐuÑSÏqÓJÅ�Â`ÏÒÝ»Ý
ÏÒÀ»ÁSÏÒÆ È+ê���ÔXÝ»Ý»À»Î�ÏÒÁFË�ê`ÜqÜjÏeÈ+ê`Æ ¼¾Ï+¿�ÐuÑ`Æ�ÏÒÀ��`ê`Á`ÎgÂ`Ï+¿��EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�Ï+¿åÀ»Á`ÁSÏÒÆ�Ñ
½XÝ�� ÏÒÀ»ÁSÏ+¿
*�Ï+¿�ÐuÑ
Ô���Äu¿)�ñÏ��
Æ�ÏÒÀ�ÐuÑS¿�H

L =
N
∑

i=1

Xi
�Úº��

N
È+ê���ÔXÝ»Ý»À»Î�ÏåË<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`Ýf�Sê`Á
½8�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Îeî�Å�Á Â`ÏÒÁ

Xi

Xi
È+ê���ÔXÝ»Ý»À»Î�Ï Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�Ñ
ï�ÑSÏ Â`Ï+¿�À%��Ä�ÏÒÁ�Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿3ê`Á�Ä�ÏÒÆ3Â`ÏÒÆ3¼¾Ï+ÂbÀ»Á`Î�ê`Á`Î+�ñÂS½�¿�¿�ÏÒÀ»Á�Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁ
ÏÒÀ»Á`Î�ÏÒÄ�Æ�ÏÒÄ�ÏÒÁ À�¿�Ä9¹QâE¿qä�À»Æ�Â ½XÁ`Î�ÏÒÁSÅ�ÜqÜqÁSÏÒÁ���ÂS½�¿�¿qÂbÀ�Ï

Xi
ê`Á
½8�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î\ê`ÁSÂ À�Â`ÏÒÁ�Ä�À�¿�ÐuÑ

îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»Ä�¿�À»ÁSÂ�¹
��Á�Ä�ÏÒÆ ÂbÀ�Ï+¿�ÏÒÁ ú�Á`Á
½XÑ`ÜjÏÒÁùÝ�½�¿u¿�ÏÒÁù¿�À�ÐuÑ³��Å�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`Ï_Î�Æ�ê`ÁSÂbÝ�ÏÒÎ�ÏÒÁSÂ`ÏÒÁFâQÀ»Î�ÏÒÁS¿uÐuÑ
½���Ä�ÏÒÁFÂ`Ï+¿qË�ê`Ü«�
ÜjÏÒÁ`é`Æ�Å�È9Ï+¿u¿�Ï+¿WÑSÏÒÆ�Ý�ÏÒÀ»Ä�ÏÒÁ�H

• E(L) = E(N)E(X)
�`äUÅb�ñÏÒÀ

X ∼ Xi
ÂbÀ�Ï+¿�ÏÒÝ��ñÏ"�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎjäWÀ»Ï

Xi
�ñÏ+¿�À»Ä�È+Ä

ß
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• V ar(L) = E(N)V ar(X) + V ar(N)(E(X))2
¹

À<�´�Mµ<Å[Æ[É[£1§�Ä(¥
� ½�¿\&¾ÑSÏÒÜn½ûË<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ¦0SÁSÂ`ÏÒÄ�Ün½XÁ À»ÁD�M½�¿�Ä9ÐÚÏ+Â`ÏÒÜØO�ÏÒÑ`Æ)�`êSÐuÑ ÈÒêSÆ�âQÀ»Á��=;`Ñ`Æ�ê`Á`Î3À»Á ÂbÀ�Ï�Ë�Äu½XÄ�À�¿�Ä�À»Ã[�
ä�À�Ï�È�¹ó¼û¹`À»ÁJË�Äu½XÑSÏÒÝI�M¸�ë�ë�¸±�¾Å�Â`ÏÒÆ�½XêS¿)�N;`Ñ`Æ�Ý»À�ÐuÑSÏÒÆ�À»ÁJË�À»Ý»îOÏ7Aª�Úº9á±Î�Ö±�²¹
àÀ»ÆWÎ�ÏÒÑSÏÒÁJîOÅ�ÁµÏÒÀ»ÁSÏÒÜ ¿�Å�Î�ÏÒÁ
½XÁ`Á�Ä�ÏÒÁJé
½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�ÐuÑSÏÒÁgÓ)Å�Â`ÏÒÝ»Ý�½XêS¿Wê`ÁSÂµÅ�Æ�ÂbÁSÏÒÁ)¿�Å0äUÅ�Ñ`ÝLÂ`ÏÒÆ
Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`Ý

N
½XÝ�¿ ½XêSÐuÑùÂ`ÏÒÆqË<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏ

X
ÏÒÀ»ÁSÏné
½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�ÐuÑSÏ¿� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿)�M½XÜqÀ»Ý»À�Ï

{Fθ | θ ∈ Θ} È+ê��SäUÅb�ñÏÒÀ Θ
Â`ÏÒÆ¾*3Æ�ê`ÁSÂbÆu½Xê`Ü À�¿�Ä1�
Â`ÏÒÆ3½XÝ»Ý�Ï�Üjï�Î�Ý»À�ÐuÑSÏÒÁ_¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�î�ÏÒÃ<Ä�Å�Æ�ÏÒÁ

θÂ`ÏÒÆ/�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Îåê`Ü«��½�¿�¿�Ä9¹���ÁeÂ`ÏÒÁeÜjÏÒÀ�¿�Ä�ÏÒÁ_ÍQÔXÝ»Ý�ÏÒÁeÀ�¿�Ä�ÂbÀ�Ï6� ÏÒÆ�ÄuÏ²À»Ý»ê`Á`Î Á`À�ÐuÑ�Ä/�ñÏÒÃ�½XÁ`Á�Ä�ê`ÁSÂe¿�Å�Ý»Ý
½Xê���Î�Æ�ê`ÁSÂ?î�Å�Á � ½XÄ�ÏÒÁ\Î�Ï+¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È+ÄläUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ�¹ � ê`Æ�ÐuÑ\ÂbÀ�ÏjÍ
Ï+¿�Ä�Ý»ÏÒÎ�ê`ÁSÎµÂ`ÏÒÆåÍH½XÜqÀ»Ý»À�ÏqîOÅ�ÁÊ� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ%�
Ý»ê`Á`Î�ÏÒÁeÀ�¿�ÄEÏÒÀ»ÁSÏ�ÏÒÆ�¿�Ä�Ï�ú�Á`Á
½XÑ`ÜjÏ�Î�ÏÒÄ�Æ�Å8Í�ÏÒÁ�×�Âbê`Æ�ÐuÑ_ÂbÀ�Ï�s½XÑ`ÝHÂ`ÏÒÆ/¨Q½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ¾¿�Å�Ý»ÝHÂS½XÁ`ÁeÂbÀ�Ï+¿uÏ
�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿���½XÜqÀ»Ý»À�Ï�Üjï�Î�Ý»À�ÐuÑS¿�Ä�Î�ê`Ä¾½XÁeÂbÀ�Ï6�ñÏ+Åb�
½�ÐuÑ�Ä�ÏÒÄ�ÏÒÁG?ÏÒÆ�Ä�Ï3½XÁ`Î�ÏÒé
½�¿�¿�Ä�äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ�¹K��Ü ÂbÀ�Ï
*¾;`Ä�ÏeÏÒÀ»ÁSÏ+¿jË<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ�¿ È+ê��ñÏÒê`Æ�Ä�ÏÒÀ»Ý�ÏÒÁ��V¿�Ä½;`Ä�È+ÄåÜn½XÁ ¿�À�ÐuÑ ½Xê���ÂbÀ�ÏJ��Å�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`ÏÒÁ âQÀ»Î�ÏÒÁS¿uÐuÑ
½���Ä�ÏÒÁ
ê`ÁSÂ � Ï�0SÁ`À»Ä�À�Å�ÁSÏÒÁ�¹
���£¥S b��«²¬<®�³Bç�¢u b� °O±ñ� í ¬<®�¶�¢u·k `ª��
ú�Ý»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁåÎ�À»Ý»Ä1�0ÂS½�¿�¿�ÏÒÀ»Á Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ

θ̂
�=;`Æ

θ
ä�À�Ï+Â`ÏÒÆ�ê`Ü ¿�ÏÒÝ��S¿�Ä�ÏÒÀ»ÁSÏW2Hê��M½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�ÏEÀ�¿�Ä1�9ÂbÀ�ÏEÏÒÀ»ÁSÏ

�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿���ê`Á`Ã�Ä�À�Å�ÁG�ñÏ+¿�À»Ä�È+Ä9¹ � À�Ï+¿�Ï¾2Hê���½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�Ï3Ã�½XÁ`Á_î�ÏÒÆ�¿�ÐuÑ`À�Ï+Â`ÏÒÁSÏûÓJÏÒÆ�Ã<Ün½XÝ�Ïû½Xê���äUÏÒÀ%�
¿uÏÒÁ�¹

• âQÀ»ÁSÏåä�À�ÐuÑ�Ä�À»Î�Ï âQÀ»Î�ÏÒÁS¿�ÐuÑ
½���Ä3À�¿�Ä3ÂbÀ�Ï«èIé�ê<ëbé�ì=íKîBï8ð7ì=é½ñ�í+ñqÂ`Ï+¿�Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ�¿1�ñÂ�¹ Ñ�¹
E(θ̂) = θ

¹
��Ü:ÓJÀ»Ä�Ä�ÏÒÝ ÏÒÁ�Ä�¿�é`Æ�À�ÐuÑ�ÄlÂ`ÏÒÆåË<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆå½XÝ�¿�Å Â`ÏÒÜ:ä¾½XÑ`Æ�ÏÒÁ$¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ

θ
¹ � ½�ÂbÀ�ÏJ*3Æ�ïb-�Ï

b := E(θ̂) − θ
½XÝ�¿ ¼UÀ�½�¿��ñÏÒÈ9ÏÒÀ�ÐuÑ`ÁSÏÒÄqä�À»Æ�Â(�LÑSÏÒÀ�-�ÏÒÁ ÏÒÆ�ä¾½XÆ�Ä�ê`Á`Î�¿�Ä�Æ�ÏÒêSÏµË<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆj½XêSÐuÑ

ê`ÁB�`À�½�¿�Ï+Â�¹
• 3�Å�ÁS¿�Ï^��êSÏÒÁ�Ä�ÏÒÆ�äUÏÒÀ�¿�ÏåÜjï�ÐuÑ�Ä�ÏlÜn½XÁL;E�ñÏÒÆ�ÂbÀ�Ï+¿�È+ä�À�¿uÐuÑSÏÒÁJÂ`ÏÒÁ)ÏÒÆ�ä¾½XÆ�Ä�ê`Á`Î�¿�Ä�Æ�ÏÒêSÏÒÁ\Ë<ÐuÑ
ÔXÄ��È9ÏÒÆ�ÁàÏÒÀ»ÁSÏµ¼¾ÏÒê`Æ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î Â`ÏÒÆ�*4;`Ä�Ï��Eä¾½�¿nÈ+ê'Â`ÏÒÁóò�ô'õ¦öf÷[ø�ù�ú�ì�û�ñ�é�îÕ�=;`Ñ`Æ�ÄF��ÜqÀ»Á`À»Üåê`Ü
î�½XÆ�À�½XÁSÐ+Ï�ê`ÁB�`À�½�¿�Ï+Â9�²¹

• ü Ñ`Á`Ý»À�ÐuÑ Â`ÏÒÆ�âQÆ�ä¾½XÆ�Ä�ê`Á`Î�¿�Ä�Æ�ÏÒê
ÏûÜqÀ�¿�¿�Ä¾Â`ÏÒÆ4ý«þ=ìoì=ÿ´ñ�é½ñ��^í�ë���é)ë�ì=þ�ð^ø�ù�ñ��¦ñ}ù�ÿ´ñ�éG��ÜjÏ9½XÁ ¿�Äu½XÁ��ÂS½XÆ�Â�ÏÒÆ�Æ�Å�Æ}�3ÂbÀ�Ï�� � À%Í�ÏÒÆ�ÏÒÁ`È > È+ä�À�¿�ÐuÑSÏÒÁ?Â`ÏÒÜ Ë<ÐuÑHÔXÄ�È9Ï²Æ�ê`ÁSÂgÂSÏ²Ü:ä¾½XÑ`Æ�ÏÒÁÊ¨Q½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ9¹
MSEθ̂ := E((θ̂ − θ)2).

• âQÀ»Á?äUÏÒÀ»Ä�ÏÒÆ�Ï+¿D3ûÆ�À»Ä�ÏÒÆ�À»ê`Ü À�¿�Ä�ÂbÀ�Ï	��
bîEð}þ ð�ìyñ7îKû^��Â�¹ Ñ�¹�ÂS½�¿"� ÏÒÆ�Ñ
½XÝ»Ä�ÏÒÁsÂ`Ï+¿åË<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ�¿"�=;`Æ
¿�ÏÒÑ`ÆWÎ�Æ�Åb-�ÏÒÁ)Ë�Ä�À�ÐuÑ`é`Æ�Åb�ñÏÒÁ�êSÜ«��½XÁ`ÎS¹ � ÏÒÆ3Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ�ÑSÏÒÀ�-�ÄWÃOÅ�ÁS¿�À�¿�Ä�ÏÒÁ�Ä1�`äUÏÒÁ`Á Î�À»Ý»Ä

θ̂(Y1, Y2, . . . , Yn)
P−→ θ

�`Â�¹ Ñ�¹
P ( | θ̂(Y1, Y2, . . . , Yn) − θ | > ε ) → 0, ∀ ε > 0

ê`ÁSÂ
n → ∞.

á
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������������������� èIþNî÷[ø�ùKú±ì�û�ñ�é�þ ð�ì�ñ�þNî[ñ	�líKî! �ì=þ"
bî#��ñ�é%$&
bé�ÿÇþfñfï�ñ�î'��ñ7î)(�ë�ìyñ�î+*,(,þfñ}ð^ñGð�þ î+�
ê�þfñ-��ñ�é�íBýÏû7í/.7úbÿNÿÇþ�ï10fð}þfñ}ù�ñ,÷�ìfë8ù�ñ�ÿ2043�5�5�376&8�÷lñ�þ=ìyñ�9!:&5;6<*
��Ü ÂbÀ�ÏD¨Q½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�À»ÁJÏÒÀ»ÁSÏÒÜ Î�ÏÒÎ�Ï7�ñÏÒÁSÏÒÁ)Ó)Å�Â`ÏÒÝ»Ýf�
Â�¹ Ñ�¹SÈ+êJÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�Î�ÏÒä¾ÔXÑ`Ý»Ä�ÏÒÁF� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿���½��
ÜqÀ»Ý»À�Ï�È+ê��ñÏ+¿�Ä�À»ÜqÜjÏÒÁ��SÎ�À��`Ä�Ï+¿Wî�ÏÒÆ�¿�ÐuÑ`À�Ï+Â`ÏÒÁSÏlÓ)Ï²Ä�ÑSÅ�Â`ÏÒÁ�¹
×J³�=b�»Ø ¤
Ø?>A@S�CB0 b�£�»®<±H±H¯ í ¬<®<¶O¢u·X bª
Ë<ÏÒÀ�ÏÒÁ_ÂbÀ�Ï � ½XÄ�ÏÒÁ

y = (y1, y2, . . . , ym)
½XÝ�¿

m
ê`Á
½8�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î�Ï4	�Ï9½XÝ»À�¿u½XÄ�À»Å�Á
Ï²Á_Â`ÏÒÆW2Hê��M½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½��

�`Ý�ÏÒÁ
Y
Î�ÏÒÎ�Ï7�ñÏÒÁ�¹ � À�Ï4s½XÑ`Æ�¿�ÐuÑSÏÒÀ»Á`Ý»À�ÐuÑ`Ã�ÏÒÀ»Ä1�SÂS½�¿u¿¾ÂbÀ�Ï"	�Ï9½XÝ»À�¿u½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÁ

y1, y2, . . . ym
î�Å�Á ÏÒÀ»ÁSÏÒÆ

2Hê���½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�ÏÒÁ
Y
ÜqÀ»Ä?� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î

Fθ∗
Î�Ï²È9Å�Î�ÏÒÁ ä�ê`Æ�Â`ÏÒÁ���¿�é`À�ÏÒÎ�ÏÒÝ»Ä ÂbÀ�Ï©¨ Ý�½XêS¿�À��`À»Ý»À»ÄuÔXÄqÂ`Ï+¿

¨Q½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�¿
θ∗
½XÝ�¿�ä�½XÑ`Æ�ÏÒÆ¦¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�Â`ÏÒÆv�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�ä�À�Â`ÏÒÆ9¹�¬�ÏQÎ�Æ�ïb-�ÏÒÆ�ÂbÀ�Ï�s½XÑ`Æ�¿�ÐuÑSÏÒÀ»Á`Ý»À�ÐuÑ��

ÃOÏÒÀ»ÄVê`Á<Ä�ÏÒÆ ÏÒÀ»ÁSÏÒÆ��EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î
Fθ∗

Î�ÏÒÆu½�Â`ÏWÂbÀ�ÏUîOÅ�Æ�Ý»À�ÏÒÎ�ÏÒÁSÂ`ÏÒÁJ	�Ï9½XÝ»À�¿u½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÁjÈÒêjÏÒÆ�Ñ
½XÝ»Ä�ÏÒÁ���Â`Ï+¿�Ä�Å
é`Ý�½XêS¿�À��`Ý�ÏÒÆ ÏÒÆ�¿�ÐuÑSÏÒÀ»Á�Ä ÂbÀ�Ïeú�Á`Á
½XÑ`ÜjÏ��LÂS½�¿u¿

θ∗
Â`ÏÒÆ ä¾½XÑ`Æ�Ï©¨Q½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ À�¿�Ä9¹�àÀ»ÆåäUÅ�Ý»Ý�ÏÒÁ ½XÝ�¿�Å

θ
¿�ÅJ�ñÏ+¿�Ä�À»ÜqÜjÏÒÁ���ÂS½�¿�¿ûÂbÀ�ÏÒ¿uÏ�\½XÑ`Æ�¿�ÐuÑSÏÒÀ»Á`Ý»À�ÐuÑ`ÃOÏÒÀ»Ä�Ün½kã<À»Ün½XÝVä�À»Æ�Â�¹ � ½@�M½�¿�Äû½XÝ»Ý�Ïåé
½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À%�

¿uÐuÑSÏ6�EÏ²Æ�Ä�ÏÒÀöÝ»ê`ÁSÎ�Ï²Á ÜjÏÒÑ`Æ�½XÝ�¿UÏÒÀ»ÁSÏÒÁG¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ'�ñÏ+¿�À»Ä�È9ÏÒÁ���Î�ÏÒÑSÏÒÁ_ä�À»Æ�½XÝ�¿/�EÏÒÆu½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�ê`ÁSÎ
ÂS½9îOÅ�Á ½XêS¿1��ÂS½�¿�¿åÏ+¿å¿�À�ÐuÑ³�ñÏÒÀ

θ ∈ R
p ê`Ü ÏÒÀ»ÁSÏÒÁ³�EÏÒÃ<Ä�Å�ÆlÑ
½XÁSÂ`ÏÒÝ»Ä1�LÂ`ÏÒÆ ÂbÀ�Ï©¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ Â`ÏÒÆ

�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎeÏÒÁ�Ä�Ñ
ÔXÝ»Ä9¹
\ÏÒÁ`Á?äWÀöÆ ½XÁ`ÁSÏÒÑ`ÜjÏÒÁ��LÂS½�¿u¿�Â`À»ÏjÎ�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁS¿u½XÜjÏJ�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î

Hθ(y1, y2, . . . , ym)
Â`Ï+¿?2Hê��M½XÝ»Ý�¿)�

îOÏÒÃ<Ä�Å�Æ�¿
(Y1, Y2, . . . , Ym)

ÏÒÀ»ÁSÏ � À�ÐuÑ�Ä�Ï
h(θ; y) := hθ(y1, y2, . . . , ym)

�ñÏ+¿�À»Ä�È+Ä1��Ã�½XÁ`ÁjÜn½XÁnÂbÀ�Ï
Åb�ñÏÒÁ ½XÁ`Î�Ï+¿�é`Æ�Å�ÐuÑSÏÒÁSÏ4\½XÑ`Æ�¿uÐuÑSÏÒÀ»Á`Ý»À�ÐuÑ`Ã�ÏÒÀ»Ä¾ÜqÀ»ÄUÂ`ÏÒÆ�ÏÒÁ ¸ À»Ý%�MÏ�ÂS½XÆ�¿�Ä�ÏÒÝ»Ý�ÏÒÁ�¹ � ê`Æ�ÐuÑ_ÂbÀ�Ï ¼ Å�Äu½XÄ�À�Å�Á
h(θ; y)

¿uÅ�Ý»ÝL½XêS¿�Î�Ï+ÂbÆ);SÐuÃ�Ä�ä¾Ï²ÆuÂ`ÏÒÁ��
ÂS½�¿�¿Wä�À»Æ�ÂbÀ�Ï � À�ÐuÑ�Ä�Ï,�ñÏÒÀ�Î�ÏÒÎ�Ï��ñÏÒÁSÏÒÜ
y
½XÝ�¿�ÍSê`Á`Ã<Ä�À�Å�Á À»Á

θ
�ñÏÒÄ�Æu½�ÐuÑ�Ä�ÏÒÁ�äUÅ�Ý»Ý�ÏÒÁ�¹<Óg½XÁeÁSÏÒÁ`Á�ÄUÂbÀ�Ï+¿uÏ�ÍSê`Á`Ã�Ä�À�Å�Á�ÂS½XÁ`Á�½XêSÐuÑGO�À»ÃOÏÒÝ»À»ÑSÅ�Å�ÂK�CÍ`ê`ÁSÃ�Ä�À�Å�Á�¹ ¼ êSÄ�È+Ä

Ün½XÁg½XêS¿1�
ÂS½�¿u¿�ÂbÀ�Ï
Yi
ê`Á
½8�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î_ê`ÁSÂ À�Â`ÏÒÁ�Ä�À�¿uÐuÑJî�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»Ä�Ï � ê`é`Ý»À»Ã�½XÄ�Ïlî�Å�Á

Y
¿�À»ÁSÂ(�SÝ�½Xê`Ä�ÏÒÄ

Â`ÏÒÆ�ÏÒÆ�¿�Ä�Ï�ú�ÁS¿u½XÄ�È±H
max
θ∈Θ

h(θ; y) = max
θ∈Θ

m
∏

i=1

fθ(yi)
�M¸±�

Θ
¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�Î�Æ�ê`ÁSÂbÆÇ½Xê`Ü

fθ
� À�ÐuÑ�Ä�Ï�Â`ÏÒÆ��EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎjîOÅ�Á

Y
ÜqÀ»Ä6¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�îOÏÒÃ�Ä�Å�Æ

θ
ú�êS¿Eé`Æu½XÃ�Ä�À�¿uÐuÑSÏÒÁ�*3Æ);`ÁSÂ`ÏÒÁeÜn½kãbÀ»ÜqÀ�ÏÒÆ�Ä�Ün½XÁeÁ`À�ÐuÑ�ÄUÂbÀ�Ï�Åb�`À»Î�Ï!O�À»ÃOÏÒÝ»À»ÑSÅ�Å�ÂK�CÍSê`Á`Ã<Ä�À�Å�Á

h(θ; y)
�

¿uÅ�ÁSÂ`ÏÒÆ�Á'ÂbÀ�ÏLO�Å�Îb�yO�À»ÃOÏÒÝ»À»ÑSÅ�Å�Â��CÍSê`Á`Ã<Ä�À�Å�Á
Lθ(y) := ln h(θ; y)

¹ � ÏÒÆeÓ)½kãbÀ»Üåê`Ü«�yO�À»ÃOÏÒÝ»À»ÑSÅ�Å�Â
Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ

θ̂
ÏÒÆ�Î�À��`Ä�¿�À�ÐuÑJ½XÝ�¿�O�ï�¿�êSÁ`ÎnÂbÀ�Ï+¿�Ï+¿WÓg½kãbÀ»ÜqÀ»ÏÒÆ�êSÁ`Î�¿�é`Æ�Åb�`Ý�ÏÒÜj¿9¹Hâ ¿�Î�À»Ý»Ä

θ̂ := arg max
θ∈Θ

h(θ; y) ⇔ θ̂ = arg max
θ∈Θ

Lθ(y),

ÂS½nÂ`ÏÒÆ4O�Å�ÎO½XÆ�À»Ä�Ñ`Üåê
¿ûÏÒÀ»ÁSÏå¿�Ä�Æ�ÏÒÁ`ÎeÜjÅ�ÁSÅ�Ä�Å�ÁSÏ Í`ê`Á`Ã<Ä�À�Å�ÁJÀ�¿�Ä9¹ � À�Ï+¿uÏ+¿�Óg½kã<À»ÜqÀ�ÏÒÆ�ê`Á`Î�¿�é`Æ�Åb�`Ý�ÏÒÜ
Ý�ï�¿�Ä�Ün½XÁ���À»ÁSÂ`ÏÒÜ Ün½XÁ\Â`ÏÒÁ¯*3Æu½�ÂbÀ�ÏÒÁ�Ä�ÏÒÁ�îOÏÒÃ�Ä�Å�Æ Â`ÏÒÆ�O�Å�Îb�yO�À»ÃOÏÒÝ»À»ÑSÅ�Å�ÂK��Í`êSÁ`Ã�Ä�À�Å�ÁsÎ�Ý�ÏÒÀ�ÐuÑ ¼ ê`Ý»Ý

º9ë
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¿uÏÒÄ�È+Ä3ê`Á
Â�½XêS¿ûÂSÏ²Á?ÂS½XÆu½XêS¿ûÆ�Ï+¿�ê`Ý»Ä�À�ÏÒÆ�ÏÒÁSÂ`ÏÒÁ�*3Ý�ÏÒÀ�ÐuÑ�ê`Á`Î�ÏÒÁ
θ̂
�ñÏ+¿�Ä�À»ÜqÜåÄ9¹ � À�Ï+¿�Ï+¿,*ûÝ»ÏÒÀ�ÐuÑ�êSÁ`Î�¿��

¿½A<¿�Ä�ÏÒÜÏ�ñÏ+¿�Ä�ÏÒÑSÏÒÁSÂJ½XêS¿
p
*3Ý�ÏÒÀ�ÐuÑ�ê`Á`Î�ÏÒÁ�H

∂

∂θj
Lθ(y) =

∂

∂θj
ln h(θ; y) =

m
∑

i=1

∂

∂θj
ln f(yi; θ)

!
= 0, j = 1, . . . , p.

� À�Ï�ÜjÏÒÀ�¿�Ä�ÏÒÁG� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�ÏÒÁ Î�Ï²Ñ
ï�Æ�ÏÒÁ�È+ê`Æ¾âVã<éñÅ�ÁSÏÒÁ�Ä�À�½XÝ%��½XÜqÀ»Ý»À�Ï±�`Â�¹ Ñ�¹<¿�À�Ï6�ñÏ+¿�À»Ä�È9Ï²Á ÏÒÀ»ÁSÏ � À�ÐuÑ�Ä�Ï
Â`ÏÒÆ�Í
Å�Æ�Ü

fθ(x) = C(θ) eθ T (x)g(x).��Á ÂbÀ�Ï+¿�ÏÒÜ ÍH½XÝ»Ý�ÏÒÆ�Ñ
ÔXÝ»ÄWÜn½XÁ��=;`ÆWÂbÀ�Ï,O�Å�Îb�yO�À»ÃOÏÒÝ»À»ÑSÅ�Å�ÂK��*3Ý�ÏÒÀ�ÐuÑ<ê`Á`Î�Ï+Á
m
∑

i=1

T (xi) = m
∂ ln C(θ)

∂θj
, j = 1, . . . p.

� ÏÒÆUÓg½kã<À»Üåê`Ü«�yO�À»Ã�ÏÒÝ»À»ÑSÅ�Å�Â Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È+ÏÒÆ,��Ó:O?Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆI�`È+ä�¹�ÓFO�â³�N;`ÆUÓFOJÏ+¿�Ä�À»Ün½XÄ�Å�Æ}� À�¿�Ä�Â`ÏÒÆ
�ñÏÒÃ�½XÁ`Á�Ä�Ï+¿�Ä�ÏåÂ`ÏÒÆ�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�ÐuÑSÏÒÁ?Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ9¹ � ÏÒÆ�Î�Æ�Åb-�ÏD� Å�Æ�Ä�ÏÒÀ»Ý�Â`Ï+¿�Óg½kã<À»ÜåêSÜ«�fO�À»Ã�ÏÒÝ»À»ÑSÅ�Å�Â
Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ�¿�À�¿�ÄW¿uÏÒÀ»ÁSÏ"3�Å�ÁS¿�À�¿�Ä�ÏÒÁ`È©��¿�À�ÏÒÑSÏåË�À»Ý»î�Ï7Aª�Úº9á±Î�Ö±���ñË<ÏÒÀ»Ä�Ï�Î�ò±�²¹
×J±ñØn b�O¢u `�SØn �¢+®�±ñ¯S 
¼¾ÏÒÀ�Â`ÏÒÆWÓ)Å�ÜjÏÒÁ�Ä�ÏÒÁ`ÜjÏÒÄ�ÑSÅ�Â`ÏlîOÏÒÆ�äUÏÒÁSÂ`ÏÒÄWÜn½XÁL3�ÏÒÁ`Á`È0½XÑ`Ý�ÏÒÁJÂ`ÏÒÆ3Ë�Ä�À�ÐuÑ`é`Æ�Åb�ñÏ�È+ê`Æ3Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È+ê`Á`Î
Â`ÏÒÆûÏÒÁ�Ä�¿�é`Æ�Ï+ÐuÑSÏÒÁSÂ`ÏÒÁgÄ�ÑSÏ+Å�Æ�ÏÒÄ�À�¿�ÐuÑSÏÒÁª3�ÏÒÁ`Á`È0½XÑ`Ý�ÏÒÁ���ÂbÀ�ÏlÀ»Ü äUÏ+¿�ÏÒÁ�Ä�Ý»À�ÐuÑSÏÒÁ�ÓJÅ�ÜjÏÒÁ�Ä�Ï Â`ÏÒÆ!�EÏÒÆ��
Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿�À»ÁSÂ�¹ � ÏÒÜqÁ
½�ÐuÑgÏÒÆ�Î�À��`Äû¿�À�ÐuÑc�=;`Æ�ÏÒÀ»ÁSÏlî�Å�ÁJÂSÏ²Æ"2Hê���½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�ÏÒÁ

Y
Î�ÏÒÈ9Å�Î�ÏÒÁSÏåê`Á
½8���

Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î�Ï Ë�Ä�À�ÐuÑ`é`Æ�Åb�ñÏ
y1, y2, . . . , ym

ÍSÅ�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`Ï+¿?��î�ÏÒÆ�Î�Ý�ÏÒÀ�ÐuÑSÏ Ë�Äu½XÑSÏÒÝI�M¸�ë�ë�¸±���HË<ÏÒÀ»Ä�Ïå¸�ß±��H

� ÏÒÆ�âQÆ�ä¾½XÆ�Ä�ê`Á`Î�¿�äUÏÒÆ�Ä�ä�À»Æ�Â Î�Ï+¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È+Ä�Âbê`Æ�ÐuÑ
ȳ :=

1

m

m
∑

i=1

yi,
�MÌ�½±�

ÂbÀ�Ï¾��½XÆ�À�½XÁ`ÈlÂbê`Æ�ÐuÑ
ŝ2 :=

1

m − 1

m
∑

i=1

(yi − ȳ)2,
�MÌ8���

ÂbÀ�ÏlË<ÐuÑ`À�Ï��MÏ�ä�À»Æ�Â Î�Ï+¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È+Ä�Âbê`Æ�ÐuÑ
ŝ3 :=

1

m

m
∑

i=1

z2
i

�MÌ�Ð��

ê`ÁSÂ ÂbÀ�Ï"OL½XÁ`Î�¿�ÐuÑ�ä¾ÔXÁ`È+À»Î�ÃOÏÒÀ»Ä�ÂbêSÆ�ÐuÑ
ŝ4 :=

1

m

m
∑

i=1

z3
i − 3

ÜqÀ»Ä
zi :=

yi − ȳ

ŝ
.

�MÌ�Â9�

º�º
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À<�´ÀEDGF+£�¥�Ä(åIH?Ä(¥¹£^£�Æ[Ä9¤v¥}��Ä
âE¿3¿�Å�Ý»Ý�ÏÒÁ)ÏÒÀ»Á`À»Î�Ï ú�¿�éñÏÒÃ�Ä�Ï�ê`Á
ÂJâQÆ�Î�Ï7�`Á`À�¿�¿�Ï Â`ÏÒÆûâVã<Ä�Æ�ÏÒÜåäUÏÒÆ�Ä�Ä�ÑSÏ+Å�Æ�À�Ï���âË�4&"�ñÏ²ã<Ä�Æ�ÏÒÜjÏåî�½XÝ»êSÏ
Ä�ÑSÏ+Å�Æ)A+�LÂS½XÆ�Î�ÏÒÝ�Ï²Î�ÄQäUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ���ÂbÀ�Ï¾¿�é
ÔXÄ�ÏÒÆ\�ñÏÒÀbÂ`ÏÒÆQÓJÅ�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�ê`Á`Î�Â`ÏÒÆ Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏÒÁ�î�ÏÒÆ�Ä�Ï+À»Ý»ê`ÁSÎ
�ñÏ+¿�Ä�À»ÜqÜjÏÒÁSÂ ¿uÏÒÀ»ÁùäUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ�¹ � À�Ï+¿�ÏÒÆ
¨V½XÆu½XÎ�Æu½Xé`Ñ �
½�¿�À�ÏÒÆ�Ä Ñ
½Xê`é`Ä�¿uÔ�ÐuÑ`Ý»À�ÐuÑ ½Xê��4	�ÏÒÀ�¿�¿�·8&¾ÑSÅ�Ün½�¿
�M¸�ë�ëbº����2âQÜ��`Æ�Ï+ÐuÑ�Ä�¿}·?3ûÝ�;`é`éñÏÒÝ��ñÏÒÆ�ÎB·XÓJÀ»Ã�Å�¿uÐuÑ$�Úº9á�á±Î��Eê`ÁSÂ_Ó)ÏÒÁ`ÃOÏÒÁS¿¾�M¸�ë�ë�Ö±�²¹`Ó)½XÁ¿�ñÏ9½�ÐuÑ�Ä�Ï��
ÂS½�¿u¿WÂbÀ�Ï ¼ Å�Äu½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÁJ¿�À�ÐuÑµ½XÁµÂbÀ�Ï"�ñÏÒÀ�Â`ÏÒÁ Ý�ÏÒÄ�È+Ä�Î�ÏÒÁ
½XÁ`Á<Ä�ÏÒÁª.�êSÏÒÝ»Ý�ÏÒÁJ½XÁ`Ý�ÏÒÑ`ÁSÏÒÁ�¹
àÀ»Æ�Î�ÏÒÑSÏÒÁlîOÅ�ÁD��Æ�¿�é`Æ�ê`ÁSÎ�¿�ÂS½XÄ�ÏÒÁ

x1, x2, . . . , xm
½XÝ�¿v	�Ï9½XÝ»À�¿Ç½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÁlê`Á
½8�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î�ÏÒÆLêSÁSÂ�À�Â`ÏÒÁ��

Ä�À�¿uÐuÑ\îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»ÝöÄuÏ²Æ@2Hê��M½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�ÏÒÁ
X1, X2, . . . , Xm

½XêS¿0¹ � À�ÏjÈ+ê`Î�ÏÒÑSï�Æ�À»Î�Ï©�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿���êSÁ`Ã��
Ä�À�Å�Á

F
¿�ÏÒÀ�Á`À�ÐuÑ�Ä«�ñÏÒÃ�½XÁ`Á�Ä9¹Ë2HêSÏÒÆ�¿�Ä ÏÒÀ»Á`À»Î�Ï � Ï�0SÁ`À»Ä�À�Å�ÁSÏÒÁ ê`ÁSÂù¼¾Ï²È9ÏÒÀ�ÐuÑ`Á�êSÁ`Î�ÏÒÁ��QÂbÀ�ÏeÃB;`Á���Ä�À»Î

Î�Ï7�`Æu½XêSÐuÑ<Ä�äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ�H
º�¹KJ�Æ�ÂbÁSÏÒÄ�Ün½XÁJÂbÀ�Ï

m
2Hê���½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�ÏÒÁ

X1, . . . , Xm
À»Á)½8�S¿�Ä�ÏÒÀ»Î�ÏÒÁSÂ`ÏÒÆ4	�ÏÒÀ»ÑSÏÒÁ���Å�Ý»Î�Ï��
ÏÒÆ��

Ñ
ÔXÝ»Ä�Ün½XÁJÂbÀ�Ï�J�Æ�ÂbÁ�ê`Á`Î�¿�¿�Äu½XÄ�À�¿�Ä�À»Ã�ÏÒÁ
Xm:m ≤ · · · ≤ X2:m ≤ X1:m

�
Â�¹ Ñ
X1:m

À�¿�Ä�ÂS½�¿
Óg½kã<À»Üåê`Ü Â`ÏÒÆ42Hê���½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�ÏÒÁ�¹

¸b¹'àÀ»Æ"�ñÏÒÈ9ÏÒÀ�ÐuÑ`ÁSÏÒÁù½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁsÂ`ÏÒÁ�Æ�Ï+ÐuÑ�Ä�ÏÒÁ����`È+ä�¹�Â`ÏÒÁ�Ý»À»Á`ÃOÏÒÁ?â ÁSÂbé`ê`Á`Ã�ÄåÏÒÀ»ÁSÏÒÆ,� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ%�
Ý»ê`Á`Î�¿���ê`Á`Ã<Ä�À�Å�Á

F
ÜqÀ»Ä

xR(F ) := sup{x |F (x) < 1} ��`È+ä�¹
xL(F ) := inf{x |F (x) > 0} ¹

Ìb¹WÓJÀ»Ä
F̄ (x) := 1 − F (x)

�ñÏÒÈ9ÏÒÀ�ÐuÑ`ÁSÏÒÁµä�À»Æ�ÂbÀ�Ï�Í�Ý�½XÁ`Ã�ÏÒÁ���ê`Á`Ã<Ä�À�Å�Á îOÅ�Á
F
¹ � À�Ï+¿�ÏûÎ�À��`ÄWÂ`À»Ï

s½XÑ`Æ�¿�ÐuÑSÏÒÀ»Á`Ý»À�ÐuÑ`ÃOÏÒÀöÄj½XÁ��LÂS½�¿�¿åÂbÀ�ÏG2Hê���½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�SÝ»Ï
X ∼ F

Î�Æ�ïb-�ÏÒÆq½XÝ�¿
x
À�¿�Ä1��ä¾ÏÒÝ»ÐuÑ
Ï

Ñ`À»ÁS¿�À�ÐuÑ�Ä�Ý»À�ÐuÑJÂ`ÏÒÆ�¼¾ÏÒÄ�Æu½�ÐuÑ�Ä�ê`Á`ÎnîOÅ�Á ® �ñÏÒÆ�¿�ÐuÑ`Æ�ÏÒÀ»Ä�ê`Á`Î�ÏÒÁ)ÏÒÀ»ÁSÏ�Æ�ÏÒÝ�ÏÒî�½XÁ�Ä�Ï?*3Æ�ïb-�Ï�À�¿�Ä9¹
ÊS¹ � À�ÏûîOÏÒÆu½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�Ä�Ï���Á�î�ÏÒÆ�¿uÏ3îOÅ�Á

F
À�¿�ÄWÂ`Ï�0SÁ`À�ÏÒÆ�Ä�Âbê`Æ�ÐuÑ

F←(y) := inf{x |F (x) ≥ y}.
��¿�Ä¾ÂbÀ�Ï4�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿���ê`Á`Ã<Ä�À�Å�Á ¿�Ä�ÏÒÄ�À»Î êSÁSÂ�¿�Ä�Æ�ÏÒÁ`ÎqÜjÅ�ÁSÅ�Ä�Å�Á��`¿uÅåÑ
½XÁSÂ`ÏÒÝ»Ä�Ï+¿¾¿�À�ÐuÑ�Ñ`À�ÏÒÆ)�ñÏÒÀ
ê`Ü ÂbÀ�Ï,��ÜqÃOÏÒÑ`Æu½8�E�`À»Ý�Âbê`Á`Î_Â`ÏÒÆ'�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿���ê`Á`Ã�Ä�À�Å�Á�¹

Öb¹WÍ\;`Æ
X ∼ F

Â`Ï�0SÁ`À�ÏÒÆ�Ä�Ün½XÁµÂS½�¿
q
�¹.�ê
½XÁ�Ä�À»Ý

xq := F←(q) = inf{x |F (x) ≥ q}.
òb¹ � À�ÏµÏÒÜqé`À»Æ�À�¿uÐuÑSÏL�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿���ê`Á`Ã�Ä�À»Å�Á��
½�¿�À�ÏÒÆ�ÏÒÁSÂ ½Xê��lÂ`ÏÒÁ

m
� ½XÄ�ÏÒÁ

x1, . . . , xm
À�¿�Ä

Â`Ï�0SÁ`À�ÏÒÆ�Ä�Âbê`Æ�ÐuÑ
F̂m(x) := 1

m

∑m
i=1 1{Xi≤x}

¹
¨�©S bª�«Ç¬<®Sª� ��£¢+¤
�O¥S b�
â À»ÁSÏ3ä�À�ÐuÑ�Ä�À»Î�Ï�ÍSÆu½XÎ�Ï��<ÜqÀ»Ä�ÂSÏ²Æ�¿�À�ÐuÑ�ÂbÀ�ÏûâVãbÄ�Æ�ÏÒÜåäUÏÒÆ�Ä�Ä�ÑSÏ+Å�Æ�À�Ïl½XêS¿�ÏÒÀ»Á
½XÁSÂ`ÏÒÆ�¿�ÏÒÄ�È+Ä1�`À�¿�Ä�ÂS½�¿I�EÏÒÆ��
Ñ
½XÝ»Ä�ÏÒÁ Â`ÏÒÆ ® �ñÏÒÆ�¿�ÐuÑ`Æ�ÏÒÀ»Ä�ê`Á`Î�ÏÒÁ Åb�ñÏÒÆ�Ñ
½XÝ��ùÏÒÀ»ÁSÏÒÆåÑSÅ�Ñ
Ï²ÁFË<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï

u
¹�àÀ»ÆlÁSÏÒÑ`ÜjÏÒÁ ½XÁ��LÂS½�¿�¿

u < xR(F ).
âE¿�Ã�½XÁ`Áø¿uÅ0äUÅ�Ñ`Ý�ÂbÀ�Ï�ÓJÏÒÁ`Î�Ï {Xi |Xi > u} Â`ÏÒÆc��Æ�¿�é`Æ�ê`ÁSÎ�¿�ÂS½XÄ�ÏÒÁ���ÂbÀ�ÏgÎ�Æ�ïb-�ÏÒÆµ¿�À»ÁSÂ.½XÝ�¿
ÂbÀ�Ï�Ë<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï

u
5gÂbÀ�Ïn¿�Å�Î�ÏÒÁ
½XÁ`Á<Ä�ÏÒÁùâVãbÈ9Ï+Â`ÏÒÁ�Ä�ÏÒÁ$5��L½XÝ�¿å½XêSÐuÑùÂbÀ�ÏnÓ)ÏÒÁ`Î�ÏnÂ`ÏÒÆ ÏÒÀ»Î�Ï²Á<Ä�Ý»À�ÐuÑSÏÒÁ

º9¸
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® �ñÏÒÆ�¿�ÐuÑ`Æ�ÏÒÀ»Ä�ê`Á`Î�ÏÒÁ {Yi |Yi := Xi − u, Xi > u} 5 ÂbÀ�Ï ¿�Å�Î�ÏÒÁ
½XÁ`Á�Ä�ÏÒÁ�âVãbÈ9Ï+¿�¿�Ï"5��ñÏÒÄ�Æu½�ÐuÑ�Ä�ÏÒÄäUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ�¹[�CÜ \ÏÒÀ»Ä�ÏÒÆ�ÏÒÁJÃ�Å�Á`È9ÏÒÁ�Ä�Æ�À�Ï²ÆuÏ²Ágä�À»Æ�ê`ÁS¿�Ñ
½Xê`é`Ä�¿uÔ�ÐuÑSÝöÀ�ÐuÑ�½Xê��EÂbÀ�ÏlâQã<È9Ï+Â`ÏÒÁ�Ä�ÏÒÁ�Ä
Xi
¹SâE¿

ÏÒÆ�Î�Ï7�ñÏÒÁJ¿�À�ÐuÑµÂbÀ�Ï"� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�ÏÒÁ�H

Fu(x) : = P (X ≤ x |X > u) = P (X ≤ x, X > u)/P (X > u) =
F (x) − F (u)

1 − F (u)� ÏÒÆ�ÄuÏ²À»Ý»ê`Á`ÎJ;E�ñÏÒÆ�Â`ÏÒÆ3Ë<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï
u
�N;`Æ

x ≥ u

F(u)(y) := P (Y ≤ y |X > u) = P (X − u ≤ y |X > u)

= P (X ≤ y + u |X > u) = Fu(y + u), y ≥ 0® �ñÏÒÆ�¿uÐuÑ`Æ�ÏÒÀ»Ä�ê`Á`Î�¿�î�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`ÁSÎnÈ+ê`Æ3Ë<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï
u
��Ï²ãbÐ+Ï+¿u¿WÂK�}�

��ÊB�

LNMPO ¤S��¯ Ù L,Q
ÓJÀ»Ä ¸ À»Ý%��Ï�Â`ÏÒÆ��EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎJ;E�ñÏÒÆ�Â`ÏÒÆûË<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï

u
Ý�Ô�¿�¿�Ä�¿�À�ÐuÑµÂbÀ�Ïl¿�Å�Î�ÏÒÁ
½XÁ`Á�Ä�ÏD¨RJ4&I��Ë�Äu½8�`À»Ý»À»ÄuÔ�Ä

��éñÏ9½XÃb¿�Åkî�ÏÒÆ�Ä�Ñ`Æ�Ï+¿�ÑSÅ�Ý�Â9�3ê`ÁSÂ?Â`ÏÒÆD¨NJ4&I�Cú�Á`È+À�ÏÒÑ�ê`Á`ÎO¿)�ñÏÒÆ�ÏÒÀ�ÐÇÑsÂ`Ï�0SÁ`À�ÏÒÆ�ÏÒÁÕ��î�ÏÒÆ�Î�Ý�ÏÒÀ�ÐuÑSÏJ	�ÏÒÀ�¿u¿}·
&¾ÑSÅ�Ün½�¿?�M¸�ë�ëbº����HË<ÏÒÀ»Ä�Ïå¸�Ö±��H
S%�TU��VXWYV[Z'�\��� èIþNî[ñcô+ñ7é�ìyñ�þNÿ�íBîBïbðX.�íBî! 8ì=þ]
bî

F
ù�ñ�þ ^¦ì'¨RJ4&I�C¿�Äu½8�`À»Ý]8Ëê/ñ�î+î_ñ}ð6û^í�_1ñ-��ñ�ý

u ∈ R��
bî+ð�ìfëbî9ìyñ7î
au, bu

ïbþa`7ì[8ËðA
b�±ë8ð}ð6ïbþNÿ%ì4c
Fu(au x + bu) = F (x)

S%�TU��VXWYV[Z'�edf� òFëbî:ð7ë1ï±ìIëbÿ ÿ�ï�ñ�ýJñ�þNî
F
Ý»À�ÏÒÎ�ÄWÀ»Ü ¨NJ4&I�Cú�Á`È+À�ÏÒÑ�ê`Á`ÎO¿)�ñÏÒÆ�ÏÒÀ�ÐÇÑµîOÅ�Á

G
8

ê/ñ7î+îGï�þ ÿ%ì
Fu(au x + bu) → G(x), u → xR(F )

./gBé!ï�ñnñ�þ%ï�î[ñ7ìyñ���
�îEð�ìfëbî�ìyñ�î
au, bu.

âE¿�Î�À��`Ä4� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�ÏÒÁ���ÂbÀ�ÏåÎ�ÏÒÆu½�Â`Ï Âbê`Æ�ÐuÑgÂbÀ�Ï?¨NJ4&I��Ë�Äu½8�`À»Ý»À�ÄuÔXÄ�½XêS¿�Î�ÏÒÈ9ÏÒÀ�ÐuÑ`ÁSÏÒÄ�¿�À»ÁSÂ(�HÂbÀ�Ï ¿�Å8�
Î�ÏÒÁ
½XÁ`Á�ÄuÏ²Á_îOÏÒÆu½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�Ä�ÏÒÁG¨Q½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý�ê`Á`Î�ÏÒÁÊ�f*¾¨ � ��Î�ÏÒÁSÏÒÆu½XÝ»À»È9Ï+Âeé
½XÆ�ÏÒÄ�ÅåÂbÀ�¿�Ä�Æ�À��`ê`Ä�À%�
Å�Á��²¹`Ë�À�Ï3ÏÒÆ�Î�Ï7�ñÏÒÁ ¿�À�ÐuÑ�½XÝ�¿�ÁSÀ»ÐuÑ<Ä��CÏÒÁ�Äu½XÆ�Ä�ÏÒÄ�ÏD*3Æ�ÏÒÁ`È+îOÏ²Æ�Ä�ÏÒÀöÝ»ê`ÁSÎqÂ`ÏÒÆ ® �ñÏÒÆ�¿�ÐuÑ`Æ�ÏÒÀ»Ä�ê`Á`Î�¿uÂS½XÄ�ÏÒÁ�îOÏÒÆ��
Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î+�SäUÏÒÁ`ÁµÂbÀ�ÏåË<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï

u → ∞ ¿�Ä�Æ�Ï7�`Ä0¹
� ½�¿nÏÒÁ�Ä�¿�ÐuÑSÏÒÀ�Â`ÏÒÁSÂ`Ï:&¾ÑSÏ+Å�Æ�ÏÒÜÞÈ+ê`ÆnÓ)Å�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�ê`Á`ÎsÂ`ÏÒÆ ® �ñÏÒÆ�¿�ÐuÑ`Æ�ÏÒÀ»Ä�ê`Á`Î�¿uÂS½XÄ�ÏÒÁS0SÁSÂ`ÏÒÄjÜn½XÁ
È+ê`Ü ¼¾ÏÒÀ�¿�é`À�ÏÒÝ�À»ÁL	�ÏÒÀ�¿�¿�·8&¾ÑSÅ�Ün½�¿D�M¸�ë�ëbº����ñË<ÏÒÀ»Ä�Ïl¸�òb¹
hfi Wkjl� ��¼�½XÝ»ÃOÏÒÜn½XÁ��CÂ`Ï ¸ ½�½XÁ��y¨QÀ�ÐuÃ�½XÁSÂ`¿}� �Km ë�ì

Fu(au x + bu)
ñ�þNî[ñ4ð7ìyñ7ì=þ�ï�ñonWé½ñ�îKû7$8ñ�é7ìyñ�þNÿÇíKîBï./gKé

u → xR(F )
ý«þ=ì¦ï�ñnñ�þ�ïbî[ñ7ìyñ7î1��
�îEð�ìfëbî�ìyñ�î

au, bu
8�ðA
?ï�þ ÿ%ì

sup
0≤x<xR(F )−u

∣

∣

∣

∣

Fu(x) − G

(

x − u

σu

) ∣

∣

∣

∣

→ 0, u → xR(F )

º9Ì
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ý«þ=ì¿ñ�þ îlñ�ép$8ñ7é)ëbÿ ÿ�ï�ñ�ýJñ7þ î[ñ7é�ìyñ7îrq�ëbé½ñ7ìa
böbô+ñ�é7ìyñ�þNÿÇíKîBï
G
íBî'��ïBñ½ñ7þ%ïbîlñ7ìyñ�ý

σu > 0
8	��*�ùs*��bþoñnWénñ�îKûA$bñ�é�ìyñ7þ ÿ�íBîKït��ñ�évuw`½ñ7énð^ø�ù�é½ñ�þ=ì=íKîBï8ð7�±ë�ìyñ7îx$8ñ7é7ìyñ7þ ÿ�íKîBï³þ�ð7ìDñ�þNî[ñ%$8ñ�é)ëbÿ ÿ�ï�ñ7ýJñ�þNî[ñ�é7ìyñbq�ëbé½ñ7ìa
bö

ô+ñ7é�ìyñ7þ ÿ�íBîKï�*
� À�Ï¾îOÏÒÆu½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�Ä�Ï+Á©¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`ÁSÎ�ÏÒÁnÝ�½�¿u¿�ÏÒÁj¿�À�ÐuÑ«�MÅ�Ý»Î�Ï²Á
Â`ÏÒÆ�Ün½8-�ÏÒÁeÂ`Ï�0SÁ`À�ÏÒÆ�ÏÒÁeÂbê`Æ�ÐuÑ
�
α
�y¨Q½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�À�ÏÒÆ�êSÁ`ÎB��H

G0(x) =







0 , x < 0

1 − e−x , x ≥ 0

âVãbéñÅ�ÁSÏÒÁ�Ä�À�½XÝ»î�ÏÒÆ�Ä�Ï+À»Ý»ê`Á`Î �MÖ�½±�

Gα(x) =







0 , x ≤ 1

1 − x−α , x ≥ 1
α > 0

¨Q½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý�ê`Á`Î �MÖ8���

Gα(x) =



















0 , x < −1

1 − (−x)α , −1 ≤ x ≤ 0

1 , x > 0

α > 0
¼¾ÏÒÄu½9î�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎS¹ �MÖ�Ð��

���������������tdf� ("þfñ�
�`�þ�ï�ñzy!ñ^ìfë{$8ñ�é7ìyñ7þ ÿ�íKîBï|`nñ½û�ñ7þ=ø�ùBî[ñ7ì'ñ7þ î[ñb}[ñ�þNÿ .7ëbý«þNÿÇþfñ��Bñ�é�g!`�ÿ�þoø�ù�ñ�î~y4ñ�ö
ìfë<$8ñ�é7ìyñ�þ ÿ�íKîBï�*��nð7ì�þNý���
bÿ�ï�ñ�î+��ñ�î|�bþfñR�6ñ-��ñ�$&
bîLñ�þNî[ñ�éRy!ñ^ìfë{$8ñ�é7ìyñ7þ ÿ�íKîBï�8¦ðA
,ùKëbî+��ñ�ÿ%ì]ñ}ð'ð�þ=ø�ù
íBý
ñ7þ î[ñP$8ñ�é)ë�ÿ ÿ ïBñ�ýJñ�þNî[ñ�é7ìyñ�q�ëbé½ñ7ìa
böbô+ñ�é7ìyñ�þNÿÇíKîBï�*
� ÏÒÆD¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ

α
ä�À»Æ�Âs½XÝ�¿�*ûÏ+¿�Äu½XÝ»Ä�¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆåÅ�Â`ÏÒÆlÍ�Ý�½XÁ`ÃOÏÒÁ`é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ��ñÏÒÈ9ÏÒÀ�ÐuÑ`ÁSÏÒÄ1��Â`ÏÒÆ

�ñÏÒÀQÂ`ÏÒÆ"¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎµÂS½�¿¾&�½XÀ»Ý»îOÏÒÆ�Ñ
½XÝ»Ä�ÏÒÁª�ñÏ+¿�Ä�À»ÜqÜåÄ9¹v2Hê`Æ¾�ñÏ+¿�¿�ÏÒÆ�ÏÒÁ ¸ ½XÁSÂbÑH½8�`ê`Á`Î Â`ÏÒÆ
ÌåÍQÔXÝ»Ý�Ï6��½�¿�¿�Ä�Ün½XÁ�ÂbÀ�Ï+¿�Ï�ê`Á�Ä�ÏÒÆ�Â`ÏÒÆ¾¿�Äu½XÁSÂS½XÆ�ÂbÀ�¿�À�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÁ î�ÏÒÆu½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�ÄuÏÒÁc¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`ÁSÎ
È+êS¿Ç½XÜqÜjÏÒÁ³�

ξ
�y¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�À�ÏÒÆ�ê`Á`ÎK��H

S%�TU��VXWYV[Z'�����

Gξ(x) :=







1 − e−x,
./gBé

ξ = 0

1 − (1 + ξ x)
− 1

ξ ,
./gBé

ξ 6= 0

ê2
�`nñ�þ






















0 < x
./gBé

ξ = 0

0 < x
./gBé

ξ > 0

0 < x < 1
| ξ |

.;gKé
ξ < 0

�Mò±�

ùEñ�þ ^\ìËð7ìfëbî'�±ë�é��bþ�ð�þoñ7é�ìyñP$8ñ�é)ëbÿ ÿ�ï�ñ7ý@ñ7þ îlñ�é7ìyñ�q'ë�é½ñ7ìa
bö8ô9ñ�é�ìyñ7þ ÿ�íKîBï¿ý«þ=ì�n6ñ}ð�ìfë�ÿ�ìNð4��ëbé½ëbýJñ7ìyñ�é
ξ
*

ú�Á
½XÝ�Å�Î\È+ê`ÆnâQÆ�äUÏÒÀ»Ä�ÏÒÆ�ê`Á`ÎùÂ`ÏÒÆ�Ë�Äu½XÁSÂS½XÆ�ÂbÁSÅ�Æ�Ün½�Ý»î�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»êSÁ`Î N (0, 1)
Ý�½�¿�¿�ÏÒÁ ¿�À�ÐuÑ ÂbÀ�Ïµ¿�Äu½XÁ��

ÂS½XÆ�ÂbÀ�¿�À�ÏÒÆ�Ä�Ïnî�ÏÒÆu½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�ÄuÏ¿¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Îgê`ÁSÂ\ÂbÀ�ÏjîOÏÒÆu½XÝ»Ý»Î�Ï²ÜjÏÒÀ»ÁSÏ+Æ�Ä�ÏÒÁ¯¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f�EÏÒÆ��
Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�ÏÒÁ?À»Á?Â`ÏÒÆ

α
�y¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�À�ÏÒÆ�ê`Á`ÎµÈ+ê�ÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�Î�Æ�ïb-�ÏÒÆ�ÏÒÁ$3ûÝ�½�¿�¿uÏq½XêS¿�Â`ÏÒÑ`ÁSÏÒÁ���À»ÁSÂ`ÏÒÜ:Ün½XÁ
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x−µ
σ

¿�Äu½XÄ�Ä
x
À»ÁeÂbÀ�Ï�Åb�`À»Î�ÏÒÁ � Ï�0SÁ`À»Ä�À�Å�ÁSÏÒÁ�ÏÒÀ»ÁS¿�ÏÒÄ�È+Ä9¹ � ½XÁ`ÁnÃ�½XÁ`ÁnÜn½XÁ_Â`ÏÒÁ � Ï�0SÁ`À»Ä�À�Å�ÁS¿)�ñÏÒÆ�ÏÒÀ�ÐuÑ

Â`ÏÒÆ�¿�Äu½XÁSÂ
½XÆ�ÂbÀ�¿�À�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÁµîOÏÒÆu½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀöÁ
Ï²Æ�Ä�ÏÒÁF¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î_¿�ÐuÑ`Æ�ÏÒÀ��ñÏÒÁ)½XÝ�¿

D(ξ, µ, σ) =







[µ,∞)
��½XÝöÝ�¿

ξ ≥ 0

[µ, µ + σ
|ξ| ]

��½XÝ»Ý�¿
ξ < 0

.

àÀ�Ï!�ñÏ²ÆuÏ²À»Ä�¿�ÏÒÆ�ä¾ÔXÑ`Á�Ä�¿�À»ÁSÂeî�ÏÒÆu½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�ÄuÏ"¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý�ê`Á`Î�Ï+Á Â`ê`Æ�ÐuÑ_À»Ñ`Æ�Ï4¨NJ4&I��Ë�Äu½8�`À��
Ý»À»ÄuÔXÄ¾ÐuÑ
½XÆu½XÃ<Ä�ÏÒÆ�À�¿�À�ÏÒÆ�Ä9¹ ¸ À�ÏÒÆu½XêS¿UÃ�½XÁ`ÁeÜn½XÁ�¿�ÐuÑ`Ý»À�Ï7-�ÏÒÁ��<ÂS½�¿�¿UÂbÀ�Ï ® �ñÏÒÆ�¿�ÐuÑ`Æ�ÏÒÀ»Ä�ê`Á`Î�ÏÒÁ�ä�À�Ï+Â`ÏÒÆ�ÏÒÀ��
ÁSÏ�îOÏÒÆu½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�Ä�Ï¾¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`ÁSÎ?�ñÏ+¿�À»Ä�È9ÏÒÁ_��îOÏÒÆ�Î�Ý�ÏÒÀ�ÐuÑSÏ4	�ÏÒÀ�¿�¿}·8&¾ÑSÅ�Ün½�¿¾�M¸�ë�ëbº����`Ë<ÏÒÀ»Ä�Ï
¸�ò±·�¸±Î��²¹
�2���� i ��� ÷lñ�þ

X ∼ Gξ,µ,σ(x).
(Dëbî9î�.7
bÿ�ï�ñ�î%�bþfñouU`nñ�é}ð7ø�ù�é½ñ7þNì=íKîBï�ñ7î

Y := X−u
`nñ½û7gbïbÿ�þoø�ù

ñ7þ î[ñ7é¾ùs
8ù�ñ�îF÷[ø�ù�ê/ñ7ÿ ÿ�ñ�ícê�þoñ-��ñ�é?ñ7þ î[ñ7é�$bñ�é)ëbÿ ÿ�ï�ñ7ý@ñ7þ îlñ�é�ìyñ7î1q'ëbé½ñ^ìa
bö8ô+ñ7é�ìyñ7þ ÿ�íKîBï�*
y4ñ�ê/ñ�þ ð7*ûË<ÏÒÀ

F (x) := Gξ,µ,σ(x)
¹�\ÏÒÎ�ÏÒÁ Â`ÏÒÆ6¨NJ4&I��Ë�ÄÇ½8�`À»Ý»À»ÄuÔXÄ�Î�À»Ý»Ä

Fu (au x + bu) = F (x) ⇔ Fu(y) = F

(

y − bu

au

) �=;`Æ�Î�Ï+ÏÒÀ»Î�ÁSÏÒÄ�ÏD3�Å�ÁS¿�Äu½XÁ�Ä�ÏÒÁ
au, bu ,

ê`ÁSÂ ¿�Å�ÜqÀ»Ä

P (X − u ≤ x |X > u) = Fu(x + u) = F

(

x + u − bu

au

)

= Gξ,µ,σ

(

x + u − bu

au

)

= Gξ, au µ+bu−u, σ au(x)

Â�¹ Ñ�¹<ÂbÀ�Ï6�EÏ²Æ�Ä�ÏÒÀöÝ»ê`ÁSÎ Â`ÏÒÆ ® �ñÏÒÆ�¿uÐuÑ`Æ�ÏÒÀ»Ä�ê`Á`Î�ÏÒÁG�ñÏ²È^;`Î�Ý»À�ÐuÑ ÏÒÀ»ÁSÏÒÆUÑSÅ�ÑSÏÒÁ Ë<ÐuÑ�ä¾Ï²Ý»Ý�Ï
u
À�¿�ÄEîOÏÒÆu½XÝ»Ý»Î�Ï��

ÜjÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�Ä!¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8��îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»Ä9¹
� À�Ï � À»ÐuÑ<Ä�Ï�Â`ÏÒÆEîOÏÒÆu½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�Ä�Ï+ÁG¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`ÁSÎ Ý�½Xê`Ä�ÏÒÄ"��î�ÏÒÆ�Î�Ý�ÏÒÀ�ÐuÑSÏ3Ó)ÏÒÁ`Ã�ÏÒÁS¿¾�M¸�ë�ë�Ö±���
Ë<ÏÒÀ»Ä�ÏåÌ�ë±��H

gξ,µ,σ(x) =







1
σ (1 + ξ x−µ

σ )
− 1

ξ
−1 �=;`Æ

ξ 6= 0

1
σ e−

x−µ
σ

�=;`Æ
ξ = 0

ÜqÀ»Ä






x ≥ µ
��½XÝ»Ý�¿

ξ ≥ 0

µ ≤ x ≤ µ − σ
ξ

��½XÝ»Ý�¿
ξ < 0 .

2Hê`Æ¾� ÏÒÆu½XÁS¿uÐuÑ
½Xê`Ý»À�ÐuÑ�ê`Á`Î ¿�À»ÁSÂ � À�ÐuÑ�Ä�ÏÒÁ�Â`ÏÒÆ�Ìnî�ÏÒÆu½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�Ä�Ï+ÁÊ¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`ÁSÎ�ÏÒÁ�ÜqÀ»Ä
ê`Á�ÄuÏ²Æu¿�ÐuÑ`À�Ï+ÂbÝ»À�ÐuÑSÏÒÁF¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�ÁJÀ»Á ú!�E�`À»Ý�Âbê`Á`ÎJº�ÂS½XÆ�Î�Ï+¿�Ä�ÏÒÝ»Ý»Ä9¹
� ¤�«Ç³
Ø Øn b�S®<¶S�O¥S 
��Á?Â`ÏÒÆ

ξ
�y¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�À�ÏÒÆ�êSÁ`ÎJÀ�¿�Ä

Gξ,µ,σ
ÏÒÀ»ÁSÏ@¨Q½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»êSÁ`ÎL�N;`Æ

ξ > 0
ê`ÁSÂ?ÏÒÀ»ÁSÏj¼¾ÏÒÄu½��

îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Îc�N;`Æ
ξ < 0

¹�â ¿�Î�À»Ý»Ä
xL(Gξ,µ,σ) = inf{x |Gξ(

x−µ
σ ) > 0} = µ

��Â`ÏÒÁ`Áª�=;`Æ
ξ > 0

º9Ö
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Beta

Exponential

Pareto

1 2 3 4

0.5

1

�´k����1�ykn|{��knr4�����Òwsx^�fp¹|

G(0,0,0.3)

G(0,0.3,0.5)G(0,0,0.5)

G(0,0.1567, 1.4)

0.5 1

1

2

3

�������!�Y���}|8p�|^�f�qknh����Òwsx^�fp¹|

G(2,1.3,0.4)

G(1.8,1.3,2)

G(2,1.3,3)

G(0.5,-0.5,1.5)

-1 1 2 3 4 5 6 7

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

��w½���Eknrfp¹�a���C�]�qwyx^�fp�|

G(-0.2,1,0.7)

G(-0.2,0,1)

G(0.5,0,0.7)

G(-0.5,0,2)

1 2 3 4 5

0.5

1

���8�\j[p¹�yk/���Òwsx^�fp¹|
ú!�E�`À»Ý�Âbê`Á`ÎJº�H � À�ÐuÑ�Ä�ÏÒÁµÂ`ÏÒÆ4*"¨ � À»ÁµÂ`ÏÒÆ

ξ
�y¨Q½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�À�ÏÒÆ�ê`ÁSÎ

ÜåêE-
0 ≤ x−µ

σ ⇔ µ ≤ x
�9�N;`Æ

ξ < 0
ÜåêE-

0 ≤ x−µ
σ < 1

| ξ | ⇔ µ ≤ x < σ
| ξ | + µ

ê`ÁSÂL�=;`Æ
ξ = 0

ÜåêE-
0 ≤ x−µ

σ ⇔ µ ≤ x
Î�ÏÒÝ»Ä�ÏÒÁ��ñÂS½XÜqÀ»Ä3ÂbÀ�Ï,�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿���ê`Á`Ã<Ä�À�Å�ÁF?ÏÒÆ�Ä�Ï�Î�Æ�ïb-�ÏÒÆ�½XÝ�¿

¼ ê`Ý»Ý�½XÁ`ÁSÀöÜqÜ Ä9¹
��Á\Â`ÏÒÆ

α
�y¨Q½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�À�ÏÒÆ�êSÁ`Î)Î�À»Ý»Ä,�=;`ÆlÂbÀ�ÏJ¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»êSÁ`Î)ÜqÀ»Ä

α > 0 xL(Gα,µ∗,σ∗) =

µ∗ + σ∗
��ÂS½ x−µ∗

σ∗
≥ 1 ⇔ x ≥ µ∗ + σ∗

ê`ÁSÂ_�N;`ÆlÂbÀ�Ïj¼¾ÏÒÄu½9î�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎJÜqÀ»Ä
α < 0

ÏÒÆ�Ñ
ÔXÝ»Ä
Ün½XÁùäUÏÒÎ�ÏÒÁ

0 ≥ x−µ∗

σ∗
≥ −1 ⇔ µ∗ ≥ x ≥ µ∗ − σ∗

��ÂS½�¿u¿åÂ`ÏÒÆåÝ»À»Á`Ã�ÏeâQÁSÂbé`ê`Á`Ã<Ä Î�Ý�ÏÒÀ�ÐuÑ
µ∗ − σ∗

ê`ÁSÂ Â`ÏÒÆ�Æ�Ï+ÐuÑ�Ä�Ï�â ÁSÂbé`ê`Á`Ã�ÄWÎ�Ý�ÏÒÀ�ÐuÑ
µ∗
À�¿�Ä9¹ ¸ À�ÏÒÆu½XÁ ÏÒÆ�Ã�ÏÒÁ`Á�Ä�Ün½XÁ ÏÒÀ»ÁSÏ�¼¾Ï+¿�Å�ÁSÂ`ÏÒÆ�ÑSÏÒÀ»Ä

Â`ÏÒÆ�¼¾ÏÒÄu½9îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î+H
¿�À�Ï¾�ñÏ+¿�À»Ä�È+Ä�ÏÒÀöÁ
Ï²ÁJÏÒÁSÂbÝ»À�ÐuÑSÏÒÁµÆ�Ï+ÐuÑ�Ä�ÏÒÁJâQÁSÂbé`ê`Á`Ã<Ä
xR < ∞ ¹

���������������#�f� òFë�î�`nñ)ë�ø�ùBìyñ;8z��ë8ðnð
Fu(x)

ëbÿÇð$ô+ñ�é�ìyñ7þ ÿ�íKîBï1gx`½ñ7é	��ñ7é
÷[ø�ù�ê/ñ�ÿNÿ�ñ
u
�Bñ�îEð^ñ7ÿÇö`nñ�îÌÿÇþNî! bñ7îÕèIî'�;��íKî! �ì
ùKë�ì
ê�þoñ��bþfñ�nWé½ñ�î�ûA$8ñ7é�ìyñ�þNÿ�íBîBï{8���ñ7é½ñ�î���
� 8ë�ì=þ"
bîEða�Eëbé)ë�ý@ñ^ìyñ�é_þ î��Bñ�é

ξ
ö"q'ëbé)ëbýJñ7ì=é�þ�ð�þoñ7é}íKîBï³ð�ìyñ7ìNðcý«þ=ì���ñ�ý ÿÇþNî! bñ7îèIî'�/��íBîx �ì�g!`nñ�énñ�þ î+ð�ì=þ ý«ý
ì	0fð}þfñ}ù�ñl
�`nñ�î�6Y8���*�ùs*

xL(Gξ,u,σ) = u = xL(Fu(x)) = inf
{

x
∣

∣

∣

F (x)−F (u)
1−F (u) ≥ 0

}

.

º9ò
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� À�Ï©�MÅ�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`ÏÒÁF¼¾Ï²È+À�ÏÒÑ�ê`ÁSÎ�Ï²ÁFÈ+ä�À�¿uÐuÑSÏÒÁ Â`ÏÒÁFÂbÆ�ÏÒÀ¾îOÏÒÆu½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�Ä�ÏÒÁS¨Q½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý�ê`Á`Î�ÏÒÁ
0SÁSÂ`ÏÒÄ�Ün½XÁ È�¹ó¼3¹`À»ÁL	�ÏÒÀ�¿�¿�·8&¾ÑSÅ�Ün½�¿D�M¸�ë�ëbº��W½Xê��EË<ÏÒÀ»Ä�ÏlÌ�ß�¹
�2���� i d�� ÷lñ�þ

X ∼ Gα,0, σ, α > 0
ñ�þNî[ñzq'ëbé½ñ7ìa
bö�$8ñ�é7ìyñ7þ ÿ%ìyñP �í/.^ëbÿ ÿqð/$�ëbé�þ=ë�`�ÿ�ñY*

(�ëbî+î�ïbþNÿ�ì
0fþ�6

ln X ∼ G0,ln σ, 1
α
, α > 0

þ ð�ìWñ�þ îlñ?ñ�¡;�!
bî[ñ7î9ì=þ=ë�ÿ�$bñ�é�ìyñ7þ ÿ%ìyñ� �í;.^ëbÿ ÿÇð;$�ëbé�þoë�`�ÿ´ñ�íKî'�
0fþNþ¢6 −1/X ∼ Gα,0, 1

σ
, α > 0

ñ7þ î[ñ�`½ñ^ìfë{$8ñ�é7ìyñ7þ ÿ%ìyñP �í/.^ëbÿ ÿqð/$�ëbé�þ=ë�`�ÿ�ñY*
y4ñ�ê/ñ�þ ð7* ��À ��âQÀ»ÁSÏÒÆ�¿�ÏÒÀ»Ä�¿�Ñ
½8�ñÏÒÁ ä�À»Æ1�SÂS½�¿u¿

P (X ≤ x) = Gα,0,σ(x) = 1 −
(x

σ

)−α

⇒ P (ln X ≤ x) = P (X ≤ ex) = 1 −
(

ex

σ

)−α

.

ú�ÁSÂ`ÏÒÆ�ÏÒÆ�¿�ÏÒÀ»Ä�¿WÎ�À»Ý»Ä

G0,ln σ, 1
α
(x) = 1 − e

−x−ln σ
1/α = 1 − e−α (x−ln σ) = 1 −

(

ex

eln σ

)−α

= 1 −
(

ex

σ

)−α

.

¸ À�ÏÒÆu½XêS¿W�MÅ�Ý»Î�Ä1�SÂS½�¿�¿
ln X ∼ G0,ln σ, 1

α
.

��À»À � Ë<ÏÒÀ
X ∼ Gα,0,σ

ÜqÀ»Ä
α > 0

¹`âE¿�Î�À»Ý»Ä

P (−1/X ≤ y) = P (X ≤ −1/y) = 1 −
(

− 1

σ y

)−α

= 1 − (−σ y)−(−α)

ú�Ý�¿�ÅsÑ
½XÁSÂ`ÏÒÝ»Ä Ï+¿ ¿�À�ÐuÑÕ�ñÏÒÀ −1/X
ê`Ü ÏÒÀ»ÁSÏF�ñÏÒÄu½9îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»Ä�Ï³2Hê��M½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�ÏgÜqÀ»ÄL*�Ï��

¿�Äu½XÝ»Ä�¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ
α > 0

�EO�Å�Ã�½XÄ�À�Å�ÁS¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�Ï+Æ3ë ê`ÁSÂJË�Ã�½XÝ�ÏÒÁ`é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�Ï+Æ
1/σ

¹

� À�ÏqÂbÆ�ÏÒÀQîOÏÒÆu½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�Ä�Ï+Á³¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎOÏÒÁsÂ`ÏÒÆ
α
�y¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�À�ÏÒÆ�ê`ÁSÎµÝ�½�¿�¿�ÏÒÁ?¿�À�ÐuÑ�À»Á

ÂbÀ�Ï)¿�Äu½XÁSÂS½XÆ�ÂbÀ�¿�À�ÏÒÆ�Ä�Ï)î�ÏÒÆu½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�Ä�Ïª¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`ÁSÎ ÜqÀ»Ä
ξ
�y¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�À�ÏÒÆ�ê`Á`Î ;E�ñÏÒÆ��

�=;`Ñ`Æ�ÏÒÁ�H
• �=;`ÆûÂbÀ�Ï«¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎµÂbê`Æ�ÐuÑ Gα(1 + 1

α x) = Gξ(x)
�HäUÅb�ñÏÒÀ

α > 0, ξ = 1
α > 0ê`ÁSÂ

• �=;`ÆqÂbÀ�Ï ¼¾ÏÒÄu½9î�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎsÂbê`Æ�ÐuÑ Gα

(

−(1 + (− 1
α x))

)

= Gξ(x)
�Vä¾Åb�ñÏÒÀ

α > 0, ξ =
− 1

α < 0.

º�Î
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• Í\;`Æ¾ÂbÀ�Ï�âQã<éñÅ�ÁSÏÒÁ�Ä�À�½XÝ»îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»êSÁ`Îj¿�À»ÁSÂJ�ñÏÒÀ�Â`Ï¾¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�À�ÏÒÆ�êSÁ`Î�ÏÒÁ Å8Í�ÏÒÁS¿�À�ÐuÑ�Ä�Ý»À�ÐuÑ�À�Â`ÏÒÁ��
Ä�À�¿�ÐuÑ�¹

� ½�ÏÒÀ»Á`À»Î�Ï@	�Ï+¿�ê`Ý»Äu½XÄ�Ï À»Á?Â`ÏÒÆ
α
�y¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�À�ÏÒÆ�ê`Á`ÎµêSÁSÂ?½XÁSÂ`ÏÒÆ�ÏqÀ»Á�Â`ÏÒÆ

ξ
�y¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�À�ÏÒÆ�ê`Á`Î

é`ÆuÔ�¿uÏÒÁ�Ä�À�ÏÒÆ�ÄûäUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ��ñÃ�½XÁ`Á)Ün½XÁg¿�é
ÔXÄuÏ²Æ�½Xê���ÂbÀ�Ï+¿�Ï?	�ÏÒé
½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�À�ÏÒÆ�ê`Á`Î È+ê`Æ);SÐuÃ<Î�Æ�ÏÒÀ%��ÏÒÁ��ñê`Ü
¿�À�Ï�ÏÒî�ÏÒÁ�Ä�êSÏÒÝ»Ý�Ý�ÏÒÀ�ÐuÑ�Ä�ÏÒÆWÁ
½�ÐuÑSÈÒêSî�Å�Ý»Ý»È+À�ÏÒÑSÏÒÁ�¹
£ �¡³S��Bk b�SØn±ñ¯S b�ö�£�£ bªÚ¤S�O¥
� ê`Æ�ÐuÑF��Ü«�MÅ�Æ�ÜjÏÒÁJÂ`ÏÒÆ � Ï�0SÁ`À»Ä�À�Å�Á)Â`ÏÒÆ6�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î©;E�ñÏÒÆ�Â`ÏÒÆûË<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï

u
À»Á���ÊB��ÏÒÆ�Ñ
ÔXÝ»Ä�Ün½XÁ

�=;`Æ
x ≥ u

ÂbÀ�Ï¾�MÅ�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`Ï � ½XÆ�¿�Ä�ÏÒÝ»Ý»ê`Á`ÎeÂ`ÏÒÆ'�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿���ê`Á`Ã<Ä�À�Å�Á�H
F (x) = (1 − F (u)) Fu(x) + F (u), x ≥ u.

�fÎ��
� À�Ï+¿�Ïl¿�ÄuÏ²Ý»Ý»Ä3ÏÒÀ»ÁSÏÒÁJ¿uÏÒÑ`Æ�ÁB;`Ä�È+Ý»À�ÐuÑSÏÒÁª2HêS¿Ç½XÜqÜjÏÒÁ`Ñ
½XÁ`Î_ÑSÏÒÆ�È+ä�À�¿�ÐuÑSÏÒÁ)Â`ÏÒÆ!� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î_î�Å�Á

X
�

ÂbÀ�Ï ÜjÅ�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�ÄeäUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ'¿�Å�Ý»Ýf�Vê`ÁSÂ Â`ÏÒÆ@�ñÏÒÂ`ÀöÁSÎ�Ä�ÏÒÁS�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î?îOÅ�Á
X
Î�ÏÒÎ�Ï7�ñÏÒÁ��EÂS½�¿�¿jÏÒÀ»ÁSÏ

Ë<ÐuÑ�ä¾ÏÒÝöÝ�Ï³;+�ñÏ²Æu¿�ÐuÑ`Æ�À»Ä�Ä�ÏÒÁ2ä�À»Æ�Â�¹ � À�ÏÊ�ñÏ+ÂbÀ»Á`Î�Ä�Ï³�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎàÃOï�Á`ÁSÏÒÁ#ä�À»Æ)Âbê`Æ�ÐuÑ2ÏÒÀ»ÁSÏ¯*"¨ �
½Xé`é`Æ�Å0ã<À»ÜqÀ�ÏÒÆ�ÏÒÁ���äUÏÒÁ`Á#ÂbÀ�ÏùË<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï

u
Á�ê`ÆµÑSÅ�ÐuÑ�Î�ÏÒÁ�ê`Î À�¿�Ä1�Wä¾½�¿ Î�ÏÒÆu½�Â`Ï\ÂSÏ²ÆgËb½XÄ�È\îOÅ�Á

¼�½XÝ»ÃOÏÒÜn½XÁ��CÂ`Ï ¸ ½�½XÁ��y¨QÀ�ÐuÃ�½XÁSÂ`¿�Æ�Ï+ÐuÑ�Ä��MÏÒÆ�Ä�À»Î�Ä9¹
����������������¤�� (,þfñ���
�é}ýJñ�ÿ6�fÎ��z bëbî+îFý@ëbî_ë�í�ø�ù1�bíBé)ø7ù	y4ñ��bþNîBï�ñ7îFù�ñ�é�ÿ´ñ�þNìyñ7î+c

F (x) = P (X ≤ x |X > u) P (X > u) + P (X ≤ x |X ≤ u) P (X ≤ u)

= Fu(x) (1 − F (u)) + F (u)
.;gKé

x ≥ u,
�±ëb�±ëbî9î

P (X ≤ x |X ≤ u) = 1.

Ó)ÏÒÁ`ÃOÏÒÁS¿Ê��¸�ë�ë�Ö±�¿�ñÏ+¿�ÐuÑ`Æ�ÏÒÀ��`ÄJ½Xê��nË<ÏÒÀ»Ä�Ï?Ì�Ì ÏÒÀ»ÁSÏ?½XÁSÂ`ÏÒÆ�ÏsË�À�ÐuÑ�Ä�ä¾ÏÒÀ»¿uÏ?Â`ÏÒÆJË�À»Ä�ê
½XÄ�À�Å�Á�¹ ¸ À�ÏÒÆ
ä�À»Æ�ÂsÂS½9î�Å�Áù½XêS¿�Î�ÏÒÎO½XÁ`Î�ÏÒÁ���ÂS½�¿�¿�Ün½XÁsÂbÀ�Ï@� ÏÒÆ�ÄuÏ²À»Ý»ê`Á`Î)Â`ÏÒÆåÏÒÀ»Î�ÏÒÁ�Ä�Ý»À�ÐuÑSÏÒÁ ® �ñÏÒÆ�¿uÐuÑ`Æ�ÏÒÀ»Ä�ê`Á`Î�ÏÒÁ
Y := X − u

Âbê`Æ�ÐuÑ�ÏÒÀ»ÁSÏ
*"¨ � ½Xé`é`Æ�Å9ãbÀ»ÜqÀ�ÏÒÆ�Ä9¹ � À�Ï+¿�ÏÒÆ�Î�À��`Ä�¿�À�ÐuÑ�½XêS¿ûÂ`ÏÒÜM2HêS¿u½XÜqÜjÏÒÁ`Ñ
½XÁ`Î
È+ä�À�¿uÐuÑSÏÒÁµÂ`ÏÒÆ�� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎeÂ`ÏÒÆ ® �ñÏÒÆ�¿uÐuÑ`Æ�ÏÒÀ»Ä�ê`Á`Î�¿�ÂS½XÄ�ÏÒÁ

Fu(x)
ê`ÁSÂ Â`ÏÒÆ ® �ñÏÒÆ�¿�ÐuÑ`Æ�ÏÒÀ»Ä�ê`Á`Î�¿�î�ÏÒÆ��

Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎF��î<Î�Ý�¹´��ÊB�½�²¹
F(u)(y) = Fu(y + u) = Fu(x) ≈ Gξ,u,σ(x) = Gξ,u,σ(y + u) = Gξ,0,σ(y).

¸ À�ÏÒÆ)�ñÏÒÀ"�ñÏ+¿�À»Ä�È+Ä ÂbÀ�Ï$*¾¨ � ��ÂbÀ�Ï\½XÁ.ÂbÀ�Ï ® �ñÏÒÆ�¿�ÐuÑSÆ�ÏÒÀöÄ�ê`Á`Î�ÏÒÁ#½XÁ`Î�ÏÒé
½8-�ÄµäUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ.Ã�½XÁ`Á���Â`ÏÒÁ
O�Å�Ã�½XÄ�À�Å�ÁS¿�é
½XÆu½XÜjÏ+Ä�ÏÒÆ�ê`ÁSÂ ¿�Å�ÜqÀ»Ä�Â`ÏÒÁ Ý»À»Á`ÃOÏÒÁµâQÁSÂbé`ê`Á`Ã<Ä3ëb¹
�2���� i ��� n6ñoïBñk`nñ�îÌð^ñ7þ@ñ�þNî[ñóô+ñ�é7ìyñ�þ ÿ�íKîBï8ð[.}íKî! �ì=þ"
bî��,* m ëbî+��ñ�ÿ%ì©ñ}ðFð}þoø�ù�`nñ�þ���ñ�é#uw`½ñ7é}ö
ð^ø�ù�é½ñ7þNì=íKîBï8ð7�±ë�ìyñ�îx$bñ�é7ìyñ7þ ÿ�íKîBï

Fu(x
6JíBý#ñ7þ î[ñ¥n2qG(

Gξ,u,σ(x)
ðA
cñ�é}ùKúbÿ%ìIý@ëbîÊëbÿÇðDíBî+`nñ-�bþNîBïbö

ìyñ»ô+ñ�é7ìyñ�þ ÿ�íKîBï
F (x) = (1 − F (u)) Fu(x) + F (u), x ≥ u


�`nñ�é}ùKëbÿ�`���ñ�éÊ÷[ø7ù�ê/ñ�ÿ ÿ´ñ
uñ7þ î[ñtn2qG(ãý«þNì���ñ�ý?ð^ñ�ÿ�`nñ�î¦n6ñ}ð�ìfë�ÿ�ìNð4��ëbé½ëbýJñ7ìyñ�é

ξ
íBî+�p��
� 8ë±ì=þ]
bî+ð}ö	`nû7êN*4÷x 8ëbÿ´ñ�î{�Eëbé)ëbýJñ7ìyñ7é

σ̃ = σ/(1 − F (u))−ξ íKî'� µ̃ = u − σ
ξ

*

º9ß
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y4ñ�ê/ñ�þ ð7*�â ¿WÎ�À»Ý»Ä

(1 − F (u)) Gξ,u,σ(x) + F (u) = (1 − F (u))

(

1 −
(

1 + ξ
x − u

σ

)− 1
ξ

)

+ F (u)

= 1 −
(

(1 − F (u))

(

1 + ξ
x − u

σ

)− 1
ξ

)

= 1 −
(

(1 − F (u))−ξ

(

1 + ξ
x − u

σ

))− 1
ξ

= 1 −
(

F̄ (u)−ξ ξ

(

1

ξ
+

(x − u)

σ

))− 1
ξ

= 1 −
(

ξ
F̄ (u)−ξ

σ

(

σ

ξ
+ x − u

))− 1
ξ

= 1 −
(

ξ

(

x − (u − σ
ξ )

σ/F̄ (u)−ξ

))− 1
ξ

= Gξ,µ̃,σ̃(x),
�=;`Æ

x ≥ u
ÜqÀ»Ä

µ̃ = u − σ

ξ

ê`ÁSÂ
σ̃ = σ/F̄ (u)−ξ.

ú�êS¿ Â`ÏÒÆ
ξ
�y¨Q½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�À�ÏÒÆ�ê`ÁSÎFÝ�Ô�¿�¿�Ä ¿�À�ÐuÑøÂbê`Æ�ÐuÑ.ÏÒÀ»ÁSÏ�ÏÒÀ»Á���½�ÐuÑSÏª	�Ï+ÐuÑ`Á<ê`Á`ÎFÂS½�¿����¹.�ê
½XÁ�Ä�À»Ý

ÑSÏÒÆ�Ý�ÏÒÀ»Ä�ÏÒÁ�¹SÓJÀ»Ä¾ÏÒÀ»ÁSÏÒÆ's½XÑ`Æ�¿�ÐuÑSÏÒÀ»Á`Ý»À�ÐuÑ`ÃOÏÒÀ»Ä�îOÅ�Á
q
Ý»À�ÏÒÎ�ÏÒÁ ÂbÀ�Ï4\ÏÒÆ�Ä�ÏûÂ`ÏÒÆW�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿���ê`Á`Ã�Ä�À�Å�Á

ê`Á�ÄuÏ²Æ�Â`ÏÒÜ`\ÏÒÆ�ÄEÂ`Ï+¿
q
�¹.�ê
½XÁ�Ä�À»Ý�¿1�OÂ�¹ Ñ�¹OÏ+¿Qä�À»Æ�ÂjÜqÀ»ÄEÏÒÀ»ÁSÏÒÆËs½XÑ`Æ�¿�ÐuÑSÏÒÀ»Á`Ý»À�ÐuÑ`ÃOÏÒÀ»ÄEîOÅ�ÁjÑSï�ÐuÑS¿�Ä�ÏÒÁ

1 − q
;E�ñÏÒÆ�¿�ÐuÑ`Æ�À»Ä�Ä�ÏÒÁ�¹

Gξ(x) = 1 − (1 + ξ x)
− 1

ξ = q ⇔ G−1
ξ (q) =

(1 − q)−ξ − 1

ξ
= x

�=;`Æ
ξ 6= 0,

G0(x) = 1 − e−x = q ⇔ G−1
0 (q) = − ln (1 − q) = x

�N;`Æ
ξ = 0.���������������e§���¨ ÿ ÿ�ï�ñ�ýJñ�þNî$ÿ�ë8ðnð1ñ�îªð�þ=ø�ùI�bþfñb©WíEëbî9ì=þNÿ�ñJñ�þNî[ñ�éªô9ñ�é�ìyñ7þ ÿ�íBîKï8ðX.�íBîx �ì=þ]
�î

Fµ,σ =
F (x−µ

σ )
��íBé)ø7ù��bþoñ�©WíEëbî9ì=þNÿ�ñ���ñ�é'ð�ìfë�î'�±ëbé��bþ ð}þfñ�é7ìyñ�î ô+ñ�é7ìyñ�þNÿÇíKîBï8ð[.}íKî! �ì=þ"
bîcëbíBðA�bé/g�øA bñ�î�íKî'�«ñ}ð

ï�þ ÿ%ì
F−1

µ,σ(y) = µ + σ F−1(y)
*Ë÷+
�ý?þ=ìf.A
�ÿ ï�ì�.;gKéo�bþfñ%©WíEëbî9ì=þNÿ�ñ	��ñ�é«ð7ìfëbî'�±ëbé-�bþ�ð�þoñ7é�ìyñ�î�$bñ�é)ëbÿ ÿ�ö

ïBñ�ýJñ�þ îlñ�é7ìyñ�îlq�ëbé½ñ7ìa
böbô+ñ�é7ìyñ�þNÿÇíKîBï
Gξ,µ,σ

ý«þ=ìw��
� 8ë�ì=þ"
bîEð4��ë�é)ëbýJñ7ìyñ�é
µ
íKî'�¿÷x 8ëbÿ´ñ�î{�Eëbé)ëbýJñ7ìyñ7é

σ
c

G−1
ξ,µ,σ(y) = µ+

σ

ξ
((1−y)−ξ−1)

.;gKé
ξ 6= 0

íBî'�
G−1

0,µ,σ(y) = µ−σ ln(1−y)
.;gKé

ξ = 0
*
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À<�«ª¬¾¤w®�¯¦æ��
¼¾ÏÒÀ¾Â`ÏÒÆ Ó)Å�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�ê`Á`ÎgîOÅ�Áùú!�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î�ÃOÏÒÀ»Ä�ÏÒÁ Ñ
½XÄ Â`ÏÒÆ ¼¾ÏÒÎ�Æ�À%ÍàÂ`ÏÒÆjèUÅ�é`ê`Ý�½JÀ»Á Â`ÏÒÁùÝ�ÏÒÄ�È+Ä�ÏÒÁ
¬�½XÑ`Æ�ÏÒÁàÈ+ê`ÁSÏÒÑ`ÜjÏÒÁSÂø½XÁ ¼¾Ï+Â`ÏÒê`Ä�ê`Á`ÎùÎ�ÏÒäUÅ�ÁSÁSÏÒÁ�¹ � À�ÏL��Å�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`Ï � Ï�0SÁ`À»Ä�À�Å�Á�0SÁSÂ`ÏÒÄ_Ün½XÁàÀ»Á
� ê`Æ�Æ�Ý�ÏÒÜn½XÁ�· ¼ À»Ã�ÏÒÎ�ÑK�
½XÝ»À ·8	�Å�ÁSÐ9½XÝ»Ý»ÀW�M¸�ë�ë�ë±�²¹
S%�TU��VXWYV[Z'�°¤�� ÷(ñ�þ

(X1, . . . , Xd) ∈ R
d ñ�þNî d

ö±�bþNýJñ�îEð�þ]
bî[ëbÿ�ñ7é�8,é½ñnñ�ÿ ÿ�ê/ñ�é�ì=þ�ï�ñ7é| �í;.^ëbÿ ÿÇð;$8ñ/ �ö
ìa
�é³ý?þ=ì«ïBñ�ýJñ�þNîEð7ëbýJñ�é�ô+ñ�é7ìyñ�þNÿ�íBîBï

F (x1. . . . , xd) = P (X1 ≤ x1, . . . , Xd ≤ xd)
íBî+���ëbî'�<$8ñ�é7ìyñ�þNÿÇíKîBï�ñ�î

Fi(xi) = P (Xi ≤ xi), i = 1, . . . , d
*DèWþ î[ñ�ô+ñ7é�ìyñ�þNÿ�íBîBïbðX.�íBî! 8ì=þ]
bî

C : [0, 1]d → [0, 1]
ù�ñ7þ ^\ì3èUÅ�é`ê`Ý�½�8�.^ëbÿ ÿqð6ï�þ ÿ%ì

• Cn(un) := C(1, . . . , 1, un, 1, . . . , 1) = un,
./gKé

n = 1, . . . d
íKî'�

un ∈ [0, 1]

• F (x1, . . . , xd) = C(F1(x1), . . . , Fd(xd)),
./gBé�ëbÿ ÿ´ñ,÷�ìyñ7ì=þ�ï� bñ�þ=ìNða��íKî! �ìyñ

xi
$&
bî

Fi.

â À»ÁSÏ�Î�Æ�ê`ÁSÂbÝ�ÏÒÎ�ÏÒÁSÂ`Ïåú�êS¿u¿u½XÎ�Ï¾;E�ñÏÒÆ3èUÅ�é`ê`Ý�½�¿��ñÏÒÀ»Á`Ñ
½XÝ»Ä�ÏÒÄ�Â`ÏÒÆ'�MÅ�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`ÏåËb½XÄ�È�¹ ¸ À�ÏÒÆ�È+ê ê`ÁSÂ È+ê
O�ÏÒÜqÜn½ ÊjîOÏÒÆ�Î�Ý�ÏÒÀ»ÐuÑ
Ï�ÂS½nèUÅ�¿�Äu½ � À�½�¿D�M¸�ë�ëXÊB�²¹
hfi Wkj~d �=&¾ÑSÏ+Å�Æ�ÏÒÜ î�Å�ÁµË�Ã<Ý�½XÆ�� �  �í:ñ�þNî[ñ�é

d
ö±�bþNýJñ�îEð�þ]
bî�ë�ÿ�ñLô+ñ�é7ìyñ�þ ÿ�íKîBï8ðX.�íKî! �ì=þ"
bî

F
ý«þ=ì\ð7ìyñ�ö

ì=þ�ï�ñ�î¥�'ë�î'�{$8ñ�é7ìyñ�þNÿÇíKîBïBñ�î
Fi, i = 1, . . . , d

ñ-¡bþ�ð7ì=þoñ7é�ì/ñ�þNî[ñ,ñ�þNî'��ñ7íKì=þ�ï	`nñ}ð�ì=þNý«ý«ìyñ��líKî! �ì=þ"
bî
H
8

ð7
b�±ë8ðnð!ïbþ ÿ%ì
F (x1, . . . , xd) = H(F1(x1), . . . , Fd(xd)).(,þfñ4èIé�ê/ñ�þNìyñ7é}íKîBï%�bþoñ�ð^ñ�é��(íBîx �ì=þ]
�î_ë�í;.

[0, 1]d
þ ð�ìIñ7þ î[ñb²w
;��íKÿ%ë

C
ý«þNì

F (x1, . . . , xd) = C(F1(x1), . . . , Fd(xd)).¨ î'��ñ7é½ñ�é}ð^ñ�þ=ìNðDþ ð�ì,�bþfñ"û7íGï�ñfï�ñk`nñ7î[ñ7î�ñ�þNî'�bþNýJñ�îEð}þ"
bî�ë�ÿ�ñ�î ô+ñ7é�ìyñ�þNÿ�íBîBïBñ�î
F1, . . . , Fd

íKî'�cñ�þNî[ñ�é
d
ö³�bþ ýJñ�î+ð}þ]
�î�ëbÿ´ñ�é�²w
;�[íBÿ�ë

C
�bíBé)ø7ù

F (x1, . . . , xd) := C(F1(x1), . . . , Fd(xd))�Bñ[´Ëî+þfñ�é7ìyñ��líKî! �ì=þ"
bîªñ�þNî[ñ
d
ö±�bþNýJñ�îEð}þ"
bî�ë�ÿ�ñLô9ñ�é�ìyñ7þ ÿ�íBîKï8ðX.�íBîx �ì=þ]
�î!8N�bþfñ��bþoñ���ëbî'�{$8ñ7é�ìyñ7þ ÿ�íBîKï�ñ�î

F1, . . . , Fd
`½ñ�ð}þ=ì�û^ì4*

� ÏÒÆF*3Æ�ê`ÁSÂøä¾½XÆ�ê`Ü èUÅ�é`ê`Ý�½�¿µÈ+ê`Æ Ó)Å�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�ê`Á`ÎS�ñÏ+¿�Å�ÁSÂ`ÏÒÆ�¿ Î�Ï+ÏÒÀ»Î�ÁSÏÒÄJ¿�À»ÁSÂ(��Ý»À�ÏÒÎ�Ä À»Á.Â`ÏÒÆ
Ó)ï�Î�Ý»À�ÐuÑ`ÃOÏÒÀ»Ä1�`È+êµÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�ÜjÏÒÑ`Æ�ÂbÀ»ÜjÏÒÁS¿�À�Å�Á
½XÝ�ÏÒÁ:�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»ÝöêSÁ`Î�¿���ê`Á`Ã<Ä�À�Å�Á

F
ÂbÀ�Ï,	�½XÁSÂbîOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�ÏÒÁ

Fi
îOÅ�Á.Â`ÏÒÆJèUÅ�é`ê`Ý�½

C
È+ê.Ä�Æ�ÏÒÁ`ÁSÏÒÁ.ê`ÁSÂ.ÂbÀ�Ï+¿�Ï_�ñÏÒÀ�Â`ÏÒÁØ*ûÆ�ïb-�ÏÒÁ.¿uÏÒé
½XÆu½XÄ È+ê �ñÏÒÄ�Æu½�ÐuÑ�Ä�ÏÒÁ�¹

� À�Ï èUÅ�é`ê`Ý�½)ê`Ü«��½�¿�¿�Ä Ñ`À�ÏÒÆ)�ñÏÒÀWÂbÀ�Ï_Î�Ï+¿u½XÜåÄ�Ï ú!�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î�Ã�ÏÒÀ»Ä�¿�¿�Ä�Æ�ê`Ã�Ä�ê`ÆqÈ+ä�À�¿uÐuÑSÏÒÁ Â`ÏÒÁFÏÒÀ»Á`È9ÏÒÝ%�
ÁSÏÒÁc� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�ÏÒÁ

Fi
¹ � À�Ï+¿WÏÒÆ�Ý�½XêE�`Ä�ÏÒÀ»ÁSÏ�ÑSÅ�ÑSÏ�Í�Ý�Ï²ã<À��`À»Ý»À»ÄuÔXÄ�ê`ÁSÂ ÏÒÀ»ÁSÏûÎ�ÏÒÁ
½XêSÏÒÆ�Ïlú�Á`é
½�¿u¿�ê`Á`Î

Â`Ï+¿ Ün½XÄ�ÑSÏÒÜn½XÄ�À�¿�ÐuÑSÏÒÁFÓ)Å�Â`ÏÒÝ»Ý�¿q½XÁ ÂbÀ�Ï¿	�Ï9½XÝ»À»ÄuÔXÄ9¹ ® �ñÏÒÆ�ÂbÀ�Ï+¿?�ñÏ+¿�À»Ä�È9ÏÒÁ èUÅ�é`ê`Ý�½�¿qÂS½�¿ ä�À�ÐuÑ�Ä�À%�
Î�Ï Ó)ÏÒÆ�Ã<Ün½XÝWÂ`ÏÒÆ@�CÁ<î�½XÆ�À�½XÁ`È ê`Á�Ä�ÏÒÆjÜjÅ�ÁSÅ�Ä�Å�ÁSÏÒÁ &�Æu½XÁS¿��MÅ�Æ�Ün½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÁÌ��¿�À�ÏÒÑSÏ ÂS½?èUÅ�¿�Äu½ � À�½�¿
�M¸�ë�ëXÊB�)�²¹

¸�ë
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�2���� i ¤�� ÷lñ�þfñ�î
hi : R → R, i = 1, . . . , d

ýo
bî'
�ìa
bî[ñ/84î+þoø�ùBìU.^ëbÿ ÿ´ñ�î'��ñ��(íBîx �ì=þ]
�î[ñ�î+*(�ëbî+î�ñ�î9ìNð4��é�þ=ø�ùKì��bþfñp²w
;��íKÿ�ë���ñ}ð	 �í/.7ëbÿNÿqð/$8ñ; �ìa
�énð
(X1, . . . , Xd)

�Bñ�ép²w
;��íKÿ�ë�8��bþfñ@û^ív�Bñ�ý �í/.^ëbÿ ÿqð/$8ñ; 8ìa
bé
(h1(X1), . . . , hd(Xd))

ïBñ}ù�µbé7ì4*
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� À�Ï�Í
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F
Âbê`Æ�ÐuÑ ÂbÀ�Ï � À�ÐuÑ�Ä�ÏeÂ`ÏÒÆqèUÅ�é`ê`Ý�½µê`ÁSÂ\ÂbÀ�Ï

� À�ÐuÑ�Ä�ÏÒÁJÂ`ÏÒÆ�	3½XÁSÂbîOÏ²Æ�Ä�ÏÒÀöÝ»ê`ÁSÎ�Ï²Á)ÂS½XÆ�¿�Ä�ÏÒÝ»Ý�ÏÒÁ�H

f(x1, . . . , xd) = c(F1(x1), . . . , Fd(xd))
d
∏

k=1

fk(xk),

äUÅb�ñÏÒÀ
fk
ÂbÀ�Ï � À�ÐuÑ�Ä�ÏÒÁJÂ`ÏÒÆ�	3½XÁSÂbî�ÏÒÆ�ÄuÏ²À»Ý»ê`Á`Î�ÏÒÁJê`ÁSÂ

c(u1, . . . , ud) =
∂C(u1, . . . , ud)

∂u1 · · · ∂ud

ÂbÀ�Ï � À�ÐuÑ�Ä�Ï�Â`ÏÒÆ3èUÅ�é`ê`Ý�½j¿�À»ÁSÂ�¹
2HêåÏ²À»ÁSÏÒÆVË�Ä�À�ÐuÑ`é`Æ�Åb�ñÏ

x = (x1, . . . ,xT )
îOÅ�Üó��Ü«��½XÁ`Î

T
ÜqÀ»Ä

xt = (xt
1, . . . , x

t
d)
�
t = 1, . . . , TÜåêS¿u¿WÂbÀ�Ï¾��Å�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`Ï,O�Å�Îb�yO�À»Ã�ÏÒÝ»À»ÑSÅ<Å�ÂJÍSê`Á`Ã�Ä�À�Å�Á À»Á

θ
Ün½kãbÀ»ÜqÀ�ÏÒÆ�ÄWä¾Ï²ÆuÂ`ÏÒÁ�¹

Lθ(x) = ln

(

T
∏

t=1

f(xt)

)

=
T
∑

t=1

ln( f(xt) ) =
T
∑

t=1

(

ln c(F1(x1), . . . , Fd(xd)) +
d
∑

k=1

ln(fk(x
t
k))

)

�Mß±�

� ÏÒÆ«� ÏÒÃ<Ä�Å�Æ
θ
ÏÒÁ�Ä�Ñ
ÔXÝ»Äj¿�Å0äUÅ�Ñ`Ý�ÂbÀ�Ï¿¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆnÂ`ÏÒÆjèUÅ�é`ê`Ý�½�½XÝ�¿q½XêSÐuÑ Â`ÏÒÆ«	3½XÁSÂbîOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»ÝöêSÁ��

Î�ÏÒÁ��ñ¿uÅnÂS½�¿u¿�À»Á)ÂbÀ�Ï+¿�ÏÒÜ-ÍH½XÝ»ÝV½XÝ»Ý�Ï
*3Æ�ïb-�ÏÒÁgÈÒê
¿u½XÜqÜjÏÒÁ)Î�Ï+¿�ÐuÑHÔXÄ�È+Ä3äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ�¹l¬�ÏåÁ
½�ÐuÑSÂ`ÏÒÜ ä�À�Ï
î<À�ÏÒÝ�Ï
	3½XÁSÂbî�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�ÏÒÁ\îOÅ�Æ�Ý»À�ÏÒÎ�ÏÒÁ���À�¿�Ä�Â`ÏÒÆ�Æ�Ï+¿�ê`Ý»Ä�À�ÏÒÆ�ÏÒÁSÂ`ÏJ	�Ï+ÐuÑSÏÒÁ
½Xê���ä¾½XÁSÂ?¿uÏÒÑ`Æ�Î�Æ�Åb-S¹�ú�Ý�¿
ú�Ý»Ä�ÏÒÆ�Á
½XÄ�À»îOÏ�Ã�½XÁ`ÁJÂbÀ�Ïå¿�Å�Î�ÏÒÁ
½XÁ`Á�Ä�Ï���ÍVÓc�CÓ)ÏÒÄ�ÑSÅ�Â`Ïå½XÁ`Î�ÏÒäUÏÒÁSÂ`ÏÒÄ3äUÏÒÆ�ÂSÏ²Áv�HÂbÀ�Ïå½Xê��EÂ`ÏÒÆ!&�Æ�ÏÒÁ��
Á�ê`ÁSÎ�ÂSÏ²ÆE¿�éñÏÒÈ+À�ÏÒÝ»ÝSÈ+ênÂ`ÏÒÁJ	�½XÁSÂbîOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�ÏÒÁnÎ�ÏÒÑSï�Æ�ÏÒÁSÂ`ÏÒÁ©¨Q½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆEê`ÁSÂjÂ`ÏÒÁe½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀöÁ
Ï²Á
ú!�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î�ÃOÏÒÀ»Ä�¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�Á?½Xê��N�
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• 2HêSÏÒÆ�¿�ÄWäUÏÒÆ�Â`ÏÒÁJÂbÀ�Ï,	�½XÁSÂbîOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�Ï+Æ�Î�Ï+¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È+Ä�ê`ÁSÂ
• ÂS½XÁ`ÁàÜqÀ»Ä_Â`ÏÒÆ�ÏÒÁ ¸ À»Ý%�MÏJÏ²À»Á.Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ©�=;`Æ_Â`ÏÒÁ �EÏÒÃ�Ä�Å�Æ_Â`ÏÒÆ�½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁSÏÒÁU¨Q½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ
ÃOÅ�ÁS¿�Ä�Æ�ê`À�ÏÒÆ�Ä9¹
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� À�ÏL��Å�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`ÏgÍ
Å�Æ�ÜæÂ`ÏÒÆ¿O�Å�Îb�yO�À»ÃOÏ²Ý»À»ÑSÅ<Å�ÂøÍSê`Á`Ã�Ä�À�Å�Á ¿�Ä�ÏÒÝ»Ý»ÄeÀ»Ü \Ï+¿�ÏÒÁ�Ä�Ý»À�ÐuÑSÏÒÁøÏÒÀ»ÁSÏg½XÁSÂ`ÏÒÆ�Ï
Ë<ÐuÑ`Æ�ÏÒÀ��`ä¾Ï²À�¿uÏ�î�Å�Á³�Mß±�UÂ
½XÆ1�`ÂbÀ�Ï�Â`ÏÒÁµÏÒÆ�Ã<Ý�ÔXÆ�Ä�ÏÒÁF2HêS¿u½XÜqÜjÏÒÁ`Ñ
½XÁ`ÎeîOÏÒÆ�Â`ÏÒê`Ä�Ý»À�ÐuÑSÏÒÁJ¿�Å�Ý»Ý�¹

Lθ(x) =
T
∑

t=1

(

ln c(F1(x1; θ1), . . . , Fd(xd; θd); α) +
d
∑

k=1

ln(fk(x
t
k, θk))

)

,

ÜqÀ»ÄåÂ`ÏÒÁ$¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�îOÏÒÃ�Ä�Å�Æ�ÏÒÁ
θi , i = 1, . . . , d

Â`ÏÒÆD	3½XÁSÂbîOÏ²Æ�Ä�ÏÒÀöÝ»ê`ÁSÎ�Ï²Ásê`ÁSÂ?Â`ÏÒÜä¨V½XÆu½XÜjÏ��
Ä�ÏÒÆ�îOÏÒÃ<Ä�Å�Æ

α
Â`ÏÒÆ3èUÅ�é`ê`Ý�½b¹+��Ü ÏÒÆ�¿�Ä�ÏÒÁ)Ë<ÐuÑ`Æ�À»Ä�Ä6�ñÏ+¿�Ä�À»ÜqÜåÄWÜn½XÁµÂ`À»Ï�ÓFOùË<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ

θ̂k = arg max
θ∈Θ

ln

(

T
∏

t=1

fk(x
t
k, ; θk)

)

= arg max
θ∈Θ

T
∑

t=1

ln(fk(x
t
k; θk)), k = 1, . . . , d

ê`ÁSÂ À»Ü È+äUÏÒÀ»Ä�ÏÒÁgË<ÐuÑ`Æ�À»Ä�Ä

α̂ = arg max
T
∑

t=1

ln(c(F1(x1; θ̂1), . . . , Fd(xd; θ̂d); α).

\ÏÒÀ»Ä�ÏÒÆ�Ïûú�êS¿)�N;`Ñ`Æ�ê`Á`Î�ÏÒÁ�ê`ÁSÂ ½XêSÐuÑ ÏÒÀ»ÁSÏÒÁ�Á`À�ÐuÑ�Ä���é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿uÐuÑSÏÒÁ ú�ÁS¿u½XÄ�È!0SÁSÂ`ÏÒÄ¾Ün½XÁ�À»Á�Â`ÏÒÁ
Åb�ñÏÒÁµÎ�ÏÒÁ
½XÁ`Á�Ä�ÏÒÁ_.�êSÏÒÝ»Ý�ÏÒÁ�¹
¼UÏÒÀ�¿�é`À�ÏÒÝ�Ï¾�N;`Æ3èUÅ�é`ê`Ý�½�¿�¿�À»ÁSÂ(H

• *�½XêE-b��èUÅ�é`ê`Ý�½�H
C(u1, . . . , ud) = N (0, R) (Φ−1 (u1), . . . , Φ

−1 (ud)),

äUÅb�ñÏÒÀ N (0, R)
ÂbÀ�Ï

d
�CÂbÀ»ÜjÏÒÁS¿�À�Å�Á
½XÝ�Ï ¼ Å�Æ�Ün½XÝ»îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎqÜqÀ»Ä¾ÓJÀ»Ä�Ä�ÏÒÝ»äUÏÒÆ�Ä�îOÏÒÃ�Ä�Å�Æ

0
ê`ÁSÂ

3�Å�Æ�Æ�ÏÒÝ�½XÄ�À�Å�ÁS¿�Ün½�Ä�Æ�Àöã
R ∈ R

dxd ê`ÁSÂ Φ
ÂbÀ�Ï ÏÒÀ»ÁSÂbÀ»ÜjÏÒÁS¿�À�Å�Á
½XÝ�ÏnË�Äu½XÁSÂS½XÆ�Â`ÁSÅ�Æ�Ün½XÝ»îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ��

Ý»ê`Á`Î@�ñÏÒÈ9ÏÒÀ�ÐuÑ`ÁSÏÒÄ9¹
• *3ê`Ü��ñÏÒÝ%��èUÅ�é`ê`Ý�½EH

C(u1, . . . , ud) = exp



−
(

d
∑

i=1

(− ln ui)
α

)1/α


 , α ≥ 1.

• è�Ý�½1A<Ä�Å�Á���èUÅ�é`ê`Ý�½�H

C(u1, . . . , ud) =

(

d
∑

i=1

(

u−θ
i − 1

)

+ 1

)−1/θ

, θ ∈ ( 0,∞ ) .

¸�¸
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	�À�¿�À»ÃOÏÒÁ�¹LÓµÀ»Äq½8�`ÁSÏÒÑ`ÜjÏÒÁSÂ`ÏÒÜÂ��Ü«��½XÁ`ÎgÂ`ÏÒÆ ¼¾ÏÒÅb�H½�ÐuÑ�Ä�ê`Á`Î�ÏÒÁ Ý�Ô�¿�¿�Äq½XêSÐuÑ ÂbÀ�Ï_ú�êS¿�¿u½XÎ�ÏÒÃ<Æu½���Ä
ÏÒÀ»ÁSÏ+¿3Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ�¿�Á
½�ÐuÑ��SÂ`ÏÒÆ�¿�À�ÐuÑJ½Xê��VÂbÀ�Ï+¿uÏ�¼¾Ï+Åb�
½�ÐuÑ�Ä�ê`Á`Î�ÏÒÁ)¿�Ä);`Ä�È+Ä9¹

ªI�o� µ<Å[Æ[�(¡¦Ä(�l��§��\Æ¦æ
� À�Ïûú�Á`È0½XÑ`Ý�Â`ÏÒÆ�Ë<ÐuÑ
Ô�Â`ÏÒÁ ä�À»Æ�Â_ÄsA�é`À�¿�ÐuÑSÏÒÆ�äUÏÒÀ�¿uÏ�½XÝ�¿W¨�Å�À�¿�¿uÅ�Á���î�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»Ä�ÏD2Hê���½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�Ï�½XÁ`Î�Ï��
ÁSÅ�ÜqÜjÏÒÁ�H

N : (Ω, A) → (N, P),
ÜqÀ»Ä�Â`ÏÒÆ6¨�Å�Ä�ÏÒÁ`È+ÜjÏÒÁ`ÎOÏ

P
ê`Á
Â

P (N = n) = e−λ λn

n!
.

â À»Á ¼ ½�ÐuÑ�Ä�ÏÒÀ»Ý�Â`ÏÒÆv¨�Å�À�¿�¿uÅ�Á��f� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�À�¿�Ä�Ð�Ï+Â`Å�ÐuÑ��9ÂS½�¿u¿�À»Ñ`ÆLâQÆ�ä¾½XÆ�Ä�ê`Á`Î�¿�äUÏÒÆ�Ä�ÜqÀ»Ä�Â`ÏÒÆ���½XÆ�À�½XÁ`È
;E�ñÏÒÆ�ÏÒÀ»ÁS¿�Ä�À»ÜqÜåÄ9¹ � ½�¿3¿�ÐuÑ`ÆuÔXÁ`Ã<Ä�Á`À�ÐuÑ�Ä3Á�ê`Æ3ÂbÀ�ÏåÍ�Ý�Ï²ã<À��`À»Ý»À»ÄuÔXÄûÂ`Ï+¿3Ó)Å�Â`ÏÒÝ»Ý�¿3ÏÒÀ»Á��H¿uÅ�ÁSÂ`ÏÒÆ�ÁJÃ�½XÁ`Á
Ð�ÏûÁ
½�ÐuÑ � ½XÄ�ÏÒÁJ½XêSÐuÑµÏÒÀ»Á���½�ÐuÑ ê`Á`È+ê`Ä�Æ�Ï�Í�ÏÒÁSÂJ¿�ÏÒÀ»Á�¹
â À»ÁSÏqÓ)ï�Î�Ý»À�ÐuÑ`ÃOÏÒÀ»Ä1��Â`À»Ï+¿uÏÒÁ?Ó)½XÁSÎ�Ï²Ý È+êª�ñÏÒÑSÏ7�ñÏÒÁ?ê`ÁSÂgÎ�Ý�ÏÒÀ�ÐuÑ`È9ÏÒÀ»Ä�À»ÎJÂS½�¿,3�Å�Á`È9ÏÒé`Äl¿uÅ�Î�ÏÒÁ
½XÁ`Á��
Ä�ÏÒÆ6	WÀ�¿�À»ÃOÅ�Ä�Æ�ÏÒÀ��ñÏÒÆWÏÒÀ»Á`È+êE�
½XêSÏÒÁ��SÀ�¿�ÄWÏ+¿1�`Â`ÏÒÁc��Á�Ä�ÏÒÁS¿�À»ÄuÔXÄ�¿���½XÃ�Ä�Å�Æ

λ
Â`ÏÒÆ6¨�Å�À�¿�¿�Å�Á��f�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î_½XÝ�¿

Á`À�ÐuÑ�Ä��CÂSÏ²ÄuÏ²Æ�ÜqÀ»Á`À�¿�Ä�À�¿uÐuÑgîOÅ�Æu½XêS¿�È+êS¿uÏÒÄ�È9ÏÒÁ�¹ñâ À»Á_	WÀ�¿�À»Ã�Å�Ä�Æ�ÏÒÀ��ñÏÒÆ3À»Ü-¼¾ÏÒÆ�ÏÒÀ�ÐuÑ�Å�éñÏÒÆu½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÝ»Ý�Ï
	WÀ�¿�À%�
ÃOÏÒÁ\À�¿�ÄlÈ+ê`Ü ¼¾ÏÒÀ�¿�é`À�ÏÒÝUÂbÀ�Ïnú�Á`È0½XÑ`Ý�Â`ÏÒÆ ÓJÀ»Äu½XÆ)�ñÏÒÀ»Ä�ÏÒÆåÀ»ÁùÏÒÀ»ÁSÏÒÆ ú6�`Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î+H\¬�ÏnäUÏÒÁ`À»Î�ÏÒÆ ÓJÀ»Ä��
½XÆ)�ñÏÒÀ»Ä�ÏÒÆ1�
Â`Ï+¿�Ä�Å Ñ
ï�ÑSÏÒÆWÂbÀ�Ï�*ûÏ���½XÑ`Æ1�`ÂS½�¿�¿WÏÒÀ»ÁSÏ"&�Æu½XÁS¿Ç½XÃ�Ä�À�Å�Á Á`À�ÐuÑ�ÄWÃOÅ�Æ�Æ�ÏÒÃ�Ä�½XêS¿�Î�Ï��N;`Ñ`Æ�ÄWä�À»Æ�Â�¹
��Ü�Ün½XÄ�ÑSÏÒÜn½XÄ�À�¿�ÐuÑSÏÒÁµË�À»Á`ÁSÏ�îOÏÒÆ�¿�Ä�ÏÒÑ�ÄEÜn½XÁeê`Á�Ä�ÏÒÆUÏÒÀ»ÁSÏÒÜ 	WÀ�¿�À»ÃOÅ�Ä�Æ�ÏÒÀ��ñÏÒÆ�ÏÒÀ»ÁSÏ¾2Hê���½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�Ï��
îOÅ�Á Â`ÏÒÆ�Â`ÏÒÆ6��Á�Ä�ÏÒÁS¿�À»ÄuÔXÄ�¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ

λ
Â`ÏÒÆ3Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È9½XÑSÝöîOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý�ê`Á`Î�½8�`Ñ
ÔXÁ`Î�Ä1�
Â�¹ Ñ�¹

P(N = n|Λ = λ) = e−λ λn

n!

� À�Ïlê`ÁK�ñÏ+ÂbÀ»Á`Î�Ä�ÏjË<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`Ý»î�ÏÒÆ�ÄuÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î ÏÒÆ�Ñ
ÔXÝ»Ä3Ün½XÁgÂbê`Æ�ÐuÑgÓµÀ�¿uÐuÑSÏÒÁJÜqÀ»Ä3Â`ÏÒÆ4�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î
îOÅ�Á

Λ
¹`Óg½XÁ ¿�éSÆ�À�ÐuÑ�Ä�½XêSÐuÑ î�Å�ÁµÏÒÀ»ÁSÏÒÜ ÓJÀ»¿uÐuÑ�ê`Á`Î�¿�ÜjÅ�Â`ÏÒÝ»Ý�¹

P(N = n) =







∑∞
λ=0 P(N = n|Λ = λ) P(Λ = λ)

�=;`ÆWÂbÀ�¿�Ã<Æ�ÏÒÄ�Ï+¿
Λ
ÜqÀ»Ä�\ÏÒÆ�Ä�ÏÒÁJ½XêS¿

N0

∫

P(N = n|Λ = λ) d PΛ(λ)
�=;`ÆW¿�ÄuÏ²Ä�ÀöÎjîOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»Ä�Ï+¿

Λ
¹

� ÏÒÆ3â ÀöÁ!¶SêE-�Â`Ï+¿4	�À»¿�À»Ã�Å�Ä�Æ�ÏÒÀ��ñÏÒÆ�¿û½Xê���Â`ÏÒÁ�Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁgä�À»Æ�ÂµÜjÏÒÀ�¿�Ä!;E�ñÏÒÆûÂbÀ�Ï Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`Ý»îOÏÒÆ��
Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎlÜjÅ�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�Ä1�OäUÏÒÀ»Ý
¿�À�ÐuÑjÂS½XÁ`Á
�MÅ�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`ÏÒÆ<� Å�Æ�Ä�ÏÒÀ»Ý
ÏÒÆ�Î�À��`Ä1H±'À»Æ�Ân½XÁ`Î�ÏÒÁSÅ�ÜqÜjÏÒÁ���ÂS½�¿�¿ Â`ÏÒÆ

¸�Ì
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	�À�¿�À»ÃOÅ�Ä�Æ�ÏÒÀ��ñÏÒÆ

Λ
ÎO½XÜqÜn½9î�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ÄWÀ�¿�ÄUÜqÀ»ÄWÂ`ÏÒÁ�¨Q½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�Á

α
ê`ÁSÂ

β
�b¿�Å ÏÒÆ�Ñ
ÔXÝ»Ä�Ün½XÁµ½XÝ�¿'	�Ï��

¿�ê`Ý»Äu½XÄ1�0ÂS½�¿�¿LÂbÀ�Ï ê`ÁB�ñÏ+ÂbÀ»Á`Î�Ä�Ï/�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î3Â`ÏÒÆVË<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`ÝbÏÒÀ»ÁSÏ ¼ ÏÒÎO½XÄ�À»îK�`À»ÁSÅ�ÜqÀ�½XÝ»î�ÏÒÆ�Ä�Ï+À»Ý»ê`ÁSÎ
À�¿�ÄI5nÎ�ÏÒÁ
½XêSÏÒÆ

N ∼ NegBin
(

α, 1
β+1

)

.

P(N = n) =

∫ ∞

0
e−λ λn

n!

1

Γ(α)
β−α λα−1e−

1
β

λ d λ =

∫ ∞

0
e
−λ » 1+ 1

β ¼ λn+α−1

Γ(α) n!
β−α d λ

=
β−α

Γ(α) n!

∫ ∞

0
e−λ(1+ 1

β
) λn+α−1d λ =

β−α

Γ(α) n!
Γ(α + n)

(

1

1 + 1
β

)α+n

=
β−α Γ(α + n)

Γ(α) n!

(

1

1 + 1
β

)α (

1

1 + 1
β

)n

=

(

n + α − 1

n

) (

1

β + 1

)α
(

1

1 + 1
β

)n

.

ªI�´�Mµ<Å[Æ[É[£1§+¯\�[Ã�¡vÄ�¥�µËÅ[Æl�(¡vÄ(�l��§��\Æ¦æ¢½9Ä(¥¹£1Äl�NæC¯¦�[Ã
¼ ½�ÐuÑSÂ`ÏÒÜ Ün½XÁø¿�À�ÐuÑ��N;`Æ ÏÒÀ»ÁSÏF�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿��M½XÜqÀ»Ý»À�Ï?ÏÒÁ�Ä�¿�ÐuÑ`À�Ï+Â`ÏÒÁøÑ
½XÄ1�UÃ�½XÁ`Á Ün½XÁ È+êøÏÒÀ»ÁSÏÒÆ
Ë�Ä�À�ÐuÑ`é`ÆuÅb�ñÏ

x = (x1, . . . , xn)
ÂbÀ�ÏJ¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆqÂ`ÏÒÆ Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`Ý»îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»êSÁ`Î)ÜqÀ»Ä ÏÒÀ»ÁSÏÒÆåÂ`ÏÒÆ

Åb�ñÏÒÁµÎ�ÏÒÁ
½XÁ`Á�Ä�ÏÒÁJÓJÏÒÄ�Ñ
ÅOÂSÏ²ÁJ¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÁ�¹
��Á�Ä�ÏÒÆ�¿�Ä�ÏÒÝ»Ý�ÏÒÁµä�À»Æ�ÏÒÀ»ÁSÏ,¨�Å�À�¿u¿�Å�Á��f� ÏÒÆ�ÄuÏ²À»Ý»ê`Á`Î©�N;`Æ�ÂbÀ�Ï�È+ê���ÔXÝ»Ý»À»Î�Ï Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`Ý

N
�S¿uÅ Ý�Ô8-�Ä�¿�À�ÐuÑ

ÂbÀ�Ï � À�ÐuÑ�Ä�Ïµ½Xê���ÂbÀ�Ï À»Á ¨V½XÆu½XÎ�Æu½Xé`Ñ Ìb¹¡¸?½XÁ`Î�Ï+¿�é`Æ�Å�ÐuÑSÏÒÁSÏJÍ
Å�Æ�ÜÂ�`Æ�À»Á`Î�ÏÒÁ��EäUÏÒÀ»Ý�ÂbÀ�ÏL¨�Å�À�¿�¿�Å�Á��
�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎnÈ+ê`ÆWâQã<éñÅ�ÁSÏÒÁ�Ä�À�½XÝ%��½XÜqÀ»Ý»À�ÏlÎ�ÏÒÑSï�Æ�Ä9¹
â ¿WÎ�À»ÝöÄ�H

e−λ λx

x!
=

1

x!
ex ln λ−λ = C(θ) eθ T (x) g(x) = eθ T (x)−a(θ) g(x),

äUÅb�ñÏÒÀ
a(y) = ey, T (x) = x, θ = ln λ, a(θ) = λ

êSÁSÂ
g(x) =

1

x!
.

¸ À�ÏÒÆu½XêS¿�ÏÒÆ�Î�À��`Ä�¿�À�ÐuÑµÂbÀ�Ï"O�Å�Îb�yO�À»ÃOÏÒÝöÀ»ÑSÅ<Å�ÂK�¹*ûÝ�ÏÒÀ�ÐuÑ�êSÁ`Î+�9�`È+ä�¹SÂ`ÏÒÆ�Ó:OùË<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ
n
∑

i=1

T (xi) = n
∂a

∂θ
(θ) = n a′(θ) ⇒

n
∑

i=1

xi = n eθ = n λ ⇒ λ̂ =
1

n

n
∑

i=1

xi .

����������������¾�� (?ñ�éoq�ëbé)ëbýJñ7ìyñ�é/$8ñ/ �ìa
�é
θ
þ�ð7ì4þNî��bþfñ}ð^ñ7ý¿��ëbÿNÿ'ñ�þNî'�bþNýJñ�îEð�þ]
bî[ëbÿ<íKî'�_ý@ëbî bëbî+î�ñ�þ�ï�ñ�î9ì=ÿ�þoø�ù³î+þoø�ùBìz$&
bîp��ëbé7ì=þfñ�ÿ ÿ´ñ�î ¨ `�ÿ´ñ�þ=ì=íBîKï�ñ�îSða��é½ñ½ø�ùEñ�î!8���ë��bþfñoqÀ
bþ ðnðA
�î+ö8ô+ñ7é�ìyñ�þNÿ�íBîBï

î9íBéLñ�þNî[ñ�î�q'ëbé)ëbýJñ7ìyñ7é1`½ñ�ð}þ=ì�û^ì4* ¨ íBðpnWé/gBî'�Bñ�î\�Bñ�é ¨ î�ëbÿ�
nïbþoñ¿û7íKý¿q�ëbé)ë1ïbé)ë/�9ù�ñ�î\gx`nñ�éGò¥�
÷lø�ùKú�ì�û�ñ�é,ê�íKé���ñ��bþfñ}ð^ñzÁ�
±ìfë�ì=þ]
�îI��ñ7î+î'
�ø�ù%$8ñ�é�ê/ñ�î'��ñ7ì4*
Í\;`Æ�ÏÒÀ»ÁSÏµÁSÏÒÎO½XÄ�À»îK�`À»ÁSÅ�ÜqÀ�½XÝ»îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ�Ý»Ä�ÏÊ2Hê���½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�Ï1Â ∼ NegBin(r, p)

¿�À»ÁSÂ'Â`ÏÒÆ�âQÆ�ä¾½XÆ��
Ä�ê`Á`Î�¿�äUÏÒÆ�ÄWê`ÁSÂ ÂbÀ�Ï"��½XÆ�À�½XÁ`È�Î�ÏÒÎ�Ï7�ñÏÒÁµÂbê`ÆuÐuÑ

E(X) = r(1 − p)/p
ê`ÁSÂ

V ar(X) = r(1 − p)/p2.

¸XÊ
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��x��<{���ÿ�w��
��Áª	�ÏÒÀ�¿u¿}·8&¾ÑSÅ�Ün½�¿J�M¸�ë�ëbº�����Ë<ÏÒÀ»Ä�Ï º9ë�ß_äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ\ÂbÀ�Ï«¨Q½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆlÂ`ÏÒÆ ¼ ÏÒÎO½XÄ�À»îK�`À»ÁSÅ�ÜqÀ�½XÝ»î�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ��
Ý»ê`Á`ÎùÂbê`Æ�ÐuÑàÂbÀ�ÏJÓJÅ�ÜjÏÒÁ�Ä�ÏÒÁ`ÜjÏÒÄ�ÑSÅ<Â`ÏJÎ�Ï+¿�ÐuÑHÔXÄ�È+Ä9¹�Óg½XÁ'ÏÒÆ�¿�ÏÒÄ�È+ÄeÂSÏ²ÁàâQÆ�ä¾½XÆ�Ä�ê`Á`Î�¿�äUÏÒÆ�Ä_ê`ÁSÂ
ÂbÀ�Ï¿��½XÆ�À�½XÁ`È Âbê`Æ�ÐuÑ

x̄
ê`ÁSÂ

s2 ��î�Î�Ý�¹'�MÌ�½±�lê`ÁSÂU�MÌ8���½��ê`ÁSÂùÝ�ï�¿�Ä ÂbÀ�Ï�¿�À�ÐuÑ ÂS½XÁ`Á ÏÒÆ�Î�Ï7�ñÏÒÁSÂ`ÏÒÁ*ûÝ�ÏÒÀ�ÐuÑ�ê`Á`Î�ÏÒÁµÀ»Á
r
ê`ÁSÂ

p
¹`ú�Ý»¿�Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ�ÏÒÆ�Ñ
ÔXÝ»Ä�Ün½XÁ

p̂ = x̄/s2, r̂ = x̄2/(s2 − x̄).

ªI�´ÀMµ<Å[Æ[�(¡¦Ä(�l��Æ�Ã�Æ[Ä
��Ü *ûÏÒÎ�ÏÒÁS¿Ç½XÄ�ÈåÈ+ê`Ü¶��ÓJúØ�ñÏÒÁSï�Ä�À»Î�Ä3Ün½XÁ:�ñÏÒÀ»Ü O � ú ÏÒÀ»ÁSÏ Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È+ê`Á`Î�Â`ÏÒÆ�Î�Ï+¿u½XÜåÄ�ÏÒÁ?Ë<ÐuÑ
½��
Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏÒÁ�î�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`ÁSÎ+�Hê`Ü ¿�é
ÔXÄ�ÏÒÆ�ÜqÀ»Ä ¸ À»Ý%�MÏ�îOÅ�Á��Úº��¾ê`ÁSÂJÂ`ÏÒÆûË<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È9½XÑSÝöîOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý�ê`Á`Î�ÂbÀ�Ï
�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎeÂ`Ï+¿'�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�Ï+¿

L
È+ê��ñÏÒÆ�Ï+ÐuÑ`ÁSÏÒÁ�¹

2Hê`Æ�ÓJÅ�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�ê`Á`ÎeÂ`ÏÒÆ�Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏ�Î�ÏÒÑSÏÒÁ ä�À»Æ�îOÅ�Á�éñÅ�¿�À»Ä�À»î�ÏÒÁ��`ê`Á
½8�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î�ÏÒÁµê`ÁSÂ�À�Â`ÏÒÁ��
Ä�À�¿uÐuÑJî�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»Ä�ÏÒÁÊ2Hê���½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�Ï²Á

Xi : (Ω, A) → (R, B)
ÜqÀ»ÄûÂ`ÏÒÆ3¼¾Å�Æ�ÏÒÝ�¿�ÐuÑSÏÒÁ

σ
�Cú�Ý»Î�Ï7�`Æu½

B½XêS¿��`Â�¹ Ñ�¹
Xi > 0, Xi ∼ X ∀ i.

\ÏÒÁ`ÁøÜn½XÁ�ÂbÀ�Ï?ÏÒÜqé`À»Æ�À�¿�ÐuÑSÏÒÁ � ½XÄ�ÏÒÁ�Â`ÏÒÆ)Ë<ÐuÑ
Ô�Â`ÏÒÁ �ñÏÒÄ�Æu½�ÐuÑ�Ä�ÏÒÄ1��ÂbÀ�Ï�Âbê`Æ�ÐuÑ�Å�éñÏÒÆu½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÝ»Ý�Ï
	�À�¿�À»ÃOÏÒÁ�îOÏÒÆ�ê`Æ�¿u½�ÐuÑ�ÄWä�ê`Æ�Â`ÏÒÁ��
¿�Ä�ÏÒÝ»Ý»ÄWÜn½XÁ���Ï+¿�Ä1�`ÂS½�¿�¿WÏ+¿�Ë<ÐuÑ
Ô�Â`ÏÒÁµÜqÀ»Ä

• Î�Æ�Åb-�ÏÒÆ ¸ ÔXê�0SÎ�ÃOÏÒÀ»ÄWê`ÁSÂ Î�ÏÒÆ�À»Á`Î�ÏÒÆ ¸ ï�ÑSÏ
• ÜqÀ»Ä�Ä�Ý�ÏÒÆ�ÏÒÆ ¸ ÔXê�0SÎ�Ã�ÏÒÀ»ÄWê`ÁSÂ ¸ ï�ÑSÏûê`ÁSÂ
• Î�ÏÒÆ�À»Á`Î�ÏÒÆ ¸ ÔXê�0SÎ�Ã�ÏÒÀ»ÄWê`ÁSÂ Î�Æ�Åb-�ÏÒÆûË<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏ�Î�À��`Ä9¹

� À�ÏûÝ�ÏÒÄ�È+Ä�Ï"3�½XÄ�ÏÒÎ�Å�Æ�À�Ï�À�¿�Ä�ÂbÀ�Ï¹ÐÚÏÒÁ`À»Î�Ï��SÂbÀ�Ï4�=;`Æ�ÂS½�¿'��ÁS¿�Ä�À»Ä�ê`ÄWÂbÀ�Ïqð Î�Ï��MÔXÑ`Æ�Ý»À�ÐuÑS¿�Ä�Ï�ð`À�¿�Ä1�<äUÏÒÀ»Ý�¿uÐuÑSÅ�Á
ÏÒÀ»Á�ÏÒÀ»Á`Ün½XÝ»À»Î�ÏÒÆåË<ÐuÑ
½�ÂSÏ²Á?ÂbÀ�Ï+¿�ÏÒÆ�ú�Æ�Ä3È+ê`Ü#	Wê`À»ÁF�N;`Ñ`Æ�ÏÒÁgÃ�½XÁ`Á�¹ � À�Ï âVãbÀ�¿�Ä�ÏÒÁ`Èq¿�Å�Ý�ÐuÑSÏÒÆlË<ÐuÑ
Ô��
Â`ÏÒÁù¿�é`À�ÏÒÎ�ÏÒÝ»Äå¿�À�ÐuÑ\À»ÁsÏÒÀ»ÁSÏÒÆå¿�Å�Î�ÏÒÁ
½XÁ`Á�Ä�ÏÒÁ ¿�ÐuÑ�äUÏÒÆ�ÏÒÁùÍLÝ�½XÁ`ÃOÏ:��ÑSÏ9½9îBA�Äu½XÀ»Ý ��Â`ÏÒÆ Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï8�
ÑSÏÒÁ�îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î\ä�À�Â`ÏÒÆ9¹]�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�Ï�À»Á Î�Æ�Åb-�ÏÒÆ ¸ ï�ÑSÏ�Ñ
½8�ñÏÒÁ ÏÒÀ»ÁSÏ�Á`À�ÐuÑ�ÄqÈ+ê îOÏÒÆ�Á
½�ÐuÑ`Ý�Ô�¿�¿�À»Î�ÏÒÁSÂ`Ï
â À»Á�Ä�Æ�À»Ä�Ä�¿�ä¾½XÑ`Æ�¿�ÐuÑSÏÒÀ�Á`Ý»À�ÐuÑSÃ�ÏÒÀ»Ä9¹ � À�Ï¾�EÏ²Æ�Ä�ÏÒÀöÝ»ê`ÁSÎjîOÅ�Á

X
À»Á À»Ñ`Æ�ÏÒÆ4*ûÏ+¿u½XÜåÄ�ÑSÏÒÀ»ÄWÜqÀ»Ä�ÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�ÏÒÀ»Á`È+À%�

Î�ÏÒÁJÄ�ÑSÏ+Å�Æ�ÏÒÄ�À�¿�ÐuÑSÏÒÁ_� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î_ê`ÁSÂµÑ`À»Á`Æ�ÏÒÀ�ÐuÑSÏÒÁSÂ`ÏÒÆ,*�ÏÒÁ
½Xê`À»Î�Ã�ÏÒÀ»Ä3È+êµÜjÅ�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�ÏÒÁgÀ�¿�Ä�À»ÁJÂ`ÏÒÁ
ÜjÏÒÀ�¿�Ä�ÏÒÁµÍQÔXÝ»Ý�Ï²ÁµÁ`À�ÐuÑ�ÄWÜjï�Î�Ý»À�ÐuÑ�¹
ú�êS¿�ÂbÀ�ÏÒ¿uÏÒÜ¶*ûÆ�ê`ÁSÂ Ä�ÏÒÀ»Ý»Ä�Ün½XÁJÂ`ÏÒÁc\ÏÒÆ�Ä�Ï7�ñÏÒÆ�ÏÒÀ�ÐuÑ)Â`ÏÒÆ3Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏÒÁJÀ»ÁµÂ`ÏÒÁJ¼UÏÒÆ�ÏÒÀ�ÐuÑJÂ`ÏÒÆ
ð ÁSÅ�Æ�Ün½XÝ�ÏÒÁ�ð�ê`ÁSÂàÂ`ÏÒÆ�ðóÏ²ãbÄ�Æ�ÏÒÜjÏÒÁ�ðI�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�ÏJê`Á
Â �ñÏÒÄ�Æu½�ÐuÑ�Ä�ÏÒÄ��ñÏÒÀ�Â`Ï)Î�ÏÒÄ�Æ�ÏÒÁ`Á<Ä9¹¾ú�Ý�¿_ÁSÅ�Æ�Ün½��
Ý�Ï_Ë<ÐuÑ
Ô�Â`ÏÒÁs¿�À»ÁSÂ?¿�Å�Ý�ÐuÑSÏjÜqÀ»Ä�ÑSÅ�ÑSÏÒÆ ¸ ÔXê�0SÎ�ÃOÏÒÀ»Ä�ê`ÁSÂ?Î�ÏÒÆ�À»Á`Î�ÏÒÜM�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�ê`ÁSÂ\ÂbÀ�ÏqÜqÀ»Ä�Ä�Ý�ÏÒÆ�ÏÒÁ
Ë<ÐuÑ
Ô�Â`ÏÒÁJÈ+êµ¿�ÏÒÑSÏÒÁ�¹ ¼ ê`Á äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁµÀ»ÁµÂ`ÏÒÆ6¨QÆu½kãbÀ�¿WÁ`À�ÐuÑ�Ä�½XÝ»Ý�ÏlÅ�éñÏÒÆu½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÝ»Ý�ÏÒÁ:�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�Ï�À»ÁµÏÒÀ»ÁSÏ
� ½XÄ�ÏÒÁB�
½XÁ`Ã ½Xê���Î�ÏÒÁSÅ�ÜqÜjÏÒÁ��E¿�Å�ÁSÂ`ÏÒÆ�Á Á�ê`ÆjÂbÀ�Ï¹Ð�ÏÒÁ`À»Î�ÏÒÁ ½8�FÏÒÀ»ÁSÏÒÆqÎ�ÏÒä�À�¿u¿�ÏÒÁ ¸ ï�ÑSÏ

l
¹ � ½XÆ�ê`Á��

Ä�ÏÒÆjÝ»À�ÏÒÎ�ÏÒÁ ÃOÏÒÀ»ÁSÏJË<ÐuÑ
Ô�Â`ÏÒÁ îOÅ�Æ1�\�MÅ�Ý»Î�Ý»À�ÐuÑFÀ�¿�ÄnÂ`ÏÒÆn¼¾ÏÒÆ�ÏÒÀ�ÐuÑ'Â`ÏÒÆµð ÁSÅ�Æ�Ün½XÝ�ÏÒÁ�ðUË<ÐuÑ
½�ÂSÏ²Á
¿�ÑSï�ÑSÏÒÁ
�ñÏ+¿uÐuÑ`ÆuÔXÁ`Ã�Ä9¹[2Hê ÏÒÀ»ÁSÏÒÆWÎ�ÏÒÎ�Ï7�ñÏÒÁSÏÒÁ�Ë<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï

u
ÏÒÆ�Ñ
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N := {Xi |Xi < u} ê`ÁSÂ E := {Xi |Xi ≥ u}.
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Å�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`Ï+¿1H
º�¹Wú�Á`Á
½XÑ`ÜjÏ�H � ÏÒÆUÈ+ê��MÔXÝ»Ý»À»Î�Ï�Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁ
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ÏÒÀ»ÁSÏ+¿¾Å�éñÏÒÆu½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÝ»Ý�ÏÒÁ��EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�Ï+¿�À�¿�ÄUÁ
½�ÐuÑ_ê`Á�Ä�ÏÒÁ

�ñÏ+¿�ÐuÑ`ÆuÔXÁ`Ã<Ä1�SÂ�¹ Ñ�¹
X ≥ l
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½XÑ`ÜjÏ�H � ÏÒÆ¾Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁ

X
�ñÏ+ÂbÀ»Á`Î�Ä¾ÂS½XÁ
½�ÐuÑ���ÂS½�¿�¿�ÏÒÆEÎ�Ï²Æ�ÀöÁSÎ�Ï²Æ�½XÝ�¿
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À�¿�Ä1��îOÏÒÆ�Ñ
ÔXÝ»ÄU¿�À�ÐuÑ

ä�À�ÏlÏÒÀ»ÁSÏ�Ý�Å�Î�ÁSÅ�Æ�Ün½XÝ»îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»Ä�Ï
2Hê��M½XÝ»Ý�¿�î�½XÆu½XÀ��`Ý�Ï
Y
Î�ÏÒÎ�Ï7�ñÏÒÁ��
ÂS½�¿�¿

Y
À»Ü �CÁ�Ä�ÏÒÆ�î�½XÝ»Ý

[ l, u ]Ý»À�ÏÒÎ�Ä1�SÂ�¹ Ñ�¹
P (X ∈ · |X ≤ u) = P (Y ∈ · |Y ∈ [ l, u ])

�Má±�
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Ìb¹Wú�Á`Á
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½XÝ��_Â`ÏÒÆ�Ë<ÐuÑ<äUÏÒÝ»Ý�Ï
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îOÏÒÆ�Ñ
ÔXÝ»ÄE¿�À�ÐuÑnÂbÀ�Ï�Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏÒÁ�î�ÏÒÆ�Ä�Ï+À»Ý»ê`ÁSÎlä�À�Ï

ÏÒÀ»ÁSÏ�*¾¨ � �SÂ�¹ Ñ�¹
P (X ∈ · |X > u) = Gξ,u,σ( · ). �Úº9ë±�

¸ À�ÏÒÆu½XêS¿�ÏÒÆ�Î�À��`Ä�¿�À�ÐuÑ À»ÁS¿�Î�Ï+¿u½XÜåÄ'�=;`ÆWÂbÀ�Ï"� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎeÂ`ÏÒÆ3Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏÒÁ¯�
A ∈ B

��H
P (X ∈ A) = P (X ∈ A |X > u) P (X > u) + P (X ∈ A |X ≤ u) P (X ≤ u).
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Ô�Â`ÏÒÁ
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ê`ÁSÂ?ðóÏ²ãbÄ�Æ�ÏÒÜjÏÒÁ�ðñË<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁJÂS½XÆ�È+êS¿�Ä�ÏÒÝ»Ý�ÏÒÁ�¹
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½XÝ��eÂ`ÏÒÆ�ÏÒÆ � ½XÄ�ÏÒÁnÂ`ÏÒÆEÏÒÀ»Á`Î�ÏÒÄ�Æ�ÏÒÄ�ÏÒÁSÏÒÁ�Ë<ÐuÑ
Ô�Â`ÏÒÁnÁ`À�ÐuÑ�Ä
Æ�ÏÒÎ�À�¿�Ä�Æ�À�ÏÒÆ�ÄWä�ê`Æ�Â`ÏÒÁ�¹
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ÔXÄ�È+ê`Á`Î?ÜqÀöÄqÏÒÀ»Á`È+êE�ñÏÒÈ+À�ÏÒÑ
ÏÒÁ��QÜåêS¿�¿
ÂbÀ�Ï � À�ÐuÑ�Ä�ÏlÂ`ÏÒÆ�½XÁ`Î�ÏÒÁSÅ�ÜqÜjÏÒÁSÏ+ÁFO�Å�Î�ÁSÅ�Æ�Ün½XÝ»îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»êSÁ`Î_¿�Å ÜjÅ�ÂbÀ%0SÈ+À�ÏÒÆ�Ä�äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ��
ÂS½�¿u¿W¿�À�Ï�È+ê
Â`ÏÒÆE½8�`Î�Ï+¿�ÐuÑ`Á`À»Ä�Ä�ÏÒÁSÏÒÁ@�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿���ê`Á`Ã�Ä�À�Å�Ájé
½�¿�¿�Ä9¹�ú�êS¿QÂ`ÏÒÆQÅb�`À»Î�ÏÒÁjÍ
Å�Æ�ÜjÏÒÝ��Má±��ÏÒÆ�Î�À��`Ä ¿�À�ÐuÑ

P (Y ≤ y |Y ∈ [ l, u ]) =
P (d ≤ Y ≤ y)

P (Y ∈ [ l, u ])
=

F (y) − F (l)

F (u) − F (l)

⇒ f∗(y) =
f(y)

F (u) − F (l)

ÜqÀ»Ä

Y
Ý�Å�Î�ÁSÅ�Æ�Ün½XÝ»îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ÄuÏ?2Hê���½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�Ï

l, u
Ë<ÐuÑ`ÆÇ½XÁ`Ã�ÏÒÁ

F
�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿���ê`Á`Ã�Ä�À�Å�ÁµîOÅ�Á

Y

f
� À�ÐuÑ�Ä�Ï�îOÅ�Á

F

f∗
�ñÏ+ÂbÀ»Á`Î�Ä�Ï � À�ÐuÑ�Ä�Ï

� À�ÏLO�Å�Î�ÁSÅ�Æ�Ün½XÝ»îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý�ê`Á`Î Â`ÏÒÆG2Hê���½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�ÏÒÁ
Y
À�¿�ÄjÎ�ÏÒÎ�Ï7�ñÏÒÁàÂbê`Æ�ÐuÑ

ln Y ∼ N (µ, σ)
�

Â�¹ Ñ�¹
F (y) = P (Y ≤ y) = P (ln Y ≤ ln y) = N (µ, σ) (ln y)

ê`ÁSÂ

F (y) =
1√
2π σ

∫ ln y

−∞
e−

1
2(

t−µ
σ )

2

dt.

� À�Ï � À�ÐuÑ�Ä�Ï�Â`ÏÒÆ6O�Å�Î�ÁSÅ�Æ�Ün½XÝ»îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»êSÁ`ÎeÀ�¿�Ä�Î�ÏÒÎ�Ï7�ñÏÒÁJÂbê`Æ�ÐuÑ

f(y) =
1√
2π σ

1

y
e−

1
2(

ln y−µ
σ )

2

.

���������������ÆÅ+� ("þfñpq'ëbé)ëbýJñ7ìyñ�é���ñ�ép��
½ï�î'
bé�ý
ë�ÿ�$8ñ7é�ìyñ�þNÿ�íBîBï
µ := E(ln Y )

íBî+�
σ :=

√

V ar(ln Y )
ñ7î9ìNða��énñ)ø7ù�ñ�îcî+þoø�ùBìU��ñ7ý�èIé�ê<ëbé7ì=íBîBïbð}ê/ñ�é7ì[8G`½û7êN*���ñ�é6÷�ìfëbî'��ëbé��±ë�`�ê/ñ7þ=ø7ù�íBîBï���ñ�é �í/.^ëbÿ ÿqð/$�ëbé�þ=ë�`�ÿ�ñ7î

Y
*f(,þoñ}ð1ñ,ð}þ î+��ï�ñfï�ñk`nñ7îÇ�bíKé)ø�ù

E(Y ) = eµ e
σ2

2
íKî'� √

V ar(Y ) =

√

eσ2 (eσ2 − 1) e2 µ.

ò_ëbîp`nñ½ë±ø�ùBìyñ/8,�±ë8ð}ð¾ðA
bê2
bù�ÿ<.{0aÈ/6@ëbÿÇðDë�í�ø�ùb��04È/6�$&
bîÇ`½ñ7þ]��ñ7î~q'ëbé)ëbýJñ7ìyñ7é}îÊë�`}ù�úbîBï�ñ�î�*
Ë<ÏÒÀ�ÂbÀ�Ï ê`Á�Ä�ÏÒÆ�ÏgË<ÐuÑ`Æu½XÁ`ÃOÏ

l
ê`ÁSÂ ÂbÀ�ÏµÅb�ñÏÒÆ�Ï

u
�ñÏÒÃ�½XÁ`Á�Änê`ÁSÂFÝ»À�ÏÒÎ�ÏÒÁà¼UÏ+Åb�
½�ÐuÑ�Ä�ê`Á`Î�ÏÒÁ

x =
(x1, . . . , xn)

½XêS¿ Â`ÏÒÜÙ��Á�Ä�ÏÒÆ�î�½XÝ»Ý
[ l, u ]

îOÅ�Æ9¹ � À�Ï©¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ
µ
ê`ÁSÂ

σ
Â`ÏÒÆ?O�Å�Î�ÁSÅ�Æ�Ün½XÝ»î�ÏÒÆ��
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Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎeÃ�ï�Á`Á
Ï²ÁµÜqÀ»Ä�Ä�ÏÒÝ�¿�Â`ÏÒÆ�Ó)½kãbÀ»Üåê`Ü«�yO�À»ÃOÏÒÝ»À»ÑSÅ�Å�Â)ÓJÏÒÄ�ÑSÅ�Â`Ï�Î�Ï+¿uÐuÑ
ÔXÄ�È+Ä�äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ�¹
ú�Ý�¿6O�Å�Îb�
O�À»Ã�ÏÒÝ»À»ÑSÅ�Å�ÂK�CÍSê`Á`Ã<Ä�À�Å�Á:�ñÏÒÈ+À�ÏÒÑ�ê`Á`Î�¿�äUÏÒÀ�¿�ÏDO�Å�Îb�yO�À»Ã�ÏÒÝ»À»ÑSÅ<Å�ÂK�¹*ûÝ�ÏÒÀ�ÐuÑ�êSÁ`Î�ÏÒÁ)ÏÒÆ�Ñ
ÔXÝ»Ä�Ün½XÁ�H

Lθ(x) =
n
∑

i=1

ln f∗(xi) =
n
∑

i=1

ln

(

f(xi)

F (u) − F (l)

)

⇒

∂

∂µ
Lθ(x) =

∂

∂µ

n
∑

i=1

ln

(

f(xi)

F (u) − F (l)

)

!
= 0

∂

∂σ
Lθ(x) =

∂

∂σ

n
∑

i=1

ln

(

f(xi)

F (u) − F (l)

)

!
= 0.

¸ À�ÏÒÆUÜåêS¿u¿UÜn½XÁ ÏÒÀöÁ�Á�ê`ÜjÏÒÆ�À�¿�ÐuÑSÏ+¿'�EÏ²Æ)�M½XÑ`Æ�ÏÒÁ�È+ê`Æ'O�ï�¿�ê`Á`ÎqÂ`ÏÒÆ6*3Ý�ÏÒÀ�ÐuÑ�ê`Á`Î�ÏÒÁ ÑSÏÒÆu½XÁ`È+À�ÏÒÑSÏÒÁ�¹
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u < xR(F )0fþ�6
eFµ,σ(u) = σ eF

(x−µ
σ

)
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eGξ,0,σ

(u) = σ−ξ u
1−ξ
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X ∼ F
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Y := σ X + µ ∼ Fµ,σ
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eFµ,σ(u) = E(Y − u |Y > u) = E

(

σ

(

X − u − µ

σ

)

∣

∣

∣
X >

u − µ

σ

)

= σ E

(

X − u − µ

σ

∣

∣

∣X >
u − µ

σ

)

= σ eF

(

u − µ

σ

)

.
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E((X − u) 1{X>u}) =

∫ ∞

u
(X − u) d F (x) = lim

R→∞

∫ R

u
(X − u) f(x) d x

= lim
R→∞

(

[

(x − u) F (x)

]R

u

−
∫ R

u
F (x) d x

)

= lim
R→∞

(

(R − u) F (R) −
∫ R

u
F (x) d x

)

= lim
R→∞

(∫ R

u
1 d x −

∫ R

u
F (x) d x

)

= lim
R→∞

∫ R

u
(1 − F (x)) d x =

∫ ∞

u
(1 − F (x)) d x

Ý�Ô�¿�¿�ÄW¿�À�ÐuÑ ÂbÀ�Ï�ÜqÀ»Ä�Ä�Ý�ÏÒÆ�ÏlâVã<È9Ï+¿u¿���ê`Á`Ã<Ä�À�Å�Á Î�Æ�ê`ÁSÂ`¿uÔXÄ�È+Ý»À�ÐuÑ)½XêSÐuÑ À»ÁµÂ`ÏÒÆ�Í
Å�Æ�Ü

eF (u) =
E( (X − u) 1{X>u})

P (X > u)
=

∫∞
u (1 − F (x)) d x

P (X > u)

¿�ÐuÑ`Æ�ÏÒÀ��ñÏÒÁ�¹

Ì�ë



·)¸
��x��<{���ÿ�w��
¸ À�ÏÒÆu½XêS¿W�MÅ�Ý»Î�Ä'�N;`ÆWÏÒÀ»ÁSÏ�âVãbéñÅ�ÁSÏÒÁ�Ä�À�½XÝ»îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»êSÁ`Î

F = G0

1

1 − F (u)

∫ ∞

u
(1 − F (x)) d x =

1

e−u

∫ ∞

u
e−x d x =

1

e−u

[

−e−x

]∞

u

= 1

⇒ eG0,µ,σ(u) = σ
�`Â�¹ Ñ�¹SÂbÀ�Ï�ÓJâ Í À�¿�Ä�ÃOÅ�ÁS¿�Äu½XÁ�Ä9¹

Í\;`Æ
ξ 6= 0

ÏÒÆ�Ñ
ÔXÝ»Ä�Ün½XÁ

eGξ
=

1

(1 + ξ u)
− 1

ξ

∫ ∞

u
(1 + ξ x)

− 1
ξ d x.

� ½�¿���Á�Ä�ÏÒÎ�Æu½XÝ�ÃOÅ�Á�î�ÏÒÆ�Î�À�ÏÒÆ�ÄWÁ�êSÆW�=;`Æ
0 < ξ < 1

¹ � ½XÁ`Á Î�À»Ý»Ä
∫ ∞

u
(1 + ξ x)

− 1
ξ d x =

1

1 − ξ
(1 + ξ u)

− 1
ξ
+1

⇒ eGξ,µ,σ
(u) =







1+ξ u
1−ξ , 0 < ξ < 1

∞, 1 ≤ ξ

.

ú�êS¿�ÂbÀ�Ï+¿�ÏÒÜÖ	�Ï+¿�ê`Ý»Äu½XÄ�Ý�ÏÒÀöÄuÏ²Ä�¿�À�ÐuÑ ÏÒÀ»ÁSÏ�Ó)ÏÒÄ�ÑSÅ�Â`ÏûÈ+ê`Æ¾Î�Æu½�0
¿uÐuÑSÏÒÁ ¼¾Ï+¿�Ä�À»ÜqÜåê`Á`ÎnÂ`ÏÒÆ�Ë<ÐuÑ�ä¾ÏÒÝöÝ�Ï
u
½8��¹ � ½ûä�À»Æ�ÏÒÀ»ÁSÏ4*¾¨ � ½XÁeÂbÀ�Ï�� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿���ê`Á`Ã<Ä�À�Å�Á

F
Åb�ñÏÒÆ�Ñ
½XÝ��_Â`ÏÒÆ¾Ë<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï

u
½XÁ`é
½�¿�¿�ÏÒÁ

äUÅ�Ý»Ý�ÏÒÁ���ÜåêS¿�¿e¿�À�ÐuÑ'ÂbÀ�ÏJÅb�ñÏÒÁ'Î�ÏÒÁ
½XÁ`Á�Ä�Ï)âQÀ»Î�ÏÒÁS¿�ÐuÑ
½���Ä�Â`ÏÒÆ_ÓJâ ÍçÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�*"¨ � ½XêSÐuÑ'À»Á'Â`ÏÒÁ
� ½XÄ�ÏÒÁ ä�À�Â`ÏÒÆ�¿�é`À�ÏÒÎ�Ï²Ý»Á�¹

• ¨QÝ�Å�Ä�Ä�ÏlÂbÀ�Ï�ÏÒÜqé`À»Æ�À�¿�ÐuÑSÏlÓJâEÍI�SÂ�¹ Ñ�¹SÂbÀ�Ï,¨Qê`Á`Ã<Ä�Ï {(xi:n, en(xi:n)) | i = 1, . . . , n} ¹
• ¼¾Ï+¿�Ä�À»ÜqÜjÏ

u
¿�ÅE�`ÂS½�¿�¿W�=;`Æ�½XÝ»Ý�Ï

xi:n
Î�Æ�ïb-�ÏÒÆ�½XÝ�¿

u
Â`ÏÒÆ�ÓJâ<¨'½XÝ�¿!*ûÏÒÆu½�Â`Ï�î�ÏÒÆ�Ý�ÔXê���Ä9¹

� À�ÏLs½XÑ`Ý3Â`ÏÒÆ Ë<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï
u
ÏÒÆ���Å�Ý»Î�Ä_À»ÁàÂ`ÏÒÁàÜjÏÒÀ�¿�Ä�ÏÒÁ ÍQÔXÝ»Ý�ÏÒÁàÜqÀ»ÄeÎ�Æu½�0
¿uÐuÑSÏÒÁ ¸ À»Ý%�M¿�ÜqÀ»Ä�Ä�ÏÒÝ»Á�¹

� Å�ÐuÑgÎ�À��`Ä�Ï+¿�½XêSÐuÑgÆ�Ï+ÐuÑ`ÁSÏÒÆ�À�¿�ÐuÑSÏqÓ)ÏÒÄ�ÑSÅ�Â`ÏÒÁ�¹�è�Ñ
½XéñÏÒÝ»Ý�ÏqÏÒÄ�½XÝ�¹]�M¸�ë�ëXÊB����Ë<ÏÒÀ»Ä�Ï@Î@�`È+ä�¹Vº9¸eÏÒÆ��
ÜqÀ»Ä�Ä�ÏÒÝ»ÁJÂbÀ�ÏlË<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï�¿uÅE�bÂS½�¿u¿�ÂbÀ�Ï"�ñÏ+¿�Ä�Ï�ú�Á`é
½�¿�¿�ê`Á`ÎjÂ`ÏÒÆ4*¾¨ � ½XÁ ÂbÀ�Ï � ½XÄ�ÏÒÁ Î�ÏÒÜnÔ8-nÏÒÀ»ÁSÏÒÆ
*�Å�Å�ÂbÁSÏ+¿�¿��CÅ8�N�CÍLÀ»Ä���Ë�Äu½XÄ�À�¿�Ä�À»Ã�îOÅ�Æ�Ý»À»ÏÒÎ�Ä9¹ � ÀLè�Ý�ÏÒÜjÏÒÁ�Ä�Ï�·8	�Å�Ün½XÁ
Å:�M¸�ë�ëXÊB�¾ä¾ÔXÑ`Ý�ÏÒÁ

u
ä�À�Ï¾��Å�Ý»Î�Ä

u := max
{

x |F (x) < 1 − Nx
n

}

,
äUÅb�ñÏÒÀ

Nx
ÂbÀ�Ï�ú�Á`È0½XÑ`Ý¾Â`ÏÒÆnË<ÐuÑ
Ô�Â`ÏÒÁ ;E�ñÏÒÆ

x
À�¿�Ä ê`ÁSÂ

nÂbÀ�Ï�Â`ÏÒÆ Î�Ï+¿u½XÜåÄ�ÏÒÁe¼¾Ï+Åb�
½�ÐuÑ�Ä�ê`Á`Î�ÏÒÁ���¿uÅ0ä�À�Ï
F
ÂbÀ�Ï�� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î+��ÂbÀ�ÏWÂbÀ�Ï�Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏÒÁ�îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ��

Ý»ê`Á`ÎjÀ»Ü¶2ñÏÒÁ�Ä�Æ�ê`Ü ÜjÅ�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�ÏÒÁJ¿�Å�Ý»Ý�¹ � ½�Âbê`Æ�ÐuÑ À�¿�ÄWÂbÀ�Ï�Ó)Å�ÁSÅ�Ä�Å�Á`À�Ï�Â`ÏÒÆWÈ+êS¿u½XÜqÜjÏÒÁ`Î�Ï+¿�ÏÒÄ�È+Ä�ÏÒÁ
�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Îe¿�À�ÐuÑSÏÒÆ�Î�Ï+¿�Ä�ÏÒÝ»Ý»Ä9¹
¸ ½XÄ Ün½XÁ_ÂbÀ�Ï3Ë<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï

u
Î�Ï+¿�ÐuÑHÔXÄ�È+Ä1�O¿�Å�À�¿�ÄEÂbÀ�Ï+¿�Â`ÏÒÆ/O�Å�Ã�½XÄ�À�Å�ÁS¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ¾Â`ÏÒÆW*"¨ � ��ÂbÀ�Ï�ÂbÀ�Ï® �ñÏÒÆ�¿�ÐuÑ`Æ�ÏÒÀ»Ä�ê`Á`Î�¿uÂS½XÄ�ÏÒÁ Åb�ñÏÒÆ�ÑH½XÝ%� Â`ÏÒÆWË<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï3ÜjÅ�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�ÏÒÁ ¿�Å�Ý»Ý�¹<â ¿UÜ�;S¿�¿�ÏÒÁ ½XÝ�¿�ÅåÁSÅ�ÐuÑ�Â`ÏÒÆ

*�Ï+¿�Äu½XÝ»Ä�¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ
ξ
ê`ÁSÂ Â`ÏÒÆ�Ë�Ã�½XÝ�ÏÒÁ`é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ

σ
�ñÏ+¿�Ä�À»ÜqÜåÄWäUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ�¹`Í\;`ÆWÂbÀ�ÏlË<ÐuÑ
ÔXÄ�È+ê`Á`Î

Ìbº



·)¸
��x��<{���ÿ�w��
Â`Ï+¿D*ûÏ+¿�Äu½XÝ»Ä�¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�¿�¿�Ä�ÏÒÑSÏÒÁgÜjÏÒÑ`Æ�ÏÒÆ�Ïqú�ÁS¿uÔXÄ�È9Ï È+ê`Æ4�EÏÒÆ��N;SÎ�ê`Á`ÎS¹ � ÏÒÆlË�Ã�½XÝ�ÏÒÁ`é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�Ï+Æ
Ã�½XÁ`Á È�¹ó¼3¹`ÜqÀ»Ä ¸ À»Ý%�MÏ�ÏÒÀ»ÁSÏ+¿�Ó:O�âFÎ�Ï+¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È+Ä�äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ�¹
×J³�=b�»Ø ¤
Ø?>A@S�CB0 b�£�»®<±H±H¯ í ¬<®<¶O¢u·O¤S�O¥
ú�ÁåÂbÀ�Ï ® �ñÏÒÆ�¿�ÐuÑ`Æ�ÏÒÀ»Ä�ê`ÁSÎ�¿�ÂS½XÄ�ÏÒÁ�îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`ÁSÎ

Fu(x)
Â`ÏÒÆ � ½XÄ�ÏÒÁ

x = (x1, . . . , xk)
¿�Å�Ý»Ý�ÏÒÀ»ÁSÏW*"¨ �

Gξ,u,σ(x)
½XÁ`Î�ÏÒé
½�¿�¿�Ä�äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ�¹ � À�Ï � À�ÐuÑ�Ä�Ï

g(x) = 1
ξ (1 + ξ x−u

σ )
− 1

ξ
−1

,
�N;`Æ

x ∈ D(ξ, u, σ)ÂbÀ�Ï+¿uÏÒÆ!*"¨ � �=;`Ñ`Æ�Ä�È+ê`Æ6O�Å�Îb�yO�À»Ã�ÏÒÝ»À»ÑSÅ<Å�ÂK�CÍSê`Á`Ã<Ä�À�Å�ÁvH

Lθ(x) = ln

( k
∏

i=1

1

σ

(

1 + ξ
xi − u

σ

)− 1
ξ
−1)

= ln

(

1

σk

k
∏

i=1

(

1 + ξ
xi − u

σ

)− 1
ξ
−1)

= −k ln σ −
(

1

ξ
+ 1

) k
∑

i=1

ln

(

1 + ξ
xi − u

σ

)

⇒

∂Lθ(x)

∂ξ
= −

(

− 1

ξ2

k
∑

i=1

ln

(

1 + ξ
xi − u

σ

)

+

(

1

ξ
+ 1

) k
∑

i=1

xi − u

σ (1 + ξ xi−u
σ )

)

=
1

ξ2

k
∑

i=1

ln

(

1 + ξ
xi − u

σ

)

−
(

1

ξ
+ 1

) k
∑

i=1

xi − u

σ + ξ (xi − u)

!
= 0

∂Lθ(x)

∂σ
= −k

σ
+

(

1

ξ
+ 1

) k
∑

i=1

ξ (xi − u)

σ2 + σ ξ (xi − u)

= −k
1

σ
+

ξ + 1

ξ

ξ

σ

k
∑

i=1

xi − u

σ + ξ (xi − u)

!
= 0.

� À�Ï é
½XÆ�Ä�À�ÏÒÝ»Ý�ÏÒÁ\ú!�`Ý�ÏÒÀ»Ä�ê`Á`Î�ÏÒÁ\Â`ÏÒÆ,O�Å�Îb�yO�À»ÃOÏÒÝ»À»ÑSÅ�Å�ÂK�CÍSê`ÁSÃ�Ä�À�Å�Á?Ü�;S¿u¿�ÏÒÁ ¼ ê`Ý»ÝVÎ�Ï+¿�ÏÒÄ�È+Ä�äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ��
½XÝ�¿3ÁSÅ�Ä�äUÏÒÁSÂbÀ»Î�Ïq¼¾Ï+ÂbÀ»Á`Î�ê`Á`ÎG�N;`ÆûÂS½�¿4�EÅ�Æ�Ý»À»ÏÒÎ�ÏÒÁ�ÏÒÀ»ÁSÏ+¿�Ó)½kãbÀ»Üåê`Üj¿9¹ � À�ÏåÆ�Ï+¿�ê`Ý»Ä�À�Ï²ÆuÏ²Á
Â`Ï@*ûÝ�ÏÒÀ��
ÐuÑ�ê`ÁSÎ�Ï²ÁùÃ�½XÁ`Á\Ün½XÁsÁ`À�ÐuÑ�Ä ½XÁ
½XÝ�A�Ä�À�¿uÐuÑsÝ�ï�¿�ÏÒÁ���¿uÅ�ÁSÂ`ÏÒÆ�ÁsÜåêS¿�¿ ½Xê��WÏÒÀ»ÁsÁ�ê`ÜjÏÒÆ�À�¿�ÐuÑSÏ+¿«�CÄ�ÏÒÆu½XÄ�À%�
Å�ÁS¿�î�ÏÒÆ���½XÑ`Æ�ÏÒÁ È+ê`Æ);SÐuÃ�Î�Æ�ÏÒÀ%�MÏÒÁ�¹
Ì ³S®
ªM«²¬<®� ����S��¬<®�Bk ��£¢u«->Ú¥S <Í��¬<®O¢u �¢u J×J±ñØn b�O¢u `�SØn �¢+®�±ñ¯S 
ü Ñ`Á`Ý»À�ÐuÑjÂSÏ²ÆË�ñÏÒÆ�ÏÒÀ»Ä�¿E½XÁ`Î�Ï+¿�é`ÆuÅOÐuÑ
Ï²Á
Ï²Á_ÓJÅ�ÜjÏÒÁ�Ä�ÏÒÁ`ÜjÏÒÄ�ÑSÅ<Â`ÏWäUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ@�ñÏÒÀSÂ`ÏÒÆQä¾½XÑ`Æ�¿uÐuÑSÏÒÀ»Á`Ý»À�ÐuÑ��ÃOÏÒÀ»Ä�¿���Î�ÏÒä�À�ÐuÑ�Ä�ÏÒÄ�ÏÒÁ_Ó)Å�ÜjÏÒÁ�Ä�ÏÒÁ`ÜjÏÒÄ�ÑSÅ<Â`Ï?��ÜjÏÒÄ�ÑSÅ�ÂeÅ8��é`Æ�Åb�
½8�`À»Ý»À»ÄsAB��äUÏÒÀ»Î�Ñ<Ä�Ï+ÂnÜjÅ�ÜjÏÒÁ<Ä�¿}�VÄ�ÑSÏ+Å8�
Æ�ÏÒÄ�À�¿uÐuÑSÏ�Ó)Å�ÜjÏÒÁ�Ä�ÏlÂbê`Æ�ÐuÑµÏÒÁ�Ä�¿�é`Æ�Ï+ÐuÑSÏÒÁSÂ`ÏåÓJÅ�ÜjÏÒÁ�Ä�ÏlÂ`ÏÒÆ3Ë�Ä�À�ÐuÑ`é`Æ�Åb�ñÏlÎ�Ï+¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È+Ä9¹
ú�Ý»Ý�ÏÒÆ�ÂbÀ»Á`Î�¿
ÃOÅ�ÜqÜåÄ�Ñ`À�ÏÒÆå½XÝ�¿�ÈÒê
¿uÔXÄ�È+Ý»À�ÐuÑSÏ@3�Å�ÜqéñÅ�ÁSÏÒÁ�Ä�ÏnÏÒÀ»ÁSÏ«s½XÑ`Æ�¿�ÐuÑSÏÒÀ»Á`Ý»À�ÐuÑ`ÃOÏÒÀ»ÄlÑ`À»Á`È+ê�¹ � ½©�=;`Æ

ξ ≥ 1ÃOÏÒÀ»ÁSÏeâQÆ�ä¾½XÆ�Ä�ê`Á`Î�¿�äUÏÒÆ�Ä�Ïeê`ÁSÂsÏÒÁSÂbÝ»À�ÐuÑSÏ©��½XÆ�À�½XÁ`È9ÏÒÁ Ï²ã<À�¿�Ä�À�ÏÒÆ�ÏÒÁ���À�¿�ÄåÂbÀ�Ï+¿�ÏeÓJÏÒÄ�ÑSÅ�Â`ÏeÁ�ê`ÆD�ñÏ��
Î�Æ�ÏÒÁ`È+Änî�ÏÒÆ�äUÏÒÁSÂ��
½XÆ9¹ � À�Ï¿�MÅ�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`ÏÒÁ ú�êS¿�¿u½XÎ�ÏÒÁ¯0SÁSÂSÏ²ÄnÜn½XÁ À»Á âQÜ��`Æ�Ï+ÐuÑ�Ä�¿}·83ûÝ�;Sé`éñÏÒÝ´�ñÏÒÆ�ÎK·
ÓJÀ»ÃOÅ�¿�ÐuÑ$�Úº9á�á±Î����HË<ÏÒÀ»Ä�ÏåÌ�Ö�ßb¹

Ì�¸
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��x��<{���ÿ�w��
� Ï�0SÁ`À�ÏÒÆ�Ï"�N;`Æ

X ∼ Gξ,0,σ =: G

wj(ξ, σ) := E(X (Ḡ(X))j) =

∫

x (Ḡ(x))j d G(x)
ê`Á
Â

ŵj(ξ, σ) :=

∫

x (Ḡ(x))j d Ĝn(x)

½XÝ�¿3ÂbÀ�ÏåÄ�ÑSÏ+Å�Æ�ÏÒÄ�À�¿�ÐuÑSÏÒÁ��[�`È+ä�¹ñÏ²ÜqéSÀöÆ�À»¿uÐuÑSÏÒÁ)ä¾½XÑ`Æ�¿uÐuÑSÏÒÀ»Á`Ý»À�ÐuÑ`Ã�ÏÒÀ»Ä�¿)��Î�ÏÒä�À�ÐuÑ<Ä�ÏÒÄ�Ï+Á�ÓJÅ�ÜjÏÒÁ<Ä�ÏlîOÅ�Á
X
�`äUÅb�ñÏÒÀ

Ĝn(x)
ÂbÀ�Ï�ÏÒÜqé`À»Æ�À�¿�ÐuÑSÏ,�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿���ê`ÁSÃ�Ä�À�Å�Áµî�Å�Á

X
À�¿�Ä9¹`â ¿WÎ�À»Ý»Ä

wj(ξ, σ) =

∫

x (Ḡ(x))j d G(x) =

∫ 1

0
G−1(y) (1 − y)j d y

=

∫ 1

0

σ

ξ
((1 − y)−ξ − 1) (1 − y)j d y

=
σ

ξ

∫ 0

1
(z−ξ − 1) zj (−1) d z =

σ

ξ

∫ 1

0
z−ξ+j − zj d z

=
σ

ξ

[

1

1 − ξ + j
z1−ξ+j − 1

1 + j
z1+j

]1

0

=
σ

ξ

(

1

1 − ξ + j
− 1

1 + j

)

=
σ

(1 − ξ + j) (1 + j)
�=;`ÆWÂbÀ�Ï�Ä�ÑSÏ+Å�Æ�ÏÒÄ�À�¿�ÐuÑSÏ?*3Æ�ïb-�Ï�ê`ÁSÂ

ŵj(ξ, σ) =

∫

x (Ḡ(x))j d

(

1

n

n
∑

i=1

1{Xi≤x}(ω)

)

=
1

n

n
∑

i=1

∫

x (Ḡ(x))j d 1{Xi≤x}(ω)

=
1

n

n
∑

i=1

Xi:n (Ḡ(Xi:n))j

Í\;`Æ
j = 0, 1

Î�À»Ý»Ä1H
w0(ξ, σ) =

σ

1 − ξ

ê`ÁSÂ
w1(ξ, σ) =

σ

2 (2 − ξ)

⇒ w0(ξ, σ) − 2 w1(ξ, σ) =
σ

(1 − ξ) (2 − ξ)
ê`ÁSÂ Ñ`À�ÏÒÆu½XêS¿���Å�Ý»Î�Ä

σ =
σ2

(1 − ξ) (2 − ξ)

/ σ

(1 − ξ) (2 − ξ)
=

2 w0(ξ, σ) w1(ξ, σ)

w0(ξ, σ) − 2 w1(ξ, σ)

ê`ÁSÂ
ξ = 2 − w0(ξ, σ)

w0(ξ, σ) − 2 w1(ξ, σ)
.

��Ü ÏÒÀ»ÁSÏÒÁ Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ,�=;`Æ
ξ, σ

È+ê\ÏÒÆ�Ñ
½XÝ»Ä�ÏÒÁs¿�À»ÁSÂ?ÂbÀ�Ï¿*3Ý�ÏÒÀ�ÐuÑ�ê`Á`Î�ÏÒÁ
wj(ξ, σ) = ŵj(ξ, σ)

�=;`Æ
j = 0, 1

È+êqÝ�ï�¿�ÏÒÁ���Â�¹ Ñ�¹
ξ̂, σ̂

¿�À»ÁSÂq¿�Å3È+ê
�ñÏ+¿�Ä�À»ÜqÜjÏÒÁ��OÂS½�¿�¿Q¿�À�Ï�ÂbÀ�Ï'O�ï�¿�êSÁ`Î�ÂbÀ�Ï+¿�Ï+¿/*3Ý�ÏÒÀ�ÐuÑ�ê`Á`Î�¿)�
¿½A<¿�Ä�ÏÒÜj¿W¿�À»ÁSÂ�¹

Ì�Ì
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��x��<{���ÿ�w��
Q  bª L �¬sBk³S�<¯S« í ¬<®�¶�¢u·X bª
� ÏÒÆ
¨QÀ�ÐuÃ�½XÁSÂ`¿eË<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ«�=;`Æ

ξ ∈ R
ÏÒÆ�Î�À��`Äj¿�À�ÐuÑF½XêS¿?��Å�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`ÏÒÁ ® �ñÏÒÆ�Ý�ÏÒÎ�ê`Á`Î�ÏÒÁÌ��î�Î�Ý�¹QâQÜ«�

�`Æ�Ï+ÐuÑ�Äu¿}·83ûÝ�;`é`éñÏÒÝ��ñÏÒÆ�ÎB·XÓJÀ»Ã�Å�¿uÐuÑ��Úº9á�á±Î����ñË<ÏÒÀ»Ä�ÏlÌ�¸±Î�ÍV¹9��H
• Ë<ÏÒÀbÂbÀ�ÏEîOÏÒÆu½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�Ä�Ï�âVã<Ä�ÆuÏ²Ü äUÏÒÆ�Ä�î�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý�ê`Á`ÎJ��â�� � �XÏ²ãbÄ�Æ�ÏÒÜjÏ�î�½XÝ»êSÏUÂbÀ�¿�Ä�Æ�À��`ê`Ä�À�Å�Á��
Î�ÏÒÎ�Ï7�ñÏÒÁJÂbê`Æ�ÐuÑ

Hξ =











exp
(

−(1 + ξ x)
− 1

ξ

) �M½XÝ»Ý�¿
ξ 6= 0

e−e−x �M½XÝ»Ý�¿
ξ = 0

.

� ÏÒÆ � Ï�0SÁ`À»Ä�À�Å�ÁS¿½�ñÏÒÆ�ÏÒÀ�ÐuÑFÀ�¿�Ä��=;`Æ
ξ > 0

Âbê`Æ�ÐuÑ
x > −1

ξ

�¦�N;`Æ
ξ < 0

Âbê`Æ�ÐuÑ
x < −1

ξê`ÁSÂª�=;`Æ
ξ = 0

Âbê`Æ�ÐuÑ
x ∈ R

Î�ÏÒÎ�Ï7�ñÏÒÁ�¹ � À�ÏnâVãbÄ�Æ�ÏÒÜåäUÏÒÆ�Ä�î�ÏÒÆ�ÄuÏ²À�Ý»ê`Á`ÎOÏÒÁùÏÒÆ�Î�Ï7�ñÏÒÁù¿�À�ÐuÑ
½XÝ�¿ ÏÒÀ»Á`È+À»Î�Ï)Á`À�ÐuÑ�Ä)�CÏ²Á<Äu½XÆ�Ä�ÏÒÄ�Ï³*3Æ�ÏÒÁ`È+îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�ÏÒÁ.é
½�¿�¿�ÏÒÁSÂàÁSÅ�Æ�ÜqÀ�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÆ Óg½kãbÀ»Ün½\îOÅ�Á
ê`Á
½8�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î�ÏÒÁJê`ÁSÂ À�Â`ÏÒÁ�Ä�À�¿�ÐuÑµî�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»Ä�ÏÒÁ_2Hê��M½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�ÏÒÁ�¹ � À�Ï�¼UÏÒÈ+À�ÏÒÑ�ê`Á`Î

Gξ(x) = − ln Hξ(x)

È9ÏÒÀ»Î�Ä�Â`ÏÒÁ?ÏÒÁ`Î�ÏÒÁ³2HêS¿u½XÜqÜjÏÒÁ`Ñ
½XÁSÎ È+ä�À�¿�ÐuÑSÏÒÁ\Â`ÏÒÆD*¾¨ � ê`ÁSÂ�Â`ÏÒÆ�â�� � ¹�ú�Á
½XÝ�Å�Î È+ê`Ü
¨NJ4&I�Cú�Á`È+À�ÏÒÑ�ê`Á`Î�¿½�ñÏÒÆ�ÏÒÀ�ÐÇÑ Î�À��`Ä Ï+¿ ½XêSÐuÑùÑ`À�ÏÒÆ Ï²À»ÁSÏÒÁ ¿�Å�Î�ÏÒÁ
½XÁ`Á�Ä�ÏÒÁ Ó)½kãbÀ»Üåê`Ü«�Cú�Á`È+À�Ï}�
Ñ�ê`Á`Î�¿)�ñÏÒÆ�ÏÒÀ�ÐuÑ �

MDA
��Ün½kã<À»Üåê`ÜÉÂ`Å�Ün½XÀ»Á Å8��½XÄ�Ä�Æu½�ÐÒÄ�À�Å�Á��²¹ � À�ÏnÜjÏÒÀ»¿�Ä�ÏÒÁùÂ`ÏÒÆåÃ<Ý�½�¿�¿�À%�

¿�ÐuÑSÏÒÁ
�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Îb��ê`Á`Ã�Ä�À�Å�ÁSÏÒÁ_¿�À»ÁSÂ À»ÜçÓg½kã<À»Üåê`Ü«�Cú�Á`È+À�ÏÒÑ�ê`Á`Î�¿)�ñÏÒÆ�ÏÒÀ�ÐuÑeÏÒÀ»ÁSÏÒÆEâ�� � ¹±�CÜ
Í
Å�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`ÏÒÁ ¿�ÏÒÀ�ÂbÀ�Ï+¿uÏ3¼¾Ï+ÂbÀ»Á`Î�ê`Á`Î«�=;`Æ¾ÂbÀ�Ï4�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿���ê`Á`Ã<Ä�À�Å�Á

F
Â`ÏÒÆ�Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏÒÁ

ÏÒÆ��=;`Ý»Ý»Ä1� Â�¹ Ñ�¹
F ∈ MDA(Hξ)

¹�Ë<ÏÒÀ
U(t) := F←(1 − 1

t )
ÂS½�¿

(1 − 1
t )
�¹.�ê
½XÁ�Ä�À»Ý�Â`ÏÒÆ

�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î
F
¹

• â ¿WÎ�À»Ý»Ä
lim

u↑xR(F )
|Fu(x) − Gξ,σ(x) | = 0 ⇔ F ∈ MDA(Hξ) ⇔

lim
s→∞

U(s x) − U(s)

U(s y) − U(s)
=







xξ−1
yξ−1

�M½XÝ»Ý�¿
ξ 6= 0

ln x
ln y

�M½XÝ»Ý�¿
ξ = 0

.

�Úº9¸±�

• ú�êS¿,��º9¸±�¾ÏÒÆ�Ñ
ÔXÝ»ÄWÜn½XÁ ÜqÀ»Ä
x = 2

���`È+ä�¹
x = 1/2

Âbê`Æ�ÐuÑ � À»î�À�¿�À»Å�Á

lim
s→∞

U(2 s) − U(s)

U(s/2) − U(s)
=

2ξ − 1

(1/2)ξ − 1
= −2ξ ⇔ lim

s→∞
U(2 s) − U(s)

U(s) − U(s/2)
= 2ξ.

Í\;`Æ�ÏÒÀ»ÁSÏ éñÅ�¿�À»Ä�À»îOÏ ÍSê`Á`Ã<Ä�À�Å�Á�ÜqÀ»Ä
lims→∞ c(s) = 2

�`Ý�ÏÒÀ��`Ä�Â`ÏÒÆ�*3Æ�ÏÒÁ`È+äUÏÒÆ�ÄlÏÒÆ�Ñ
½XÝ»Ä�ÏÒÁ��
äUÏÒÁ`Á Ün½XÁµÂbÀ�Ïl¸j½Xê��VÂ`ÏÒÆWÝ»À»Á`ÃOÏÒÁ)Ë<ÏÒÀ»Ä�Ï�Âbê`Æ�ÐuÑ

c(s)
ÏÒÆ�¿uÏÒÄ�È+Ä9¹

ÌXÊ



·)¸
��x��<{���ÿ�w��

• Í\;`Æ�¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8��îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»Ä�Ï�2Hê��M½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�ÏÒÁ
V1, . . . , Vn

�`È+ä�¹LÂ`ÏÒÆ�ÏÒÁsÏÒÁ�Ä�¿�é`Æ�Ï+ÐuÑSÏÒÁSÂSÏ¥J�Æ�ÂK�
Á�ê`Á`Î�¿�¿�Äu½XÄ�À�¿�Ä�À»Ã�ÏÒÁ Î�À»Ý»Ä

(Xk:n)k=1,...,n
d
= (U(Vk:n))k=1,...,n

��äUÅb�ñÏÒÀ
Xk:n

J�Æ�ÂbÁ�ê`Á`Î�¿)�
¿�Äu½XÄ�À�¿�Ä�À»Ã�ÏÒÁó¨Q½XÆ�ÏÒÄ�Å8��î�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ÄuÏÒÆª2Hê���½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�ÏÒÁ

X1, . . . , Xn
¿�À»ÁSÂç¹ � À�Ï+¿ Ã�½XÁ`Á.ÜqÀ»Ä

¸ À»Ý%��Ï�Â`ÏÒÆ4.�ê
½XÁ�Ä�À»Ý»Ä�Æu½XÁS¿��MÅ�Æ�Ün½XÄ�À�Å�ÁJÎ�Ï²È9ÏÒÀ»Î�Ä�äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ�H

U(Vk)
d
= F←(FV (Vk))

d
= F←(Uk)

d
= Xk,

äUÅb�ñÏÒÀ
FV (t) = 1− 1

t

ÂbÀ�Ï4� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿)��ê`Á`Ã<Ä�À�Å�Á Â`ÏÒÆ'¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý�ê`Á`ÎjÀ�¿�ÄUê`ÁSÂ
Uk ∼

U[0,1]
Î�Ý�ÏÒÀ�ÐuÑ�îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»Ä�Ï?2Hê���½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�ÏÒÁ)½Xê��

[0, 1]
¿�À»ÁSÂ�¹

• � ½�Ï+¿�¿�À�ÐuÑª�ñÏÒÀ Â`ÏÒÁ Vk:n
ê`Ü ÂbÀ�ÏqÏÒÜqé`À»Æ�À�¿�ÐuÑSÏÒÁ

(1 − k
n)
�¹.�ê
½XÁ�Ä�À»Ý�ÏqÑ
½XÁSÂ`ÏÒÝ»Ä1��Ý�Ô8-�Äl¿�À�ÐuÑ

È9ÏÒÀ»Î�ÏÒÁ��
ÂS½�¿�¿
k

n
Vk:n

P−→ 1, Vk:n
P−→ ∞,

V2k:n

Vk:n

P−→ 1

2

�=;`Æ
n → ∞.

O�ÏÒÄ�È+Ä�ÏÒÆ�Ï+¿�ÏÒÆ�Î�À��`Ä�¿�À�ÐuÑ Âbê`Æ�ÐuÑ
2V2k:n

Vk:n
= 2k

n V2k:n

/

k
n Vk:n → 1, n → ∞ ¹

• ��ÁS¿�Î�Ï+¿u½XÜåÄWÏÒÆ�Ñ
½XÝ»Ä�ÏÒÁµä�À»Æ�½XÝ�¿�Å

Xk:n − X2k:n

X2k:n − X4k:n

d
=

U(Vk:n) − U(V2k:n)

U(V2k:n) − U(V4k:n)
=

U( Vk:n
V2k:n

V2k:n) − U(V2k:n)

U(V2k:n) − U(V2k:n
V4k:n

V2k:n)

P−→ 2ξ

ê`ÁSÂ ÂS½XÜqÀ»Ä�Â`ÏÒÁL¨QÀ�ÐuÃ�½XÁSÂ`¿3Ë<ÐuÑHÔXÄ�È9Ï²Æ

ξ̂
(P )
k,n =

1

ln 2
ln

Xk:n − X2k:n

X2k:n − X4k:n
.

àÀ�ÏûÜn½XÁ��ñÏÒÆ�ÏÒÀ»Ä�¿�½XÁ Â`ÏÒÆ ¼ Å�Äu½XÄ�À�Å�ÁµÏ²Æ�Ã�ÏÒÁ`ÁSÏÒÁ Ã�½XÁ`Á��bÑ
ÔXÁ`Î�Ä�ÂbÀ�Ï+¿�ÏÒÆ�Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆWîOÅ�Á
k
½8���`Â�¹ Ñ�¹

îOÅ�ÁFÂ`ÏÒÆjú�Á`È0½XÑ`ÝWÂ`ÏÒÆqÈ+ê �ñÏÒÆ);SÐuÃb¿�À�ÐuÑ�Ä�À»Î�ÏÒÁSÂ`ÏÒÁ � ½XÄ�ÏÒÁ Åb�ñÏÒÆ�Ñ
½XÝ�� Â`ÏÒÆeËbÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï
u
¹���ÜÉÁ�ê`Á

ÏÒÀ»Á)Î�Ï+ÏÒÀ»Î�ÁSÏÒÄ�Ï+¿
k
È+êJä¾ÔXÑ`Ý�ÏÒÁ��ñÎ�Æ�ÏÒÀ%��Ä3Ün½XÁgÔXÑ`Á`Ý»À�ÐuÑgä�À�ÏD�ñÏÒÀ»Ü-ÓJâ<¨ ½XêE�EÏÒÀ»ÁSÏlÎ�Æu½�0
¿uÐuÑSÏ âQÁ�Ä��

¿uÐuÑSÏÒÀ�Âbê`Á`Î�¿�Ñ`À»Ý%��ÏWÈ+ê`Æ);SÐuÃñ¹�Óg½XÁqé`Ý�Å�Ä�Ä�ÏÒÄEÂbÀ�Ï'¨QêSÁ`Ã�Ä�Ï {(k, ξ̂
(P )
k,n ) | k = 1, . . . , n} ê`ÁSÂ
�ñÏ+¿�Ä�À»ÜqÜåÄ

k
¿�ÅE��ÂS½�¿u¿�Æ�Ï+ÐuÑ�Ä�¿åÂS½9î�Å�ÁsÏÒÀ»ÁSÏ
s½�½XÎ�ÏÒÆ�Ï+ÐuÑ�Ä�ÏnÈ+ê\ÏÒÆ�ÃOÏÒÁ`ÁSÏÒÁ\À�¿�Ä9¹ � ÏÒÆ�¨QÀ�ÐuÃ�½XÁSÂ`¿ Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆåÀ�¿�Ä

¿uÐuÑ�ä¾½�ÐuÑ Ã�Å�ÁS¿�À�¿�À»Ä�ÏÒÁ�Ä1�SÂ�¹ Ñ�¹SÏ+¿�Î�À»Ý»Ä

ξ̂
(P )
k,n

P−→ ξ
�N;`Æ

n → ∞.

Q  bªzÎ����ö� í ¬<®�¶O¢Ç·k bª
� À�Ï+¿�ÏÒÆUË<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ�ÏÒÀ»Î�ÁSÏÒÄ�¿�À�ÐuÑ«�=;`Æ

ξ > 0
¹���ÜçÍ�À»Á
½XÁ`È^�ñÏÒÆ�ÏÒÀ�ÐuÑeä�À»Æ�ÂqÑ
ÔXê�0SÎåÏÒÀ»ÁSÏ'� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎlÜqÀ»Ä

¿uÐuÑ�äUÏÒÆ�ÏÒÆnÍ�Ý�½XÁSÃ�Ï ê`Á�Ä�ÏÒÆ�¿�Ä�ÏÒÝ»Ý»Ä9¹ � Ï+¿�äUÏÒÎ�ÏÒÁ À»¿�ÄjÏÒÀ»Á éñÅ�¿�À»Ä�À»îOÏÒÆ¿*ûÏ+¿�Äu½XÝ»Ä�¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ1�EÂ`ÏÒÆnÏÒÀ»ÁSÏÒÆ

Ì�Ö
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¨Q½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»êSÁ`Î ÏÒÁ�Ä�¿�é`Æ�À�ÐuÑ�Ä1��Âbê`Æ�ÐuÑ
½XêS¿/;E�`Ý»À�ÐuÑeê`ÁSÂeÂ`ÏÒÆ ¸ À»Ý»Ý�Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ�äUÏÒÀ»Ä�îOÏÒÆ)�`Æ�ÏÒÀ»Ä�ÏÒÄ9¹�âQÆ
À�¿�ÄWÂbê`Æ�ÐuÑ

ξ̂
(H)
k,n :=

1

k

k
∑

j=1

ln

(

Xj:n

Xk:n

)

=
1

k

k
∑

j=1

ln
(

Xj:n

)

− ln
(

Xj:n

) Î�ÏÒÎ�Ï7�ñÏÒÁ�¹

� ÏÒÆ ¸ À»Ý»ÝWË<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆqÃ�½XÁ`ÁùÀ»ÁS¿uÅ0äUÏÒÀ»Äq½XÝ�¿ Á
½XÄ);`Æ�ÝöÀ�ÐuÑSÏÒÆ_Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆj½XÁ`Î�Ï+¿�ÏÒÑSÏÒÁ äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ��Q½XÝ�¿ ÂS½�¿�¿
ÏÒÆ ¿�À�ÐuÑ ½XêS¿åîOÏÒÆ�¿�ÐuÑ`À�Ï+Â`ÏÒÁSÏÒÁ ú�ÁS¿ÇÔXÄ�È9ÏÒÁsÑ
Ï²Æ�Ý»ÏÒÀ»Ä�ÏÒÁ Ý�Ô8-�Ä0¹ ¼ À»ÜqÜåÄ Ün½XÁùÈ+ê`ÜÉ¼¾ÏÒÀ�¿�é`À�ÏÒÝ¾ÂS½�¿ ¿�Å8�
Î�ÏÒÁ
½XÁ`Á�ÄuÏ��ñÏ+¿�ÐuÑ`ÆuÔXÁ`Ã<Ä�Ï?¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8�CÓ)Å�Â`ÏÒÝ»Ý Â`ÏÒÆ

α
�y¨Q½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�À�ÏÒÆ�ê`ÁSÎ�ÜqÀ»Ä¾O�Å�Ã�½XÄ�À�Å�ÁS¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�Ï+Æ

ë ê`ÁSÂJË�Ã�½XÝ�ÏÒÁ`é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ
u
�SÂ�¹ Ñ�¹
½XÝ�¿'�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿���ê`Á`Ã�Ä�À�Å�ÁJÂ`ÏÒÆ ® �ñÏÒÆ�¿�ÐuÑ`Æ�ÏÒÀ»Ä�ê`Á`Î�¿�ÂS½XÄ�ÏÒÁJä�À»Æ�Â

ÂbÀ�ÏD� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î
F := Gα,0,u

ÜqÀ»Ä�Ý»À»Á`ÃOÏ²Ü âQÁSÂbé`ê`Á`Ã<Ä
u
ê`ÁSÂF*ûÏ+¿�Äu½XÝ»Ä�¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ

α = 1
ξ > 0Î�ÏÒä¾ÔXÑ`Ý»Ä1�b¿�Å�È9ÏÒÀ»Î�ÏÒÁ©�MÅ�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`Ï ® �ñÏÒÆ�Ý�ÏÒÎ�ê`Á`Î�ÏÒÁ��bÂS½�¿�¿�Â`ÏÒÆ¾Ó:O�â ÂbÀ�Ï+¿�Ï+¿I&LÏÒÀ»Ý»ÜjÅ�Â`ÏÒÝ»Ý�¿¾Î�ÏÒÆu½�Â`Ï�Â`ÏÒÆ

¸ À»Ý»ÝLË<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ�À�¿�Ä9¹
• àÀ»Æ�ÁSÏÒÑ`ÜjÏÒÁ�½XÁ��
ÂS½�¿u¿�¿�À�ÐuÑJÂbÀ�Ï k

¼¾Ï+Åb�
½�ÐuÑ�Ä�ê`Á`Î�ÏÒÁ�Â`ÏÒÆ
n
��Æ�¿�é`Æ�ê`Á`Î�¿uÂS½XÄ�ÏÒÁ)Åb�ñÏÒÆ�Ñ
½XÝ��

Â`ÏÒÆ3Ë<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï
u
ä�À�Ï�ÏÒÀ»ÁSÏ,¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»êSÁ`Îeî�ÏÒÆ�Ñ
½XÝ»Ä�ÏÒÁ�¹

• ¼¾Ï+¿�À»Ä�È9ÏÒÁù½XÝ�¿�Å
Xi ∼ X, i = 1, . . . , k

ÏÒÀöÁ
Ï@¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8�f�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`ÁSÎ
Gα,0,u(x) = F (x) =

1 − (x
u)−α �`ÂS½XÁ`Á Î�À»Ý»ÄWÜqÀ»Ä C := uα ê`ÁSÂ Y := ln X

P (X < x) = F̄ (x) =
(x

u

)−α
= C x−α ⇒ P (Y > y) = P (X > ey) =

(

ey

u

)−α

.

� ½�¿ ÑSÏÒÀ�-�Ä1�OÂS½�¿�¿EÏ+¿E¿�À�ÐuÑ@�ñÏÒÀ
Y
ê`Ü�ÏÒÀ»ÁSÏ�Ï²ã<éñÅ�ÁSÏÒÁ<Ä�À�½XÝöîOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ÄuÏ¾2Hê��M½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�ÏWÑ
½XÁ
Â`ÏÒÝöÄ

ÜqÀ»Ä¾�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿���ê`Á`Ã�Ä�À�Å�Á
F ∗(v) = e−α v = e−α (y−ln u) ¹ � ÏÒÆ�ÓFO�â.Â`Ï+¿"¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�¿

α
Â`ÏÒÆEâVã<éñÅ�ÁSÏÒÁ<Ä�À�½XÝöîOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ�Ý»ê`Á`Îåê`ÁSÂq¿�Å�ÜqÀ»ÄEÂ`Ï+¿/*ûÏ+¿�Äu½XÝ»Ä�¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�¿ À�¿�ÄVÎ�ÏÒÎ�Ï7�ñÏÒÁeÂbê`Æ�ÐuÑ

α̂ =

(

1

k

k
∑

i=1

ln

(

Xi

u

)

)−1

⇔ ξ̂ =
1

k

k
∑

i=1

ln

(

Xi

u

)

â À»ÁJ½XÁSÂ`ÏÒÆ�Ï�ú�ÁS¿u½XÄ�È�Ã�½XÁ`Ác;E�ñÏÒÆ�¿�Å�Î�ÏÒÁ
½XÁ`Á�Ä�Ï�Æ�ÏÒÎ�ê`Ý�ÔXÆWî�½XÆ�À»À�ÏÒÆ�ÏÒÁSÂ`ÏlÍSê`Á`Ã�Ä�À�Å�ÁSÏÒÁJÏÒÆ���Å�Ý»Î�ÏÒÁ�H
• ��Á�Ä�ÏÒÆqÏÒÀ»ÁSÏÒÆGé½ñfïbíKÿ%ú�é¥$�ëbé�þNþoñ�énñ�î'��ñ�î��líKî! �ì=þ"
bîý«þ=ìÏ�}î+��ñ�¡ α ∈ R

îOÏ²Æu¿�Ä�ÏÒÑ�Ä Ün½XÁ ÏÒÀ»ÁSÏ
éñÅ�¿�À»Ä�À»îOÏ��+O�Ï7�ñÏ+¿�Î�êSÏ���ÜjÏ7-��H½XÆ�ÏåÍSê`Á`Ã�Ä�À�Å�Á

h
½Xê��

(0,∞)
ÜqÀ»Ä

lim
x→∞

h(t x)

h(x)
= tα, t > 0.

• âQÀ»ÁSÏJäUÏÒÀ»Ä�ÏÒÆ�Ï)ú�Á
½XÝ�Å�Î�À�ÏJÈ+ä�À�¿�ÐuÑSÏÒÁàÂ`ÏÒÆ�*"¨ � ê`ÁSÂ'Â`ÏÒÆ_âË� � È9ÏÒÀ»Î�Ä_¿�À�ÐuÑàÂbê`Æ�ÐuÑàÏÒÀ»ÁSÏ
α
�y¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�À�ÏÒÆ�ê`ÁSÎ�Â`ÏÒÆ â�� � ��î<Î�Ý�¹¦	�ÏÒÀ�¿�¿}·8&¾ÑSÅ�Ün½�¿��M¸�ë�ëbº����QË<ÏÒÀ»Ä�Ïgº9Ö�ÍQ¹�ê`ÁSÂùâQÜ«�
�`Æ�Ï+ÐuÑ�Ä�¿}·83ûÝ�;`é`éñÏ+Ý��ñÏÒÆ}·�ÓµÀ»ÃOÅ�¿�ÐuÑ��Úº9á�á±Î����ñË<ÏÒÀ»Ä�Ïjº9¸bº��²¹SÓJÀ»Ä�Ä�ÏÒÝ�¿WÂbÀ�Ï+¿uÏÒÆ�¨Q½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�À�ÏÒÆ�ê`ÁSÎ

Ì�ò
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Ý�Ô�¿�¿�Ä�¿�À�ÐuÑF�MÅ�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`Ï ü ��ê`À»î�½XÝ�ÏÒÁ`ÈqÈ9ÏÒÀ»Î�ÏÒÁS��¿�À�ÏÒÑSÏ Ñ`À�ÏÒÆ�È+ê?âQÜ��`Æ�Ï+ÐuÑ�Äu¿}·83ûÝ�;`é`é�ÏÒÝ��ñÏÒÆ�ÎB·XÓJÀ%�ÃOÅ�¿�ÐuÑ$�Úº9á�á±Î����ñË<ÏÒÀ»Ä�Ïjº9Ìbº���H

F ∈ MDA(Hα), α > 0 ⇔ lim
t→∞

F̄ (t x)

F̄ (t)
= x−α, α, x > 0,

Â�¹ Ñ�¹
F
À�¿�Ä�À»Ü Óg½kã<À»Üåê`Ü«�Cú�Á`È+À�ÏÒÑ�ê`Á`Î�¿)�ñÏÒÆuÏÒÀ�ÐuÑ�ÏÒÀ»ÁSÏÒÆ3¿uÅ�Î�ÏÒÁ
½XÁ`Á�Ä�ÏÒÁgÍSÆ-Ð+ÐuÑSÏÒÄ�î�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î

�
α > 0

����Î�ÏÒÁ
½XêøÂS½XÁ`Á���äUÏÒÁ`ÁøÂbÀ�Ï)Í�Ý�½XÁ`Ã�ÏÒÁ���ê`Á`Ã<Ä�À�Å�Á
F̄ (x)

Æ�ÏÒÎ�ê`Ý�ÔXÆ�î�½XÆ�À»À�ÏÒÆ�ÏÒÁSÂàÜqÀ»Ä
��ÁSÂ`Ï²ã −α

À�¿�Ä9¹
• ¸ À�ÏÒÆu½XêS¿WÏÒÆ�Ñ
½XÝ»Ä�ÏÒÁµä�À»Æ�ÂbÀ�Ï � ½XÆ�¿�Ä�ÏÒÝ»Ý»ê`Á`Î

1

F̄ (t)

∫ ∞

t
ln
(x

t

)

d F (x) → 1

α
, t → ∞.

• âQÆ�¿�ÏÒÄ�È+Ä_Ün½XÁàÂbÀ�Ï)Ë<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï
u
Âbê`ÆuÐuÑàÂbÀ�Ï

k + 1
��Ä�ÏlJ�Æ�ÂbÁ�ê`ÁSÎ�¿�¿�Äu½XÄ�À�¿�Ä�À»Ãl��¿�Å?Ý»À�ÏÒÎ�ÏÒÁ

k¼¾Ï+Åb�
½�ÐuÑ�Ä�ê`Á`Î�ÏÒÁøÅb�ñÏÒÆ�Ñ
½XÝ��àÂbÀ�Ï+¿�ÏÒÆ Ë<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�ÏJê`ÁSÂFÜn½XÁàÏÒÆ�Ñ
ÔXÝ»Ä�½XÝ�¿�Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ©�N;`ÆeÂ`ÏÒÁ
*ûÏ+¿�ÄÇ½XÝöÄu¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ

ξ̂ =
1

α̂
=

1

k

∫ ∞

Xk+1:n

ln

(

x

Xk+1:n

)

d Fn(x) =
1

k

k
∑

i=1

ln

(

Xi:n

Xk+1:n

)

.

• Óg½XÁ:�ñÏ9½�ÐuÑ�Ä�Ï���Â
½�¿�¿û½XêSÐuÑ)Ñ`À�ÏÒÆûä�À�Ï+Â`ÏÒÆ�Ï²À»ÁSÏjË<ÐuÑ
ÔXÄ�È+ê`Á`Î�À»Ü ¨Q½XÆ�ÏÒÄ�Å8�CÓJÅ�Â`ÏÒÝ»Ýf��Â�¹ Ñ�¹
ξ =

1
α > 0

îOÅ�Æ�Ý»À�ÏÒÎ�Ä9¹
àÀ�ÏF�ñÏÒÀ�Â`ÏÒÆGs½XÑ`Ý�Â`ÏÒÆµË<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï

u
ê`ÁSÂ Â`ÏÒÆJË<ÐuÑ
ÔXÄ�È+ê`Á`ÎFÂ`Ï+¿L*ûÏ+¿�Äu½XÝ»Ä�¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�¿ Á
½�ÐuÑ

¨ À�ÐuÃ�½XÁSÂ`¿1�EÁ`À»ÜqÜåÄeÜn½XÁàÏÒÀ»ÁSÏÒÁ�¨QÝ�Å�ÄeÈ+ê`Æ ¸ À»Ý%��Ï³��Â`ÏÒÆ ¸ À»Ý»Ý!¨QÝ�Å�Ä©�ñÏ+¿�Ä�ÏÒÑ�Ä_½Xê
¿nÂSÏ²Á�¨Qê`Á`Ã<Ä�ÏÒÁ
{(k, ξ̂

(H)
k,n ) | k = 1, . . . , n} ê`ÁSÂ ¿�Å�Ý»Ý»Ä�Ïl½8� ÏÒÀ»ÁSÏÒÜ Î�ÏÒä�À�¿�¿�ÏÒÁ

k
ä¾½�½XÎ�ÏÒÆ�Ï+ÐuÑ�Ä�î�ÏÒÆ�Ý�½Xê��MÏÒÁ��²¹

Q  bª Q  �¬sBk bª�«->+�����SØn³S®
� >�¯S lÎ�³�³
� í ¬<®�¶�¢u·X bª
� ÏÒÆ ¸ À»Ý»Ý
Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ À�¿�ÄQÏÒÀ»Î�ÏÒÁ�Ä�Ý»À�ÐuÑjÁ�ê`Æ\�=;`ÆQÂbÀ�ÏWË<ÐuÑ
ÔXÄ�È+ê`Á`Î�îOÅ�Á éñÅ�¿�À»Ä�À»îOÏÒÁJ*ûÏ+¿�Äu½XÝ»Ä�¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�Á
½XêS¿�Î�ÏÒÝ�ÏÒÎ�Ä9¹Sú�Ý�¿WâQÆ�äUÏÒÀ»Ä�ÏÒÆ�ê`Á`ÎJ�N;`Æ

ξ ∈ R
Ã�½XÁ`Á Ün½XÁµÂ`ÏÒÁ���Å�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`ÏÒÁgË<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ3½XÁS¿�ÏÒÑSÏÒÁ�H

ξ̂
(DEH)
k,n := 1 + H

(1)
k,n +

1

2





(H
(1)
k,n)2

H
(2)
k,n

− 1





−1

,

ÜqÀöÄ
H

(1)
k,n :=

1

k

k
∑

i=1

ln

(

Xi:n

Xk+1:n

) ê`ÁSÂ
H

(2)
k,n :=

1

k

k
∑

i=1

(

ln

(

Xi:n

Xk+1:n

))2

.

Óg½XÁÊ0SÁSÂ`ÏÒÄ ÂbÀ�ÏÒ¿uÏÒÁ Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È+ÏÒÆq½XêSÐuÑsê`Á�Ä�ÏÒÆ Â`ÏÒÆ ¼¾ÏÒÈ9ÏÒÀ�ÐuÑ�ê`Á`ÎgÓJÅ�ÜjÏÒÁ�Ä�ÏÒÁS¿uÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ1�LäUÏÒÀ»Ý�Ün½XÁ
H

(1)
k,n

ê`ÁSÂ
H

(2)
k,n

½XÝ�¿�ÏÒÜqé`À»Æ�À�¿�ÐuÑSÏlÓJÅ�ÜjÏÒÁ�Ä�Ïå½Xê�Í�½�¿�¿uÏÒÁ Ã�½XÁ`Á�¹

Ì±Î
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×J �³
�?�+=O¬� �«²« £ ¤S��¬�¢Ò�£±��µ´3��«²³O¢Ç·
Óg½XÁ�Ã�½XÁ`Á ÏÒÀ»ÁSÏ�Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È+ê`Á`ÎqîOÅ�Á

ξ
½XêSÐuÑ ÂbÀ»Æ�ÏÒÃ�ÄW½XêS¿�Â`ÏÒÜ Ó)âË¨ Î�ÏÒä�À»Á`ÁSÏÒÁ��`À»ÁSÂ`ÏÒÜ%Ün½XÁ ÏÒÀ»ÁSÏ

Ý»À»ÁSÏ9½XÆ�Ï�	�ÏÒÎ�Æ�Ï+¿�¿�À�Å�ÁJ½XêE�QÂbÀ�ÏlÓJâ Í Åb�ñÏÒÆ�Ñ
½XÝ��)Â`ÏÒÆûË<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï
u
½XÁ�äUÏÒÁSÂ`ÏÒÄ9¹Hú�êS¿�Â`ÏÒÆ6&V½XÄ�¿u½�ÐuÑSÏ��

ÂS½�¿u¿�ÂbÀ�Ï�ÓJâEÍ ÏÒÀ»ÁSÏÒÆ:*"¨ � ÏÒÀ»ÁSÏ)Ý»À»ÁSÏ9½XÆ�Ï?ÍSê`Á`Ã�Ä�À�Å�ÁøÀ�¿�Ä1�UÝ�Ô8-�Ä ¿�À�ÐuÑøÏÒÀ»Á�Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ��N;SÆ�Â`ÏÒÁ
*�Ï+¿�Äu½XÝ»Ä�¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ3½8�`Ý�ÏÒÀ»Ä�ÏÒÁ�¹

eGξ,µ,σ
(u) =

1 + ξ u

1 − ξ
=

1

1 − ξ
+

ξ

1 − ξ
u = β0 + β1 u ⇒ ξ =

β1

1 + β1
.

� ÏÒÆ4¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ
β1
À�¿�Ä�Î�ÏÒÆu½�Â`Ï ÂbÀ�Ï Ë�Ä�ÏÒÀ»Î�ê`Á`Î�Â`ÏÒÆ!	�ÏÒÎ�Æ�Ï+¿�¿�À�Å�ÁS¿�Î�ÏÒÆu½�Â`ÏÒÁ�¹ � À�Ï+¿�ÏÒÆûË<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ3À�¿�Ä

Æ�ÏÒÝ�½XÄ�À»î ê`Á`Î�ÏÒÁ
½Xê���ÂS½nÂbÀ�Ï�¨Qê`Á`Ã<Ä�ÏåÂ`Ï+¿3Ó)âË¨'Á�êSÆ!�ñÏÒÀ�ÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�Ë�Ä�À�ÐuÑ`é`Æ�Åb�ñÏ îOÅ�ÁJÏÒÀ»ÁSÏÒÆ,*¾¨ � ½XÝ�¿
*�ÏÒÆu½�Â`Ï�È+êjÏÒÆ�ÃOÏÒÁ`ÁSÏÒÁn¿�À»ÁSÂ ê`ÁSÂqÀ»Áqé`Æu½XÃ<Ä�À�¿�ÐuÑSÏÒÁnÍQÔXÝ»Ý�ÏÒÁnÏÒÀ»ÁSÏW¿�ÏÒÑ`ÆQÑSÅ�ÑSÏ'�EÅ�Ý�½XÄ�À»Ý»À»ÄuÔXÄU½Xê���äUÏÒÀ�¿�ÏÒÁ
ÃOï�Á`ÁSÏÒÁ��ñä¾½�¿�ÂbÀ�ÏjË<ÐuÑ
ÔXÄ�È+ê`Á`Î À»Ü 	�ÏÒÎ�Æ�Ï+¿�¿�À�Å�ÁS¿�ÜjÅ�Â`ÏÒÝ»ÝQê`Á`Î�ÏÒÁ
½Xê�Ün½�ÐuÑ�Ä!5 êSÁSÂL�MÅ�Ý»Î�Ý»À�ÐuÑ?½XêSÐuÑ
Â`ÏÒÁ Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ/�=;`Æ

ξ
¹�ú�Ý»Ý»ÏÒÆ�Â`ÀöÁSÎ�¿�Ã�½XÁ`ÁeÜn½XÁ_¿uÅlÏÒÀ»ÁSÏÒÁ�ÏÒÆ�¿�Ä�ÏÒÁ Ë�Äu½XÆ�Ä�äUÏÒÆ�ÄI�N;`ÆUÂbÀ�Ï!��Ä�ÏÒÆu½XÄ�À�Å�Á�Â`Ï+¿

ÓFO�â0SÁSÂ`ÏÒÁ�¹
���£¥S b��«²¬<®�³Bç�¢u b�µ¯S bª í ¬<®<¶O¢u·X bª
â À»ÁSÏ � À�¿�Ã�êS¿u¿�À�Å�Á«;E�ñÏÒÆEÂbÀ�Ï�î�ÏÒÆ�¿uÐuÑ`À�Ï+Â`ÏÒÁSÏÒÁ_Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆË�=;`Æ Â`ÏÒÁ©*�Ï+¿�Äu½XÝ»Ä�¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆË0SÁSÂ`ÏÒÄ Ün½XÁ
À»Á¯	�ÏÒÀ�¿u¿}·8&¾ÑSÅ�Ün½�¿��M¸�ë�ëbº����QË<ÏÒÀ»Ä�ÏgºÒÊOëcÍV¹�ê`ÁSÂsÀ»Á Ó)Ð ¼ ÏÒÀ»Ý ·�Ëb½XÝ�½�ÂbÀ»Áó�Úº9á�á±Î����QË<ÏÒÀ»Ä�Ï ß±·�áb¹�Í\;`Æ
\ÏÒÆ�Ä�ÏJÂSÏÒ¿c*ûÏ+¿�Äu½XÝ»Ä�¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�¿�È+ä�À�¿�ÐuÑSÏÒÁ

0
ê`ÁSÂ

0.4
À�¿�Ä_Â`ÏÒÆ Ë<ÐuÑHÔXÄ�È9Ï²Æ Â`ÏÒÆ_ä¾½XÑ`Æ�¿�ÐuÑSÏÒÀ»Á��

Ý»À�ÐuÑ`ÃOÏÒÀ»Ä�¿���Î�ÏÒä�À�ÐuÑ�Ä�ÏÒÄ�Ï+Á Ó)Å�ÜjÏÒÁ�Ä�ÏÒÁ`ÜjÏÒÄ�ÑSÅ�Â`Ï)Â`ÏÒÜ Ó)½kãbÀ»Üåê`Ü«�yO�À»ÃOÏÒÝ»À»ÑSÅ�Å�ÂøË<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ¿;E�ñÏÒÆ�Ý�Ï��
Î�ÏÒÁ��EäUÏÒÀ»Ý�ÏÒÆeÏÒÀ»ÁSÏµÎ�ÏÒÆ�À»Á`Î�ÏÒÆ�ÏJÜqÀöÄ�Ä�Ý�Ï²ÆuÏ:�Oê
½�Â`Æu½XÄ�À�¿�ÐuÑSÏJú6��äUÏÒÀ�ÐuÑ�ê`ÁSÎ³�ñÏ+¿�À»Ä�È+Ä9¹ � À»Ï+¿uÏÒÆ©��Á�Ä�ÏÒÆ��
¿uÐuÑ`À�Ï+ÂJî�ÏÒÆ�ä�À�¿�ÐuÑ�Ä�½XÝ»Ý�ÏÒÆ�ÂbÀ»Á`Î�¿ûÜqÀ»Ä3È+ê`ÁSÏÒÑ`ÜjÏÒÁSÂ`ÏÒÆåË�Ä�À�ÐuÑ`é`Æ�Åb�ñÏÒÁ`Î�Æ�ïb-�Ï�¹l��¿�Ä

ξ ≥ 0.5
�H¿uÅ@�N;`Ñ`Æ�Ä

ÂbÀ�ÏQä¾½XÑ`Æ�¿uÐuÑSÏÒÀ»Á`Ý»À�ÐuÑ`Ã�ÏÒÀ»Ä�¿)��Î�ÏÒä�À�ÐÇÑ�Ä�ÏÒÄ�Ï�Ó)Å�ÜjÏÒÁ�Ä�ÏÒÁ`ÜjÏÒÄ�ÑSÅ�Â`ÏEÈ+êlÏÒÀ»ÁSÏÒÜ�Á`À�ÐuÑ�Ä�ÏÒÆ�ä¾½XÆ�Ä�ê`Á`Î�¿�Ä�Æ�ÏÒêSÏÒÁ
Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ1�kä¾ÔXÑSÆ�ÏÒÁSÂlÑ`À�ÏÒÆ�Â`ÏÒÆ�Ó:O�â:;E�ñÏÒÆ�Â`ÏÒÁ�� Å�Æ�Ä�ÏÒÀ»Ý<Â`ÏÒÆ\3�Å�ÁS¿�À�¿�Ä�ÏÒÁ`È�îOÏÒÆ��=;`Î�Ä9¹0ú3¿)A<Üqé`Ä�Å�Ä�À�¿�ÐuÑ
Î�ê`Ä�Ï�â À»Î�ÏÒÁS¿�ÐuÑ
½���Ä�ÏÒÁ:�ñÏ+¿�À»Ä�È+Ä�Â`ÏÒÆ�Ó:O�â�N;`Æ

ξ > −0.5
¹

ú�êS¿�¿u½XÎ�ÏÒÁøÈ+ê`ÆJ½�¿)A<Üqé`Ä�Å�Ä�À�¿�ÐuÑSÏÒÁ �EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î Â`Ï+¿µÓ)½kãbÀ»Üåê`Ü«�yO�À»ÃOÏÒÝ»À»ÑSÅ�Å�Â2Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ�¿c0SÁSÂ`ÏÒÄ
Ün½XÁJ¿�Å0ä¾Å�Ñ`Ý�À»ÁJâQÜ��`Æ�Ï+ÐuÑ�Ä�¿}·83ûÝ�;Sé`éñÏÒÝ���ÏÒÆ�ÎB·�ÓµÀ»ÃOÅ�¿�ÐuÑ¯�Úº9á�á±Î�����Ë<ÏÒÀ»Ä�ÏåÌ�Ö�òj½XÝ�¿3½XêSÐuÑc�ñÏÒÀ¦	�ÏÒÀ�¿u¿}·
&¾ÑSÅ�Ün½�¿?�M¸�ë�ëbº����HË<ÏÒÀ»Ä�Ïnº9Ö�¸b¹
¼¾ÏÒÈ9ÏÒÀ�ÐuÑ`ÁSÏÒÄ

Xn
d−→ X ⇔ limn→∞ P (Xn ≤ x) = P (X ≤ x)

ÂbÀ�ÏI3�Å�Á�î�ÏÒÆ�Î�ÏÒÁ`È¾À»Á?�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î+�
¿uÅ Î�À»Ý»Ä�ÜqÀ»Ä�Â`ÏÒÆ��`À»î�½XÆ�À�½XÄ�ÏÒÁ)Ë�Äu½XÁ
ÂS½XÆ�ÂbÁSÅ�Æ�Ün½XÝ»îOÏÒÆ�Ä�Ï+À»Ý»ê`Á`Î N (µ, Σ)

H

√
n (ξ̂MLE

n −ξ,
σ̂MLE

n

σ
−1)

d−→ N (0, M−1), n → ∞ ÜqÀ»Ä
M−1 = (1+ξ)

(

1 + ξ 1

1 2

)

.

¸ À�ÏÒÆ)�ñÏÒÀ ¿�À»ÁSÂ
ξ̂MLE
n

ê`ÁSÂ
σ̂MLE

n

ÂbÀ�ÏùÓ:O�â È+ê`ÜfË�Ä�À�ÐuÑ`é`Æ�Åb�ñÏÒÁ�êSÜ«��½XÁ`Î
n
¹�âQÜ«�

�`Æ�Ï+ÐuÑ�Äu¿}·83ûÝ�;`é`éñÏÒÝ��ñÏÒÆ�ÎB·XÓJÀ»Ã�Å�¿uÐuÑÊ�Úº9á�á±Î��Eê`Á�Ä�ÏÒÆ�¿�êSÐuÑSÏÒÁ ½XêSÐuÑ�ÂbÀ�Ï3â À»Î�Ï²Á
¿�ÐuÑ
½���Ä�ÏÒÁ Â`Ï+¿ ¸ À»Ý»ÝHê`ÁSÂ
¨ À�ÐuÃ�½XÁSÂ`¿?Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ�¿9¹ûâQÀ»Á2ä�À�ÐuÑ�Ä�À»Î�Ï+¿_	�Ï+¿�ê`Ý»Äu½XÄ)À�¿�ÄJÂ
½�¿g½�¿)A�Üqé`Ä�Å�Ä�À�¿uÐuÑSÏ³� ÏÒÆ�Ñ
½XÝ»Ä�ÏÒÁ ÂbÀ�Ï+¿�ÏÒÆ

Ì�ß
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Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ9¹UÍ\;`ÆnÂSÏ²Á�¨QÀ�ÐuÃ�½XÁSÂ`¿ Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆeÃ�½XÁ`Á Î�ÏÒÈ9Ï²À»Î�ÄeäUÏÒÆ�ÂSÏ²Áv�EÂS½�¿u¿jê`Á�Ä�ÏÒÆeÎ�Ï²äWÀ»¿u¿�ÏÒÁ'¼¾Ï��
ÂbÀ»Á`Î�ê`Á`Î�ÏÒÁJÎ�À»Ý»Ä

√
k (ξ

(P )
k,n − ξ)

d−→ N (0, v(ξ)), n → ∞ ,

äUÅb�ñÏÒÀ
v(ξ) = ξ2 (22ξ+1+1)

(2 (2ξ−1) ln 2)2
¹

� ½�¿�½�¿)A<Üqé`Ä�Å�Ä�À�¿�ÐuÑSÏ��EÏÒÆ�Ñ
½XÝ»Ä�ÏÒÁeÂ`Ï+¿ ¸ À»Ý»ÝñË<ÐuÑHÔXÄ�È9Ï²Æu¿Eä�À»Æ�ÂqÀ»Á@��Å�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`ÏÒÜ Ëb½XÄ�ÈWîOÏÒÆ�Â`ÏÒê`Ä�Ý»À�ÐuÑ�Ä9¹
hfi Wkj1� ��¼UÀ�½�¿��f��½XÆ�À�½XÁ`È7�¹2HêS¿u½XÜqÜjÏ+Á`Ñ
½XÁ`Î�Â`Ï+¿ ¸ À»Ý»Ý�Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ�¿}� � ÷lñ�þfñ�î

Xi ∼ F, i ∈ N
íBî[ë�`�ö

ù�úbîBïbþ�ïJíKî'�Jþ"��ñ�î9ì=þ ð7ø7ù¥$8ñ�é7ìyñ�þNÿ�ì[8
F ∈ MDA(H1/α), α > 0

íKî'��c
• ý«þNì A(x) := α−2 a(U(x))

íKî'�Fñ�þNî[ñ�é
ý@ñ�ðnð7`½ëbénñ�îp�(íKî! �ì=þ"
bî
a(x)


8ù�î[ñ³ô!
bé)û�ñ�þoø�ù�ñ�î+ö
ê/ñ½ø�ù±ð1ñ�ÿ[ï�ñ�ÿ%ìyñ

lim
x→∞

U(t x)/ U(x) − tξ

A(x)
= tξ

tρ ξ − 1

ρ ξ
.

(,þoñ¥��
�îEð�ìfëbî9ìyñ
ρ ≤ 0

ê�þNé��³ë�ÿqð	q�ëbé)ëbýJñ7ìyñ�éGû7ê/ñ7þNìyñ�é�ÑWé���î+íBîKïv`nñ½û�ñ7þ=ø7ù�î[ñ7ì?íKî'�v`nñ�ö
ð�ì=þNý«ý
ì2�bþfñ���
bîx$bñ�éoï�ñ7îKû7é)ë�ìyñ�$&
bî

F̄ (t x)/F̄ (x)
ï�ñoïBñ�î

t−α *
• ñ}ð!ï�ñ�ÿ%ìyñ

k → ∞,
k

n
→ 0

íKî'� √
k A

(n

k

)

→ λ ∈ R,
.;gKé

n → ∞ .
�Úº9Ì±�

(�ëbî+î�ïbþNÿ�ì�./gBé
n → ∞

√
k
(

α̂(H) − α
)

d−→ N
(

α3 λ

ρ − α
, α2

)

.

� À�Ï+¿�ÏÒÆ Ëb½XÄ�Èeé`ÆuÔXÈ+À�¿�À�ÏÒÆ�Ä Â`ÏÒÁ¯2HêS¿Ç½XÜqÜjÏÒÁ`Ñ
½XÁ`Î)È+ä�À�¿�ÐuÑSÏÒÁùÂ`ÏÒÆ ½�¿)A<Üqé`Ä�Å�Ä�À�¿�ÐuÑSÏÒÁ³��½XÆ�À�½XÁ`È±��ÂbÀ�Ï
ÜqÀ»ÄWä¾½�ÐuÑS¿uÏÒÁSÂ`ÏÒÜ

k
½8�`Á`À»ÜqÜåÄ1�Sê`ÁSÂ ÏÒÀ»ÁSÏÒÜ Üjï�Î�Ý»À�ÐuÑSÏÒÁ)¼�À�½�¿9¹

���������������tÒf� (,þfñ�y!ñ-�bþNîBïbíKîBï³�Úº9Ì±�,þ ð�ì/ú��^íBþ[$�ëbÿ´ñ�î9ìËû7í�.A
�ÿ ï�ñ7î'��ñ�ézy!ñ-�bþNîBïbíKîBï�c
lim

x→∞
F̄ (t x)/ F̄ (x) − t−α

a(x)
= t−α tρ − 1

ρ
, t > 0

ò_ëbî%`½ñ½ë±ø�ùKìyñ;8���ë8ðnð!ñ}ð'þ î¥��ñ�éNqWé)ëk¡bþ ðWþNîb�Bñ�îJð1ñ�ÿ%ìyñ�îEð�ìyñ7îo�/ú�ÿ ÿ�ñ7î©ýoµnïbÿÇþoø�ù«þ ð�ì���þoñ}ð1ñRy!ñ-�bþNîBïbíKîBï
û^í%gx`nñ�é4�'g;.1ñ�î+*
ú�Ý»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»Áù¿�ÏÒÀEÂS½XÆu½Xê���Ñ`À»Á`Î�ÏÒä�À�Ï+¿uÏÒÁ��LÂS½�¿�¿lÂbÀ�ÏnÓJÅ�Â`ÏÒÝ»Ý�½XÁ`Á
½XÑ`ÜjÏ+Á���½Xê��WÂ`ÏÒÁSÏÒÁùÂbÀ�ÏeË<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ
�ñÏÒÆ�ê`ÑSÏÒÁ��
ÏÒÆ��=;`Ý»Ý»Ä�¿�ÏÒÀ»Á Ü�;S¿u¿�ÏÒÁ��bê`Ü ½XêS¿�¿Ç½XÎ�ÏÒÃ�ÆuÔ���Ä�À»Î�Ï�âQÆ�Î�Ï7�`Á`À�¿�¿�Ï�È+êµÏ²Æ�Ñ
½XÝ»Ä�ÏÒÁ�¹

Ì�á
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Ö × ���O�s���
�`�¾���k�`�����s���6�3�H���W�H���S�
��Ü 3�½Xé`À»Ä�ÏÒÝ�Ê ä�ê`Æ�Â`Ï4�ñÏ+¿uÐuÑ`Æ�À�Ï7�ñÏ²Áv�bä�À�Ï3é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À�¿�ÐuÑSÏ�ÓJÅ�Â`ÏÒÝ»Ý�Ï�½XÁ ÂbÀ�Ï�Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`Ý%� ê`ÁSÂ
Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏÒÁ�î�ÏÒÆ�ÄuÏÒÀ»Ý»ê`ÁSÎe½XÁ`Î�ÏÒé
½�¿u¿�Ä�äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ ÃOï�Á`ÁSÏÒÁ�¹�àÀ�Ï4�ñÏÒÆ�ÏÒÀ»Ä�¿�ÏÒÆ�ä¾ÔXÑ`Á�Ä�ä�À»Æ�Â��ñÏ²À�Â`ÏÒÁ
�MÅ�Æ�Ä�Î�Ï+¿�ÐuÑ`Æ�À»Ä�Ä�ÏÒÁSÏÒÁ\Ó)Ï+¿�¿u½XÁS¿ÇÔXÄ�È9ÏÒÁ�ÏÒÀ»ÁSÏ ú�ê���Ä�ÏÒÀöÝ»ê`ÁSÎ Â`ÏÒÆåË<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿���ÔXÝ»Ý»ÏjÂ`ÏÒÆûÎ�Ï+¿u½XÜåÄuÏ²Á\¼¾½XÁ`Ã
Á
½�ÐuÑ?î�ÏÒÆ�¿�ÐuÑ`À�Ï+Â`ÏÒÁSÏÒÁ�*�Ï+¿�ÐuÑ
Ô���Ä�¿)��ÏÒÝ�Â`ÏÒÆ�Á�ê`ÁSÂª	WÀ�¿�À»Ã�Å�ÄsA<éñÏÒÁ�M½XÝ�¿,��Á�Ä�ÏÒÆ�Ã<Ý�½�¿�¿�ÏÒÁ?Â`Ï+¿�Å�éñÏÒÆu½XÄ�À�Å8�
ÁSÏÒÝ»Ý�ÏÒÁ 	�À�¿�À»Ã�Å�¿���¿�À�ÏÒÑSÏ Ë<ÏÒÀ»Ä�Ï ò±��îOÅ�Æ�Î�ÏÒÁSÅ�ÜqÜjÏÒÁ��Vê`ÜÉÏÒÀ»ÁSÏ_ÂbÀ%Í�ÏÒÆ�ÏÒÁ`È+À�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÆ�Ï Ó)Ï+¿�¿�ê`Á`Î)ÈÒê ÏÒÆ��
Üjï�Î�Ý»À�ÐuÑSÏÒÁ�¹W�ê`Æ�Â`ÏÒÁàÁ�ê`Á ÂbÀ�Ï@Ð�ÏÒäUÏÒÀ»Ý»À»Î�ÏÒÁ��EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�ÏÒÁøÂ`ÏÒÆ�ÏÒÀ»Á`È9ÏÒÝ»ÁSÏÒÁ *�Ï+¿�ÐuÑ
Ô���Äu¿)�ñÏÒÆ�ÏÒÀ�ÐuÑ��
	�À�¿�À»ÃOÅ�ÄsA�é��y3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�Á\Î�Ï+¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È+Ä1���`Ý�ÏÒÀ��`ÄlÂbÀ�ÏjÍ`ÆÇ½XÎ�Ïb��ä�À�ÏqÜn½XÁs½XÝ»Ý�ÏjÂbÀ�Ï+¿�Ï
��Á���Å�Æ�Ün½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÁ
È+ê ÏÒÀ»ÁSÏÒÆ<*ûÏ+¿Ç½XÜåÄ�î�ÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎJ��ê`ÁSÂ ¿�é
ÔXÄ�ÏÒÆ�ÏÒÁ«	�À�¿�À»ÃOÅ�Ã�ÏÒÁ`Á`È0½XÑ`Ý ��ÃOÅ�Üqé`Æ�À»ÜqÀ�ÏÒÆ�ÏÒÁqÃ�½XÁ`Á�¹

É/�o�äÈ�[£�Æ[Ä(åª�[£b���bÅ[ÆlÄ+�ªÈ¤�¡vÄ�æ�æ
¼ À»ÜqÜåÄ3Ün½XÁ�½XÁ��ñÂS½�¿�¿ K ÂbÀ�Ï ÓJÏÒÁ`Î�Ï Â`ÏÒÆ,*ûÏ+¿�ÐuÑ
Ô���Ä�¿)�ñÏÒÆ�ÏÒÀ�ÐuÑ��y	WÀ�¿�À»Ã�Å�ÄsA<é��y3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÁ�À�¿�Ä
ê`ÁSÂ

K := | K | ÂbÀ�Ïµú�Á`È0½XÑ`Ý�Â`ÏÒÆ©3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÁv��¿uÅ�Ý�Ô8-�Ä_¿�À�ÐuÑ Â`ÏÒÆG*ûÏ+¿u½XÜåÄ�îOÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä1�EÂ`ÏÒÆÂbê`Æ�ÐuÑJÂbÀ�Ï�ÏÒÀ»Á`È9ÏÒÝ»ÁSÏÒÁ:� ÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�Ï�Â`ÏÒÆ63�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÁ)ÏÒÁ�Ä�¿�Ä�ÏÒÑ�Ä��S¿�ÐuÑ`Æ�ÏÒÀ��ñÏÒÁJ½XÝ�¿

L =
∑

k∈K
Lk .

�ÚºÒÊB�

� ÏÒÆ\�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä
Lk

Â`ÏÒÆ
k
��Ä�ÏÒÁ
3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�Áj¿uÏÒÄ�È+ÄV¿�À�ÐuÑ Î�ÏÒÜnÔ8-�Â`ÏÒÜ À»Á«3�½Xé`À»Ä�ÏÒÝSÌ!�ñÏ+¿�ÐuÑ`Æ�À�Ï7�ñÏÒÁSÏÒÁ

Ó)Å�Â`ÏÒÝ»Ý�½XêS¿¾ÜjÏÒÑ`Æ�ÏÒÆ�ÏÒÁ)Ë<ÐuÑ
Ô�Â`ÏÒÁ È+êS¿u½XÜqÜjÏÒÁ��`Â`ÏÒÆ�ÏÒÁ ú�Á`È0½XÑ`Ý�Î�ÏÒÁ
½Xê ä�À�ÏûÂbÀ�Ï ¸ ï�ÑSÏûÂ`ÏÒÆ�Ë<ÐuÑ
Ô��
Â`ÏÒÁ�È+ê���ÔXÝ»Ý»À»Î À�¿�Ä9¹K�CÁ`Á
Ï²Æ�Ñ
½XÝ�� ÏÒÀ»ÁSÏÒÆ6*ûÏ+¿�ÐuÑ
Ô���Ä�¿��MÏÒÝ�ÂK�y	WÀ�¿�À»ÃOÅ�ÄsA�é��y3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�Á ÑH½8�ñÏ²Á ä�À»Æ¾¿uÅ�ÜqÀ»Ä
ÏÒÀ»Á ÃOÅ�Ý»Ý�ÏÒÃ�Ä�À»îOÏ+¿WÓ)Å�Â`ÏÒÝ»Ýf�SÂS½�¿WÂ`ÏÒÁc�EÏÒÆ�Ý»êS¿�ÄWÂbêSÆ�ÐuÑµÏÒÀ»ÁSÏåË�ê`ÜqÜjÏÒÁ�î�ÏÒÆ�ÄuÏ²À»Ý�ê`Á`ÎeÜjÅ�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�Ä1H

Lk =

Nk
∑

i=1

Xk,i, k = 1, . . . , K

Í\;`ÆËÐÚÏ+Â`ÏD3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�Á)ä�À»Æ�ÂµÏÒÀ»ÁSÏ Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`Ý%�UêSÁSÂ ÏÒÀ»ÁSÏ ËbÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏÒÁ�î�ÏÒÆ�ÄuÏÒÀ»Ý»ê`ÁSÎ©�ñÏ��
ÁSï�Ä�À»Î�Ä9¹l� ÏÒÆ��MÅ�Ý»Î�Ä3Ün½XÁ�ÏÒÀ»ÁSÏÒÁgé
½XÆu½XÜjÏÒÄ�Æ�À»¿uÐuÑSÏÒÁ?ú�ÁS¿u½XÄ�È±�ñ¿uÅnÝ�½�¿u¿�ÏÒÁg¿�À�ÐuÑgÂbÀ�Ï«¨V½XÆu½XÜåÄ�ÏÒÆ�ÂbÀ�Ï+¿�ÏÒÆ
�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�ÏÒÁJÂbê`Æ�ÐuÑµÂ`À»Ï�À»ÁL3�½Xé`À»Ä�ÏÒÝ�Ê
�ñÏ+¿�ÐuÑ`Æ�À�Ï7�ñÏÒÁSÏÒÁ)ÓJÏÒÄ�ÑSÅ�Â`ÏÒÁJ¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÁ�¹
\ÏÒÆ�Â`ÏÒÁ�ÂbÀ�Ï«3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÁs½XÝ�¿3ê`Á
½8�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î îOÅ�ÁSÏÒÀ»Á
½XÁSÂ`ÏÒÆl½XÁ`Î�ÏÒÁSÅ�ÜqÜjÏÒÁ_5 Î�ÏÒÁ
½XêSÏÒÆ�¿�À»ÁSÂ
ÂbÀ�Ï

Lk
¿�Ä�Å�ÐuÑ
½�¿�Ä�À�¿�ÐuÑ ê`Á
½8�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»ÎF5��¿uÅµÃ�½XÁ`ÁùÜn½XÁ ÂbÀ�Ï Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`Ý�ê`ÁSÂFË<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï8�

ÑSÏeÂSÏ²Æ
k
��Ä�ÏÒÁ�3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�Á ê`Á
½8�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î)îOÅ�ÁùÂ`ÏÒÆqË<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`Ý¾ê`ÁSÂÊ��ÑSï�ÑSÏ_Â`ÏÒÆ ½XÁSÂ`ÏÒÆ�ÏÒÁ

3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�Á
ÏÒÁsÏÒÆ�È9ÏÒê`Î�ÏÒÁ�¹�Ë�À»ÁSÂ�ÂbÀ�Ï
Lk
ÐÚÏ+Â`Å�ÐuÑ?Á`À�ÐuÑ�Ä�¿�Ä�Å�ÐuÑ
½�¿�Ä�À�¿�ÐuÑ�ê`Á
½8�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î+��¿�Å�ÜåêS¿�¿

Â`ÏÒÆ©2Hê���½XÝ»Ý�¿�îOÏÒÃ�Ä�Å�Æ
(L1, L2, . . . , LK)

Î�ÏÒÜnÔ8-\Â`ÏÒÆn½XÁ`Î�ÏÒÁSÅ�ÜqÜjÏÒÁSÏÒÁ'ú!�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î�Ã�ÏÒÀ»Ä�¿u¿�Ä�Æ�ê`Ã<Ä�ê`Æ
½XÝ�¿EÏÒÀ»Á¿*�½XÁ`È9ÏÒ¿�¿�À»Üåê`Ý»À�ÏÒÆ�ÄEäUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ�¹ � À�Ï+¿QÀ�¿�ÄQÎ�ÏÒÆu½�Â`Ï'�=;`Æ ÏÒÀ»ÁSÏWÎ�Æ�ïb-�ÏÒÆ�Ï�ú�Á`È0½XÑ`Ý

K
ÃOÅ�Üqé`Ý»À»È+À�ÏÒÆ�Ä9¹

Ë<ÐuÑSÅ�Á �=;`Æ
K ≥ 4

ÏÒÆ�äUÏÒÀ�¿�Äj¿�À�ÐuÑ ÂbÀ�ÏJË<ÐuÑ
ÔXÄ�È+ê`Á`Î\Â`ÏÒÆjÎ�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁS¿u½XÜjÏÒÁS� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î?ÜqÀ»ÄnÏÒÀ»ÁSÏÒÆ
�ñÏ+¿�Ä�À»ÜqÜåÄ�ÏÒÁ�ú6�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î�ÃOÏÒÀ»Ä�¿�¿�Ä�Æ�ê`Ã<Ä�ê`Æ�½XÝ�¿3¿�ÐuÑ�äUÏÒÆ9¹[��Á)ÂbÀ�Ï+¿�ÏÒÜY2HêS¿Ç½XÜqÜjÏÒÁ`Ñ
½XÁ`Î ÏÒÆ�äUÏÒÀ�¿�Äû¿�À�ÐuÑ
ÂS½�¿63�Å�Á`È9ÏÒé`Ä�Â`ÏÒÆ�è¾Å�é`ê`Ý�½j½XÝ�¿WÑ`À»Ý���Æ�ÏÒÀ�ÐuÑ�¹

ÊOë
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É/�´�MµW� åv¯\æÇ�[£b��¤��
â À»ÁSÏ¾ÂbÀ»Æ�ÏÒÃ�Ä�Ï¾¼¾Ï²ÆuÏÒÐuÑSÁ�ê`Á`Î�Â`ÏÒÆ]� ÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�î�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î¾�N;`ÆVÏÒÀ»ÁSÏ�*ûÏ+¿�ÐuÑ
Ô���Ä�¿���ÏÒÝ�ÂK�CâQÆuÏ²À»Î�Á`À�¿�ÄsA�é��y3�Å�Ü
�
�`À»Á
½XÄ�À�Å�Á)½XêS¿WÂ`ÏÒÆ3Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`Ý%��ê`ÁSÂ Â`ÏÒÆ�Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏÒÁ�îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ�Ý»ê`Á`ÎeÀ�¿�Ä�À»Á Â`ÏÒÁ äUÏÒÁ`À»Î�¿�Ä�ÏÒÁ
ÍQÔXÝ»Ý�ÏÒÁ Üjï�Î�Ý»À�ÐuÑ�¹W\ÏÒÁ`ÁàÜn½XÁ Á�ê`Á.½XÝ»Ý�Ï�Ö�ò³3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�ÁSÏ+ÁøÈ+êS¿Ç½XÜqÜjÏ²ÁE�M½�¿�¿�ÏÒÁ äWÀöÝ»Ýf�¾¿�Ä�ïb-�Ä
Ün½XÁF½Xê���ÏÒÀ»ÁSÏeÁSÅ�ÐuÑ Î�Æ�ïb-�ÏÒÆ�ÏG3�Å�Üqé`Ý�Ï²ã<À»ÄuÔXÄ0¹Ë2Hê`Æq¼UÏÒÆ�Ï+ÐuÑ`Á�ê`Á`Îª�ñÏÒÁ�ê`Ä�È+Ä Ün½XÁ Â`Ï+¿�äUÏÒÎ�ÏÒÁ ÏÒÀ��
ÁSÏ�¿�Å�Î�ÏÒÁ
½XÁ`Á�Ä�Ï Ó)Å�Á�Ä�Ï è�½XÆ�Ý�Å?Ë�À»Üåê`Ý�½XÄ�À�Å�Áó��Ó�è�ËE�²¹Vâ ¿ Ñ
½XÁSÂ`ÏÒÝ»Äq¿�À�ÐuÑ ê`Ü ÏÒÀ»ÁùÁ�ê`ÜjÏÒÆ�À�¿uÐuÑSÏ+¿
�EÏÒÆ���½XÑ`Æ�ÏÒÁ�¹
Í\;`ÆûÂ`ÏÒÁgÍH½XÝ»ÝVÂ`ÏÒÆ¾��Á
½8�`Ñ
ÔXÁSÎ�ÀöÎ�ÃOÏÒÀ»ÄûÃ�½XÁ`Á)Ün½XÁgÂ`ÏÒÁ:�MÅ�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`ÏÒÁgú�Ý»Î�Å�Æ�À»Ä�Ñ`ÜåêS¿4�N;SÆ3ÂbÀ�ÏqË�À»Üåê��
Ý�½XÄ�À�Å�ÁJÂ`ÏÒÆ4*ûÏ+¿u½XÜåÄ�îOÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»ÝöêSÁ`Înî�ÏÒÆ�äUÏÒÁSÂSÏ²ÁvH

• âQÆ�È9ÏÒê`Î�Ï
N

(1)
k , N

(2)
k , . . . , N

(n)
k n

Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`Ý�ÏÒÁ ÜqÀ»Ä ¸ À»Ý%�MÏ ÂSÏ²ÆLÎ�Ï+¿uÐuÑ
ÔXÄ�È+Ä�ÏÒÁ«¨�Å�À�¿�¿�Å�Á��
�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î)Â`ÏÒÆ

k
��Ä�ÏÒÁ�3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�Á��

k = 1, . . . , K
¹ � À�Ï¿2�½XÑ`Ý

n
Â`ÏÒÆqË�À»Üåê`Ý�½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÁ

¿�Å�Ý»Ý»Ä�Ï�Î�Æ�Åb-n¿�ÏÒÀ»Á��`È+ê`Ü ¼¾ÏÒÀ�¿�é`À�ÏÒÝEº9ëb¹¡ë�ë�ëb¹
• � À�ÏIÐ�ÏÒäUÏÒÀ»Ý�¿Wé
½�¿�¿�ÏÒÁSÂ`Ï�ú�Á`È0½XÑ`ÝL½XÁ)Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏÒÁ
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k,1 , X
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k,2 , . . . , X
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k
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k,1 , . . . , X
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k,N
(2)
k

; . . . , . . . ; X
(n)
k,1 , . . . , X

(n)

k,N
(n)
k

, k = 1, . . . , K

ÏÒÆ�È9ÏÒê`Î�Ä�Ün½XÁ ÜqÀ»Ä ¸ À»Ý%�MÏ�Â`ÏÒÆ3Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏÒÁ�îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»êSÁ`Î_Â`ÏÒÆ
k
��Ä�ÏÒÁL3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�Á�¹

• Óg½XÁ ÏÒÆ�Ñ
ÔXÝ»Ä
n
¿�À»Üåê`Ý»À�ÏÒÆ�Ä�Ï,\Ï²Æ�Ä�Ï4�=;`ÆWÂ`ÏÒÁF*ûÏ+¿u½XÜåÄ�îOÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä1�`À»ÁSÂ`ÏÒÜ Ün½XÁ

L(j) =
∑

k∈K
L

(j)
k , j = 1, . . . , n

�ñÏÒÆ�Ï+ÐuÑ`ÁSÏÒÄ�ê`ÁSÂ ¿�Å�ÜqÀ»Ä�ÂbÀ�Ï�ÏÒÜqé`À»Æ�À�¿�ÐuÑSÏ,� ÏÒÆ�ÄuÏ²À»Ý»ê`Á`Î�¿)��ê`Á`Ã<Ä�À�Å�ÁJÂ`Ï+¿!*ûÏ+¿Ç½XÜåÄ�î�ÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�Ï+¿9¹
àÀ�ÏL�ñÏÒÆ�ÏÒÀ»Ä�¿�ÏÒÆ�ä¾ÔXÑ`Á�Ä1�¾¿�ÐuÑSÏÒÀ»Á�Ä�ÏÒÀ»ÁSÏ:��Á
½8�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î�ÃOÏÒÀ»Ä�¿u½XÁ`Á
½XÑ`ÜnÏ)È+ä�À�¿�ÐuÑSÏÒÁøÂ`ÏÒÁàÏÒÀ»Á`È9ÏÒÝ»ÁSÏÒÁ
*�Ï+¿�ÐuÑ
Ô���Ä�¿)��ÏÒÝ�ÂK�CâQÆ�ÏÒÀ»Î�Á`À�¿�ÄsA�é��y3�Å�Ü
�SÀ»Á
½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÁ Á`À�ÐuÑ�Ä Æ�Ï9½XÝ»À�¿�Ä�À�¿�ÐuÑ�¹\��Ü ÂbÀ�Ï_ú6�SÑ
ÔXÁ`Î�À»Î�Ã�ÏÒÀ»Ä ÜqÀ»Ä
ÏÒÀ»Á`È+êE�ñÏÒÈ+À�ÏÒÑSÏ+Á���À�¿�ÄEÂbÀ�Ï ¸ À»Á`È+ê`Á
½XÑ`ÜjÏ�ÏÒÀ»ÁSÏÒÆ¾èUÅ�é`ê`Ý�½l¿�À»Á`Á�îOÅ�Ý»Ý�¹�âQÀ»ÁeÏÒÁ�Äu¿�é`Æ�Ï+ÐuÑSÏÒÁSÂ`ÏÒÆUú�Ý»Î�Å�Æ�À»Ä�Ñ��
ÜåêS¿���ä�À�Ï�À»Ñ`Á � À�è�Ý�ÏÒÜjÏÒÁ�Ä�Ï�·8	�Å�Ün½XÁ
Å��M¸�ë�ëXÊB�E½Xê��VË<ÏÒÀ»Ä�Ïåº9á�á±·�¸�ë�ëD�ñÏ+¿�ÐuÑ`Æ�ÏÒÀ��ñÏÒÁ��b¿�ÏÒÀñ½XÁ_ÂbÀ�Ï+¿�ÏÒÆ
Ë�Ä�ÏÒÝ»Ý�Ïå½Xê���Î�Ï��=;`Ñ`Æ�Ä1H
âE¿�äWÀöÆuÂ îOÅ�Á«Ð�ÏÒäUÏÒÀ»Ý�¿3ËDÐ�ÔXÑ`Æ�Ý»À�ÐuÑSÏÒÁL�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�ÂS½XÄ�ÏÒÁµÀ»Á`ÁSÏÒÆ�Ñ
½XÝ��JÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�ÏÒÀ»Á`È9ÏÒÝ»ÁSÏÒÁ_*ûÏ+¿uÐuÑ
Ô���Ä�¿��MÏÒÝ�ÂK�
â Æ�ÏÒÀ»Î�Á`À�¿�ÄsA�é��y3�Å�Ü?�`À»Á
½XÄ�À�Å�ÁSÏ+Á ½XêS¿�Î�ÏÒÎO½XÁ`Î�ÏÒÁ�H

lji , i = 1, . . . , m j = 1, . . . , S
À�¿�ÄµÂ`ÏÒÆ

j
�

Ä�ÏÊ� ÏÒÆ�Ý»êS¿�ÄJÂ`ÏÒÆ
i
��Ä�ÏÒÁó3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À»Å�Áv��äUÅb�ñÏÒÀ

m
ÂbÀ�Ï?ú�Á`È0½XÑ`ÝåÂ`ÏÒÆF*ûÏ+¿�ÐuÑ
Ô���Ä�¿��MÏÒÝ�ÂK�CâQÆ�ÏÒÀ»Î�Á`À�¿��

3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�Á
ÏÒÁ.À�¿�Ä1�UÂbÀ�Ï�½XÎ�Î�Æ�ÏÒÎ�À�ÏÒÆ�Ä äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁø¿�Å�Ý»Ý�ÏÒÁ�¹�ú�êE-�ÏÒÆ�Â`ÏÒÜ ¿�Å�Ý»ÝûÂ`À»Ïgú!�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î�ÃOÏÒÀ»Ä�¿��
¿�Ä�Æ�ê`Ã�Ä�ê`Æ�Âbê`Æ�ÐuÑ?ÏÒÀ»ÁSÏnË�Ä�êSÂ`ÏÒÁ�Ä9ðó¿�Ä���èUÅ�é`ê`Ý�½�ÜjÅ�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�Ä�äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ�¹¦2HêSÏÒÆ�¿�Ä�ä�À»Æ�Â�ÂbÀ�Ï+¿�ÏjèUÅ�éSê`Ý�½��
�`È+ä�¹bÂ`ÏÒÆ�ÏÒÁ�¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ1�
½XÁ`Ñ
½XÁSÂ�Â`ÏÒÆ � ½XÄ�ÏÒÁ�Î�Ï+¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È+Ä�ê`ÁSÂ_ÂS½XÁ
½�ÐuÑ:2Hê��M½XÝ»Ý�¿�È0½XÑ`Ý�ÏÒÁ ÜqÀ»Ä¾ÂbÀ�Ï��
¿uÏÒÆWú6�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î�ÃOÏÒÀ»Ä�¿�¿�Ä�Æ�ê`Ã�Ä�ê`Æ�ÏÒÆ�È9ÏÒê`Î�Ä9¹

ÊSº
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• &�Æu½XÁS¿��MÅ�Æ�ÜqÀ�ÏÒÆ�Ï�ÂbÀ�Ï_Ñ`À�¿�Ä�Å�Æ�À�¿�ÐuÑSÏÒÁ � ½XÄ�ÏÒÁ lji
Âbê`Æ�ÐuÑ

l̃ji = F̂i(l
j
i ) ∼ U[0,1]

È+êF½Xê���Ø¡ë��»º/Ù
Î�Ý�ÏÒÀ�ÐuÑ�îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»Ä�ÏÒÁ � ½XÄ�ÏÒÁ�¹�Ó)½XÁ$�ñÏ+½�ÐuÑ<Ä�Ï���ÂS½�¿�¿

F̂i
ÂbÀ�ÏjÏÒÜqé`À»Æ�À�¿�ÐuÑ$�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�¿���ê`Á`Ã�Ä�À»Å�Á

Â`ÏÒÆ
i
��Ä�ÏÒÁL3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�ÁJÀ�¿�Ä9¹

• &�Æu½XÁS¿��MÅ�Æ�ÜqÀ�ÏÒÆ�Ï�ÂbÀ�Ï�Åb�ñÏÒÁ_ÏÒÆ�È9ÏÒê`Î�Ä�ÏÒÁ � ½XÄ�ÏÒÁ l̃ji
Âbê`Æ�ÐuÑ

zj
i = Φ−1(l̃ji ) ∼ Φ

È+ê�Ë�Äu½XÁSÂS½XÆ�ÂK�
ÁSÅ�Æ�Ün½XÝ»îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»Ä�ÏÒÁ � ½XÄuÏ²Á�¹

• &�Æu½XÁS¿��MÅ�Æ�ÜqÀ�ÏÒÆ�Ï�ÂbÀ�ÏWÅb�ñÏÒÁeÏÒÆ�È9ÏÒê`Î�Ä�ÏÒÁ � ½XÄ�ÏÒÁ l̃ji
Âbê`Æ�ÐuÑ

cj
i = t−1

m (l̃ji ) ∼ tm
È+ê � ½XÄ�ÏÒÁnÜqÀ»Ä

Ë�Ä�êSÂ`ÏÒÁ�Ä���Ä��f�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»êSÁ`Î
tm

ÜqÀ»Ä
m
ÍSÆ�ÏÒÀ»ÑSÏÒÀöÄu¿�Î�Æu½�Â`ÏÒÁ�¹

• Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏlÂbÀ�Ï�Í`Æ�ÏÒÀ»ÑSÏÒÀ»Ä�¿�Î�Æu½�Â`ÏlÂ`ÏÒÆ3Ë�Ä�êSÂ`ÏÒÁ�Ä9ðó¿WÄ���èUÅ�é`ê`Ý�½jÂbê`Æ�ÐuÑ

ν̂ = arg max
ν

S
∑

j=1

ln c(l̃j1, . . . , l̃
j
m; R̂, ν),

äUÅb�ñÏÒÀ ÂbÀ�Ï È+ê`Î�ÏÒÑSï�Æ�À»Î�Ï@3�Å�Æ�Æ�ÏÒÝ�½XÄ�À�Å�ÁS¿�Ün½�Ä�Æ�Àöã
R̂
ä�À�Ï À»Ü-ÁHÔ�ÐuÑS¿�Ä�ÏÒÁÊ¨Qê`Á`Ã�Ä"�ñÏ+¿�ÐuÑ`Æ�À�Ï7�ñÏÒÁ

�ñÏ+¿�Ä�À»ÜqÜåÄ�ä�À»Æ�Â�¹
• � À�Ï"3�Å�Æ�Æ�ÏÒÝ�½XÄ�À�Å�ÁS¿�Ün½XÄ�Æ�Àöã R̂

ÏÒÆ�Ñ
ÔXÝ»ÄWÜn½XÁJ½XÝ�¿4*3Æ�ÏÒÁ`È+äUÏÒÆ�Ä�Â`ÏÒÆ�Í
Å�Ý»Î�ÏûîOÅ�Á Óg½XÄ�Æ�À»È9ÏÒÁ

R̂0 =
1

S

S
∑

j=1

zj zjT
R̂k+1 =

ν + n

ν S

S
∑

j=1

cj cjT

1 + 1
ν cjT R̂∗k cj

,

äUÅb�ñÏÒÀ
zj = (zj

1, z
j
2, . . . , z

j
n)T ê`ÁSÂ

cj = (cj
1, c

j
2, . . . , c

j
n)T ¿�Å0ä�À�Ï

R̂∗k
ÂbÀ�ÏûÓ)½XÄ�Æ�Àöã

ÜqÀ»Ä
(R̂∗k)u,v =

(R̂k)u,v
√

(R̂k)u,u

√

(R̂k)v,v

,

Â`ÏÒÆ�ÏÒÁ ¸ ½Xê`é`Ä�ÂbÀ�½XÎ�Å�Á
½XÝ�ÏåÁSÅ�Æ�ÜqÀ�ÏÒÆ�Ä�À�¿�Ä9¹ ¸ À�ÏÒÆ)�ñÏÒÀ�À�¿�Ä
xT Â`ÏÒÆWÄ�Æu½XÁS¿�éñÅ�Á`À�ÏÒÆ�Ä�ÏD� ÏÒÃ<Ä�Å�ÆWê`ÁSÂ

Ï+¿�Î�À»Ý»Ä1H
R̂k → R̂,

�=;`Æ
k → ∞.

¸ ½XÄ Ün½XÁeÂbÀ�Ï m (m−1)
2 +1

¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆUÂSÏ²Æ¾Ë�Ä�êSÂ`ÏÒÁ<Ä9ðó¿EÄ���èUÅ�é`ê`Ý�½,�ñÏ+¿�Ä�À»ÜqÜåÄË5D�=;`ÆEÂbÀ�Ï�¿)A�ÜqÜjÏ��
Ä�Æ�À�¿uÐuÑSÏ63�Å�Æ�Æ�ÏÒÝ�½XÄ�À�Å�ÁS¿�Ün½XÄ�Æ�Àöã m (m−1)

2

ê`ÁSÂµº'�N;SÆEÂbÀ�Ï�ú�Á`È0½XÑ`ÝHÂ`ÏÒÆ�ÍSÆ�ÏÒÀ»ÑSÏÒÀ»Ä�¿�Î�Æu½�Â`Ï'5��O¿�Å�Ý�½�¿�¿�ÏÒÁ
¿�À�ÐuÑ ÂbÀ�Ï"�ñÏÒÁSï�Ä�À»Î�Ä�ÏÒÁ_2Hê���½XÝ»Ý�¿�È0½XÑ`Ý�ÏÒÁµä�À�Ï¾��Å�Ý»Î�Ä�¿�À»Üåê`Ý»À�ÏÒÆ�ÏÒÁ�H

• âQÆ�È9ÏÒê`Î�Ï
m
ê`Á
½8�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î�Ï�¿�Äu½XÁSÂS½XÆ�ÂbÁSÅ�Æ�Ün½XÝ»îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ�Ý»Ä�Ï¾2Hê��M½XÝ»Ý�¿�È0½XÑ`Ý�ÏÒÁ

z = (z1, . . . , zm)T

• âQÆ�È9ÏÒê`Î�ÏlÏÒÀ»ÁSÏ�È+ê
z
ê`Á
½8�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î�Ï���è�Ñ`À%�¹.�ê
½�ÂbÆu½XÄ���îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ÄuÏ?2Hê���½XÝ»Ý�¿�î�½XÆ�À�½8�`Ý�Ï

s ∼ X 2
ν

• ¼¾Ï+¿�Ä�À»ÜqÜjÏ�ÂbÀ�Ïåè�ÑSÅ�Ý�Ï+¿�ÃKAc2ñÏÒÆ�Ý�ÏÒÎ�ê`Á`ÎeÂ`ÏÒÆ63�Å�Æ�Æ�ÏÒÝ�½XÄ�À�Å�ÁS¿�Ün½XÄ�Æ�À»ã
R = A AT

• ¼¾Ï+¿�Ä�À»ÜqÜjÏ�ÂbÀ�Ï"�EÏÒÃ�Ä�Å�Æ�ÏÒÁ
y = A z

ê`ÁSÂ
x =

√
ν√
s
y
¹

ÊO¸
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• � ÏÒÆ��EÏÒÃ�Ä�Å�Æ u = (u1, . . . , um)T ÜqÀ»Ä
ui = tν(xi)

�N;`Æ
i = 1, . . . , m

À�¿�ÄåÎ�ÏÒÜnÔ8-gÂ`ÏÒÆ
Ë�Ä�êSÂ`ÏÒÁ�Ä9ðó¿�Ä���èUÅ�é`ê`Ý�½qî�ÏÒÆ�ÄuÏ²À»Ý»Ä9¹

� À�Ïlú�Á`é
½�¿�¿�ê`Á`ÎeÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�èUÅ�é`ê`Ý�½e½XÁJÂbÀ�ÏlÎ�ÏÒÎ�Ï7�ñÏÒÁSÏÒÁ � ½XÄ�ÏÒÁµÀ�¿�Ä3½Xê���äUÏÒÁSÂbÀ»Î+�HÂS½@�ñÏÒÀLÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�Ë�Ä�ê��
Â`ÏÒÁ�Ä9ðó¿nÄ���èUÅ�é`ê`Ý�½�È�¹ó¼3¹ ¿�ÐuÑ
Å�Á �ñÏÒÀ�Â`ÏÒÆn¼¾ÏÒÆ);SÐuÃb¿�À�ÐuÑ�Ä�À»Î�ê`Á`Î\îOÅ�Á ÎgÂ`ÏÒÆeÖ�ògî�Å�ÜÞ¼�½�¿�Ý�ÏÒÆnú�êS¿��
¿uÐuÑ�êS¿�¿qîOÅ�Æ�Î�Ï+¿�ÐuÑ`Ý�½XÎ�ÏÒÁSÏÒÁ�3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�ÁSÏ+Á ¸�¸ª¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ_Î�Ï+¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È+ÄnäUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ Ü�;S¿�¿uÏÒÁ�¹ � À�Ï
Åb�ñÏÒÁ�Î�ÏÒÁ
½XÁ`Á<Ä�Ï«�EÅ�Æ�Î�ÏÒÑSÏÒÁS¿�äUÏÒÀ�¿�Ïqê`Ü:ú!�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î�ÃOÏÒÀ»Ä�ÏÒÁ?ÈÒê�ÜjÅ�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�ÏÒÁ\À�¿�Ä�½XÝ�¿�Å�ÏÒÑSÏÒÆ�Ä�ÑSÏ+Å8�
Æ�ÏÒÄ�À�¿uÐuÑ�ê`ÁSÂ�Ï+¿¾¿uÏÒÀ�ÏÒÀ»ÁSÏûÓ)ÏÒÄ�ÑSÅ�Â`Ï3Î�ÏÒÁ
½XÁSÁ�Ä1�`ÂbÀ�Ï3é`Æu½XÃ�Ä�ÀöÃ�½8�`Ý�ÏÒÆWÏÒÆ�¿�ÐuÑSÏÒÀ»Á�Ä9¹ ¸ À�ÏÒÆ�È+ê äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ ÂbÀ�Ï
ú!�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î�ÃOÏÒÀ»Ä�ÏÒÁg½XÝ�¿�ú!�`Ñ
ÔXÁ`Î�À»Î�Ã�ÏÒÀ»Ä�ÏÒÁ)È+ä�À�¿�ÐuÑSÏÒÁ)Â`ÏÒÁgË<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`Ý»îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý�ê`Á`Î�ÏÒÁv���`È+ä�¹
Â`ÏÒÁ
Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏÒÁ�î�ÏÒÆ�ÄuÏÒÀ»Ý»ê`ÁSÎ�ÏÒÁJÂ`ÏÒÆ�ÏÒÀ»Á`È9ÏÒÝ»ÁSÏÒÁL3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�Á
ÏÒÁ ÜjÅ�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�Ä9¹ñË<ÏÒÀ

m
ä�À�Ï+Â`ÏÒÆWÂbÀ�Ï

ú�Á`È0½XÑ`Ý�Â`ÏÒÆ63�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÁ:;E�ñÏÒÆ�ÂbÀ�Ïl½XÎ�Î�Æ�ÏÒÎ�À�ÏÒÆ�Ä�äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁJ¿�Å�Ý»Ý�¹
• âQÆ�È9ÏÒê`Î�Ï

n
Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`Ý»îOÏÒÃ�Ä�Å�ÆuÏ²Á

(N
(j)
1 , . . . , N

(j)
m ), j = 1, . . . , n

Â`ÏÒÆ!O�ÔXÁ`Î�Ï
m
�SÂ`Ï��

Æ�ÏÒÁS	�½XÁSÂbîOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�ÏÒÁ'Â`ÏÒÁ �N;`ÆjÂbÀ�Ï«Ð�ÏÒäUÏÒÀ»Ý»À»Î�Ïc3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�Á'Î�Ï+¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÁàËbÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿��
È0½XÑ`Ý»îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�ÏÒÁ ÏÒÁ�Ä�¿�é`ÆuÏÒÐuÑ
Ï²Á�¹ � À�Ï

m
�CÂbÀ»ÜjÏÒÁS¿�À�Å�Á
½XÝ�Ï�� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î?Â`Ï+¿«�EÏÒÃ�Ä�Å�Æu¿ ä�À»Æ�Â

Âbê`Æ�ÐuÑµÂ`À»Ï�Î�Ï+¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È+Ä�ÏÒÁ:	3½XÁSÂbî�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�ÏÒÁ
Gi

êSÁSÂ ÏÒÀ»ÁSÏåèUÅ�é`ê`Ý�½
CN
�ñÏ+¿�Ä�À»ÜqÜåÄ1�
Â�¹ Ñ�¹

CN (G1(n1), . . . , Gm(nm)) = P (N1 ≤ n1, . . . , Nm ≤ nm),

äUÅb�ñÏÒÀ
Nk ∼ Gk, k = 1, . . . , m

¹
• ¼¾Ï+¿�Ä�À»ÜqÜjÏ

N (j) := maxm
k=1 N

(j)
k , j = 1, . . . , n

• âQÆ�È9ÏÒê`Î�Ï¾�N;`Æ
j = 1, . . . , n

ÐÚÏÒäUÏÒÀ»Ý�¿
N (j) �EÏÒÃ<Ä�Å�Æ�ÏÒÁ Â`ÏÒÆ'O�ÔXÁ`Î�Ï m

ÜqÀ»Ä�Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�Ñ
ï�ÑSÏÒÁ��
Î�ÏÒÜnÔ8-eÏÒÀ»ÁSÏÒÆ3èUÅ�é`ê`Ý�½

CX
H

(X
(j)
1,1 , . . . , X

(j)
m,1)¹¹¹

(X
(j)

1,N(j) , . . . , X
(j)

m,N(j)).àÀ»Æ�Â?ÂbÀ�Ï«�=;`ÆlÂbÀ�Ï
k
��Ä�ÏJ3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�ÁsÎ�Ï+¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È+Ä�Ï�Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏÒÁ�îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»êSÁ`ÎJÜqÀ»Ä

Fk�ñÏÒÈ9ÏÒÀ�ÐuÑ`ÁSÏÒÄ1�9�ñÏ+Â`ÏÒê`Ä�ÏÒÄ�ÂbÀ�Ï+¿
CX(F1(x1), . . . , Fm(xm)) = P (X

(j)
1,i ≤ x1, . . . , X

(j)
m,i ≤ xm),

i = 1, . . . N (j), j = 1, . . . , n.

• Í\;`ÆvÐ�Ï+Â`ÏûË�À»Üåê`Ý�½XÄ�À�Å�Á
j = 1, . . . , n

¿�ê`ÜqÜqÀ�ÏÒÆ�Ï<Ð�ÏÒäUÏÒÀ»Ý�¿UÂ`À»Ï3ÏÒÆ�¿�Ä�ÏÒÁ
Nk

Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�ÑSï�ÑSÏÒÁ��
ê`Ü Â`ÏÒÁc� ÏÒÆ�Ý»êS¿�ÄWÂ`ÏÒÆ

k
��Ä�ÏÒÁL3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�ÁJÈ+êµÏ²Æ�Ñ
½XÝ»Ä�ÏÒÁ�¹

L
(j)
k =

N
(j)
k
∑

i=1

X
(j)
k,i

â ¿ Ã�½XÁ`ÁjîOÅ�Æ�Ã�Å�ÜqÜjÏÒÁ��OÂS½�¿�¿EÏÒÀ»Á`À»Î�Ï�Â`ÏÒÆE¿�À»Üåê`Ý»À�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÁ
Xk,i

Á`À�ÐuÑ�ÄEÀ»ÁnÂbÀ�ÏW¼¾ÏÒÆ�Ï+ÐuÑ`Á�ê`Á`Î Â`Ï+¿
�EÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�Ï+¿�ÜqÀ»Ä�ÏÒÀ»ÁB�ñÏÒÈ9Å�ÎOÏÒÁµä¾ÏÒÆ�Â`ÏÒÁ�¹Sâ ¿WÎ�À»Ý»Ä1H

Xk,i ∼ Fk, k = 1, . . . , m
ê`ÁSÂµ½XÝ»Ý�Ï

i
¹

ÊOÌ
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• âQÀ»Á ¿�À»Üåê`Ý»À�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÆ'\Ï²Æ�Ä¾Â`Ï+¿�*ûÏ+¿u½XÜåÄ�î�ÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�Ï+¿W;E�ñÏÒÆW½XÝ»Ý�Ï¾3�Å�Ü��`À»Á
½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÁ
k = 1, . . . , mÏÒÆ�Î�À��`ÄL¿�À�ÐuÑ�ÜqÀ»Ä ¸ À»Ý%��Ï Â`ÏÒÆ�Í
Å�Æ�ÜjÏÒÝ[�ÚºÒÊB�Ò¹ � À�Ï

n
¿�À»Üåê`Ý»À�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÁ«*�Ï+¿u½XÜåÄ�î�ÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�äUÏÒÆ�Ä�Ï��N;`Ñ`Æ�ÏÒÁ

½Xê��QÏÒÀ»ÁSÏ�ÏÒÜqé`À»Æ�À�¿�ÐuÑSÏ,� ÏÒÆ�ÄuÏ²À»Ý»ê`Á`ÎeÂ`Ï+¿4*ûÏ+¿u½XÜåÄ�îOÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�Ï+¿9¹

É/�´ÀÆÚ©�+H?Ä(�(¡2¯¦�lÃ
��Á\Â`À»Ï+¿uÏÒÜä¨V½XÆu½XÎ�Æu½Xé`ÑSÏ+Áùä�À»Æ�Â\ÂbÀ�ÏJ� Å�Æ�Î�ÏÒÑSÏÒÁS¿�äUÏÒÀ�¿�ÏnÈ+ê`Æ Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È+ê`Á`ÎgÂ`ÏÒÆD�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î�ÏÒÁ ½XÁ��
Ñ
½XÁSÂà¿�À»Üåê`Ý»À�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÆ � ½XÄ�ÏÒÁ'îOÏÒÆ�Â`ÏÒê`Ä�Ý»À�ÐuÑ�Ä9¹ � À�Ï+¿©�`À»Ý�Â`ÏÒÄ_ÂbÀ�Ï_*ûÆ�ê`ÁSÂbÝ�½XÎ�ÏL�N;`Æ_ÏÒÀ»ÁSÏJ¿�é
ÔXÄ�ÏÒÆ�ÏgË<À��
Üåê`Ý�½XÄ�À�Å�Á.Â`ÏÒÆÊ�f*ûÏ+¿u½XÜåÄ}��îOÏÒÆ�Ý»êS¿�Ä�îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎS¹ � À�Ï � ½XÄ�ÏÒÁ ä�ê`Æ�Â`ÏÒÁ ÜqÀ»Ä�ÄuÏ²Ý�¿ ÂSÏ²Æ�À»Üæú�Á`Ñ
½XÁ`Î
îOÅ�Æ�Ý»À�ÏÒÎ�ÏÒÁSÂ`ÏÒÁJÍSê`Á`Ã<Ä�À�Å�ÁµÏÒÆ�È9ÏÒê`Î�ÄWê`ÁSÂ��ñÏ9½XÆ)�ñÏÒÀ»Ä�ÏÒÄ9¹
*�ÏÒÑ�Ä�Ün½XÁ îOÅ�Á ÏÒÀ»ÁSÏÒÆ!¨�Å�À�¿�¿�Å�Á��f�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`Î@�=;`ÆWÂbÀ�Ï�Ó)Å�Â`ÏÒÝ»Ý»À�ÏÒÆ�ê`Á`ÎeÂ`ÏÒÆ3Ë<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�È0½XÑ`Ý�½XêS¿��`¿�Å
ÏÒÆ�Î�À��`Ä�¿�À�ÐuÑgÂ`ÏÒÆ�Ó:O�âøÂ`Ï+¿¾��Á�Ä�ÏÒÁS¿�À»ÄuÔXÄ�¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�¿l½XÝ�¿ûÓJÀ»Ä�Ä�ÏÒÝ»äUÏÒÆ�Ä�Â`ÏÒÆû¼¾Ï+Åb�
½�ÐuÑ�Ä�ê`Á`Î�ÏÒÁ�¹�âE¿
ä�ê`Æ�ÂSÏnîOÅ�Ás¿�À»Üåê`Ý»À�ÏÒÆ�Ä�ÏÒÁùÜjÅ�Á
½XÄ�Ý»À�ÐuÑSÏÒÁ � ½XÄ�ÏÒÁ³;E�ñÏÒÆ ÏÒÀ»ÁSÏÒÁ 2ñÏÒÀ»Ä�Æu½Xê`ÜÉî�Å�Á ÌL¬O½XÑ`Æ�ÏÒÁ ½XêS¿�Î�Ï��
ÎO½XÁ`Î�ÏÒÁ���ê`Ü ÂbÀ�Ïq¼�½�¿�À�¿�Â`ÏÒÆåË<ÐuÑ
ÔXÄ�È+ê`Á`ÎJÂ`ÏÒÆ�ÜjÅ�Á
½XÄ�Ý»À�ÐuÑSÏÒÁ³¨�Å�À�¿�¿uÅ�Á��f� ÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎµÈ+ê?ÏÒÆ�ÑSï�ÑSÏÒÁ�¹
� ÏÒÆUÏÒÆ�ÜqÀ»Ä�Ä�ÏÒÝ»Ä�Ï�ÜjÅ�Á
½XÄ�Ý»À�ÐuÑSÏ¾�CÁ�Ä�ÏÒÁS¿�À»ÄuÔXÄ�¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ¾ä�ê`Æ�Â`Ï3½XÁS¿�ÐuÑ`Ý»À�Ï7-�ÏÒÁSÂ�½XêE��ÏÒÀ»Á¿¬O½XÑ`ÆUÑSÅ�ÐuÑ��
¿�Ã�½XÝ»À�ÏÒÆ�Ä9¹HË<Å�ÜqÀ»Ä�ÏÒÆ�ÎO½8�µ¿�À�ÐuÑ ÏÒÀ»ÁL��Á�Ä�ÏÒÁS¿�À»ÄuÔXÄ�¿�é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�î�Å�Á?º9¸bº9Öb¹¡Ì�Ì�Ì�¹
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xc
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s

ú6�E�`À»Ý�Âbê`ÁSÎe¸�HSÓJÏ9½XÁµâVã`Ð+Ï+¿�¿�¨QÝ�Å�Ä

¼¾ÏÒÀLÂ`ÏÒÆûË<ÐuÑ
ÔXÄ�È+ê`Á`Î_Â`ÏÒÆûË<ÐuÑ
½�Â`ÏÒÁS¿�Ñ
ï�ÑSÏÒÁ�î�ÏÒÆ�Ä�Ï+À»Ý»ê`Á`Î�ä�ê`Æ�ÂSÏ ½XÝ»¿�ÏÒÆ�¿�Ä�Ï+¿�ÏÒÀ»ÁJÓJÏ9½XÁJÏ²ã`Ð+ÏÒ¿u¿6¨QÝ�Å�Ä
Â`ÏÒÆ � ½XÄ�ÏÒÁ Âbê`Æ�ÐuÑ`Î�Ï��=;`Ñ`Æ�Ä9¹8àÀ�ÏEÜn½XÁ À»Á ú!�E�`À»Ý�Âbê`Á`Î�¸�¿�À�ÏÒÑ�Ä1�kÝ�Ô�¿�¿�Ä�¿�À�ÐuÑ Åb�ñÏÒÆ�Ñ
½XÝ��qÂ`ÏÒÆ Ë<ÐuÑ�ä¾Ï²Ý»Ý�Ï
u = 1000

ÏÒÀ»ÁSÏ$*ûÏÒÆu½�Â`Ï�ÜqÀ»Ä éñÅ�¿�À»Ä�À»îOÏÒÆJË�Ä�ÏÒÀ»Î�ê`Á`Î ÏÒÆ�Ã�ÏÒÁ`ÁSÏÒÁ�¹ � ÏÒÆ Ó)âË¨ À�¿�Ä ¿�ÏÒÑ`Æ ¿uÏÒÁ`À»Ä�À»î
Î�ÏÒÎ�ÏÒÁB;E�ñÏÒÆ<� ÏÒÆuÔXÁSÂ`ÏÒÆ�ê`Á`Î�ÏÒÁeÂ`ÏÒÆEË<ÐuÑ�ä¾Ï²Ý»Ý�Ï

u
ê`ÁSÂq¿�Å�Ý»Ý»Ä�ÏUÁ�ê`Æ ÏÒÀ»ÁSÏ�ÏÒÆ�¿�Ä�Ï�âQÀ»ÁS¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È+ê`Á`ÎlÝ»À�Ï}�MÏÒÆ�Á�¹

â À»ÁSÏgÎ�ÏÒÁ
½XêSÏÒÆ�Ï$��Á�ÄuÏ²Æu¿�êSÐuÑ�ê`Á`ÎFÈ+ê`Æ�s½XÑ`Ý�Â`ÏÒÆJË<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï�À�¿�Äµ½Xê��!Ð�Ï+Â`ÏÒÜ ÍH½XÝ»Ý�ÏÒÆ���Å�Æ�Â`ÏÒÆ�Ý»À�ÐuÑ
��îOÏÒÆ�Î�Ý�ÏÒÀ�ÐuÑSÏ è�Ñ
½XéñÏÒÝ»Ý�ÏlÏÒÄ�½XÝ�¹v�M¸�ë�ëXÊB���ñË<ÏÒÀ»Ä�Ïjº9¸?ÍV¹q�²¹
â À»Á`À»Î�Ïeâ Æ�Î�Ï7�`Á`À�¿�¿�Ï_Â`ÏÒÆåÍSê`Á`Ã<Ä�À�Å�ÁtÛ�Ü!Ý{Þ[��ÂbÀ�ÏeÂbÀ�ÏeÓ)½kãbÀ»Üåê`Ü«�yO�À»ÃOÏÒÝ»À»ÑSÅ�Å�ÂFË<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ��N;`ÆåÂ`ÏÒÁ
*�Ï+¿�Äu½XÝ»Ä�¿�� ê`ÁSÂ Â`ÏÒÁ�Ë�Ã�½XÝ�ÏÒÁ`é
½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆc�ñÏÒÀ3îOÅ�Æ�Î�ÏÒÎ�Ï7�ñÏÒÁSÏÒÆJË<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï

u
�ñÏÒÆ�Ï+ÐuÑ`ÁSÏÒÄ1��¿�À»ÁSÂàÀ»Á

Ê�Ê
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&�½8�ñÏÒÝ»Ý�Ï ÌJÏÒÁ�Ä�Ñ
½XÝ»Ä�ÏÒÁ�¹ ¸ À�ÏÒÆ)�ñÏÒÀW�ñÏÒÈ+ÏÒÀ�ÐuÑ`ÁSÏÒÄ

Nu
ÂbÀ�Ï�ú�Á`È0½XÑ`Ý�Â`ÏÒÆq¼¾Ï+Åb�
½�ÐuÑ�Ä�ê`Á`Î�ÏÒÁFÅb�ñÏÒÆ�Ñ
½XÝ��

Â`ÏÒÆûË<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï
u
�
½XêE�QÂ`ÏÒÁSÏÒÁJÂbÀ�Ï Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È+ê`Á`Î_Â`ÏÒÆ!¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆûÂ`ÏÒÆWîOÏÒÆu½XÝ»Ý»Î�ÏÒÜjÏÒÀ»ÁSÏÒÆ�Ä�ÏÒÁ_¨V½XÆ�ÏÒÄ�Å8�

�EÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý»ê`Á`ÎF�
½�¿�À�ÏÒÆ�Ä9¹Lâ ¿ ¿�ÏÒÀ<�ñÏÒÜjÏÒÆ�Ã�Ä1��ÂS½�¿�¿åÂS½�¿lÁ�ê`ÜjÏÒÆ�À�¿uÐuÑSÏJ�EÏÒÆ���½XÑ`Æ�ÏÒÁ���ÜqÀ»ÄåÂ`ÏÒÜ ÂbÀ�ÏeÓFO
Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ!�ñÏÒÆ�Ï+ÐuÑ`ÁSÏÒÄ�äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁJÀ»ÁµÂ`ÏÒÁJÍQÔXÝ»Ý�ÏÒÁ

u = 1032, 1040
ê`ÁSÂ

1050
Á`À�ÐuÑ�Ä�Âbê`Æ�ÐuÑ��=;`Ñ`Æ)�
½XÆ

À�¿�Ä9¹E�CÜ ÍSÅ�Ý»Î�ÏÒÁSÂ`ÏÒÁµä�À»Æ�Â ÂbÀ�ÏåË<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï
u = 113

½XÁ`Î�ÏÒÁSÅ�ÜqÜjÏÒÁ�¹

u Nu ξ̂MLE σ̂MLE

º9ëbº9Ö Î�Ö º�¹¡Ì�Ì�á º9¸b¹¡ß�Ì�Ì
º9ëbº9Ì Î�ß º�¹»º9Ö�¸ º9òb¹¡Ì�¸�á
º9ë�Ìbº Ì±Î º�¹qÎ�Ö ¸�ëb¹¡ë�ß
º9ë�ë�ë Î�á ëb¹qÎ�¸±Î�Ì Ì�áb¹¡Ö�Ì�á±Î
á±Î�ë ßbº ëb¹ ÊOábº�º ß�ëb¹¡Ì�Ì�ò�ß

&�½8�ñÏÒÝ»Ý�ÏåÌ�H
Ë<ÐuÑ
ÔXÄ�È+ê`Á`Î�ÏÒÁJÈ+ê î�ÏÒÆ�¿�ÐuÑ`À�Ï+Â`ÏÒÁSÏÒÁgË<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�ÏÒÁ�¹
¼ ê`Á Ã�½XÁ`Á Ün½XÁqÂbÀ�ÏW¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆEÂ`ÏÒÆ]�ñÏ+ÂbÀ»Á`Î�Ä�ÏÒÁ@O�Å�Î�ÁSÅ�Æ�Ün½XÝ»îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý�ê`Á`Îl¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÁ���À»ÁSÂ`ÏÒÜ Ün½XÁ
ÂbÀ�ÏåÓg½kã<À»Üåê`Ü«�yO�À»Ã�ÏÒÝ»À»ÑSÅ�Å�ÂgÓ)ÏÒÄ�ÑSÅ�Â`Ï ½Xê��EÂbÀ�Ï,�ñÏ+ÂbÀ»Á`Î�Ä�Ï � À�ÐuÑ�Ä�Ï��
ä�À�Ïå¿�À�Ïå½Xê��UË<ÏÒÀ»Ä�Ï ¸±În½XÁ`Î�Ï��
Î�Ï7�ñÏÒÁ À�¿�Ä1�`½XÁ�ä¾ÏÒÁSÂ`ÏÒÄ9¹ ¸ À�ÏÒÆ�È+ê ä�ê`Æ�Â`Ï�ÂbÀ�Ï�ÍSê`Á`Ã�Ä�À�Å�Á~Ûxß&Þ�à�ß�á&Þ�âJ�ñÏÒÁ�ê`Ä�È+Ä9¹HË�À�Ï�Ï²Æ�Üjï�Î�ÝöÀ�ÐuÑ<Ä�ÂbÀ�Ï
Óg½kãbÀ»ÜqÀ�ÏÒÆ�ê`Á`ÎnÂ`ÏÒÆ�Âbê`Æ�ÐuÑJÂbÀ�Ï";E�ñÏÒÆ�Î�Ï7�ñÏÒÁSÏ � À�ÐuÑ�Ä�Ï"�ñÏ+¿�Ä�À»ÜqÜåÄuÏ,O�ÀöÃOÏÒÝ»À»ÑSÅ�Å�ÂK�CÍSê`Á`Ã<Ä�À�Å�Á�¹Hú�Ý»Ý»ÏÒÆ��
ÂbÀ»Á`Î�¿VÜåêS¿�¿�Ün½XÁ îOÅ�Á ÏÒÀ»Á`À»Î�ÏÒÁqú�êS¿�Á
½XÑ`ÜjÏÒÁj½8�`Î�Ï+¿�ÏÒÑSÏÒÁq¿�Ä�ÏÒÄ�¿QË�Äu½XÆ�Ä�ä¾ÏÒÆ�Ä�Ï¾Â`ÏÒÆVÈ+ê ¿�ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÁSÂ`ÏÒÁ
¨Q½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆW;E�ñÏÒÆ�Î�Ï7�ñÏÒÁ��bÂbÀ�Ï6�N;`ÆUÂS½�¿I��Ä�ÏÒÆu½XÄ�À�Å�ÁS¿�îOÏÒÆ��M½XÑSÆ�ÏÒÁ_Î�Ï7�`Æu½XêSÐuÑ�Ä¾äUÏÒÆ�Â`ÏÒÁ�¹ � À�Ï+¿�Ï�ä�ê`Æ�Â`ÏÒÁ
Âbê`Æ�ÐuÑsÂbÀ�ÏjÓ)Å�ÜjÏÒÁ�Ä�ÏÒÁ`ÜjÏÒÄ�ÑSÅ�ÂSÏJ�ñÏÒÆ�Ï+ÐuÑ`ÁSÏÒÄ ½XÝ�¿

mls = 5.040625
ê`ÁSÂ

sdls = 0.9838013
¹

âE¿VÀ�¿�ÄQÈ+ê
�ñÏ+½�ÐuÑ<Ä�ÏÒÁ���ÂS½�¿�¿VÁ�ê`Æ ÂbÀ�Ï � ½XÄ�ÏÒÁqê`Á�Ä�ÏÒÆ�Ñ
½XÝ��eÂ`ÏÒÆ�Ë<ÐuÑ�äUÏÒÝ»Ý�Ï
u = 1013

È+ê`Æ/*�ÏÒä�À»Á`Á�ê`Á`Î
Â`ÏÒÆ Ë�Äu½XÆ�Ä�äUÏÒÆ�Ä�Ï�ê`ÁSÂåú�Á`é
½�¿�¿�ê`Á`Î�Â`ÏÒÆ¦�ñÏ+ÂbÀ»Á`Î�Ä�ÏÒÁ
O�Å�Î�ÁSÅ�Æ�Ün½XÝ»îOÏÒÆ�Ä�ÏÒÀ»Ý�ê`Á`Î¾�ñÏÒÁ�ê`Ä�È+Ä�ä�ê`Æ�Â`ÏÒÁ�¹�Ë<Å8�
ÜqÀ»ÄWÏÒÆ�ÎO½8�µ¿�À�ÐuÑ¿�=;`Æ�ÂbÀ�Ï�Ó:OsË<ÐuÑ
ÔXÄ�È9ÏÒÆ�Â`ÏÒÆ�¨V½XÆu½XÜjÏÒÄ�ÏÒÆ�Â`ÏÒÆ'�ñÏ+ÂbÀ»Á`Î�Ä�ÏÒÁLO�Å�Î�ÁSÅ�Æ�Ün½XÝ»î�ÏÒÆ�Ä�Ï+À»Ý»ê`ÁSÎ
ml = 5.08909442, sdl = 1.44464534

¹

É/�«ª Á(�l§��Ç£
ÓJÀ»Ä Â`ÏÒÆG�EÏÒÆu½8�S¿�ÐuÑ`À�Ï+Âbê`Á`Î Â`Ï+¿ ¼�½�¿�ÏÒÝ"�)�nú6�`ÃOÅ�ÜqÜjÏÒÁS¿ À�¿�Ä�ÂSÏ²Æ ¼¾Ï+ÂS½XÆ�� ½XÁU� ÏÒÆ���½XÑ`Æ�ÏÒÁ È+ê`Æ
¼¾Ï+¿�Ä�À»ÜqÜåê`Á`ÎlÂ`ÏÒÆ âQÀ»Î�ÏÒÁ`Ã�½Xé`À»Äu½XÝ»ÑSÀ»Á�Ä�Ï+Æ�Ý�ÏÒÎ�êSÁ`Î�Î�Ï+¿�Ä�À�ÏÒÎ�ÏÒÁqê`ÁSÂ ÜqÀ»Ä Â`ÏÒÆQÏ²ãbé`Ý»À»È+À»Ä�ÏÒÁjâQÆ�ä�ÔXÑ`Á�ê`Á`Î
Å�éñÏÒÆu½XÄ�À�Å�ÁSÏÒÝ»Ý�ÏÒÆ!	�À�¿�À»ÃOÏÒÁ�À»ÁS¿)�ñÏ+¿uÅ�ÁSÂ`ÏÒÆ�Ïl½Xê��QÂbÀ�Ï+¿�ÏÒÜ¶*ûÏ7�`À�ÏÒÄ9¹
� À�ÏeîOÅ�Æ�Ý»À�ÏÒÎ�ÏÒÁSÂ`Ï�ú�Æ)�ñÏÒÀ»Ä ¿�Å�Ý»Ý»Ä�Ï_ÏÒÀ»ÁSÏÒÁ Ó)ÏÒÄ�ÑSÅ�Â`ÏÒÁB;E�ñÏÒÆ)�`Ý»À�ÐÇÃsÈ+ê`Æ@.�ê
½XÁ�Ä�À%0SÈ+À�ÏÒÆ�ê`ÁSÎ�î�Å�Á Å�éñÏ��
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