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Kapitel 1

Operationelle Risiken

In der jiingsten Vergangenheit basierte das Risikomanagement von Kreditinstituten grofiten-
teils auf den Markt- und Kreditrisiken, da angenommen wurde, dass von diesen beiden
das grofite Schadenspotential ausgeht. Doch ein betréchlicher Teil der spektakulédren Ver-
lustfélle (im folgenden werden einige aufgefiihrt) der letzten 10-15 Jahren zeigt, dass diese
sehr oft durch operationelle Risiken verursacht wurden. Menschliches Fehlverhalten bzw.
Versagen, Fehler in Computersystemen und Arbeitsprozessen aber auch externe Einfliisse
sind die wesentlichen Determinanten dieser Verluste.

e Das Geldtransportunternehmen Heros hat {iber Jahre hinweg seine Kunden geschédigt,
indem die Weitergabe von Geldern verzégert wurde. Der dadurch entstandene Scha-
den belauft sich schatzungsweise auf 300 Mio.EUR.

e Im Jahre 1995 wurde Barings Bank durch unautorisierte Geschifte des Héndlers
Nick Leeson insolvent, der einen Verlust von 1,4 Milliarden GBP verursacht hatte.
Dies war aufgrund von Versagen der Kontrolle und der Funktionstrennung moglich
gewesen.

e Im Jahre 2007 waren 4,9 Mrd. Euro durch unerlaubte Spekulationen eines Akti-
enhéndlers der Société Générale abhanden gekommen.

Aber nicht nur aufgrund dieser Verluste sind operationelle Risiken in den Fokus der
Offentlichkeit und Banken geriickt. Schiitzungen zufolge verlieren Banken durchschnittlich
1 bis 2% ihrer Bilanzsumme durch operationelle Risiken per annum. Ein weiterer Grund,
der fiir Beriicksichtigung operationeller Risiken im Risikomanagement eines Kreditinsti-
tuts spricht, ist die Tatsache, dass im Laufe der Zeit Quantifizierungsmethoden fiir Markt-
und Kreditrisiko immer préziser werden. Dies fiithrt zu einer Verringerung der Eigenka-
pitalunterlegung fiir diese beiden Risikoarten. Damit steht ein immer kleiner werdender
Betrag an Eigenkapital zur Abfederung von Restrisiken und somit auch von operationel-
len Risiken zur Verfiigung. Die oben aufgefiihrten Griinde lassen keinen Zweifel zu, dass
operationelle Risiken als eigenstéindige Risikokategorie in Kreditinstituten zu behandeln
sind. Als Reaktion darauf hat sich auch die Bankenaufsicht verstéirkt mit operationellen
Risiken auseinandergesetzt. Somit wurden erstmals neben den Kredit- und Marktrisiken
auch operationelle Risiken in den Neuen Basler Eigenkapitalvereinbarungen, auch Basel I1
genannt, explizit ausgewiesen. Geméafl Basel II sind Banken nun aufgefordert operationelle
Risiken zu bewerten und mit Eigenkapital zu unterlegen. Ferner wird diese Risikokategorie
definiert:
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“ Operationelles Risiko ist die Gefahr von Verlusten, die in Folge der Unangemessen-
heit oder des Versagens von interner Verfahren, Menschen und Systemen oder in Folge
externer Ereignissen eintreten. Diese Definition schliefst Rechtsrisiken ein, beinhaltet aber
nicht strategische Risiken oder Reputationsrisiken. ‘E]

Nachdem wir uns nun mit dem Begriff der operationellen Risiken vertraut gemacht ha-
ben, wollen wir im néchsten Schritt der Frage der Quantifizierung dieser nachgehen. Die
Beantwortung dieser Frage ist im allgemeinen sehr schwer und stellt fiir Kreditinstitute
eine grofle Herausforderung dar. Dies liegt nicht zuletzt an der unorthodoxen Charakte-
ristika dieser Risikoart, ndmlich an schwerer Erfassbarkeit und unternehmensspezifischer
Ausrichtung. Das sind unter anderem Griinde dafiir, weshalb sich Quantifizierungsmetho-
den fiir operationelle Risiken immer noch im Anfangsstadium der Entwicklung befinden.
Der Baseler Ausschuss fiir Bankenaufsicht stellt im Rahmen von Basel II drei Ansétze fiir
die Messung operationeller Risiken vor. Die Ansétze sind aufsteigend nach Komplexitét
und Risikosensitivitéit geordnet:

1. Basisindikatoransatz (BIA)
2. Standardansatz (STA)
3. ambitionierte (auch fortgeschrittene genannt) Messansétze (AMA)

Die ersten beiden Ansétzen konnte man als primitivE] bezeichnen, da es diesen an Feinheit
fehlt. Der Grund dafiir ist die Tatsache, dass bei der Berechnung der Kapitalunterlegung
nur sehr wenige unternehmensspezifische Informationen verwendet werden. Wéhrend beim
Basisindikatoransatz diese aus Multiplikation eines festgelegten Prozentsatzes und dem
Drei-Jahres-Durchschnitt des positiven Bruttoertrags ermittelt wird, wird die Situation
beim Standardansatz dahingehend verfeinert, dass man Téatigkeiten einer Bank in acht
Geschiftsfeldern aufteilt. Fiir jeden dieser Geschéftsbereiche wird ein Betrag bestimmt,
dhnlich dem BIA. Die Kapitalunterlegung von operationellen Risiken bezogen auf das
gesamte Unternehmen ergibt sich dann als Summe dieser Betrige iiber alle Geschéfts-
bereiche. Mochte man bei der Berechnung der Eigenkapitalunterlegung mehr unterneh-
mensspezifische Informationen einbeziehen, dann sollte eine Bank in diesem Fall auf AMA
zuriickgreifen. Die AMA bieten Kreditinstituten die Méglichkeit anhand eigensentwickel-
ter Modelle/Verfahren operationelle Risiken zu quantifizieren, wenn der Anwendung dieser
durch die Bankenaufsicht zugestimmt wurde. Generell gilt, dass bei den ambitionierten
Ansétzen die Komplexitét steigt und sowohl die quantitativen als auch qualitativen An-
forderungen hoher sind. Jedoch fiihren diese ceteris paribus zu einer Verringerung der
Eigenkapitalunterlegung fiir operationelle Risiken im Vergleich zu BIA oder STA. Der
Baseler Ausschuss schliagt folgende ambitionierte Messansétze vor:

e Verlustverteilungsansatz (Loss Distribution Approach/LDA)
e Szenariobasierter Ansatz

e Risk Drivers and Controls Approach

1[3] S.157
?[14]
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1.Unternehmensfinanzierung /-beratung (Corporate Finance)

2.Handel (Trading & Sales)

3.Privatkundengeschéft (Retail Banking)

4. Firmenkundengeschift (Commercial Banking)

5.Zahlungsverkehr und Wertpapierabwicklung (Payment and Settlement)

6.Depot- und Treuhandgeschéfte (Agency Services)

7.Vermogensverwaltung (Asset Management)

8.Wertpapierprovisionsgeschift (Retail Brokerage)

Tabelle 1.1: Aufteilung nach Geschiftsfeldern gemdfS Basel I1

1.Interner Betrug (Internal Fraud)

2.Externer Betrug (External Fraud)

3.Beschiftigungspraxis und Arbeitsplatzsicherheit
(Employment Practices and Workplace Safety)

4.Kunden, Produkte und Geschéftsgepflogenheiten
(Clients, Products and Business Services)

5.Sachschiaden (Damage to Physical Assets)

6.Geschéftsunterbrechungen und Systemaustille
(Business Disruption and System Failures)

7.Abwicklung, Vertrieb- und Prozessmanagement
(Execution Delivery and Process Management)

Tabelle 1.2: Ereigniskategorien gemdfS Basel 11

Wir werden uns in folgendem ausschliellich mit Verlustverteilungsansitzen beschéftigen.
Diese Ansitze basieren grofitenteils auf versicherungsmathematischen Modellen, die da-
durch charakterisiert sind, dass Haufigkeit und Schadensschwere der Verlustereignisse se-
parat betrachtet und modelliert werden. Diese Vorgehensweise (..) ermdglicht eine effizien-
tere Ausnutzung der Datenbasis sowie die individuelle Anpassung an verdnderte Gegeben-
heiterﬂ [...]. An dieser Stelle mochten wir ein generelles Vorgehen bei der Anwendung von

°[15]
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LDA beschreiben. Der Modellansatz basiert auf einer Matrix aus Geschéftsfeldern (GF)
und Ereigniskategorien (EK). Die von Basel II vorgeschlagene Aufteilung in Geschéftsfel-
der und Ereigniskategorien ist in Tabellen 1.1 und 1.2 zu finden. Somit ergibt sich eine
Matrix mit 56 Eintrdgen/Zellen, wobei jeder einzelner/jede einzelne fiir eine GF/EK-
Kombinationen steht.

Sei N;; eine Zufallsvariable, die die Schadensanzahl und Xi(jn) die Schadenshohe der
Zelle (i,7) beim n-ten Eintreten beschreibt. Damit ergibt sich der Verlust der Zelle (i, j)
in einem vorgegebenen Zeitraum als

n=1

Den operationellen Gesamtverlust des Unternehmens einer Periode erhalten wir nun als
.3

wobei die Zufallsvariablen L;; im allgemeinen stochastisch abhéngig sind. Unter gewis-

sen Annahmen beziiglich der Verteilung von N;; und Xi(j") besitzt die Verteilung von L
besonders schéne Eigenschaften. Die genaueren Details werden in Kapitel 5 dargestellt.

Anhand der historischen Daten wird die Verlusthéiufigkeits- ( loss frequency distri-
bution ) und Verlustschadenshchenverteilung ( loss severity distribution) fiir jeden Ein-
trag der Matrix geschétzt. Anschlieend wird aus den beiden Verteilungen die sogenann-
te aggregierte Verlustverteilung bestimmt, wobei oft zusétzlich vorausgesetzt wird, dass
Héaufigkeits- und Schadenshohenverteilung stochastisch unabhéngig sind. Das bedeutet,
dass die Schadenshohe eines einzelnen Verlustereignisses durch dessen Auftrittshiufigkeit
nicht beeinflusst wird. Diese Annahme ist nicht immer doch in manchen Féllen 6kono-
misch vertretbar. Nachdem die Verlustverteilungsfunktion bestimmt ist, kann man den
Value at Risk (VaR) ausrechnen. Dabei ist VaR ein Risikoma8;, dessen Wert den mogli-
chen Verlust einer bestimmten GF/EK-Kombination darstellt, der mit einer gegebenen
groffen Wahrscheinlichkeit innerhalb eines gegebenen Zeitraums nicht iiberschritten wird.
Dieser Wert entspricht dem a-Quantil der zugrundeliegenden Verteilungsfunktion, wobei
a gewohnlich nahe bei 1 gewéhlt wird (z.B. 0.99 oder grofier).
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1.1 Definition

Gegeben sei ein o € (0,1). Dann ist der VaR einer GF/EK-Kombination zum Niveau
«a das kleinste | € R, so dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Verlust L ein Wert [
tibersteigt, nicht grofer als (1 — «) ist. Genauer

VaR, = inf{l eR: P(L > 1) <1—a} =inf{l e R: F,(I) > a},

wobei Fy, die Verteilungsfunktion von L bezeichnet]]

Um auch im Falle einer unstetigen Verteilungsfunktion den VaR, bzw. das a-Quantil
berechnen zu kénnen, fiihrt man den Begriff der Pseudo-Inversen (auch Quantilfunktion
genannt) ein.

1.2 Definition

Gegeben sei eine Verteilungsfunktion F. Dann bezeichnet man mit F*~ gegeben durch
F~(y):=mf{zr e R: F(z) >y}, ye€(0,1)
die Pseudo-Inverse von F ein.

In der Praxis wird oft beméngelt, dass es nicht geniigend historische Daten vorhanden
sind, um verniinftige Schétzungen der Verteilungen durchfiihren zu kénnen. Deswegen und
weil wir uns vor allem fiir den VaR,, interessieren, ist es in diesem Fall sinnvoll reduzierte
Datensitze zu betrachten. Unser Interesse gilt in erster Linie den sogenannten Extremer-
eignissen. Diese sind durch kleine Haufigkeit und grofle Schadenshohe charakterisiert und
besitzen deshalb ein hohes Risikopotential. Eine Mdoglichkeit zur Behandlung solcher Er-
eignisse stellt die univariate Extremwerttheorie dar, die im néchsten Kapitel vorgestellt
wird. Die univariate Theorie ist in unserem Fall ausreichend. Da wir unser eingangs formu-
liertes mehrdimensionales Quantifizierungsproblem mittels (1.1) in ein eindimensionales
Problem transformiert haben.

119] S.38
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Kapitel 2

Univarite Extremwerttheorie

In diesem und dem néchsten Kapitel werden einige Ergebnisse der Extremwerttheorie
présentiert, wobei wir vor allem [9] und [19] als Quellen verwendet haben.

2.1 Konvergenzverhalten des Stichprobenmaximums

Sei (X} )ren eine Folge unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvariablen auf einem geeig-
neten Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) mit Verteilungsfunktion . Da man in folgendem
keine spezifischen Informationen beziiglich des Wahrscheinlichkeitsraums benotigt, werden
wir nicht ndher auf diesen eingehen. Wir konnen diese Zufallsvariablen als operationelle
Verluste interpretieren. Ferner mochten wir das Stichprobenmaximum M,, untersuchen,
wobei dieses wie folgt gegeben ist

M; = Xy und M,, = max{X;, Xo, ..., X,,} fir n > 2.

Die entsprechenden Aussagen fiir das Stichprobenminimum erhélt man mittels der Trans-
formation

min {X7, Xo,..., X,,} = —max{—X;,— X, ..., — X, }.

Da die Zufallsvariablen unabhéngig identisch verteilt sind, ergibt sich leicht die Verteilung
von M,,:

P(M,<z)=P(X; <z,Xo<ux,..X, <z)=F'(z),zr € R

Extreme Eregnisse liegen ,nahe“ dem oberen Ende des Definitionsbereichs der zugrunde-
liegenden Verteilungsfunktion F', deshalb wiirde man intuitiv erwarten, dass das asympto-
tische Verhalten von M,, das Tailverhalten von F' nahe seines rechten Endpunkts betrifft.
Der rechte Endpunkt einer Verteilungsfunktion F' ist definiert durch

zp=sup{r € R: F(z) < 1}.

Ferner definieren wir den Begriff der Tail- oder Uberlebensfunktion F(z) := 1 — F(x).
Wir erhalten direkt aus der Definition von z g, dass

PM, <z)=F"(x) ——0 firz<ap (2.1)

n—oo

11
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und falls r7 < 00

P(M, <z)=F"(z)=1 fir Yz >uap (2.2)

gilt. Somit konvergiert M, L rp fiir n — oo, wobei xp < 0o ist. Da M,, zusétzlich zu der
stochastischen Konvergenz gegen xr auch noch wachsend in n ist, gilt sogar

fs. .
M, = xp fir n — oo.

Die aufgefiihrten Resultate sind nicht besonders aufschlussreich. Wesentlich bessere Aus-
sagen lassen sich {iber normalisiertes Stichprobenmaximum herleiten. Dabei spielt die Ex-
tremwertverteilung eine entscheidende Rolle und ist vergleichbar mit der der Normalvertei-
lung im ZGW (Zentraler Grenzwertsatz) fir Summen von Zufallsvariablen. Das wichtigste
Ergebnis dieses Abschnitts ist der Satz von Fisher und Tippett, der eine Aussage iiber die
Grenzverteilung eines normalisierten Stichprobenmaximums macht.

2.1 Satz (Fisher-Tippett)
Sei (Xy)ren eine Folge von unabhingigen identisch verteilten Zufallsvariablen mit Ver-
teilungsfunktion F. Fxistieren normierende Folgen ¢, > 0,d,, € R derart, dass fiir M, =
maz {X1, Xo, ..., Xp} gilt:

M, —d, .

T L H fir n— oo, (2.3)
Cn

wobei H eine nicht degenerierte Verteilung ist, dann besitzt H foldende Form

() = [0 +€x)7F), falls € £0,
: exp(—e™?), falls € = 0.

mit 1+ &x > 0. He(x) heifit verallgemeinerte (Standard-)Extremwertverteilung und der
Fall £ = 0 ist als Grenzwert von %I_Iil) exp(—(1 + fm)fé) zu verstehen.

Die Bezeichnung Standard-Extremwertverteilung wird versténdlich, wenn man den La-
geparameter £ € R und den Skalierungsparameter o > 0 einfiihrt, indem He () =
H¢(**) definiert wird. Die oben angegebene Darstellung von H, wird als Jenkinson-von
Mises Darstellung bezeichnet und vereinigt in sich Weibull- (£ < 0), Fréchet- (£ > 0) und
Gumbelverteilungen (£ = 0).

2.2 Bemerkung

1. In weiterem Verlauf bezeichen wir die drei Standard-Extremwertverteilungen fiir
E=a1>0, {=—-a!<0und £ = 0 mit d,, ¥,, A:

<
Fréchet : ®,(z) = 0 v=0 fir a>0
exp(—z~%), x>0
(=) <0
Weibull - W, (z) = 4 P2 w0 e oy
1, x>0

Gumbel : A(x) = exp(—e™®) fir xeR
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2. Sei X > 0 eine Zufallsvariable. Offensichtlich besteht dann folgender Zusammenhang
zwischen ®,, A und ¥,

X hat Verteilung @, < In X® hat Verteilung A < —X ! hat Verteilung V,,.

Die zugehorigen Dichten zeigt die Abbildung 2.1, wobei wir a = 1 fiir Fréchet- und Wei-
bullverteilung wéhlen.
Es stellt sich natiirlicherweise die Frage: Was passiert mit der Grenzverteilung, falls

1.0

1
—  Frechet >
________ Gumbel "
,,,,,,,,,,,,,,, Weibull ;

0.8

0.6

Dichte

0.4

Abbildung 2.1: Dichten der Standard-Extremwertverteilungen.

man andere Normierungsfolgen wahlt? Erfreulicherweise gibt es eine befriedigende Ant-
wort darauf. Falls das normierte Maximum gegen eine nicht-degenerierte Grenzverteilung
konvergiert, so ist der Verteilungstyp der letzten eindeutig bestimmt (bis auf eine affine
Transformation), obwohl der Lage- ;1 und der Skalierungsparameter ¢ von den tatséchli-
chen Normierungsfolgen abhéngen. Somit ist es immer moglich die Folgen so zu wéhlen,
dass das normierte Maximum schwach gegen die Standard-Extremwertverteilung H, kon-
vergiert. Zusammenfassung dieser Aussagen liefert der folgende

2.3 Satz
Seien A, B, Ay, As, ... Zufallsvariablen, b, > 0,8, > 0 und a,,a, € R normierende
Folgen. Falls

A —
”b—an LA, n— o, (2.4)
dann gilt
A —
Sn T d By oo, (2.5)

By,
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genau dann, wenn

b _
lim - = b€ [0,00), lim “”B @ _aeR. (2.6)

n—oo Bn n—00 n

Gilt die Aussage (2.5), dann ist B = bA + a und a,b sind eindeutig. Ferner ist B nicht
degeneriert genau dann, wenn b > 0, und in diesem Fall gehéren A und B dem gleichen
Verteilungstyp an. Aus (2.6) folgt, dass a, und b, bis auf asymptotische Relation eindeutig
sind.

2.2 Maximaler Anziehungsbereich von H;

Als néchstes fiihren wir den Begriff des maximalen Anziehungsbereichs von H ein.
AuBlerdem gehen wir den Fragen nach: Welche Bedingungen an die Verteilungsfunktion F
miissen erfiillt werden, damit normiertes M,, schwach gegen eine Extremwertverteilung H
konvergiert? Welche Verteilungsfunktionen liegen im maximalen Anziehungsbereich von
solch einem H?

2.4 Definition

Fine Zufallsvariable Y bzw. deren Verteilungsfunktion G liegt im maximalen Anziehungs-

bereich einer Extremwertverteilung H, falls es Folgen ¢, > 0,d, € R existieren, so dass
Mn - dn

Cn

d .
— H fiur n — oo,

gilt. Dabei bezeichnet M, das Stichprobenmazimum der Kopien von Y vom Umfang n,
d.h.
M, = max{Y1,Ys,....Y,} mit (Y;)ien unabhingig und Y; LY VieN.

Man schreibt kurz Y € M DA(H)(Maximum Domain of Attraction) bzw. G € MDA(H).

2.5 Beispiel
Gegeben sei eine Folge unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvariablen, die jeweils Ver-
teilungsfunktion F(z) = 1 — exp(—Az) fiir A > 0 und x > 0 besitzen. Wahlt man die

Folgen ¢, = % und d,, = an7 so bekommt man

1
x+nn20 & x> —lInn.

1
F"(cpxr +dy) = (1 — —exp(—x))", fiir
n
und fiir n — oo ergibt sich folgende Grenzverteilung

lim F"(c,x + d,) = exp(—exp(—zx)), z € R
Somit liegt die Exponentialverteilung in maximalem Anziehungsbereich der Gumbelver-
teilung.

2.6 Bemerkung

Da die Extremwertverteilungen stetig auf R sind, ist #z=dn L fir n — oo aquivalent

Cn,
7z

lim P(M, <c,z+d,) = lim F"(c,x +d,) = H(z), r€R

n—oo n—oo
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2.7 Satz
Seien T € [0, 00] und eine Folge w,, reeller Zahlen vorgegeben. Dann sind dquivalent:

nF(u,) — T,
P(M, <u,) — e,

wobei F die Tailfunktion von F bezeichnet.

Bemerkung 2.6 und Satz 2.7 liefern folgende Charakterisierung des maximalen Anzie-
hungsbereichs.

2.8 Satz
FEine Verteilung F' liegt im maximalen Anziehungsbereichs einer Extremwertverteilung H
mit Normierungsfolgen c, > 0,d, € R genau dann, wenn

lim nF(c,z +d,) = —InH(z), x € R.

n—oo

Falls H(x) = 0 ist, wird der Grenzwert als oo interpretiert.

Fiir die Beschreibung des maximalen Anziehungsbereichs einer Extremwertverteilung benoti-
gen wir einige weitere Begriffe, die das Wachstumsverhalten einer Funktion charakterisie-
ren.

2.9 Definition
(1) Fine positive, Lebesque-messbare Funktion L auf (0,00) heifft langsam variierend bei
oo, falls gilt

lim L(tx)
M )

Man bezeichnet mit Ry die Menge aller langsam variterenden Funktionen.

=1, fiir jedest > 0.

(1) Eine positive, Lebesque-messbare Funktion h auf (0,00) heifit requldr variierend bei oo
mit Index p € R, falls gilt

lim M
5% ()

Man bezeichnet mit B, die Menge der requldr variierenden Funktionen mit Index p .

=tP, fir jedest > 0.

(11i) Fine positive, Lebesque-messbare Funktion h auf (0,00) heifst rapide variierend mit
Indexr —oo (kurz h € &_.), falls gilt

. h(tx) 0, fiirt>0,
lim =
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2.10 Bemerkung

Zu der Klasse Ry gehoren trivialerweise konstante Funktionen und jedes £, fir das lim £(x)

T—00

existiert, endlich und # 0 ist. Auflerdem zéhlen dazu Funktionen, die bei oo den Li-
mes oo haben, z.B £(z) = log(z) oder auch solche, die bei oo nicht konvergieren z.B.
L(z) = 2+ sin /2]

Zur Klasse &, gehéren Funktionen der Form h(x) = xPL(x)., also insbesondere Potenz-
funktionen x” und auch endliche Summen solcher mit einem Index, der dem grofiten
Exponenten dieser Summe entspricht.

Als Beispiel fiir eine Funktion aus ®_., kann man h(z) = e~ angeben.

2.11 Definition (Taildquivalenz)
Zwei Verteilungsfunktionen F und G heiffen Tail-dquivalent, wenn rp = xg und
F(x)

lim = =c

zlzp G(ZL’)

fiir ein konstantes ¢ mit 0 < ¢ < o0.

Man kann zeigen, dass jeder maximale Anziehungsbereich beziiglich der Taildquivalenz
abgeschlossen ist, d.h. fiir tailaquivalente F' und G gilt:

FeMDA(H) < Ge MDA(H)

Man kann auflerdem fiir zwei taildquivalente Verteilungen die selben Normierungsfolgen
benutzen, was sich oft in Anwendungen als hilfreich erweist.

Da man oft zur Modellierung von Extremereignissen heavy-tailed Verteilungen einsetzt,
interessieren wir uns im Bezug auf operationelle Risiken insbesondere fiir MDA(®,,)

2.2.1 Maximaler Anziehungsbereich der Fréchetverteilung o,,.

Mittels Taylor-Entwicklung von exp(—x~%) erhilt man folgende Charakterisierung des
Tailverhaltens von ®,:

O, =1-P,=1—exp(—2~*) ~z™* fiirz — oo.

Das bedeutet, dass der Tail von ®, wie eine Potenzfunktion fillt.

2.12 Satz
Fiir eine Verteilungsfunktion F' und ein o > 0 gilt:

F e MDA(®,) <= F(x)=z"L(x) mit L€ Ro
Wenn F € MDA(®,), dann gilt Af—: L @, wobei ¢, = (1/F)=(n) gewdhlt werden kann.

Da jedes F' € MDA(®,) die Form 1 — 2z~ *£(z) fir ein £ € R, besitzt, impliziert dies
xp = 0o. Ferner ergibt sich fiir ¢, folgende Darstellung ¢, = n'/*£,(n) mit £, € Ro. Um
die Zugehorigkeit einer Verteilung zu einem MDA iiberpriifen zu kénnen, kann man in

Lygl.[1] S.274
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bestimmten Féllen auf folgende Bedingung zuriickgreifen.

2.13 Korollar (Von Mises Bedingung)
Sei F' eine absolut stetige Verteilungsfunktion mit Dichte f, die der folgenden Bedingung

lim x_f (z)
% Fla)

=a>0
gentigt. Dann gilt F € MDA(®,).

Bei der Berechnung der Normierungsfolge ¢, ist der folgende Satz ein niitzliches Hilfs-
mittel.

2.14 Satz
Seien F' und G Verteilungsfunktionen. Ferner nehmen wir an, dass F' € MDA(®,) mit
Normierungsfolge ¢,, > 0. Dann gilt

lim G(c,z)" = Po(cz), >0

n—oo

fiir ein ¢ > 0 genau dann, wenn F und G taildquiavient sind mit

lim F(z)/G(x) = .

T—T R

Analog lassen sich auch MDA(¥,,) fir « > 0 und MDA(A) charakterisieren. Interessie-
rende Leser seien auf [9] und [19] verwiesen.

Abschlieflend wollen wir einen Satz formulieren, der die wesentlichen Ergebnisse im
Bezug auf MDA (H,) noch einmal zusammenfasst. Dazu fithren wir zunéchst eine weitere
Bezeichnung ein: Fiir eine Verteilungsfunktion F' mit der zugehorigen Quantilfunktion F~
definieren wir

U(t) = F(1 - 1/t) fiir t > 0.

2.15 Satz (Charakterisierung von MDA (H;))
Sei & € R. Dann sind folgende Aussagen dquivalent

1. F € MDA(H;).

2. Es ezistiert eine positive meffbare Funktion a(-), so dass fir 1+ &x > 0 gilt

lim F(u + za(u)) _ {(1 + {x)_% falls € #0, 27)
ulzp F(u) e falls € = 0.
3. Firxz,y>0undy#0
L6
- U(sz) = U(s) _ = falls § # 0, s
s—oo U(sy) — Ul(s)

(@) fylls € = 0.
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2.16 Bemerkung

1. Die Bedingung (2.8) lasst eine interessante, wahrscheinlichkeitstheoretische Inter-

pretation zu. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F' € MDA(H;),
dann kann (2.8) umformuliert werden zu:

X>u) _ {(1—|—§x)5 falls & # 0, 29)
e " falls € = 0.

X —u

lim P >
ulep ( a(u)

Somit gibt (2.10) eine Approximation der Verteilung fiir skalierte Exzesse iiber die
Schwelle v mit Skalierungsfaktor a(u) an. Die Darstellung (2.10) wird eine wichtige
Rolle in Kapitel 3 spielen. Dort werden wir auch definieren, was unter einem Exzess
zu verstehen ist.

. Mithilfe eines Spezialfalls der Gleichung (2.9) werden wir in Kapitel 3 den sogenann-

ten Pickands Schétzer herleiten. Dieser wird eingesetzt um den Gestaltparameter £
von He zu schétzen.



Kapitel 3

Schitzung von VaR mittels
Extremwerttheorie

Nachdem wir in Kapitel 2 die wesentlichen Ergebnisse der Extremwerttheorie zusammen-
gestellt haben, wollen wir im néchsten Schritt diese Erkenntnisse nutzen, um den VaR,,
zu schétzen.

3.1 Peak Over Threshold-Methode

Die Idee der Peak Over Threhold(POT) Methode besteht darin, Verluste oberhalb ei-
ner bestimmten hohen Schwelle u zu betrachten. Dabei gehen wir von einer Stichprobe
X1, Xy, ..., X,, unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsgrofen mit unbekannter Ver-
teilungsfunktion F' € MDA (H;) fiir ein £ € R aus. Ferner betrachten wir Zufallsvariablen
Y1,Ys, ..., YN, wobei

Ny=W{ivi=1,..,n,X;>u}| wnd Yi=X,—u, i=1,..,N,
ist (siehe Abbildung 3.1)[]Y; bildet den Exzess von X;; iiber der Schwelle u fiir i = 1, ..., N,,.

Fiir weitere Untersuchungen benétigen wir den Begriff der Exzessverteilungsfunktion.

3.1 Definition
Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F und rechtem Endpunkt xp. Dann
heifst fiir ein festes u < xp

F(z)=P X —-u<z|X >u), >0
die Exzessverteilungsfunktion von X diber die Schwelle u. Die Funktion
e(u) = E(X —u|X > u)
heifst mittlere Exzessfunktion.
Will man die Eigenschaften der Exzessverteilungsfunktion studieren, so stellt sich her-

aus, dass dabei die verallgemeinerte Paretoverteilung (GPD/ generalized Pareto distributi-
on) eine zentralle Rolle spielt. Deshalb werden als néchstes Definition und die wichtigsten

!Die Abbildung wurde aus [9] {ibernommen.
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Xs

X2

XB
% Yi
Y, Ha

X
Xa X3

Abbildung 3.1: Daten X, ..., X3 mit zugehérigen Uberschreitungen Yj, ..., Yy, von w.

Eigenschaften der GPD présentiert.

3.2 Definition (Die verallgemeinerte Paretoverteilung)
Die Verteilungsfunktion G¢ sei gegeben durch

G$w2{1—u+@m% falls € # 0,

1—e™® falls £ = 0.
wober
x>0 falls € >0,
OS.%S—% falls € < 0.

Ge heif$t Standard verallgemeinerte Paretoverteilung(GPD). Man kann analog zur verall-
gemeinerten Extremwertverteilung Lage- v und Skalierungsparameter 3 einfiihren, indem
man Ge,g(x) = Ge(*5*) fir v € R, § > 0 setzt. Der Definitionsbereich muss dann ent-
sprechend angepasst werden. Der Fall & = 0 ist als der Grenzwert von ?L%(l —(14&x)71%)

zu verstehen.
Um die Schreibweise etwas abzukiirzen, schreiben wir im folgenden fiir G¢ o g G¢ g. Fiir
den Definitionsbereich ®(¢, 5) von G¢ s gilt dann

[0, 00 falls € > 0,

_ J[0,00)
b@ﬁ%—{m_g falls € < 0.

Der folgende Satz stellt die wesentlichen Eigenschaften von GPD zusammen.
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3.3 Satz

1. SeixZ Ge . Dann ist E(X) < oo genau dann, wenn £ < 1. Ferner gilt fir £ <1

E[(H%X)_r} = 14}57"’ falls 7> 1,

E[(ln(l + %X))k} ¢l keN,

#[x(60 ()] = gy o

Fiir den Fall £ < % mit r € N gilt

_ Bt
- €r+1 F(1+§—1) )

E[x"]
2. Fir jedes £ € R ist F € MDA(H¢) genau dann, wenn

lim  sup |Fu(z) — Gepuy()] =0

ulzp 0<z<zp—u
fiir eine positive Funktion (.

3. Seien x1,x9 € D(E, B). Dann gilt

Ggyﬁ(l?l + $2)

ad = G¢ grex(T2).
G{,ﬂ(xl) &,B+E ( 2)

4. Sei N poissonverteilt mit Parameter X > 0 und unabhdngig von der Folge un-
abhdngiger identisch verteilter Zufallsgrofien (X;);en mit X 2 Ge . Dann gilt

P(My < z) = exp{—A(1 + g%)l/f} = He o),

wobei = BETHN —1),0 = BN und My = mazx{X,,..., Xy} sind.
5. Sei £ <1 und X 2 Gep. Dann gilt fir uw < xp,

e(u) = E[X —ulX >u] = 1—:_55, falls B4 u& > 0.
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3.4 Bemerkung

1. Durch die im Satz 3.3 dargestellten Eigenschaften wird die enorme Bedeutung der
GPD innerhalb der statistischen Analyse von Extrema begriindet.

2. Die Eigenschaft 3. kann folgendermaflen umformuliert werden: die Klasse der verall-
gemeinerten Paretoverteilungen ist beziiglich eines Schwellenwechsels abgeschlossen.

Wir konnen die linke Seite der Gleichung in 3. auch anders schreiben. Sei Z < Ge g,
dann gilt

@57[3(%1 + .232) . 1-— Ggﬁ(.%’l + .’EQ) - P(Z > x1 + Z‘Q) P(Z > T + o, Z > 1131)

Gep(r1) 1= Geg(xn) — PZ>m) P(Z > x) ’

da zo > 0 ist. Die rechte Seite der Gleichung sagt uns aber, dass diese bedingte
Wahrscheinlichkeit wiederum vom verallgemeinerten Paretotyp ist.

3. Die Eigenschaft 2. suggeriert, dass die GPD eine passende Approximation fiir die
Exzessverteilungsfunktion F), fiir hinreichend grofie u darstellt. Dieses Ergebnis wird
oft in folgender Weise formuliert: Fiir eine Funktion (3, die anhand gegebener Daten
geschatzt wird, gilt

F (z) = P(X —u>z|X > u) = Gep)(z) mit x>0,

wobei v hinreichend grofl gewahlt werden muss.

4. Ein handliches graphisches Hilfsmittel fiir die Ermittlung der angemessenen Schwelle
u - sodass eine Approximation der Exzessverteilungsfunktion F, durch eine GPD
gerechtfertigt ist - liefern die Eigenschaften 2. und 5.: Gegeben sei eine Stichprobe
unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen Xj, .., X,,. Nun konstruieren
wir aus diesen Daten die empirische mittlere Exzessfunktion

en(u) = — Z (X; —w) fir u> 0,

Y ieA, (u)

wobei Ap(u) = {i i =1,..,n,X; > u} und N, = |A,(u)| ist. Wir verwenden
en(u) als eine Schétzung fiir e(u). Da die mittlere Exzessfunktion von einer GPD
nach 5. linear in u ist, suchen wir einen Bereich von u, in dem der Graph von e, (u)
annéherend linear ist. Dann ist die Approximation von F, durch eine GPD fiir solche
u sinnvoll.

Nun wollen wir uns unserem priméren Ziel zuwenden, ndmlich dem Schétzen von VaR,.
Der Ausdruck

Fu(y) = P(X —u <y|X > u)
lasst sich umschreiben zu:
F(u+y) = F(u)F.(y).

Ferner wissen wir aus dem Satz 3.3, dass
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Fu(y) = Ges(y)

fiir ein groBes u und eine angemessene positive Funktion 5 gilt. Um nun den Tail von F
zu schéitzen, kénnen wir separat F,(y) und F(u) schitzen. Als ein natiirlicher Schétzer
fiir F'(u) bietet sich die zugehorige empirische Verteilungsfunktion an

mit passenden QA = E N, und B = BNU. Insgesamt erhalten wir als Schétzer fiir den Tail

F(u+y) und y > 0 folgendes:

_— N, ~ o~
Fluty) = —=(1+&y/0)7"~.
Somit lédsst sich nun leicht ein a-Quantil bestimmen, ndmlich

e g

Z]\azvaRazu-F? fir o € (0, 1).

3.2 Schitzen des Gestaltparameters { von H;

In diesem Abschnitt wollen wir einige Methoden vorstellen, mit deren Hilfe man den
Parameter £ der verallgemeinerten Extremwertverteilung He = exp{—(1+§m)7%} schitzen
kann. Um die Schétzung durchfithren zu kénnen, gehen wir von unabhéngigen identisch
verteilten Zufallsvariablen Xy, Xo, ..., X,, mit Verteilungsfunktion F' € MDA (H;) aus.
Geméif Satz 2.8 gilt

F € MDA(H;) <= lim nF(c,x +d,) = — In(He(x)),

n—oo

wobei die Folgen (c¢,)nen, (dn)nen passend gewéhlt werden und x im Definitionsbereich
von H liegt. Somit gilt fiir hinreichend grofles n € N und v = ¢,z + d,

-
nF(u) ~ <1+§u—dn> .

Cn

Damit ergibt sich fiir den Tail von F' ein Schétzer folgender Form

— 1 u—d, i

n
mit geeigneten Schétzern E, & bzw. d, fiir &, ¢, bzw. d,.

3.5 Definition
Seien X1, ..., X, unabhdngige identisch verteilte Zufallsvariablen. Dann bezeichnet man
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Xn,n S Xn—l,n S S Xl,n
als Ordnungsstatistiken. Die Zufallsvariable Xy, , nennt man k-te obere Ordnungsstatistik.
Da die verallgemeinerte Extremwertverteilung das Verhalten von Zufallsvariablen in den
Tails beschreibt, kann man sich bei der Schitzung von &, ¢, und d,, auf die £ gréfiten Werte

Xin < Xp1p < ... < X, der Stichprobe beschrénken. Dabei muss folgendes beachtet
werden:

(a) k= k(n) — oo, um eine kleine Varianz zu haben, muss die obere Ordnungstatistik
grof} sein.

(b) % — 00, damit nur realisierte Extremwerte in die Schitzung einbezogen werden.

3.6 Lemma (Quantiltransformation)
Seien X1, ..., X, bzw. Uy, ...,U, unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit Ver-
teilungsfunktion F bzw. gleichverteilt auf (0,1) und zugehirige Ordnungstatistiken

Xn,n S Xn—l,n S S Xl,n bzw. Un,n S Un—l,n S S Ul,n-
Dann gilt
1. F=(Uh) £ X,.

2. Fiir jedes n € N gilt
X1y oos X)) 2 (F=(Un), ooy F=(Un)).

3. Die Zufallsvariable F(X7) ist gleichverteilt auf (0,1) genau dann, wenn F stetig ist.

3.7 Definition
Seien X1, .., X,, unabhdngige identisch verteilte Zufallsvariablen. Wir definieren durch

1. Fu(x) = % > Lixi<a) empirische Verteilungsfunktion fir x € R,
i=1

2. F(y):=inf{t : F,(t) >y} empirische Quantilfunktion firy € (0,1).

Es besteht folgender Zusammenhang zwischen der empirischen Verteilungsfunktion und
der Ordnungsstatistik

Xk,n <z < Z H{X¢>x} < k.
i=1
Dies impliziert

P(Xyp < @) = P(X Lixoay < k) = P(n— X Lix,cop < k) = P(Fu(z) > 1 - 7).
i=1 =1

n

Nimmt man zusétzlich an, dass
Xip <o < Xy gilt.
Dann folgt
F(t) = Xy, falls 1—%<t§1—%7

fir k=1,...,n.
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3.2.1 Pickands Schitzer

Die Hauptidee hinter diesem Schétzer besteht darin, eine Bedingung zu finden, die zu F' €
MDA(H) dquivalent ist, woraus dann leicht £ ermittelt werden kann. Diese Bedingung
wird mithilfe des Satzes 2.22 hergeleitet. Dieser besagt, dass F' € MDA(H,) mit U(s) =
F—(1—1/s) dquivalent ist zu

U(sx) = U(s) 2¢—1

_ _ 9f fix
lim U(sy)—U(s)  1-2¢ 2° fiir £ # 0.

Die Giiltigkeit der Gleichung (2.9) im Satz 2.22 bleibt erhalten, wenn wir zu einer positiven
Funktion ¢(s) mit lim ¢(s) = 2 iibergehen. Es ergibt sich

lim U(sc(s)) — U(s)

— 9¢
) = Ulsels)) 2 (3:1)

In folgendem benutzen wir die letzte Gleichung um einen empirischen Schétzer fiir £
zu konstruiren. Dafiir betrachten wir unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen
Wi, .., Vi, mit Verteilungsfunktion Fy(z) = 1 — %, x > 1 und zugehorigen Ordnungs-
statistiken

Vn,n S Vn—l,n S S VVLn-

Dann gilt nach Lemma 3.6, dass

(X betoon = (U(Vier) ety

wobei X1, .., X,, unabhéngig identisch verteilt mit Verteilungsfunktion F' sind. Man be-
achte dabei, dass Vj,, das empirische (1 — %)—Quantil von Fy ist. Ferner ldsst sich zeigen,
dass

k

P
_Vk:,n - ]-7 n — oo,
n

wobei k = k(n) — oo und £ — 0. Insbesondere gilt

‘/2k,n P
ﬁ

-
— ur n — oQ.
Ven 2

P
Vin — 00 und

Insgesamt erhalten wir mithilfe der Gleichung (3.1)

U(Vk n) - U(‘/2k n) P I3 .
: — — 25 flir n— o

Motiviert durch obere Ausfithrungen erhalten wir den sogenannten Pickands Schétzer

1 Xk — Xokom
g](cP) - — n k, 2k, '
" In2 X2k,n - X4k,n

Als néchstes wollen wir einige Eigenschaften des Pickands-Schétzers auffithren.
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3.8 Satz (Eigenschaften des Pickands-Schitzers)

Sei (X)) nen eine Folge unabhdngiger identisch verteilter Zufallsvariablen mit Verteilungs-

funktion ' € MDA(H¢) und & € R. Dann besitzt der Pickands-Schitzer é\(P) = é}m)
folgende Figenschaften:

1. (Schwache Konsistenz) Wenn k — oo, £ — 0. Dann gilt

§<P>5§ fir n — oo

2. (Starke Konsistenz) Wenn & — 0 —E— — oo fiir n — co. Dann gilt

¢wp) Jﬁf fiir n — oo.
3. (Asymptotische Normalitit) Unter weiteren Bedingungen an k und F gilt
VEE=9) 5 NO.v(©)  fir n— oo,

wobes

52(22£+1 + 1)
) =GR Dmae

Basierend auf diesem Schétzer kann man Quantil- und Tailschitzer herleiten und die
zugehorigen Konfidenzintervalle bestimmen.

Bei der Datenanalyse mittels Pickands-Schitzer wird der sogenannte Pickands-Plot
betrachtet:

Um nun eine gute Wahl von k treffen zu kénnen, sucht man einen Bereich von kleinen
k, in dem der Plot annéherend horizontal verlduft. Allerdings ist die Interpretation von
solchen Plots sehr schwierig und fiir die Wahl von k gibt es keine eindeutige beste Losung.

3.2.2 Hill Schiatzer

Hier wollen wir den Gestaltparameter ¢ fiir den Fréchet-Fall schétzen, d. h. wir gehen
von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvariablen X7, ..., X,, mit Verteilungsfunktion
F eMDA(®,,) aus, wobei = = £ > 0 und @, = exp(—z~®) fiir z > 0 ist. Somit erhalten
wir, dass F'(z) = 2~“£(x) mit einer langsam variierenden Funktion £.

3.9 Definition (Hill Schitzer)
Xnn < ... < Xy, bezeichne die Ordnungsstatistiken. Dann ist der Hill Schitzer fir ein
passendes k = k(n) gegeben durch

k -1
1
alh) — (% > InX;, - lnX;m) 2<k<n.

j=1
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Um diese Form des Schétzers erkldaren zu kénnen, betrachten wir einen Spezialfall. Wir

nehmen an, dass £(z) = ¢* fiir ein ¢ > 0 konstant ist. Ferner setzen wir ¥; = In(=2) fiir
c

7 =1,...,n. Dann gilt
P(Y; >y) = P(X; >ce¥) = e mit y > 0.

Somit sind Y7, ..., Y,, unabhéngige exponentiell verteilte Zufallsvariablen mit Parameter «.
Ein ,,guter Schitzer fiir « = F(Y;)™! ist bekanntlich der Maximum-Likelihood-Schétzer

—1 —1
] — X, 1 —

a= 1= In(= ==Y Inx,, -1

= (i5n) - (FEmeone)

wobei fiir die zweite Gleichheit nur die Summationsreihenfolge verdndert wurde. Man

sieht, dass die Form von @ der von a,ﬁﬁ? dhnelt. Im allgemeinen gilt allerdings nur F(x) ~

C—a fiir hinreichend grofle x. Die Argumentation im Spezialfall ldsst sich auf die Beobach-
tungen Xy, > ... > X, > u oberhalb der Schwelle u verallgemeinern, so dass bei der
Definition des Hill Schétzers nur die k grofiten Werte beriicksichtigt werden. Man beachte
dabei, dass die Schwelle u in Abhéngigkeit von n so gewihlt werden muss, dass fiir die
Anzahl der Uberschreitungen £ gilt:

k(n)

n

k(n) — oo und — 0 fiir n — oo.

3.10 Bemerkung

1. Wie auch bei der POT-Methode stellt sich hier die Frage nach der richtigen Wahl
der Schwelle u = X} ,,, oberhalb derer Beobachtungen in den Schétzwert eingehen.
Wir stehen wiederum vor Problemen, dass

(a) wenn k zu klein ist, flieBen nur wenige Beobachtungen in den Schiitzer @) ein
und somit die Varianz des Schétzers zu hoch ausféllt.

(b) andererseits, wenn k zu gro8 ist, ist die Annahme, dass £(z) fiir alle z > X,

ungefihr konstant ist, im allgemeinen nicht gut genug erfiillt. Damit wird der
Bias (Ea®) — o) zu groB.

2. Bei der Wahl von k kann man den Hill-Plot benutzen:

{(k,a,gf”) k= Qn}

Man wdhlt einen Bereich von kleinen k, in dem der Hill-Plot anndherend horizontal
verlduft. In diesem wird dann ein k ausgewdhlt.

Das Schétzen des Gestaltparameters ¢ ldsst sich auch mittels Maximum Likelihood
Methode durchfiithren. In 5.2 gehen wir genauer darauf ein.
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Kapitel 4

Poisson Prozess

Poisson Prozesse werden normalerweise verwendet, um Ereignisse zu zéhlen, die zu zufélli-
gen Zeitpunkten eintreten. Typische Beispiele hierfiir sind die Anzahl der Anrufe in einem
Call-Center oder die Anzahl der Verluste, die innerhalb einer bestimmten Zeit durch ope-
rationelle oder andere Risiken verursacht werden.

Fiir diesen und weitere Kapitel, wenn nicht anders gesagt, gehen wir von einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, A, P) aus, der nicht weiter prizisiert wird.

Die in folgendem vorgestellten Ergebnisse spielen eine besonders wichtige Rolle fiir das
im Kapitel 5 vorgestellte Modell.

4.1 Definition des Poisson Prozesses

4.1 Definition (Wartezeit-, Sprungzeit-, Sprungprozess)
Sei (Xi)i>o ein rechtsstetiger stochastischer Prozess mit Zustandsraum Ny. Dann ist der
Sprungzeitenprozess (Ty,)nen, induktiv definiert durch

To:=0 wund Ty :=inf{t >T,: X, # Xg,}.

Dabei wird vereinbart, dass inf ) = oco. Der Wartezeitprozess (W, )nen ist definiert durch

W, =

T, —T, 1 fallsT, 1 < oo,
o0 sonst.

Der Sprungprozess (Sy)nen ist definiert durch

g . X, falls T,, < o0,
") X, mit a =max{r € Ng: T, < oo} falls'T, = oc.

Die in der Definition aufgefithrten Fallunterscheidungen verfolgen das Ziel, dass der Fall
endlich vieler Spriinge miteinbezogen wird. Macht ein Pfad nur endlich viele Spriinge, so
bedeutet dies gemafl unserer Definition, dass die Wartezeit nach dem letzten Sprung un-
endlich ist und der Prozess im letzten angenommenen Zustand verharrt. Allerdings tritt
dieser Fall bei Poisson Prozessen nicht auf. Nun kommen wir zur Definition eines Poisson
Prozesses, derer Vorteil darin liegt, dass sie sehr anschaulich ist. Im weiteren Verlauf die-
ses Abschnittes werden wir eine dquivalente Definition angeben, die gelegentlich sich fiir
Beweise als hilfreicher erweist.

29
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4.2 Definition (Poisson Prozess)
FEin Prozess (Ny)i>o mit Zustandsraum Ny und Ny = 0 fast sicher heifst homogener Poisson
Prozess mit Intensitit A, falls folgende Bedingungen gelten:

1. Die Folge der Wartezeiten (Wy,)nen ist unabhdngig. Ferner ist W, exponentiell-
verteilt mit Parameter \ fir alle n € N.

2. Der Sprungprozess (Sp)nen ist gegeben durch
S, =n fir n € Ny.

Wenn wir im folgenden von Poisson Prozessen sprechen, meinen wir immer homogene
Poisson Prozesse. Einen solchen kann man auch mittels einer Folge unabhéngiger expo-
nentialverteilter Zufallsvariablen mit Parameter A konstruieren.

4.3 Satz
Sei (Wh)nen eine Folge unabhingiger exponentialverteilter Zufallsvariablen mit Parameter
A > 0. Wir setzen

To =0 wund T, :=> W, fir n e N,

=1

sowie
N; = Z ]I]()’t](Ti), t>0.
i=0

Dann ist (N¢)i>o ein Poisson Prozess mit Intensitit \.
Beweis: Auf den Beweis des Satzes verzichten wir und verweisen auf [1] S.145 oder [17]
s.277 ff.

O

Als néchsten wollen wir die angekiindigte dquivalente Definition fiir Poisson Prozess an-
geben.

4.4 Satz
Ein Prozess (Ni)i>o mit Zustandsraum Ny ist genau dann ein Poisson Prozess, wenn
folgende Bedingungen gelten:

1. Ny =0 fast sicher.

2. Die Zuwdchse sind Poisson-verteilt, d.h. fir alle s,t > 0 ist Ngyy — Ns Poi(At)-
verteilt.

3. (Ni)i>0 hat unabhingige Zuwachse.

Beweis: siehe [17] S. 282
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4.2 Ausdiinnung und Superposition von Poisson Pro-
zessen

Als néchstes stellen wir zwei besonders wichtige Konstruktionsprinzipien im Zusammen-
hang mit Poisson Prozessen vor. Dabei beschéftigen wir uns mit den Fragen:

e Welche Verteilung besitzt ein Prozess, den wir als Summe mehrerer unabhéngiger
Poisson Prozesse erhalten?

e Welche Verteilungen besitzen Prozesse, die durch Zerlegung eines gegebenen Poisson
Prozesses, auf eine bestimmte Art und Weise, hervorgehen?

Die erste Konstruktionsmethode wird héufig als Superposition und die zweite als Ausdiinnung
(eng. thinning) bezeichnet. Der folgende Satz beantwortet die erste Frage.

4.5 Satz (Superposition)
Seien (Nt(l))tzo, o (Nt(m))tzo unabhingige Poisson Prozesse mit Intensititen A\, ... A(™)
und m > 2. Dann ist die Superposition

Ne=Y NP t>0
=1

ein Poisson Prozess mit Intensitat \ := Z A

Beweis: Ohne Einschrankung der Allgemenhelt betrachten wir den Fall m = 2, denn jeden
anderen Fall konnen wir auf diesen zuriickfithren. Die erste Bedingung des Satzes 4.4 ist
offensichtlich erfiillt. (N;);>o erfiillt auch die dritte Bedingung, da (Nt(1 )i>0 und (Nt(Q))tZO
unabhéngig voneinander sind und unabhéngige Zuwichse haben. Es bleibt die zweite Be-
dingung nachzuweisen. Fiir ein & € Ny berechnen wir folgende Wahrscheinlichkeit:

P(Nsp — Ny = k) = P(N(-lk)t - Ns(l) + Ns(-Q‘r)t - Ns(g) = k)

S

k
=2 PN, = N = PN, = NP =k = j)

) (Aat)*
= exp(—\it exp(—Aat) =)
= exp(—(A1 + A2) )(Alt ‘ll;!/\ﬂ)

(At + Xot)*

= exp(— (A1 + A\2)t) X ,

wobei bei dem zweiten Gleichheitszeichen die Unabhéngigkeit der Prozesse eingeht. In der
vorletzten Zeile addiert sich die Summe nach dem Binomischen Lehrsatz zu 1.
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O

Der folgende Satz beantwortet die zweite Frage.

4.6 Satz (Ausdiinnung)
Sei (Ny)i>o ein Poisson Prozess mit Intensitit A > 0. Ferner seien Iy, I, ... unabhdingige
identisch verteilte Zufallsvariable mit P(Iy = 1) =p=1—P(I; =0), p€ (0,1), k > 1,
die auch von (Ni)i>o unabhdingig sind. Dann sind (Nt(l))tzo und (Nt(Q))tZO mit

Ny N

=31, N?=> (-1

i=1 i=1

unabhingige Poisson Prozesse mit Intensititen A\p und \(1 — p).

Beweis:
Ny

Als erstes zeigen wir, dass {Nt(l) = Z I;,t > 0} ein Poisson Prozess mit Intensitat A\p ist.
i=1

Die erste Bedingung des Satzes 4.4 ist offensichtlich, da (V;);>o ein Poisson Prozess ist.

Fiir den Nachweis der zweiten Bedingung seien s >t > 0 gegeben. Dann gilt

P(Ns(+)t N _7“>= (f[—ZI_r>

= Z mifP(ZI’i_iQ:Ii:TaNs—&-t:thS:mg)
m1—r>0mo=0 i=1 i=1

= Z mirp(mlzf”] _r>P<Nt+s—Ns+NS:ml,Ns:m)
m1—r>0 ma=0

— Z Wi:TP(meI _r)p<Nt+s—Ns:m1—m2>P<N5=m2>
m1—r>0ma=0

mi1—r o . e ()\t)mlfmg B S()\ )m2
= Z Z <m1 er)p (1_p) 1—m2—r, M(ml_mZ)!e A 722!

m1—r>0ma=0

= Y pa— e

m1—r>0
my—r mij—ma—r
. Z (m1 — m2) s 1
— r t(1—p) mal(my — my)!
1 e stt—tp)
= —pe T M1 —p)——
2 i ) S S iy
A ap)
PN s Z < (s+1) - tp> VL2
=" ¢ = e .
7! (my —1)! 7l

mi1—r>0

Mit einer dhnlichen Rechnung lésst sich auch die 3. Eigenschaft des Satzes 4.4 nachweisen.
Ny

Die ensprechenden Aussagen fiir {Nt(2) = Z(l — I;),t > 0} erhélt man analog. Somit
i=1
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bleibt die Unabhéngigkeit von (Nt(l))tzg und (Nt(Q))tzo zu zeigen. Hierfiir betrachten wir
folgendes

1.
(N1(t))¢=0 ein Poisson Prozess mit Intensitit Ap,
(Na(t))¢=0 ein Poisson Prozess mit Intensitit A(1 — p),
(N1(t))i=0 und (Ny(t))e=o sind unabhingig.
Dann gilt {N; = Ny(t) + Ny(t), t > 0} ein Poisson Prozess mit Intensitéit \
2.

(Nt(l))tzo ein Poisson Prozess mit Intensitéat Ap,
(N?),50 ein Poisson Prozess mit Intensitét A(1 — p),

(Nt(l) + Nt(2))t20 ein Poisson Prozess mit Intensitéit \.

(Nt(l))tzo und (Nt(z))tzo erhalten wir durch das Ausdiinnen von (N;)¢>o. Dann besitzt
(Nl (1), ]%(t)) die gleiche Verteilung wie <Nt(1), Nt(2)> . Also sind (N"),50 und (Nt(Q))t>0
>0 >0 = =

insbesondere unabhiingig. Insgesamt folgt nun die Behauptung.

O

4.3 Der zusammengesetzte Poisson Prozess

Als Motivation fiir den zusammengesetzten Poisson Prozess stelle man sich folgende Si-
tuation vor. Ein Unternehmen mdéchte den Gesamtverlust aus operationellen Risiken eines
Jahres modellieren, um diesen mit Figenkapital zu unterlegen. Dabei wird angenommen,
dass die Schadensanzahl durch ein Poisson Prozess und die Schadenshéhen durch eine
Folge N-wertiger unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvariablen beschrieben wird. Die
Folge ist zudem vom Poisson Prozess stochastisch unabhéngig. Zur Modellierung dieses
Sachverhalts konnte man den zusammengesetzten Poisson Prozess einsetzen.

4.7 Definition (Der zusammengesetzte Poisson Prozess)

Sei (Ni)i>o ein Poisson Prozess mit Intensitit X und (Y, )nen eine Folge unabhdngiger
identisch verteilter Zufallsvariablen, die auch von (Ni)i>o unabhingig sind. Dann heifit
der Prozess (Z;)i>o mit

Ny
7, = ZY t>0
=1

ein zusammengesetzter (eng. compound) Poisson Prozess.

4.8 Satz
Sei N eine Zufallsvariable mit Zustandsraum Ny und (Y, ).en eine Folge unabhdingiger
identisch verteilter Zufallsvariablen, die auch von N unabhdngig sind. Setze
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Dann gilt
1. Fir E(N) < oo folgt

2. Fiir E(N?) < oo folgt

3. Fir N2 Poi(A) folgt

E(Z) = AE(Y;) und V(Z) = \E(Y})?.

Beweis:
N
E(Z|N = n) - E( S YN =n
=1
- E[ S YN =n
1. i=1
N,(Yi)iéNunab. E i Y;)
=1
(YZ-)ieN:id.vert. ]E(}q)

Damit erhalten wir

E(Z) =) E(Z|N =n)P(N =n)

= nE(Y;)P(N =n)

— E(V})E(N)

E(Z?|N =n)=E (Z Yi)?|N = n)

—E iYﬂﬂNzn)

jji=1

—E nyuvzn) +E< > Y,-ijN:n>
i=1 JFisi =1

=nE(YY) +n(n — DE(Y1)%.
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Somit folgt

E(Z%) =) E(Z’IN =n)P(N = n)
= E(Y)E(N) + E(Y1)*E(N?) — E(Y1)’E(N).

Schliefilich erhalten wir fiir die Varianz:
V(Z) =E(Y?)E(N) + E(Y1)’E(N?) — E(Y1)’E(N) — E(Y1)’E(N)?

und damit die Behauptung 2.

3. Die 3. Behauptung ergibt sich unmittelbar aus den ersten beiden Aussagen.

4.9 Satz
Seien (Z})i>0 und (Z2)i>0 zwei unabhingige zusammengesetzte Poisson Prozesse definiert
durch

N} N?
Z}=>Y, und Z}=> X; t>0,
i=1 i=1

wobei (Y;)ien, (Xi)ien nicht negative Zufallsvariablen sind.

Dann ist die Summe (Z} + Z});>0 wiederum ein zusammengesetzter Poisson Prozess
Beweis:

Zuniichst wollen wir die L.T.(Laplace Transformierte) von Z} bzw. Z? fiir ein festes t > 0

bestimmen. Dazu berechnen wir: X
e1(s) = E(e %)

— iE exp(—SZYz)
n=0 ;
N g exp(—sZK-)]P(Ntl =n)
n=0

_ L =1
n=0 i=1

Multi. Satz Zfln(S)P(Ntl =n) = exp(—A't(1 — fi(s))),

wobei fi(s) die L.T. von Y; ist und Poisson Prozess (N})i>0 Intensitéit A' besitzt. Ferner
bezeichne fo(s) die L.T. von X; und A\? Intensitit von (N?);>o. Analog ergibt sich die
L.T. von Z}%:

pa(s) = exp(=A*t(1 — fa(s))).
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Nun kénnen wir die L.T. von Z; := Z}! + Z? berechnen. Diese erhalten wir nach dem
Multiplikationssatz als Produkt von ¢1(s) und ¢s(s) :

— o MA=f1(5) o= Xt(1= f2(s))

Al A2
= exp <—(>\1 + )\2)t<1 - mf1(5> - mf2(5)>>-

©1(8)p2(s)

Es bleibt zu zeigen
Nt
7,2y H =17,
i=1

wobei (N;);>0 ein Poisson Prozess mit Intensitit (A! + A\?) ist und

A A2 N , ,
P<Hz € ) = mP(Y; € ) + mP<X1 € ) fir allei € N gllt

Die L.T. Z, ist dann gegeben durch

2 (s) = exp (—()\1 + A)t(1 — h(s))) :

wobei

h(s) = sz fi(5) + 32z fa(s)

die L.T. von H; ist. Aufgrund der Tatsache, dass jede Verteilung auf [0, 00) durch ihre
L.T. eindeutig bestimmt ist, folgt die Behauptung.

O

Es sei noch einmal erwihnt, dass der zusammengesetzte Poisson Prozess und die Kon-
struktionsprinzipien der Ausdiinnung bzw. der Superposition aulerordentlich wichtig fiir
das Common Poisson Shock Modell sind.



Kapitel 5

Common Poisson Shock Modell

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit dem sogenannten Common Poisson Shock
Modell. Ausgangspunkt bilden m unabhéngige Poisson Prozesse, die in folgendem als
Schockprozesse bezeichnet werden. Ereignet sich ein Schock, so kann dieser zu Verlusten/
Schéden von Typen in {1,...,n} fithren. Werden durch ein Schock simultan Verluste un-
terschiedlicher Typen verursacht, dann spricht man von einem gemeinsamen (common)
Schock. Damit sind durch einen gemeinsamen Schock verursachten Schadenshéhen sto-
chastisch abhiingig. Ferner betrachten wir n Schadensanzahlzédhlprozesse, die in einem
noch zu kldrenden Zusammenhang mit den Schockprozessen stehen. Deswegen sind diese
Zahlprozesse im allgemenen stochastisch abhéngig. Zusétzlich wird vorausgesetzt, dass
die Schockprozesse und die Schadenshohen stochastisch unabhéngig sind.

Man unterscheidet zwei Arten von Schockmodellen:

e fatal shock model, falls jeder Schock verlustverursachend ist.
e non-fatal shock model, falls nicht jeder Schock zu einem Verlust fiihrt.

Besonderer Anreiz fiir die Betrachtung eines solchen Modells liegt darin begriindet, dass
unter den oben getroffenen Annahmen der aggregierte Gesamtschadenshohenprozess ein
zusammengesetzter Poisson Prozess ist. Insbesondere eignet sich dieses Modell um in Kapi-
tel 1 formuliertes mehrdimensionales Quantifizierungsproblem der operationellen Risiken
zu behandeln.

Nun wollen wir das Modell mathematisch beschreiben.

5.1 Schadensanzahl

Hier wollen wir die Schadensanzahzéhlprozesse unterschiedlicher Typen beschreiben. Wir
starten mit einer Familie unabhéngiger Poisson Prozesse

{NO@®), t>0}, eec{l,..,m}

mit Intensititen A(¢), wobei N(®)(¢) die Anzahl der Schocks vom Typ e zihlt, die sich im
Intervall (0, t] ereignen. Ferner gehen wir davon aus, dass es n verschiedene Schadenstypen
gibt und die Schadensanzahl durch die Zahlprozesse

(N;(t), t>0}, jefl,..n}

37
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beschrieben werden. Dabei gibt N;(¢) die Anzahl der Schiden vom Typ j im Intervall
(0,t] an.

Ereignet sich ein Schock, so kann dieser zu Verlusten fithren. Diese Situation kénnen
wir mit Hilfe von Bernoullivariablen beschreiben. Bezeichne I j(er) eine solche Zufallsvariable,
die den Wert 1 annimmt, falls ein Schock vom Typ e beim r-ten Auftretten einen Verlust
vom Typ j verursacht und 0 falls nicht. Fiir » € N setzen wir die Vektoren

19 = (10, .., 1))

1,

als unabhéngig und identisch multivariat bernoulli verteilt voraus. Allerdings kénnen die
Komponenten von I' fiir ein festes r abhéngig sein, wobei die Abhéngigkeitsstruktur
durch die Spezifizierung der multivariaten Bernoulliverteilung festgelegt wird. Zur Verein-
fachung fithren wir folgende Kurzschreibweisen fiir p-dimensionale Randwahrscheinlich-
keiten dieser Verteilung ein.

P([](le) = ijl? '-'7[;5) - ijp) :pgf) jp(ijl’ '“’ijp),

,,,,,

wobei der Index r iibersichtlichkeitshalber weggelassen wurde und i;,, ...,4;, € {0,1}. Wir

schreiben pge)(l) = pg-e) fiir eindimensionale Randwahrscheinlichkeiten.
Mit den oberen Bezeichnungen kénnen wir die Gesamtzahl der Schédden vom Typ 7 im
Intervall (0, t] folgendermafen darstellen

N(©)(t)

N;(t) = Em: 1. (5.1)

e=1 r=1

(N;(t))i>0 ist ein Poisson Prozess, denn:

1. 1 ](er) ist eine Bernoullivariable und nach Satz 4.6 ist

N (¢)

{3 19, t>o0}
r=1

ein Poisson Prozess mit Intensitét A(e)p§e).

2. Mit 1. und Satz 4.5 erhalten wir N;(t) als Superposition von m unabhéngigen Poisson
Prozessen.

Die Gesamtanzahl der Schiden N(t) = ZNj(t) im Intervall (0,t] ist kein ,einfacher
j=1

Poisson, sondern ein zusammengesetzter Poisson Prozess. Dies kann man leicht einsehen,
wenn wir N(t) etwas umschreiben, ndmlich

N©@) p

N(t) = i ij.j?. (5.2)

e=1 r=1 j =1

Da Z I j(i) im allgemeinen eine Summe abhéngiger Bernoullivariablen ist, ist
j=1
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NE(t) n
(5. el

r=1 j=1

ein zusammengesetzter Poisson Prozess. Mit dem Satz 4.9 erhalten wir die Behauptung.
Der folgende Satz fasst einige Eigenschaften der Poisson Prozesse (N;(t))i>0, ¢ €
{1,...,n} zusammen.

5.1 Satz

1. (Ni(t))t0, i € {1,...,n} sind Poisson Prozesse mit

D] =ty Ap”
e=1

2. Seien 5,k € {1,...,n}, dann ist die 2-dimensionale Randverteilung gegeben durch
P(N;(t) = nj, Np(t) = ng) = e~ AP k(L1 +p5k(1,0)+p5,1(0,1)) o

min{n;,ng}

U (Atpik(1, 1)) (Mtp (1, 0))  (Atp; (0, 1))
S (Atpji(1,1)) (i!(ij]fi)!()qik—(i)!p kO, D))"

1=0

wobes

m

A= Z)\(e und pj(i;, i)

e=1

>/I)—‘

3. Die Kovarianz und die Korrelation sind gegeben durch

cov(N;(1), Ni(t)) =t > A@pi(1,1)
e=1
und
z_:l )‘(e)p]ek:(lu 1)
p(N;(t), Ni(t)) = =
\/ (2 A<e>p§€>) (Z )\(e)pl(:))
e=1 e=1
Beweis:

1. Behauptung 1. ergibt sich aus der Tatsache, dass IV,(t) eine Superposition von m
unabhéngigen Poisson Prozessen der Form
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mit Intensitaten A e)p fir e € {1,...,m} ist.

2. Da die Schockprozesse {N©)(t), t > 0}, e € {1,...,m} unabhiingig sind, wissen
wir nach Satz 4.8, dass

{i NOw@), t> 0},

m
ein Poisson Prozess mit Intensitdt A = > M) ist. Fiir [ € Ny, t > 0 entspricht

e=1
dann P(Z N©(t) =) der Wahrscheinlichkeit, dass es in [0,¢] [ Schocks auftreten.

Allerdmgs smd im allgemeinen nicht alle verlustverursachend. Ferner kann man sich
leicht iiberlegen, dass

P(N](t) = nj,Nk(t) = Ny

M (l7p],k(17 1)7pj,1€(17 O)apj,k(oa ]-))p],k(07 0)) )

wobei M (-, ..., ) eine Multinomialverteilung bezeichnet. Werden durch einen Schock
simultan Verluste vom Typ j und k verursacht, dann nennen wir sie gemeinsame
Verluste. Wir wissen, dass es maximal min{n;, n;} solche autreten kénnen. Mit
diesen Voriiberlegungen gilt

P(Nj(t) = nj, Ne(t) = ng) = Y P(Nj(t) = n;, Ni(t) = ny

lan-‘rTLk

x P (f: NO(t) = z)

min{n;,ng}

> $ O Mol D) GO a0 D) p0.0) 0

il(n; — )!(ng — )1l — nj — ny, +19)!

l=nj+ngp—i

Ersetzt man p; (0, 0) durch 1 —(p;x(1,1) +p;x(0,1)+p;x(1,0)) und fithrt die innere
Summation aus, so erhélt man die Behauptung.

3. Behauptung 3. ist ein Spezialfall des Satzes 5.9.
O

Satz 5.1 Teil 3 liefert eine notwendige Bedingung fiir die Unabhéngigkeit von N;(¢) und

Ny (t), ndmlich p;e,z(l, 1) = 0 fiir alle e. Dies bedeutet, dass es unmdglich ist, Schédden vom
Typ 7 und k£ mit dem selben Schock zu verursachen. Sollte es doch méglich sein, dann
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besteht zwingend eine positive Abhéngigkeit zwischen der Schadensanzahl beider Typen.
Beziiglich der Unabhéngigkeit von N;(t) und N (t) konnen wir folgendes Ergebnis formu-
lieren.

5.2 Korollar
N;(t) und Ni(t) sind unabhingig genau dann, wenn pﬁ(l, 1) =0 fir jedes e € {1,...,m}.
Beweis:

1. Seien N;(t) und Ni(t) unabhéngig und ¢ > 0. Dann gilt insbesondere

cov(N; (1), Ne(1) =0 <=ty ADpl9(1,1) =0

]7
Dat >0 und A© > 0 fiir alle e gilt, folgt p7)(1, 1) = 0 fiir alle e.

2. Gelte umgekehrt pg.’e,z(l, 1) = 0 fiir alle e. Wir miissen zeigen

P(N;(t) = nj, Np(t) = ny) = P(N;(t) = n;) P(Ny(t) = ny,).
Satz 5.1 und die Voraussetzung liefern

=MD 5 (1,0) 425 4(0.,1)) (Atp;k(1,0))" (Atp;,(0, 1))

P(N;(t) = ny, Np(t) = i) =

Da p\ (1) = p!(1,0) + p\)(1, 1) = p!%)(1,0) und p{” (1) = p(1,0) fiir alle e gil,
erhalten wir

P(N;(t) = nj, Ne(t) = i) = eXp{ (Z X, f: ) }
S A Xm: .
x ( = ni > ( S )

und somit die Behauptung.

5.3 Korollar
Ist Zpg-e)(l) > 1 fiir ein e € {1,...,m}, dann sind Ny(t), ..., N,(t) nicht unabhingig.

Bewezs:
Fiir den Beweis bendtigen wir folgende Feststellung: Ist pf,z(l, 1) = 0 fir alle 7,k mit
j # k, dann gilt

Pl = (0,...,0)] =1 — ipﬁu). (5.3)

Begriindung;:
Zunéchst gilt folgende Abschétzung
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P([l(eg =, ... I{) = : mindestens zwei Indikatoren haben den Wert 1) < pg 9(1,1) =0,

mit einer passenden Wahl von j, k € {1,...,n}. Damit erhalten wir
P(I{) =0,., I8 =0)=1-> P[[}{ =0 firalle l € {1,..,n}\ {j}, I}; =1].
j=1

Wegen der oberen Abschitzung folgt unmittelbar
p(1) = P[IY = 0 fiwr alle L € {1,...n} \ {j}, 1Y = 1]

Nun kénnen wir das Korollar mittels Kontraposition beweisen. Seien Ni(t), ..., N, (t)
unabhéngig, dann sind insbesondere N;(¢) und Ny () fiir alle k, j mit k£ # j unabhéngig.

Damit erhalten wir nach Korollar 5.2, dass pf,i(l, 1) = 0 fir alle j,k mit j # k gilt.
Hieraus folgt

PILY = (0,0 =13 p ()20 = 123 57
J=1 j=1

Insgesamt folgt die Behauptung.
O

Wir haben bereits erwéhnt, dass N(t) = Z N;(t) im allgemeinen kein Poisson Prozess
ist, da die Komponenten N;(¢) nicht unbedlngt unabhéngig sind.
5.4 Bemerkung
Sei ¢ N(t) = > N;(t), t>0p der Gesamtschadensanzahlzihlprozess mit cov (Nj (1), Nk(t)> >
=1

0 fiir alle j,k € {1,...,n}. Dann gilt

= 3> eon (M08 ) > EN )

j=1 k=1

Beweis:

=E(N{t)+ > COV(N()Nk( ))

Jk=1:57k

~
>0 n.Voraus.

Damit folgt die Behauptung.
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O

Nach der letzten Bemerkung ist die Situation positiv abhéngiger Summanden von N;
ygefiahrlicher* als die der unabhéngiger Komponenten. Denn die Varianz von NV; im ersten
Fall ist echt grofler als die im zweiten.

Das bisher entwickelte non-fatal-shock Modell liasst sich leicht interpretieren. Aller-
dings wollen wir als néchstes zeigen, dass dieses Modell eine dquivalente Darstellung als
ein fatal Modell besitzt. Dies wird umgesetzt, indem man anstatt aller nur die verlust-
verursachenden Schocks zéhlt. Anschliefend ermoglicht die neue Darstellung einige nicht
triviale Folgerungen iiber das Ausgangsmodell zu treffen.

Sei S := P({1,...,n}) \ @ und fiir s € S definieren wir einen Zéhlprozess N(t), der
die Anzahl der Schocks im Intervall (0,t] beschreibt. Dabei verursachen diese Schocks
Verluste ausschlieBlich von Typen in s. Wenn s = {1, 2, 3} ist, dann z&hlt N,() Schocks,
die gleichzeitig Verluste vom Typ 1, 2 und 3 nicht aber vom Typ 4 bis n verursachen.
5.5 Bemerkung

1. Der Prozess N,(t) ist gegeben durch

N(t) = ij > (=nF R 2,

e=1 r=1 4.JDs mes’
wobei
Js(,e'r = Z (_1)|8 =l H 17(7(;,)7" (54)
s':s' Ds mes’

eine {0,1}-wertige Zufallsvariable ist. Diese nimmt den Wert 1 an, falls der r-te
Schock vom Typ e nur Verluste von Typen in s verursacht, und 0 sonst.

2. Die Gesamtzahl der verlustverursachenden Schocks N(t) ist gegeben durch
N(t) =) N(t)
€S

3. Es gilt

=
>R
N
I

s,r 1) = Z (_1)‘S/|_|S|P(H ]r(ri)r = 1)

/ / /
s':8' Ds mes

Beweis:

1. Wir wollen zeigen, dass die Zufallsvariable J.% {0, 1}-wertig ist. Dazu nehmen wir ein
beliebiges s € S mit |s| =k, k € {1,...,n} und setzen voraus, dass

I'9 =1 firalle [€s. (5.5)

lr

Ist dies nicht der Fall, d.h. es gibt ein [ € s mit 7, z(,i) = 0, dann ist auch Jﬁ = 0.

Die Beweisidee besteht darin, sich die Anzahl der Indikatoren anzuschauen, die zusétz-
lich zu den oberen k£ den Wert 1 annehmen. Das heifit, dass wir uns fiir die Anzahl der
Indizes [ € {1,...,n} \ s mit ]l(;) = 1 interessieren und diese mit ¢ fir 0 < ¢ < n —k
bezeichnen.

1. Fall: Sei i =0, d.h.
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Ble{1,..,n}\ s mit Il(i) =1 <= Vle{l, ., n}\sgilt Il(jﬁ) =0

Wegen der Voraussetzung (5.5) folgt nun Js(i? =1

2. Fall: Behauptung: Fiir ¢ > 0 gilt JSST =
Seii =1, d.h.

3! je{l,...,n}\smitlj(?zl und ]l(;):() Vie{l,..,n}\s, [#].

(e)

Man kann sich leicht tiberlegen, dass [] = 1 nur fir s € {s,s } gilt, wobei

s" = sU{j} ist. Somit erhalten wir

DRSIEED | RTINS SENETELY | T’

.7 / 7.7 1 /
s':s s mes s':s €{s,s"} mes

mes’

Nun wollen wir diese Uberlegung auf ein beliebiges i € {1,...,n — k} anwenden. Es gibt
genau 2' — 1 Mengen s, so dass

1. s Os

2. Fiir jedes [ € 5" gilt Il(j) =1.

Damit reduziert sich die Summe Z (=D =TT, e 1), auf solche Mengen s” und wir
s':s'Ds
erhalten

1+Z<_ )= T 1 Z 1);'(;) 0,

mes'!

wobei (;) die Anzahl der Mengen s” mit |s" \ s| = j angibt.

Insgesamt folgt die Behauptung.

2. Bei 2. ist nichts zu beweisen

3. Die Behauptung werden wir mittels vollstdndiger Induktion nach der Méchtigkeit von

s¢ zeigen, wobei s € S beliebig ist. Fiir ein s mit |s| = k& kénnen wir durch eventuelles

Umnummerieren der Elemente stets erreichen, dass s = {1, ..., k} fir k € {1,...,n} ist.
A:|sfl=1=s={1,..,n—1}

P(J =1) =PI =1,.., 1\, =1,1¢) = 0)
—P(I) =1, 19 =1) =PI =1,.., 1 =1, = 1)
= > VR 5 =
s':s’' Ds mes’

LV'.{]Es gelte
P =1, 0, =10, =0, 18 =0) = Y (=) 18, = 1),
s’ Ds mes’

wobei s = {1, ...,k + 1} ist.
I.S.: (n—k—1)— (n— k), d.h. wir miissen folgendes zeigen

1.V bzw. LV". bezeichnet die erste bzw. die zweite Induktionsvoraussetzung
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P =1, =117, =0, 1) =0)= Y (
s/:slgs
wobei s = {1, ..., k} ist.
P =1,.., 10 =117, = 0,.., 1) =
=P(I{) =1,.., ;) =1,1i7),, = 0,... I{) =
_f)(ll(,e'l2 = 1 ]Ig?lr 1 Ilgi)2r = O’ 717(57“
Die Induktionsvoraussetzung liefert
PO = 1) = L1, = 010 -
=P(I) =1,. e) =1,1,),, =0,.., 1
+ Z (-1 IS’I |s H—lp H _](e =1).
S/'SIQS mes’
s={1,..k+1}

Man kann sich leicht die Giiltigkeit folgender Gleichung iiberlegen.

mes’

Somit muss folgendes gezeigt werden

19 = 1,1

P =1,.., ), =

T

1 p(TT 1), =

>

s//:s”:sl\{k-i—l}
s {1, k+1}
s={1,...,k}

D

’ !
S 8 Ds

>

s :s//:sl\{k—l—l}
s D{1,....k+1}
s={1,....,k}

(—1)l 1=l p( H [ﬁf,)r =

mes’

1)|s”\—|5|p( H ]T(;?T —

mes'

(DT 1), =

1)ls"1=lsl p( H [7(3 =1

mes'

Diese Aussage wird per Induktion nach der Anzahl der Elemente von (|s¢| — 1) bewiesen.

I.A.:

2

"o

s 18 =s \{n 1} mes"
§'D{l,..n—1}
s={1,...,n—2}

)2 P =1,

I(e)

) Tn—2r

=1,1

n,r

(|s°| = 1) = 1 : Durch eventuelles Umnummerieren der Elemente von s erhalten wir

1 =ep(TT 1), =

=0),
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I.V".: Es gelte

I(e)

P =1, ..., vl

2

non

s s =s \{k+3}
s D{1,...k+3}
s={1

.....

=1, 7
(—1)l<"1=kl p( H [f:}r —1).

~0,..

k+4,r

mes'

I.S.: Wir miissen die Giiltigkeit der folgenden Gleichung nachweisen.

s={1

.....

P =1, ...,I,ng“ =11, =0,...I{) = 0)
_ Z \snr\s\p H =1).
SII Sllis \{k+2} mesll
s’ D{1,... k+2}
s={1,...k+1}
Dazu schreiben wir die Wahrscheinlichkeit P(1 1(62 =1,..,1 15;?27« =1,1 ,gi)M 0,..., I} = 0)
um:
(e) (e) _ (e) _ e) _
P =1, L%, =1,1%,,=0,.,I=0)
(e) (e) (e) e
=P =1, 10, =115, =0,...1¢)=0)
e) (e e) e
—P(I{) =1, 1\, =1L, 1, =0,.., I =0)
+P(I) =1, 1) =11, = 0,1 = 0).
Auf die beiden letzten Zeilen kénnen wir nun I.V'. anwenden und erhalten
P =1,..,0) = 1,1, =0, 1) =0) - P(I\) = 1,.., 1), = 1,1}, = 0,.., I¢
- Z _1)Is’|—ls\p(H 1) = - Z _1)|s’\—\slp(H ]r(f,)r =1)
s/:s,Ds mes’ s, s/Ds mes'
s={1,....k+1} s={1,....k+3}
— Z (=1)l¢"1=0sl=2) p( H [r(f,)r =1)
s,/:s/l:sl\{k+2,k+3} mes"
s’ D{1,...k+3}
s={1,...,k+1}
+ Z (=1)l"1=0sl=2) p( H Ir(rf,)r =1)
S//:s/l:Sl\{k+2} mES”
s’ D{1,....k+3}
s={1,...,k+1}
D S IR
sN s =5 \{k+3} mes"
s D{1,....k+3}
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Andererseits gilt nach L.V .:
P =1, 1, = 1.1, = 0,.., 1) = 0)
— Z (_1>|8 I—\S\p H nf)r =1).
Sll :S//:S/\{k+3} mesl/
s’ D{1,....k+3}
s={1,...,k+2}
Damit erhalten wir
P(I) =1, 1\, = 1.1\, = 0,..,1¢) = 0)
_ Z (—1) |s”| (Is1-2) py H QR
s s”—s \{k+2,k+3} mes"
s'D{1,...k+3}
s={1,....,k+1}
+ Z (=1)ls"1=s1=2) p H ]éf?r =1)
S// :SIIZSI\{k+2} mesl/
s D{1,....k+3}
s={1,....k+1}
|
S// :SN :S,\{k+2} mesll
s D{1,....k+2}
s={1,....k+1}
Insgesamt ergibt sich die Behauptung.
O

Das folgende Ergebnis ermdoglicht uns das dquivalente fatal-shock Modell aufzustellen.

5.6 Satz )
Fir s € S sind {N,(t), t >0} unabhingige Poisson Prozesse.

Beweis: Geméafi Bemerkung 5.5 (3.) wissen wir, dass die Wahrscheinlichkeit P(Js(er) =
1) nicht von r abhéngt. Deswegen erhalten wir durch das Ausdiinnen des Prozesses

{N @), t> 0} einen neuen Poisson Prozess

r=1

N (1)
{ J9 t> 0} mit Intensitat A > (~=1)FEP(]] 18 =1

! / !
55 Ds mes

Aufgrund der Unabhingigkeit der Poisson Prozesse N (t), ..., N(™(t) ergibt sich der

Prozess

{Ns(t), t> 0}

als Superposition von unabhéngigen Poisson Prozessen
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N (1)
{ Z J§§?, tZO} fir ee{1,...,m}.
r=1

Somit ist {N,(t), t >0} ein Poisson Prozess mit Intensitit
A\, = Z)\(e) Z (=)=l p( H [};}r =1).
e=1 s':s' Ds mes’

Als néchstes wollen wir zeigen, dass {N(t), ¢ > 0} ein Poisson Prozess mit Intensitét
A= Y Ay ist. Dazu betrachten wir folgende Bernoullivariable

€S
BY =YD Y (-0 [T A

s€S s':s' Ds mes’

Man kann sich leicht iiberlegen, dass folgendes gilt

P(Z S (=R 19, = 1) =1- P<H (1-19) = 1).

s€S §':s' Ds mes’ mes’

Damit sehen wir, dass die Wahrscheinlichkeit P(Bgi? = 1) nicht von r abhéngt. Ferner

kénnen wir N (¢) umformulieren zu:

N (1)

=Y mm=Y Y BY.

eSS e=1 r=1

Mit einer dhnlichen Argumentation, wie im Falle von ]\Nfs(t), ldsst sich nun folgern, dass
N(t) ein Poisson Prozess mit Intensitét

A=A =Y AP =0,... 1) =0))

€S e=1

ist. Da sowohl {N,(t),t > 0} als auch N(t) Poisson Prozesse sind, entspricht jeder Sprung
von N(t) genau einem Sprung genau eines der Prozesse {Ny(t),t > 0}, s € S.
Ordnet man die [ = 2" — 1 Elemente von S beliebig an. Dann gilt

~ ~ ~ ’ | 4
P(N,,(t) = n,.., Ny (t) = m|N(t) =7) = { =1 "7 7=l

Damit folgt unmittelbar

PN, (1) = m e By (8) = m) = P(N = i%) (= n )T y

|
j=1 j=1 =1 M
l l
i st .
=L =1 Pw o =n)
j=1 J j=1

Also sind die Poisson Prozesse {Ns(t), t> 0} fiir s € S unabhéngig.
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O

5.7 Bemerkung .
Da fiir s € S die Poisson Prozesse {N,(t), t > 0} unabhéngig sind, kénnen wir N;(¢)
folgendermaflen darstellen

Ni(t) = 3 Ny().

ERISE]

Damit erhalten wir auch eine fatal-shock Darstellung des Ausgangsmodells.

5.8 Lemma
1. Mit Bezeichnungen aus Satz 5.6 gilt

As = 0 fiir alle |s| > 2 genau dann, wenn pf,i(l, 1) = 0 fiir alle e und alle j, k mit

J# k.
2. Ni(t), ..., N,(t) sind unabhingig genau dann, wenn pgf,g(l, 1) = 0 fiir alle e und alle
gk mit j £k
Beweis:

1. Sei Ay = 0 fiir alle |s| > 2, d.h.

A=) MA@ M (—1)8"'8P< 1) = 1) =0 fiir alle |s| > 2.

sl]=n = P(H]f?f’)rzl) =0 Ve
mes
ls|]=n—-1 = P(H 1) = 1) + (—1)P( I )= 1) =0
mes me{l,...,n}
= P(Hlﬁj’)r = 1) =0 Ve
mes
s|]=2 = P(H 1), = 1) + ) (—1)8"'8'P(H 1) = 1) =0
mes s':s' Ds mes’
= P(HLS?T = 1) =0 Ve

Somit ist P(1\) = 1,1} = 1) = 0 fiir alle e und alle j, k mit j # k.

Gelte umgekehrt P(I\) = 1, 1)) = 1) = 0 fiir alle e und alle j,k mit j # k. Aus der
Darstellung von A\; und der Voraussetzung folgt unmittelbar: A\, = 0 fiir alle |s| > 2.

2. Sei
P(Ny(t) = ki, ..., Np(t) = k) = P(N1(t) = k1) - ... - P(No(t) = k) (5.6)

fiir alle kq, ..., k, € N. Die Gleichung (5.6) konnen wir umschreiben zu
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P( STON) =k Y M) =kn) _

{s:1€s} {s:nes}

P<{s§s} N,(t) = kl) e P<{S:n§s} N,(t) = kn>

Andererseits wissen wir nach Satz 5.6, dass > Ni(t),..., 3. N,(t) unabhingig, falls

{s:1€s} {s:nes}

{s:lestn{s:2es}n..N{s:nes}=0.

Dies ist genau dann der Fall, falls

{s:1est={1},{s:2es}={2},...,{s:nes}={n}

gilt. Somit haben wir

Poi <t > As) D NJ(t) = Ny(t) ~ L Poi(thgy)

{sties} {s:i€s}

fiir alle 7 € {1,...,n}. Daraus folgt, dass A; = 0 fiir alle s mit |s| > 2 und nach 1. ergibt
sich die Behauptung.
Sei umgekehrt p'°)

. = 0 fiir alle e und alle j, k mit j # k vorausgesetzt. Es gilt
P(Ny(t) = ky, .., N, (t) = k) = P( > N =k Y NS(t) = kn)
{s:1€s} {s:nes}

Da As; = 0 fiir alle s mit |s| > 2 nach 1. gilt, folgt

PRAGRS Poz( > >\> Poi(tAgy) & Npgy (t).

{s:i€s} {s:i€s}

Aufgrund der Unabhéngigkeit von N{l}(t), s N{n} (t) erhalten wir

P(Nl(t):kl,...,]\/'n(t):kn):P( DN =k Y Ns(t):kn)

{s:1les} {s:nes}
= P(Npiy(t) = ku, oo, Nuy () = k)
= P(N{l}(t) =ky)- ... P(N{n}(t) = ky)

_P( > N :k1> .....P( > N :kn)

{s:1€s} {s:nes}

P(N\(t) = k1) - ... - P(Ny(t) = k).

Damit haben wir die Unabhéngigkeit von Ny(t), ..., V,(t) nachgewiesen.
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5.2 Schadenshohe

Nun wollen wir unser bisher entwickeltes Modell um Schadenshéhen erweitern. Dazu neh-
men wir an, dass das r te Auftreten eines Schocks vom Typ e einen Schaden vom Typ j
mit Schadenshéhe X ) verursachen konnte. Ob dies tatsichlich passiert, wird durch die

Zufallsvariable [ ) bestnnmt Ferner setzen wir voraus, dass X j( T), I J(T
{X](er), reN, e=1, ...,m}

unabhéingig identisch verteilt mit Verteilungsfunktion Fj sind. Der Zufallsvektor X =

unabhéngig und

(X fer) e Xn 7«) besitze Verteilungsfunktion F', wobei die Komponenten von X abhéangig
sein konnten. Mit den eingefithrten Bezeichnungen kénnen wir den aggregierten Prozess

Z;(t) fiir Schiaden vom Typ j folgendermafien darstellen
m N(E)(t
(e)
- Z X] r IJ r
e=1 r=1

Damit erhalten wir den aggregierten Gesamtschadenshohenprozess {Z(t), t > 0} als
Summe von m unabhéngigen zusammengesetzten Poisson Prozessen

n m N©@) p
Zt) =3 2t =3 > Z Ly
j=1 e=1 r=1

Also ist {Z(t), t > 0} selbst ein zusammengesetzter Poisson Prozess und wir kénnen
diesen umformulieren zu:

Z(t) =YY, (5.7)

Dabei bezeichnet {S(t), t > 0} ein Poisson Prozess mit Intensitit A = > A® und
e=1

Yi, ..., Yn(i Y), n € N unabhéingige identisch verteilte Zufallsvariablen, die auch von S(t)
unabhéngig sind. Die Zufallsvariable Y besitzt die Darstellung

Y £ 1%,

wobei I ein Zufallsvektor mit P(I = I(®)) = ’\(e) fiir e € {1,...,m} ist. I} bezeichne den
gewoOhnlichen Zufallsvektor von Indikatoren fur Schocks vom Typ e und X den gewohli-
chen Zufallsvektor fiir Schadenshchen, die durch den selben Schock verursacht wurden.
AuBerdem sind X und I, ..., 1™ unabhingig.

Der folgende Satz fasst einige Eigenschaften der zusammengesetzten Poisson Prozesse
(Zi(t))i0, @ € N zusammen.

5.9 Satz

1. (Zi(t))i>0 ist ein zusammengesetzter Poisson Prozess fir i € N mit
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falls E(]X;|) < oo ist.
2. Sind E(|X;]) < oo und E(|X|) < oo, dann gilt
cov(Z;(t), Zi(t)) = E(X; Xk)cov(N; (1), Ni(1))
und

p(2,(1), Zu(t)) = — KR ), W)
E(X?)E(X?)

Beweis:
1. Behauptung 1. ldsst sich leicht nachrechnen.
2. Sei 7,k € {1,...,n}, dann gilt

N (¢

(Z X7 ZX,j)J ():n>

SO IESUER LR DR S TiR e

re{2,3,..,n}

+ ) XO19X1) + > X919x0n

]7 77.

re{1,3,..,n} re{l,2,4,5..,n}
b XX Y XX
re{1,2,3,5,..,n} re{l,..,n—1}

= nE(L\7 ILNE(X;X,) + n(n — DE(I)E(I?)E(X;)E(X;)

Das Fehlen von Indizes ergibt sich aus der Tatsache, dass das Variieren dieser keine
Veranderung des Erwartungswertes nach sich zieht.

(e)(t) N<E>(t) N(8>(t N(5>(t
oz, 2 -5 S X1  xid)-s( Y xn)s( Y xr2)
r=1

r=1 r=1

E(N(e)( )>E(I(€)](e))E(Xij)

E(I\)E(I,"E(X;)E(X})

(I LENE(X; X))

J

E(I\)E([))E(X,)E(X})

J
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Hiermit erhalten wir:

N(e) N(e)(t
cov(Z; z( Z X1 > X,gegf,geg)
N<e>(t) N(f)(t
+zzcov( Y X010 Y Xi)
e=1 e;éf r=1 r=1

s

=0, wegen der Unabhéngigkeit

m N(©)(t) N(©)(¢)
=SS i S o)

= E(X; X0ty A9pi(1,1)

e=

= E(X,;X))cov(N;(t), Nu(t)

5.10 Satz
Sei Z(t) gemaf$ (5.7) gegeben. Dann gilt

1. Falls Momente von Z(t) existieren, dann sind sie rekursiv gegeben durch

t)yr) = /\tzi:: (p; 1)E<yk+1>E<Z(t)pk1)

mit E(Y’““) aus (6.8).

2. Falls das zweite und dritte zentrale Moment von Z(t) ezistieren, dann sind sie ge-
geben durch

E {(Z(t) - ]E(Z(t)))p} — ME(Y?), p=2,3,

wobei A = > N und

e=1

Beweis:

1. Da wir bereits im Beweis vom Satz 4.9 die L. T. ¢ eines zusammengesetzten Poisson
Prozesses bestimmt haben, konnen wir die momentenerzeugende Funktion My
von Z(t) mittels Transformation ¢(s) = My (—s) direkt ablesen. Fiir Mz (s) gilt
folgende Gleichung
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p—1

p—1 k ke

MP) (s) =\t > ( B )M}, Ds)MY ),
k=0

wobei My die momentenerzeugende Funktion von Y und M)(/p ) derer p—te Ableitung
bezeichnet.

Beweis mittels Induktion nach p:
LA:p=1: MM exp(\t(My — 1)) = My, = Xt(My M), (s)),

wobei Méo()t)(s) = Myz)(s) ist.
[S:p—p+1:

!/ pfl !
P — 1 k —k—
- ) - (4B (1 s )
0

0 0
p—1 3 -2 p—1 2 -1
e (M7 emg e (M) MM
p—1 4 3 p—1 3 -2
e (73 ) e e+ (7 oM

p—2 p—2
p—1 1 0 p—1 1
s (P2 + (07 ) P omg )]
p—1
p k+1 —k
X (§) e
k=1
p— 1 p—1 1 0
+ (7 Dy + (07 ) oy
p

Mithilfe der bekannten Beziehung E(Z(t)?) = ga) (0) ergibt sich die erste Behaup-
tung.

2. Fiir p = 2 erhalten wir mit der zweiten Waldschen Identitét

E [(Z<t> - E(Z(t»ﬂ _ V(Z(t)) = E(S()V(Y) + V(S()E(Y)?
= M(V(Y) + E(Y)?) = ME(Y?).

Fiir p = 3 gilt:

E [(Z(t) - E(Z(t))>3] = E(Z(1)*) — 3E(Z())E(Z(t)) + 2E(Z(t))* & ME(Y?).
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Mit Y £ I'X und PI=1¢) = % fir e € {1,...,m} erhalten wir folgendes

BN N (o
e=1 L
™ A\
:Z \ E Z Z[(e ](GX X ]
e=1 Lj1=1 jp_l
S ITD I S ME R I IE)
e=1 =1 Jjp=1
S5 IR I A) DL
Ji1=1 Jp=1 e=1

5.3 Ersteintrittszeiten von Verlusten

Bezeichne die Zufallsvariable T; = inf{t : N,(¢f) > 0} die Ersteintrittszeit eines Verlusts
vom Typ j. Wir interessieren uns fiir die Verteilung von (77, ..., T},).

5.11 Satz
Sei Tj =inf{t : N;(t) > 0} fir j = 1,...,n. Dann besitzt der Zufallsvektor (T, ..., T,) ei-
ne mehrdimensionale Exponentialverteilung, deren Uberlebenscopula eine Marshall-Olkin

Copula ist.

Bewezs:
Aufgrund der Unabhéngigkeit der Folge (Ns(t)> s sind die Zufallsvariablen
s€

Z,=1inf{t : N,(t) > 0}, s €S
unabhéngig und exponentialverteilt mit Parameter \,. Ferner gilt

— inf{t : N;(t) > 0} =inf{t : 3 N,(t) >0} = min Z,.

{s:je€s} {s:jes}
Damit ist 7T} exponentialverteilt. Auerdem ist die Uberlebenscopula von

(Ty,...,T,,) = ( min Zg, ..., min Z;)

{s:1es} {sines}

eine n-dimensionale Marshall-Olkin Copula (vgl. [18]) .
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Wir wollen die 2-dimensionale Marshall-Olkin Copula konstruieren.

P(T; > t,T; >t;) = P(min Z; > t;, min Z, > t;) =

{s:i€s} {s:j€s}
P( min Z;>t;, min Z;>t; min Z;>t;, min Z;>t;) =
{sii€s,j¢s} {sj€s,i¢s} " {s:(i.g)es} {s:(i,7)€s}
P( min Z;>t)P( min Z,>t;)P( min Z; > max(t;,t;)) =
{s:i€s,j¢s} {s:j€s,i¢s} {s:(4,5)€s}

exp(—1 30N i) pii’u,l)))-
e=1

exp| —t; i A© (pge)( Pz(e])(lv 1>)> :

exp | —max(t;,t;) Z)\(e p” > =

exp| —t; Z A e) (e (1) -t Z A(e)pﬁ-e)(l)) :

exp <t,~ +t; — max(t;, tj)> Z A@)p! i (1 1))

e=1

exp | —t; i AOpI(1) -t i A<€>p§@)<1>) :

e=1 e=1

exp | min(t;,t;) Z A )piej)(l7 1))

e=1

Da F,(t) = P(Ty > t) = exp (—t > )\(e)pgf)(l)) fir k = 4, 7 gilt und e* monoton wachsend

ist, erhalten wir

exp (min(ti,t ) Z A©) pgj (1, 1))

e=1

e=1

min [exp( f: E)p” (1, 1)> , exp(tj g:l )\(e)pi?(la 1))]

und damit

e=1

P(T, > t;,T; > t;) = Fy(t:) F(t )mln[exp( i’j ©plI(1, 1)),eXp< i A1, 1))]

Wir setzen
> APl (1,1) > AP (1,1)
o = e:il und o, = e:il
> A@R (1) > AP (1)
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Dann gilt
exp <ti > A€, 1)) — Fy(t) ™, exp(tj > A€, 1)) —
e=1
und

P(T; > t;,T; > t;) = Ca, o, (Fi(t:) Fj(t;)),

wobei
U,liai’l}, ui Z Uaj,

1oy l—a;y _
Cly (1 v) = min(u =0, up™=2) = {UUI‘O‘J, u® < v

eine 2-dimensionale Marshall-Olkin Copula ist.
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Kapitel 6

Modellkalibrierung

In diesem Kapitel wollen wir unser Schock-Modell aus der Sicht eines Anwenders betrach-
ten. Hierfiir gehen wir von einer Realisation des Modells aus und wollen anhand dieser die
zugehorigen unbekannten Parameter schitzen. Doch zunéchst miissen wir uns iiberlegen,
welche Informationen {iberhaupt beobachtet und erfasst werden kénnen. In der Praxis wird
man ausschliefilich verlustverursachende Schocks und die zugehorigen Verluste/ Schiaden
wahrnehmen koénnen. Zusétzlich gehen wir davon aus, dass man in der Lage ist, Schock-
und Verlusttypen mitzuerfassen. Dies bedeutet, dass wir die Prozesse

{N(t), tZO} und {Ns(t), tZO} fir s € S

vollstdndig beobachten kénnen. Der Gesamtschadenshéhenprozess ist gegeben durch

0
{Z(t) => X, t= o},
r=1

wobei {f(,, : v € N} unabhéingige identisch verteilte Zufallsvariablen und unabhéngig von
N (t) sind.

6.1 Schadenshiufigkeitsverteilung

Zuerst wollen wir uns den Prozess {N (t), t> O} in einem einfacheren Fall genauer

anschauen. Wir nehmen an: Es gebe nur einen Schockprozess {]\7 W), t> O} und zwei
Verlusttypen {1,2}. Dann gilt

{N(t) = Ni(t) + No(t) + Nyo(t), t> 0}.

Anhand dieser Informationen wollen wir den Prozess {]\7 (t), t> O} eindeutig parame-

trisieren. Da wir den Prozess {N D), t> 0} nicht vollstdndig beobachten konnen,

sind wir nicht in der Lage, die Intensitit A und die gemeinsame Bernoulliverteilung
eindeutig zu schétzen. Damit wiirde man félschlicherweise zum Schluss kommen, dass
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{N (t), t > O} nicht eindeutig parametrisierbar sei. Da wir allerdings die Prozesse

{Ns(t), t > 0} fir s € S = {{1},{2},{1,2}} beobachten konnen, lisst sich dieses
vermeintliche Problem leicht umgehen. 3
Im ersten Schritt wollen wir die Intensitédt A\ schitzen. Wir kénnen

1. X direkt aus der Realisierung von N (t) schitzen.

2. A1, Ao, A2 separat schitzen und A= )Tl + /\A2 + Xl\g bestimmen.

Da die Zwischenankunftszeiten von {N (t), t> 0} Exp(\) verteilt sind, erhalten wir A
mittels Maximum-Likelihood-Schétzer(MLS)

wobei n der Stichprobenumfang und (z;);<;<, die Realisierungen der Zwischenankunfts-
zeiten bezeichnen.
Im zweiten Schritt schétzen wir die bedingten Wahrscheinlichkeiten

P10|00 = P((h,fz) = (170)‘(11,]2) # (0,0))
P11|00 = P((Ibfz) = (17 1)‘(11,[2) # (070>)

Poroo := P((I1, 1) = (0,1)|(L1, ) # (0,0)).

Diese sind gerade die Ausdiinnungswahrscheinlichkeiten des Prozesses {N (t), t> 0},

d.h. ein Ereignis von N (t) gehort mit Wahrscheinlichkeit Pyggo zum Prozess N, (t), mit
Wahrscheinlichkeit Py1j00 zu Ni2(t) und mit Wahrscheinlichkeit FPyijo0 zu No(t). Dies wird
deutlicher, wenn man sich folgendes iiberlegt

5\P10|00 - )\(I)P(<Il,12) = (1,0)) = )\1
APijoo = AOP((I, 1) = (1,1)) = Ao
5\PO1|00 = A(l)P(([la [2) = (O, 1)) = )\2.

Die Schéitzung der bedingten Wahrscheinlichkeiten erfolgt anhand relativer Haufigkeiten,
d.h.

——  Angzahl der Spriinge von N; in [0, 7]

P = -

1% A nzahl der Spriinge von N in [0, 7]
—  Angzahl der Spriinge von Ny, in [0, 7]
Pr1jo0 =

Anzahl der Spriinge von N in [0, 7]

ol Anzahl der Spriinge von Ny in [0, 7]
0% = Anzahl der Spriinge von N in [0,7]’
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wobei [0, 7] der Beobachtungszeitraum ist. Das vorgestellte Prozedere wollen wir anhand
eines Beispiels verdeutlichen. Doch zunéchst stellen wir zwei Algorithmen zur Simulation
von Poisson Prozessen vor.

1. (a) Seien T € R, und A > 0 fest. Erzeuge n Exp(\) verteilte Zufallszahlen Y, ...
(b) Berechne S,,:

S(]:O,

Yo

Sm: mfl_‘_Ym; m € {1,,77,}

(Sm)o<m<n sind die Sprungzeiten des Poisson Prozesses.

2. (a) Erzeuge eine Poi(\T) verteilte Zufallszahl P.

(b) Erzeuge P gleichverteilte Zufallszahlen wy, ..., up auf [0,7] und sortiere diese.
Dann sind ug) < wg)... < upy die Sprungzeiten des Poisson Prozesses. Fiir
t < u() hat der Poisson Prozess den Wert 0 danach springt er jeweils um 1
nach oben.

6.1.1 Beispiel

Hier wollen wir an einem konkreten Beispiel das oben beschriebene Prozedere demonstrie-
ren. Wir gehen von den folgenden Parametern aus:

P(I; =0,1,=0)=0.1, A = 0.6,
P(I; =1,I,=0) = 0.3, T = 200,
P(Iy =1,1,=1) =04,
P(I; =0,,=1)=0.2.

Die wahren Werte, die geschétzt werden miissen, sind:

5= 018, P((h 1) = 00| £ 0.0)) = .

Mia = 0.24, P((Il,IQ) — (1,00 1) £ (0,0)) _ %
N = 0.12, P((Il,l2) — . )|(1,, 1) £ (0,0)) _ g
A = 0.54.

Durch die Simulation erzeugte Realisierungen von N (t), Ny(t), Ny(t) und Nio(t) sind in
Abbbildung 7.1 zu finden. Aufgrund der simulierten Daten ergeben sich folgende Schétzt-
werte:

A1 = 0.1850680,
M2 = 0.2451410,
A2 = 0.1075253,

X = 0.5251929,

direkte Schétzung : A=

Projo = 0.3461538,
Pryjoo = 0.4615385,
Poyoo = 0.1923077,

A+ Ao+ )\12 = 0.5377343.

Damit sehen wir, dass die Schéatzung zu recht guten Ergebnissen fiihrt.
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Poisson Prozesse

100

80 1

60

40

20 1

01

0 50 100 150 200

Abbildung 6.1: Poisson Prozesse: N (t)(violett), Ny(t)(griin), No(t)(blau) und Nya(t)(rot)

6.1.2 Verallgemeinerung der Parameterschitzung

In diesem Abschnitt wollen wir die Parameterschétzung zuerst auf den Fall zweier Ver-
lusttypen und m Schockprozesse verallgemeinern. Anschlieend betrachten wir die Erwei-
terung auf den Fall von n Verlusttypen.

Aufgrund der Unabhingigkeit der Schockprozesse {N(©)(t), t > 0},e € {1,...,m} und der
Prozesse {N,(t), t > 0},s € {{1},{2},{1,2}} kénnen wir {N(t), t > 0} umschreiben ALK

€S
m  N©(t)
=22 >
scSe=1 r=1
= M)
IRl
e=1 3¢S
=> NO@) +..+ Y NM(t)
€S €S
\—y—/ \_A’\/—/
ND(t) = N™(¢)
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wobei {NU)(t), t > 0} fiir j € {1, ...,m} unabhingige Poisson Prozesse mit Intensititen
A0 = A(j)P((Il(j), 19 £ (0, 0)) sind. Andererseits gilt

2D =29 2P + A,

wobei AY) die Intensitiit des Prozesses {NY)(¢), ¢ > 0} fiir s € {{1},{2},{1,2}} be-
zeichnet. Somit kénnen wir analog zu dem oberen einfacheren Fall die Intensitdten mit-
tels entsprechender MLS schétzen. Die Ausdiinnungswahrscheinlichkeiten des Prozesses
{NG)(t), t > 0} ergeben sich folgendermaBen

_ Anzahl der Spriinge von Nl(J ) in 0,7
Anzahl der Spriinge von NG in [0,7]

P(U?. 1) = (1,0)|1, 1) # (0,0))

_ Anzahl der Spriinge von Nl(é) in [0, 7
Anzahl der Spriinge von NG in [0,7]

P, = ()| 1) # (0,0))

_ Anzahl der Spriinge von NQ(J ) in 0,7

~ Anzahl der Spriinge von NU) in 0,7

P, 157) = (0.1)]| (17, 19) # 0,0))

wobei [0, T'| der Beobachtungszeitraum und j € {1,...,m} ist. ﬁ() bezeichnet den Schétz-
wert der entsprechenden Wahrscheinlichkeit.

Eine Erweiterung auf den Fall von m Schockprozessen und n Verlusttypen ist nicht
wesentlich komplizierter. Dazu muss man lediglich mehr Parameter, im Vergleich zum letz-
ten Fall, schiatzen und statt einer 2-dimensionalen eine n-dimensionale Bernoulliverteilung
betrachten. Die Schéitzmethoden sind allerdings die gleichen.

6.2 Schadenshéhenverteilung

In diesem Abschnitt wird eine Moglichkeit der Tailanpassung der Schadenshohenverteilung
dargestellt, die auf der Extremwerttheorie basiert. Hierfiir wenden wir die POT-Methode
an, die in Kapitel 3 vorgestellt wurde.

Als erstes betrachten wir den Fall zweier Verlusttypen und m Schockprozesse. Wir setzen

v (e) (e) (e) (e)
=2 (leﬂ{ffﬁlyféflo} T ooy T (K er)]l{sz:l,z;fzu) ,
e=1

wobei X, fiir re{l ., N(t)} unabhiingige identisch verteilte Zufallsvariablen und un-
abhéngig von N (t) sind. Der Gesamtschadenshéhenprozess ist dann gegeben durch

N(t)
{Z(t) => X, t=> o}.
r=1
Wir kénnen die Realisierungen der Zufallsvariablen

X, fir r € {1,.., N(t)}
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beobachten und miissen anhand dieser die Tailanpassung/ -schitzung durchfiihren. Hierzu
muss geméafl der POT-Methode als erstes die Wahl einer angemessenen Schwelle u getroffen
werden. Die empirische mittlere Exzessfunktion e, (u) kann bei der Suche der Schwelle u
hilfreich sein (siehe Bemerkung 3.4). Nachdem u gewéhlt wurde, kénnen wir mittels

—

Flaty) =204 &/5) 8 y>o0

n
die Tailschétzung durchfithren. Dabei bezeichnet I die unbekannte Verteilungsfunktion,
die den Zufallsvariablen X, fiir r € {1,...,n} zugrunde liegt, und n eine Realisierung von

N(t). Ferner sind E, B die Schitzwerte fiir die Parameter &, 8 der GPD und
No=[{r:r=1,...,n, Y, =X, —u > 0}

ist die Anzahl der Uberschreitungen der Schwelle u. Um die Parameter £, 3 zu schétzen,
kann beispielsweise die ML-Methode angewendet werden. Die Log-Likelihoodfunktion be-
sitzt folgende Form fiir £ # 0

Ny
InL( B3 Y, ..., YN,) = —NyInjg — <1 + %) ;ln(l —i—{%), falls (1 +§%) >0 Vr

und fiir £ =0

N,
1 u

InL(G;Y1,....Yn,) = —N,Inf3 — E E Y.
r=1

Die Bestimmung der Schitzwerte £, 3 muss allerding numerisch erfolgen.
Eine Tailanpassung fiir den Fall von m Schockprozessen und n Verlusttypen wird
genauso durchgefiihrt. Die Zufallsvariable X, sieht lediglich komplizierter aus.



Kapitel 7

Simulation des Modells

In diesem Kapitel wollen wir die Auswirkungen unterschiedlicher Modellannahmen auf
einen Value at Risk untersuchen. Dazu wird die Abhéngigkeitsstruktur sowohl zwischen
den Bernoullivariablen als auch zwischen den Schadenshohenvariablen verdndert und die
daraus resultierenden Ergebnisse verglichen. Ferner werden die Verénderungen untersucht,
die durch Variation von Randverteilungen verursacht werden.

Die Abhéngigkeitsstruktur zwischen den Variablen, die die Schadenshéhen beschrei-
ben, wird durch die Wahl einer Copula festgelegt. Die damit erzielten Ergebnisse wollen
wir vergleichen. Hierzu sehen wir zwei Copulas als vergleichbar an, falls deren Kendalls 7
iibereinstimmen.

Durch das Variieren von Annahmen wollen wir ein breites Spekturum der Abhéngig-
keit, von unabhéngig bis komonoton, abdecken.

Im folgenden gehen wir von zwei Verlusttypen und einem Schockprozess { N (), ¢ >
0} mit Intensitét A1) = 0.6 aus. Die Schadenshohen werden durch Zufallsvariablen X, X5
beschrieben. Den Zeitraum, in dem der Schockprozess beobachten wird, setzen auf [0, 7]
mit 7" = 200 (z.B Tage). Die Wahl der Parameter wurde willkiirlich getroffen, da dies unse-
rem hier verfolgten Ziel geniigt. Unser Interesse gilt in erster Linie nicht dem tatséchlichen
VaR, sondern vielmehr der Verdnderung des letzteren, bedingt durch das Variieren der
Modellannahmen.

7.1 Effekt abhingiger Bernoullivariablen

Als erstes werden die Auswirkungen der Abhéngigkeit zwischen den Bernoullivariablen
auf einen VaR untersucht. Hierzu werden viele Realisierungen von

NO(T)
Z2(T) = Y (e Xiy+ by Xa,)

r=1

erzeugt, um mit deren Hilfe einen VaR zu schitzen. Um einen besseren Eindruck von dem
Einfluss der Abhéngigkeitsstruktur auf einen VaR gewinnen zu kénnen, betrachten wir 3
Fille, die in Tabelle 8.1 zu finden sind. Die 3 Varianten erstrecken sich von unabhéngigen
bis komonotonen Bernoullivariablen, wobei wir P(I; = 1) = 0.6, P(I; = 1) = 0.2 setzen.
Im ersten Schritt setzen wir voraus, dass X; paretoverteilt mit Parametern ¢ =
04, =1, v = (E] und Xy paretoverteilt mit ¢ = 0.2, f = 1, v = 0 ist. In einem

'Die Wahl der Parameter ist durch die Arbeit [22] motiviert.
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weiteren Schritt wihlen wir unterschiedliche Randverteilungen im Bezug auf dessen Tail-
verhalten aus. Dazu betrachten wir Exponentialverteilung mit Parameter A = 5.2 fiir X3
und Paretoverteilung mit Parametern £ = 0.3, § =1, v = 0 fiir X5. Fiir die Abhéngig-
keitsstruktur der Schadenshchen verwenden wir dabei die Gumbel-Copula mit § = 1.96.
Es werden 100.000 Realisierungen von Z(7T') fiir jede Variante aus der Tabelle 8.1 erzeugt,
um anschlieBend mit deren Hilfe den VaR,, fir a € {0.990,0.991, ...,0.999} zu schétzen.
Um die Schwankung der Ergebnisse zu verdeutlichen, wird die Simulation fiir jede Variante
zweimal durchgefiihrt.

Zur Erzeugung einer Realisierung z von Z(T') wird folgendes Simulationsalgorithmus
verwendet:

1. Erzeuge eine Zufallszahl N gem# Poi(A®)T)-Verteilung.

2. Ziehe aus der Menge {0, 1, 2, 3} eine Stichprobe der Linge N mit Wahrscheinlich-

keiten
Po = P(Il :0,]2:0)
pP1 = P(Il = 1,]2 = 1)
P2 = P([l = 1,[2:0)
D3 = P(Il :0,]2: 1)

Sei N = ng+ ny + ny + ng, wobei n; fiir i € {0,1,2,3} die Anzahl der Elemente 7 in
der Stichprobe bezeichnet.

3. Erzeuge n; Realisierungen (xgl), x?)), (xél), xg)), o (a:ﬁfﬂ, xﬁ?) iiber die Schadenshohen-
Copula und die Randverteilungen Fly, und F,.

4. Erzeuge ny Realisierungen yi,yo, ..., Yn, geméf Fly,.

5. Erzeuge ns Realisierungen 21, 2o, ..., 2, geméfl Fl,.

ni ng ns
6. 2 = Z(:zzgl) + 1}52)> - Z yi + Z z; ist eine Realisation von Z(T)).
i=1 i=1 i=1

Variante Wahrscheinlichkeiten
Pl =1,1,=1) \ Pl =1,1,=0) \ P(l,=0,1,=1) \ P(I; =0,1,=0)
1 0.12 0.48 0.08 0.32
2 0.16 0.44 0.04 0.36
3 0.2 0.4 0 0.4

Tabelle 7.1: Wahrscheinlichkeiten, die sich vom unabhingigen bis komonotonen Fall der
Bernoullivariablen erstrecken.
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1.Kombination: X; g Go.4,01, X2 g Go.2,01 und Gumbel-Copula Cfgﬁ

Niveau Variante
1 2 3
0.990 258.47 259.23 262.71 263.77 264.77 265.31
0.991 262.27 263.45 266.02 267.96 267.89 268.72
0.992 265.87 266.16 270.41 271.72 271.81 273.34
0.993 271.45 271.82 275.40 276.67 277.57 278.98
0.994 277.61 278.76 280.42 283.26 283.20 284.63
0.995 284.88 285.19 287.03 290.84 289.12 294.38
0.996 298.36 294.24 297.56 302.30 298.73 303.29
0.997 313.21 308.39 310.99 316.60 314.17 316.69
0.998 333.81 330.04 335.95 340.24 333.71 344.03
0.999 377.62 372.03 378.48 383.04 387.74 388.00

Tabelle 7.2: Geschdtzter VaR,, fir die 1.Kombination

2. Kombination: X; < Go0.1, X2 & Goap1 und Gaus-Copula C&

Niveau Variante
1 2 3
0.990 258.46 259.70 260.46 260.36 263.20 262.42
0.991 262.36 263.39 263.68 263.89 266.89 265.41
0.992 266.35 267.06 267.65 268.19 271.19 269.45
0.993 271.84 271.74 273.16 272.63 276.29 274.75
0.994 277.61 278.09 277.79 278.59 281.78 279.63
0.995 285.75 285.87 283.98 283.81 288.35 286.89
0.996 295.40 295.52 294.37 293.57 297.85 296.92
0.997 311.77 309.41 308.54 308.50 312.64 311.58
0.998 335.07 329.67 332.03 330.69 341.31 337.59
0.999 372.45 370.90 375.66 379.39 389.61 382.64

Tabelle 7.3: Geschdtzter VaR,, fiir die 2. Kombination

?Erinnerung: G, g bezeichnet die verallgemeinerte Paretoverteilung
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3.Kombination: X, 4 Exp(5.2), Xy 4 Go.30.1 und Gumbel-Copula CF

Niveau Variante
2
0.990 89.30 89.79 89.89 89.70 90.81 90.64
0.991 90.65 90.98 91.02 90.95 92.06 91.69
0.992 91.92 92.39 92.32 92.36 93.70 93.55
0.993 93.12 94.05 94.11 93.75 95.24 94.94
0.994 95.12 95.94 95.68 95.84 96.93 96.26
0.995 97.61 97.00 97.77 97.83 99.07 98.40
0.996 100.15 100.91 101.09 100.17 101.89 101.04
0.997 104.10 104.61 104.84 103.85 106.04 105.45
0.998 110.29 110.83 111.03 108.99 113.40 112.31
0.999 121.56 122.23 120.83 120.20 125.67 128.38
Tabelle 7.4: Geschdtzter VaR,, fiir 3.Kombination
Ergebnis:

Obwohl der Simulationsumfang von 100.000 Zufallszahlen relativ gering ist, lésst sich

trotzdem folgendes erkennen:

1. Die Abhéngigkeitsstruktur der Bernoullivariablen besitzt einen nicht zu vernachléssig-

baren Einfluss auf den VaR.

2. Der Ausmafl der Auswirkungen fallt, je nach Wahl der Randverteilungen, unter-
schiedlich aus. Bei der 1.Kombination liegen die Werte von Variante 1 und 3 etwa
1.2 bis 5% auseinander. Bei der 3.Kombination sind es 2.4 bis 4%.

3. Zusitzlich wird der VaR durch die Wahl der Copula beeinflusst. Mit der Gauf-
Copula erzielen wir ingesamt kleinere Werte fiir die Schétzung als mit der Gumbel-
Copula, obwohl die Ergebnisse im gewissen Sinne vergleichbar sind (ndheres dazu
im néchsten Abschnitt). Zu vermuten ist, dass die Wertdifferenz zwischen dem un-
abhéngigen und dem komonotonen Fall der Bernoullivariablen wachst, falls 8 bzw.
p steigt.

7.2 Effekt abhingiger Schadenshéhen

In diesem Abschnitt wollen wir die Verdnderungen des VaR bedingt durch das Variieren
der Randverteilungen und der Copula-Parameter untersuchen. Die Ergebnisse, die mittels
unterschiedlicher Copulafamilien erziehlt werden, wollen wir untereinander vergleichen.
Als Vergleichskriterium wird, wie bereits oben erwéhnt, das Kendalls 7 herangezogen.
Somit sehen wir Copulas verschiedener Familien als vergleichbar an, falls diese den gleichen
Kendalls 7 Wert besitzen. Die korrespondierenden Parameter der Gaufl und Gumbel-
Copula sind in Tabelle 8.4 zu ﬁnden.ﬂ

3Die entsprechenden Werte wurden aus [22] {ibernommen.
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Gaufl 0.01 0.2 0.5 0.7 0.9 0.95 0.99
Gumbel 1.01 1.15 1.51 1.96 3.47 4.98 11.15

Tabelle 7.5: Korrespondierende Parameter beziiglich Kendalls 7.

Wir betrachten im folgenden drei Kombinationen:
1. x, 4 Exp(5.2), X, L Exp(2)
d d
2. Xy~ Goap1, X2 ~ Gozpa
d d
3. X1 ~ EZ’p(E)Q),Xg ~ G0.3’071

Zur Abbildung der Abhéngigkeit zwischen X; und X, wird sowohl Gauf- als auch
Gumbel-Copula verwendet. Die Copula-Parameter entnehmen wir der Tabelle 8.5. Zuséatz-
lich wird der Fall p = —0.3 betrachtet. Zu vermuten ist, dass dies zum kleineren VaR als
im unabhéngigen Fall von X; und X, fiihrt.

Als Referenzgrofien werden jeweils die VaR-Werte fiir komonotonen und unabhéngigen

Fall der Schadenshohen bestimmt. Dariiber hinaus werden die entsprechenden Werte in
bi-komonotonen und bi-unabhéngigen Fall ermittelt. Dabei bedeutet bi-komonoton, dass
zusétzlich zu den komonotonen Schadenshohen auch die Bernoullivariablen komonoton
sind. Analog ist die Bezeichnung bi-unabhéngig zu verstehen.

Als erstes werden die jeweiligen Schitzwerte fiir den VaR zusammengestellt. Anschlie-
Bend werden die Ergebnisse kommentiert.

Kombination 1: X; < Exp(5.2), X, 2 Exp(2)

Niveau unabh. komon.

0.990 37.50 37.56 38.59 38.63
0.991 37.73 37.75 38.84 38.87
0.992 37.93 38.01 39.16 39.12
0.993 38.21 38.32 39.54 39.50
0.994 38.53 38.66 39.86 39.82
0.995 38.96 39.02 40.30 40.24
0.996 39.38 39.49 40.75 40.75
0.997 39.94 39.98 41.24 41.33
0.998 40.70 40.67 41.95 42.31
0.999 42.21 41.97 43.66 43.74

Tabelle 7.6: Geschdtzter VaR, fir Kombination 1 im unabhdngigen und komonotonen Fall
der Schadenshéhen.



70 KAPITEL 7. SIMULATION DES MODELLS

Niveau bi-unabh. bi-komon.

0.990 37.25 37.22 39.12 39.12
0.991 37.52 37.50 39.41 39.37
0.992 37.77 37.73 39.65 39.65
0.993 37.99 37.99 39.99 40.05
0.994 38.27 38.28 40.35 40.42
0.995 38.66 38.65 40.75 40.84
0.996 39.04 39.09 41.28 41.37
0.997 39.72 39.70 41.94 42.05
0.998 40.52 40.44 42.81 42.77
0.999 41.84 41.58 44.19 43.95

Tabelle 7.7: Geschdtzter VaR,, fir Kombination 1 im bi-unabhdingigen und bi-komonotonen
Fall.

Niveau Parameter 6 der Gumbel-Copula
1.15 1.51 1.96

0.990 37.98 37.88 38.36 38.17 38.44 38.39
0.991 38.23 38.09 38.61 38.42 38.71 38.59
0.992 38.53 38.33 38.86 38.62 38.98 38.84
0.993 38.80 38.60 39.24 38.90 39.25 39.09
0.994 39.11 38.89 39.61 39.25 39.59 39.45
0.995 39.54 39.26 40.02 39.76 39.93 39.85
0.996 40.04 39.73 40.48 40.24 40.53 40.42
0.997 40.61 40.37 41.07 40.80 41.30 41.07
0.998 41.33 41.13 41.92 41.54 42.12 42.13
0.999 42.67 42.53 43.25 43.00 43.63 43.62

Tabelle 7.8: Geschdtzter VaR,, fir Kombination 1 mit der Gumbel-Copula.

Niveau Parameter 6 der Gumbel-Copula
3.47 4.98 11.15

0.990 38.54 38.68 38.60 38.67 38.75 38.54
0.991 38.78 38.94 38.85 38.95 39.08 38.80
0.992 39.02 39.23 39.10 39.24 39.37 39.07
0.993 39.26 39.54 39.39 39.52 39.69 39.34
0.994 39.58 39.91 39.72 39.83 40.04 39.72
0.995 39.99 40.24 40.13 40.27 40.44 40.09
0.996 40.45 40.88 40.55 40.86 40.92 40.60
0.997 41.19 41.63 41.32 41.40 41.54 41.27
0.998 42.04 42.39 42.10 42.12 42.22 42.25
0.999 43.46 43.68 43.54 43.68 43.73 43.47

Tabelle 7.9: Geschdtzter VaR,, fir Kombination 1 mit der Gumbel-Copula.
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Niveau Parameter p der Gau3-Copula
-0.3 0.01 0.2 0.5

0.990 37.28 37.21 37.46 37.48 37.59 37.68 38.10 38.03
0.991 37.50 37.43 37.66 37.71 37.77 37.91 38.29 38.26
0.992 37.74 37.70 37.91 37.95 38.05 38.16 38.55 38.53
0.993 38.05 37.96 38.15 38.21 38.39 38.43 38.84 38.78
0.994 38.37 38.22 38.41 38.53 38.69 38.76 39.19 39.11
0.995 38.69 38.57 38.72 38.97 39.15 39.17 39.65 39.43
0.996 39.04 38.96 39.14 39.46 39.61 39.58 40.15 39.93
0.997 39.60 39.41 39.69 40.07 40.16 40.13 40.70 40.61
0.998 40.31 40.18 40.40 40.89 40.88 41.00 41.70 41.46
0.999 41.74 41.38 41.95 42.10 42.14 42.24 43.03 42.67

Tabelle 7.10: Geschdtzter VaR,, fiir Kombination 1 mit der

Gauf3-Copula.

Niveau Parameter p der Gauf3-Copula
0.7 0.9 0.95 0.99

0.990 38.35 38.14 | 38.59 38.68 38.60 38.60 38.67 | 38.70
0.991 38.51 38.42 38.85 38.94 38.82 38.81 38.93 38.93
0.992 38.82 38.66 39.11 39.24 39.09 39.10 39.27 | 39.23
0.993 39.07 | 38.93 39.40 39.57 | 39.42 39.42 39.64 | 39.54
0.994 39.48 39.28 39.74 39.92 39.82 39.74 | 40.07 | 39.91
0.995 39.87 | 39.72 40.15 40.37 | 40.26 40.11 40.51 40.29
0.996 40.37 | 40.25 40.72 40.86 | 40.81 40.58 41.00 | 40.73
0.997 41.04 40.92 41.39 41.47 41.51 41.19 41.65 41.38
0.998 41.91 41.50 42.29 42.25 42.34 42.09 42.71 42.27
0.999 43.30 | 42.99 43.43 43.52 43.79 43.53 44.28 | 43.74

Tabelle 7.11: Geschdtzter VaR,, fiir Kombination 1 mit der Gauf-Copula.

Ergebnisse Kombination 1

e Vergleich der Tabellen 8.6 und 8.7 zeigt erneut, dass die Abhéngigkeit der Ber-
noullivariablen einen spiirbaren Einfluss auf den VaR ausiibt. Die Abweichung der
VaR-Werte zwischen unabhéngigen und bi-unabhéngigen Fall ist unter 1%. Im an-
deren Extremfall liegt sie bei maximal 2%. Die VaR-Werte im komonotonen Fall
liegen 2 bis 4% iiber denen des unabhingigen Falls.

e Das Ergebnis der Simulation entspricht fiir p = 0.01 bzw. p = 0.95 in etwa dem

unabhéngigen bzw. dem komonotonen Fall der Schadenshéhen.

o [iir 6 = 4.98 erreichen wir annadherend den komonotonen Fall. Man entfernt sich fiir
groe Werte von p um 3.1 bis 4.7% vom unabhéngigen Fall. Im Gumbel-Fall sind es

3.2 bis 3.8%.

e Fiir p = —0.3 liegt der VaR erwartungsgeméfl unter dem des unabhéngigen Falls.




72 KAPITEL 7. SIMULATION DES MODELLS

e Vergleicht man die korrespondierenden VaR-Werte beziiglich Kendalls 7, so stellen
wir fest:
Die VaR-Werte mit der Gumbel-Copula sind durchgehend grofler als die mit der
GauB-Copula und steigen auch schneller an. Den grofiten Anstieg haben wir zwischen
0 = 1.15 und 0 = 1.51. Die VaR-Werte mit der GauB-Copula steigen gleichméBiger
an.

.. d d
Kombination 2: X; ~ G401, X2 ~ Go20.1

Niveau unabh. komon.

0.990 255.13 254.33 264.20 263.62
0.991 258.72 258.59 267.75 267.82
0.992 263.35 262.61 272.14 272.71
0.993 267.27 268.35 276.77 278.34
0.994 274.44 275.20 281.85 284.08
0.995 281.89 283.71 288.57 293.06
0.996 293.27 294.53 296.55 303.91
0.997 309.75 309.85 309.97 318.34
0.998 333.79 333.86 336.98 341.66
0.999 385.03 382.91 389.66 389.48

Tabelle 7.12: Geschdtzter VaR,, fir Kombination 2 im unabhdngigen und komonotonen

Fall der Schadenshohen.

Niveau bi-unabh. bi-komon.

0.990 252.89 251.50 266.71 266.90
0.991 256.63 254.47 271.55 271.44
0.992 260.85 258.23 276.48 275.95
0.993 265.30 263.04 281.69 281.26
0.994 270.84 268.73 287.12 286.73
0.995 278.63 275.81 294.24 295.63
0.996 289.51 285.65 306.35 305.20
0.997 302.42 296.54 320.29 318.89
0.998 324.37 317.58 346.17 340.79
0.999 375.35 355.47 404.92 402.02

Tabelle 7.13: Geschitzter VaR, fir Kombination 2 im bi-unabhdingigen und bi-
komonotonen Fuall.
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Niveau Parameter p der Gau-Copula
-0.3 0.01 0.2 0.5
0.990 254.38 | 255.18 | 253.38 | 253.70 | 256.06 | 255.33 | 251.43 | 257.65
0.991 257.59 | 259.40 | 256.90 | 257.08 | 259.67 | 259.14 | 261.01 | 260.96
0.992 261.78 | 262.33 | 261.36 | 260.67 | 264.02 | 263.94 | 264.48 | 265.02
0.993 266.53 | 267.21 | 266.37 | 265.33 | 269.37 | 268.57 | 270.10 | 269.92
0.994 271.48 | 273.96 | 272.21 | 270.77 | 274.73 | 274.71 | 275.37 | 276.90
0.995 280.16 | 282.74 | 280.25 | 278.26 | 283.47 | 283.05 | 281.39 | 285.23
0.996 290.20 | 291.09 | 290.42 | 288.93 | 291.05 | 291.88 | 290.14 | 294.67
0.997 305.48 | 307.52 | 304.38 | 304.13 | 303.76 | 316.12 | 303.53 | 309.87
0.998 328.84 | 330.35 | 324.91 | 327.96 | 328.46 | 327.96 | 324.77 | 333.88
0.999 379.04 | 385.63 | 363.68 | 377.89 | 373.98 | 383.07 | 366.71 | 339.98
Tabelle 7.14: Geschitzter VaR,, fir Kombination 2 mit der Gauf-Copula.
Niveau Parameter p der GauB-Copula
0.7 0.9 0.95 0.99
0.990 258.44 | 260.23 | 262.48 | 261.59 | 262.50 | 262.73 | 261.79 | 262.96
0.991 261.85 | 263.57 | 265.98 | 265.03 | 266.28 | 266.84 | 265.39 | 266.92
0.992 266.19 | 267.46 | 269.68 | 268.87 | 270.98 | 270.80 | 269.49 | 271.08
0.993 270.60 | 272.58 | 274.17 | 273.66 | 275.67 | 275.66 | 274.60 | 277.33
0.994 276.53 | 279.32 | 280.25 | 279.92 | 282.34 | 281.49 | 281.43 | 283.82
0.995 284.03 | 286.36 | 287.23 | 288.35 | 288.20 | 289.27 | 289.26 | 291.10
0.996 294.16 | 294.87 | 295.54 | 298.30 | 297.00 | 299.52 | 297.96 | 301.71
0.997 308.86 | 310.81 | 309.46 | 313.77 | 313.16 | 311.60 | 310.70 | 316.71
0.998 332.74 | 330.27 | 331.13 | 340.32 | 337.22 | 335.13 | 327.40 | 336.75
0.999 388.31 | 378.43 | 386.22 | 401.78 | 382.35 | 383.60 | 383.23 | 394.53

Tabelle 7.15: Geschdtzter VaR,, fir Kombination 2 mit der Gauf-Copula.

Niveau Parameter 6 der Gumbel-Copula
1.15 1.51 1.96

0.990 257.82 257.55 262.06 260.94 261.11 264.18
0.991 261.23 261.59 266.06 264.51 264.17 267.97
0.992 265.38 265.88 269.65 268.35 268.44 273.38
0.993 269.70 270.55 274.39 273.58 274.72 278.25
0.994 275.44 277.44 279.25 280.93 280.93 283.81
0.995 284.63 284.48 286.85 288.93 289.00 290.27
0.996 295.84 293.99 296.40 300.28 300.31 293.84
0.997 309.27 308.62 310.07 314.81 314.17 317.23
0.998 335.50 333.40 330.29 339.26 340.34 340.15
0.999 383.48 375.29 373.52 386.50 387.62 389.77

Tabelle 7.16: Geschdtzter VaR,, fir Kombination 2 mit der Gumbel-Copula.
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Niveau Parameter 6 der Gumbel-Copula
3.47 4.98 11.15

0.990 264.51 263.80 264.94 261.62 264.47 263.83
0.991 267.86 267.60 267.90 265.28 268.51 268.18
0.992 272.13 272.23 272.69 270.00 272.75 272.61
0.993 277.56 276.47 278.11 275.15 278.36 277.21
0.994 284.29 282.96 284.75 280.55 284.69 283.53
0.995 290.88 293.00 293.43 288.04 292.15 292.04
0.996 303.50 304.85 303.23 295.55 304.08 301.53
0.997 320.37 318.15 321.40 311.87 319.50 316.88
0.998 348.44 339.94 347.46 333.64 341.74 339.90
0.999 400.58 385.80 405.29 382.93 392.55 387.15

Tabelle 7.17: Geschitzter VaR,, fir Kombination 2 mit der Gumbel-Copula.

Ergebnisse Kombination 2

e Die Abweichung der VaR-Werte zwischen unabhéngigen und bi-unabhéngigen Fall

ist maximal 7%. Dies ist viel mehr als bei der Kombination 1. Im anderen Extremfall
liegt sie bei maximal 3.8%. Die VaR-Werte des komonotonen Falls iibersteigen die
des unabhingigen Falls um maximal 4%.

Fiir ein p € (0.01,0.2) wird der unabhéngige Fall erreicht. Der komonotone Fall mit
der Gau-Copula und der unabhingige mit der Gumbel-Copula wird nicht realisiert.
Die VaR-Werte fiir p = —0.3 liegen entgegen den Erwartungen iiber dennen zu p =
0.01. Fiir # = 3.47 entspricht das Ergebnis der Simulation in etwa dem komonotonen
Fall.

Die Wirkungsweise der Erhohung der Copulaparameter fillt in beiden Fillen un-
terschiedlich aus. Wahrend man sich fiir grofe Werte von p um maximal 3.6% vom
unabhingigen Fall entfernt, sind es im Gumbel-Fall 3.4 bis 5.5%.

Vergleich der korrespondierenden VaR beziiglich Kendalls 7 liefert:

Ausgenommen den Fall p = —0.3 steigen die VaR-Werte zwischen p = 0.01 und
p = 0.7 relativ schnell an. Danach sind nur kleinere Zuwéchse zu verzeichnen. Im
Gumbel-Fall sieht die Situation dhnlich aus. Zwischen # = 1.15 und 6 = 3.47 ist
der Anstieg von VaR grofl, danach wird dieser kleiner. Insgesamt iibersteigen die
VaR-Werte mit der Gumbel-Copula die mit der Gauf-Copula.
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Kombination 3: X, 4 Exp(5.2), X 4 Go.3,0.1

Niveau unabh. komon.
0.990 88.65 88.20 90.49 90.49
0.991 89.69 89.36 91.86 91.67
0.992 91.08 90.70 93.13 93.16
0.993 92.51 92.11 94.75 94.73
0.994 94.65 93.68 96.41 96.62
0.995 97.20 96.58 98.54 98.48
0.996 100.16 99.44 101.50 101.72
0.997 103.32 102.89 105.26 105.40
0.998 110.24 108.50 111.17 111.70
0.999 123.96 120.63 123.30 122.82

Tabelle 7.18: Geschdtzter VaR,, fir Kombination 3 im unabhdingigen und komonotonen

Fall der Schadenshohen.

Niveau bi-unabh. bi-komon.
0.990 88.98 89.03 90.76 91.22
0.991 90.28 90.16 91.87 92.41
0.992 91.83 91.64 93.07 93.72
0.993 93.44 93.04 94.63 95.09
0.994 94.93 94.81 96.40 96.82
0.995 96.88 96.96 98.73 98.83
0.996 99.76 99.35 100.79 102.06
0.997 103.50 103.91 105.82 106.07
0.998 109.03 109.53 112.60 111.72
0.999 119.56 121.06 122.90 123.35

Tabelle 7.19: Geschdtzter VaR,, fir Kombination 3 im unabhdingigen und komonotonen

Fall der Schadenshohen.
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Niveau Parameter p der Gau-Copula
-0.3 0.01 0.2 0.5

0.990 88.29 88.63 88.85 89.08 88.65 88.68 89.63 89.56
0.991 89.33 89.77 89.86 90.43 89.85 89.88 90.77 90.76
0.992 90.51 91.05 91.19 91.67 91.03 91.16 92.25 91.18
0.993 91.99 92.46 92.64 93.06 92.42 92.66 93.78 93.53
0.994 93.83 94.23 94.40 94.74 94.00 94.18 95.58 95.41
0.995 96.07 96.05 96.72 97.16 96.01 96.38 97.55 97.65
0.996 98.59 98.91 99.43 100.08 | 98.71 98.82 100.13 | 100.57
0.997 102.59 | 102.24 | 104.13 | 103.56 | 102.36 | 102.07 | 103.66 | 104.39
0.998 108.27 | 108.11 | 110.54 | 109.13 | 107.59 | 107.68 | 108.71 | 109.90
0.999 118.32 | 120.34 | 120.30 | 119.92 | 118.98 | 117.44 | 118.72 | 119.94

Tabelle 7.20: Geschitzter VaR,, fir Kombination 3 mit der Gauf-Copula.

Niveau Parameter p der GauB-Copula
0.7 0.9 0.95 0.99

0.990 89.47 | 90.11 90.43 90.08 91.18 90.18 90.14 90.25
0.991 90.58 91.18 91.56 91.14 92.30 91.38 91.33 91.61
0.992 91.86 92.44 | 92.71 92.76 93.67 | 92.77 |92.48 93.00
0.993 93.34 93.83 94.11 94.09 95.14 | 94.59 93.98 94.53
0.994 95.19 95.59 96.00 96.18 97.10 96.36 95.80 96.95
0.995 97.02 97.82 98.57 | 98.38 99.19 98.74 98.29 98.95
0.996 99.43 100.30 | 100.27 | 101.33 | 102.16 | 101.60 | 100.88 | 101.93
0.997 103.44 | 103.76 | 104.42 | 105.17 | 106.50 | 105.90 | 105.08 | 105.88
0.998 108.35 | 109.92 | 109.80 | 110.07 | 113.15 | 113.44 | 112.06 | 112.49
0.999 118.72 | 119.94 | 118.65 | 120.31 | 124.43 | 125.55 | 122.97 | 125.24

Tabelle 7.21: Geschitzter VaR,, fir Kombination 3 mit der Gauf-Copula.

Niveau Parameter 6 der Gumbel-Copula
1.15 1.51 1.96

0.990 89.33 89.04 89.51 89.49 89.59 90.15
0.991 90.64 90.10 90.71 90.74 90.93 91.24
0.992 91.98 91.28 91.99 92.06 92.11 92.58
0.993 93.53 92.97 93.65 93.36 93.64 94.02
0.994 95.18 94.74 95.78 95.10 95.83 95.85
0.995 97.47 96.72 98.07 97.06 97.99 98.08
0.996 99.99 99.44 100.86 100.03 101.06 101.06
0.997 104.33 103.35 104.73 103.47 104.63 104.61
0.998 109.60 108.51 110.85 109.08 110.26 110.28
0.999 120.47 118.63 121.66 120.06 121.47 120.10

Tabelle 7.22: Geschditzter VaR,, fir Kombination 3 mit der Gumbel-Copula.
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Niveau Parameter 6 der Gumbel-Copula
3.47 4.98 11.15

0.990 90.12 90.51 90.04 89.57 90.69 90.38
0.991 91.19 91.74 91.37 90.82 91.87 91.61
0.992 92.44 92.87 92.90 92.18 93.42 92.93
0.993 94.02 94.55 94.76 93.18 95.09 94.34
0.994 95.77 96.37 96.30 95.31 96.86 96.23
0.995 97.42 99.09 98.85 97.62 98.89 98.22
0.996 100.05 102.67 101 100.88 102.21 100.68
0.997 103.61 106.34 106.21 103.88 106.41 104.53
0.998 108.72 112.91 111.28 109.62 113.42 110.33
0.999 118.37 122.80 121.71 121.81 125.50 122.70

Tabelle 7.23: Geschitzter VaR,, fir Kombination 3 mit der Gumbel-Copula.

Ergebnisse Kombination 3

e Die Abweichung der VaR-Werte zwischen dem unabhéngigen und bi-unabhéngigem

Fall ist wesentlich kleiner als in den ersten beiden Kombinationen. Die Werte des bi-
unabhingigen Falls liegen teilweise unter dennen des unabhingigen Falls. Ahnlich
sieht es auch im anderen Extremfall aus. Die VaR-Werte des komonotonen Falls
iibersteigen die des unabhingigen um maximal 2.9%.

Wiéhrend wir fiir # = 11.15 in etwa den komonotonen Fall erreichen, wird dieser
im GauB-Fall leicht unterschritten. Jedoch wird der unabhéngige Fall nur mit der
GauB-Copula fiir ein p < 0.01 realisiert. Erwartungsgemaf liegen die VaR-Werte fiir
p = —0.3 unter denen zu p = 0.01.

Die Wirkungsweise der Erhohung der Copulaparameter féllt in beiden Féllen un-
terschiedlich aus. Wéhrend man sich fiir groe Werte von p um 1 bis 3.7% vom
unabhéngigen Fall entfernt, sind es im Gumbel-Fall 1.7 bis 4.3%. Dieser Unterschied
ist kleiner als bei der Kombination 2 und #dhnelt dem bei der Kombination 1. Fiir
wachsende 6 > 1.15 und wachsennde p > —0.3 steigen die VaR-Werte gleichméafig
an. Allerding ist auch hier der VaR mit der Gumbel-Copula gréfler als der mit der
GauB-Copula.

Fazit:

Aufgrund der Ergebnisse aus Abschnitten 8.1 und 8.2 stellen wir fest, dass das vorge-
stellte Modell die auftretenden Abhéngigkeiten angemessen abbildet. Wir haben gesehen,
dass der VaR sowohl auf die Verdnderung der Abhéngigkeit zwischen den Bernoulliva-
riablen als auch zwischen den Schadenshohenvariablen reagiert. Erwartungsgemaf fiihrt
eine Erhohung der positiven Abhéngigkeit der Variablen zur einer Vergroflerung des VaR.
Allerdings ist der Ausmaf} dieser Verinderung von den gewéhlten Randverteilungen und
der Abhéngigkeit der Bernoullivariablen abhingig. Durch den Einsatz von Copulas kann
ausreichend grofie Bandbreite von VaR-Werten erreicht werden. Der komonotone und der
unabhéngige Fall konnen annédhernd abgebildet werden.
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Symbolverzeichnis

N Menge der positiven natiirlichen Zahlen 1,2,..
No oo Menge der natiirlichen Zahlen 0,1,2,..
R Menge der reellen Zahlen
X oo Zufallsvektor
E(X) .o Erwartungswert der Zufallsvariable X
V(X)) oo Varianz der Zufallsvariable X
C o Copula
F= Pseudo-Inverse einer Verteilungsfunktion F'
X<y oo X und Y besitzen die gleiche Verteilung
X rilJExp()\) .......... Zufallsvariable X ist exponentialverteilt mit Parameter \
Ao Gumbelverteilung
Dy o Fréchetverteilung mit Parameter «
Wo i Weibullverteilung mit Parameter o
Coo Uberlebensgopula
F oo Tail- oder Uberlebensfunktion von F'
Ao i Oberer Randabhéngigkeitskoeffizient
AU v Unterer Randabhingigkeitskoeffizient
T konvergent in Wahrscheinlichkeit
. verteilungskonvergent
T fast sicher konvergent
D Linearer Korrelationskoeffizient
Ps e Spearmans Rangkorrelationskoeffizient
N verhdlt sich wie
T Kendalls Rangkorrelationskoeffizient
£ Langsam variierende Funktion bei co

Q) o Potenzmenge von 2
P( 8
Ro oo Menge der langsam variierender Funktion bei oo
B oo oo Menge der rapide variierender Funktion bei co mit Index —oo
R, Menge der regulér variierender Funktion bei co mit Index p
) rechter Endpunkt der Verteilungsfunktion F
cov(X,Y) .. Kovarianz der Zufallsvariablen X und Y
Exp(A) ..o, Exponentialverteilung mit Parameter A € (0, 00)
MDA(H) ............ Maximale Anziehungsbereich der Verteilung
Poi(A) ... Poissonverteilung mit Parameter \ € [0, c0)
VaRgy oo, Risikomafl ‘Value at Risk’ zum Niveau (1 — «)
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