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1 Einleitung

Der erste Gedanke, welcher den meisten Menschen in den Kopf kommt, wenn
sie den Begriff ,Monte Carlo® horen, ist wahrscheinlich das berithmte Spielkasino
in Monte Carlo. Die mathematischen Methoden, die sich hinter ,Monte Carlo“
verbergen, bekamen genau wegen des Zusammenhangs von Gliicksspiel und sta-
tistischer Simulation ihren Namen. Ganz allgemein kann man sagen, dass man
bei Monte Carlo Methoden zuféllige Zahlen erzeugt, um mit ausreichend vielen
Zufallszahlen Riickschliisse auf Erwartungswerte ziehen zu kénnen. In der Ma-
thematik verbindet man mit dem Begriff ;Monte Carlo” allgemein gesagt also
Methoden, um statistische Experimente zu simulieren, d.h. mogliche Ausginge
von statistischen Experimenten hervorzubringen. Normalerweise erh&lt man da-
bei mittels einer gegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung, welche die statistischen
Eigenschaften des Experiments beschreibt, ein sogenanntes Sample, eine Probe
bzw. ein Beispiel dieser Verteilung. Ist es nicht moglich oder zu aufwéndig ein Ex-
periment zu wiederholen, wird zunéchst ein Modell des eigentlichen Experiments
erstellt, um dann eine Simulation auf diesem Modell durchzufiihren. Das erhaltene
Ergebnis stellt dann eine Anniherung einer Experimentdurchfithrung des eigent-
lichen Experiments (also eine simulierte Stichprobe) dar. In dieser Arbeit werden
wir dabei Szenarien iiber die zukiinftige Entwicklung von Finanzmarktvariablen,
im speziellen von ,risky assets* bzw. Aktien, generieren, indem wir Samples von
Zufallsvariablen und stochastischen Prozessen in einem Marktmodell mithilfe von
Zufallszahlen erzeugen.

Um dies zu prézisieren, wollen wir der Frage nachgehen, was genau simuliert wer-
den soll und warum eine Simulation in der Finanzmathematik iiberhaupt niitzlich
sein kann. Ein Ziel der Finanzmathematik ist es auf Basis eines gewissen Modells
des Finanzmarktes Preise von Claims bzw. Derivaten zu berechnen. Solche Preise
zum Zeitpunkt t kann man meist als Erwartungswerte der Form

Ele~" TV (T)|F]

bzgl. eines dquivalenten Martingalmafes P darstellen, wobei r die risikolose Zins-
rate, T die Laufzeit des Claims und V(T) eine Funktion, welche den Wert des
yunderlying assets” angibt, beschreiben. Oft ist es nicht moglich, solche Erwar-
tungswerte analytisch zu berechnen. Dies ist beispielsweise hdufig der Fall, wenn
man sogenannte pfadabhéngige Optionen betrachtet, deren Wert in T nicht nur
vom aktuellen Wert des underlying assets, sondern von vielen Werten des assets
iber den Betrachtungszeitraum hinweg abhingt. Genau aus diesem Grund be-
sitzt die Monte Carlo Simulation zur Schitzung derartiger Erwartungswerte in
der finanzmathematischen Anwendung eine grofe Bedeutung.

Der Aufbau der Arbeit gestaltet sich wie folgt. Das erste Kapitel nach der Ein-
leitung gibt eine Einfiihrung in mathematische Grundlagen. Wir grenzen dazu
zundchst dynamische und statische Monte Carlo Verfahren voneinander ab und
geben einen kurzen Einblick in die statischen Methoden. Darauf folgt eine grobe
Einfiihrung in stochastische Prozesse und It6-Rechnung, welche wir bendtigen, um



mit Begriffen wie Pfade von stochastischen Prozessen und Integralen bzgl. eines
Wiener Prozesses umgehen zu konnen. In Kapitel 3 werden wir dynamische Mon-
te Carlo Methoden einfiihren. Im anschliefenden Kapitel werden wir dynamische
Monte Carlo Methoden nutzen, um Asiatische Optionen im Black-Scholes Modell
zu bewerten. Des weiteren werden wir in dem Kapitel Methoden vorstellen, mit
denen wir die Genauigkeit der Schitzungen erhéhen kénnen. Abschliefsend be-
werten wir Asiatische Optionen in einem stochastischen Volatilitdtsmodell, dem
Heston Modell.



2 Mathematische Grundlagen

2.1 Einblick in Statische Monte Carlo Methoden

Monte Carlo Methoden stellen, wie wir oben beschrieben haben, eine Méglich-
keit dar, Erwartungswerte zu schitzen. Wollen wir also im einfachsten Fall den
Erwartungswert einer integrierbaren Zufallsvariable X mit gegebener Verteilung
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, P) schétzen, erzeugen wir n€ N Samples,
also Zufallswerte von X, summieren diese auf und teilen durch n:

E(X) ~ (23 x0),
=1

wobei die X unabhéngige identisch verteilte Samples von X sind. Das star-
ke Gesetz der grofen Zahlen liefert uns dann fiir n — oo die Konvergenz von
Ls~n  X® gegen den Erwartungswert p von X (welcher wegen der Integrierbar-
keit von X existiert).

Diese Methode ist in der Tat schon eine einfache Monte Carlo Methode und ver-

korpert die Grundidee dieser Verfahren.

Kommt der Begriff Monte Carlo in der Stochastik bzw. der Wahrscheinlichkeits-
theorie auf, geht es meist um die Integration mithilfe von Monte Carlo. Betrach-
ten wir also ein Integral I auf dem Einheitsinterval [0,1] der Form I := [ f(z)dx,
dann kénnen wir dieses auch als Erwartungswert E[f(U)], wobei U eine auf dem
Interval [0,1] gleichverteilte Zufallsvaribale sei, schreiben. Bestimmen wir also n
Samples der Gleichverteilung auf [0,1] Uy, ..., Uy, so erhalten wir eine Schétzung
fiir den Erwartungswert, und zwar

Die Konvergenz gegen den eigentlich Wert des Integrals erhalten wir dann, wie
oben beschrieben, mit dem Gesetz der groffen Zahlen.
Ist f zweifach integrierbar, so folgt weiter mit dem zentralen Grenzwertsatz, dass

VL, — E[f(U)]) % N(0,02),

wobei O']2c = [0 (f(z) — E[f(U)])%dx die Varianz von f sei. Ist o nicht gegeben, so
kann man oy genau wie E[f(U)] approximieren. Wir erhalten dann eine Verteilung
fiir den Schétzfehler of
e=|I,—1|~ NG (0,1).

Der Fehler ist also von der Ordnung (’)(ﬁ) Dies bedeutet, dass, wenn wir den
Fehler um den Faktor k verringern wollen, wir die Anzahl von erzeugten Samples
um den Faktor k2 erhdhen miissen. Vergleichen wir dies zum Beispiel mit der
Trapezregel fiir die Integration, bei welcher der Fehler von der Ordnung O(#)
ist, so wird uns schnell der grofe Nachteil der Monte Carlo Methoden ersichtlich,
némlich die im Vergleich zu anderen numerischen Verfahren langsame Konvergenz



bzw. hohe Ungenauigkeit. Warum besitzen Monte Carlo Methoden dennoch grofe
Bedeutung im Finanzwesen?

Der Vorteil von Monte Carlo Methoden ist, dass die soeben aufgezeigte Ordnung
der Konvergenz der Monte Carlo Integration fiir alle Dimensionen d dieselbe, also
O(ﬁ), ist. Das heift fiir mehrdimensionale Integrale iiber [0,1]% oder sogar R?
bleibt der Fehler von der gleichen Ordnung; auch wenn sich die von f abhéngige
Standardabweichung oy &ndern kann. Ziehen wir nochmal den Vergleich zur Tra-
pezregel, so kann man dort sehen, dass der Fehler bei der Berechnung von hoher
dimensionalen Integralen von der Ordnung O(#) ist.

Wollen wir beispielsweise Asiatische oder Barriere-Optionen betrachten, so miis-
sen wir Simulationen des kompletten Pfades des underlying assets erstellen. Die
Dimension unseres Problems ist dann normalerweise mindestens so hoch wie die
Anzahl der Schritte in der Simulation. Monte Carlo Verfahren, welche Pfade, also
im Prinzip eine von der Zeit abhéingige Realisation bzw. eine Folge von Samples
von Zufallsvariablen (X;);, simulieren, heiffen dynamische Monte Carlo Verfahren.
Generell kann man dabei dhnlich vorgehen wie bei der Schitzung von Zufallsva-
riablen mit statischen Monte Carlo Methoden. Man bestimmt zunéchst ein ,sehr
grokes” n € N, nachfolgend erzeugt man n unabhingige Pfade X [(t%)T], ey X [(tib%} des
Prozesses X auf [t,T]. Anschliefend bestimmt man fiir jeden erzeugten Pfad den
abgezinsten Payoff des Claims oder Derivats basierend auf dem erzeugten Pfad
und teilt die Summe dieser durch n. Als Ergebnis erhilt man eine Schitzung des
Wertes des Claims oder Derivats zum Zeitpunkt t. Deshalb wollen wir in dieser
Arbeit insbesondere der Frage nachgehen, wie wir Pfade von stochastischen Pro-
zessen simulieren konnen.

Darauf werden wir nach der Einfithrung in stochastische Analysis im Kapitel
iiber dynamische Monte Carlo Methoden bzw. bei der Bewertung von Asiatischen
Optionen weiter eingehen. Kommen wir nun erstmal zu den grundlegenden Vor-
aussetzungen, welche wir fiir die Simulationen benotigen.

2.1.1 Erzeugung von Samples von Zufallsvariablen

Im Folgenden werden wir der Frage nachgehen, wie wir die Samples einer Zufalls-
variablen X erzeugen kénnen, wobei wir uns an [1] orientieren wollen. Zunéchst sei
bemerkt, dass es nicht méglich ist, wirklich zufillige Zahlen zu erzeugen, da Com-
puter natiirlich immer bestimmte Algorithmen benutzen miissen, um Zahlen zu
erzeugen. Allerdings gibt es Zahlenfolgen, welche aussehen als wiren sie wirklich
zufillig erzeugte unabhéngige Kopien der Gleichverteilung auf dem Einheitsinter-
val. Man nennt diese Zahlen deshalb auch ,,Pseudo-Zufallszahlen®. Ausgehend von
den Pseudo-Zufallszahlen der Gleichverteilung kénnen wir Pseudo-Zufallszahlen
beliebiger anderer Verteilungen mit Hilfe von passenden deterministischen Trans-
formationen erzeugen. Dazu zitieren wir folgendes Lemma und dessen Beweis aus

[3]:

Lemma 2.1 (Pseudo-Inverse).
Sei Q eine Verteilung auf (R, B) mit Verteilungsfunktion F und



Fl(y) :=inf{z € R: F(x) > y},y € (0,1),

deren Pseudo-Inverse. Dann gilt F~*(U) ~ Q fiir jede auf (0,1) gleichverteilte
Zufallsgroke U.

Beweis. F~1 erfiillt offensichtlich fiir alle z € R die Beziehung

{ye(0,1): Fl(y) <z} ={ye(0,1): F(z) > y}.
Daraus folgt, dass fiir jede auf (0,1) gleichverteilte Zufallsgrofe U und fiir alle
x € R gilt
P(FY(U) <2)=PU < F(z)) = F(z), dh. F7Y(U) ~Q

2.1.2 Acceptance-Rejection Verfahren

Die oben vorgestellte Methode, bei der man Samples der Gleichverteilung U er-
stellt und diese mit Hilfe einer Pseudo-Inversen in Samples anderer Verteilun-
gen X umwandelt, nennt man Inversionsmethode. Ist es schwierig, Samples von
X mithilfe der Inversionsmethode zu erzeugen, etwa wenn die gegebene Vertei-
lungsfunktion PX oder deren Pseudo-Inverse zu komplex ist, ist es oft vorteilhaft,
Samples mit dem Acceptance-Rejection-Verfahren zu erzeugen.
Sei also PX die gegebene Verteilung auf dem Bildraum D :=Im(X) von X. Wir
withlen eine Zufallsvariable Y mit Verteilung P¥ und Triger supp(PY) = D. Das
heikt, alle Intervalle I € Im(X) besitzen unter PY positive Wahrscheinlichkeit.
Als nichstes unterzieht man diese Samples einem Zufallstest. Der Test ist da-
bei natiirlich so konstruiert, dass Samples von Y, unter der Bedingung, dass sie
den Test ,bestehen”, die selbe Verteilung besitzen wie Samples von X. Deshalb
ist dieses Verfahren insbesondere dann vorzuziehen, wenn die Erzeugung eines
Samples der Verteilung PY deutlich leichter ist als die eines Samples von X. Der
offensichtliche Nachteil des Verfahrens ist ein deutlich erhohter Zeitaufwand, der
genau dann moglich ist, wenn der Test hiufig negativ ausfillt.
Wir stellen das Verfahren nun im Detail vor.
Wie schon oben erwihnt, ist es das Ziel eine Verteilung P¥ und eine Testfunktion
¢ : supp(PY) — [0,1] zu finden, so dass unter der Bedingung, dass der Zufallstest
Liy<p(v)y, wobei U ~ U0, 1] ein unabhéingiges Sample der Gleichverteilung U/ auf
[0,1] darstellt, positiv ausfillt (also 1 ergibt), fiir die zugehorigen Dichtefunktionen
gilt:

fx(x) = fyju<pp) (@) Yo € D.

Satz 2.2. Seien fyxy und fy die zu den Verteilungen von X und Y gehorigen
Dichten auf R und es gelte fiir eine Konstante ¢ > 0: fx(z) < cfy(x) Vo € D.
Definiert man dann ¢(z) := fx(x)/(cfy(z)) fur alle x aus D, so gilt

fx(@) = fyw<py)(z) Vo €D



Bevor wir mit dem Beweis der Aussage beginnen, wollen wir die Aussage verdeut-
lichen. Der Satz sagt im Prinzip Folgendes aus: Wir miissen eine Zufallsvariable
Y mit Verteilung PY finden, welche die Bedingung fx (x) < cfy (z) fiir eine Kon-
stante ¢ und fiir alle x € D erfiillt. Definieren wir dann ¢ wie im Satz, so haben
wir eine Zufallsvariable und einen Zufallstest gefunden, welche die Erzeugung von
Samples von X mit der Erzeugung von Samples von Y, welche man diesem Test
unterzieht, gleichsetzt. Kommen wir nun zum Beweis des Satzes.

Beweis. Zuniichst bemerken wir, dass supp(PY) = D = Im(X) 2 supp(P¥) und
somit ¢ wohldefiniert ist, denn es gilt fy(z) > 0 fur alle x € supp(PY) und
damit auch cfy(x) > 0 Vz € D. Sei nun [ := [a,b] C D (=Im(X)) ein beliebiges
Intervall. Dann gilt:

[ Frwzew @)z = B(Y € [0, U < p(¥)
(B < eV € o, )P € [o,8)

B < 9(V))

PP S e @)

fR PU < sO( WY = y) fy (y)dy

() fy (z)
a« [P(UL < o)) fy(y)dy
;&;4i@
f«p(y

Ix(z)
(:)/ cfy(x fY< ) i

—/ch@—ﬁhm

Im Gleichungsschritt (%) wenden wir den Satz von Bayes an. Die Umformung ()
folgt, da gilt, dass

_ _ fx(y)
Lewnway= [ ewirdy=[ =y

1 1
= dy = =
c Am(X) Ix()dy c

Somit haben wir die Behauptung gezeigt und kénnen zur Simulation von Zu-
fallsvariablen neben dem Inversionsverfahren alternativ auch das ,Acceptance-
Rejection-Verfahren benutzen. Fiir weitere Informationen siehe auch [6].

O]

Wie schon oben erwdhnt, wollen wir im Hauptteil Pfade von stochastischen Pro-
zessen erzeugen. Um eine mathematische Grundlage zur Betrachtung dieses Pro-
blems zu schaffen, wollen wir allerdings zunéchst etwas genauer auf die Frage ein-
gehen, was iiberhaupt ein stochastischer Prozess ist und eine grobe Einfiihrung in
stochastische Analysis geben, insbesondere die Bedeutung des Ité-Integrals her-
ausstellen.



2.2 Stochastische Analysis
2.2.1 Stochastische Prozesse

Wir wollen nun zunéchst einige Grundlagen iiber stochastische Differentialglei-
chungen bereitstellen. Nehmen wir an, wir befinden uns in einem zeitstetigen Mo-
dell. Bisher kennen wir (gewohnliche) Differentialgleichungen der Form dz(t) =
a(t, z(t))dt oder dazu dquivalent in der Integralschreibweise x(t)—xz¢ = ft'; a(s,x(s))ds
mit z(tp) = xo. Um ein realistischeres mathematisches Modell zu erhalten, in
welches wir eine gewisse Zufilligkeit integrieren, wollen wir einen sogenannten
,hoise‘~Term hinzufiigen. Bei diesem kennen wir nur seine Wahrscheinlichkeits-
verteilung, aber nicht die exakte Ausprigung. Die Differentialgleichung bekommt
dann die Form dX; = a(t, X;)dt + o(t, X;)dW;, wobei W, ein Wiener Prozess ist.
Wir beginnen mit den folgenden beiden Definitionen:

Definition 2.3 (Stochastischer Prozess - nach [4]).

Sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) gegeben. Ein stochastischer Prozess
X = (Xi)ter ist eine Funktion X : T'x Q@ — R", wobei X; := X(¢,-) eine
Familie von Zufallsvariablen (X;)ier und X (-,w) : T — R" fiir alle w € § eine
Realisation oder ein Pfad genannt wird. T bezeichnet dabei eine Indexmenge und
reprisentiert gewohnlich die Zeit, es gilt also normalerweise T C [0, c0).

Definition 2.4 (Wiener Prozess - nach [7]).

Ein stochastischer Prozess W, welcher adaptiert an die Filtration (F;)er ist, heifit
Wiener Prozess, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Wy = 0 P-fast sicher,

(ii) W hat unabhéngige Zuwéchse, d.h. V¢ und V 0 < s < t ist W; — Wy unab-
héngig von Fs,

(iii) W besitzt stationdre, normalverteilte Zuwéchse, d.h. fiir 0 < s < ¢ ist die
Zufallsvariable Wy — Wy ~ Wy_g ~ N(0,t — s),

(iv) W hat zeitstetige Pfade.

2.2.2 Das It6-Integral

Mit den obigen Definitionen betrachten wir den Prozess dX; = a(t, X3)dt +
o(t, X;)dW; nun in der Integralschreibweise, also als

t ¢
X; - X = / a(s, X)ds + [ (s, Xs)dWs,
to to
wobei wir folglich der Frage nachgehen miissen, was genau das Integral beziiglich

eines Wiener Prozesses bedeutet. Um dies zu beantworten, bendtigen wir noch
zwei weitere Definitionen und einen Satz:

Definition 2.5 (Beschrénkte Variation - nach [§]).
Eine Funktion f auf dem Intervall heift auf dem Intervall [t,t] von beschrankter
Variation oder auch von beschriankter totaler Variation, wenn

n
sup{z |f(ti) — f(tic1)| :m €N, tg <1 < ...<t, <tist eine Partition von [to, t]}
i=1
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beschrankt ist.

Definition 2.6 (Riemann-Stieltjes-Integral).

Seien [to,t] C R, f,g: [to,t] — R? gegeben mit d € N, fiirn € Nseityg < t; < ... <
t, = t eine Partition von [to,t], so dass t;41 —t; := A, < AVie{0,1,...,n—1}
und sei 7; € [ti—1,t;] Vi € {1,...,n}. Dann heifit der Ausdruck

= lim Z f(m)g(t:) — g(ti—1)],

A—0

falls der Grenzwert existiert, das Riemann-Stieltjes-Integral von f nach g iiber
[to, t] und wir setzen dann

1) dg(s)

Der folgende Satz enthélt eine Aussage iiber die Existenz des Riemann-Stieltjes-
Integrals:

Satz 2.7 (nach [8]). Seien f,g : [to,t] — R™ mit f € Cl[tg,t] und g ist von
beschrénkter Variation, so existiert das Riemann-Stieltjes-Integral von f nach g
iiber [to,t]. (Bew. siehe [8] (Satz 26))

Das Problem bei der Behandlung des Integrals beziiglich eines Wiener Prozesses
ist nun, dass sich dieses weder als Riemann- noch als Riemann-Stieltjes-Integral
betrachten ldsst, was vielleicht zundchst vermutet werden konnte. Schreibt man
namlich fiir ftto o (s, Xs)dWs alternativ ftf) o(s, Xs)%ds, ergibt sich das Problem,
dass ein Wiener Prozess P-fast sicher an keiner Stelle differenzierbar ist und somit
der obige Ausdruck nicht existiert. Die naheliegende Interpretation des Integrals
als Riemann-Stieltjes-Integral scheitert daran, dass ein Wiener Prozess Pfade von
unendlicher Variation besitzt. Um dies zu zeigen, definieren wir noch die quadra-
tische Variation:

Definition 2.8 (quadratische Variation - nach [2]).

Sei der Einfachheit wegen ¢y = 0 und sei X; : 2 — R ein stetiger stochastischer
Prozess. Dariiber hinaus sei 0 = tg < t1 < t9... < t, = t fiir alle n € N eine
Partition von [0,t] und A, = tg41 — tg. Dann ist die quadratische Variation von
X; definiert als

(X, X) = lim > Xy, (w) — Xpp ()] (Limes in Wahrscheinlichkeit),
AtkﬁO O§tk<t

sofern dieser Grenzwert existiert.

Bemerkung.
Nach [7] exisitiert dieser Grenzwert fiir stetige quadratisch integrierbare Martin-
gale (Xy);.

11



Die quadratische Variation von Pfaden eines Wiener Prozesses existiert nach der
obigen Bemerkung, denn dieser hat nach Definition stetige Pfade und ist fiir alle
t quadratisch integrierbar, da E[W?] = E[W?] — E[W;]? = Var(W;) = t < co.
Des Weiteren kann man leicht zeigen, dass (W;); ein Martingal ist. Das folgen-
de Lemma liefert uns nun die quadratische Variation von Pfaden eines Wiener
Prozesses:

Lemma 2.9. Es gilt (W, W), =t fs.

Beweis. Sei tg < t1 < ... < t, =t fir ein n € N wieder eine beliebige Partition
von [tg,t]. Wir zeigen dann zunéchst, dass gilt:

D L1 A =

0<k<n-—1
Beweis.
2
10> Wi =W =t 13
0<k<n-—1
2
:E[ Z |Wtk+1 _Wtk| _Atk]Q
0<k<n-1
= E[ Z ((Wthrl - Wtk)Q - Atk)((Wthrl - Wtj)2 - Atj)]
0<k,j<n—1
Linearitat

B Z E[((Wtk+l - Wtk)2 - Atk)((Wth - Wtj)2 - Atj)]

0<k,j<n—1
)
= Z E[(Wtk+l - Wtk)2 - Atk]Q

0<k<n-—1
= Z E[(Wtk+1 - Wtk)4] _QAtk E[(Wthrl - Wtk)2] +(Atk)2

0<k<n—1 —~ g b ~~ g

4 .Moment eines Gauss-Prozesses :Var[Wtk+1 thk]

DS 3(80)2 =20, 00, + (B,)?

0<k<n—1
= Y 287 <max(Dy) Y 2D,

0<k<n—1 ———— 0<k<n—1

Z:At

=24t =0 fiir Ay — 0

Der Umformungsschritt (%) folgt wegen der Unabhéngigkeit der Zuwichse des
Wiener Prozesses, denn fiir unabhéngige Zufallsvariablen X, Y gilt E[XY] =
E[X]E[Y]. Der Umformungsschritt (xx) folgt aus der folgenden

Bemerkung. Fiir den 4. Moment einer normalverteilten Zufallsvariable X ~
N (u,0?) gilt:
E[X?) = u* + 6470 + 30,

12



Definieren wir nun X := Y |W,,,, — VV,;,C|2 — t, dann gilt nach dem ge-
0<k<n—1

rade Gezeigten, dass E[X?] = || X ||3< 24t und somit folgt mit der Markov-
Ungleichung (siehe Anhang) dann fiir alle n € N und fiir A\; := 2—23 << 1

20\t t
Pl S (Wi, — Wi ) —t]>V2e,) < T; -
0<k<n—1 2

Daraus folgt dann wiederum:

SPI Y (Wi = Wa =t > Vae) = 30 <o

n>1  0<k<n—1 n>1

Mit dem Borel-Cantelli-Lemma (siehe Anhang) folgt dann letztlich:

P > (Wi, — Wi)? — t [> v2¢ unendlich oft) = 0

to<t<t

und daraus

| Z Whpr — Wi, )? — t |< V2 P-fast sicher

to<tp<t

= (W, W), = Z Wi — VVtk)2 = t P-fast sicher.

to<tp<t
]

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir nun endlich zeigen, dass ein Wiener Prozess
Pfade von unendlicher Variation besitzt:

Satz 2.10. Ein Wiener Prozess besitzt Pfade von unendlicher Variation.

Beweis. Wegen der Stetigkeit der Pfade des Wiener Prozesses und aus der Ab-
schitzung

Z (Wtk+1 - Wtk)Q < mkax(‘ Wtk+1 - Wtk D Z ’ Wtk+1 - Wtk ‘

0t <t 0t <t

=t

sowie der Tatsache, dass m]?x(| Wior — Wi, |) wegen der Stetigkeit der Pfade des

Wiener Prozesses P-f.s. gegen 0 strebt, folgt, dass > |[W;, ., — Wy, | = oo, also
0<ti<t
die Behauptung. O

Wir benétigen also ein neues Integralkonzept und wollen deshalb das sogenannte
It6-Integral in drei Schritten einfiihren. Dazu bendtigen wir einen Wiener Prozess,
welcher an die Filtration (F;); C F adaptiert ist, so dass die Zuwéchse Wy, , —
W, unabhéngig von Fy; sind. Nach einer weiteren Definition einer Klasse von
Prozessen, fiir die wir das Ito-Integral definieren werden, beginnen wir mit der
Konstruktion:
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Definition 2.11 (nach [2]).

Eine Funktion X (t,w) : [0,00) x Q — R gehort der Klasse L?[0, 7] an, falls gilt:
(i) X ist progressiv messbar, d.h. Vt € [0,T] gilt (¢,w) — X (t,w) ist

(Bjo, ® Ft)-messbar.

(ii) X ist an die Filtration (F3): adaptiert

(iti) B[] X (t,w)2dt] < oo

Zuniichst sei der Prozess X (t,w) € L?[0,T] ein elementarer Prozess (d.h. fiir alle
w € Q sei der Pfad X (-,w) : T'— R™ eine Treppenfunktion) mit X (¢,w) = X;(w)
auf t]‘ <t< tj-‘rl'

Sei nun t € [tj,tj41). Da X an (F;); adaptiert ist und X (¢,w) = X;(w) konstant
ist auf [t;,t;11), gilt X(t,w) = Xj(w) € F,.

Sei nun Wi(w) wieder ein Wiener Prozess, dann gilt

E[X; (@) (Wi, (w) = Wi, ()] "™ BIE(X; (@) (W, (w) = Wi, ()|F,)]

P FEig.
= E[X;(w) EWi,, (@) = Wi, ()| F ]

T E(X (W) - EWey, (@) — Wi w)]) = 0.

Definieren wir nun
T n—1
I1(X) = [ X(Ew)aWalw) = 32X (t,0) (Wi, () = W, ()
i=0
so folgt weiter:

Lemma 2.12 (It6 Isometrie).
Fiir einen beschrankten elementaren Prozess X gilt:

/th)th /thdt
bzw. in der Normschreibweise:
T
I X (tw)aWie)l, e = 1X (00 [ pea
Dabei ist [|-] [z, pgay) die Lo-Halbnorm beziiglich des Produktmakes P @ dt auf

2% [0, T]. Die intuitive Schreibweise , dt* nutzen wir hier fiir das Riemann-Integral
(bzw. Lebesque-Ma#). Fiir ndhere Ausfithrungen siehe [3], S.46.
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Beweis.
T 2 T 27 Lin. 2 2
B[ X(t,w)aWiw))?) = ElIT (X)?] SBXS(V ~ W)
Turm
Efg SEIELK Wy, = W 17| 2 SBLT B, = W]

ZIE (Var(Wy,,., — Wi,) + E[W,,, — ZE (tis1 — ;)]

- E%TX(t,w)th}

(*) gilt wegen der Unabhéngigkeit der Zuwichse Wy, , — W, von JF; und der
Fi,-Messbarkeit von X;. (**) folgt aus der Tatsache, dass fiir die Varianz einer
Zufallsvariablen X gilt: Var(X) = E[X?]—E[X]?. Damit ist das Lemma bewiesen.

O

Beginnen wir nun mit der

Konstruktion des Ito-Integrals.

1.Konstruktionsschritt:

Man kann zeigen, dass fiir alle X € L?[0, T eine Folge von elementaren Prozessen
(Xn)n € L?[0,T) existiert mit E[ [ (X — X,,)2dt] — 0 fiir n — oc.

Fiir den Beweis der Aussage verweisen wir den Leser auf [2] S.27f.

Wir bemerken, dass (X)), damit nach [3] S.50 eine Cauchy-Folge bzgl. der Lo-
Halbnorm ist.

2.Konstruktionsschritt:
Wir definieren I (w) := [ X, (t,w)dW (t,w) und zeigen, dass dieses gegen cine
stochastische Zufallsvariable I (w) in L2[0, T] konvergiert. Dazu zeigen wir, dass
IT(w) eine Cauchy-Folge bzgl. der Lo-Halbnorm ist und erinnern uns an die zuvor
gezeigte [t6-Isometrie.

Beweis.

E[(I] (w) — I ()] =B

0

T T
Xou(t, ) dWi (1) — /0 X (£, ) d Wi ())?]

_ E[%T Xty @) — Xon (£, w)dW, (w))?] 22 E%T(Xn(t, W) — Xon(t,w))2d; 5 0

O

3.Konstruktionsschritt:
Wir setzen zuletzt I7(w) := li_}rn I,(w) (mit Grenzwert in L?) und nennen dies
n—,oo

das Ito6-Integral.

Abschliefsend sei noch angemerkt, dass, wenn man bei der Definition des Integrals
bzgl. eines Wiener Prozesses fiir elementare Prozesse anstatt die Funktion an der
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linken Intervallgrenze des Intervalls [t;, ;1] auszuwerten - also X (t;,w) - diese in
der Mitte des Intervalls auswertet - also X (%, w) -, man statt des Ito-Integrals
das sogenannte Stratonovich-Integral erhilt. Offensichtlich macht es also bei der
Definition von stochastischen Integralen im Gegensatz zum Riemann-Stieltjes-
Integral einen Unterschied, an welcher Stelle man die Funktion auswertet. Der
Grund, warum sich das [té-Integral in der Finanzmathematik ,,durchgesetzt“ hat,
liegt zum einen daran, dass der Kurs des underlying assets zu Beginn des Zeit-
raums [t;, t;+1] nur in ¢;, also am linken Intervallrand, bekannt ist, zum anderen
an folgendem Satz:

Satz 2.13 (Martingaleigenschaft des Ito-integrals). Fiir jede Funktion o (¢, w) mit
o € L?[0,T) V T ist der Prozess X = (X;); := [§ 0(s)dW als Funktion von t ein
Martingal.

Beweis. |Beweisskizze| Sei X weiterhin an die Filtration (F;); adaptiert und s<t.
Dann gilt:
t s t
E[X, | 7] =E[[ o()dW, | £ =E[[ odW, | F]+E[[ oW, | F]
0 s

0
:A%mmm+mfﬂmmM=A%wW%=Xs

Die dritte Gleichheit ist erfiillt, weil das Integral [; o(u)dW,, Fs-messbar ist. Die
vorletzte Gleichung gilt, da E[[! o (u)dW,|Fs] = 0 ist. Diese Tatsachen kann man
beweisen, indem man sie zunachst fiir elementare Prozesse o beweist und dann wie
bei der Konstruktion des Ito-Integrals iiber den Grenzwert in L? auf allgemeine
L2-Funktionen iibergeht. Fiir einen Beweis des Satzes siehe beispielsweise [2] oder
[7]. O]

Satz 2.14. Die Ito-Isometrie gilt auch fiir allgemeine Prozesse in L2[0, T].

Beweis. Sei X, wie bei der Konstruktion des Ité-Integrals eine Folge elementa-

rer Prozesse mit ’|Xn| |£2(P®dt) — HX‘ ’EQ(P@dt) und HI(Xn) — I(X)‘ ‘EQ(P) — 0.

Dann folgt, dass |[1(Xn)||z,m) = [[{(X)||zyp)- Andererseits gilt wegen der Tto-

Isometrie fiir elementare Prozesse ||[1(Xp)|[z,@) = || Xal |2, pgar), also insgesamt:
(X 2oy < (X)) o) = 11 Xnl [2@ody = 11X 2o @zat)-

Wegen der Tatsache, dass Lo ein Hilbert-Raum ist (siehe u.a.[3]), folgt, dass die
Grenzwerte iibereinstimmen, so dass gilt:

T T
B[ XPdt] = |1X| |aedn = 11O leaey = EI( | XudW)?)

also die Ito-Isometrie. ]

Zum Abschluss der Diskussion des Ito-integrals weisen wir noch darauf hin, dass
sich das Integral nach [2| auch auf eine Klasse mit schwicheren Bedingungen als
denen aus Definition 2.11 erweitern lasst:

Bemerkung 2.15. Sei W?[0,T] die Klasse aller Prozesse X (t,w) € R, die fol-
gende Bedingungen erfiillen:
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(i) Xist progressiv messbar, d.h. Vt € [0, 7] gilt (¢, w) — X (t,w) ist (Bjg,g®Ft)-
messbar,
(ii)’ es existiert eine monoton wachsende Familie von o—Algebren (H;)i>0, so
dass
(a) Wi ein Martingal bzgl. H; ist und
(b) X H;—adaptiert ist,
(i) P[] X (t,w)?dt < oo] = 1.
Dann kénnen wir das Ito-Integral analog zu oben mit der Ausnahme, dass das
Integral diesmal als Grenzwert in Wahrscheinlichkeit anstatt als Grenzwert in L?
existiert, auch fiir X € W?[0,T] definieren.

2.2.3 Die Ito-Formel

Da wir nun geklért haben, was ein Integral beziiglich eines Wiener Prozesses und
damit was ein stochastischer Prozess ist, wollen wir nun noch die sehr bekann-
te Ito-Formel angeben, welche man als Kettenregel der stochastischen Analysis
ansehen kann:

Satz 2.16 (Ito-Formel).
Sei X; ein stochastischer Prozess der Form X; = Xo + [¢ u(s,w) + [{ o(s,w)dWs,
wobei p und o adaptierte Prozesse seien mit

t t
IP’[/ | p(s,w) | ds < ooVt >0]=1und IP’[/ o(s,w)?ds < oo ¥Vt > 0] = 1.
0 0
Nachfolgend schreiben wir der Einfachheit halber nur x4 und o fiir u(s,w) bzw.
o(s,w).
Ist dann f eine C%? Funktion auf [0,00) x R und der Prozess Z(t) := f(t, X;), so
besitzt 7 das stochastische Differential gegeben durch:

2
dZ(t) = df (t, X;) = 8f(g’tXt)dt + 8f(;’a;Xt)dXt + ;wcux, X),
af(t, X 0 1 ,0? 0
— (f(g; ) + u(% + 5028—;;)& + J(Tidw(t)

Fiir die zweite Gleichheit machen wir folgende
Bemerkung 2.17. Es gilt d(X, X); = o%dt

Beweis.

Sei 0 =ty < t1 < ... < t, = t fiir ein n € N eine Partition von [0,¢] mit

max(t;11 — t;) := /. Da X ein L2-Martingal ist, exisitiert dessen quadratische
(2
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Variation und es gilt:
(X, X); = <X0+/pds+/' adWs,Xo+/'uds+/'adWS>t

:hmZ|X0—|—/ uds+/ oIV, — X0+/ ,uds—i—/ odWV,)

n—1

tir1 ] 41 i
= lim ds—/ d82+2/ ds—/ ds
At%;% p o ouds)’+2() | pds)

Lit1 123 Lit1 123
( / odW, — / odW,)] + ( / odW, — / odW,)?
0 0 0 0
: : tj+1 tj m it
< </ uds,/ pds)e + 2 lim (sup{| / odWy —/ odWs |}Z/ pds)
0 0 A—=0" 0 0 it

—0, da Ito-Integral stetig in t <oof.s.

+</' adWs,/' odW,), = (/' adws,/'adwgt
0 0 0 0

Im letzten Beweisschritt nutzen wir die Tatsache, dass ein Riemann-Integral dif-
ferenzierbar ist und somit quadratische Variation ,=0“ hat. Ersetzen wir im vor-
letzten Schritt das Supremum durch das Infimum, so erhalten wir analog

(X, X); > %‘ adWs,[)' odW.),

Insgesamt folgt also die Gleichheit. Deshalb erhalten wir

d(X, X); = d</'

odW,, / dW),
0 0

Mit der Linearitét des Ito-Integrals (siehe [2]) und der Ité-Isometrie erhalten wir
letztlich:

d( / dWs, / odWs): 42 d lim Zy / o2ds |
0

Isom. NAy—0

t
_ d/ o2ds = o2dt
0

wobei wir fiir die letzte Gleichheit den Hauptsatz der Diff.-und Int.-rechnung
verwenden. ]

Fiir einen vollstdndigen Beweis der It6-Formel siehe [7]. Wir finden dort den Bew.
der Formel fiir stetige Semimartingale, also gilt diese insb. fiir It6-Prozesse X.
2.2.4 Spezielle SDEs und ,strong solutions*

Zum Abschluss der Einfithrung stochastischer Differentialgleichungen wollen wir
noch zwei Spezialfille betrachten sowie kurz die Existenz von Lisungen von SDEs
diskutieren. Beginnen wir mit dem sogenannten
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Ornstein-Uhlenbeck Prozess.
Die zugehorige SDE lautet:

dX; = —aXdt + bdW; , wobei a,b>0 hier konstant seien.
Dann existiert eine explizite Losung, und zwar: X; = e~ (X + fg e bdWs).
Als weiteres und wichtiges Beispiel betrachten wir noch die

geometrische Brownsche Bewegung.
Die zugehorige SDE lautet:

dX; = aXdt + bXydW; ,wobei hier a,b € R ebenfalls konstant seien.
Auch in diesem Fall existiert eine explizite Losung, und zwar: X; = Xoe(“fébQ)terWf.
Mithilfe der It6-Isometrie kénnen wir die Losung leicht herleiten:

Definiere dazu f(t, X;) := In(X;). Dann folgt:

of(t, X of(t, X;) 1 O%f(t, X, of(t, X,
df (t, X;) = (f(att) +aXy f(at) +§(bXt)2 ]C(;Qt))dt + bX;y M AWy
=0 :X{l :—X{2 :X;I
1
= (a— 5b2)dt + bdW;
Integral- t 1 2 t
In(X;) = In(Xo) + / (a— ~b%)ds + / bdwW,
Schreibweise 0 2 0
1
= In(Xo) + (a — 562)t + bW,
= Xt — Xoe(a_%b2)t+bWt
Zuletzt geben wir noch den Erwartungswert von X; an. Nach [2] gilt:
E[X;] = E[Xo]e™. (2.1)

Betrachten wir zum Abschluss des Kapitels noch den allgemeinen und h#ufigen
Fall, dass keine explizite Losung der stochastischen Differentialgleichung

dX; = ,u(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th, t e [0, T]

Drift Dif fusion

existiert. Die folgende Definition und der folgende Satz (beide nach [6]) geben
Aufschluss iiber die Existenz einer Lésung.

Definition 2.18 (Strong Solution - nach [6]).
Eine sogenannte ,strong solution® der obigen stochastischen Differentialgleichung
auf dem Intervall [0,T] ist ein stochastischer Prozess X mit

t t
X, :X0+/ u(u, Xu)du+/ o(u, X)W, t € [0,T],
0 0

welcher die Bedingungen P([i | u(t, X;) | dt < oo) = 1 und P( [ ||lo(t, X¢)|2dt <
o0) = 1 erfiillt.
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Der folgende und abschliefsende Satz gibt uns eine Aussage iiber die Existenz und
Eindeutigkeit einer ,strong solution“ einer stochastischen Differentialgleichung:

Satz 2.19 (Existenz und Eindeutigkeit).
Unter der Annahme, dass E(||X2||) < oo gilt und der Existenz einer Konstante K
mit

lu(t, x) — pu(t, y)|| + lo(t,z) —o(t,y)|| < K|z —y|| (Lipschitz-Bedingung)

und ||u(t, z)|| + |lo(t, z)|| < K(1+||z]]) (Lineare Wachstums-Bedingung)

vt € [0,T] und Vz,y € R? existiert eine ,strong solution® X. Sie ist eindeutig in
dem Sinne, dass gilt P(X; = X; V¢ € [0,7] und alle X mit X ist Losung der SDE) =
1. Des weiteren erfiillt die Losung dann fiir alle ¢ € [0, 7] die Abschitzung

E[ X¢]%] < oo
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3 Dynamische Monte Carlo Methoden

Wie wir schon in der Einleitung erwihnt haben, ist es das Ziel von Monte Carlo
Methoden einen Erwartungswert iiber eine Zufallsvariable bzw. einen stochasti-
schen Prozess zu schitzen. Mathematisch bedeutet dies, dass man Erwartungs-
werte der Form

Ele™"V(T)|F,

wobei V einen stochastischen Prozess, also V(T) eine Zufallsgrofe, r die risikolose
Zinsrate und F; fur alle t eine o-Algebra darstellen. Gibt V(T) den Wert einer
Option zum Zeitpunkt T an, so kann man mit dem obigen Erwartungswert den
Preis der Option mit Laufzeit T zum Zeitpunkt t berechnen.
Betrachten wir eine Européische Plain-Vanilla Call-Option, so belduft sich dieser
Wert auf

Cy = Ele " T HDmax{Sy — K,0}|F],

wobei ST den Wert des underlying assets zum Zeitpunkt T und K den Strike-
Preis der Option angeben. Die Filtration (F%): ist die vom Wiener Prozess (als
zufillige Komponente des stochastischen Prozesses, welcher das underlying as-
set beschreibt) erzeugte Filtration. In diesem Abschnitt werden wir sehen, wie
wir das underlying asset mathematisch modellieren und dessen Pfad simulieren
konnen. Dazu benétigen wir dynamische Monte Carlo Methoden. Wir gehen bei
der Modellierung davon aus, dass das underlying asset durch eine stochastische
Differentialgleichung beschrieben wird.

3.1 Diskretisierungsverfahren

Bei vielen fiir den Finanzmarkt wichtigen stochastischen Differentialgleichungen
(SDEs) ist keine explizite Losung verfiigbar. In diesem Fall kénnen wir den Pro-
zess, welcher durch die SDE beschrieben wird, diskretisieren, um dann eine exakte
Lésung des diskreten Prozesses, welcher die SDE

AX (1) = u(t, X ())dt + o (t, X (£))dW (1) (3.1)

approximiert, zu erhalten. Diese Approximation erhélt man, indem man die SDE
geeignet diskretisiert. Dazu teilt man das zu betrachtende Interval in N (€ N)
Intervalle und simuliert den Prozess an den so entstehenden N+1 Stellen. Die be-
kanntesten Methoden fiir diese Diskretisierung sind das Euler-(Maruyama-) Verfahren
sowie das Milstein-Verfahren. Beide werden nun kurz vorgestellt und es wird auf
Konvergenzarten als Vergleichskriterium eingangen.

Definition 3.1 (Euler-Maruyama-Verfahren).
Sei (X¢)i>0 ein stochastischer Prozess, welcher durch die obigen Dynamics gege-
ben ist. Dann definiert die Approximation (Y;,), gegeben durch

Yor1 =Y+ pultn,Yn) - Dp+0(ty,Y,) AW, V1I<n<N

mit Ay, = tpqp1 —t, und AW, =Wy, — Wy, (Zuwachs des Wiener Prozesses W)
die Diskretisierung von X mittels des Euler-Maruyama-Verfahrens.
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Betrachtet man die Konvergenzordnung des Fuler-Verfahrens aus Sicht der Tay-
lorentwicklung, so kann man nach 6] sehen, dass diese den Diffusionsterm nur mit
Ordnung O(y/A\) entwickelt, wihrend sie es beim Driftterm mit Ordnung O(A)
kann. Deshalb ist es die Idee des Milstein-Verfahrens einen Term héherer Ordnung
aus der Taylorentwicklung zum Euler-Verfahren hinzuzufiigen, ndmlich den Term
300’ - ((AW,)? — Ay,). Wir erhalten dann das folgende
Definition 3.2 (Milstein-Verfahren).
1

Y1 :Yn+,u-An—|—cr-AWn+§aa’-((AWH)Q—AH) Vi<n<N
mit Ay =tpy1 —tp, und AW, =W, ., — Wy,
Um zu zeigen, ob und in welchem Sinne es sich tatsichlich um eine Verbesserung
des Euler-Verfahrens handelt, betrachten wir je ein Kriterium fiir die pfadweise
N#he des diskretisierten Prozesses zum zeitstetigen Prozess, sowie fiir die Nihe

der jeweiligen Verteilungen, ndmlich das starke und das schwache Konvergenzver-
halten, welche wie in [4] angeben wollen:

Definition 3.3 (schwache Konvergenz).

Eine allgemeine diskrete Approximation (Y}), mit maximaler Schrittweite A
(:= max{A, : 1 <n < N}) konvergiert schwach gegen den stochastischen Prozess
(Xt)t>0 (Losung der obigen SDE 3.1) zur Zeit T, fur A | 0, in Bezug auf eine
Klasse C von Testfunktionen g : R — R, falls gilt:

lim [E(g(X7)) = E(g(Y(T))| =0 Vg €C

Definition 3.4 (starke Konvergenz).

Eine allgemeine diskrete Approximation (Y), mit maximaler Schrittweite A
(:= max{A, : 1 < n < N}) konvergiert stark gegen den stochastischen Pro-
zess (Xt)i>0 (Losung der obigen SDE 3.1) zur Zeit T, fiir A | 0, falls gilt:

lim E| X7 —Y(T)| = 0.

Eine alternative Bedingung fiir starke Konvergenz, die man haufig findet (siehe
bspw. |6]), lautet:

ImE| sup | X; =Y (@)|| =0.
fmE{ sup, |, — Y (1)

Um nun Diskretisierungsverfahren zu vergleichen, betrachtet man die jeweiligen
Konvergenzraten:

Definition 3.5 (Konvergenzrate der starken Konvergenz).

Eine diskrete Approximation (Y;,), konvergiert stark mit Rate v > 0 zur Zeit T,
falls eine positive Konstante C, welche nicht von /A abhéingt, und ein &g existieren,
so dass

e(A) =E (| Xr — Y(T)|) < CAY YA € (0,50).
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Analog dazu definiert man ebenfalls die Konvergenzrate der schwachen Konver-
genz.

Man kann nun feststellen, was wir hier nur angeben méchten, dass das Euler-
Verfahren schwach mit Rate 1 und stark mit Rate % konvergiert, wohingegen
das Milstein-Verfahren sowohl schwach als auch stark mit Rate 1 konvergiert. Es
handelt sich beim Milstein-Verfahren folglich im Vergleich zum Euler-Verfahren
tatsdchlich um eine Verbesserung der (starken) Konvergenzrate.

Bei der Berechnung von Preisen von Derivaten im Finanzmarkt sind offensichtlich
schwache Fehlerkriterien relevanter, da Preise oft als Erwartungswerte von Funk-
tionen angewendet auf stochastische Prozesse berechnet werden. Deshalb mé&chte
man sicherstellen, dass von X; berechnete Preise denen von Y,, moglichst genau
entsprechen.

Betrachtet man Pfade von stochastischen Prozessen, so ist ebenfalls das starke
Konvergenzverhalten von grofer Bedeutung. Dieses bendtigt man folglich beson-
ders bei den dynamischen Monte Carlo Methoden, bei welchen wir (die komplet-
ten) Pfade betrachten miissen, um beispielsweise Preise von Asiatischen Optionen
zu bestimmen. Fiir den Rest des Kapitels wollen wir uns grob an der Darstellung
in [1] orientieren.

3.2 Simulation einer Brownschen Bewegung

Beginnen wir nun mit der ersten Simulation eines Pfades eines stochastischen
Prozesses, ndmlich der Brownschen Bewegung

dX; = dW,.

Haben wir den zeitstetigen Prozess (X;); mithilfe einer Diskretisierungsmethode
durch den Vektor X . XN) approximiert, welcher die Werte X [0,7] an festen
Stellen 0 = tg < t1 < ... < ty = T représentiert, so kdnnen wir uns bei der
Simulation dann auf die so entstehenden Zufallsvariablen beschrinken. Falls der
komplette Pfad bendtigt wird, konnen wir diesen durch Interpolation erhalten.
Eine naheliegende (und vor allem einfache) Moglichkeit besteht in der linearen
Verbindung der simulierten Punkte.

Wir sehen folglich, dass wir, um zeitstetige Prozesse zu simulieren, ebenfalls Zu-
fallsvariablen simulieren kénnen miissen. Neben der Moglichkeit Samples von Zu-
fallsvariablen iiber die Erzeugung eines Samples der Gleichverteilung (Inversions-
verfahren) oder durch das , Acceptance-Rejection-Verfahren® zu erhalten, bendti-
gen wir bei der Simulation eines Wiener Prozesses zuféllig erzeugte Samples der
Standardnormalverteilung. Diese konnen wir beispielsweise mit der Box-Miiller
Methode (siehe dazu u.a. [6]) erzeugen. Die Simulation fillt auch unter die Ka-
tegorie der statischen Monte Carlo Methoden. Deshalb werden wir darauf nicht
weiter eingehen und annehmen, dass standardnormalverteilte Samples schnell und
einfach erzeugt werden kénnen - in Matlab beispielsweise mit dem Befehl ,randn®.
Fiir die Simulation von stochastischen Prozessen benétigen wir die Fahigkeit einen
Wiener Prozess bzw. eine Brownsche Bewegung simulieren zu kénnen, denn die-
se/r bildet die Komponente in stochastischen Differentialgleichungen, in der die
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Zufalligkeit steckt. Wir approximieren den Wiener Prozess W = (W}); beispiels-
weise mittels des Fuler-Verfahrens. Statt die Punkte linear zu verbinden, betrach-
ten wir einen auf endlich vielen aufeinanderfolgenden Intervallen konstanten Pro-
zess. Wihlen wir bei der Diskretisierung eine konstante Schrittweite A\, so er-
halten wir den Vektor der Diskretisierungspunkte als (Woy, Wa,, ..., Wna,). Jeder
Brownsche Zuwachs Wia, — Wi_1)a,,1 < @ < N, ist nach Definition A/(0, A¢)
verteilt. Das heift der Vektor (Wy, Wa,, ..., Wna,) ist dann genauso verteilt wie
0, VAZ1, oy VAL Z1 + ... + ZN)), wobei Z; ~ N(0,1) fiir alle 0 < ¢ < N eine
standardnormalverteilte Zufallsgrofe sei. Dies ist durch die Tatsache zu erklédren,
dass Summen von normalverteilten Zufallsgréfen wieder normalverteilte Zufalls-
grofen sind. Es gilt also fiir alle 0 <7 < N

i+t Zipn, ~ N0, 14 ...+ 1) = N(0,7) und daher \/Ay(Z1+4...4Z;) ~ N (0, Ai).

i—mal

Deshalb kénnen wir W; approximieren durch W} := Wit/neoe ~ VA(Z) + ..+
Z\t/n,)), Wobei |z] dem ganzzahligen Anteil von x entspricht und wir in diesem
Fall annehmen, dass W/ auf dem Intervall [(i — 1)A,i4\;) fiir alle 1 <7 < N
konstant ist.

Im folgenden Abschnitt wollen wir die Simulation von Pfaden eines Wiener Pro-
zesses nutzen, um Pfade der geometrischen Brownschen Bewegung, welche das
underlying asset im Black-Scholes Modell beschreiben, zu simulieren.

3.3 Simulation einer geometrischen Brownschen Bewegung

In einigen Spezialfillen ist es moglich, die Lésung einer stochastischen Differen-
tialgleichung explizit anzugeben, d.h. es existiert ein analytisches Funktional G
mit Xy = G(t, Wp4). In diesem Fall kénnen wir statt der SDE auch die gegebene
Losung diskretisieren. Der Algorithmus ergibt sich dann wie folgt:

Algorithmus 3.6 (Exact Solution). 1.Lege eine natiirliche Zahl N fest, welche
die Anzahl der Diskretisierungstellen festlegt.

2.Erzeuge fir i = 1,..., N Samples der Brownschen Bewegung W (¢;) und setze
Xi=Gti, {Wy, ... W, })

3.0utput: (X|/a,},0 <t <T) als Sample-Pfad des Prozesses X auf [0, 77].

Als Beispiel schauen wir uns die geometrische Brownsche Bewegung dS; = rS;dt+
0StdWy, deren Losung durch

2
Sy = G(t,Wy) :== Sy - exp((r — %)t + oWh)

gegeben ist, ndher an.

Der grofe Vorteil, die geometrische Brownsche Bewegung iiber die exakte Lo-
sung anstatt {iber die Differentialgleichung zu simulieren, besteht darin, dass der
simulierte Prozess - vorausgesetzt Sp > 0 - wegen des Exponentialterms nie ne-
gative Werte annehmen kann. Dies ist eine sehr wichtige Eigenschaft, denn in der
Realitat kann der Wert einer Aktie natiirlich ebenfalls nicht kleiner als 0 sein.
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Das Problem, (mithilfe einer ausreichend kleinen Schrittgrofe) aufpassen zu miis-
sen, dass der Pfad des Prozesses immer nichtnegativ bleibt, wird somit also von
vornherein vermieden. Simuliert man den Prozess S; mit

2
o
Sit1 = S; - exp((r — ?)At + oD Zit1)

und bezeichnet Z; dabei fiir alle i wieder ein Sample der Standardnormalvertei-
lung, so erhilt man einen Samplepfad, mit welchem man zum Beigpiel den Preis
einer Option im Black-Scholes Modell berechnen kann. Méchte man die S;4; kon-
kret als G(t;, {W4,, ..., Wy, }) schreiben, so lautet die Diskretisierung

2
o .
Siy1 =S50 - exp((r — 7) A0+ 1) +o /Al Z1+.oo + Ziga)).
tit1 Wi,
W;:+1

Die Aquivalenz zur obigen Schreibweise ldsst sich sehr leicht durch Induktion
zeigen.
Als einfache Anwendung betrachten wir nun eine Europdische Plain-Vanilla Call-
Option. Der Wert C; der Option zum Zeitpunkt t<T belduft sich bekanntlich
auf

Cy = Ele " Dmax{Sy — K,0}|F],

wobei St den Wert des underlying assets zum Zeitpunkt T und K den Strike-Preis
der Option angeben. Die Filtration (F;); ist wie oben die vom Wiener Prozess
erzeugte Filtration. D.h. wir kdnnen F; auch durch S; ersetzen; denn ist der Pfad
des Wiener Prozesses bis zum Zeitpunkt t bekannt, so ist damit auch der Pfad
des underlying assets (Ss)o<s<¢ bekannt. Fiir den Wert der Option in T und den
weiteren Verlauf des underlying assets ist aber lediglich der Wert .Sy im Zeitpunkt
t relevant (Markov-Eigenschaft). Da wir der Einfachheit halber fiir die weitere
Arbeit voraussetzen wollen, dass wir nur den Wert der Option zum Zeitpunkt
0 berechnen wollen, wir also immer t=0 betrachten, belduft sich der Preis einer
Call-Option dann auf

C = Ele " Tmax{Sr — K,0}|S],
wobel wir in Zukunft einfach nur
C = Ele Tmax{Sy — K, 0}]

schreiben werden. Um das Verfahren auch numerisch anzuwenden, haben wir fiir
unterschiedliche n € N jeweils n Pfade der geometrischen Brownschen Bewegung
mit dem obigen Algorithmus simuliert und den zugehoérigen Call-Preis zum Zeit-
punkt t=0

1 j
Ele™ - max{Sy — K,0}] ~ —(Ze*TT : max{SéJ) - K,0})

n =1
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Abbildung 1: zwei approximierte Pfade einer geometrischen Brownschen Bewegung mit
Drift 0.1 und Volatilitdt 0.2

()

berechnet, wobei ST] den Wert der j.ten Simulation des Prozesses S; zum Zeit-
punkt T, K den Strikepreis und r die risikolose Zinsrate bezeichnen. Als Ergebnis
erhalten wir den durchschnittlichen Call-Preis in Abhéngigkeit von n. Wir kon-
nen sehen, dass je mehr Pfade wir simulieren, sich das Ergebnis im Durchschnitt
immer weiter dem mit der Black-Scholes Formel berechneten Call-Preis anndhert.
Dies ist genau die Aussage des Gesetzes der grofien Zahlen, auf welchem die Monte

Carlo Methoden, wie in der Einleitung erldutert, basieren. Natiirlich kénnen (und
werden) die Abweichungen mit Zunahme der Anzahl der Pfade auch mal wieder
ansteigen, jedoch steigt die Wahrscheinlichkeit, dass die Abweichung kleiner wird
mit der Anzahl der simulierten Pfade an. In der Abbildung 2 kénnen wir diesen
Effekt gut erkennen. Selbstverstidndlich besitzt die Grafik fiir den allgemeinen Fall
keine Aussagekraft, jedoch ist sie einigermafen reprisentativ.

Betrachten wir in diesem Beispiel zuletzt die Fehlerentwicklung in Bezug auf
die Anzahl der simulierten Pfade. Die Ergebnisse in Abbildung 2 spiegeln die
durchschnittlichen Ergebnisse bzgl. der Fehler bzw. Abweichungen zum Black-
Scholes-Preis recht gut wider. Wir kénnen sehen, dass der relative Fehler hier ab
20000 simulierten Pfaden immer kleiner als 1% des Call-Preises ist. Eine Tabelle
(Tabelle 1) der Werte und Approximationsfehler befindet sich im Anhang.

3.4 Jump Prozesse

So wichtig das Black-Scholes Modell fiir die Finanzmathematik auch ist, reicht uns
der Wiener Prozess als zufillige Komponente des underlying assets nicht immer
aus, um ein gutes Modell der Realitdt zu erstellen. Eine Moglichkeit das Modell
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Anzahl Simulationen vs.approximierter Call-Preis
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Abbildung 2: approximierter Call-Preis (mit Strikepreis K=28, Anfangswert S;=30,
T=1 und Zinsrate r=0.05) vs. Anzahl simulierter Pfade (im Vergleich zum Black-Scholes-
Call-Preis 4.32)

zu erweitern, besteht darin einen Jump Prozess hinzuzufiigen, welcher Spriinge
des underlying assets zuldsst.

Ein reiner Jump Prozess ist ein Prozess, dessen Pfade nicht mehr stetig sind,
sondern dessen Werte sich nur durch Spriinge édndern. In diesem Abschnitt wird
die Simulation von ,zusammengesetzten“ Jump Prozessen eingefiihrt.

Bezeichnungen 3.7.
Wir betrachten einen stochastischen Prozess der Form:

N(tw)
J(t,w) = Z Yi(w).
j=1

Dieser Prozess enthilt zwei Terme, in denen Zufilligkeit steckt. Der Prozess N
entscheidet iiber das Auftreten (insbesondere iiber die Anzahl) von Spriingen.
Deshalb wollen wir N einen Z&hlprozess nennen. Die auftretenden Sprungzeiten
wollen wir mit 71, ..., Ty (¢ ) bezeichnen. Der zweite Zufélligkeit erzeugende Term
Y bestimmt die Sprunghdhen, wobei Y; die Sprunghdhe des i.ten Sprungs bezeich-
net.

Wollen wir dann einen Jump Prozess J simulieren, so kénnen wir die Simulation
in die des Zahlprozesses und die Erzeugung von Sprunghdhen aufteilen. Bei der
Erzeugung von Sprunghéhen sind im Normalfall Verteilungen gegeben, weshalb
wir diese mit einer statischen Monte Carlo Methode erzeugen kénnen. Die Simu-
lation von Sprungzeiten ist nicht ganz so einfach. Um die obige Bezeichnung noch
zu verdeutlichen, geben wir die folgende

Definition 3.8 (Zihlprozess).
Ein Zahlprozess N = (N (t,w),t > 0) ist ein monoton wachsender Prozess, welcher
Werte in N annimmt. Wir kénnen diesen Prozess benutzen, um die Anzahl von
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Spriingen, welche im Intervall [0,T] auftreten, zu modellieren, d.h. wir setzen N; :=
L2Anzahl Spriinge bis zur Zeit t“.

Im Folgenden werden wir, um Ereignisse - also Spriinge - zu z#hlen, Poisson-
Prozesse verwenden:

Definition 3.9 (Poisson Prozess).

Ein Zahlprozess (IV;); heift Poisson-Prozess mit Intensitat A, falls:

(1) No = 0,

(ii) N hat unabhéngige Zuwéchse, d.h.fiir beliebige, sich nicht iiberlappende In-
tervalle [s;, t;], ¢ > 0, t; > s; > 0 ist (Ny, — Ng,); eine unabhéngige Familie von
Zufallsvariablen,

(iii) N hat stationdre Poisson(\t)-verteilte Zuwichse, d.h.fir k& > 0

gllt P(Nt+8 — NS = k) = P(Nt = k) _= B_At%.

Bemerkung 3.10.

Seien die Wartezeiten zwischen dem Auftreten zweier Ereignisse (7;);>1 unabhén-
gige, exponential-verteilte Zufallsvariablen mit Parameter A (d.h. Zufallsvariablen
mit Dichte f(z;\) = )\e*/\xll(o,oc) (x)), so ist

i
Ny = Z]ltzTi mit T} := ZTJ'
i1 =

ein Poisson-Prozess mit Intensitidt \.(Bew.: siche Anhang)

Zu bemerken sei die wichtige Eigenschaft des Poisson-Prozesses, dass die Zei-
ten zwischen dem Auftreten von Ereignissen (also die Zufallsvariablen 7,41 — 73)
exponentialverteilt und somit ,gedédchtnislos* sind, d.h. das Auftreten von Ereig-
nissen in der Vergangenheit unabhéngig vom Auftreten eines Ereignisses (in den
nachfolgenden Anwendungen also vom Auftreten von Spriingen) in der Zukunft
ist. Die Exponentialverteilung ist in der Tat die einzige stetige Verteilung mit
dieser fiir uns wichtigen Eigenschaft.

Im Folgenden wollen wir N mittels der ,Jump Intensitat® modellieren. Wir begin-
nen mit der Frage, was genau eine Jump Intensitdt oder auch Frequenz A > 0,
welche entweder konstant, deterministisch oder auch selbst zufillig sein kann, ist.
Heuristisch ausgedriickt, definiert dieser Prozess die Anzahl von Spriingen per
Zeiteinheit in einer  kleinen® Umgebung jedes Punktes t € [0, T].

In dieser Arbeit werden wir zunéchst nur auf den Fall der konstanten Inten-
sitdt weiter eingehen, der das Prinzip der Modellierung mittels der Intensitét
ausreichend klar machen wird. Um Pfade (IV¢)o<¢<7 und die korrespondierenden
Sprungzeiten 71, ...7n, zu simulieren, werden wir die sogenannte Methode der
,Countdown Simulation“ (nach [1]|) verwenden.

Wir werden dazu annehmen, dass es sich bei N um einen Poisson-Prozess han-
delt, laut Definition also um einen Zahlprozess mit unabhéngigen und stationéren
Zuwichsen. Daraus folgt weiterhin, dass die Zeit zwischen zwei Spriingen expo-
nential verteilt ist zum Parameter X\. Wir kénnen einen Zahlprozess N daher wie
folgt simulieren:
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Algorithmus 3.11 (Countdown Simulation).

. Setze Ty =0, =10

.Setzei =1+1

. Erzeuge U ~ U[0, 1]

.Setze 7; = —A"Un(U) und T; = T;_1 + 7

. Wenn T; < T, dann gehe zu Schritt 2

. Output: Sprungzeiten 11, ..., T;—1 und das Poisson Sample Ny =¢— 1

S O W N =

Bemerkung (zu Schritt 4). Ist U gleichverteilt auf [0, 1], so ist —A~!n(U) ex-
ponential verteilt zum Parameter A\, denn die Verteilungsfunktion der Exponenti-
alverteilung lautet F(z) = 1 — e~ fiir z > 0 und daraus folgt mit Lemma 2.1,
dass fiir F~!, die (Pseudo-)Inverse der Verteilung der Exponentialverteilung, gilt
FYU) = —A~Un(1—U) ™ V28 _\~115(U) ~ Exp()\). Dass es sich wirklich
um die (Pseudo-)Inverse handelt, zeigt F~1(F(z)) = —A"ln(1— (1 —e 7)) =z,
fiir x > 0.

3.5 Mixed Jump Prozesse

Nach der Einfithrung der reinen Jump Prozesse wollen wir nun wie oben erwéhnt
Prozesse betrachten, deren Zufilligkeit sich aus einer Diffusionskomponente (einer
zeitstetigen Brownschen Bewegung) und einem reinen Jump Prozess zusammen-
setzen. Wir betrachten im Folgenden also einen Prozess der Form

dX; = :U’(ta Xt*) dt + U(t7 Xt*) dW; + 77(t7 Xt*) dJy, Xy, =1,
N—_—— N—_——

A,—/
Drift Volatilitét Einfluss der Spriinge

wobei J ein zusammengesetzter Jump Prozess J; = E;V:tle ist, Y; ES fy die
zufélligen Sprunghdhen angibt und A(¢,z) als Bestandteil des Poisson-Prozesses
N die Jump Intensitdtsfunktion bezeichnet. X;- ist definiert als lim¢ X und es
gilt X,- = X; fiir alle ¢, in denen kein Sprung stattfindet.

Wir wollen annehmen, dass 7(t, X;-) stetig in beiden Komponenten ist, sodass
wir das Integral beziiglich ,,dJ;“ als Riemann-Stieltjes-Integral auffassen kénnen,
da ein Poisson-Prozess beschrinkte Variation besitzt.

Wir nehmen im Folgenden weiter reguldre Koeffizienten an, um die Existenz und
Eindeutigkeit einer Losung der obigen stochastischen Differentialgleichung zu ge-
wihrleisten. Des Weiteren sei A nach oben hin beschrénkt.

Das Euler-Diskretisierungsverfahren liefert uns fiir den obigen Prozess dann fol-
gende Approximation:

N(tiy1)
Xiv1 = Xi + plts, Xo) A + o(t, Xz)\/Kt Zi +n(ti, X;) - Y;,
J=N(t;)+1
wobel Z; natiirlich wieder eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist und wir
i nt1Yj =0V n setzen.
Um gemischte Jump Prozesse zu simulieren, kommen wir nochmal auf die schon
bekannte ,Countdown Simulation“ 3.11 zuriick. Diese wollen wir auf Prozesse mit
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Spriingen erweitern, welche sowohl von der Brownschen Bewegung, den Sprung-
hohen als auch der Zustandsvariablen X selbst abhingen kénnen. Im folgenden
Beispiel wollen wir annehmen, dass die Intensitétsfunktion A(¢, X;) von der Zeit-
variablen t und dem Prozess X; abhéngt. Nach [1] kann gezeigt werden, dass
fiir jedes Paar von aufeinanderfolgenden Sprungzeiten 7; und 7,41 das Integral
f;f“ A(s, Xs)ds iiber die Intensitatsfunktion, gegeben 7;, exponentialverteilt mit

Parameter 1 ist. Im Spezialfall, dass (¢, X;) = A fiir alle t, sehen wir dies leicht
ein, denn es gilt dann:

/Ti+1 A(s)ds = /Ti+1 Ads = (Tit1 —Ti) A B Exp(A/A) = Exp(1).
. T S———

i i ~Bap()
(x) folgt aus der Tatsache, dass fiir alle v und fiir alle Exp(\)-verteilte Zufallsva-
riablen X gilt, dass 7 X FExp(A\/v)-verteilt ist (siehe z.B. [3]). Fiir den Simulati-
onsalgorithmus orientieren wir uns an der Idee aus [1] und gehen dann wie folgt
vor:

Algorithmus 3.12 (Countdown Methode fiir Mixed Jump Prozesse).

. Setze Xy = x,79 = 0,7 = k = 0 und wéhle ein festes A\,

. Erzeuge e, ~ Exp(1) unabhingig von e_1, falls dieses existiert

. Setze i =i+ 1; falls iy > T, gehe direkt zu Schritt 9

. Erzeuge Z; ~ N(0,1) unabhéngig von allen vorherigen Samples

- Setze Xi = Xi 1+ p(tio1, Xio1) D¢ +0(tio1, Xio1)VA - Z;

. Falls ;;1%/& AJA, Xj) A < ey, gehe zu Schritt 3

.Setze k=k+ 1,1, = i/

. Erzeuge ein Sample der Sprunghéhe J, setze X; = X; + Ji und gehe zu
Schritt 2

9. Output: Sprungzeiten 71, ..., 7 und der Pfad aus Samples X1,...X; 1

0O ~J O Ut = W N =

Um das Prinzip dieses Algorithmus zu verdeutlichen, machen wir noch ein paar
Anmerkungen:

Nachdem wir in Schritt 2 ein Sample des Integrals iiber den Intensitétsprozess
simuliert haben, testen wir in Schritt 6, ob wir - gegeben den letzten Sprung-
zeitpunkt 75 - zum aktuellen Zeitpunkt i/\; den in Schritt 2 simulierten Wert
des Integrals iiber die Intensitét ,schon erreicht haben. Dies wiirde ndmlich be-
deuten, dass wir ,den Zeitpunkt des Sprungs erreicht haben®. Ist der Wert des
approximierten Integrals ( ;;ik e A(JA, X)) jedoch noch kleiner als der si-
mulierte Wert, bei dessen Erreichen wir eine Sprung durchfiihren, so gehen wir
einen Zeitschritt weiter, ohne dass ein Sprung stattfindet.

Zur Veranschaulichung eines gemischten Jump Prozesses betrachten wir noch ein-

mal die geometrische Brownsche Bewegung, zu welcher wir nun einen Sprung-

Term hinzufiigen wollen. Bei der Darstellung orientieren wir uns an [6]. Wir neh-

men an, dass die Sprungzeiten 71, ..., T, in einem gegebenen Intervall bekannt
m

sind. Der Sprungprozess }_ Y; soll folglich nur an den Sprungstellen Auswirkung
=1

J
auf die geometrische Brownsche Bewegung haben. Wir definieren S;— := limSs,
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d'h'Sr; symbolisiert dann den Wert des Underlying ,,genau vor dem Sprung in
T
Wir betrachten nun eine geometrische Brownsche Bewegung mit Sprung-Term,

gegeben durch die stochastische Differentialgleichung
dSt = Stf /,Ldt + Stf O'th + Stf th

und sehen, dass dS; vom Wert des underlying assets genau vor dem moglichen
Sprungzeitpunkt abhingt. Weiterhin gilt fiir die absolute Sprunghd&he:

Sey = Sy =8y [Jry — Jr -] = S, -V, dh.

Nt . . .
: _ <
th:dE:}/}:{gjy falls ¢ = 7; fiir ein j <m

sonst

gibt hier die relative Anderung von .J; im Intervall [t,t4+dt) an. Wir kénnen zeigen,
dass fiir den ,Sprungterm® folgendes gilt:

S-di= S AS,
se(t,t+dt]:ASs#0

wobei ASy die “absolute Sprunghohe im Zeitpunkt s* bezeichne. Diese Tatsache
stimmt mit unserer Anschauung, dass wir zum gegebenen stetigen Prozess an den
Sprungstellen die absoluten Sprunghdhen hinzuaddieren, iiberein. Kommen wir
zum Beweis dieser Erkenntnis:

Bewess.
Um zu verdeutlichen, dass es sich um die relative Anderung bzgl. t handelt, schrei-
ben wir im Beweis d; anstatt von d. Es gilt dann:

N N
Sp-dpJy = Sp-dy Y Yy =dp ST],_ Y
- =

weil d; Zj»v:t 1 Y nur an den Sprungstellen Werte ungleich 0 annimmt.
Definieren wir AS; := Ss — S,—, so folgt weiter

Nijar Nijat
dtxsfy_zkswy Zsfy_z:sf
J=Ni+1
Nf+dt
= 2 S5 = > AS
j=Ni+1 sE(t,t+dt]): ASs#£0

O

Wir bemerken noch, dass der Wert von Sy immer nichtnegativ bleibt, solange wir
Y; > —1 voraussetzen, was wir deshalb tun wollen. Nach diesem kleinen Einschub
kommen wir nun zur Betrachtung der geometrischen Brownschen Bewegung mit
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Jump-Term zuriick.
Wie wir oben gesehen haben, gilt

Sr =S, (1+Y)). (3.2)

Wir erhalten folglich eine Darstellung der Werte des Prozesses zu den Sprungzei-
ten 7, 1 < i < m, vorausgesetzt wir kennen den Wert des Prozesses ,kurz vor dem
Sprung®. Zwischen den Sprungzeiten folgt der Prozess aber den Dynamics einer
gewohnlichen geometrischen Brownschen Bewegung (da der Sprung-Term in der
SDE wie gesagt nur an den Sprungstellen von 0 verschiedene Werte annimmt).
Per Induktion kénnen wir dann zeigen, dass die stochastische Differentialgleichung
auferhalb der Sprungstellen die Lésung

Ny

St — Soe(ufa2/2)t+aWt . H(l + Y])
j=1

besitzt.

Beweis. |durch Induktion]

Wir betrachten fiir n=1 das Intervall [0,71): Es gilt dann trivialerweise fiir alle
tel0,m) S = Spe(h=0/2)t+oWe 44 noch kein Sprung stattgefunden hat.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass die Behauptung fiir ein festes n
gilt, also fiir alle ¢t € [0,71) U (71, 72) U ... U (Tp—1, Tn)-

Fiir n — n+ 1 sei also t € (7, Tn11). Es gilt dann

S = Sr, (=022 (t=Tn)+0(We=Wry) (geom.Brownsche Bew. mit Startwert S-,)
~—
=S _(14Yn) nach3.2
n =n—1
—N

™

Indgchr. So(e(p_g2/2)7—n_+oWTn, . H (1 + }/])) . (1 + Yn) . e(p—02/2)(t—7n)+0'(Wt_W‘rn)'
j=1

Mit der Stetigkeit von t und W4, also mit 7, = 7, und WT; = W, folgt weiter
=n
Ny,

St e SOG(M_UZ/Q)TTLJ'_UWT'M . H (1 _|_ Y]) . e(M—U2/2)(t—Tn)+0'(Wt—WT,,L)
j=1
N
= Soe(u—a2/2)t+awt ) H(l +Y))
j=1

Insgesamt erhalten wir also die Losung

Ny
S, = Soe(,u—a2/2)t+aWt . H(l + )/]) V.
j=1

In der Abbildung 3 sehen wir auch anschaulich, dass ein gemischter Jump Prozess
zwischen den Sprungzeiten nichts anderes als ein zeitstetiger Diffusionsprozess ist.
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georm. Brownsche Bewegung mit Jurps
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Abbildung 3: geometrische Brownsche Bewegung mit Jumps, wobei die Verteilung der
Y; gegeben ist durch In (1+Y;) =: In(1+ Z) ~ N (e, 0.5%), r=0.05, 0 = 0.2 und \ = 3 sei

An den simulierten Sprungzeiten multiplizieren wir den Wert des Prozesses S(7;”)
wkurz vor dem Sprung“ mit (14Y;), um den Sprung durchzufiihren. Bis zum néchs-
ten Sprungzeitpunkt, welcher wie im oben behandelten Fall auch zufillig und in
Abhéngigkeit vom Zeitpunkt t und vom Prozess X(t) gewidhlt werden kann, han-
delt es sich dann wieder um einen zeitstetigen Diffusionsprozess, in unserem Fall
um eine geometrische Brownsche Bewegung. Wir konnen diese Vorgehensweise
mit dem obigen Algorithmus ,Countdown Methode fiir Mixed Jump Prozesse”
simulieren, falls wir Ji im obigen Algorithmus durch S, Y} simulieren, wobei
Y > —1 den k-ten simulierten Wert einer Zufallsvariablen mit gegebener Vertei-
lung, die die relative Sprunghthe beschreiben kann, bezeichne.

Nach dieser Einfiihrung in dynamische Monte Carlo Methoden und die Simu-

lation von Pfaden von stochastischen Prozessen, wollen wir diese Methoden im
néichsten Abschnitt anwenden.
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4 Bewertung Asiatischer Optionen

Im folgenden Abschnitt wollen wir dynamische Monte Carlo Methoden nutzen,
um Asiatische Optionen zu bewerten. Wir kommen dabei zum Black-Scholes Mo-
dell zuriick. Bei Asiatischen Optionen handelt es sich nun nicht mehr um einfache
Plain-Vanilla Optionen (also Optionen mit den typischen Eigenschaften wie Eu-
ropéische Put-/Call-Optionen), sondern um sogenannte exotische Optionen. Die
Asiatische Option ist eine pfadabhéngige Option, bei der der Payoff vom durch-
schnittlichen Preis des Underlyings wihrend der Laufzeit der Option abhéngt.
Dabei kénnen wir verschiedene Typen von Asiatischen Optionen betrachten. Zu-
néchst kénnen wir die Option sowohl unter zeitstetiger Beobachtung als auch unter
diskreter Beobachtung betrachten. Im zeitstetigen Fall wird der Mittelwert iiber
den Beobachtungszeitraum als Integral berechnet, wohingegen wir den Mittel-
wert unter diskreter Beobachtung als Summe bestimmen. Dariiberhinaus konnen
Asiatische Optionen vom europiischen sowie vom amerikanischen Typ sein. Wir
werden wie bisher jedoch nur auf den europédischen Typ eingehen. In dem Fall,
dass wir die Option bzgl. des underlying assets S auf dem Intervall [0,7] und
mit Strike-Preis K bei zeitstetiger Beobachtung bewerten, belduft sich der Payoff
dieser Asiatischen Option im Zeitpunkt T auf

17 .
(TA Sydt — K.

Dadurch, dass wir uns nun von gewoOhnlichen Optionen abgewandt haben, bei
denen wir im Black-Scholes Modell eine konkrete analytische Formel zur Berech-
nung von Preisen (Black-Scholes Formel) gegeben haben, gelangen wir nun zu
Anwendungen der Monte Carlo Methoden, welche in der Realitdt auch verwen-
det werden. Denn sind mehr oder weniger ,einfache” Formeln zur Bewertung von
Optionen gegeben, so bendtigt man natiirlich keine numerischen Verfahren, um
Preise zu schitzen. Dies haben wir bisher gemacht, um die Verfahren einzufiihren
und zu veranschaulichen.

Bei Asiatischen Optionen ist die Bewertung mithilfe von Monte Carlo Methoden
folglich besonders interessant, da es sich hier tatséchlich um die Berechnung von
héher-dimensionalen Integralen handelt. Will man beispielsweise eine Asiatische
Option iiber eine Laufzeit von einem Jahr bei diskreter téglicher Beobachtung
(Handelstage) bewerten, so ist es notwendig, iiber 250 voneinander unabhingige
Zufallsvariablen zu schitzen.

Wir bemerken, dass wir den Mittelwert bislang immer als arithmetisches Mittel
berechnet haben. Bei arithmetischen Asiatischen Optionen gibt es keine Ergeb-
nisse in geschlossener Form. Im Falle der zeitstetigen Beobachtung wurden aber
bereits analytische Ausdriicke fiir die Laplace-Transformierte in der Laufzeitkom-
ponente einer Asiatischen Call-Option hergeleitet (siehe [10] bzw. Geman und Yor
(1993)). Fir die Bewertung von Asiatischen Optionen, besonders bei diskreter
Beobachtung, besitzt die Bewertung mit Monte Carlo Methoden in der Realitét
folglich eine grofe Bedeutung. Bevor wir mit der Simulation beginnen, sei noch
angemerkt, dass eine andere Form Asiatischer Optionen darin besteht, die Be-
rechnung des Mittelwerts mithilfe der geometrischen Summe durchzufiihren, d.h.
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also als

Wird das underlying asset durch eine geometrische Brownsche Bewegung simuliert
(Black-Scholes Modell), sei also

o2
Si = Si_1er=F)AOV AL | <<,
wobei Z; wieder eine standardnormalverteilte Zufallsvariable sei, so ist die geo-

metrische Summe der S; ein Produkt von lognormal verteilten Zufallsvariablen,
welches wiederum lognormal verteilt ist, denn:

3=

oL = cap(in([S)+) = ea:p(if:ln(si)), (4.1)
=1

i=1 i=1

wobei die In(S;) normalverteilte Zufallsvariablen sind. Folglich ist auch die Sum-
n n

me Y In(S;) normalverteilt und mit Gleichung 4.1 ist ¢/ [ S; wiederum lognor-
i=1 i=1

malverteilt. Das heift, zur Bewertung Asiatischer Optionen mit geometrischer
Mittelwertberechnung bendtigen wir nicht unbedingt Monte Carlo Methoden, da
wir hier einfache Verteilungen fiir die Bewertung zu Grunde liegen haben.

Wir gehen deshalb im Folgenden von Asiatischen Optionen mit arithemtischer
Mittelwertberechnung unter diskreter Beobachtung aus. Der Wert einer derarti-
gen Option ergibt sich zum Zeitpunkt T (Laufzeitende) zu

wobei n die Anzahl der Beobachtungspunkte im zu betrachtenden Intervall [0,T]
beschreibt. In diesem Fall erhalten wir durch die Aufsummierung von lognormal-
verteilten Zufallsvariablen einen Ausdruck, der analytisch nur sehr schwer auszu-
driicken ist. Wir benutzen eine ,einfache” bzw. jnaive” Monte Carlo Methode, um
den Preis einer Asiatischen Option unter diskreter Beobachtung zu berechnen.

4.1 ,Naive“ Bewertung

Im Folgenden werden wir uns nun ausfiihrlich mit der Bewertung von Asiatischen
Optionen unter diskreter Beobachtung (und mit arithmetischer Mittelwertberech-
nung) beschéftigen. Dabei befinden wir uns weiterhin im Black-Scholes Modell.
Wir haben oben schon erwéhnt, dass es dabei notig ist, n-dimensionale Integrale
zu berechnen, weshalb Preise in der Praxis oft mithilfe von Monte Carlo Metho-
den bestimmt werden. Betrachten wir den Wert der Option zum Zeitpunkt T
(Laufzeitende), so ergibt sich dieser, wie gesagt, zu

1 n ‘ n
(E;Sz - K) .
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In der folgenden Anwendung wollen wir die Anzahl der Beobachtungspunkte
mit der Anzahl der Diskretisierungspunkte bei der Simulation der geometrischen
Brownschen Bewegung gleichsetzen. Wir summieren also alle simulierten Werte
des underlying assets auf und teilen durch deren Anzahl, um dessen durchschnitt-
lichen Wert zu erhalten.

Ist der Pfad des underlying assets (.S;); bekannt, so ergibt sich der Wert einer
Asiatischen Option mit Laufzeit T, Strikepreis K, Startwert des Underlyings Sy
sowie einem risikolosen Zinssatz r im Zeitpunkt t = 0 zu

1 n

—rT

_ NS — K, 0).
Vo=e max{n;S 0}

Gehen wir nun aber wieder davon aus, dass wir uns im Zeitpunkt t=0 befinden
und den Pfad der geometrischen Brownschen Bewegung (des underlying assets)
nicht kennen. Der Preis einer Asiatischen Call-Option ist der folgende:

1 n
C=e"TE -8 — K,0 4.2
e TBlmax(, 35— K0} (12)
wobei die 5; jeweils von einer standardnormalverteilten Zufallsvariable Z; abhén-
gen. Schreiben wir den obigen Ausdruck also als Integral, so sehen wir, dass es
sich tatsdchlich um ein Mehrfachintegral der Dimension n handelt:

1 n
C':e_rT/ / max{fg Si(z) — K,0}g(zn) -+ - g(z1)dzp - - - dz1,
R JR n<

wobei g die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung sei.

Um den obigen Erwartungswert 4.2 auf die einfachste bzw. ,naive” Weise zu schét-
zen, simulieren wir wie gewohnt n Punkte der geometrischen Brownschen Bewe-
gung, summieren die Werte auf und teilen durch deren Anzahl n. Anschlieftend
subtrahieren wir den Strikepreis und betrachten das Maximum dieses Wertes und
0. Durch Abzinsen bekommen wir den Wert der Option zum Zeitpunkt 0. Indem
wir dieses m mal durchfiihren und ebenfalls den Mittelwert berechnen, erhalten
wir einen Schitzwert fiir den gesuchten Preis, ndmlich
Vo = lf:[e_TTmaX{EXTL:S-U) — K,0}],
mis ni

wobei Si(J) den Wert des j-ten simulierten underlying assets im Zeitpunkt i/\,
darstellt.

4.2 Varianzreduktionsmethoden

Wie wir zu Beginn des Kapitels ,Einblick in statische Monte Carlo Methoden* fest-
gestellt haben, gilt fiir den Approximationsfehler € bei der Monte Carlo-Integration
zur Schitzung des Erwartungswerts der Zufallsvariablen X

2

g
6"\-’./\/’(0,;)
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Dies motiviert den Versuch, die Varianz o von X zu verkleinern, ohne dabei den

Erwartungswert von X zu verdndern, um die Prézision der Monte Carlo Schét-
zung zu erhohen. Dazu werden wir im kommenden Abschnitt zwei Varianzreduk-
tionsmethoden vorstellen, die die Varianz deutlich verringern kénnen, ohne den
Erwartungswert zu verdndern. Wir orientieren uns dabei an [11].

4.2.1 Kontrollvariablen

Die erste Varianzreduktionsmethode, die wir vorstellen moéchten, benutzt soge-
nannte ,Kontrollfunktionen“. Nehmen wir an, dass wir den Erwartungswert ux
einer Zufallsvariablen X mit Varianz Var(X) = 0% schitzen wollen.

Weiter nehmen wir an, dass wir in der selben Simulation, in der wir X schitzen,
weitere Samples einer Zufallsvariable Y = (Y(l), ey Y(")),n € N mit bekanntem
Erwartungswert py und (méglicherweise unbekannter) Varianz Var(Y) = o2 er-
halten kénnen. Die Idee ist nun, vom ,naiven“ Monte Carlo Schitzer X die einfach
zu handhabende Kontrollvariable Y abzuziehen und deren Erwartungswert wieder

hinzuzufiigen. Wir definieren also
X=X-bY —py) (4.3)

fiir einen Kontrollfaktor b € R. X besitzt den selben Erwartungswert wie X und
die Varianz

Var(X) = Var(X) + b*Var(Y) — 2bCov(X,Y) = 0% + b*0% — 2bCou(X,Y).
Das diesen Ausdruck minimierende b* erhélt man mit einfacher Analysis als
_ Cov(X,Y)

5 )
Oy

b*

Weiterhin wissen wir, dass die Korrelation von X und Y definiert ist durch Cor(X,Y) =

M, was uns insgesamt zu folgender minimaler Varianz von X fiihrt:
X0y
Var(X Cov(X,Y)?
ar(X) = o'g( 4 b*20-32/ — 2b*COU(.X,Y) = gg( — w
oy

=0% — Cor(X,Y)?0% = 0% (1 — Cor(X,Y)?).

Wir sehen also, dass die Varianz verringert wird, falls die Korrelation von X und
Y nicht gleich 0 ist, da diese nur Werte im Intervall [-1,1] annimmt.

Das Problem, welches in der Praxis auftaucht, ist, dass die Kovarianz von X und
Y typischerweise nicht gegeben ist. Deshalb muss man auch diese schitzen. Um
Unabhéngigkeit weiter zu gewdhrleisten, filhren wir zunéchst einen sogenannten
Hpilot run“ durch, also einen kiirzeren Testlauf, bei dem wir das b* schitzen. Seien
dazu (X, Y®),c;c,, m unabhiingige Realisierungen von (X,Y’) dann erhalten
wir die Stichprobenkovarianz von X und Y, also eine Schitzung Cov(X,Y) fiir
die Kovarianz von X und Y durch

_ m () _ x (@) _vy
COU(X, Y) — l:l(X X><Y Y)

m—1
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und die Stichprobenvarianz von Y, also eine Schitzung Var(Y) fir die Varianz
von Y durch

m o (y (i) _y)2
Var(Y) = = (Y Y) )

m—1
Damit erhalten wir dann eine Schitzung b* fiir b* durch

S (XO — X) (v - 7)
b = =L ' : (4.4)

wobei X und Y die durch den Testlauf geschétzten Mittelwerte seien.
Wir erhalten dann den varianzreduzierten Schitzer

X =X - (Y — uy).

Bei der Monte Carlo Schitzung ersetzten wir selbstverstindlich X und Y durch

— n ) _ n )

X=1yXObzw. Y =13y V0O,

i=1 i=1

Im folgenden Abschnitt wollen wir das gerade erklérte Verfahren fiir die Bewer-

tung einer Asiatischen Option nutzen, wobei wir uns dazu an [12] orientieren
m n .

wollen. Das Ziel ist es, den ,naiven” Schétzer = 3 [e~"Tmax{2 3 SZ-(]) — K,0}] zu
j=1 i=1

verbessern. Wir definieren dazu die Zufallsvariable X als

1 n
X :=e T -3 S — K,0}.
e max{ni:1 i }

Im einleitenden Abschnitt oben haben wir bereits gesehen, dass wir neben arith-
metischen Asiatischen Optionen auch Asiatische Optionen bzgl. des geometrischen
Mittels betrachten kénnen. Fiir diese existieren Verteilungen der Summe, weshalb
wir Erwartungswerte berechnen kénnen. Die erwartete Ndhe von geometrischem
und arithmetischem Mittel wollen wir ausnutzen und die Kontrollvariable

Y = e "Tmax{ | HSi — K,0}
i=1

definieren. Wir wollen hier sowohl fiir die Schitzung des arithmetischen Mittels
als auch fiir die des geometrischen Mittels die gleichen Simulationsergebnisse be-
nutzen, weshalb die beiden Zufallsvariablen mdéglicherweise korreliert sind.

In Gleichung 4.1 haben wir gesehen, dass, wenn wir das underlying asset durch
eine geometrische Brownsche Bewegung beschreiben, die geometrische Summe der
beobachteten Werte S; des Underlying die folgende Form hat:

pP,=7 HSi = ea:p(%Zln(Si)).
| i1 i=1
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Weiterhin wissen wir, dass die S; fiir alle 1 < ¢ < n genauso verteilt sind wie

o2\
Soer=T)ibe+oWin,  Daraus folgt weiter, dass P, verteilt ist wie

mit R() (r %Q)iAt +oWin, ~N((r— %)iAt, 02i/\;). Wir definieren weiter

1 o2 .
exp(EZln(So)[(r - ?)ZAt +oWip,]) = So exp(
i=1

3\'—‘

D . L _ (n+1)n
% Z R(i) und berechnen unter Verwendung der Summenformel iglz = %
und der Deﬁmtion Ny = % den Erwartungswert
I, . 1& o1 o’ L o s,
[ﬁ;R(l)] = ﬁ;E[R(Z)] = E;(T - 7)1At = E(T - E)iz:glﬁt
o n+1 oln+1T
(—7) 5 A1t—(7’—?) 5 E_’MT'

Schreiben wir R um zu
7= LS R() =L nR(1) + (n - D(RE) - RO + (n - 2)(RG) - RE)
i=1

+ ...+ (R(n)—R(n-1))],

so folgt mit der aus der Unabhéngigkeit der Zuwichse der Brownschen Bewegung
folgenden Unabhingigkeit der Zuwéchse R(i + 1) — R(7) und unter Verwendung

der Summenformel iZQ = w fiir die Varianz von R dann
i=1
Var(R)
1
= ﬁ[nQVar(R(l)) +(n—1)*Var(R(2) — R(1)) + ... + Var(R(n) — R(n — 1))]
1., o? 9 o?
= ﬁ[n Var((r— ?)At +oWa,)+ (n—1)*Var((r — ?)At +o(Wan, — Wa,))
2
o
+ ..+ Var((r— ?)At +o(Wan, = Wn-1a,))]
1
= ﬁ[n%'QAt +(n— )2 AL+ JQAt —UQAtZZ
1 D(2n+1 2 H(2n+1
L pp D@t ) et DEn k),
n 6 6n
a?n+1)2n+1)T

9
= — =0T
6n n o

d.h. Rist N(aT,52T) verteilt. Daraus folgt fiir unsere Kontrollvariable Y dann

E[Y] = Ele"Tmax{S; e¥ — K, 0}]

N

=, 52 - P
= Ele " max{e"" AT TIT g FH0—A=T)T _ K 0}],
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wobei R+ (r—ji— %2)T ~ N((r— %Q)T, &%T). Wir sehen, dass wir an dieser Stelle
die Black-Scholes Formel anwenden kénnen, wenn wir in der iiblichen Formel

BS(Sy, K,r,T,0) = Ele " 'mboxrmaz{Sy e — K,0}],

52
wobei R ~ N ((r — %Q)T, 02T), Sy durch Sy ="+ ZT)T und o durch & ersetzen.
Wir kennen nun also den Erwartungswert von unser Kontrollvariablen Y, weshalb
wir nun die neue varianzreduzierte Schitzvariable X aus 4.3 definieren kénnen als

Cov(X,Y)

X =X - b*(Y — E[Y]) mit b* = Var(Y)

Den Erwartungswert E[Y] konnen wir wie gezeigt mit der Black-Scholes Formel
berechnen. Die Varianz von Y sowie die Kovarianz von X und Y werden wir - wie
bei der Schitzung von b* in Gleichung 4.4 erklart - schitzen. Um diese Anwen-
dung klarer zu machen, wollen wir einen Pseudo-Code angeben, mit welchem wir
in diesem Modell den Preis einer Asiatischen Call-Option mithilfe der Kontrollva-

riablen Y = e "Tmax{( [ S;)"/™ — K,0}, welche wie oben den “zufilligen* Wert
1

j=
einer geometrischen Asiatischen Option beschreibt, berechnen kénnnen.
Algorithmus 4.1 (Preisberechnung einer Asiatischen Call-Option mit Kontroll-

variable).

1. Input: m (# simulierte Pfade), n (# Beobachtungs-/Diskretisierungspunkte),
T, So, r, o, K, m’ (# simulierte Pfade fiir Pilot-Run (< m))

2. Berechnung des Black-Scholes-Preises der geom. Asiatischen Option (= E[Y]):

~ 0'2 n
O
52 = (n+1)éi7;+l)o
52
(b) Setze BS, = BS(Soe "+ 5T K r T, 5)
3. Pilot-Run:
(a) Firi=1:m’

i. Erzeuge einen diskreten Pfad der geom.Brownschen Bewegung (S j)@ i<n

ii. Berechne den ,Wert des Pfades* einer arithm. Asiatischen Option
X/ .= Vba(S(i)) = e_TTmax{% > S](-i), 0}
j=1
iii. Berechne den ,Wert des Pfades” einer geom. Asiatischen Option
Y0 =V, (50 = e_rTmaX{(jl;Ilsj(z))l/", 0}

— m
(b) Berechne den Durchschnittswert der arithm. asiat. Option X’ = % P4
i=1

_ m
(¢) und den der geom. Asiatischen Option Y/ = -1, > y'@)
i=1

d) Berechne die Stichprobenvarianz des Wertes der seom. Asiatischen Op-
g
m’ 1(3) _377)2
tion Var(Y') = Zl:l(n}:,—_ly)
(e) und die Stichprobenkovarianz von X’ = (X' . X"(m)) ynd Y’/ =

(YD), . Y)Y Con(X7, ) = Zim VI XD

m/—1
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(f) se‘tze b*‘: %&};/)
4. eigentliche Simulation:
(a) Fiir i=1:m
i. Erzeuge einen diskreten Pfad der geom.Brownschen Bewegung (Sj)gg j<n
ii. Berechne den ,Wert des Pfades“ einer arithm. summierten Asiati-

schen Option X @ := V;,(S®) = e T'max{1 3 Sj(,l)7 0}
Jj=1
iii. Berechne den Wert des Pfades” einer geom. summierten Asiati-

schen Option Y := V()Q(S(i)) = e "Tmax{ pf H S Z), 0}

m
(b) Berechne den Durchschnittswert der arithm. asiat. Option X = 2 Z
=1

~m
_ m
(c) und den der geom. Asiatischen Option ¥ = 1 SY®
1=
5. Output: Call-Preis der Asiatischen Option C = X — *(Y — BS,)

Eine weiter Varianzreduktionsmethode, die wir im Folgenden kennenlernen wollen,
ist das Importance Sampling.

4.2.2 Importance Sampling

Die Idee, die hinter der Importance Sampling Methode steckt, ist, durch einen
Mafswechsel gewisse ,wichtige Werte bei der Berechnung des Mittelwerts bei der
einfachen Monte Carlo Methode mehr zu gewichten, um dadurch die Varianz zu
verringern. Wir werden uns bei der Einfiihrung dieser Methode wieder an [11]
orientieren. Sei nun X ein m-dimensionaler Zufallsvektor, f(x) die zugehorige m-
dimensionale Dichtefunktion und h(x) eine Funktion, sodass der Erwartungswert

0:=Eh(X)] = [ h@)f(a)da
existiere.

Sei g(x) eine weitere Dichtefunktion, so dass der Triger von g Obermenge des
Trégers von hf ist, also supp(g) 2 supp(hf). Dann gilt

_ _ h@2) (@) o vae — g, (PEFX)
I=EACN= [ o) PO =B g 09

E4 bzw. E; bedeuten, dass die Erwartungswerte iiber eine bzgl. der Dichte g bzw.
der Dichte f erzeugte Zufallsvariable gebildet werden. Wenden wir dies auf den
yhaiven Monte Carlo Schitzer 6 an, so gilt also

" fX“) (X;)
; Z (xs)

wobei die X @ fiir alle i unabhingig identisch verteilt seien. In der ersten Summe
werden sie allerdings bzgl. der Dichte f (deshalb X¢), in der zweiten Summe bzgl.

3\*—‘
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der Dichte g (deshalb X) erzeugt.
Fiir die Varianz von 6 folgt

X(Z) iid 1 FXS (xS

Var(6 —ZV g(XéZ)) ),

FEXERXE)
a(X5")
(vorausgesetzt die Funktionen sind messbar). Da h(x) in der Anwendung gewthn-
lich dem Wert eines Finanzderivats entspricht, wollen wir h(x) als nichtnegativ

voraussetzen. Es folgt dann h(z) > 0 fiir alle = € supp(hf).

Wir sehen, dass die Varianz von 6 bzw.  minimiert wird, wenn wir g(z) als Vielfa-
ches von h(x) f(x) wihlen. Dazu ben6tigen wir das hf zu einer Dichte normierende
Integral [supp(ns) 11(s)f(s)ds. Dann kénnten wir schreiben

h(z)f(x)
fsupp(hf) h(s)f(s)ds

denn aus der Unabhéingigkeit der X éi) folgt auch die Unabhéngikeit der

g(z) =

und die Varianz von 6 wire 0. Das Problem an dieser Uberlegung ist, dass das
Integral nicht l6sbar ist. Der Grund, warum wir {iberhaupt die Monte Carlo Si-
mulation durchfiihren, ist ja genau die mangelnde Berechenbarkeit eben dieses
Integrals. In der Praxis ist diese ideale Wahl von g also nicht mdéglich. Immerhin
wissen wir jetzt aber, dass wir g von méglichst dhnlicher Form wie hf wihlen
sollten.

Wir gehen deshalb nun davon aus, dass wir die Suche nach einer geeigneten Dich-
tefunktion g(x) auf eine Klasse von Funktionen gsz(x) einschréinken kénnen.
stellt hier den Parameter dar, fiir den wir im Folgenden einen optimalen Wert fin-
den wollen. Optimal bedeutet hierbei natiirlich die Varianz Var(0) minimierend.
Betrachten wir diese Varianz deshalb genauer. Es gilt

XK ACOFX) L OFX)
Vo= )~ Bl Gy - Bl 5y
@) f @) XX,
<o g el gy T
— 0y max (MO g 0a(8) - 0,),

zesupp(gs)  9s(x)

wobei 6, hier klarmachen soll, dass # noch vom Parameter 8 abhidngt. Wir erhal-
ten eine obere Grenze fiir die zu minimierende Varianz. Um das fiir diesen Fall
optimale S zu finden, reicht es nun also den Ausdruck

i (@[ (@),

f) = max

4.6
zesupp(gs)  gs(x) (46)

bzgl. 8 zu minimieren. Dies liegt an der Tatsache, dass fiir alle 3 gilt

hX)f(X)

M) = Fae 0 )

]:9ﬁ
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und es somit dquivalent ist den Ausdruck 05(M (5) —605) und den Ausdruck M (5)
Zu minimieren.

Mithilfe dieses 8 bzw. der Dichte gg konnen wir dann den Erwartungswert auf
der rechten Seite der Gleichung 4.5 wie gewohnt als Monte Carlo Schitzwert be-
rechnen.

Im Folgenden wollen wir diese Methode fiir die Bewertung einer Asiatischen Opti-
on nutzen. Sei das underlying asset wieder eine geometrische Brownsche Bewegung
definiert durch

5 i
o2 (r=%)iletor /Ay 2, .
Si = Si_1e" T TV AT = Goe = mit Z; N0, 1),

Dann gilt fiir den Call-Preis C einer Asiatischen Option

n

., 1
C=e TEZNN(O,I)maX{(EE Si) = K, 0} = Ezno,n[Vo(2)],
=1

mit Z = (Z1, ..., Zn)", Vo(Z) := e " Tmax{L f S; — K,0}, wobei V in dem Sinne
von 7 abhingt, als dass die S; jeweils von éz 1abh§ingig sind. Wir schreiben aber
statt S;(Z;) im Folgenden weiter nur S; und sind uns dariiber bewusst, dass Vj
auf diese Weise indirekt von Z abhingt. Die Kovarianzmatrix I in der mehrdimen-
sionalen Normalverteilung N'(0, I) sei natiirlich die Einheitsmatrix.

Wir gehen nun davon aus, dass unsere Importance Sampling Verteilung von der
Form N (B, I) sei mit Parameter 8 = (841, ..., B,)T, wir also einen Makwechsel in
Form einer Verschiebung des Erwartungswerts der Normalverteilung durchfiih-
ren. Um die obigen Bezeichnungen beizubehalten, sei also f(x) die Dichtefunktion

der n-dimensionalen Standardnormalverteilung N (0, I), also f(x) = \/21—”6_%9”%

)

und g4(z) sei die Dichtefunktion der n-dimensionalen Normalverteilung N (3, I),

also gs(z) = \/21771 e~ 28" (@=B) Der Quotient % ergibt sich dann als

_1.T
f() LY

gs(x) o~ 3@=B)T(z—p)

Damit folgt mit Gleichung 4.5 fiir den Preis C der Asiatischen Option

8Tp_
C=EznonVo(Z)] =EznenVo(Z)e 12y

Wir sehen, dass wir hier einen Mafkwechsel durchfiihren, den wir bei der Simu-
lation natiirlich beachten miissen. Haben wir bei der Simulation der Pfade der
geometrischen Brownschen Bewegung die Zuwéchse AW; des Wiener Prozesses
W bislang fiir alle 1 < 7 < n durch AW; = /A1 Z; ~ N (0, ;) simuliert, so miis-
sen wir diese nun durch die Zuwéchse des Wiener Prozesses mit hinzugefiigtem
Erwartungswert 22:1 B/ D¢ ersetzen. Diese Zuwéchse ergeben sich dann fiir alle

ials AW; = VA(Zi + Bi) ~ N(Bi, Nr).
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Wie wir in der theoretischen Elnfuhrung gesehen haben, miissen wir nun den Aus-

druck M(5) = max {Vo(z)f)(z } aus Gleichung 4.6 beziiglich 5 minimieren.
zesupp(gs) - 9917

Das S, fiir welches dieser Ausdruck minimal ist, wollen wir 8* nennen. Da wir in-
nerhalb des Ausdrucks wiederum das Maximum iiber VOQL(Q(Z)
Dichtefunktionen der Normalverteilung darstellen, also f(z) > 0, gs(z) > 0 gilt,
konnen wir den Fall, dass Vj(z) = 0 ist, vernachléissigen. Es reicht also Vp(z) > 0

suchen und f und gg

zu betrachten und somit fiir dieses Problem Z S; — K > 0 vorauszusetzen.

Die notwendige Bedingung supp(Vyf) C supp(g,;) ist also auch sichergestellt. Be-
trachten wir nun wieder den Ausdruck

Vo(2) f(2) o,
M - Vo) f(2), _ ; :
(B) Zesﬁi’%{(w){ 95(2) } zESlirI:l);g({VOf){ 0(z)e }
— max {eP0bEHEE5T5y
Vo(2)>0

T
Um den Ausdruck em(V0E)+52 =672y In(Vo(2)) + ﬁ — ATz in z zu maxi-
mieren und den gesamten Ausdruck in 8 zu minimieren, ergeben sich analytisch
die folgenden beiden Bedingungen:
VVo(2)
Vo(2)

Insgesamt suchen wir also das 8* mit

B = und 8" = z.

VVo(8Y)
Vo(B*)
Dieses wollen wir wie in [6] numerisch finden.

n
Dazu benétigen zunéchst den Gradienten von Vp = e*’”Tmax{% Z S; — K,0}. Da

5 = (4.7)

wir uns - wie oben erwihnt - beim Maximieren auf den Fall, dass + Z Si—K >0
=1
beschrinken wollen, ist Vj differenzierbar und fiir alle 1 <i <n gllt

—rT S o
oy ACTES 1) _Tle
ag; 35? - 1007
erTizn:Sj N RVFAVEREGE:) (4.8)

0S; 8(506<T_§)jAt+0\/EZi:1 ,BZ)
0B} N 0B}

_ ) (Spe GV i By o/Dp = S - o/, fallsi < j
0, falls ¢ > j.
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Weiterhin bemerken wir, dass jeder Vektor von Samples der Standardnormalver-
teilung Z = (71, ..., Zy) eindeutig einen diskreten Pfad S = (51, ...,S,) festlegt
und damit auch den zugehorigen Payoff V.

Nehmen wir an, wir kennen den Wert Vj und setzen diesen gleich y, so kénnen
wir die 3 mit den Gleichungen 4.7 und 4.8 iterativ berechnen. Wir beginnen mit

B*1(y):

7

eTTLS S, oV oVBi(e T T(L S S - K + K))
j=1 . J

-t

B oD (Vo + e_TTK) B oD (y + e_TTK)
- Vo B y

Als nichstes konnen wir dann

0'2 *
Si(y) = Soe(T_T)At+"\/EBl (v)

berechnen, daraus wiederum 8*5(y) = 5% (y) —

~T LG, (y)oy/A
£ ly(y)a ¢ denn

n n
eTL Y SpoVA e TINS oVEL gy
J=t _ n

Jj=i+1

—S; o/
5*z‘+1 - ﬁ*z’ = - ( Uﬁ)

Yy Yy Yy
e TLs o/
= B =8~ = ; -

Iterativ erhalten wir so die von y abhingigen 8*,(y) und S;(y). Anstatt das ge-
eignete * zu finden, miissen wir nun also nur das y finden, welches den Payoff

3
e*TT(%ZIS’i(y) — K) =V = y liefert, also die Losung der Gleichung
1=

y= TS 0) - K)
=1

berechnen.

Nach [6] zeigen numerische Versuche, dass die Gleichung eine eindeutige Losung
besitzt, welche sich beispielsweise leicht mit dem Intervallschachtelungsverfahren
approximieren ldsst. Wir konnen die soeben kennengelernte Methode wieder in
einem Pgseudo-Code zusammenfassen:

Algorithmus 4.2 (Preisberechnung einer Asiatischen Call-Option mit Tmport-
ance Sampling).

1. Input: m (# simulierte Pfade), n (# Beobachtungs- /Diskretisierungspunkte),
T7 SO? r’ 0—7 K

2. Berechnung von y als Losung der Gleichung y = e~

n
TT(%ZlSi(y) — K) (mit
1=
Intervallschachtelung):

(a) Berechne iterativ die 8;(y) und S;(y) mit:
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1. ﬁl(y) = %(g\/Kt(y _ e—rTK)))
. S1(y) = Soelr—T)ArtoVDibi()
ii. Fir 1i=2:n

A. Bily) = Bioa(y) — Sty

y
B. Si(y) = Siile(T_%)At‘i‘U\/Eﬁi(y)

(b) Definiere damit die Funktion f(y) = e_TT(%éSi(y) — K) —y und

fithre das Intervallschachtelungsverfahren zur Nullstellensuche durch.
n
(c¢) Output: Nullstelle y*, welche folglich die Gleichung y = e_TT(% > Si(y)—
i=1

K) 16st.

3. Berechne den Vektor 5(y*) mithilfe des obigen Algorithmus (aus 2.(a))

4. Berechnung des Call-Preises der Asiatischen Option beziiglich des gednder-
ten Mafses (statt in der Simulation der Pfade der geometrischen Brownschen
Bewegung (.5;); die Z; ~ N(0,I) zu simulieren, simulieren wir diese Z; als
zufillige Werte der Normalverteilung mit Erwartungswert 8 N (3,1)):

(a) Fiir j=1:m
i. Simuliere einen diskreten Pfad der geometrischen Brownschen Be-
wegung (beachte den Mafwechsel):
Fiir i=1:n
o Z;=Bi+ Z; mit Z; ~N(0,1)
2
° Sz — Sifle(r_%)At—l—GWi
ii. Berechne den ,Wert des Pfades* unter dem neuen Mafs:
~ . n
CV) = e Tmax{ ¥ S, — K, 0}
i=1
i -~ . T -~
iii. Rechne den Wert um ins urspriingliche Mag: CU) = CU Je 2872

(b) Berechne den Call-Preis der Asiatischen Option als Mittelwert der ein-
zelnen ,Werte der Pfade:

4.3 Berechnung von Preisen und Fehlerabschitzung

Zum Abschluss der Bewertung von Asiatischen Call-Optionen im Black-Scholes
Modell wollen wir noch ein paar mithilfe der in diesem Kapitel erarbeiteten Algo-
rithmen berechnete Preise angeben. Um die drei Verfahren vergleichen zu kénnen,
wollen wir noch einmal auf einen sinnvollen Fehlerbegriff eingehen. Da sich Preise
Asiatischer Optionen nicht einfach mit der Black-Scholes Formel oder anderen
analytischen Formeln berechnen lassen, kénnen wir den Fehler der Monte Carlo
Methoden nicht als Differenz zum ,richtigen” (Black-Scholes-) Preis angeben. Wir
wollen Fehler deshalb iiber die zu beobachtende Stichprobenvarianz abschéitzen.
Entstehen beim Berechnen von Call-Preisen hohe Streuungen, so liegt es nahe,
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dass die Methode ungenauer ist als eine Methode, bei welcher nur kleine Streuun-
gen auftreten. Wir wollen im Folgenden deshalb fiir alle drei in diesem Abschnitt
vorgestellten Verfahren jeweils 50 mal den gleichen Call-Preis berechnen, diese
Preise mitteln und die Stichprobenvarianz der Preise als Vergleichskriterium be-
trachten. In unserem Beispiel seien r=0.1, K=100, 0=0.4, T=1, n=250 (Diskre-
tisierungspunkte), m=>50000 (Pfade) und m’=12400 (Pfade beim Pilot-Run der
Kontrollvariablenmethode). Wir variieren den Startwert des underlying assets Sp.
Es ergeben sich dann die folgenden Call-Preise und Varianzen:

So Naive Simulation Kontrollvariable Importance Sampling

Preis ‘ Varianz Preis ‘ Varianz Preis ‘ Varianz

95 | 8.4014 [4.00-107° | 8.3999 [ 0.011693-107% | 8.3974 | 0.33592:10°
100 | 11.1618 | 4.30-107? | 11.1606 | 0.011568-107% | 11.1656 | 0.56883-10~°
105 | 14.2994 | 6.70-10~3 | 14.3080 | 0.022483-10~% | 14.3126 | 0.63322-10

Wir sehen, dass beide Varianzreduktionsmethoden erfolgreich sind und die Va-
rianz deutlich verringern. Vergleicht man die beiden Varianzreduktionsmethoden
miteinander, so sieht man, dass die Kontrollvariablenmethode noch deutlich ge-
nauere Ergebnisse liefert. Allerdings miissen wir dazu sagen, dass diese im Ver-
gleich zum Importance Sampling das fiinf- bis sechsfache der Rechenzeit benotigte.

4.4 Put-Call-Paritit

Nehmen wir an, wir befinden uns weiter im Black-Scholes Modell. Von Euro-
paischen Plain-Vanilla Optionen kennen wir bereits die Put-Call Paritat, welche
besagt, dass

C,—P=8—-—Ke™ T Yv<t<T,

wobei Cy der Call-Preis der Option mit Laufzeit T zum Zeitpunkt t und P; der
Put-Preis der Option mit Laufzeit T zum Zeitpunkt t sei. Verwenden wir diese
Put-Call-Paritét, so ist es leicht, mithilfe des Call-Preises, den wir mit den Mon-
te Carlo Methoden schétzen, auch den Put-Preis einer Option zu berechnen. Um
auch den Put-Preis Asiatischer Optionen berechnen zu kénnen, leiten wir nun eine
dhnliche Put-Call-Paritét fiir arithmetische Asiatische Optionen bei diskreter Be-
obachtung her. Die Werte der Asiatischen Call- bzw. Put-Optionen im Zeitpunkt
t (= Ay fiir ein 0 <4 < n) ergeben sich bekannterweise als

T 1 n—i
Cy=e T t)E[max{n — Z,JE:ISHAtj — K, 0}|F] bzw.
Pt = eiT(Tft)E[max{K — Lng_ist_i_A i 0}‘Ft]
n — ijl t]?

Bei (F:): handelt es sich wieder um die vom zugrundeliegenden Wiener Prozess
erzeugte Filtration, was hier bedeutet, dass wir die Werte des underlying assets
(Ss)s fiir alle s < t kennen. Es ergibt sich dann die
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Satz 4.3 (Put-Call-Paritat fiir Asiatische Optionen).
Fiir Asiatische Optionen gilt:

St [1 —e T _ (Tt
—(t/D)" 1 —e o

C; — K] fiir alle t = Ayi mit 0 <i <n.

Beweis. Mit einer einfachen Fallunterscheidung fir die Falle, dass
n—
Z St1na < K und — Z St+n,j > K sehen wir, dass
. —i

1 n—i
ZStJrAm K,0}|F] — E[max{K — EZSHAtijH}"t]
=1

max{

= E[fZStJrAtj — K| F].
n ijl

Weiter folgt mit Gleichung 2.1 von Seite 19, dass fiir alle 1 < j <n —1
E[StJrAtj’ft] = E[St’ft]erAtj = SterAtj.

Damit folgt:

1
C,—P=e"TDE max{ ZSHA” K,0}|F;] — Emax{K — — ZSH-AM,O}"Ft]]
7j=1
— eir(Tit)E[EZSH‘A” - K’ft]
Lin. , —r(Tt) n ZIE St Fe] — K]
j 1

_ —r(T—t) rAtj _ o r(T—t) 2t LAY

e [ —i.z_:Ste Kl=e [n_ij;(e ) — K]
) (1) S, erOe((n—i)+1) _ oriy B
=€ [n — GTAt —1 ) K]

St e—rT+rt+rAtn—'rAti+rAt _ e—'rT—H‘H-'I‘At o (T—t)

= - " K

n— z( erfe — 1 ) e
(3_) St (erAt _ e*T‘(T*t)“r’l“At) B e_r(T—t)K

n = (t/A) v
@ S 1—e (=1 ) — et

on— (t/At)< 1 —e ot

Im Umformungsschritt (1) haben wir die geometrische Reihe fiir x # 1

momtl) 1 m (mtl) g
i _ = i
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fiir x = €™t # 1 benutzt. In Umformungsschritt (2), dass t = Ay sowie, dass
ANy =T gilt. In (3) erweitern wir den Bruch

erAt o efr(Tft)+7“At

erbe — 1

mit e "8t O

4.5 Das stochastische Volatilitatsmodell nach Heston

Bisher haben wir uns darauf beschrénkt, Preise im Black-Scholes Modell zu be-
rechnen. Dazu mussten wir immer eine geometrische Brownsche Bewegung simu-
lieren, deren Pfade den Werteverlauf des underlying assets beschreiben sollen.
Bei ,Plain-Vanilla“ Optionen kénnen wir den Call- bzw. Put-Preis mithilfe der
beriihmten Black-Scholes Formel berechnen. In der Realitdt kénnen wir jedoch
beobachten, dass Optionspreise, welche mit der Black-Scholes Formel berechnet
werden, nicht genau mit den am Markt zu beobachtenden Preisen iibereinstim-
men. Dies liegt unter anderem daran, dass die Volatilitdat ¢ im Black-Scholes
Modell als konstant angenommen wird. Am Markt ist aber zu beobachten, dass
die implizite Volatilitit, also die Volatilitét, die durch empirische Optionspreise
bestimmt wird, stark von der Laufzeit und dem Strike-Preis (bzw. der Moneyness)
abhéngt. Betrachtet man die Black-Scholes Formel als Funktion des Marktprei-
ses von Optionen, welche die zugehorige implizite Volatilitat angibt, (d.h. alle
anderen Kennzahlen seien fest gewéhlt,) so kann man abhingig vom Marktpreis
die passende implizite am Markt vorherrschende Volatilitdt bestimmen. Trégt
man die implizite Volatilitdt in einem Diagramm abhéngig vom Strike-Preis auf,
so entsteht eine Art ,smile”; d.h. die minimale Volatilitit ist etwa beim ,at-the-
money“ Strike-Preis zu finden, wohingegen die Volatilitdt sowohl unter- als auch
oberhalb davon ansteigt. Dieser sogenannte ,Volatilitats-Smile* fithrte dazu, dass
Modelle entwickelt wurden, in denen die Volatilitit o als von der Zeit abhingige,
also deterministische, Funktionen angenommen wird. Um die Zufélligkeit weiter
zu erhdhen, wurden dann sogenannte ,stochastische Volatilitdtsmodelle* entwi-
ckelt, bei denen die Volatilitidt, wie der Name schon vermuten l&sst, durch einen
stochastischen Prozess beschrieben wird. Eines der bekanntesten stochastischen
Volatilitatsmodelle ist das von Heston. Das underlying asset S wird dabei durch
die folgenden stochastischen Differentialgleichungen beschrieben:

Definition 4.4 (Das stochastische Volatilitdtsmodell nach Heston - nach [13]).
dS; = Si(rdt + /o, dW}')
dvt = C(@ — Ut)dt + Oé\/’LTtdWE

Dabei ist ¥ der Langzeit- bzw. Mittelwert der Volatilitdt, ¢ der Mean-Reversion
Faktor, d.h. der Faktor, der bestimmt, wie stark der Volatilitdtsprozess von seinem
Mittel- bzw.Langzeitwert ,angezogen* werden soll und « die Volatilitét der Volati-
litat. Wir wollen nun wieder arithmetische Asiatische Optionen bewerten. Nehmen
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wir dazu an, dass W;' und W Wiener Prozesse seien und Wy = (W}, W2)T N(0, %)-

verteilt sei mit Kovarianzmatrix
Y=t Lo mit p € [—1,1]
p 1 Y

Offensichtlich miissen wir zunichst wissen, wie genau wir mehrdimensionale nor-
malverteilte Zufallsvariablen, insb. also die Korrelation von Wj! und W2, simulie-
ren kénnen.

Im allgemeinen Fall, also fiir d > 2 sei dazu Z = (Z(l), . Z(d))T ein Vektor aus
unabhiingigen standardnormalverteilten Zufallsvariablen Z(® und ¥ eine symme-
trische und positiv definite d xd-Matrix. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass
nun eine invertierbare Matrix L existiert mit ¥ = LL” (siehe bspw. auch [3]). Wir
behaupten nun, dass Y:=LZ dann N (0, X)-verteilt ist.

Satz 4.5 (aus [3]).

Cegeben d > 2, ein d-dimensionaler Zufallsvektor Z = (Z(), ..., Z)T mit un-
abhéingigen, jeweils standard-normalverteilten Komponenten, eine invertierbare,
reelle dxd-Matrix L sowie ein Vektor p = (1, ..., ug)? € R?, besitzt LZ + p die
Dichte

1 1 -
(2m) 972 (det %) 5@ —m) 87 @ — ),

wobei ¥ = LLT und folglich det ¥ = (detL)? gilt.

(bu,Z(x) = 1/2 emp(_

Wihlen wir p = 0, so liefert uns dieser Satz, dass Y=LZ tatsiachlich N (0, X)-
verteilt ist. Aus der Numerik der linearen Algebra wissen wir, dass die Matrix L
mithilfe der Cholesky-Zerlegung fiir symmetrische und positiv definite Matrizen
als untere Dreiecksmatrix bestimmt werden kann. Ein Pseudo-Code aus [6] befin-
det sich im Anhang.

Im Fall, dass Y und Z zweidimensional sind, also Y = (Y1), YONT ynd Z =
(zW, ZzHT und die Kovarianzmatrix von Y gegeben ist durch

Y O'% pPo102
pPO109 o3 ’
ergibt sich folgendes:

Wir wihlen den Ansatz, dass L die Form

li1 0
I =
<521 122)

besitzt, womit uns die Cholesky-Zerlegung liefert, dass

2 l 0 l l 2 l11l
Y= LT = 01 po102\ _ [t11 11 21 _ 11 11621 :
</70102 o3 lor laa) \ O 22 il 13+ 13,

woraus sich wiederum fiir L leicht ergibt, dass

L= (" 0 :
poy  o24/1— p?
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Wollen wir nun Y simulieren, so reicht es uns wieder Z() ~ A(0,1) und Z® ~
N(0,1) zu simulieren, denn wir setzen dann

Y =W Yy = L(zW, 2CNT = (6:2W | poo ZM) 4 g91/1 — p2 2T

Kommen wir nun zu unserem Ausgangsproblem zuriick, bei welchem wir Pfade
des mehrdimensionalen Prozesses W = (W}, W2)T, wobei W} und W2 Wiener

Prozesse seien und deren Kovarianzmatrix durch
s—t (1 P wmitpe-1,1]
p 1 ’

gegeben sei, simulieren wollen. Mit dem soeben gezeigten und o1 = oo = V/t
wissen wir nun, dass wir die Pfade der W;! und W} simulieren kénnen durch

W =020 = vtZW und W2 = poeZW+o9\/1 — p2 23 = Vi(pZW /1 - p22?),

wobei Z() und Z? standardnormalverteilte Zufallsvariablen seien.

Im n#chsten Schritt ,diskretisieren” wir die beiden stochastischen Differentialglei-
chungen mit dem Euler-Maruyama Verfahren, um Pfade simulieren zu kénnen.
Die beiden das underlying asset beschreibenden Gleichungen lauten dann:

Vir1 = v; + (0 — v;) Ay + a\/ii\/Kt(PZz’(l) + mzi(z))
Sig1 = Si + Si(ris + (/2

fiir 1 <4 < n und gegebene vy und Sy. Damit erzeugen wir wieder m (diskrete)
Pfade (SZ-(J ))i,l < j < m des underlying assets, womit wir dann wie tiblich den
Preis einer Asiatischen Call-Option berechnen kénnen tiber

;i T max{ ~ Zs ~K,0}).

Im Anhang befindet sich - neben den Codes fiir die Berechnung der Call-Preise
der Asiatischen Optionen aus der obigen Tabelle - auch ein Matlab-Code, welcher
Preise von Asiatischen Call-Optionen im Heston Modell berechnen kann.
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5 Fazit

In dieser Arbeit haben wir gesehen, dass dynamische Monte Carlo Methoden ein
wichtiges Hilfsmittel, vor allem zur Bewertung von pfadabhéingigen Optionen dar-
stellen. Dies haben wir am Beispiel der Asiatischen Optionen herausgestellt. Wie
wir gesehen haben, besitzen Monte Carlo Methoden meist ein im Vergleich zu
anderen Methoden relativ hohes Maf an Ungenauigkeit, weshalb wir Methoden
kennengelernt haben, die die Streuung der berechneten Preise minimieren. Bei
der Berechnung von héher-dimensionalen Integralen bzw. Erwartungswerten stel-
len sich Monte Carlo Methoden so als sinnvolle Moglichkeit zur Berechnung von
Optionspreisen heraus. Der grofse Vorteil der Monte Carlo Methoden besteht dar-
in, dass sie immer anwendbar sind, auch wenn die Dimension des zu berechnenden
Hntegrals® sehr hoch ist, was u.a. bei Asiatischen Optionen der Fall ist.

Da in der Praxis meist - wahrscheinlich der Einfachheit halber - das Euler-
Maruyama Diskretisierungsverfahren benutzt wird, haben wir uns in dieser Arbeit
ebenfalls darauf beschrankt. Fiir weiterfithrende Arbeiten wire es interessant zu
schauen, wie grofs der Vorteil bei der Konvergenzgeschwindigkeit ist, wenn wir
stattdessen mit dem Milstein-Verfahren diskretisieren wiirden. Weiterhin sind wir
im {berwiegenden Teil der Arbeit davon ausgegangen, dass wir uns im Black-
Scholes Modell befinden. Im letzten Teil haben wir jedoch gesehen, dass es mog-
lich ist, die kennengelernten Verfahren auf komplexere Finanzmarktmodelle - wie
sie in der Realitit verwendet werden - zu erweitern. Am Ende des Kapitels, in der
wir dynamische Monte Carlo Methoden eingefithrt haben, sind wir beispielsweise
auf Mixed Jump Prozesse eingangen, welche neben der stochastischen Volatili-
tat eine weitere Moglichkeit darstellen, das Black-Scholes Modell zu erweitern.
Sicherlich ist es interessant auch in solchen Modellen Optionspreise mit Monte
Carlo Methoden zu berechnen. Ein weiteres Beispiel fiir pfadabhéngige Optionen,
fiir welche Monte Carlo Methoden in der Praxis relevant sind, sind doppelte Bar-
riereoptionen. Deshalb ist sicher auch die Anwendung der Verfahren auf diesen
Optionstyp interessant.
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6 Anhang

Markov-Ungleichung und Borel-Cantelli-Lemma

Nach [3] gilt der folgende :

Satz (Markov-Ungleichung). Sei X eine reelle Zufallsgrofe auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, F,P). Dann ist fiir jede monoton wachsende Funktion g : [0, 00) —
[0,00) und jedes ¢ > 0 mit g(¢) > 0:

POXI 2 1) < 9™ [ g(IX AP < g(1)Elg(1X)]

Im obigen Beweis nutzen wir die Ungleichung fiir g(t) = t2, also als

P(|X|>t) < t‘z/ X2dP < t72R[X?]
|X|>t

Weiterhin gilt nach [3] auch das folgende

Lemma (von Borel-Cantelli). Sei (A,)n>1 eine Folge von Ereignissen in einem
Wabhrscheinlichkeitsraum (€2, F,P). Dann gilt

Z]P’(An) < oo = P(lim sup4,) = 0.

n>1 n—oo

Sind die A,,n > 1, aukerdem unabhéngig, gilt auch die Umkehrung oder, dqui-
valent hierzu:
ZIP’(An) =00 = P(lim supA4,) = 1.

n>1 n—00

Dabei gilt

lim supA, = {w € Q: w liegt in unendlich vielen A, }

n—oo

Beweis von Bemerkung 3.10:

Aussage: Seien die Wartezeiten zwischen dem Auftreten zweier Ereignisse (7;)i>1
unabhéngige, exponential-verteilte Zufallsvariablen mit Parameter A, so ist

i
Ny = Loy mit T = > 7
i>1 ot
ein Poisson-Prozess mit [ntensitdt A.

Beweis. (i) Ny =0, denn: Ty>7, = 0 fiir t=0, da T; > 71 >0 Vi > 1
(ii) Die Unabhéngigkeit der Zuwéchse folgt aus der ,Gedéchtnislosigkeit der Ex-
ponentialverteilung

53



(iii)
P(Ngpy =k) =P(11 + .. + 7 <t 71+ o 4 Ty1 > 1)
=P(r1 + ... + 7 < t)P(1k 1 >t—(7'1+...+7k)|7'1+...+7'k <t)

(*) t \kpk—1 )
/ MY g,00) ()d2 - ( T e Y10,00) (W) dy - Tz<t)

t—x
Ak+1 1w oo —ac
:(k—l)!%) ahte? d:ﬁ-l e M )]lxgt(y)dy
Ak (O SRR VI RN
AN -1, Xz -~ _—A(t—=x)
(k—l)![) e 3¢ dz
k t
= (k)\ 1)|/ b e M dy
—D' Jo
DS V5 A
R A
_ (t)\)kef’\t
B k!

= N ~ Poisson(At)

(*) folgt aus der Tatsache, dass die Summe von k unabhéngig identisch exponential(\)-
verteilten Zufallsvariablen nach 3] Erlang(k;\)-verteilt ist, also die Dichte
k—1

kT —\z

besitzt, sowie daraus, dass 7,11 Exp(\)-verteilt ist. O

Cholesky-Zerlegung fiir symmetrische und positiv definite Matri-
zen - nach [6]
Algorithmus.

1. Input: symmetrische und positiv definite d xd-Matrix X
2. Initialisiere L: L=zeros(d,d)

3. Fiir j=1.d
Fiir i=j:d
(a) vi =X

(b) Fir k=1:j-1
vi = v; — L Lig,

(¢) Lij = vi/ \/v;

. Output: Untere Dreiecksmatrix L

b

Tabelle:

Approximierte Européische Call-Preise in Abhéngigkeit der Anzahl der simulier-
ten Pfade und Approximationsfehler (Underlying asset: Geometrische Brownsche
Bewegung)
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l # simulierter Pfade [ approx.Call-Preis [ abs.Fehler im Vgl.zum BS-Preis [ relativer Fehler ‘

10 4.0089 -0.3156 8,24 %
50 5.0241 0.6997 16,20 %
100 4.8344 0.5100 11,81 %
150 4.8350 0.5106 11,82 %
200 4.1980 -0.1264 2,93 %
250 4.9750 0.6505 15,06 %
500 4.4871 0.1627 3,77 %
750 4.5096 0.1852 4,29 %
1250 4.3766 0.0522 1,21 %
1750 4.1687 -0.1557 3,60 %
2500 4.5626 0.2382 5,51 %
3500 4.2363 -0.0881 2,04 %
5000 4.2694 -0.0550 1,27 %
7000 4.2546 -0.0698 1,62 %
10000 4.2734 -0.0510 1,18 %
15000 4.3745 0.0500 1,16 %
20000 4.3515 0.0270 0,63 %
25000 4.3231 -0.0013 0,03 %
35000 4.3272 0.0028 0,06 %
50000 4.3429 0.0185 0,43 %
100000 4.3343 0.0099 0,23 %

Matlab-Codes fiir die Berechnung von Call-Preisen Asiatischer
Optionen

Naive Monte Carlo Schiitzung des Call-Preises einer Asiatischen Option

% Dieses Programm simuliert m Pfade der geometrischen Brownschen
% Bewegung und berechnet in Abhingigkeit von m den Call—Preis

% einer Asiatischen Option als Mittelwert der einzelnen auf Basis der
% Pfade berechneten Preise (im BS—Modell)

m=50000 % Anzahl der simulierten Pfade
n=250 % Anzahl der Diskretisierungsintervalle

% Initialisierungen:
W=zeros(n+1,1); S=W; C_T=zeros(m,1); C=C_T;

S_0=100 % Startwert

T=1 % Endzeitpunkt

5=0.4 % Volatilitat

K=100 % Strike—Preis
r=0.1 % risikoloser Zinssatz
dt=T/n; % Intervallbreite

for j=1:m
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% Erzeuge Pfad der geom. Brownschen Bewegung:
W(1)=0;
S(1)=S_0;
for i=1:n
% Sample random noise:
W(i+1)=randn;
% Berechne Wert des Underlying:
S(i+1)=S(i)*exp((r-s~2/2) *dt+s*sqrt (dt)*W(i+1));
end
% Berechne "Wert des Pfades": Preis zum Zeitpunkt t 0=0 unter Kenntnis des
% Pfades auf [t_0,T]:
C_T(j)=max((sum(8)-S(1))/n-K,0); % Wert der asiatischen Calloption in T
C(j)=C_T(j)*exp(-r*T); % Wert der Calloption int 0
end
y=mean(C) % approximierter Call—Preis (in Abh. von m)

Monte Carlo Schitzung des Call-Preises einer Asiatischen Option mit
Kontrollvariable

Hauptprogramm:

% Dieses Programm berechnet den Preis einer arithm. asiatischen Option

% mit n Diskretisierungspunkten (=Beobachtungspunkte) mithilfe von Kontroll—
% variablen zur Varianzreduktion im Black—Scholes Modell. Dazu berechnet es
% den Black—Scholes Preis einer geometrischen asiatischen Option, welche

% als Kontrollvariable genutzt wird, fiihrt einen Pilot—Run durch, um den

% optimalen Kontrollfaktor bx zu berechnen, berechnet die naiv geschatzten

% Werte der geometrischen asiatischen Option und der arithm. asiatischen

% Option, um zuletzt den Call—Preis mithilfe des varianzreduzierten

% Schatzers X _v=X—bx(Y—BSg) zu berechnen.

m=50000 % Anzahl der simulierten Pfade
n=250 % Anzahl der Diskretisierungsintervalle

S_0=100 % Startwert

T=1 % Endzeitpunkt

5=0.4 % Volatilitat

K=100 % Strike—Preis
r=0.1 % risikoloser Zinssatz

dt=T/n; %lntervallbreite

mu2=(r-s~2/2)*(n+1)/(2xn) % \tilde{mu}
s2=sqrt ((n+1)*(2*n+1)*s~2/(6*n"2)) % \tilde{\sigma}

BSg=blsprice (S_O*exp((-r+mu2+s2~2/2)*T), K, r, T, s2) % Black—
Scholes—Preis der geometrischen asiatischen Call—Option
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% Pilot—Run

mm=round(m/4); % Pilot—Run mit kleinerer Anzahl mm von berechneten Pfaden

X=zeros(mm,1); Y=X; % Initialisierungen

for i=1:mm
S=gBB(n,S_0,T,s,r); % erzeuge einen Pfad der geom. Brownschen Bew.
C_a=max (sum(S)/n-K,0); % "Wert des Pfades" (arithm.Call) in T
X(1)=C_axexp(-r*T); % abgezinster "Wert des Pfades"(arithm.Calloption)
C_g=max (prod(nthroot(S,n))-K,0); %"Wert des Pfades" (geom.Call) in T
Y(1)=C_g*exp(-r*T); % abgezinster "Wert des Pfades" (geom.Calloption)

end

XX=mean(X); % Durchschnittspreis ("naiver Schatzer") arithm. asiat. Option

YY=mean(Y); % Durchschnittspreis ("naiver Schitzer") geom. asiat. Option

Suml=0; Sum2=0;

for i=1:mm
Sumi=Sumi+(Y(1)-YY)~2; % geschatzte Varianz(X)x(mm—1)
Sum2=Sum2+(X (1) -XX)*(Y(1)-YY); % geschatzte Kovarianz(X,Y)x(mm—1)

end

b=Sum2/Suml % optimaler Kontrollfaktor bx

% Ende: Pilot—Run

% eigentliche Simulation:

A=zeros(m,1); G=A; % Initialisierungen

for j=1:m
S=gBB(n,S_0,T,s,r); % erzeuge einen Pfad der geom. Brownschen Bew.
C_a=max (sum(S)/n-K,0); % "Wert des Pfades" (arithm.Call) in T
A(j)=C_axexp(-r*T); % abgezinster "Wert des Pfades"(arithm.Calloption)
C_g=max (prod(nthroot(S,n))-K,0); %"Wert des Pfades" (geom.Call) in T
G(j)=C_g*exp(-r*T); % abgezinster "Wert des Pfades" (geom.Calloption)

end

C=mean (A) -b*(mean(G)-BSg) % geschatzter Call—Preis d.arithm. asiat.Option

gBB:

% Dieses File simuliert einen Pfad der geometrischen Brownschen Bewegung
% Annahmen: t 0=0

function S=gBB(n,S_0,T,s,r)

% Initialisierungen:

W=zeros(n,1); S=W;

dt=T/n; % Intervallbreite

% Erzeuge Pfad der geom.Brownschen Bewegung:
W(1)=randn;
S(1)=S_0xexp((r-s~2/2)*dt+s*sqrt (dt)*W(1));
for i=2:n

% Sample random noise:

W(i)=randn;
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% Berechne Wert des Underlying:
S(1)=S(i-1)*exp((r-s~2/2)*dt+s*sqrt (dt)*W(i));
end
end

Monte Carlo Schitzung des Call-Preises einer Asiatischen Option mit
Importance Sampling

Hauptprogramm:

% Dieses Programm berechnet den Preis einer arithm. asiatischen Option mit
% n Diskretisierungspunkten (=Beobachtungspunkte) mithilfe von Importance
% Sampling zur Varianzreduktion im Black—Scholes Modell. Dazu l6st es

% zunichst die Gleichung y=exp(—r«T)x(1/nx(sum S_i)—K), um dann mithilfe
% dieses y den MaRwechsel—"Verschiebungsvektor" beta auszurechnen.

% AnschlieRend werden m geometrische Brownsche Bewegungungen simuliert
% (beachte den MaBwechsel: Statt die Z i in der geometrischen Brownschen
% Bewegung standardnormalverteilt zu simulieren, simulieren wir diese

% normalverteilt mit E—Wert beta.

% Damit wird dann wie gewohnt der Wert jedes Pfades bzgl. des neuen MaRes
% P_{Z+beta} berechnet und der zugehdrige Wert des Calls C beziiglich des
% Ausgangsmales P {Z} berechnet durch

% C(=E_{Z}(V_T)) = E_{Z+beta}(V_Txexp(betaxbeta'/2—betaxZ’). Die
% einzelnen m Werte werden wie gewohnt gemittelt, um den Preis zu erhalten.

m=50000 % Anzahl der simulierten Pfade
n=250 % Anzahl der Diskretisierungsintervalle

S_0=100 % Startwert

T=1 % Endzeitpunkt

5=0.4 % Volatilitat

K=100 % Strike—Preis
r=0.1 % risikoloser Zinssatz

dt=T/n; %lntervallbreite
% Initialisierungen:
C_T_M=zeros(1l,m); C_M=C_T_M; C=C_T_M;

% Berechnung von y als Losung der Gleichung y=exp(—r«T)*(1/nx(sum S_i)—K):
y=BisectionIS(n,r,s,T,K,S_0);

% Berechnung des Vektors beta in Abhangigkeit von y:
beta=ImpSamp_beta(y,n,r,s,T,K,S_0,dt);

% Berechnung des Call Preises mit der geometrischen Brownschen Bewegung

% bzgl.des neuen MaRes:

for j=1:m

Z=zeros(1l,n+1); S=Z; y=0;

% Erzeuge Pfad der geom.Brownschen Bewegung:
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Z2(1)=0;
S(1)=58_0;
for i=1:n
% Simuliere normalverteilte ZV mit E—Wert beta(i):
Z(i+1)=(beta(i)+randn);
% Berechne Wert des Underlying im Zeitpunkt dtsxi:
S(i+1)=S(i)*exp((r-8~2/2)*dt+s*sqrt (dt)*Z(i+1));
end
% Berechne "Wert des Pfades": Preis zum Zeitpunkt t _0=0 unter Kenntnis des
% Pfades auf [t_0,T] (unter neuem MaR!):
C_T_M(j)=max((sum(S)-S(1))/n-K,0); % Wert der asiat. Calloption in T
C_M(j)=C_T_M(j)*exp(-r*T); % Wert der Calloption in t 0 (unter neuem MaR)
C(j)=C_M(j)*exp(beta*xbeta’/2-beta*Z(2:n+1)’); % Umrechnung zu
gewohntem Maf
end
y=mean(C) % approximierter Call—Preis (in Abh. von m)

ImpSamp_beta:

% Dieses Programm berechnet in Abhangikeit von y die Summe

% S:=1/nx(sum(S_i(y))) fiir das Importance Sampling, sowie den

% zugehdrigen Vektor beta und gibt den Vektor beta aus.

function beta=ImpSamp_beta(y,n,r,s,T,K,5_0,dt)

bS=zeros(2,n);

bS(1,1)=(s*sqrt(dt)*(y+exp(-r*T)*K))/y; % beta 1(y)

bS(2,1)=S_0*exp((r-s~2/2)*dt+s*sqrt (dt)*bS(1,1)); % S 1 (y)

for i=2:n
bS(1,1)=bS(1,i-1)-(exp(-r*T)*1/n*s*sqrt(dt)*(bS(2,i-1)))/y; %

beta i(y)

bS(2,1)=bS(2,i-1)*exp((r-s~2/2) *dt+s*sqrt (dt)*bS(1,1)); % S _i(y)

end

beta=bS(1,:); % Output: beta

end

Monte Carlo Schitzung des Call-Preises einer Asiatischen Option im
Heston Modell

% Dieses File erzeugt einen zufilligen Pfad des underlying assets im
% HESTON—MODELL (mithilfe des Euler—Verfahrens) und berechnet den Monte
% Carlo Schatzpreis einer arithmetischen asiatischen Call—Option

m=50000 % Anzahl simulierte Pfade
n=250 % Anzahl der Diskretisierungsintervalle
r=0.05 % risikoloser Zinssatz

S_0=30 % Startwert
T=1/2 % Endzeitpunkt
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K=28 % Strike—Preis
dt=T/n; % Intervallbreite

51=0.3 % Volatilitat des 1.Wienerprozesses

52=0.3 % Volatilitdt des 2.Wienerprozesses

rho=0.2 % Korrelation der Wiener Prozesse
sigma=[s1°2,rho*sl*s2;rho*s1*s2,52~2] % Kovarianzmatrix
zeta=2 % Mean—Reversion Faktor

vv=0.3 % Langzeitvolatilitdt des Underlying assets

alpha=0.2 % Volatilitdt der Volatilitdt des underlying assets

%lnitialisierungen:
C_T=zeros(1,m); C=zeros(l,m);

for j=1:m

v=zeros(1l,n+1);

S=zeros(1,n+1);

v(1)=0.25; % Anfangsvolatilitdt des Underlying assets
S(1)=8_0;

% Simulation der Pfade:
for i=1:n
% Zweidimensionale Standardnormalverteilung Z(Z 1,Z 2)"T:
Z=randn(2,1);
% Simulation der beiden Wiener Prozesse W1 und W2:
dW1=Z (1) *sqrt(dt) ;
dW2=(rho*Z(1)+sqrt (1-rho~2)*Z(2)) *sqrt (dt) ;
% Berechnung der Pfade der Volatilitdt und des Underlying assets:
v(i+1)=v(i)+zeta*(vv-v(i))*dt+alpha*v(i)*dW2;
S(i+1)=S(1)+S(i)*(r*dt+v(i)*dW1);
end
% Berechne "Wert des Pfades": Preis zum Zeitpunkt t 0 unter Kenntnis des
% Pfades auf [t_0,T]:
C_T(j)=max((sum(S)-S(1))/n-K,0); % Wert der asiatischen Calloption in T
C(j)=C_T(j)*exp(-r*T); % Wert der Calloption int 0
end
y=mean(C) % approximierter Call—Preis (in Abh. von m)
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