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0.1 Einleitung

Ich verbinde mit dieser Arbeit drei Ziele. Das erste Ziel dreht sich um die
Theorie der Risikomafle. Genauer gesagt, um konvexe Risikomafle auf LP-
Réaumen. Dabei ist LP := LP(Q2, F, P), der Raum aller p-fach integrierbaren
Funktionen iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P). Rein mathema-
tisch betrachtet sind konvexe Risikomafle, definiert auf L”; nichts anderes als
konvexe Funktionen

p: LP —] — 00, 00,

mit den zusétzlichen Eigenschaften der monotonie und Cash-Invarianz.

Ein Element in X € LP(Q, F, P) wird interpretiert als eine, mit Risiko ver-
bundene, monetére Positionen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P).
Das heifit der letztendliche Wert von X ist unbestimmt und der Wert p(X)
wird als das Risiko von X interpretiert; z.B. die Hohe des Verlustes von X,
bei Eintritt eines Ereignisses mit “geringer“ Wahrscheinlichkeit.

Der Zweck von Risikomaflen besteht wohl darin, seltenen Ereignissen, dass
heifit Ereignissen die durch ihr geringes Auftreten schwer zu Bewerten sind,
einen monetidren Wert (Verlust) zuzuorden.

Ich bin in dieser Arbeit weniger daran interessiert konkrete Risikomafle auf
ihre Anwendbarkeit zu besprechen, als fiir bestimmte Klassen von Risikoma-
Be eine spezielle Form der Darstellung zu beweisen. Konvexe-, kohérente-,
bzw. verteilungs-invariante Risikomafle sind Beispiele fiir solche Klassen von
Risikomaflen, die ihre jeweils eigene Form der Darstellung haben. Um das zu
erreichen, ist ein hohes Maf§ an Theorie erforderlich, sowohl aus der Funktio-
nalanalysis als auch der konvexen-Analysis.

Das fiihrt mich zu meinem zweiten Ziel, ndmlich die oben erwédhnte Theorie
detailiert zu erldutern. Zwei Theoreme stehen dabei besonders im Forder-
grund. Zum einen der Bipolarensatz, der es ermdoglicht kohérente Risikomafle
(positiv homogen und subadditiv) in der dualen Form,

p(X) = sup Eq[—X]
QeQ
darzustellen. Zum anderen das Fenchel-Moreau-Theroem, welches eine verall-
gemeinerung des Bipolarensatzes ist und es ermoglicht konvexe Risikomafle
in der dualen Form,

p(X) = sup(Eg[-X] — p*(—%2))
QEeQ



darzustellen, wobei sich Dualitdt durch die konjugierte Funktion p* aus-
driickt.

Das dritte Ziel dieser Arbeit ist das Beschreiben von stetigkeits-Eigenschaften
von konvexen Risikomaflen, im Zusammenhang mit den unterschiedlichen LP-
Réaumen und LP-Topologien (norm, schwach, schwach-*). Es wird sich zeigen,
dass dabei der Raum L*° gesondert behandelt werden muss.

Mein Vorgehen wird sich dabei in der folgenden Weise gliedern:

In Kapitel 1 werden grundlegende, allgemeingiiltige Eigenschaften von Risi-
komaBen erlautert. In Kapitel 2 wird die, fiir das weitere Vorgehen, benétigte
Theorie aus der Funktionalanalysis bereitgestellt und angewendet auf einen
bekannten Darstellungssatz fiir kohérente Risikomafle [2]. Kapitel 3 befasst
sich mit elementaren und fundamentalen Mitteln der konvexen-Analysis.
In Kapitel 4 wird die vorab behandelte Theorie, zur Darstellung von ver-
schiedenen Klassen von konvexen Risikomaflen werwendet. Auflerdem wer-
den stetigkeits-Eigenschaften von Risikomaflen, im Zumamenhang mit den
schwachen- bzw. schwach-*-Topologien, auf den unterschiedlichen LP-Raumen
besprochen. Kapitel 5 dient wiederum als Vorbereitung auf das darauffolgen-
de Kapitel 6, welches vereilungs-invariante, konvexe Risikomafle behandelt.
Kapitel 7. bietet zwei interassante und wichtige Beipiele fiir Risikomafle.



0.2 Praliminarien

Im folgenden sei (€2, F, P) ein atomloser Wahrscheinlichkeitsraum (siehe Ka-
pitel 5.). F sei endlich erzeugt, das heifit F := |J F,,, wobei F,, := o(Ay, ... A,),

neN
fiir Partitionen (Algn)) kel
LP = L*(Q,F, P), der normierte Vektorraum aller bzgl. P, p-fach integrier-
baren Funktionen.
Fiir ein p € [1, oo] bezeichne ich mit ¢ € [1, 00|, den zu p dualen Integer, dass
heif}t % + % =1Vp € (1,00), fiir p =1 sei ¢ = co und umgekehrt fiir p = oo
sei g =1.
M;(R) bezeichnet den Raum aller Wahrscheinlichkeitsmafle iiber R.
M;(P) :={Q € Mi(R) | @ < P}, der Raum aller bzgl. P, absolut-stetigen
Wahrscheinlichkeitsmafle.
M{(P) :={Q € My(P) | % € L}, der Raum aller Wahrscheinlichkeitsma-
Be, deren Radon-Nykodym-Ableitungen bzgl. P, g-fach Integrierbar sind.
LY ={X e LP(Q,F,P)| X >0 P-fs.}.
Ly, ={Xell(QF P)|X>0PAfs.,[XdP =1}
ca(Q), F), der Raum aller beschrénkten, signierten Mafle.
ca(Q, F,P) := {v € ca(Q,F) | v < P}, der Raum aller beschrénkten si-
gnierten Mafle, die absolut-stetig bzgl. P sind.
cal(QLF,P) == {v € ca(Q,F) | v < P,% € L%}, der Raum aller be-
schrinkten signierten Mafle, die absolut-stetig bzgl. P sind und deren Radon-
Nykodym-Ableitung g-fach integrierbar sind.
ba(Q2, F), der Raum aller beschrankten Ladungen.



1 Eigenschatten und Charakterisierung von Risikoma-
en auf LP-Raumen

Dieses Kapitel dient zur Einfithrung von Risikomafien. Einige Eigenschaften
und Beispiele werden vorgestellt, wodurch ziemlich schnell klar wird, dass Ri-
sikomafle auf unterschiedliche LP-R&umen, auch unterschiedliche Eigenschaf-
ten mitbringen. Der Raum L* ist dabei eine Besonderheit, weil Risikomafle
auf L> immer stetig sind. Allerdings werden wir in Kapitel 4 sehen, dass der
Raum L* nicht nur positive Eigenschaften hat.

Im Folgenden sei LP := LP(Q), F,P), fiir einen atomlosen Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, F, P), wobei ich Voraussetze, dass F endlich erzeugt ist.

Definition 1.1.1 (Risikomaf}) Eine Funktion p : LP —] — 00, 00] heifit
Risikomaf, falls die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

(i) Cash-Invarianz: p(X +m) = p(X) —m Vm € R
(ii) Monotonie: X <Y P-f.s. = p(X) > p(Y)
(i) Null-Absorbierend: p(0) € R.
Erfiillt p auBlerdem die Bedingung der

(iv) Konvezitit: p(AX + (1 = A)Y) < Ap(X) + (1 =AY VYA € [0, 1],
VX,Y € L”, so nennt man p ein konvexes Risikokomaf.

Gilt fiir ein konvexes Risikomafl p auflerdem

(v) Positive Homogenitit: p(AX) = Ap(X) YA € Ry, so nennt man p ein
kohérentes Risikomaf.

Interpretation:

Cash-Invarianz: Durch addieren/subtrahieren eines konstaten Betrags m zur
Position X, veringert/erhoht sich das Risiko um eben diesen Betrag.
Monotonie: Ist der Wert einer Position X, mit Warscheinlichkeit 1, grofler als
der Wert einer Position Y, so ist das Risiko von X kleiner als das von Y.
Konvexitét: Dass Risiko einer Allokation von zwei Positionen ist hochstens
so grofl wie die Summe der einzelnen Risiken, bewertet mit den jeweiligen
Anteilen dieser Allocation. Grob gesagt, impliziert Diversifikation eine Ver-
ringerung des Risikos.




Null-Absorbierend: Ist ein technisches Kriterium, welches garantiert, dass das
Risikoma$, betrachtet als Funktion, eigentlich (siehe 3.1.1) ist.

Corollar 1.1.2 Ist p : LP —| — 00, 00| ein positiv homogenes Risikomaf, so
ist p konvex genau dann, wenn es sublinear ist.

Beweis. Sei p konvex, und A € [0, 1], so gilt

PX+Y) = p(3X + 535) < M(F) + (1= Vo) = p(X) + p(Y).

Sei umgekehrt p sublinear so folgt,

POX + (1= N)Y) < pAX) + p((1 = NY) = Ap(X) + (1= Np(Y) O

Der folgende Satz zeigt zwei Vorziige von Risikomaflen auf L>°, die fiir Risi-
komaBe auf alle anderen LP-Rdumen im allgemeinen nicht gelten.

Satz 1.1.3 (Steitigkeit von Risikomaflen auf L> [3]) Fiir jedes Risiko-
mal p : L® —] — o0, o0] gilt:

(i) p ist reellwertig: p(X)<oo VX € L™

(ii) p ist Lipschitzstetig bzgl. ||-||co- D.h.

p(X) = p(Y)| < | X = Y] VX, Y € L.

Beweis. (i) Sei X € L, dann existiert n € N so dass gilt: X~ < n fs.
= p(X) < p(=n) = p(0) +n<oo

(ii) Fir X,Y € L gilt sowohl X <Y + || X — Y|« fs., als auch

Y < X+|| X —Y||w f.s.. Daraus folgt, unter Zuhilfenahme von Cash-invarianz
und monotonie, sowohl: p(Y) — || X — Y|« < p(X) als auch

p(X) = |X = Y < p(¥). Db aber [o(X) — p(V)| < X - Ve O

Beispiel 1.1.4 p : [? — R, X +—— Eg[—X]; Q € MI(P) definiert ein
kohérentes Risikomaf3.

Beispiel 1.1.5 (Value at Risk (VQR)) Sei A € (0,1), dann wird durch

pa: LP = R pa(X) = —inf{x e R | P[X < z] > A},



ein positiv homogenes Risikomafl definiert.

Beweis. Cash-invarianz: p)(X +m) = —inf{z e R | P[X <z —m| > A}
=—inf{r+meR|PX <z|>A}=p\(X)—mVX € L, Vm € R.
positive homogenitét: p(aX) = —inf{z € R | P[X < Z] > A}

= —inf{ax € R | P[X < z] > A} = ap)(X) VX € LP, Va > 0.

monotonie: Sei X <Y P-fs., dann gilt: P[X <z] > P[Y < z] Vz € R.
=inf{z e R| P[X <z|> A} <inf{z e R| P[Y <z] > \}
#p,\(X)Z,O)\(Y) VX,Y € [P, O

Value at Risk ist wohl das populérste und am meisten verwendete Risikomaf.
Allerdings verbirgt es auch zwei Probleme. Zum einen ist es im allgemeinen
nicht konvex (siehe [3] 4.4.1), zum anderen gibt es zwar den Verlust an, der
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit A € (0,1) nicht tiberschritten wird,
jedoch unterschéitzt es die Hohe des Verlustes bei Eintritt eines Ereignis-
ses mit Wahrscheinlichkeit X € (0, A). In Kapitel 7.1.1 wird das sogenannte
Average-Value-at-Risk (AV@QR) Risikomafl eingefiirt, dass diese Probleme
nicht besitzt.

Das Risikomafle im allgemeinen nicht stetig und auch nicht endlich sein
miissen, zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 1.1.6 Sei 0 : LP —| — 00, o0, definiert durch

o0 = { B0 TR

Dann ist § ein kohérentes Risikomaf. § ist aber nicht endlich und auch nicht
stetig, denn:

Sei X € LP\L*>® und F, := o(Ay, ..., A,), fiir eine Partition (Ax)req1,..,
Q. Dann ist (E[X | Fu])nen € L™ ein gleichgradig integrierbares Martingal,
dass fast sicher und in LP gegen X konvergiert.

= E[-X] = lin E[-EX| 7] = lim 0(ELX | £,)

< 6(7}EEOE[X | Fo]) = 0(X) = o0

Definition 1.1.7 (Akzeptanzmenge) Sei p : LP —| — 00, 0] ein Risiko-
maf, dann wird folgende Menge:

A= {X € 17 | p(X) <0}



als Akzeptanzmenge bezeichnet.

Eine, mit Risiko verbundene, monetare Position X € LP wird nur dann ak-
zeptiert, wenn ihr Risiko kleiner oder gleich null ist. In Beispiel 1.1.4 heifit
das, dass nur Positionen X € L? akzeptiert werden, deren Erwartungswert
bzgl. Q gréBer oder gleich null ist.

Der Folgende Satz zeigt, dass ein Risikomafl p, alternativ auch iiber die Ak-
zeptanzmenge definiert werden kann.

Satz 1.1.8 (Charakterisierung von A4, [3])
Angenommen p : LP —]—o00, 00] ist ein Risikomaf}. Dann erfiillt 4, folgende
Bedingungen:

(i) A, bestimmt p, d.h. p(X) = inf{m €] — oo, 00] | m+ X € A,}.

(ii) A, ist monoton, d.h. X € A, Y € LPund X <Y P-fs. =Y € A,
AuBerdem gilt: —oo < inf{m €] —oco,00] |m € A,} < o0

(iii) Ist p: LP —] — 00, 00| ein konvexes Risikoma$, so ist auch A4, konvex.

(iv) Ist p : LP —]—o00, 00| ein kohérentes Risikoma$, so ist A, ein konvexer
Kegel.
Beweis. (i)
inf{m €] —o0,00] | m+ X € A,}
= inf{m €] — 00, 00| | p(X +m) <0}
—inf{m €] — 00,00 | p(X) < m} = p(X)
(i) Essei X € A4,, Y € L? und X <Y fs., dann folgt aus der monotonie

von p: p(Y) < p(X) <0, also Y € A,. AuBerdem folgt nach Definition von

p:
— 00 < p(0) < oo, wegen (i) gilt aber p(0) = inf{m €] — 0o, 00| | m € A,}.

(iii) Seien X,Y € A,; A € [0,1] dann gilt:

PAX +(1=NY)<pX)+(1=X)p(Y)<0=AXX+(1-NY €A,

(iv) Sei A € Ry und X € A, dann folgt p(AX) = Ap(X) < 0. D.h. AX €
A, O
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2 Duale Paare, Polare und der Bipolarensatz

In diesem Kapitel werden einige fundamentale, fiir mein weiteres Vorgehen,
entscheidene Sétze der Funktionalanalysis wiederholt. In Abschnitt 1 werden
duale Paare eingefithrt und stetigkeits-Eigenschaften der, durch ein duales
Paar induzierten Linearformen besprochen. In Teil 2 werden Polare defi-
niert und der Bipolarensatz bewiesen. Wie sich noch herausstellen wird, sind
der Bipolarensatz und besonders das Fenchel-Moreau-Theorem die zentralen
Sétze, um konkrete Darstellungen fiir bestimmte Klassen von Risikomaflen
zu ermoglichen. Beide Sitze beruhen, ganz entscheidend, auf einer Version
des Trennungssatzes von Hahn-Banach.

Abschlielend wird in Teil 3, als Anwendung des Bipolarensatzes, ein Dar-
stellungssatz fiir kohdrente Risikomafle bewiesen.

Als Referenz fiir dieses Kapitel verweise ich auf [15].

2.1 Duale Paare, stetige Linearformen und der Trennungssatz

Definition 2.1.1 (Duales Paar) Man bezeichnet mit (XY, (-,+)) ein dua-
les Paar (kurz (X,Y)), falls folgendes gilt:

X und Y sind Vektorraume. (-,-) : X x Y — R | (z,y) — (z,y) ist bilinear
und punktetrennend bzgl. X und Y, d.h:

Ve e X\{0}Jy € Y{(z,y) #0
Vy € Y\{0}3x € X(z,y) #0

Sei (X,Y,(-,-)) ein duales Paar, dann definiert P := {p, | y € Y}, mit
py(x) = |(z,y)| ein System von Halbnormen auf X. Und P' := {p/, | x € X},
mit pl(y) := |(x,y)|, definiert ein System von Halbnormen auf Y.

Bemerkung: Die von P auf X erzeugte Topologie heifit o(X,Y)-Topologie.

Analog wird die o (Y, X)-Topologie erklért. Beide Topologien sind lokal-konvex,
das bedeuted

Upproome0) i ={z e X | {z,y;)| <€, i€{l,.,n}t}y neN, y, €Y, >0,

Upane0):={y €Y [ [{z;,y)| <6, i€{l,..,n}}; ne€N, z; € X, >0,
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bilden ein, die Topologie definierendes, System von Nullumgebungen aus ab-
solutkonvexen, absorbierenden Mengen auf X bzw. Y.

Dabei wird absorbieren, durch das Minkowski Funktional charakterisiert.
U C X ist absorbierend, falls py(x) < oo Vx € U.

Definition 2.1.2 (Minkowski-Funktional) Sei X ein Vektorraum und
A C X eine Teilmenge. Dann ist das Minkowski-Funktional definiert durch:

pa: X —[0,00], pa(z) :=inf{A > 0| { € A}.

Beispiele: (i) (L?, L9, (-,-)), p € [1, o0], %—i—% = 1, zusmamen mit (X,Y) :=
[ XYdP VX € LP, Y € LY ist ein Duales Paar. Denn nach der Holder-
Ungleichung gilt, (X,Y) < [|XY[dP < | X,[|[Y]l,-

(ii) (LP,ca?(Q2, F, P),(,-)) ist ein duales Paar, mit (X,v) := [ Xdv

VX € LP, Yv € ca?(2, F, P). Denn mit der Holder-Ungleichung folgt wie-
derum, (X, ) < | X, 4]],

(iii) Sei X ein Vektorraum und X* sein Dualraum dann definiert (X, X*, (-, -))
mit (z,2') := 2/(z); v € X, 2/ € X* ein Duales Paar (|2'(z)] < ||2/||||=]]).
Die o(X, X*)-Topologie wird als schwache-Topologie bezeichnet.

(iv) Sei X ein Vektorraum und X* sein Dualraum dann definiert (X*, X, (-, -))
mit (z/,x) = 2'(z); * € X, 2/ € X* ein Duales Paar. Die o(X*, X)-
Topologie wird als schwach-*-Topologie bezeichnet.

Der folgende Satz charakterisiert, bei gegebenen Dualem Paar (XY (-, ")),
alle bzgl. o(X,Y) stetigen Funktionale auf X. Er kann als Verallgemeinerung
des Rieszschen-Darstellungssatz (fiir Hilbertrdume) angesehen werden.

Satz 2.1.3 (Darstellungssatz) Sei (X,Y, (-, -)) ein duales Paar. Ein Funk-
tional =’ : X — R ist stetig bzgl. o(X,Y) genau dann, wenn Jy € Y :
'(x) = (x,y) Ve € X. D.h. (X,0(X,Y))* =Y.

Bemerkung: Bekanntermaflen stimmen auf metrisierbaren Rdumen, Folgen-
abgeschlosenheit und Abgeschlossenheit iiberein. Die LP-Réume, p € [1, oo],
sind normierte Rédume, also insbesondere metrische Raume. Allerdings wer-
den uns in den néchsten Kapitel iiberwiegend Réume derart: (L?, o(LP, L?))
interessieren. Fiir p € [1, o0], sind solche Raume immer lokal-konvex, was im
allgemeinen allerdings nicht bedeuted, dass sie auch metrisierbar sind. Um
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abgeschlossenheit zu charakterisieren, werden wir also Netze verwenden. Fiir
die o(LP, L9)-Topologie bedeuted das dann:

A C LP ist abgeschlossen bzgl. o(LP, L7)
< [Sei (X))aea € LP und es gelte: (X,,Y) - (X, V) VY e Ll =Xec A

Satz 2.1.4 (Satz von Mazur) Sei X ein normierter Vektorraum und A C X
konvex, dann sind dquivalent: (i) A ist abgeschlossen bzgl. ||-|| (i) A ist
abgeschlossen bzgl. o (X, X*).

Eine ganz wichtige Konsequenz, die aus dem Satz von Mazur folgt, ist die
Folgende: Sei X ein normierter Raum, dann gilt,

x’ € X* ist stetig bzgl. || - || & 2/ € X* ist stetig bzgl. (X, X*)
(siche: 3.1.4).

Bekanntermaflen gilt: (LP)* = L9, fir p € [1,00). Dann implizierte der Satz
von Mazur und Satz 2.1.3, also insbesondere (L?, o(LP, L?))* = (LP, || - ||)* =
L.

Als Warnung sei bemerkt, dass sich der Satz von Mazur nicht auf ein belie-
biges Duales Paar (X,Y, (-,-)) iibertriagt. Womit ich meine, dass abgeschlos-
senheit bzgl. Norm und abgschlossenheit bzgl. (X, Y), im allgemeinen nicht
dquivalent sind.

Es gibt viele Versionen des Satzes von Hahn-Banach, die Version die fiir un-
ser weiteres Vorgehen entscheidend, ist die Folgende.

Satz 2.1.5 (Trennungssatz von Hahn-Banach) Sei (XY, (-,-)) ein dua-
les Paar, V' C X sei abgeschlossen und konvex und zp ¢ V. Dann ex. y € Y
und € > 0 mit

(z,y) < (20,y) — € < (x0,y) VT EV.

Oder anders ausgedriickt:

sup(z,y) < (o, ).
xeV

Ich will diesen Abschnitt mit dem Fazit abschliefen, dass durch Duale Paare
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zwar, in kanonischer Weise, die stetigen Linearformen bestimmt werden, an-
dereseits aber, die von den Linearformen erzeugten Topologien oftmals echt
grober sind als die jeweiligen schwachen Topologien. Das fithrt zu unterschie-
den im Versténdnis der Abgeschlossenheit von Mengen bzw. der Stetigkeit
von Linearformen, zwischen diesen Topologien.

2.2 Polare und der Bipolarensatz

Definition 2.2.1 (Polare Menge) Sei (X,Y, (-, -)) ein duales Paar, A C X
und B C Y. Die Polare Menge von A ist

A ={yeY |(z,y) <1Vxe A},
die Polare Menge von B ist

B°:={re X | (zr,y) <1Vye€ B}

Hier jetzt einige Eigenschaften von polaren Mengen, die in enger beziehung
zu Kapitel 3., Lemma 3.2.2 stehen.

Lemma 2.2.2(Eigenschaften von Polaren) Sei (X,Y,(-,-)) ein duales
Paar und A C X.

(i) Es gilt A° = conv(A")a(Y’

(i) 0 € Aund A C A%.

(iii) Ist C' C A, so gilt A° C C°.

(iv) Ist A ein convexer Kegel, so gilt A°={y €Y | (x,y) < 0;Vz € A}.

X), d.h. A?ist konvex und o (X, Y')-abgeschlossen.

Beweis. (i) Seien y,ys € A° = (z, A\y1 + (1 — A)yo)

=(x, A1) + (@, (1= Nya) <A+ (1-AN)=1Vere A

Sei x € A, dann ist {y € Y | (x,y) < 1)} o(X,Y)-abgeschlossen, also auch:
N{yeY [ (z,y <1} = A

z€A
(i) 0 € A% ist klar. Seiz € A= (z,y) <1Vye A° =z € A

(i) Es gelte C CAC X = A= N{yeY | (z,y) <1}
€A
S N{yeY|{zy <1} =0C°

zeC
(iv) A2 :={y €Y | (x,y) <1Vx e A},
= {yecY | x,y) <1Vix € A} YA >0,
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={yeY|(ry) <3:VreAVA>0,
= A={yeY | (zr,y) <0Vze A} O

Der folgende Satz ist der Eckstein zum Beweis von Theorem 2.3.1. Ich ge-
be den Satz mit Beweis an, um deutlich zu machen, welche ausschlaggebene
Rolle der Trennungssatz von Hahn-Banach fiir die Darstellbarkeit von Risi-
komaflen hat.

Satz 2.2.3 (Bipolarensatz) Sei (X,Y, (-,-)) ein duales Paar und A C X,
dann gilt

A°° = conv(AU O)U(X’Y)

Beweis. Nach Lemma 2.2.2 gilt A C A%, sowie 0 € A% und A% ist konvex
und abgeschlossen bzgl. o(X,Y). D.h. conv(A U O)J(X’Y) C A%,

Angenommen Jzy € A% und zy ¢ conv(AU O)J(X’Y) := V. V ist nach defi-
nition convex und abgeschlossen bzgl. o(X,Y) und zy ¢ V. Nach Satz 2.1.5
existiert y € Y :
(z,y) < sup(z,y) <sup(z,y) < (zo,y) Yz € A.

z€A zeV

Definieren wir K := sup(z,y) und § := %, so folgt:

€A
(x,7) <1< {x9,y) Vo € A. Die erste Ungleichung besagt y € A° und damit
die zweite: zg ¢ Aoo.é O

Ist A C X konvex und abgeschlossen bzgl. o(X,Y), dann besagt der Bipola-
rensatz also folgendes:

reAeVye A% @ (r,y) <1

2.3 Darstellung kohérenter Risikomafle auf LP-Raumen

Das Folgende Theorem geht zuriick auf [2]. Es ist wohl der erste Darstel-
lungssatz fiir Risikomafle auf unedlich-dimensionalen Raumen.

2.3.1 (Darstellung von kohirenten Risikomaflen [2])
Seip: LP — R, p € [1, 00| ein kohérentes Risikoma$l und A, sei abgeschlos-
sen bzgl. o(LP, L?), dann existiert @ C M1(P), so dass gilt:
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p(X) = sup Eg[—X]
QeQ

Beweis. A, :={X € L? | p(X) < 0} ist ein konvexer Kegel (nach Satz 1.1.8
(iv)) und abgeschlossen bzgl. o(LP, L?) nach Vorraussetzung.

A ={Y e L' | (X,Y) <0VX € A,} (nach 2.2.2)

Ich zeige zuerst, das gilt: A9 C L7

Angenommen: 30 #Y, € A%, Y, ¢ L? < (X,Y) <0VX € A, (nach 2.2.2)
Dann gilt aber, P[Y, > 0] >0 und 0 < 1yy~0y € A, = (1iys0y, Yo) > 0=
Yo Agp = A5 C LE

Der Bipolarensatz besagt dann: X € A, < (X,Y) <0 VY e A9NLL

Y Y o q
S X pp) =0 Vpprednll

S (X,Y)<0 VYedAnL!

& Eo[-X]=(-X,92) <0 V%2 eA9nLL, (Satzvon Radon-Nikodym)

Sei jetzt Q := {Q € M, (P) | % € A9 N LY}, dann gilt also:
X €A, sup Eg[-X]| <0
QeQ
Fiir alle X € L? gilt, X + p(X) € A,. Die obige Herleitung liefert dann,
sup Eg[—(X + p(X))] <0 & sup Eg[—X] < p(X).
QeQ QeQ

Andererseits gilt: X + p(X) —e ¢ A, Ve > 0.
=3Q € Q: Eg|—(X 4+ p(X) —¢€)] >0 Ve > 0.
= 3Q € Q: Eo[—(X + p(X))] > 0 & Eg[—X] > p(X), also gesamt:

p(X) = sup Eg[—X] O
QeQ
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3 Unterhalb-Stetigkeit, konjugierte Funktionen und das
Fenchel-Moreau-Theorem

In diesem Kapitel werden einige Grundlagen der konvexen-Analysis préisentiert.
Wir haben im letzten Kapitel gesehen, dass konvexe, abgeschlossene Mengen
eine duale Darstellung bzgl. ihrer Polare haben. Dieses Prinzip iibertréigt
sich auf konvexe- und unterhalb-stetige Funktionen, durch konjugation die-
ser Funktion.

Teil 1 dieses Kapitels behandelt Zusammenhéange zwischen unterhalb-stetigen,
konvexen Funktionen und den Epigraphen bzw. den Niveaumengen dieser
Funktion.

In Teil 2 wird die konjugierte Funktionen einer Funktion definiert. Gewis-
se Eigenschaften dieser konjugierten Funktionen zeigen eine starke Analogie
zu Polaren einer Menge. Der Hohepunkt dieses Kapitels ist das Fenchel-
Moreau-Theoem. Es ist, wie sich zeigen wird, eine Verallgemeinerung des
Bipolarensatz und erlaubt es konvexe, unterhalb-stetige Funktionen durch
ihre konjugierte-Funktion darzustellen.

3.1 Konvexe, unterhalb-stetige Funktionen

3.1.1 (Definitionen)
dom(f) :={x € X | f(z) < oo} (effektiver Definitionsbereich von f)

epi(f) :=={(z,a) € X xR | f(x) < a} (Epigraph von f)

Sei A C X, dann ist die Indikatorfunktion I4 : X — [—00,00] definiert

durch
La(z) = {O reA
oo ¢ A

Eine Funktion f : X — [—00, o0] heift eigentlich, falls: f(x) > —oo Vx € X
und f # oo.

Sei (X, 7) ein topologischer Raum, dann ist eine Funktion
f: X — [—o0, 0] unterhalb-stetig bzgl. T in xy, falls

F(a0) < liminf f(x)

T—T0
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Die folgenden beiden Lemmas beleuchten den bereits angekiindigten Zu-
sammenhang zwischen Konvexitdt bzw. unterhalb-Stetigkeit einer Funktion
und Konvexitét bzw. Abgeschlossenheit des Epigraphen dieser Funktion. Fiir
einen Beweis siehe [1].

Lemma 3.1.2 Eine Funktion f : X — [—00,00] ist konvex genau dann,
wenn epi(f) € X x R konvex ist.

Proposition 3.1.3 Gegeben sei (X, 7) ein topologischer Raum und f :
X — [—00, 0], dann sind dquivalent:

(i) f ist unterhalbstetig bzgl. 7.

(ii) Die Niveaumengen {z € X | f(z) < A}, A € R, sind abgeschlossen bzgl.
T.
iii) epi(f) € X x R ist abgeschlossen bzgl. 7.

Der Satz von Mazur besagt, dass fiir konvexe Mengen, norm-abgeschlossenheit
und abgeschlossenheit im Sinne der schwachen Topologie dquivalent sind.
Der folgende Satz iibertrigt diese Eigenschaft auf unterhalb-stetige, konvexe
Funktionen.

Satz 3.1.4 (Mazur) Sei X ein normierter Vektorraum. Eine konvexe Funk-
tion f: X — [—00,00] ist genau dann unterhalb-stetig bzgl. || - ||, wenn sie
unterhalb-stetig bzgl. o (X, X*) ist.

Beweis. epi(f) ist konvex und abgeschlossen bzgl. || - || genau dann, wenn
epi(f) konvex und abgeschlossen bzgl. o(X, X*) ist, genau dann, wenn f
unterhalb-stetig bzgl. o(X, X*) ist. O

Bemerkung: Alle hier behandelten Aussagen iibertragen sich in kanonischer
Weise auf konkave Funktionen, wobei dann unterhalb-Stetigkeit durch oberhalb-
Stetigkeit ersetzt werden muss und Epigraph durch Hypograph.

Weil lineare Funktionen konkav und konvex sind, impliziert das die folgende
Aussage.

Sei X ein Banachraum (also abgeschlossen bzg. || - ||), dann gilt:

x' € X* ist stetig bzgl. || - || & =* € X* ist stetig bzgl. o(X, X*).
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3.2 Konjugierte Funktionen und das Fenchel-Moreau
-Theorem

Definition 3.2.1 (Konjugierte Funktionen) Sei (X,Y, (-, )) ein duales
Paar und f : X — [—00, 00] eine beliebige Funktion. Dann definieren wir
die konjugierte-Funktion f*:Y — [—00,00] von f durch,

f(y) == sup((z,y) — f(z)) Yy €Y

rzeX

und die bikonjugierte-Funktion f**: X — [—00, 00| durch,

7 () = supl(z, 5} — f*(z)) ¥z € X.
yey
Beispiele: (i) Sei A C X, I4 die Indikatorfunktion auf A und y € Y, dann
gilt Iy (y) = sup((z, y) — La(x)) = sup(z,y).
zeX T€EA
(ii) Sei f: R - R, f(z):=z — a. Dann gilt,
F(y) = sup(a(y — 1) = a) = —alpy(y).
e
(iii) Sei f: R = R, f(z) := exp(x). Elementare Analysis liefert,
f*(y) = ylog(y) —y.

Wie schon erwéhnt stehen Polare von Mengen und konjugierte Funktionen in
engem Zusammenhang. Der folgende Satz bestimmt ein paar wichtige Eigen-
schaften von konjugierten bzw. bikonjugierten Funktionen. Man vergleiche
die folgenden Eigenschaften mit denen von Polaren (siehe Lemma 2.2.2).

Lemma 3.2.2 (Elementare Eigenschaften konjugierter Funktionen)
Sei (X, Y, (-,-)) ein duales Paar und f : X — [—00, 0] eine beliebige erwei-
terte Funktion, dann gilt:

(i) f* ist konvex und unterhalbstetig bzgl. o(Y, X); f** ist konvex und un-
terhalbstetig bzgl. o(X,Y),

(i) f < /.

(iii) f1 < fo impliziert f; > f3,

(iv) f(2) + f*(y) = (2, y), bzw. f*(y) + f*(x) > (z,y) Vo € X, Vy € V.

Beweis. (i) f.(y) := (z,y) — f(x) ist als affin-lineare Funktion konvex und
unterhalb-stetig bzgl. o(Y,X). = {y € Y | f*(y) < A} = N{y e YV |
zeX

fz(y) < A} sind konvex und abgeschlossen YA € R. D.h. f* ist konvex und
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unterhalb-stetig bzgl. o(Y, X) (nach 3.1.3). Analog fiir f**.

(if) f*(x) = sup({z,y) — f*(y)) = sup((z,y) —sup((z,y) — f(z))) < f(z)

yey yey zeX
Vo e X.

(iii) Sei f1 < fo = fi(y) = sup({z.y) - fi(*))
<sup((z,y) — fo(2)) = f3 Wy €Y.
ze
(iv) Nach Definition von f* bzw. f**, ist das klar. O

Das folgende Theorem hat eine ganz Zentrale Rolle in den néchsten Kapiteln.
Es gibt uns die Moglichkeit, Risikomafle, wie in der Einleitung angedeuted,
durch ihre konjugierte-Funktion darzustellen.

3.2.2 (Fenchel-Moreau-Theorem) Sei (XY, (-,-)) ein duales Paar.
f X — [—o0,00] sei eine eigentliche Funktion, dann gilt f = f** genau
dann, wenn f konvex und unterhalb-stetig bzgl. o(X,Y) ist.

Beweis. Gilt f = f**, dann ist f nach Satz 3.2.1 konvex und unterhalb-stetig
bzgl. o(X,Y).

Sei umgekehrt f konvex und unterhalb-stetig. Satz 3.2.1 besagt f** < f.
Angenommen es existiert xg € X : f**(zo) < f(x), dass bedeuted,

(xo, [**(x0)) ¢ epi(f). Nach dem Trennungssatz von Hahn-Banach, kénnen
wir (o, f**(xg)), strikt, durch ein lineares Funktional auf X x R trennen.
Diese Aussage wird dann zum Wiederspruch gefiihrt. Fiir Details siehe [1].0]

Das der Bipolarensatz vom Fenchel-Maureau-Theorem impliziert wird, zeigt
die Beweisskizze des folgenden Theorems.

Theorem 3.2.3 (Bipolarensatz) Sei X ein Vektorraum und A C X, dann
gilt:
A°° = conv(A U O)U(X’Y)
Beweis. p4 sei das Minkowski-Funktional (2.1.2) tiber A, dann iiberzeugt
man sich mit Hilfe von [1], dass gilt :
(i) I4 ist konvex und unterhalbstetig < A ist konvex und abgeschlossen
(i) pao =T (falls 0 € A)
(iii) p% = Lao (falls 0 € A)
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Dann folgt mit Hilfe des Fenchel-Maureau-Theorems:
Taoo = pho = I = I4 genau dann, wenn [0 € A, A ist konvex und abge-
schlossen]. O

Bemerkung: Sei jetzt p : LP —]—00, 0], p € [1, 00|, ein konvexes, o(LP, L9)-
unterhalb-stetiges Risikomaf}, dann erlaubt uns Theorem 3.2.2, p in der fol-
genden Form darzustellen:

p(X) = sup ((X,Y) — p*(Y)) VX € L7,
YeLd
Dabei wurde aber noch nicht ausgenutzt, dass p sowohl monoton, als auch
cash-invariant ist. Verwendet man diese beiden, zusétzlichen Eigenschaften,
erhéllt man eine prézisere Darstellung als die oben angegebene und insbe-
sondere eine Darstellung {iber Wahrscheinlichkeitsmafle (siche Kapitel 4).
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4 Darstellungen fiir konvexe Risikomafle auf LP-Raum-
en und stetigkeits-Eigenschaften

Das Fenchel-Moreau-Theorem erlaubt es uns in diesem Kapitel konkrete
Darstellungenen fiir Risikomafle auf LP zu erhalten, wenn wir unterhalb-
Stetigkeit bzgl. der o(L?, L9)-Topologie voraussetzen. Da der Raum L nicht
reflexiv ist, ist die o(L>, L')-Topologie echt gréber als die schwache Topolo-
gie auf L*>°. Das bedeuted, dass unterhalb-Stetigkeit bzgl. dieser Topologie,
eine stiarkere Voraussetzung an das Risikomaf p ist, als schwache unterhalb-
stetigkeit. Der Raum L* muss also gesondert behandelt.

In Teil 4.1 werden ich im Detail auf die Darstellbarkeit fiir Risikomafle auf
den unterschiedlichen LP-Riumen eingehen. Auflerdem werden hinreichende
Kriterien fiir die o(LP, L9)-unterhalb-stetigkeit angegeben. In Teil 4.2 werden
noch eingehender kohérente Risikomafle besprochen und Teil 4.3 beschéftigt
sich mit endlichen (reell-wertigen) Risikomaflen.

4.1 Darstellungen und stetigkeits-Eigenschaften konvexer Risi-
komafle auf LP-Rdumen

Theorem 4.1.1 (Darstellung p € [1, 00| [4])
Sei p : LP —] — 00,¢], p € [1,00], ein konvexes RisikomaB, dann ist p
unterhalb-stetig bzgl. o(L?, L?) genau dann, wenn

(i) p(X) = sup (Eg[-X]—p"(-33))

QeM{(P)
(i) p*(—42) = sup Eq[-X] Vi3 € L],
XeA,

Beweis. (i) Wir haben gezeigt, dass Riskikomafile immer eigentlich sind.
Sei jetzt p unterhalbstetig bzgl. o(LP, L?) und konvex. Dann folgt mit dem
Fenchel-Moreau-Theorem p = p**. Sei X € L”, dann gilt:

p(X) = sup ((X,Y) —p*(Y)) = sup ((X,Y) —p"(Y))

YeLa YeLd
p*(Y)<oo
= sup ((X,Y)—p"(Y))= sup ((X,Y)—p"(Y))
L yers 2 vert
p*(Y)<oo p*(Y)<oo
* * d
= s (XY) (V)= sup (Bol-X] - p'(~19))
YeLd - QeMi(P)
p*(=Y)<oo
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1.Sei A >0, Y € L9, mit p*(Y) < oo. Dann gilt, p(Aly>ey) <0

= <)\1{y20},Y> — p*(Y) <0< A(l{yzo},Y> < p*(Y) < oo VA > 0. Die
Aussage ist aber nur richtig, wenn Y € L? ist. (vergleiche 2.3.1)

2. Sei A > 0, dann gilt p(A\) = =X+ p(0) = (A, Y) — p*(Y) < =X+ p(0)
S AM(LY)+1) <p*(Y)+p(0) <oo VY € L?: p*(Y) < o0.

Was nur Sinn macht VA > 0, wenn (1,Y) = —1. Also, Y € L? _,.

3. Der Satz von Radon-Nikodym impliziert nun, dass wir Y € L?m mit
fiir ein @ € M{(P) identifizieren kénnen. Woraus dann folgt, dass:
(=X,Y) = [-XYdP = [ -X{5dP = [ -XdQ = Eg[-X].

aQ
P>

(ii) Sei Z € LP, dann ist Y := Z 4+ p(Z) € A,.
D.h. sup Eq[—X] > Eg[-Y]| = Eqg[-Z] — p(2)

XeA,
= sup Eg[~X] > sup (Eq[~Z] - p(Z)) = p*(—33).
XeA, ZeLp
Andererseits gilt: p*(—j—g) = sup (Eg[—X]—p(X)) > sup (Eg[—X]—p(X))
XelLp XeA,
> sup Eg[—X]. Also gesamt, p*(—fl—g) = sup Eg[—X] Vg—g eLi,.
XeA, XeA,

Gilt umgekehrt,
p(X) = sup (Eo[-X]—p'(~g8));
QeM(P)
dann folgt aus der Monotonie und Cash-Invarianz (wie oben),
p(X) = Supq(<X> Y) — p*(Y)) = p™(X) VX € L~

YeL
Das Fenchel-Maurea-Theorem impliziert dann die unterhalb-Stetigkeit
bzgl. o (L, LY), von p. O

Das folgende Lemma bietet ein paar notwendige- und hinreichende Kriterien
fiir die Darstellbarkeit von konvexen Risikomaflen.

Lemma 4.1.2 (Charakterisierung p € [1, c])
Es sei p : LP —] — 00,00], p € [1,00] ein konvexes Risikomaf. Dann sind
folgende Bedingungen dquivalent:

(i) p ist unterhalb-stetig bzgl. o(L?, L?).

(i) p(X) = sup (Eg[~X]—p"(—33))
QeMmi(P)

(iii) p(X) = sup (Eg[—X] — p*(—52))
QeKa
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K?:={Q € M{(P) | p"(~33) < o0}
(iv) A, ist abgeschlossen bzgl. O'(Lp, L9).

Beweis. (i) < (ii)<(iii) impliziert Theorem 4.1.1.

(iv)e(i): A, :={X € L? | p(X) < 0} ist abgeschlossen bzgl. o(L?, L) .

& {X € L?| p(X —m) < m} ist abgeschlossen bzgl. o(LF, L?) Vm € R.

S {X +me LP| p(X) <m} ist abgeschlossen bzgl. o(LP, L) Vm € R.

< {X € LP | p(X) < m} ist abgeschlossen bzgl. o(LP, L9) Vm € R.

& p ist unterhalbstetig bzgl. o(LP, L?). ]

Ist ein Risikomaf} gegeben auf L>°, dann mag sich die Frage nach hinreichen-
den Kriterien fiir die o(L>, L')-unterhalb-stetigkeit stellen. Ein tiefer Satz
aus der Funktionalanalysis, der Satz von Krein-Smulyan (siehe [12]), liefert
so ein Kriterium.

Alle anderen LP-Réume werden noch genauer im néchsten Lemma charakte-
risiert.

Lemma 4.1.3 (Charakterisierung p € [1,0))
Es sei p : P —] — 00, 00], p € [1,00) ein konvexes Risikomafl. Dann sind
folgende Bedingungen dquivalent:

(i) p ist unterhalb-stetig bzgl. o(LP, L?).

(ii) p ist unterhalb-stetig bzgl. || - ||,

(iii) A, ist abgeschlossen bzgl. o(LP, L9).

(iv) A, ist abgeschlossen bzgl. || - ||,

(v) p(X) = sup (Bg[-X]—p"(~38))
QeEM1(P)

(vii) p(X) = sup (Bq[~X] — p*(~58)).
QeKa

K?:={Q € M{(P) | p"(=58) < oo}.
Beweis. Die noch fehlende Implikation liefert der Satz von Mazur (3.1.3).]

Fazit: Fiir RisikomaBe definiert auf L”,p € [1, 00), liegt der Vorteil darin,
dass die o(LP, L?)-unterhalb-stetigkeit ganz einfach durch die Norm-unterhalb-
Stetigkeit zu charakterisieren ist. Andererseits haben Risikomafle auf L>° den
Vorteil, dass sie immer stetig (siehe 1.1.3) sind, was allerdings noch kein hin-
reichendes Kriterium zur Darstellung iiber die konjugierte Funktion ist. Dazu
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miisste noch zusétzlich o(L>, L')-unterhalb-Stetigkeit gelten.

4.2 Darstellungen und stetigkeits-Eigenschaften kohérenter Ri-
sikomafle auf LP-Radumen

Die folgenden beiden Punkte behandeln kohérente Risikomafle. Wir werden
sehen, dass eine duale Darstellung fiir ein kohérentes Risikomafl;, im Ver-
gleich gesehen, besonders einfach ist, weil die konjugierte Funktion nur die
zwei Werte 0 und co annehmen kann.

Proposition 4.2.1 [3] Es sei p : L? —] —00,00], p € [1, 00|, ein kohérentes
Risikomaf, dann gilt,

p*(Y) € {0,00} VY € L1.
Beweis. Sei Y € L4, dann gilt p*(Y) = sup ((X,Y) — p(X))

= sup ((AX,Y) — p(AX)) = Ap*(Y) V)\XEEL(;. = p*(Y) € {0, 00}. O

AXeLp

Theorem 4.2.2 (Darstellung kohérenter Risikomafle) Sei p : LP —
| — 00, 00], p €[l,00], ein kohdrentes Risikomaf}, dann sind dquivalent:

(i) p ist unterhalb-stetig bzgl. o(LP, L?).

(if) p(X) = sup Eq[-X], C:={Q e M{(P)|p*(—3}) = 0}.

(iii) p*(—%2) =Ipa(%2) VR e Ll D1 :={&ecLl |QecC

Beweis. Genau dann, wenn p unterhalb-stetig bzgl. o(LP, L?) ist, gilt:
p(X) = sup ((X,Y) —p*(Y)) = sup ((X,Y) —p"(Y))
YeLa YeL

p*(Y)<oo
= X.Y) = oY) = EAl—X] = _X.
o S ((GY) = ))4-11522 o[=X] gg;f  Gb)
p*(Y)=0 ap
= sup ((—X, %) —Ip,(%)) VX € LP. O
%EL?H

Es versteht sich von selbst, dass alle in Abschnitt 4.1 erhaltenen Resultate
auch fiir kohdrente Risikomafle gelten.
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4.3 Darstellungen und stetigkeits-Eigenschaften endlicher, kon-
vexer Risikomafle auf LP-Raumen

In diesem letzten Abschnitt von Kapitel 4 wird sich zeigen, dass endliche
Risikomafle auf LP-Réumen den Vorzug besitzten, immer stetig zu sein. Au-
Berdem wird in Theorem 4.3.4 bewiesen, dass fiir endliche konvexe Risiko-
mafle, beziiglich der dualen Darstellung, dass Supremum durch ein Maxi-
mum ersetzt werden kann. Besonders elegant duflert sich diese Tatsache an
kohérenten Risikomafien (Theorem 4.3.5). Proposition 4.3.3 liefert ein zur
Endlichkeit dquivalentes Kriterium.

4.3.1 (Erweitertes Namioka-Klee-Theorem (siehe [9])) Sei (X, 7) ein
Banach-Verband und f : X —] — oo, 0] eigentlich, konvex und wachsend.
Dann ist f stetig bzgl. 7 auf int(dom(f)).

Corollar 4.3.2 (Stetigkeit endlicher, konvexer Risikomafle [9]) Jedes
endliche, konvexe Risikomaf p: LP — R, p € [1, 00], ist stetig bzgl. || - ||,.

Beweis. (L?,||-||,), p € [1,00] ist ein Banach Verband (siehe z.B. Elstrodt).
Es gilt: p(X) < 00 VX € LP = dom(p) = L?

= int(dom(p)) = int(LP) = LP. Unter Benutzung von 4.3.1 folgt, dass
p:LP — R, p(X) := p(—X) stetig bzgl. || - ||, ist, denn p ist eigentlich,
konvex und wachsend. = p ist stetig bzgl. || - ||, O

Proposition 4.3.3 [9] Sei p : LP — R ein konvexes o(LP, L9)-unterhalb-
stetiges RisikomaB und K¢ := {Q € M{(P) | p*(—92) < oco}. Dann gilt:

= {9 € L1, | Q € K7} ist beschréinkt bzgl. || |, genau dann, wenn p
endhch ist.

Beweis. Ist D? beschriankt und sei X € LP, dann gilt:
Eq[~X] = p*(=33) < X[, 151, — p(—58)-
= p(X) = sup (Eq[~X] - p"(—33))
QeKa
< [1X1, sup 15811, — sup p (—4p) < 0

Andererseits nehmen wir an, dass p endlich ist, aber DY nicht Norm-beschrankt.
Dann gibt es VX,, € LP, ein Q, € K7: X,, <0, || X,.|l, = 1 und Eg, > n?. LP
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ist ein Banachraum, dass impliziert X = >° X—g e LP. X < fg fiir alle

neN
n € N, aber p(X) > p(33) > Eq,[22] — p* (%) > n— K Vn € N und ein
K € R. Das heif3t aber, dass p nicht endlich ist. 4 ]

Die abschlieenden beiden Theoreme dieses Kapitels zeigen, wie bereits erwéahnt,
dass fiir endliche, konvexe Risikomafle, bzgl. der dualen Darstellung, dass
Supremum durch ein Maximum ersetzt werden kann. Dabei wird ein Kom-
paktheitsargument (Banach-Alaoglu) verwendet, welches fiir den Fall p = oo
allerdings nicht greift. Fiir diesen Fall verweise ich auf Theorem 5.2.5.

Theorem 4.3.4 (Darstellung endlicher, konvexer Risikomafle [9])
Sei p: LP —] — 00, 0], p € [1,00), ein endliches, konvexes Risikomaf, dann
hat p eine Darstellung der Form,

p(X) = max(Eq[~X] = p*(=3)), K*:={Q € MI(P) | p*(~ ) < o}

und K7 ist relativ kompakt bzgl. o(ca?($2, F, P), LP).

Beweis. Ist p endlich, so ist nach Korollar 4.3.2, p || - ||,-stetig. Also ins-
besondere unterhalb-stetig bzgl. o(LP, L9), fir p € [1,00). Nach Prop. 4.3.3

ist D1 = % € L{, | Q@ € K9 Norm-beschrénkt. Insbesondere ist al-

so D4 Norm-beschrénkt. Der Satz von Banach-Alaoglu besagt dann, D9 ist
o(L?, LP)-kompakt ((LP)* = L7). Das ist dquivalent dazu, dass K¢ kompakt
bzgl. o(ca?($2, F, P), L) ist (siche Beispiel 2.1.2 (ii)). Also ist K? relativ kom-
pakt bzgl. o(ca?(Q2, F, P), LP).
Wir definieren f : D? — R, durch f(j—g) = (—X, Z§> p ( ) fiir ein
X € L?. Dann ist f oberhalb-stetig bzgl. o(L?, L?), weil p* 1mmer J(Lq, LP)-
unterhalb-stetig ist (3.2.2 (i)). Oberhalb-stetige Funktionen (bzgl. (L4, L?))
nehmen ihr Supremum auf Kompakta an (siehe: Aliprantis, Infnite dimen-
sional Analysis, Theorem 2.40).(*)
= p(X) = sup (Eq|—X] — p*(~22)) = sup (Eq[—X] — p(—22))

QeKa QeK4a

ngug(<_X,%> pr(— Q))()d a;c ((— X7%> p*(— dQ>>
:g?%(q(<—X,%>—p*(—g—g)) Q }g(EQ[ X] - p*(—%))_

Die vorletzte Gleichung folgt, weil fur e D1\ DI, ist p*(— Q) oco. [
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Theorem 4.3.5 (Darstellung kohirenter Risikomafle [9])

Sei p : LP —] — 00, 00], p € [1,00), ein kohérentes, | - ||,-unterhalb-stetiges
Risikomafl. Dann hat p eine Dastellung der Form,
p(X) = max Eg[-X], C:={Q € M{(P) | p* (—3%) =0}

und CY ist o(ca?(Q2, F, P), L?)-kompakt.

Bewels Ich zeige zuerst, dass
={¥ ¢ L, Qe Cq} || - [|-beschréinkt ist. Sei dazu 92 € DY dann gilt,

Pr(-3)=0s sup ((X, — q8) — (X)) =0

& (X, 9) > —p(X) VX € LY
& (=X, B) > —p(-X) VX e L
(X, L) <p(-X)VX eLr

also gesamt,

—p(X) <

(X, 78)
—p(X) < ;

. p(=X) VX € LP.
p (X, 5

>_§ p(—X) VX € L».

wle% IN

Das heifit aber nichts anderes als, D? ist beschrankt bzgl. o (L4, LP), oder an-
ders ausgedriickt, DY ist beschrankt bzgl. o((LP)*, L?). Der Satz von Banach-
Steinhaus besagt dann, D? ist beschrénkt bzgl. || - ||,. Mit Prop. 4.3.3 folgt,
dass p endlich ist. Unter Benutzung von Theorem 4.3.4 erhalten wir dann,
X E, X e L’

p(X) = max Eq|-X] VX €
Wir wissen das CY relativ kompakt bzgl. o(ca?(Q2, F, P), LP) ist. Also ist nur
noch zu zeigen, dass C? abgeschlossen bzgl. o(ca?(Q2, F, P), LP) ist.
Weil p* unterhalb-stetig bzgl. o(L?, L?) ist und

—{ZQ€L+1|P( ) }4;1{ZQ€L+1’P( )<O}

folgt, dass D? abgeschlossen bzgl. o(L9, L?) ist. Also ist C? abgeschlossen
bzgl. o(ca?($2, F, P), LP). O
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5 Atomlose Wahrscheinlichkeitsrdume, der Raum
ba(S), F), adjungiert-bedingte Erwartungen und maxi-
male Korrelation

Dieses Kapitel dient vornehmlich zur Vorbereitung fiir die abschlieBenden Ka-
pitel. In Teil 5.1 beschéftige ich mich mit atomlosen Wahrscheinlichkeitsraumen
und deren Implikationen, sowie mit Quantilfunktionen. Wir werden im fol-
genden immer wieder benotigen, dass auf dem vorgegebene Wahrscheinlich-
keitsraum (2, F, P) eine, auf [0, 1], unter P, gleichverteilte Zufallsvariable
existiert. Atomlosigkeit ist dafiir ein hinreichendes Kriterium. Mit hilfe von
Quantilfunktionen werden wir sehen, dass Atomlosigkeit noch weitere inter-
essante und iiberraschende Konsequenzen beinhaltet.

In 5.2 und 5.3 wird der Raum ba(€2, F), aller beschrankten Ladungenen be-
handelt. Zum einen werden wir eine Teilmenge von ba(§2, F) als Dualraum
von L>*(€, F, P) identifizieren, zum anderen wird die adjungiert-bedingte
Erwartung (als linearer Operator) definiert, welche uns im wesentlichen dazu
dienen wird einen wichtigen Stetigkeitssatz iiber verteilungs-invariante Risi-
komaBe, in Kapitel 6, zu beweisen.

Teil 5.4 dreht sich um die maximale Korrelation zweier Zufallsvariablen. Die
Hardy-Littlewood-Ungleichung liefert, wie wir sehen werden, eine Korrelations-
schranke.

5.1 Konstruktion, Simulation, Replikation und Approximation
von Zufallsvariablen auf atomlosen Wahrscheinlichkeitsraumen

Definition 5.1.1 (Quantilfunktionen) Es sei X eine Zufallsvariable auf
einem Wahrscheilichkeitsraum (€2, F, P) mit Verteilungsfunktion F'y. Dann
werden durch

g% (0,1) — R, gk (t) :==inf{x € R| Fx(z) > t},
gy : (0,1) — R, gx(t) := inf{z € R| Fx(z) > t},

die obere- und untere Quantilfunktion definiert.
Fiir eine beliebige Quantilfunktion

gx : (0,1) — R
muss gelten, Fx(¢x(t)—) <t < Fx(qx(t)) Vt € (0,1).
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Im Fall von stetigen Verteilungen sind die Quantilfuktionen nichts anderes
als die Inversen der Verteilungsfunktion, was impliziert, dass dann ¢¥,¢%
und gx f.s. iibereinstimmen. Im unstetigen Fall ist ¢ noch linksstetig und
¢ rechtsstetig.

Quantilfunktionen werden im weiteren Verlauf eine tragende Rolle spielen, da
sie zum einen direkt zur Bestimmung des Risikos verwendet werden kénnen
(siche 1.3 (Value at Risk)), zum anderen besagt das folgende Lemma, unter
anderem auch, dass sie zur Simulation (5.1.2 (i)) eines gegebenen Zufallsex-
periments X benutzt werden kénnen.

Lemma 5.1.2 (Eigenschaften von Quantilfunktionen [3])

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, P), der eine auf [0,1] gleich-
verteilte Zufallsvariable U tréagt. X sei eine beliebige Zufallsvariable auf

(Q, F, P) mit Verteilungsfunktion Fx und beliebiger Quantilfunktion ¢y (de-
finiert wie oben), dann gilt:

() gx(U) ~ X,

(i) 4 (1) = —q= (1 — ) ¥ € (0,1)

Hat X eine stetige Verteilung, dann gilt zusétzlich:

(iii) Fx(X) ~ U,

(iv) X = qx(U) P-fs..

Die Frage, wann ein Wahrscheilichkeitsraum eine, auf [0,1] gleichverteilte Zu-
fallsvariable tragt, beantwortet folgende Definition und das darauf folgende
Lemma.

Definition 5.1.3 (Atomloser Wahrscheinlichkeitsraum) Ein Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, F, P) heifit atomlos, falls folgendes gilt:
VA e Fmit P(A)>03dBC A, BeF:0< P(B) < P(A).

Lemma 5.1.4 (Eigenschaften atomloser Wahrscheinlichkeitsriume
[3]) Fiir einen beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) sind die folgen-
den Bedingungen dquivalent:

(i) (2, F, P) ist atomlos.

(ii) Es existiert eine Folge (X, )nen von bernoulli-verteilten Zufallsvaria-

blen.

(iii) Fir alle @ € M;(R) gibt es eine Folge von Zufallsvariablen (Y},)nen
mit gemeinsamer Verteilung Q).
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(iv) (Q,F, P) tragt eine bzgl. P, auf [0,1] gleichverteilte Zufallsvariable U.

Atomlosigkeit bedeuted also nicht, dass (€2, F, P) ausschliellich Zufallsvaria-
blen mit stetiger Verteilung trégt.

Sei dazu U eine, unter P, auf [0,1] gleichverteilte Zufallsvariable. Dann kénnen
Bernoulli-Zufallsvariablen B 1 mit Hilfe von Indikatorfunktionen derart, 1 <!
simuliert werden. Eine zwelte von B1 unabhéngige Bernoulli- Zufallsvarlable

erhdlt man durch, B(%) = 1{U§Z}U{U>Z}' Induktiv kann man so eine ganze
Folge (B(l"))neN von solchen Zufallsvariablen erzeugen. Umgekehrt gewinnt
2

man durch, U := > % ) eine, unter P, auf 0, 1] gleichverteilte Zufallsva-
keN 2
riable zuriick.

Von einem praktischen Standpunkt aus, sind Zufallsvariablen mit stetigen
Verteilungen wesentlich leichter zu handhaben.

Der folgende, extrem niitzliche, Satz erklart wie man Zufallsvariablen mit
unstetigen Verteilungen durch Zufallsvariablen mit stetigen Verteilungen,
gleichgradig approximieren kann.

Satz 5.1.5 (Approximationssatz [13]) Sei X € L', dann exisistiert eine
Folge von stetig-verteilten Zufallsvariablen (X,,),en C L, fiir die gilt:

(i) X, ":—°°> X,

(ii) X, —>"”*H°° X,
(iii) X* -1 < X* < X* Pfs. VneN.

Beweis. Wir bezeichnen mit D := {x € R | P[X = z| > 0}, die Menge aller
Unstetigkeitstellen (abzdhlbar) von Fx. Da (§2, F, P) atomlos ist folgt mit
Satz 5.1.4: Fiir alle z € D gibt es U, € L' mit,

Uy~ A bzgl. P(- | {X = z})

0,12lA1)

(U, ist auf dem Intervall [0, % A 1], unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf
P(- | {X = x}), gleichverteilt). Jetzt definieren wir

Xo =X =23 sgn(x)Up1{x—

xzeD

D.h. fir x ¢ D gilt X,, = X und fiir x € D wird ein zweites Zufallsexperiment
U, €10,5 [2l'A 1] durchgefiihrt. Es ist dann sofort ersichtlich, dass gilt:
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| Xn — X||oo — 0. Zu zeigen ist zuerst, dass X, stetig verteilt ist fir alle
n—oo
n € N.

PX,=y|=PX,=y,y¢ D]+ P[X, =y, X € D]

= P[X =y,y ¢ D]+ PLU{X = 2,2 — Lsgn(z)U, = y}]

= %P[Z =y, U, = sgn(z)n(x — y)]
= %:DP[X = x| P[U, = sgn(x)n(x —y) | {X =2}] =0

Die vorletzte Gleichung gilt aufgrund der Bayes-Formel und die letzte nach
definition von U,. Wir kommen jetzt zur fast sicheren konvergenz, und be-
nutzten Borel-Cantelli.
(1)

S PlX,—X|>¢€=> X P[|—zsgn(x)U,| > ¢, x € D]

neN neNzxzeD
=> > P[X =2z|P[U, > en | {X =z}]
neNzeD
— _ _enA(AAz])
_%xezDP[X = z|(1 S )

= X ZP[XI:C](l—%>

{nlen<1A|z|} z€D

< > > P[X =x] < 0o Ve > 0.

" {n|en<lAjz|} 7ED
(ii)
1 X — X1 = [|—2 > sgn(x)U,14,| dP

z€D
=LY PIX=a] [U. dP(- |[{X =2}) <L ¥ P[X =a] <1 —0.
reD z€D n—00
(iii) Sollte klar sein, weil | — Lsgn(z)U,14,| < 1. 0
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5.2 Der Raum ba(€2, F)

Das Ziel von diesem Abschnitt ist es, die schwache Topologie auf L*> zu
identifizieren. Dazu muss der Dualraum von L*° bestimmt werden. Vorher
werden aus versténdlichkeits-Griinden, Grundlagen der Integrationstheorie
auf ba(Q2, F) aufgelistet. Fiir Details siehe [8].

Definition 5.2.1 (Der Raum aller beschrinkten Ladungen ba(S2, F))
Sei (2, F) ein Messraum. Wir bezeichnen mit ba(2, F), die Menge aller Ab-
bildungen p : F — [—o0, o0], mit folgenden Eigenschaften:
(i) p(@) =0
(i) Seien A, B € F, AN B = (), dann gilt u(AU B) = u(A) + u(B).
(i) sup [u(4)] < o0

AeF
Ein Element p € ba(Q2, F) nennen wir eine beschrinkte Ladung (endlich-
additives, signiertes Maf).
Von einem theoretischen Standpunkt aus, kann man Ladungen wie signier-
te Mafle behandeln. Das bedeutet, dass sich fast die gesamte Lebesquesche-
Integrations-Theorie, auf ba(2, F) iibertragt, wobei allerdings unterschiedli-
che Konvergenzbegriffe verwendet werden. Mit

elloar == [pl(€2) := () + p~ (),
pt(E) =sup{u(F) | FCE, Be F} ,F€F,
pw (E):=—inf{u(F)|FCE, BeF}, FeF,

wird ba(§2, F) zu einem normierten Vektorraum.
5.2.2 (Fakten iiber ba(Q2, F) [8])

(D-Integral) Sei (2, F, 1) gegeben, wobei u eine beschrankte Ladung ist.
Dann sagen wir eine Funktion f : {2 — R ist D-integrierbar, falls eine Folge
(fn)nen von einfachen Funktionen (endlicher Wertebereich) existiert, fir die
gilt:

(1) fn,n > 1 konvergiert diffus gegen f, (siehe [8], 4.4.11)

(i) lim D [1fa— foul dlul.

Wie schon erwéhnt, gelten im wesentlichen die selben Regeln wie fiir das
Lebesque-Integral.
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(Absolute Stetigkeit) Seien pu, v € ba(2, F). v heifit absolut stetig bzgl. u
falls Ve > 0 36 > 0 : |u|(E) < § = |[v|(E) < e VE € F. Wir schreiben dafiir
v .

Ein entscheidener Unterschied zwischen ba (2, F) und ca($2, F) ist der folgende:
Fiir pu, v € ba($2, F), folgt aus [u(E) =0, £ € F = v(E) = 0], im allgeminen
nicht v < pu.

Das hat Konsequenzen fiir den Satz von Radon-Nykodym (auf ba(§2, F)).

(Satz von Radon Nikodym) Seien yu, v € ba(2, F), dann sind die folgen-
den Aussagen dquivalent:

() v < p

(i) Fiir alle e > 0 gibt es eine einfache Funktion f: Q — R :
W(E) =D [, f du| < eVF € F.

Im Fall eines Mafiraumes (signiert) (€2, F,u) besagt der Satz von Radon-
Nikodym, dass man v € ca(2, F) mit der zu v gehorenden Dichte le_; e Lt
identifizieren kann, genau dann, wenn v < p. Im Fall von v € ba(Q2, F), kann
man v im allgemeinen nicht exakt mit einer D-integrierbaren Funktion iden-
tifizieren. So eine Funktion existiert im allgemeinen nicht (siehe. [8] 6.3.5).

Sei jetzt ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) gegeben, dann definieren wir,
ba(Q, F,N) :={u € ba(Q,F) | u(N)=0VN € N},
N :={N e F| P(N) =0} (Die Menge aller P-Nullmengen).

Theorem 5.2.3 (Dualraum von L>*(Q, F, P)) ([8] 4.7.11)
Sei L*>°(Q2, F, P)der normierte Vektorraum aller bzgl. P essentiell-beschrénkten
Funktionen und ba(Q, F, N) definiert wie oben, dann gilt:

(L>(Q2, F, P))* = ba(Q, F,N).
Fiir p € ba(Q, F,N) und f € L>(Q, F, P) gilt, analog zum Raum ca (92, F, P):

D [ fdu| < ||flloollft]|var- Dadurch erhalten wir folgendes Corollar.
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Corollar 5.2.4 (Schwache Topologie auf L>(Q2, F, P))
(L*°(Q2, F, P),ba(Q, F,N),(-,-)p) ist ein duales Paar, wobei

(X,w)p =D [ X du VX € L*, Yu € ba(Q2, F,N).

Wenn man jetzt
My (N) :i={p € ba(Q,F,N) | u(Q) =1, u(E) > 0VE € F}
interpretiert als Raum von “Wahrscheinlichkeits-Ladungen®, mit
E,X] = (X,u)p Yu € My (P), VX € L™,

so erhélt man als Corollar, folgenden Darstellungssatz fiir Risikomafle.

Theorem 5.2.5 (Darstellungssatz fiir konvexe Risikomafle auf L>°)
Sei p : L> — R ein konvexes Risikomaf}; so hat p die folgende Darstellung,
X)= max (E,|-X]|—p"(—p)).
PX) = max (Bul=X]=p'(=n))
Beweis. Wir haben in Satz 1.3 gesehen, das Risikomafle auf L>°, Lipschitz-
stetig sind, also insbesondere stetig bzgl. || || s Mit dem Satz von Mazur und
5.2.3 folgt, dass p unterhalb-stetig bzgl. (L, ba($2, F,N)) ist. Von hier an
verlauft der Beweis analog zu Theorem 4.1.1 und wir erhalten
p(X) = sup (EL[-X]—p"(-p)) VX € L.
peEM1 f(N)

Eine analoge Argumentation zu Theorem 4.3.5 liefert uns die gewiinschte
Darstellung. O

Das folgende Theorem liefert die in Abschnitt 4.3 versprochene Darstellung
fiir kohdrente Risikomafe auf L>°.

Korollar 5.2.6 (Darstellung kohérenter Risikomafle auf L>)
Sei p: L — R ein kohérentes Risikomafl; dann hat p eine Darstellung der
Form,

p(X) = max B,[~X], C; = {1 € Myy(N) | p*(—p) = 0},

neCy
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Abgesehen von der eleganten Darstellungsweise, stellt sich die Frage, wel-
chen konstruktiven Wert solche Darstellungen besitzen. [8] 10.2.1 zeigt, dass
jedes € ba(Q2, F) eine Zerlegung der Form, u = p. + p, besitzt. Dabei
ist . € ca(Q,F) und p, € ca(, F)*, ist eine sogenannte reine Ladung
(engl. pure charge)). In [7] wird bewiesen, dass ohne Verwendung des Aus-
wahlaxioms, p € ca(€2, F)* nicht konstruierbar ist. Das heiit solche Objekte
existieren in ZF (ohne C) gar nicht.

Dass man aber auch von einem konstruktiven Standpunkt mit Elementen
aus ba(Q2, F, ) arbeiten kann, rechtfertigt der nichste Abschnitt.

5.3 Die adjungiert-bedingte Erwartung

Dieser Abschnitt wird zeigen, wenn man Elemente aus ba(€), F,N') iiber
endlich- erzeugte o-Algebren bedingt, erhihlt man Elemente aus ca (2, F, P).
Dazu muss aber erst erklart werden, was “bedingen“ von Elementen aus

w € ba(2, F,N) iiberhaupt bedeutet.

Sei dazu X ein Vektorraum und 7' : X — X ein linearer Operator, dann
induziert T eine lineare Abbildung 7" : X* — X* mit T"(2)(x) := 2/(T'(x))
Ve e X, Vo' € X*.

Fiir ein duales Paar (X,Y, (-,-)) und einen linearen Operator T : X — X
konnen wir also 7% : Y — Y definieren durch, (x, T*(y)) := (T'(x),y)

Ve e X, Vy € Y. T" heidit der zu T adjungierte Operator.

Definition 5.3.1 (adjungiert-bedingte-Erwartung) Gegeben ba(Q, F, N)
und G C F eine unter-o-Algebra, E[- | G] : L — L* sei die bedingte-
Erwartung, dann wird durch

E*[-| G] : ba(Q2, F,N) — ba(Q2, F,N)
(X, E*[p | Gl)p = (E[X [ G], p)p VX € L, Y € ba(Q, F, N,
die adjungiert-bedingte-Erwartung definiert.

Proposition 5.3.2 (Bedingen unter endlich-erzeugten o-Algebren
[11]) Sei F,, := o(Ay, ..., An) C F eine endlich-erzeugte unter-o-Algebra und
E*[- | Fu] : ba(Q, F,N) — ba(Q2, F,N) die adjungiert-bedingte-Erwartung
iiber F,,, dann gilt:
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(X, E*[p | Fol)p = (X, Z WPy yx € 1%, Yy € ba(Q, F,N), mit

% > e 1P(A))1Ak€L°°
Beweis. Sei also X € L, p € ba(Q, F, ), dann gllt
D[ XdE*[u | F] = (X, E*[u| Ful)yp = (E [X|]-' Vo =D, XlA’“du
= S S D Lagdi = S, LA f X4 g p
= (X, 7). .

5.4 Die Hardy-Littlewood-Ungleichung und maximale Korrela-
tion

Theorem 5.4.1 (Hardy-Littlewood-Ungleichung) Seien X und Y zwei
Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit beliebigen
Quantilfunktionen ¢x und gy, dann gilt

Ji ax(1— gy (t)dt < B[XY] < [ qx (t)ay (t)dt,

falls die jeweiligen Integrale wohldefiniert sind.

Definition 5.4.2 (Equi-Verteilungsklasse) Sei (€2, F, P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum und X € LP, dann bezeichnen wir mit

(X ~ X} :={X e L?| PX = PX},

die equi-Verteilungsklasse von X.

Die Hardy-Littlewood-Ungleichung liefert eine obere- und eine untere Schran-
ke fiir die Korrelation zweier Zufallsvariablen. Der folgende Satz beweist, dass
auch Zufallsvariablen existieren, die diese Schranken annehmen.

Satz 5.4.3 (Maximale Korrelation [13]) Fiir einen atomlosen Wahi-
scheinlichkeitsraum (€2, F, P) und X € LP, Y € L% sowie p € [1, 00] gilt,

fol gx (t)gy (t)dt = sup E[XY] = sup E[XY].
X~X Y~Y
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Beweis. Sei X € LF, Y € L% Wegen der Hardy-Littlewood-Ungleichung
folgt sup E[XY] < [ gx (t)ay (t)dt.

X~X
1. Angenommen Y hat eine stetige Verteilung, dann gilt zum einen,

U := Fy(Y) ist unter P auf (0,1) gleichverteilt (5.1.2 (iii)). Zum anderen

gilt nach Satz 5.1.2 (iv), Y = ¢y (U) P-f.s.. Definieren wir X := ¢x(U), dann

besagt 5.1.2 (i), dass X ~ X.
= E[XY] = E[Xqy(U)] = Elgx(U)ay (U)] = J; ax(t)ay (t)dt. Also gilt “=*.

2. Sei jetzt Y nicht notwendig stetig, dann existiert nach Proposition 5.1.5

eine Folge (Y},)nen € L7 mit stetigen Verteilungen und folgenden Eigenschaf-

ten: (i) Y, —>”;°° YV, (i) y*-1<yr<y*

= (ax(U)gy, (U)) ”7—0‘3 (gx (U)gy (U)) und |gx (U)gy, (U)] < lgx (U)gy (U))]

f.s.

Der Satz von der majorisierten Konvergenz liefert:

fol gx (t)qy (t)dt = lim fol ax(V)gy, ()dt = lim sup E[XY,] = sup E[XY].
n—00 (i) n— T X (ii) ToX

(i) X, ist stetig fiir alle n € N, also gilt (i) wegen Teil 1.
(ii) Definieren wir (Y;,),en wie in Proposition 4.1.5 so folgt mit der Holder-
Ungleichung und (iv) in Prop. 4.1.5:

. N . . 1 .
|BIXYa] = BIXY]| = [E[X(Y = Yo)ll < [ XY = Yallg < X1l = 0.
]

Ein interessantes Risikomaf liefert die folgende Definition.
Definition 5.4.4 (Maximum-Korrelations-Risikomaf [5],[10]) Sei X €
L?, pe[l,00] und Q € M{(P), dann wird durch

pmax(X> = S~11p EQ[_X]7
Q~Q ~
{Q~Q}:={QeMi(P)| 3~ 3}

ein kohérentes Risikomafl definiert.
Das vorgegebene Wahrscheinlichkeitsmafl () nennt man das Basismaf} (engl.

baseline measure oder baseline distribution). p,,., bestimmt also den Erwar-
tungswert der Position X, iiber dem Wahrscheinlichkeitsmafl
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Q, € {Q ~ Q}, welches beziiglich X maximal korreliert ist.
Der Fall, p,,q, definiert auf LP(Q, F, P, R?), ist zur Zeit aktuelles Forschungs-
objekt (siehe z.B. [5] oder[10]).
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6 Darstellung, stetigkeits-Eigenschaften und Fortset-
zung von verteilungs-invarianten Risikomafien auf LP-Raumen

Dieses Kapitel behandelt verteilungs-invariante Risikomafle und deren Eigen-
schaften.

In Teil 6.1 wird gezeigt, dass die duale Darstellung von konvexen, verteilungs-
invarianten Risikomaflen sich nicht nur iiber Wahrscheinlichkeitsmafie () €
M{(P) ausdriickt, sondern auch iiber die Quantilfunktionen der Position
X € L? und der Radon-Nykodym-Abeitung % € L% von (). Die aus Teil
5.4 erbrachten Resultate iiber maximale Korrelation spielen dabei, fiir den
Beweis dieser Darstellung, die ausschlaggebende Rolle. Grob gesagt, wird das
Risiko der Position X € LP, iiber das zu X maximal-korrelierte Wahrschein-
lichkeitsmafl @@ € M{(P) bestimmt.

In 6.2 wird bewiesen, dass konvexe, verteilungs-invariante Risikomafle auf L>°
immer unterhalb-stetig bzgl. o(L°°, L') sind. Dieses Resultat geht zuriick auf
(6] und kann als Meilenstein fiir die Theorie der Risikomafie angesehen wer-
den.

Teil 6.3 zeigt, dass die aus 6.2 erbrachten Resultate sich nicht auf den Raum
L beschrianken, sondern in kanonischer Weise auf LP-Risikomafe (p € [1, 00])
fortgesetzt werden konnen.

6.1 Darstellung verteilungs-invarianter, konvexer Risikomafie auf
LP-Raumen

Definition 6.1.1 (Verteilungs-invariante Funktion) Eine Funktion
[ LP — [—00, 00] heiit verteilungs-invariant, falls gilt:
X, Yelr, X~Y = f(X)=fY).

Definition 6.1.2 (Verteilungs-invariante Menge) Eine Teilmenge
C C L? heiit verteilungs-invariant, falls folgendes gilt:

XelPh,Yel X~Y=Xe(.

Bemerkung: Das maximal-korrelations Risikomaf aus Teil 5.4 ist ein Beispiel
fiir eine verteilungs-invariante Funktion.

Ist p: LP —] — 00, 00] ein verteilungs-invariantes Risikoma$, so ist A, eine
verteilungs-invariante Menge.
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Theorem 6.1.3 (Darstellung verteilungs-invarianter Risikomafe [3])
Sei p: [P —]—00, 00], p € [1, 0], ein konvexes, o (LP, L?)-unterhalb-stetiges
Rsikomafl. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) p ist verteilungs-invariant.

(ii) p* ist verteilungs-invariant.

(iii) p(X)= sup (fy ¢-x(t)qag(t)dt — p*(—92)); VX € L?
QeMY(P) @

p*(—%) = sup fo q-x(t)qaq (t)dt V% eLi,.
Xed, dP

Beweis. (i)=(ii): Ist p verteilungs-invariant, so ist auch A, verteilungs-
invariant, wie schon bemerkt. Unter verwendung von Theorem 4.1.1 und
Satz 5.4.3 erhélt man:

o (~99) = sup Bq[-X] = sup E[-X] = sup sup E[-X %9
XeA, XeA, XEAP X~X

= sup [y ¢ x()aug (1)t = p*(—22) = p*(—92) v 22 ~ 5.
XeA, ap

(ii)=-(iii): L% ; ist verteilungs-invariant. Ist p* verteilungs-invariant, so liefern
Theorem 4.1.1 und Satz 5.4.3:

p(X)= sup (Eg[-X]—p'(~3) = sup (E[-XGE]—p(—33))

QeMi(P) 9Ly,
dg * dc 1 * d
= sup sup (B[-XG]—p (=52)) = sup (fy a-x(t)qaq ()di—p*(—42))
L Tng TPELL
= s (fy ¢-x(t)qag (D)t — p*(—33))
QemMi(pP)

= p ist verteilungs-invariant (siehe (iii)=-(i)) und deshalb, analog wie im
ersten Teil des Beweises:

p(—99) = sup [ q_x(t)qaq (t)dt V92 € LY
XE o dP

(iii)=(i): Sei X € LP und X ~ X dann gilt, Fy = Fx = qx = ¢5x. O

41



6.2 o(L>, L')-unterhalb-Stetigkeit von verteilungs-invarianten,
konvexen Risikomaflen auf L

Der folgende Satz geht zuriick auf [6], fiir einen detailierten Beweis verweise
ich auf [12].

Satz 6.2.1 Sei (92, F, P) eine Wahrscheinlichkeitsraum ohne Atome und sei
C' C L*™ verteilungs-invariant, konvex und abgeschlossen bzgl. || - ||, dann gilt
fiir alle unter-o-Algebren G C F und fiir alle X € C':

E[X |G eC.

Die folgende Proposition ist der Eckstein zum Beweis der o(L>, L')-unterhalb-
Stetigkeit von konvexen, verteilungs-invarianten Risikomaflen. Die in 5.2 und
5.3 erarbeiteten Resultate iiber ba($2, F,N) und die adjungiert-bedingte-
Erwartung flieen hier in den Beweis mit ein.

Proposition 6.2.2 [11] Sei C' C L* verteilungs-invariant, konvex und ab-
geschlossen bzgl. || - || . Dann ist C abgeschlossen bzgl. o(L>, L™).
Beweis. Sei F,, := 0(Ay,...,A,) C F eine endlich-erzeugte unter-o-Algebra
und (Xy)xea € C ein Netz fir das gilt X, % X. Das bedeuted
(X0, Y) —= (X.Y) VY € L, o

Fiir alle o € ba($2, F,N) gilt nach Proposition 5.3.2: % € L>™.

= (X, ElZly o (x Y vy e pa(Q, F,N)

ap A—00

S (E[Xy | Fulsyp = (X, E*[u | Fal)p

— <X7 E*[:u | ‘FRDD = <E[X | Fn]?ﬂ)D V[L € ba’(Qv‘/—_-w/\/’)

A—00

- E[X)\ | J__.n] o (L ba(2,F,N))

E[X | F,], mit (E[X, | Fu])rea € C (nach
6.2.1).

A—00

Der Satz von Mazur besagt:
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C' ist konvex und abgeschlossen bzgl. |||/~ < C' ist konvex und abgeschlossen
bzgl. o (L, ba(2, F,N)).

Das impliziert, dass E[X | F,] € C ¥n € N.

Also ist (E[X | Fu])nen € C und damit analog zu Beispiel 1.1.6:

| X — E[X | Fallloo — 0. Weil C' || - ||o-abgeschlossen ist, gilt X € C. O

Theorem 6.2.3 (Stetigkeits- und Darstellungssatz auf L> [11])

Sei

p L — R ein konvexes, verteilungs-invariantes Risikomaf}, dann ist p
unterhalb-stetig bzgl. o(L>, L') genau dann, wenn

p(X) = sup ([y g x(t)qug(t)dt — p*(—52)) VX € L™
QeM;(P) ar

f(—4Qy — ! aQ 11
P (=35) Sup Jo -x(V)qag (t)dt V35 € L ;.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass p unterhalb-stetig bzgl. o(L>, L!) ist.
Nach Satz 1.3, ist p || - ||c-stetig und damit

A, = {X € L* | p(X) < 0}, || - [[cc-abgeschlossen. A, ist offensichtlich
verteilungs-invariant und damit o(L>°, L>)-abgeschlossen (nach Prop. 6.2.2).
Das heifit insbesondere, dass A, abgeschlossen bzgl. o(L>, L') ist, was nach
Lemma 4.1.2 impliziert, dass p unterhalb-stetig bzgl. o(L>, L!) ist. O

6.3 Fortsetzung von verteilungs-invarianten, konvexen Risikoma-
Ben

Theorem 6.3.1 (Fortsetzungssatz) [11] Seip € [1,00] und p: L — R
ein konvexes, verteilungs-invariantes Risikomafl. Dann existiert eine eindeu-
tige Fortsetzung p : LP —] — 0o, 00] von p, gegeben durch:

P(X) := sup ((X,Y) — p*(X)) = sup (fol q_X(t)quQ: (t)dt — P*(_%))
YeLa QeMI(P)

p besitzt folgende Eigenschaften:

(i) plr= = p.

(i) p* = p*|La

(iii) p und p* sind verteilungs-invariant.

Beweis. (i) Da p verteilungs-invariant ist, ist p unterhalb-stetig bzgl. o(L>, L>°),
also insbesondere unterhalb-stetig bzgl. o(L>, L'), d.h:
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p(X) = sup ({(X,Y) —p*(X)) = sup ((X,Y) — p*(X)) VX € L

YeL> YeLl
= p(X) < p(X) = 5up(<X Y) —p"(X)) < p(X) VX € L™
eL
= plre = p.

(ii) p* ist unterhalb-stetig bzgl. (L, L>°), weil p unterhalb-stetig bzgl.
o(L>, L>) ist (Lemma 3.2.2). Sei jetzt Y € L4, dann folgt:
p(Y) = sup ({(X,Y) — p(X)) = sup ((X,Y) —p(X)) = p"(Y)
XeLee (i) XeL>
= p" = p"|Le
(i) A(X) := sup ((X,Y) = p*(X)) = sup (Eg[-X]—p*(—43))

YelLs QeM{(P)
= sup  sup (Bg[-X]-p"(=#) = sup (Jy a-x()aug()dt—p"(~52))
QEMI(P) 49 d9 QeMi(P)

Das bedeuted aber p ist verteilungs-invariant. Analog folgt die Verteilungsin-
varianz von p*. Um die Eindeutigkeit von p zu zeigen, brauchen wir folgendes
Resultat aus [14] (Lemma B. 8): Sei G C F und p, : L? — R sei ein konvexes,
verteilungs-invariantes Risikoma8, dann gilt: p,(E[X | G]) < po(X). (*)

Sei F,, := 0(Ay,..., A,) C F eine endl. erzeugte o-unter-Algebra und

F=U Fn.
neN
Eindeutigkeit:

Sei g : LP —] — 00, 0] eine beliebige Erweiterung von p, welche die Bedin-
gungen (i), (ii) und (iii) erfiillt, dann gilt zum einen g(E[X | F,]) < g(X)
VX € LP (wegen (*)).

Andererseits ist g~ = p unterhalb-stetig bzgl. o(L>, L>)

= g(X) < liggg}fg(E[X | Fu]) VX € LP, weil E[X | F,] € L Vn € N.
Diese Argumente gelten natiirlich auch fiir p.

= (X) = lim g(ELX | £) = lim p(ELX | F]) = p(X).
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7 Zwel wichtige Beispiele

In diesem Kapitel werden abschliefend zwei wichtige Beipiele von Risiko-
maflen vorgestellt. Zum einen das AVQR-Risikomafl und zum anderen das
Shortfall-Risikomaf. Ersteres ist eine “kommulierte Version“ des VQR, wel-
ches zudem noch kohérent ist. Zweiteres dient gewissermaflen dazu, dass Ri-
siko unter Risikoaversion zu bestimmen. D.h., die méglichen Verluste einer
Position X € L” werden durch eine wachsende, konvexe Funktion [ : R — R
hoher bewertet als sie tatséchlich sind.

7.1 Average-Value-at-Risk (AVQR)

Definition 7.1.1 (Average-Value-at-Risk (AVQR)) Sei a € (0, 1], dann
definieren wir

o LP = R, po(X) = =3 [¢ ax(t)dt

T«

und nennen p, den Average Value at Risk.

Um zu zeigen, dass AV QR subadditiv ist, beweise ich das AV@QR ein maximal-
korrelations-Risikomafl mit einer bernoulli-a-Basisverteilung ist. Die Idee da-
zu stammt aus [5] Example 2.5.

Theorem 7.1.2 (Kohidrenz AVQR) Fiir a € (0, 1], p € [1,00], ist
po: IP = R, po(X) = =2 [ qx (t)dt
ein verteilungs-invariantes, endliches, kohérentes, || - ||,-stetiges Risikomaf.
Beweis. Sei X € LP und U ~ Ap gy [P], dann gilt,
pulX) = — L [z (Bt = — L [ g (L0 (0)

=L [ Q= t)Lut)dt = L [ ¢ (t)1p_a(t)dt
=3 [ x(U)lws1-a)dP

Wir definieren 1fy>qy 1= Ba, dann gilt P[B, =0 =1—-«, P[B, =1] =«
(B, ist unter P bernoulli-a-verteilt).

0, z <0
= Fp (x)=¢ 1—a, x€][0,1) (Fp, ist die Verteilungsfunktion von B,,)
1, z>1
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0, te(0,1-a
= qga(t) = { 1’ t e El —a, 1>> = 1[1—04,1)(t) (*>
= pa(X) =1 [ (U)1w>1- a}dP o S (U)g, (U)aP
= sup E[- XB ol

Ba~Ba
Wobei die letzte Gleichung aus Satz 5.4.3 folgt. Zur sublinearitit von p, :

Po(X +Y) = sup E[-(X +VY)B,]= sup (E[-XB,]+ E[-YB,])
=0 +aY)

Stetigkeit gilt aufgrund der Endlichkeit. Die anderen Eigenschaften sollten
klar sein. O

Das folgende Theorem bestimmt eine duale Darstellung von AV@QR. Fiir den
Fall p = oo siehe [3].

Theorem 7.1.3 (Duale Darstellung des AVQR [3],[9])
Po: LP = R, po(X '—lfla t)dt, p € [1,00),
besitzt die duale Darstellung,

pa(X) = max Eo[-X], mit €} := {Q € MI(P) | 5 < 3}

Beweis. Nach Satz 4.2.2 und 4.3.4 hat p, eine Darstellung der Form (p,, ist
endlich).

palX) = miax Eql~X], mit 1 = {Q € M}(P) | p*(~22) = 0}.

Angenommen es existiert ein @, € C? und @, ¢ C?, dann ex. o/ € (0, ) :
Pl > L] 0.

Wir definieren Y, := —1,4 {991, }%
= P, 0= P2 > 1] < w<a
T'scheby

Da Y, ~ gy (U) (bzgl. P), folgt: gy (t) =0Vt € [a,1). (¥)
Einerseits gilt jetzt:

pa(Y0) = =3 [ 4y, (U)Ly<aydP = = —& @y, (U)aP = =L E[Y,].
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Und andererseits:

Eqy[~Yo] = [ ~Y,GdP
= [ Va9, 1y Gp G dP > 3 [ Lpage, 1\ G dP = S E[-Y]

{L2e>L3ydp ap (e >13ap o
= 0= p"(=29¢) = sup (Eq,[=X] = p(X)) = BI=Y.] = pa(V2)
cLpr
> LE[-Y,] ~ LE[-Y)] > 0.4 m

Corollar 7.1.4 (Fortsetzung des AV@R) Gegeben sei

o L® =R, po(X) =1L [1 ¢ x(t)dt,

dann existiert fiir jedes p € [1, 00, eine Erweiterung p, : LP —] — 0o, o0] von
Pa, fiir die gilt,

pa(X) :=max Eg[—X], C1:={Q e M{(P)| L <1}

Qecq
Beweis. Wir definieren DI = {4 ¢ L{, | Q € C¢}. Nach Satz 4.2.2 und
7.1.3 gilt, pi, = Ip1. Und Satz 6.3.1 besagt: p* = p|re = Ipg.
= p(X)= max FE[-X%]=maxEg[-X] VX € L». O
p( ) %@epg(m [ dp] Qect Q[ ]

7.2 Shortfall-Risiko

7.2.1 (Shortfall-Risiko) Sei [ : R — R eine nicht-konstante, wachsende,
konvexe Funktion, mit 0 € ran(l).

A= {X € 17 | Bqli(~X)] < 0},
dann wird durch py : LP —] — 00, 0],

pA(X) = inf{m €] — o0, 00] | Eqll(~(X +m))] < 0},
ein convexes Risikomafl definiert.

Beweis. Da 0 € ran(l), gilt —oo < pa(0) = {m €] — 00, 00] | Egll(—m)] <
0} < oo Cash-invarianz folgt direkt aus der definition von p4. Konvexitét
und Monotonie, folgen aus der Konvexitéat von [. ]
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Theorem 7.2.2 (Darstellung: Shortfall-Risiko [3],[9]) pa(X) : L? - R
hat eine Darstellung der Form

pa(X) = sup (Eg[-X]—p*(—43)), mit
QEMI(P)

pa(—gp) = nf S EQ[* (A Vg € D= {GE € L}, | Q € M{(P)}.

>0 A

Beweis. (R,R,:) ist ein duales Paar mit der gewohnlichen multiplikation,
dann folgt, zusammen mit der unterhalb-stetigkeit von [ (wachsende, konvexe
Funktionen auf R sind unterhalb-stetig):

l(z) = Sgﬂg(my —1"(y) = zy < () + I"(y) Vo,y €R

Sei f)lgA ={X € L? | p4(X) < 0}, dann gilt fiir % € D7 (definiert wie
oben):

X% = LX) (A < L(1(—X) + 1*(\92))
= B[-X] < J(E[(=X)] + E[I*(\53)

= pa(=3#) = sw E[-X] < E(AGE)
PA

= pu(73) < inf B[I*(AGR))
Eine lange Rechnung in [3] 4.9 Theorem 4.106 zeigt:

> %y dQ
S Eq[=X] > inf SE["(AG8)]

= paliB) = suwp Fol=X] > sup Fo[~X] > inf SB[I"(33)] .

Beispiel 7.2.3 (Relative Entropie) Sei [ : R — R, [(x) := exp(z) dann
gilt,

Pu(=3) = Eqllog(33)],
A:={X € L? | Eglexp(—X)] < 0}.
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Beweis. Nach Beispiel 3.2.1 (iii) gilt: I*(y) = ylog(y) — y

. aQ dQy _ \dQ
= p() = tnf AENRIogAR) - N

pr Aoy _ 1 = WN—1 O
=inf E[@(M —1)] = B[%210g(42)] — 1 = Egllog(42)]
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