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1 Einleitung

Nicht erst seit der Finanzkrise ab 2007 wird deutlich, dass ein genaues Verstandnis
komplexer Finanzprodukte von grofler Bedeutung ist und es zu grofen Schwie-
rigkeiten bei falschem spekulativen Einsatz komplexer Finanzobjekte kommen
kann. Finanzderivate sind in den letzten Jahren zu einem wichtigen Werkzeug zur
Minderung und Absicherung von Risiken in der Finanzwelt geworden. Das grofse
Problem besteht dabei in der fairen Bewertung der Finanzinstrumente, die auf
moderne mathematische Methoden zuriickgreift.

Basierend auf den Ideen von Black und Scholes wird durch stochastische Me-
thoden die Untersuchung von finanzwirtschaftlichen Problemen in zeitstetigen
Maérkten modelliert. Aktienpreisentwicklungen kénnen mit Hilfe von so genannter
Brownscher Bewegung und damit zusammenhéngenden stochastischen Prozessen
dargestellt und simuliert werden. Im Black-Scholes Modell sind einige Finanzderi-
vate explizit bewertbar. Fiir komplexere Modelle existieren jedoch keine konkreten
Losungen und die entstandenen Gleichungen zur Ermittlung einer Bewertung des
Objektes miissen numerisch gelost werden. Fiir die Bewertung solcher Finanz-
objekte gibt es grob aufgeteilt drei Klassen von Methoden: Binomialmethoden,
Monte-Carlo Simulationen sowie numerische Verfahren zur Losung partieller Dif-
ferentialgleichungen.

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Bewertung von Finanzderivaten unter
Benutzung partieller Differentialgleichungen. Zur Herleitung und zum Versténdnis
der auftretenden Probleme bedarf es einiger Vorbereitung und Erklarung der wich-
tigen Eigenschaften von It6-Integralen und der It6-Formel. Dazu werden wichtige
Objekte wie Brownsche Bewegung, oft auch Wiener Prozess genannt, Martinga-
le und grundlegende Kenntnisse der Wahrscheinlichkeitstheorie mit zugehorigen
Begriffen wie Filtration oder adaptierten Prozessen als bekannt vorausgesetzt.
Des Weiteren werden einige Aspekte der Martingaltheorie zur Untersuchung von
stochastischen Prozessen in stetiger Zeit benotigt. Daher werden in den ersten
Kapiteln der Arbeit einige Grundlagen der stochastischen Analysis und Martin-
galtheorie gegeben, die zum weiteren Verstandnis vonnéten sind.

Versucht man Derivate in zeitstetigen Finanzmarktmodellen zu bewerten, so fiihrt
dies mit Hilfe der Feynman-Kac Formel auf eine partielle Differentialgleichung.
Daher werden aufbauend auf die zu Beginn in den ersten Kapiteln gegebenen
Grundlagen der stochastischen Analysis, zunéchst wichtige Hilfsmittel und Zu-
sammenhénge vorgestellt, um dann im Anschluss daran die Feynman-Kac Formel
anzugeben und zu beweisen.

So entstandene partielle Differentialgleichungen werden dann im Lichte der Fi-
nanzmathematik dargestellt und es wird deutlich gemacht, wie diese partielle
Differentialgleichung im Black-Scholes Kontext auf die bekannte Warmeleitungs-
gleichung zuriickgefiihrt werden kann.

Da die auftretende partielle Differentialgleichung in komplexern Modellen oftmals
nur numerisch losbar ist, werden im Weiteren ausgehend von der Warmeleitungs-
gleichung einige numerische Methoden vorgestellt, mit deren Hilfe das auftretende
Problem approximativ gelost werden kann. Diese Methoden werden beziiglich der
Vor- und Nachteile miteinander verglichen und so ein Fazit gewonnen. Es wird



dargestellt wie diese numerischen Verfahren auf allgemeine parabolische partielle
Differentialgleichungen angewandt werden kénnen.

Eine nicht explizit bewertbare Option ist die Asiatische Option. Bei diesem Fi-
nanzderivat handelt es sich um eine Option, die nicht nur abhéngig ist vom Kurs
des Underlyings zum Zeitpunkt der Maturity, sondern einen Mittelwert {iber alle
erreichten Aktienkurse in einem bestimmten Zeitraum beriicksichtigt. Die Aus-
zahlung bei Ausiibung héngt somit von der Differenz zwischen dem errechnetem
Mittelwert und dem Strike Preis ab. Die Methode der partiellen Differentialglei-
chungen ist in der in der Arbeit dargestellten Form bei solchen pfadabhingigen
Optionen nicht anwendbar und es bedarf einer Modifikation. Durch Einfiihrung
einer neuen Variablen kann man durch Vorgehensweise wie in der Feynman-Kac
Formel eine partielle Differentialgleichung zur Bewertung dieser Option erhal-
ten. Jedoch ist diese partielle Differentialgleichung in der Form abhéngig von
drei Variablen und die dargestellten numerischen Methoden zur Lésung eines sol-
chen Problems sind nicht anwendbar. Durch einen Wechsel des Numéraires kann
man jedoch bei Betrachtung Asiatischer Optionen eine zweidimensionale partielle
Differentialgleichung mit Randbedingungen herleiten und diese dann mit den in
dieser Arbeit dargestellten numerischen Methoden l6sen. Die Herleitung dieser
partiellen Differentialgleichung wird sowohl fiir die Betrachtung Asiatischer Op-
tionen bei stetiger Mittelwertbildung, als auch im Fall eines diskret berechneten
Mittelwertes dargestellt und es werden Preise verschiedener Asiatischer Optionen
berechnet und mit denen anderer Methoden verglichen.

In einem letzten Kapitel wird ein kurzer Ausblick iiber offen gebliebene Fragestel-
lungen und weitere Vertiefungsmoglichkeiten gegeben und ein Fazit tiber gewon-
nene Ergebnisse der Arbeit dargestellt.



2 Stochastische Analysis

2.1 Das stochastische Integral und die It6 Formel

Um Finanzmérkte in stetiger Zeit modellieren zu koénnen, bedient man sich der
Brownschen Bewegung und damit zusammenhéngenden stochastischen Differen-
tialgleichungen (im Folgenden abgekiirzt mit SDE), durch die der Verlauf des Ak-
tienpreises beschrieben wird. Zur Behandlung und Untersuchung von Modellen
dieser Art, wurden von It6 einige Regeln und Gesetze entwickelt, die im Weiteren
als bekannt vorausgesetzt werden und daher an dieser Stelle noch einmal ohne
Beweis genannt werden. Dabei wird mit W; immer eine Brownsche Bewegung
bezeichnet und (F;)s>0 sei die vom Prozess (W;)>o erzeugte Filtration. Des Wei-
teren setzen wir voraus, dass ein geeigneter Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P)
vorhanden ist. Ein stochastischer Prozess ist eine Familie von Zufallsvariablen
(Xt)t>0 definiert auf diesem gegebenem Wahrscheinlichkeitsraum. Hierbei ist fiir
jedes feste t > 0 die Zufallsvariable X;(w) mit w € Q definiert. Statt (X¢)¢>o wer-
den wir fiir einen Prozess oftmals verkiirzend nur (X;); oder einfach X; schreiben.
Auch werden wir statt X; oftmals die Schreibweise X () verwenden.

Definition 2.1. Der Raum £2
Mit £2 = £2[a, b] bezeichnen wir die Klasse aller Funktionen

F(tw) 1 [0,00) x Q= R,
fiir die gilt:

(i) (t,w) — f(t,w) ist B x F messbar

(i) f(t,w) ist Fe-adaptiert

(ili) E [J[f(t,w)?dt] < o0

Definition 2.2. Elementarfunktion
Eine Funktion ¢ aus £2 wird Elementarfunktion genannt, wenn fiir sie gilt:

g(t,w) = ej(w)ly, 4, 1)(t).

J

Hierbei gilt e;(w) = e(t;,w) und es existieren Zeitpunkte a =ty < t; < --- < ty,
so dass fiir fest gewahltes w € €2 die Funktion e(¢, w) konstant ist in jedem Intervall
[tk thr1)-

Fiir diese Funktionen ist ein Integral beziiglich dW;(w), wobei W; eine Brownsche
Bewegung ist, wie folgt definiert:

b
[ ot )aWiiew) = 3 (@)W, = Wi J(w),
“ 520
wobei e; Fi;— messbar ist.
Im Folgenden werden wir statt dW;(w) nur noch dW; schreiben. Es werden einige

Grundlagen vorausgesetzt, die wir daher im Folgenden angeben wollen. Fiir eine
genauere Herleitung verweisen wir auf [4|, Kapitel 3.



Definition 2.3. Das Itd Integral
Sei f aus £2[a,b]. Dann ist das Ito Integral von f definiert durch:

b b
/ f(t.w)dW; = lim / nt,w)dWs,

wobei g, eine Folge von Elementarfunktionen ist, so dass
E[f,f(f(t,W) — gn(t,w))%dt] — 0 wenn n — oo.

Neben dem It6 Integral ist vor allem die It6 Formel ein zentraler Gegenstand in
der stochastischen Analysis. Wir werden diese daher allgemein angeben.
Zunichst einmal benétigen wir jedoch eine im weiteren Verlauf verwendete spezi-
elle Art von stochastischen Prozessen. Bevor wir diese angeben kénnen, benétigen
wir jedoch noch eine Klasse von Prozessen.

Definition 2.4. Mit Wy (S, T') bezeichnen wir die Klasse aller Funktionen f(t,w)
in R, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

(i) (t,w) = f(t,w) ist B x F messbar, wobei B die Borel o-Algebra auf [0, oo]
bezeichnet.

(ii) es existiert eine wachsende Familie von o-Algebren H;,t > 0, so dass

(a) W, ist ein Martingal im Bezug auf H;
(b) f: ist H¢-adaptiert

(i) P[[T f(s,w)?ds < o0] =1
Weiterhin definieren wir Wy = (N~ Wx(0,T).

Definition 2.5. [t6-Prozess

Sei Wy, t > 0 eine eindimensionale Brownsche Bewegung auf (2, F, P). Ein ein-
dimensionaler It6-Prozess ist ein stochastischer Prozess (X;); auf (Q,F, P) der
Form

X =Xo+ At u(s,w)ds + At v(s,w)dWs.
In Differentialschreibweise wird diese Gleichung oftmals geschrieben als:
dX; = u(t,w)dt + v(t,w)dW;
Hierbei ist v aus dem Raum Wy, so dass
P[[)tv(s,w)st <oo Vt>0]=1.
Weiterhin sei angenommen, dass u H¢-adaptiert ist und es gilt
P[[)t lu(s,w)|ds < oo ¥Vt >0]=1.

Um nun im Folgenden die It6-Formel angeben zu konnen, benotigen wir zunéchst
die Begriffe der quadratischen Variation und der quadratischen Kovariation. Wir
werden dabei auf Beweise verzichten und verweisen auf [9] und [10].



Definition 2.6. Quadratische Variation und quadratische Kovariation

Sei X; : Q — R ein stetiger stochastischer Prozess fiir den der im Folgenden
definierte Limes existiert. Dann ist der quadratische Variationsprozess (X, X),
des Prozesses X; definiert durch

(X, X)i(w) = Tim S [Xp (@) = Xy (@)

te tp<t

Mit dem Limes ist hier der Limes in Wahrscheinlichkeit gemeint und es gelte
O=t1 <t <... <tn:tund(5tk =Tk+1 — k.

Fiir zwei stochastische Prozesse X;(t) und X;(t) ist der quadratische Kovariati-
onsprozess (X;, X;); definiert durch

(X5, Xg)e(w) = lim > (12X (bern) (w) — Xi(t) (@) ) (1XG (Bern) (w) — X(tx) (@)]).

5tk~>0 tk<t

Es gilt der Zusammenhang
1
(X, Xj)e = [ Xi + X5, Xi + X — (X = X, X — X))

Fiir die Brownsche Bewegung ergeben sich einige wichtige Eigenschaften im Bezug
auf quadratische Variation und Kovariation.

Theorem 2.7. Fiir Brownsche Bewegungen W;(t) und W;(t) gelten die Eigen-
schaften:

(i) (W;, W;), =t fast sicher
(ii) (Wi, W) = 0;;t fast sicher

Hierbei bezeichnet ¢; ; das Kronecker-Delta. Fiir einen It6-Prozess wie er in 2.5
definiert ist, gilt:

(X, X); = /)tv(s,w)%zs

Hieraus ergibt sich
d(X, X); = v(t,w)?dt.
Weiterhin gilt fiir Prozesse Y; mit beschrénkter Variation und wie man zeigen

kann daher auch fiir alle stetig differenzierbaren Funktionen: (W,Y); = 0 und
(YY), =0.

Kommen wir nun aufbauend auf diese Eigenschaften zur bekannten It6 Formel.

Theorem 2.8. Die [t6 Formel
Sei X¢,t > 0 ein Itd6-Prozess gegeben durch

dX: = u(t,w)dt + v(t,w)dW.

Sei g(t,x) aus C12. Dann ist der Prozess Y; = g(t, X;) wieder ein It6-Prozess und
es gilt
dg dg 10%g
dYy = = (t, Xp)dt + —=(t, Xp)d Xy + - = (£, X3p)d(X, X
t 6t(7 t) +8$(7 t) t+281‘2(, t) < ) >t

wobei (X, X); die quadratische Variation von X; angibt.



Die mehrdimensionale Version dieser Formel lautet:

Theorem 2.9. Mehrdimensionale [t6 Formel
Sei X; ein n-dimensionaler It6-Prozess. Die i-te Komponente von X; sei gege-

X1(t)
ben durch dX;(t) = w;(t,w)dt + 370, v j(t,w)dW;(t) mit Xy = : ,
Xn(t)
uy Ui ot Um dwi(t)
u = v = S : und dW; = : , wobel u und v
Un Unl “*°  Unm AW (t)

die Bedingungen aus 2.8 erfiillen. Sei weiter g(t,z) = (g1(¢,z), ..., gp(t,z)) € C1?
eine Abbildung von [0, 00) x R™ nach RP. Dann ist der Prozess Y (¢, w) = g(t, X¢)
wieder ein It6-Prozess, dessen k-te Komponente Yj gegeben ist durch

Ogx

dy;, =
T ot

LIS @) dt+z 89’“ (1 X)Xt Z ai IE_ (1, X)d( X7, X\

Ausgehend von diesen Grundlagen folgt nun eine kurze Anwendung, die wir in
einem spateren Beweis noch benétigen werden.

Anwendung 2.10. Produktregel von It6
Betrachten wir zwei It6-Prozesse X; und Y;. Wir wollen nun die SDE finden des-
sen Losung das Produkt X,;Y; dieser beiden stochastischen Prozesse ist.

Losung. Wir wenden die mehrdimensionale It6 Formel auf die Funktion f (¢, Xy, Y:) =

XY} an und bemerken, dass die partiellen Ableitungen nach ¢ immer 0 sind. Wir
erhalten somit:
f of 10%f 10%f
dX —dY + - =—S5d{X, X))y + - d(Y,Y
t+a t+2a (X, >+282<7>t+
= Ytht + XpdY; + d(X,Y ),

0% f
0xdy

df = d(X,Y )t

Somit ist das Produkt der Prozesse X; und Y; Losung der SDE

d(X1Y;) = YidX + XydY, + d(X,Y),

2.2 Grundlagen stochastischer Prozesse

Aufbauend auf diesen Voraussetzungen, kénnen wir nun einige weitere wichtige
Grundlagen darstellen.

Wie auch in diskreten Modellen wird der Preis einer Option unter Benutzung
des wahrscheinlichkeitstheoretischen Ansatzes wieder in Form eines diskontierten



bedingten Erwartungswertes der Auszahlungen zur Maturity 7" unter einem ri-
sikoneutralen Martingalmaf angegeben. Eine andere Mdoglichkeit besteht darin,
den Preis als Losung einer partiellen Differentialgleichung (im Folgenden immer
abgekiirzt mit PDE) auszudriicken und diese PDE dann zu 16sen. Der Zusam-
menhang zwischen dem Erwartungswert und der zugehérigen PDE geht auf die
Verbindung zwischen stochastischen Differentialgleichungen und partiellen Diffe-
rentialgleichungen zuriick und wird durch die Feynman-Kac Formel hergestellt.
Daher werden im Folgenden einige weitere Grundlagen des Finanzmarktmodelles
in stetiger Zeit dargestellt, um dann darauf aufbauend die Feyman-Kac Formel
genauer zu beleuchten.

Zunéachst geben wir einige wichtige Eigenschaften ohne Beweis an, fiir eine ge-
nauere Herleitung dieser Eigenschaften verweisen wir auf [4], Kapitel 3 und [7],
Kapitel 4.

Korollar 2.11. Sei f(t,w) aus £2. Dann gilt:
(i) E[f; f(s,w)dWs] =0
(i) E[(fy f(s,w)dW,)?] = E[f; f(s,w)*ds] (It6-Isometrie)
(iii) [ f(s,w)dW, ist Fy-messbar
v)

(i

Hieraus ergibt sich dann eine weitere wichtige Eigenschaft.

[fa (va)dWS ‘ fa] =0

Korollar 2.12. Sei f € £2, dann ist der Prozess X;, definiert durch X; =
¢ f(s,w)dWy ein Fi-Martingal.

Beweis. Fixiere s und ¢ mit s < ¢t. Dann gilt:

E[X; | F] = /fzde|f]

/fzde|f +E/f Wi | £
o0

~~

(1) )

—

Wir wissen, dass (1) Fg-messbar ist und somit gilt E[f5 f(z, w)dW, | Fg| =
Jo f(z,w)dW,. Weiterhin wissen wir nach dem vorherigen Korollar, dass fiir (2)
gilt E[f{ f(z,w)dW, | F5] = 0.

Daraus ergibt sich dann:

E(X, | Fs) = A Flz,w)dW, = X,

O

Deutlich aufwindiger lasst sich folgendes Lemma zeigen. Wir verzichten daher an
dieser Stelle auf einen Beweis und verweisen auf [7], Lemma 4.9 angeben:

10



Lemma 2.13. Sei f € £2. Dann gilt:
Der Prozess (X¢); ist genau dann ein Martingal, wenn die zugehérige SDE von
der Form dX; = f(t,w)dW; ist.

Proposition 2.14. Im Weiteren betrachten wir nun SDEs der Form
dX; = p(t, Xy)dt + o(t, X;)dW,
mit gegebenem Startwert Xy = xg.
Nach [7], Proposition 5.1 existiert eine eindeutige Losung einer SDE der angege-
benen Form, wenn es eine Konstante K gibt, so dass fiir alle £ und fiir alle z,y
gilt
| u(t,z) —plty) [ <K |z—yl,
lo(t,z) —olty) [ <K [|z—yl,
|t z) |+ [l ot,2) || < KA+ [z ).
Fiir die Losung gelten dann die folgenden Eigenschaften:
(i) X ist Fi-adaptiert
(ii) Xy hat stetige Pfade

(iii) X ist ein Markov-Prozess

Kommen wir nun zuriick zur Martingaleigenschaft eines Prozesses. Wie in Lemma
2.13 dargestellt, ist also ein It6-Prozess genau dann ein Martingal, wenn er keinen
dt-Term enthélt. Dies wird auch in der partiellen Differentialgleichung, die wir
mit Hilfe der Feynman-Kac Formel erhalten, deutlich. Fiir viele Anwendungen ist
es dabei wichtig, einen partiellen Differentialoperator A mit einem stochastischen
Prozess X; assoziieren zu koénnen. Der Beweis fiir diesen Zusammenhang ist zu
finden in [4], Lemma 7.3.2.

Theorem 2.15. Infinitesimaler Erzeuger eines Prozesses
Sei X; ein Ité6-Prozess der die SDE

dXt = ,U,(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th

erfiillt und sei f € C3(R"). Dann ist der infinitesimale Erzeuger A von X; fiir eine
Funktion f aus C'? definiert durch

n ) n 52
Af(t,z) = Zui(t,x)a—j(t,x) + % S oilt, 2)o m)Tax-aJ;j (t, ).
i=1 i : i

Zh]:]‘

Diesen infinitesimalen Erzeuger werden wir im Folgenden bei der schon erwahnten
Feynman-Kac Formel, die einen Zusammenhang zwischen stochastischen Prozes-
sen und PDEs herstellt, benutzen, wollen aber zunéchst noch ein Beispiel angeben.

Beispiel 2.16. Betrachten wir die n-dimensionale Brownsche Bewegung. Sie ge-
niigt der SDE dX; = dW;. Somit gilt, dass 4 = 0 und ¢ = I,, (n-dimensionale
Einheitsmatrix) und man erhalt:

1« O*f
Af=52 5
wobei gilt, dass f = f(x1,...,7,) € C3(R™).

11



Kommen wir aufbauend auf diesen Grundlagen nun im folgenden Kapitel zum
Zusammenhang zwischen stochastischen Differentialgleichungen und zugehérigen
partiellen Differentialgleichungen.

3 Zusammenhang zwischen stochastischen Prozessen
und partiellen Differentialgleichungen

3.1 Die Feynman-Kac Formel

Wie wir bereits wissen, ist der Preis eines européischen Claims immer als beding-
ter Erwartungswert des diskontierten Payoffs unter dem risikoneutralen Mafk P*
gegeben:

V(t) = E*feJr "OBY(T) | Fy

Hierbei ist r(t) der risikolose Zinssatz zur Zeit ¢.

Wir wollen im Folgenden die Feynman-Kac Formel angeben und beweisen. Sie
liefert eine PDE deren Losung solch ein bedingter Erwartungswert ist und die
somit den Preis eines Claims beschreibt. Danach werden wir die Feynman-Kac
Formel explizit auf das Black-Scholes Modell anwenden.

Zunichst bendtigen wir noch eine Definition, auf die in der Feynman-Kac Formel
zuriickgegriffen wird.

Definition 3.1. Betrachte einen It6-Prozess gegeben durch die SDE
dXy = p(t, Xy)dt + o(t, Xy)dW,.
Sei 0 <t < T gegeben und sei ®(y) eine Borel-messbare Funktion. Mit
F(t,z) = E"[®(Xr)]

bezeichnen wir den Erwartungswert von ®(Xr), wobei X7 die Losung der SDE
mit Anfangsbedingung X; = z ist. Wir nehmen hierbei an, dass EX® |®(X7)| < oc.

Weiterhin gilt nach [8], Kapitel 6.3 aufgrund der Markov Eigenschaft der Losung
einer wie in der vorherigen Definition angegebenen SDE:

Theorem 3.2. Sei X,,,u > 0 eine Losung der gegebenen SDE mit Anfangswert
xo gegeben zum Zeitpunkt 0. Dann gilt fir 0 <t¢ < T

E[®(XT) | Fi] = F(t, X3).
Kommen wir nun zur Feynman-Kac Formel und dem zugehorigen Beweis.

Theorem 3.3. Feynman-Kac Formel

Sei X, die stetige Losung der SDE dX; = u(t, X;)dt + o(t, X¢)dW; mit 0 < ¢t <
T und sei A der zugehérige infinitesimale Erzeuger. Weiterhin sei ®(x) Borel-
messbar und r(t) sei stetig und beschrénkt. Dann geniigt

F(t,z) = Bb[em Ji mdug (X))

12



(wobei wir annehmen, dass Eb* |®(X7)| < oo fiir alle ¢ und ) der PDE

OF
_E(t x)=AF(t,x) —r(t)F(t,z) ,t>0

mit

F(T,z)=®(z) ,VxeR.

Beweis. Sei X; Losung der SDE startend in ¢ = 0. Dann gilt:
T
F(t,X;) = Ele” i "™%a (X7 | 7
Umgeformt ergibt dies die Gleichung
T
e~ JorWdup x,) = Ele~ Jo "W x7) | F]
Wir definieren nun
T
Z, = e~ Jor@dupy x,) = Ele~ Jo "@dug( x| F
und konnen zeigen, dass dieser Prozess ein Martingal ist:
*r(u)d
E[Z | o = Ele” Jo "% F, X,) | 7y
T r(u)d
=E[EleJo "D (X7) | £ | ]
* T
= Ele™ o "0 (X7) | ]

" rdup(g X))
— 7,

Hierbei wurde in * die Turmeigenschaft des bedingten Erwartungswertes benutzt.
Wir wollen nun die SDE finden, die der Prozess Z; erfiillt. Dieser Prozess ist

t
ein Produkt der beiden Prozesse e~ Jo "% ynd F (t, X;). Durch Anwendung der
Produktregel von Itd (siehe 2.10) erhdlt man:
t
dZ; = (de= Jo T @) p(p X)) 4 e Jo T @dug g X,)
Der Term mit der quadratischen Kovariation ist in diesem Fall 0, da es sich bei
t
e Jor @y eine stetig differenzierbare Funktion handelt. Weiterhin gilt:
(de= Jo T p(s X)) = —p(t)e Jo T (s X, )at
Unter Anwendung der Ité-Formel ergibt sich zudem:
dF(t, X;) =

F OF 19%F
5 —(t, Xy)dt + — Bz (t, X¢)dX; + = 5 5 —— (t, Xy)d(X, X),

oF oF 1 O*F
= (576 X0) + nlt X0) 5 (6, X0) + 50 (¢, X0)

5 57 (6 X) 55
oF
+ U<t7 Xt)%

t, X,)dt

(tv Xt)th

13



Es ergibt sich somit insgesamt:
t t
dZ; = de” Jo "W p( X,) 4 e Jo T g X))

— o Jo T ) P2, X + a—F(t, Xy) + pt, Xt)a—F(t, Xt)

ot ox
1 O*F OF
+ 50’2 (t, Xt)w(t, Xt>)d$ + J(t, Xt)%@, Xt)th]
t F
= e Jo T () F(L, X,) + 8—(@)@ + AF(t, X;))dt

ot
oF
+ O'(t, Xt)a(t, Xt)th]

Damit der Prozess Z; nun ein Martingal ist, muss nach 2.13 der dt-Term wegfallen
und man erhélt daher die Bedingung;:

OF
—r(OF(t, X0) + 5 (6 Xo) + AF(1, Xi) = 0.
Dafiir muss also in jedem Punkt (¢,z), der durch (¢, X;) erreicht werden kann,

gelten:
oF

ot
Weiterhin gilt fiir den Wert in der Maturity 7"

(t,x) = AF(t,x) —r(t)F(t,z)

F(T, z) = BT Jr "0 (X))
= ET[®(X7)] = ()
O

Wir haben so also durch die Feynman-Kac Formel einen Zusammenhang zwischen
stochastischen Prozessen und PDEs hergestellt, der im Folgenden ausgenutzt wird,
wobei wir die sich ergebende PDE genauer untersuchen werden.

Wir erhalten also letztendlich durch die Feynman-Kac Formel eine zu l6sende par-
tielle Differentialgleichung. Fiir einen européischen Call mit Maturity 7', Strike
Preis K, konstanter Zinsrate r und zugrundeliegendem Prozess X; gegeben durch
dX; = Xi(pudt + odWy) erhalten wir zum Beispiel:

OF (1, 2) + pads F(t,z) + %U%Qamzr(t, 2) = 1Pt z) = 0

mit zugehoriger Payoff Bedingung F(T', x) = max(0, 2z — K) wobei sich dies unter
einem risikoneutralen Maf ergibt zu

OF (t,z) + re0, F(t,z) + %U%Q&CIF(L x)—rF(t,x) =0

Dieses Problem ist als klassische Black-Scholes PDE bekannt und explizit 16s-
bar. In komplexeren Modellen, in denen zum Beispiel nicht von einem konstanten

14



Zinssatz und konstanter Volatilitit ausgegangen wird, ist jedoch eine analytische
Losung der hergeleiteten PDE nicht moéglich und man greift daher auf Mittel
der Numerik zuriick um das Problem zu l6sen. Diese Vorgehensweise wollen wir
im Folgenden anhand der obigen PDE beschreiben und durchfithren. Um eine
Losung einer PDE zu finden, bedient man sich oft einiger Umformungen und Ver-
einfachungen, die das Problem leichter handhaben lassen. Daher werden wir im
folgenden Kapitel zunéchst eine kurze Darstellung der in der Finanzmathematik
wichtigen PDEs vornehmen um dann eine solche PDE auf die Warmeleitungsglei-
chung zurtickzufiihren.

3.2 Klassifikation von PDEs

Durch die Feynman-Kac Formel erhalt man, je nachdem welches Modell dem
stochastischen Prozess X; zugrunde liegt, eine bestimmte partielle Differential-
gleichung. Die in der PDE relevanten Variablen sind in der Finanzmathematik
immer die Zeit ¢t und eine Variable z, die den Preis des Underlyings beschreibt.

Im Bereich der Finanzmathematik gebrauchlich sind parabolische PDEs der Form
OF(t,x) + A(t,2)0p F(t,x) + D(t,2)0, F(t,x) + H(t,x)F(t,z) = G(t, x).

Hierbei ist F(t,z) die Funktion die es zu bestimmen gilt. Die Funktionen A, D, H
und G hingegen sind bekannte Funktionen, welche reelle Werte annehmen. Die
Funktionen sind abhéngig von ¢ und x. Ist G(¢,2) = 0 so spricht man von einer
homogenen PDE. Trifft dies nicht zu so nennt man die PDE inhomogen.

Damit eine PDE eine komplette Beschreibung der finanzmathematischen Zusam-
menhénge liefert, sind weiterhin einige wichtige Aussagen iiber die PDE vonnéten:
Die PDE muss den arbitragefreien Zusammenhang zwischen dem Preis des Under-
lyings und dem Preis des Derivates beschreiben. Weiterhin miissen Randbedingun-
gen, die die Eigenschaften des Kontraktes an Randwerten beschreiben, gegeben
werden und vor allem sind terminale Bedingungen zu geben, das heiftt Bedin-
gungen die angeben wie genau sich die Auszahlung zur Maturity verhéalt. Die
terminalen Bedingungen ergeben sich durch die Auszahlung zur Maturity, und
fiir die Randwerte gilt bei Calloptionen zum Beispiel, dass sich die Werte im Be-
reich [0, 00| bewegen. Man schrankt dieses Intervall jedoch ein auf [0, M], wobei
der Wert am unteren Rand dann 0 ist. Beim oberen Randwert geht man davon
aus, dass es sehr wahrscheinlich ist, dass der Call ausgeiibt wird. Somit wird der
Randwert zum Zeitpunkt ¢ approximiert durch M — Ke "It Eine alternative
Bedingung fiir den oberen Randwert ist, dass die Ableitung nach dem Underlying
0, F(t,z) an dem Randwert x = M gleich 1 ist, dies verdeutlicht die Annahme,
dass fiir groke Werte fiir x die Ableitung 0, F gegen 1 geht. Fiir weitere Beispiele
verschiedener Randbedingungen verweisen wir auf [1], Kapitel 4.1.2 und [2] Ka-
pitel 10.5-10.7.

Die genauen Eigenschaften werden im Folgenden dargestellt und die PDE wird,
wie schon angekiindigt auf die bekannte Warmeleitungsgleichung zuriickgefiihrt.
Wir werden dies anhand der Black-Scholes PDE

1
O F(t,x) + red, F(t, z) + 5023:2GMF(15, x) —rF(t,x) =0
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mit der Auszahlungsbedingung fiir einen Call
F(T,z) = max(0,z — K)

darstellen.

3.3 Transformation der Black-Scholes PDE in die Warmeleitungs-
gleichung

Die Black-Scholes PDE wurde von Black und Scholes gel6st, indem sie diese auf die
schon aus der Physik bekannte Warmeleitungsgleichung zuriickfithrten. Im Fol-
genden werden wir also genau diese Umformungen durchfiihren um dann anhand
der Warmeleitungsgleichung verschiedene numerische Methoden vorzustellen, die
auch auf andere PDEs anwendbar sind. Dies wird in einem spéateren Kapitel der
Arbeit dargestellt. Um unsere durch die Feynman-Kac Formel entstandene PDE
einfacher 16sen zu koénnen, bedienen wir uns nun also einiger Umformungen:
Zunichst wird die Variable ¢, die den derzeitigen Zeitpunkt angibt, gedndert in
eine Variable 7, die nun die Zeit bis zur Maturity angibt. Dazu wird 7 definiert
als T'— t. Somit wird eine Funktion f definiert, fiir die dann gilt:

F(t,z) = f(r,x), mit 7 =T —t¢

Hieraus folgt nun, dass 0, F (t,z) = —0, f(7, x), was somit zu folgender PDE fiihrt:
1
—0-f(1,2) + rzo, f(1,x) + Pl 2020pe f(1,2) — 7 f(1,2) = 0

Der gegebene Endwert in F(T, x) wurde somit umgewandelt in einen Anfangswert
f(0,2z) und mit diesem gegebenen Wert und der PDE liegt nun ein sogenanntes
Anfangswertproblem vor.

Die zweite Umformung ist die, dass wir nun undiskontierte Preise betrachten.
Dazu definieren wir g(7,z) = €'" f(7,z). Mit der Produktregel folgt dann:

g(T,x) =re’ T f(r,x) + €70 f(T,x)
Lg(T,2) = €O, f (T, x)
(1,2) = €Oy f (7, )

Hiermit ergibt sich nun fiir die zu 16sende PDE:

63319

— O f(1y2) + rxd, f(1,2) + %a%amf(r, z)—rf(r,z) =0
& (00 f(r, ) + 120, f(7,2) + 0% 0re f(7,3) — 7 (r, ) =0

—e"7o f(, x) re’" f(T, x) +e”m:8 f(r,x) +e”i

7879( 2) radzg(r.z) %0’21‘25:939(7'750)

2x2amf(7', x) =0

v

< —0-9(1, ) + redyg(T, x) + ;U xQBImg(T, z)=0
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Die dritte wichtige Umformung fiithrt auf eine PDE mit konstanten Koeffizienten.
Diese Form der Umwandlung ist nur dann moglich, wenn dem Prozess X; eine
geometrische Brownsche Bewegungen zugrunde liegt, also gilt dX; = X;(rdt +
odW}). Wir betrachten den natiirlichen Logarithmus von X;. Mit dem Lemma
von Itd ergibt sich:

1 11
dn(X;) = X - 5Fd}(,?
t t

1
= rdt + odW; — §U2dt
1 2 *
=(r— 57 )dt + odW;

Definieren wir uns nun g(7,z) = G(7, z = In(x)), so erhalten wir unter Benutzung
der Kettenregel:

0zg(T,2) = %@G(T, 2)
1 1
Orzg(T, ) = —EQZG(T7 z) + EGZZG(T, 2)

Fiir die PDE ergibt sich somit durch Einsetzen und nach einigen leichten Umfor-
mungen:

1 1
—0;G(1,2) + (r — 502)8ZG(7', z) + 5028226’(7, z2)=0

Wir sehen also, dass die Koeffizienten der partiellen Ableitungen zu konstanten
Werten geworden sind. Aufserdem wurde durch die Umwandlung auf Riickzah-
lungen der Preis-Bereich, der urspriinglich [0, 00) betrug, umgewandelt in einen
Return-Bereich(—o00, 00).

Eine letzte Transformation bringt uns auf die bekannte Wéarmeleitungsgleichung.
Dazu definieren wir G(7, z) = e***#7y(7, 2) und erhalten damit:
0.G(T,2) e HPTu(T, 2) + e O u(T, 2)
0..G(T,2) 2eo‘”&'u(T, z) + 2ae°‘z+f87'8zu(7', z) + eaz+'37822u(7', 2)

0-G(7,2) = Be**PTu(r, 2) + e** TP d (T, 2)

=«
=«

Setzen wir nun diese Transformationen in die PDE ein, so erhalten wir
1 1
—0;G(7,2) + (r — 50'2)8ZG(7', z) + 5028“6?(7', z)=0

1
& —(ﬁeaz'wTu(T, z) + eo‘z'wT({)Tu(T, z)) + (r — 502)(aeo‘z+57u(7, z) + eaZ+BTazu(T, 2))

1
+ 502(a26az+ﬁ7u(7, 2) + 2ae* T u(T, 2) + e** P79, u(T, 2)) = 0

& (=04 (r - %‘72)04 + %UQO‘Q)U(T, z) — Oru(T, 2) + (1 — %02 + %UQQQ)aZU(T, z)

1
+ iazﬁzzu(ﬂ z) = 0.
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Wiéhlen wir o und S so, dass die Terme 0,u(7, z) und u(7, z) eliminiert werden,
erhalten wir:

2
o
(1) ~Oru(r,2) + T-0uu(r,2) =
Hierfiir muss gelten:
1 T
A R
2
1
B=(r— %)a + 502042

Die Gleichung (1) stellt eine Form der bekannten Warmeleitungsgleichung dar.
Im folgenden Kapitel werden wir anhand der entstandenen Gleichung darstellen,
wie genau sich eine numerische Approximation fiir partielle Differentialgleichun-
gen durchfithren lasst und welche unterschiedlichen numerischen Methoden der
finiten Differenzen es zur Losung der PDE gibt. Da die logarithmische Transfor-
mation z = In(x) nur unter Verwendung der geometrischen Brownschen Bewegung
moglich ist, kann die entstehende PDE bei Zugrundelegen eines andere Modells
nicht in die Warmeleitungsgleichung umgewandelt werden und muss direkt nu-
merisch gelost werden. Auf diesen Aspekt werden wir wie schon angekiindigt im
darauf folgenden Kapitel eingehen.
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4 Numerische Approximation

4.1 Diskretisierung

Wir behandeln nun also eine PDE der Form

o2
—0ru(T, z) + 78%71(7, z2)=0

mit Anfangswert
u(0,2) = ¢(2)
und Randwerten
u(r, z21) = Yr(7),
u(r, zv) = Yu(71),
wobei zy, und zy; zunéchst einmal nicht genau festgelegte Punkte sind. ¢ sei eine
Funktion, die den Anfangswert beschreibt und v und vy seien Funktionen, die

das Verhalten auf dem Rand beschreiben.
Um dieses Problem 16sen zu kénnen, gehen wir nun wie folgt vor:

Zuerst approximieren wir die auftretenden partiellen Ableitungen durch Differen-
zenquotienten und erzeugen dann ein Zeit-Raum-Gitter auf dem diese Approxima-
tionen durchgefiithrt werden sollen. Dann ersetzen wir die partiellen Ableitungen
in der PDE durch die Approximationen an den Gitterpunkten und erarbeiten so
eine rekursive Formel um eine numerische Losung der PDE zu erhalten.

4.2 Finite Differenzen

Die Idee der Methode der finiten Differenzen besteht darin, dass man auftre-
tende partielle Ableitungen durch Differenzenquotienten ersetzt. Dies werden wir
wie schon angekiindigt anhand der in (1) dargestellten Warmeleitungsgleichung
illustrieren. Betrachten wir nun eine Funktion f(z) die ausreichend oft stetig dif-
ferenzierbar ist. Mit der Taylor Formel folgt sofort:

() R = f) 4 hF(E) G hR(R) + B (E) + O(h)
(B) =B = () = hf() R — SH () + O(h)

Wobei O(h¥) bedeutet, dass dieser Term mindestens genau so schnell wie h* ge-
gen 0 strebt, falls h — 0.

Aus (2) und (3) ergeben sich nun verschiedene Moglichkeiten, um die erste Ablei-
tung von f an der Stelle z zu approximieren:

RN (CRTOR (Ch)

(Zentraler Differenzenquotient)

2h
(5) f(z) ~ [+ h}i —f) (Vorwértsdifferenzenquotient)
(6) f'(z) = J(z) = z(z —h) (Riickwértsdifferenzenquotient)
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Abbildung 1: Finite Differenzen Approximationen der ersten Ableitung (Grafik
aus [1])

Die Approximation (4) ergibt sich aus der Differenz der beiden Taylor-Annéherungen
und hat einen Fehler von der Ordnung O(h?). Die Approximationen (5) und (6)
ergeben sich direkt aus den Formeln und fithren zu einem Fehler von der Ordnung
O(h).

Grafisch lassen sich diese drei unterschiedlichen Anndherungen wie oben angege-
ben interpretieren.

Summiert man (2) und (3) auf, so kann man auch eine Anndherung fiir die
zweite Ableitung von f an der Stelle z erhalten, wobei diese einen Fehler von der
Ordnung O(h?) besitzt:

(7> f”(z) ~ f(Z'i_h)_zJ;(Qz)'f'f(z_h)

Die partiellen Ableitungen, die wir approximieren wollen, werden spéter durch
Ausdriicke dieser Art ersetzt.

4.3 Gitter/Raster

Um die finite Differenzen Approximation durchfithren zu kénnen, wird ein Raum-
Zeit-Gitter angelegt, sodass man Rasterpunkte erhélt auf denen die Ableitungen
dann approximiert werden kénnen.

Die Zeitachse ist das Intervall [0, T]. Fiir die Variable z wird vorher ein festgeleg-
ter Bereich ausgewéahlt: [z, zy|. Bei Barriereoptionen entsprechen zy und zy der
unteren beziehungsweise oberen Barriere. Bei Optionen ohne Barrieren oder mit
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nur einer Barriere wird, obwohl z eigentlich —oco oder oo erreichen konnte, der
Bereich immer eingeschrénkt um eine gewisse Genauigkeit in der Approximation
beibehalten zu kénnen. Oftmals werden z;, und zy ein Vielfaches der Standardab-
weichung des Prozesses vom Startwert entfernt gewahlt. Fiir die meisten Anwen-
dungen setzt man laut [1], Kapitel 4.3.2 z;, = 2y — 60T und 2y = 29 + 60VT,
wobei 29 den Startwert des Prozesses angibt. Wir betrachten jedoch die Warme-
leitungsgleichung und somit gilt zp = In(S5(0)), wobei S(0) den Aktienkurs zum
Zeitpunkt 0 angibt. Das heifit bei Betrachtung von Aktienkursen ohne vorher
auf den Logarithmus iiberzugehen, bedeutet dies, dass fiir den oberen Randwert
Sy = S(0) - exp(60V/T) gewihlt wird, fiir den unteren Randwert entsprechend
Sr. = S(0) - exp(—60VT).

Zur Vereinfachung nehmen wir immer eine gleichméfige Aufteilung an, untertei-
len das Gitter also in gleichméflige Zeit- beziehungsweise Raumintervalle.

Um m Punkte zwischen zy und zp, zu erhalten, wihlen wir also die Schrittweite

2U — ZL
0y = ———.
z m+ 1
Fir die Zeit wahlen wir den Abstand
T
Toon+41

und erhalten somit n Punkte zwischen 0 und 7.

Die Losung der PDE an den Gitterpunkten (id;; 2y, + jd,) nennen wir wu; ; und
erhalten somit:

wi; =u(idr; 2 +j6)Vi=1,...,n+1und Vj =1,...,m
Fiir den Anfangswert (i = 0) erhalten wir
ug,j = uw(0; 21, + jo2)
und fiir die Randwerte ergibt sich
ui0 = u(idr; zp) = V¥ (idr)

und
Wim+1 = u(idr; zr) = Yy (idy)

Kommen wir nun aufbauend auf diesen einheitlichen Vorgaben zu drei verschie-
denen Methoden der finiten Differenzen.
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5 Methoden zur Losung von partiellen Differentialglei-
chungen
Aus den drei Moglichkeiten die erste Ableitung zu approximieren, ergeben sich

auch drei Methoden, die zur numerischen Losung der PDE verwendet werden kon-
nen. Diese werden im Folgenden anhand der gegebenen Wiarmeleitungsgleichung

o2
—0ru(T, z) + iﬁzzu(r, 2)=0
dargestellt.

5.1 Explizite Methode

Bei der expliziten Methode wird die Ableitung nach 7 durch den zugehorigen
Vorwértsdifferenzenquotienten approximiert. Fiir die zweite Ableitung nach z be-
nutzen wir die finiten Differenzen fiir die zweite Ableitung.

u(r + 5T,§) —u(r, 2) +0(,)

u(r,z+9,) — 2u(r, z) + u(r, 2z —
0

o-u(t, z) =

)
O.eu(r.2) = o)
Setzen wir nun diese Approximationen in die zu 16sende Warmeleitungsgleichung
ein und betrachten nur die Gitterpunkte, so erhalten wir:

Ui+1,;(‘5— Ui 4 0(s,) = 0% wija1 = 2uij + Ui
T 2 62

Vernachlassigen wir die Fehlerterme und nennen die approximierte Losung v; j,
so erhalten wir:

+0(62)

2
Vil — Vij _ 07 Vij41 — 205 + Vi1

5 2 52

Somit ist also u; ; die wirkliche Losung der PDE an den Gitterpunkten, sowie v; ;
die Losung der gerade gegeben Differenzengleichung, die die PDE approximiert.
Man kann somit also rekursiv eine Losung fiir die v;41 ; in Abhéngigkeit der schon
bekannten Werte v; j, v; j—1, v; j+1 finden (siche Abbildung 2):

o? o?

o

2 . T
Vitlj = 5 OVijt1 + (1 -0 a)v; + 5 i1 mit o = 52
4

Es lédsst sich leicht erkennen was der Name der Methode schon sagt: Der néchs-
te Wert lasst sich explizit aus den vorausgegangenen Werten berechnen und die
rekursive Formel ldsst sich so auf das komplette Gitter anwenden. Die Vorge-
hensweise ist anschaulich mit einem Trinomialmodell zu vergleichen, bei dem es
verschiedene Wahrscheinlichkeiten fiir ein Steigen, Fallen oder Gleichbleiben des
vorausgehenden Wertes gibt. Diese Ansichtsweise ist jedoch nur sinnvoll, wenn al-
le Koeffizienten sich wie Wahrscheinlichkeiten verhalten, also positiv sind und sich

22



By 541
zy, + joz T 5 Vi 41,5
Uy j=1

idr  (i+ 1)dr
Abbildung 2: Schema der expliziten Methode(Grafik aus [1])

zu 1 aufsummieren. Fiir das angegebene Schema der expliziten Methode bedeuten
diese Bedingungen, dass a < 0—12 und « > 0 gelten muss. Sind diese Bedingungen
nicht erfiillt, so wird bei fortschreitender Zeit der Rundungsfehler die Qualitat
der Losung senken und es kommt zu Oszillationen in der numerischen Lésung.
Man sagt auch, dass die explizite Methode nicht stabil ist. Dies bedeutet, wenn
die Zeitintervalle zu grofs gewahlt werden, kann es zu Oszillationen oder grofieren
Abweichungen der numerischen Lésung zur wirklichen Losung der PDE kommen.
Die genauen Griinde hierfiir gehen jedoch auf einige in der Numerik untersuchte
Phénomene zuriick, die wir hier nicht weiter beleuchten wollen. Es ist auf jeden
Fall festzustellen, dass die in Anlehnung an das Trinomialmodell angegebenen Be-
dingungen zur Vermeidung dieser Abweichungen einzuhalten sind.

Das Problem der Stabilitdt kann aber durch Verwendung anderer Methoden wie
zum Beispiel der impliziten Methode gelost werden. Daher beleuchten wir diese
im Folgenden. Ein weiterer Nachteil der expliziten Methode besteht darin, dass
es aufgrund der ersten Ableitung nach 7 immer einen Fehler von der Ordnung
O(d,,62) gibt. Dies bedeutet, dass der Fehler bei der Ableitung nach 7 von der
Ordnung O(J,) ist und er Fehler bei der Ableitung nach z die Ordnung O(§?)
besitzt.

5.2 Implizite Methode

Bei der impliziten Methode wird im Grunde genau so vorgegangen wie bei der im
Voraus dargestellten expliziten Methode. Der einzige Unterschied besteht darin,
dass nun die Ableitung nach 7 durch den Riickwartsdifferenzenquotienten ange-
néhert wird. Also durch

u(r,z) —u(r — dr, 2)

Oru(r,z) = 5

+0(5,).
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Abbildung 3: Schema der impliziten Methode (Grafik aus [1])

Die Ableitung nach z wird wie in der expliziten Methode durch finite Differenzen
fiir die zweite Ableitung approximiert.
Damit ergibt sich also an den Gitterpunkten:

2
07 Uijr1 — 2ugj + Uij1
2 52

Uiy — Uil

5, ol =

+0(52)

Fiir die approximierte Losung v; ; heifit das:

2
Vij —Vi—1j _ O Vij+1 — 2ij + Vij-1

0r 2 62

Dies fiihrt durch leichte Umformungen auf

o? 9 o?

—?owi,j,l + (1 +o Q)Ui,j - ?Owi,j+1 = Vi—-1,5

wobei o wie in der expliziten Methode als g—g definiert ist. Wie man also sieht,
besteht diese Gleichung aus drei Unbekannten Vi j+1, V55, und v; ;1 im Gegen-
satz zu nur einem bekannten Wert v;_1 ;. Das bedeutet fiir uns, dass wir um einen
neuen Wert zu erhalten und so rekursiv fortfahren zu konnen, immer ein linea-
res Gleichungssystem 16sen miissen. Dies Gleichungssystem wird im Kapitel 5.5
ausfiihrlicher dargestellt. Der Name der impliziten Methode ergibt sich somit aus
der Notwendigkeit in jedem Schritt erst durch Losen des Gleichungssystems die
néichsten Werte zu erhalten. Wie auch beim expliziten Verfahren ist der Fehler
wieder von der Ordnung O(6,,d2), jedoch gibt es bei diesem Verfahren keine ein-
schriankende Bedingung fiir Stabilitdt; die Schrittweite ist also beliebig wahlbar.
Kommen wir nun zu einem Verfahren dessen Approximationen etwas genauer
sind.
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5.3 Crank-Nicolson Methode

Die Crank-Nicolson Methode basiert darauf, dass die partiellen Ableitungen genau
in der Mitte zwischen den Gitterpunkten approximiert werden, also an Punkten
(10 + %, zr, + jo,). Fir die Ableitung nach 7 verwendet man also den zentra-
len Differenzenquotienten, wie er in (4) angegeben ist, um so die Ableitung am
Mittelpunkt zwischen zwei Gitterpunkten anzunéhern. Fiir die zweite Ableitung
nach z wird der Mittelwert aus den finiten Differenzen an zwei benachbarten Git-
terpunkten gewahlt:

aTU(T, Z) e U(T + 57—’ Z) B u(T7 Z) + 0(53)
T:MT-‘,—%’ 67'
0..u(r, 2) _ lu(r+6r,246:) — 2u(r +257, 2) +u(r + 6y, 2 — 65)
T:i6r+5i 2 62
2
n ;U(T,Z +0,) — 2u(57; 2) +u(r, 2 —6,) N (’)(55)

z

Die Fehler hierbei sind somit von der Ordnung O(62) und O(42).
Es ergibt sich durch Ersetzen der partiellen Ableitungen in der PDE an den Git-
terpunkten:

Or
2
o T w141 — 2015+ wivr -1 L uigrn — 2ui5 + i1 2
P ) ) ) _ 2, ) ) O 6
2 5 5.0 3 5.0 )+ 00:)

Fiir die approximierte Losung ergibt sich somit:

Vil —Vij _ 1 vip14 — 20405 F g1 L v — 2vi H i

or 2 .2 2 .2
Umgeformt und unter Benutzung von o = g—g folgt:
o’a o’a oo
T T Vitli-l + 1+ 7) i+l T Ty Vil
o’a o’a o’a
=g Vi1t (1- T)Ui,j + i

Somit ist bei jedem Rekursionsschritt ein lineares Gleichungssystem zu 16sen. Der
Vorteil besteht jedoch darin, dass der Fehler von der Ordnung O(§2,62) ist und
wie bei der impliziten Methode keine Begrenzung fiir die Grofe der Zeitintervalle
vonnoten ist, damit die Methode konvergiert. In Abbildung 4 ldsst sich erkennen,
dass man bei dieser Methode aus den drei gegebenen Werten v; 11, v; 5, und v; j_1
die drei neuen Werte v;41 j41,vi41,5, und v;41 j—1 bestimmen kann.

Im folgenden Kapitel werden noch einmal kurz die Eigenschaften der drei Metho-

den beleuchtet und verglichen.
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Abbildung 4: Schema der Crank-Nicolson Methode (Grafik aus [1])

5.4 [Eigenschaften der Methoden

Wie bereits schon in den einzelnen Abschnitten erwéhnt, unterscheiden sich die
drei Methoden in Bezug auf Konvergenz gegen die wirkliche Losung, Genauig-
keit und Stabilitdt. Eine vollstandige Untersuchung und Herleitung der genauen
Eigenschaften ist in der numerischen Mathematik zu finden, und daher werden
im Folgenden nur die wichtigsten Ergebnisse zusammengefasst dargestellt. Fiir
genauere Ausfithrungen zu diesem Thema verweisen wir auf [1|, Kapitel 4.
Zunéachst einmal ist zu erkennen, dass die drei Methoden sich in der Grofe der
Abweichung unterscheiden. Die Abweichung zur wirklichen Losung ist sowohl bei
der expliziten als auch bei der impliziten Methode von der Ordnung O(d.,§2), bei
der Crank-Nicolson Methode hingegen von der Ordnung O(62,62). Ein Vorteil
der expliziten Methode liegt aber darin, dass hier jeder Rekursionsschritt direkt
durchgefiihrt werden kann und nicht wie bei den anderen Methoden ein lineares
Gleichungssystem zu 16sen ist. Dagegen ist die explizite Methode jedoch nur un-
ter gewissen Bedingungen stabil. Bei der untersuchten Warmeleitungsgleichung
ist diese Bedingung a < % (nach [1] (S.114)). Im Gegensatz dazu sind sowohl
die implizite Methode als auch das Crank-Nicolson Verfahren stabil, es gibt al-
so keine Bedingung fiir die zu wéhlenden Schrittweiten. Als Folge hieraus sind
die implizite und die Crank-Nicolson Methode beide, im Gegensatz zur expliziten
Methode, ohne Bedingung konvergent. Der Preis dafiir ist jedoch, dass in jedem
Schritt ein lineares Gleichungssystem gelost werden muss. Bei von der Zeit un-
abhingigen Koeffizienten vor den partiellen Ableitungen geniigt es oftmals nur
ein einziges Mal die Inverse einer Matrix zu bestimmen, so dass nicht in jedem
Schritt dieses lineare Gleichungssystem neu gelost werden muss. Dies wird in den
gegebenen Matrizendarstellungen im folgenden Kapitel deutlich.

An einem Beispiel wollen wir die auftretenden Oszillationen in der Losung auf-
grund von zu grofen Zeitabstédnden in der expliziten Methode darstellen.
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u.1,z)

Abbildung 5: Numerische Lésungen zum Zeitpunkt ¢ = 0.1 mit der expliziten
Methode bei @ = 0.45 und « = 0.55, sowie mit der Crank-Nicolson Methode bei
a = 0.55

Beispiel 5.1. Betrachten wir die Wirmeleitungsgleichung fiir den Fall o = /2
mit z € [0, 1]:
—0;u(T,2) + 0zu(T,2) =0

mit Anfangsbedingung

u(0,2) = { 2(12i 2)

und Randbedingungen

IN A
— D=

<z
<z

o= O

u(r,1) = u(r,0) = 0.

Die dargestellte Bedingung fiir Stabilitit ist somit in diesem Fall a < % Anhand
der numerischen Losungen zum Zeitpunkt ¢ = 0.1 bei verschiedenen Werten von
« lassen sich sehr deutlich die Oszillationen nachweisen, sobald die Restriktion
fiir den Wert von « nicht eingehalten wird (siehe Abbildung 5).

5.5 Finite Differenzen fiir generelle parabolische PDEs

In den vorherigen Abschnitten haben wir zur Vereinfachung nur die bekannte Wér-
meleitungsgleichung betrachtet und die verschiedenen numerischen Methoden zur
Approximation auf diese PDE angewandt. Da es jedoch in der Finanzmathematik
oftmals nicht so leicht oder gar nicht, wie in Kapitel 3.3 beschrieben, moglich ist
eine PDE auf die Warmeleitungsgleichung zuriickzufithren, wird nun ein kleiner
Einblick gegeben, inwiefern sich die Methoden auch auf generelle lineare parabo-
lische PDEs der Form

(8)
—0ru(T, 2) + a(T, 2)0zu(T, 2) + b(T, 2)0,u(T, 2) + (7, 2)u(T, 2) + d(1,2) =0
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mit gegebenem Anfangswert u(0,z) und Randwerten (7, zr) und u(7, 2y) an-
wenden lassen.

Im Allgemeinen lésst sich zum Loésen solcher PDESs sagen, dass die drei vorgestell-
ten Methoden sich auch hier wieder auf die Art der Approximation der partiellen
Ableitung nach 7 beziehen. Fiir die zweimalige Ableitung nach z werden wieder
die finiten Differenzen von der Ordnung O(6%) verwendet, wie es auch bei der
Wiérmleitungsgleichung schon der Fall war. Fiir die erste Ableitung nach z wird
bei der expliziten und der impliziten Methode der zentrale Differenzenquotient
verwendet, so dass es bei dieser Anndherung selbst nur eine Abweichung von der

Ordnung O(62) gibt:

u(t,z496,) —u(r,z —6,)

26,
Bei der Crank-Nicolson Methode verwendet man man diesen zentralen Differen-
zenquotienten um die Ableitung in dem Punkt (i, + %, 2, +jo,) zu approximie-
ren. Es ergibt sich also

u(t,z+9;) —u(r,z — ;) +u(t+6-, 2+ 9,) —u(r + 67,2 — 9)

ou(T, z) ~

O,u(T, 2) ~
T:i57—+%'

46,

Ansonsten wird genau wie bei der Warmeleitungsgleichung verfahren: Zunéchst
wird ein Raster angelegt, so dass die PDE an den Gitterpunkten gelost werden
kann und die partiellen Ableitungen werden durch die angegeben Approximatio-
nen ersetzt. Dann wird ausgehend vom Anfangswert iiber das gesamte Gitter die
PDE gelost, indem man eine rekursive Vorschrift erarbeitet, nach der dann suk-
zessive vorgegangen werden kann.

In komplexeren Modellen werden wir die implizite Methode und die Crank-Nicolson
Methode benutzen, da die Bedingungen fiir Stabilitét bei der expliziten Methode
bei Wahl von zeitabhidngigen Funktionen fiir a, b oder ¢ oftmals sehr schwierig
einzuhalten sind. Es gelten nach [1] die Bedingungen

b, <2 ij
|bij

und

2

67 < (57%]' —cij) "
z

fiir die Wahl der Schrittweite. Hierbei und im Folgenden geben wir die Funktion
a zum Zeitpunkt (id;, zr, + j9,) mit a; ; an und verfahren genau so fiir b, ¢, und d.
Da wie gesagt nur implizite Methode und Crank-Nicolson Verfahren untersucht
werden, sind die zu 16senden linearen Gleichungssysteme dieser Verfahren in Ma-
trixschreibweise angegeben.

Setzen wir die Approximationen in die PDE (8) ein, so ergibt sich fiir das implizite
Verfahren nach einigen Umformungen das folgende rekursive Schema:

— (@i = B=H)vigo1 + (1420055 — drcig)vi; — (@i + B=H)vigm

= vi-1,j +di j0r
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fuir j=1,...,mund i = 1,...,n, wobei v; ; = v(id;, 21, + jo.). Hierbei und im
Weiteren gilt o = g—g und S8 = ‘g—:.

Zu jedem Zeitpunktz 10, ist also ein lineares Gleichungssystem zu l16sen, was sich
schreiben lasst als

Biviy1=v;+b; i=1,...,n.

Hierbei sind v;11 und v; Vektoren, wobei v; die Werte v; 1 bis v; »,, enthélt und v;41
mit den vorhandenen Werten ausgerechnet wird. B; ist eine Tridiagonalmatrix der
Grofse m x m mit folgender Gestalt:

bij
2

bi

B; = tridiag[—(aa;; — 2]

), 1+ 2aa;; — 6-¢i5, —(oai; + B

)]

Der Vektor b; hat m Eintrdge und ist von der Form

b;
(aai1 — B=5")vig1,0 + di10r
d;i 207

dim—10r
(i m + Bme)Ui+1,m+1 + dim0r
Hierbei sind die Werte in v;41,0 und v;41,m+1 entsprechend der Randbedingun-
gen in den Punkten z; und zy gesetzt. Bei der impliziten Methode wird dieses

Gleichungssystem in jedem Schritt gelost um so rekursiv alle Werte an den Git-
terpunkten zu erhalten.

Fiir die Crank-Nicolson Methode wird eine Approximation in den Punkten (i, +
%T, 21, + jo,) durchgefiihrt. Man erhélt nach einigen Umformungen die Gleichung

G b s ~ & -y B .
(a ;’] - 5%)1%1,]‘—1 — (14 aa;; — 17”57)1%1,]' + (a ;’j + 5%)%’“%1
Qij | b Qi 7

b s . & b: -
+ B i1 — (1= adij + 20 vy — (a5 + B2 vivr g1 — digdy

= (-«

( 2 2
fir j = 1,...,m und ¢ = 1,...,n, wobei v; ; = v(id,, 2z, + jo,). Hierbei gibt
a;; den Wert von a an der Stelle (i0, + %,ZL + jé,) an. Gleiches gilt fiir den
Zusammenhang zwischen l;iyj, Cij, Jiyj und den Funktionen b, ¢, d. Man erhélt somit
also ein Gleichungssystem, welches in jedem Iterationsschritt gelést werden muss.

Dies lasst sich auch schreiben als
C{Uz‘_;,_l =Dw;+b;, i=1,...,n.

Hierbei ist v;, wie auch in der impliziten Methode, ein Vektor, der die Werte v; 1
bis v, enthélt. Die Matrizen C; und D; sind Tridiagonalmatrizen der Grofe
m X m und definiert durch

Qi b ;i ~ T b -
Ci= tridiag[(oaa;’] - /8%)7 -1- aa; ;i + 0r C;] s (aa;’] + 5 Z] )]’
G L St
D; = tridiag[—(a% - 5%)7 —1+ada;; —or ;j ; —(a—;’J + ﬁ—zj )]
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Der Vektor b; hat m Eintrdge und ist in diesem Fall gegeben durch

r s b - b, -
—(a®t — B2 v 0 + (~—aa’2'1 + B2 vio — di6r

_di,m—l(;'r

Gi,m bim a;.m bim, ~
L= (=" + B vip1me1 — (=5 4 B )Vimt1 — dim0r ]
In den genutzten Programmen, wovon einige im Anhang 8.1 zu finden sind, wurde
jede Methode anhand dieser gegebenen Schemata implementiert.

5.6 Anwendung der Methoden auf die Black-Scholes PDE

Um eine kurze Ubersicht iiber die Genauigkeit dieser beiden angegeben Methoden
zu erhalten, werden wir die Black-Scholes PDE numerisch 16sen und die Ergebnisse
mit den exakt berechneten Werten vergleichen.

Betrachten wir also die Black-Scholes PDE

1
0,1 (7,3) + 10, () + L0% 0 ()~ (7,3) = 0
mit der Bedingung fiir eine Calloption

f(0,z) = max(0,z — K).

Wir berechnen nun fiir verschiedenen Werte des risikolosen Zinssatzes r, der Vo-
latilitdt o, des Preises des Underlyings zum Startzeitpunkt S(0), der Zeit bis zur
Maturity 7" und des Strike Preises K den Preis einer Call Option im Black-Scholes
Modell.

Wir benutzen zur Berechnung die Randbedingungen

f(ryzy) =20 — Ke™""
f(Ta ZL) =0

und wéhlen einheitliche Randwerte zy und z; angelehnt an die in Kapitel 4.3
gegebenen Werten.

Man erhélt unter Benutzung der angegebenen numerischen Verfahren so insgesamt
zu jedem Zeitpunkt ¢9, einen Vektor mit m+2 Eintrdgen, wobei jedem Eintrag ein
Preis des Underlyings zugeordnet werden kann. Durch Interpolation erhalt man
nun eine Funktion, die den Wert einer Option in Abhéngigkeit vom Preis des
Underlyings zu einem fest gewéhlten Zeitpunkt angibt. Fiir diese Interpolation
haben wir ein in Matlab schon gegebenes Programm verwendet. Dies wird auch
im Anhang in den Matlab Codes deutlich. Im Folgenden wird so der Preis eines
Calls zum Zeitpunkt ¢ = 0 in Abhéngigkeit des Aktienpreises S(0) ermittelt.
Dabei ergeben sich fiir die verschiedenen Methoden und bei unterschiedlichen
Wahlen fiir die Anzahl der Zeit- beziehungsweise Raumintervalle die folgenden
Ergebnisse, wobei ,,Black-Scholes die sich mit der Black-Scholes Gleichung erge-
benden Preise angibt.
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Bei einem Strike Preis K = 2, Randwerten zy = 20,27, = 0 und der Anzahl an
Zeitintervallen n = 500 und Raumintervallen m = 500 ergibt sich:

r o T S5(0) Crank-Nicolson Implizit Black-Scholes

005 05 1 19 0.3741 0.3740 0.3741
006 05 1 20 0.4357 0.4356 0.4359
0.06 05 1 21 0.5012 0.5011 0.5014
01 04 2 19 0.5370 0.5368 0.5383
0.1 04 2 20 0.6086 0.6084 0.6106
0.1 04 2 21 0.6830 0.6827 0.6858

Fiir eine geringere Anzahl an Zeit- und Raumintervallen (n = 200,m = 200)
ergibt sich:

r o T S(0) Crank-Nicolson Implizit Black-Scholes
01 04 2 19 0.5366 0.5361 0.5383
01 04 2 20 0.6083 0.6077 0.6106
01 04 2 21 0.6826 0.6819 0.6858

Man kann also eine Verbesserung der Genauigkeit der Ergebnisse durch Verringern
von J, und J, erzielen. Dies erfordert jedoch zusédtzlichen Rechenaufwand, da die
Iterationen dementsprechend haufiger durchgefithrt werden miissen. Es lasst sich
aukerdem erkennen, dass wenn die obere Grenze nicht in etwa entsprechend den
im Kapitel 4.3 gemachten Angaben gewéhlt wurde, es zu grofseren Abweichun-
gen kommt. Dies ist erkennbar zum Beispiel in der Crank-Nicolson Methode fiir
n = 500, m = 500,r = 0.1,0 = 0.4,7 = 2,5(0) = 2.1. Wahlt man hier zy = 50,
so ergibt sich statt eines Call Preises von 0.6830 ein Call Preis von 0.6854, was
gemessen an dem mit der Black-Scholes Formel sich ergebendem Wert von 0.6858
eine deutliche Verbesserung ist.

Bei einem Strike Preis K = 100, Randwerten zy = 1000, z, = 0 und der Anzahl
an Zeitintervallen n = 500 und Raumintervallen m = 500 ergibt sich:

r o T S(0) Crank-Nicolson Implizit Black-Scholes

005 05 1 90 15.8160 15.8111 15.8209
0.06 05 1 100 21.7856 21.7797 21.7926
0.05 05 1 110 28.5029 28.4966 28.5152
0.05 03 2 90 14.9152 14.9110 14.9196
0.05 0.3 2 100 21.1893 21.1843 21.1937
0.06 03 2 110 28.3147 28.3095 28.3189

Fiir eine geringere Anzahl an Zeit- und Raumintervallen (n = 200, m = 200)
ergibt sich:

r o T S(0) Crank-Nicolson Implizit Black-Scholes

0.05 03 2 90 14.8919 14.8815 14.9196
0.06 03 2 100 21.1667 21.1540 21.1937
0.05 03 2 110 28.2943 28.2812 28.3189
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Auch bei Betrachtung von Call-Optionen mit héheren Strike und unterschiedli-
chen Startwerten des Underlyings sind also die oben angesprochenen Phénomene
zu beobachten. Eine Erhohung der der Anzahl der Intervalle bei gleichbleibendem
Raum auf dem die Approximation stattfindet, erhoht auch hier wieder die Genau-
igkeit. Diese Beobachtungen sollten jedoch nicht weiter {iberraschen und dienen
lediglich der Uberpriifung unserer Methoden zur Losung der PDE. Im folgenden
Kapitel werden wir die dargestellten numerischen Methoden auf Asiatische Optio-
nen anwenden. Der Preis einer Asiatischen Option ist im Gegensatz zu dem hier
behandelten Preis im Black-Scholes Modell nicht explizit berechenbar und muss
daher numerisch approximiert werden.
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6 Asiatische Optionen

6.1 Hintergrund

Da es im Black-Scholes Modell fiir européische Optionen eine analytisch herleit-
bare Funktion gibt, die den Preis einer Option zu einem gewissen Zeitpunkt ¢
angibt, ist es nicht von Interesse diese Funktion auch numerisch zu approximie-
ren. Es gibt jedoch einige andere Optionen, deren Preis nicht explizit anzugeben
ist und fiir die eine numerische Ann&herung des Preises Sinn macht. Ein Beispiel
hierfiir sind Asiatische Optionen. Daher werden wir diese im Weiteren zunéchst
einmal kurz darstellen, um dann eine geeignete PDE, die den Preis beschreibt,
anzugeben und numerisch zu 16sen.

Eine Asiatische Option ist eine pfadabhéngige Option. Dies bedeutet, dass die
Auszahlung zur Maturity T nicht nur den Wert des Underlyings zum Zeitpunkt
T berticksichtigt. Es werden auch die Werte des Underlyings, die zwischen Start-
zeitpunkt und Maturity 7" erreicht wurden, in die Berechnung mit aufgenommen.
Asiatische Optionen enthalten so in der Auszahlung einen Durchschnitt iiber den
Preis des Underlyings. Dieser Durchschnitt kann iiber den gesamten Zeitraum von
Aktivierung der Option bis zum Félligkeitsdatum, oder nur {iber einen Teil dieser
Zeit, der erst nach der Aktivierung beginnt und mit dem Falligkeitsdatum endet,
gebildet werden. Der Hauptgrund den Durchschnitt iiber den Verlauf des Under-
lyings zugrunde zu legen, ist der, dass es so schwieriger wird die Auszahlung zur
Maturity T stark durch eine Art der Manipulation des Preises des Underlyings
zu beeinflussen.

Im Weiteren wollen wir uns darauf beschrinken den Durchschnitt iiber den ge-
samten Zeitraum [0,7] zu bilden und einen européischen Typ zugrunde legen.
Dies bedeutet, dass eine Ausiibung der Option nur zum Falligkeitsdatum 7" mog-
lich ist. Fiir die Bildung dieses Durchschnitts werden wir zunéchst ein Modell mit
zeitstetigen Beobachtungen betrachten:

% /) U Ss(at

Im weiteren Verlauf werden wir aber auch zur Bewertung von Asiatischen Optio-
nen auf Grundlage eines Modelles mit zeitdiskreten Beobachtungen iibergehen.
Dafiir wird der angegebene Durchschnitt wie folgt gebildet:

;iS(tj)

wobei 0 < t; <ty < ... <ty =T. Hierbei entspricht S(¢) dem Preis des Under-
lyings zum Zeitpunkt ¢.

Wir nehmen an, dass der Prozess (S(t)): gegeben ist durch die geometrische
Brownsche Bewegung

dS(t) = rS(t)dt + o S(H)AW* (1),

wobei W*(t),0 < t < T eine Brownsche Bewegung unter dem risikoneutralen Mafs
P* und r der risikolose Zinssatz ist, der im Folgenden konstant sein soll. Weiterhin
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betrachten wir einen Asiatischen Call, dessen Auszahlung zur Zeit T’

V(T) = (% AT S(t)dt — K)*

betrégt. Hierbei ist der Strike Preis K eine nichtnegative Konstante. Der Preis
eines Asiatischen Puts ergibt sich dann iiber die Put-Call Paritét, die zu einem
spateren Zeitpunkt angegeben wird. Der Preis dieses Calls zu einem Zeitpunkt
t < T ist gegeben durch die Formel

V() =E e TV | R, 0<t<T.
Man kann leicht zeigen, dass der diskontierte Preis
V() =B eTV(T) | F), 0<t<T

ein Martingal unter P* ist. Genau diesen Preis wollen wir im Weiteren versuchen
zu bestimmen.

6.2 Herleitung der PDE fiir Asiatische Optionen

Wie erwéahnt, ist die Asiatische Option pfadabhéngig. Der Preis zum Zeitpunkt ¢
ist also nicht nur von ¢ und S(t¢) abhéngig. Man kann daher eine neue Variable
Y (t) = [¥ S(u)du einfiihren. Das Paar (S(t), Y (¢)) bildet einen zweidimensionalen
Markov Prozess und es gilt fiir die Auszahlung des Calls zur Maturity die Formel

Somit muss es eine Funktion v(¢,x,y) geben, so dass der Preis eines Asiatischen
Calls gegeben ist durch

1

u(t, S(t),Y(t) =E* [efT(Tft)(fY(T) - K)" | A
_E* [e‘T(T_t)%V(T) | F).

Durch &hnliche Vorgehensweise wie in der Feynman-Kac Formel kann man nun
auf eine PDE kommen, die die Funktion v(¢, z,y) erfiillt. Die Herleitung der PDE
wird in Kapitel 7.5.2 in [8] dargestellt. Man erhélt so die folgende PDE

1
v (t, z,y) + revg(t, z,y) + xvy(t, x,y) + §U2x2vm(t, x,y) =rv(t,x,y),

mit

0<t<T,z>0,yeR
und dazugehorigen Randbedingungen. Jedoch treten in dieser PDE partielle Ab-
leitungen nach drei verschiedenen Variablen auf und die Methode der finiten Dif-

ferenzen ist so wie wir sie dargestellt haben nicht anwendbar. Daher wird im
weiteren Verlauf keine genaue Herleitung dieser PDE angeben. Stattdessen wird

34



eine andere Herangehensweise an Asiatische Optionen dargestellt, bei der sich
eine PDE abhéngig von zwei Variablen ergibt und somit auch die Methode der
finiten Differenzen angewendet werden kann. Diese Herleitung ist im Wesentlichen
angelehnt an [8], Kapitel 7.5.3 und an [11], die beide den selben Ansatz verfolgen.
Eine andere PDE zur Bestimmung des Wertes Asiatischer Optionen ist zu finden
in [12]. Diese PDE liefert in der angegeben Form nach [13] jedoch keine genauen
Losungen und wird daher nicht weiter behandelt.

6.3 Bewertung einer Asiatischen Option unter zeitstetiger Beob-
achtung

Betrachten wir nun einen Asiatischen Call mit Auszahlung

V(D) = (5 [ S - K,

wobei K eine nichtnegative Konstante ist.
Um den Preis dieses Calls bestimmen zu kénnen, wollen wir ein Portfolio erstellen,
dessen Wert zur Maturity gegeben ist durch

X(T) = (% AT S(u)du — K).

Sei dazu nun ~y(t) eine Funktion in Abhéngigkeit von der Zeit t mit 0 <t < T,
die keine Zufélligkeit, also keine Brownsche Bewegung enthélt. Das heifst es gilt
dann auch d{~,v); = 0 und d(v, S); = 0. Es gilt somit also

d(y(1)S(t)) = y(£)dS(t) + S(t)d(t).

Dies impliziert dann:

4 T2 ()S(0) = Td(0S(B) - e T (1) (1)t
= " Ty ()dS(t) + " TIS(t)dry (1) — re" T 0(1)S(¢)dt

Umgeformt fiihrt dies auf die Gleichung

(9) Iy (t)(dS(t) —rS(t)dt) = d(e" T ()5 (1)) — TS )y ().

Betrachten wir nun den Fall, dass jemand, der ~(¢) Anteile des risky assets zu
jedem Zeitpunkt ¢ hélt, dies finanziert durch Anlegen oder Leihen zum risikolosen
Zinssatz r. Wir haben also ein selbtsfinanzierendes Portfolio, dessen Wert sich
nach der Gleichung

dX(t) = y(t)dS(t) + r(X(t) - 7(£)S(t))dt
(10) = rX (t)dt +~(t)(dS(t) — rS(t)dt)

entwickelt.
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Aus den Gleichungen (9) und (10) ergibt sich nun:
d(e™TVX (1)) = —re™ T DX (t)dt + " TDdX ()
= —re" T DX (t)dt + T (rX (t)dt 4 y(t)(dS(t)

— rS(t)dt))
= T (8)(dS(t) — rS(t)dt)
(11) = d(e" Ty (1)S(1) — " TTIS (1) dy (t)

Um den Asiatischen Call mit Auszahlung
T
VT) = (5 [ Sat— )"
0
zu betrachten, wéihlen wir v(¢) von der Form

(12) 2 (t) = %T(l e g<t<T

Das Anfangskapital soll

(13) X(0) = %T“ — e )Gy — e TK

betragen.

So erhalten wir dy(t) = —4+e "'Ydt und kénnen nun X (¢) berechnen. Dafiir
wird zunéchst die Gleichung (11) von 0 bis ¢ integriert. Darauf folgend werden
die Bedingung (13) und die Gleichung fiir dy(t) benutzt. Die dritte Umformung
ergibt sich unter Benutzung von Gleichung (12). Es ergibt sich somit insgesamt:

" TN X (t)
= TX(0) + A t d(e" Ty (u)S (u)) — A t e T S (u)dry(u)
%(1 —e7)S(0) — e TK) + eIy (1)S () — €7 4(0)S(0)
¢ r(l—u 1 —r({—u
—A e )S(u)(—fe (=)

_ erT(

- e’"T%T(l — e TYS(0) — K + T Dy (0)S(#) — e’"TTiTu 0
+ % [) ' S(u)du
— K+ Ty (1)S(t) + % A ' S (u)du
Es ergibt sich somit insgesamt fiir X (¢):
X(t)=—Ke T 4 ~()S(t) + e*ﬂﬁﬂ% A t S(u)du

1 1t
KTt ot (Tt —r(T—t)i/
Ke + TT< e )S(t) +e T/ S(u)du
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Dies gilt fir 0 <t < T.
Zum Zeitpunkt T ergibt sich somit

X(T) = ;AT S(u)du — K

und es gilt
V(T) = XT(T) = max(X(T),0).

Der Preis eines Asiatischen Calls zu einem Zeitpunkt ¢ noch vor der Maturity T
ergibt sich somit als

(14) V(t) = E e TOV(T) | F] = B e " THDXH(T) | F.

Zur Berechnung der rechten Seite dieser Gleichung wird einen Wechsel des Numérai-
res benutzt. Der Numéraire ist ein Wertmafl. Dies bedeutet, dass Preise unter-
schiedlicher Giiter in Einheiten des Numéraires ausgedriickt werden. Normaler-
weise driickt man Preise in einer Geldwahrung aus. Ein Wechsel des Numéraires
ist dann zum Beispiel der Wechsel in eine andere Geldwéhrung. Alle Preise konnen
in diese neue Einheit umgerechnet werden. Aber nicht nur Wahrungen kénnen als
Numéraire dienen, wie wir auch in diesem Fall sehen werden. Fiir weitere Infor-
mationen iiber den Wechsel des Numéraires in der Finanzmathematik verweisen
wir auf [8], Kapitel 9, wo dieses Thema explizit behandelt wird.

Definieren wir nun
X)) e "X()
S(t) e tS(t)

Der Prozess (Y (t)): gibt dann den Wert des Portfolios in Einheiten des risky assets
an. Der Numéraire wurde also von Geldeinheiten hin zu risky assets gewechselt.

Y(t) =

Definieren wir nun U(t) = e "'S(¢) und betrachten den Prozess (U(t));. Hierbei
ist (S(t)); wie angegeben eine Brownsche Bewegung und es gilt

d(U(t)) = —rU(t)dt + e "dS(t)
= —re "S(t)dt + e " (rS(t)dt + o S(t)dW*(t))
(15) = e "toS(t)dW*(t).

Hiermit ergibt sich weiterhin nach It6 und den in 2.7 auf Seite 8 angegebenen
Eigenschaften der quadratischen Variation, dass gilt

d(U)1) = =(U®)"2dU(1) + %2(U(t))‘3d<U, U
= (e S(t) 2e o S(H)dW* () + (e7TES (1) 2 (e 7S (t)) 2o dt
= —o(e7"St)) W (t) + (e7"S(t) L o?dt.
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Fiir den Prozess (e "X (t)); gilt unter der Benutzung der Gleichung (10), die
dX (t) angibt:

dle "X (t) = —re " X (t)dt + e " d X (t)
= —re "X (t)dt + e " (rX (t)dt + y(t)(dS(t) — rS(t)dt))
= e "y(t)(dS(t) — rS(t)dt)
= e "y () (rS(t)dt + o S(t)dW*(t) — rS(t)dt)
=(t)e oS (t)dW*(t)

Unter Benutzung der hergeleiteten SDEs fiir e =" X (¢) und U(t)~! = (e7"tS(¢)) !,
der Definition des Prozesses (Y (t)); und mit der Produktregel von Ito, die in (2.10)
auf Seite 9 angegeben worden ist, ergibt sich so:

dY (t) = d((e™" X ())(e™"S(1)) ")
= e "X (0)dU )T + (U)X (1))

+ d<6_T'X, U_1>t
—_—
—v(t)o2dt

= e "X (=o' S(O) T AW (t) + (7S (1) T o dt)

+(e7S() T (v (e oS (AW (1) — (1o dt
= —oY () dW*(t) + Y (t)o?dt + v(t)odW*(t) — y(t)o?dt
=o(y(t) =Y (1) ([dW*(t) — odt)

Wie man anhand des vorhandenen dt-Terms in dieser SDE sieht, ist der Prozess
(Y'(t))+ kein Martingal unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf P*. Wir kénnen jedoch
einen Mafkwechsel in ein Maf, unter dem (Y'(¢)); ein Martingal ist, vollziehen.
Dazu setzen wir

W*(t) = W*(t) — ot

und erhalten

dY (t) = o(y(t) = Y (£)dW* ().

Wie man mit Hilfe des Theorems von Girsanov (siehe zum Beispiel [§], 5.2.3
oder ausfiihrlicher in [9], Kapitel 3, 3.5) zeigen kann, ist es moglich das Mafs zu
wechseln, so dass W* unter dem zu P* dquivalenten Mafs P* fiir alle 0 < ¢ < T eine
Brownsche Bewegung ist. Es existiert nun eine Zufallsvariable Z, die so genannte
Radon-Nikodym-Dichte

dP*

dP*
und der Prozess der Radon-Nikodym-Dichte wird definiert durch

Z:

Z(t)=FE"[Z|F], 0<t<T
und ist ein Martingal unter dem Mafs P*, da fiir 0 < s <t < T gilt

E*[Z(t) | Fs] = E*[E*[Z | i) | Fs] = E*[Z | Fo] = Z(s).
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Nach [8], Theorem 5.2.3 hat die Radon-Nykodym-Dichte die Form

Z(t) = exp(oW* () — %a%).

Da wir den Prozess (S(t)); gegeben haben durch

dS(t) =rS(t)dt + oS(t)dW*(t),
folgt hieraus, dass gilt

S() = S(0) - exp((r — %ﬁ)t )

und somit

e "S(t)
5(0)
Kommen wir nun zu einigen Eigenschaften der Radon-Nikodym-Dichte und den

Zusammenhéngen bei einem Wechsel des Mafses.
Fiir die Radon-Nikodym-Dichte Z gilt nach [8], Kapitel 5.2, die Eigenschaft

Z(t) =

E*[X] = E*[X Z]

fiir alle Zufallsvariablen X.
Hieraus ergibt sich, dass fiir alle 0 < ¢ < T und jede Fi-messbare Zufallsgréfse YV
gilt:

E*[Y] = E*[Y Z] = E*[E*[Y Z | F]]
(16) =E*'[YE*[Z | F]] = E*[YZ(t)]
Eine weitere wichtige Eigenschaft, die im weiteren Verlauf zum Tragen kommt,

ist die Eigenschaft, dass fiir 0 < s <t < T und eine F;-messbare Zufallsgrofe Y
gilt

(17) By | 7] = Z@E*[YZ@) Fal

Beweis. Es ist offensichtlich, dass Z%S)E*[YZ(t) | Fs] Fs-messbar ist. Damit dies

nun eine Form des bedingten Erwartungswertes E*[Y" | F] ist, muss weiterhin fiir
alle A aus Fy gelten

/ 715* YZ(t) | FoldP* = / Y dP*.
A
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mit den oben genannten Eigenschaften und unter Ausnutzung einiger Eigenschaf-
ten des bedingten Erwartungswertes ergibt sich

/ —E* Y Z(t) | Fy)dP*

_ [nA%IE* YZ(t) | F]
Or (1 ,E Y 2(1) | 7]
=E E [14Y Z(t) | Fs]]

— E*[LAY Z(%)]

_ / Y dp*.
A

Somit gilt die oben genannte Gleichheit und wir werden diese im Folgenden ver-
wenden.

O

Kommen wir nun zuriick zum betrachteten Mafwechsel. Unter dem Wahrschein-
lichkeitsmaf P* ist nun also W*(t) eine Brownsche Bewegung und der Prozess
(Y(t)): ein Martingal. Y (¢) ist festgelegt durch

dY (t) = o(/(t) — Y (£))dW* (1

Da ~(t) die Form ~(t) = -4-(1 — e "(T=1)) besitzt, ist Y (t) also durch eine SDE
der Form

dY (t) = a(t,Y (£))dW*(t)
mit a(t,Y (t)) = o(vy(t) — Y(¢)) gegeben. Die Losung Y (¢) dieser SDE ist somit
ein Markov Prozess unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf P*.
Kommen wir nun zum eigentlichen Problem zuriick. Wir wollen den Preis eines
Asiatischen Calls berechnen, wie er in (14) gegeben ist. Durch die Definitionen
von Y (t) und Z(t) und die Eigenschaften (17) der Radon-Nikodym-Dichte erhélt
man

V(t) = E e TXH(T) | F
S(t) e T X(T)

st D gy

_ S0
= B 12Oy | A
= SB[ (T) | 7).

)" A

Da (Y (t)); ein Markov Prozess unter dem MaR P* ist, gibt es eine Funktion g(¢, ),
fiir die gilt _
g(t.Y (1) =EY(T) | ).

Hieraus lasst sich direkt ablesen, dass

g(T,Y(1) = E*[YH(T) | Fr] = Y(T)
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gilt. Y(T) ist gegeben durch Y (T') = % Somit kann es sowohl positive als auch

negative Werte annehmen, da X (7") sowohl positiv als auch negativ sein kann und
S(T) eine positive Zahl ist. Es ergibt sich die Bedingung fiir die Maturity 7"

9(T.y)=y" yeR

g(t, Y (t)) = E*[YT(T) | F4] ist ein Martingal unter dem Maf P*. Wir bilden also
nun die zu g(¢,Y (t)) gehorige SDE und setzen dann den dt-Term gleich Null,
um so eine partielle Differentialgleichung zu erhalten, die die Funktion g(¢, Y (¢))
erfiillt. Mit [t6 ergibt sich:

dg(t, Y (t))

1
= Og(t, Y (1))dt + 9yg(t, Y (1))dY (8) + 50,,9(t, Y (1)) (YY),
——
o2 (v (1) =Y (1))dt

= (1, Y (1)t + Dyg(t, Y (5) (o (1 (6) — Y (£))dIT ()
+ 500t Y (0)(0°((1) — Y (1))
= g(t, Y (1) + 50,0(t, Y ()0 (1(1) — Y (1))t
0,000 Y (1) (o (1) ~ Y ()T (1)
Daraus folgt, dass gelten muss
Ag(t,Y (1)) + %@Jyg(t,Y(t))aQ(v(t) -Y(#)*=0, 0<t<T, yeR.

Insgesamt ergibt sich also fiir den Preis eines Asiatischen Calls:

Theorem 6.1. Der Preis V(t) zum Zeitpunkt ¢, wobei 0 < ¢ < T, eines Asiati-
schen Calls ergibt sich als

_ X(?)
V(t) = S(t)gl(t, %)-

Die Auszahlung zum Zeitpunkt T" betragt hierbei
1 (T
V(T) = (7/ S(t)dt — K)*
T Jo
und g(t,y) ist gegeben durch
1
0eg(t,Y () + 509(t, Y(1)o?(v(t) =Y ()* =0, 0<t<T, yeR.
Fiir X (t) gilt
-ty , 1 —r(T—t) -ty L [
X(t) = —Ke =TS0+ T [ Sy,
0

rT
fiir 0 <t <T. Weiterhin gilt fiir die Funktion g zum Zeitpunkt T’

9(T,y)=y", yeR
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Um diese partielle Differentialgleichung 16sen zu kénnen, bedarf es noch zweier
weiterer Randbedingungen, die nun angegeben werden.

Fiir die erste Bedingung betrachten wir den Fall y — —oo. Ist fiir einen gegebenen
Zeitpunkt ¢t mit 0 < ¢ < T Y (t) eine vom Betrag grofe negative Zahl, so ist mit
grofer Wahrscheinlichkeit auch Y (T') negativ. Daraus lésst sich erschliefen, dass
die Wahrscheinlichkeit, dass Y7 (T') = 0 ist, nahe an Eins ist. Wegen g(¢, Y (t)) =
E*[Y*+(T) | F] ergibt sich dann, dass auch g(¢, Y (¢)) nahezu Null ist. Somit ergibt
sich insgesamt

lim g¢g(t,y) =0.

y—+—00

Betrachtet man nun den Fall y — oo, so ergibt sich, wenn Y (¢) sehr grof ist, dass
die Wahrscheinlichkeit, dass auch Y (T') > 0 ist, nahezu Eins ist. Dies bedeutet,
dass man dann statt Y7 (T') auch Y (T') betrachten kann. Dies fiihrt zu g(¢, Y (t)) =
E*[YH(T) | Fi] ~ E*[Y(T) | F]. Aufgrund der Martingaleigenschaft von Y (T)
entspricht der rechte bedingte Erwartungswert Y (¢). Insgesamt liefst sich dies also
AR

Jim (g(t,y) —y) =0

Man hat also nun eine zu lésende PDE mit zugehorigen Randbedingungen und
einer Bedingung fiir den Zeitpunkt 7' gefunden. Diese PDE werden wir im néchs-
ten Kapitel mit der Methode der finiten Differenzen 16sen und einige Ergebnisse
fiir den Preis eines Asiatischen Calls angeben.

Kommen wir nun jedoch zunéchst zur Untersuchung einer anderen Art von Asia-
tischen Optionen.

6.4 Bewertung einer Asiatischen Option unter zeitdiskreter Be-
obachtung

Wir wollen nun in Anlehnung an [8], Kapitel 7.5.3 eine Herleitung der Formel fiir
die Bewertung eines zeitdiskreten Asiatischen Calls geben. Fiir die Auszahlung
im Zeitpunkt T' gilt

V(T) = (= > S(t;) — K)*

1

m =
wobei 0 < t; < to--- < t,, =T. Wie in der schon dargestellten stetigen Varian-
te eines Asiatischen Calls, versuchen wir wieder eine Gleichung X (¢) zu finden,
die diese Auszahlung berticksichtigt und die fiir jedes ¢ aus [0,7] den Wert des

Portfolios angibt. Der Wert des Portfolios zum Zeitpunkt 7" soll sich ergeben als

X(T)=—=> 5(t;) - K.

1
m =
Die Funktion ~(t), die die Anzahl von Anteilen des risky assets in unserem Port-
folio angibt, definieren wir in diesem Fall als

m

Zeir(T?t1)7 j = O? 17"'7m7

1
v(t5) = — 2
i=j
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wobei wir weiterhin festlegen, dass gilt

Y(t) =A(ty), ti1 <t<t.

Somit wird ~y(¢) fiir alle ¢ aus dem Intervall [0, 7] definiert. Man kann schen, dass
fiir diese Funktion

1
(18) v(t;) = y(tj-1) — EQ_T(T_”_I)» j=1,...,m,

und (T) = y(tm) = L gilt.

m
Es gilt weiterhin, wie auch im stetigen Fall der Zusammenhang

d(e"TOX (1) = d(e" Ty ()5 (1) — TS () (1),

jedoch ist in der jetzigen Situation dy(t) = 0 in jedem Intervall (¢;_1,t;). Durch
Integrieren dieser Gleichung von ¢;_1 bis ¢; erhalt man

er(T—tj)X(tj) - eT(T_tj_l)X(tjfl)
= () (" TTS(ty) — TS (t50))
— 7(,5]A)€7"(T*tj)kg*(,fj) — (Y(tj_1) — iefr(Tftj—l))er(T*tj—l)S(tj_l)
m
1
= ’y(tj)er(Tftj)S(tj) — ’y(tj_l)eT(Tftjfl)S(tj_l) + ES(tj_l).

Hierbei ergibt sich die erste Gleichheit unter Benutzung der Eigenschaft v(t) =
v(t;) fir t aus (tj—1,t;]. Die zweite Gleichheit erfolgt aufgrund von Gleichung
(18).

Summiert man nun diese Gleichung von j = 1 bis j = k auf, so kann man sehen,
dass gilt

k
Yo TTIX () — Tl X (t50)
j=1

=" T X (t;) — e X(0)
k

= A TS (1) — (00 TSO) + - D 5(-1)
j=1

k—1
=2t TS (1) + - 3 (1) — (0T — )5 (0)

=1 m

Wir setzen nun

X(0) = e T (7(0)e'T — %)5(0) — TR,

Setzt man dies in die davor erhaltene Gleichung ein, so ergibt sich dann

k—1
6r(T—tk)X(tk) — ’y(tk)GT(T_tk)S(tk) + % Z S(tl) — K,
=1
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was dquivalent ist zu

X(tp) = y(tr)S(tr) + e T t) ZS r(T=t) |,

Fiir die Maturity T ergibt sich somit wie gewiinscht die Bedingung

Um nun X (¢) fiir ¢ <t < tgpyq zu erhalten, wird die Gleichung
d(e"TIX (1) = d(e" Ty (1) S (t) — " TTIS(1)d (1)

von ¢, bis ¢ integriert und es ergibt sich mit der obigen Gleichung fiir X (¢;) und
unter Benutzung der Gleichung (18)

er(T—t)X(t)
e" T X (1) + (trpr) (€T IS () — e TS (1))

1 k—1
= (tr)e" TS (tr) + — g S(ti) = K +(trya)e” TS (2)

- (’Y(tk) 1 efr(Tftk))er(Tftk)S(tk)
(T-t) 1 Ek
LA t)+ — t;) — K
’y(tk 1)6 S( ) m Z:1 S( )

Somit ergibt sich die folgende Gleichung fiir den Prozess X (t):

1
X(t) =(trs1)S(t) + 7T = ZS MTOK, t <t <tpn

Nach Durchfiihrung eines Wechsel des Numeéraires wie im stetigen Fall auf Seite
37 beschrieben, ergibt sich die in Theorem 6.1 angegebene zu 16sende PDE mit
entsprechenden Funktionen fiir X (¢) und (), die fiir den diskreten Fall hergeleitet
wurden.

Auch im diskreten Modell kann man die Preise asiatischer Optionen berechnen
und die so gewonnenen Ergebnisse mit denen anderer Methoden vergleichen. Dies
werden wir wie auch fiir den stetigen Fall im néchsten Kapitel angeben.

6.5 Ergebnisse und Vergleich mit anderen Methoden

Neben der Methode der finiten Differenzen angewandt auf die in Anlehnung an
[8] hergeleitete PDE gibt es noch weitere Moglichkeiten Asiatische Optionen zu
bewerten. Eine Moglichkeit ist die Benutzung von Monte Carlo Simulationen, eine
andere ist die numerische Inversion der Laplace Transformierten eines Asiatischen
Optionspreises. Eine weitere Moglichkeit besteht in der Herleitung einer anderen
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PDE nach [12] oder die Benutzung einiger Approximationen mit sogenanntem
"moment matching” wie es in [14] gemacht wird.

In einer Tabelle geben wir die Preise verschiedener Asiatischer Calls bei einem
Strike Preis von K = 2 fiir die stetige Methode an. ,,TW* gibt die von Turnbull
und Wakeman berechneten Preise mit der Methode aus [14] an. ,Vecer, GE* ent-
hélt die von Geman-Eydeland berechneten Preise unter Benutzung der Inversion
der Laplace Transformierten, die mit denen von Vecer beim Loésen einer PDE
iibereinstimmen. ,MC* zeigt die mit der Monte Carlo Methode berechneten Wer-
te an. Diese Werte sind auch zu finden in [11]. Des Weiteren werden die mit der
Crank-Nicolson (C-N) sowie die mit der impliziten Methode (Impl.) berechneten
Werte angegeben. Fiir den unteren Randwert wird gewahlt z;, = —2 und fiir den
oberen Randwert zi; = 2. Es werden sowohl auf der Zeitachse als auch auf der
z-Achse 500 Intervalle gebildet.

Die Ergebnisse sehen dann wie folgt aus:

r o T S(0) Vecer,GE TW MC C-N Impl.
0.05 05 1 19 0.1932 0.195 0.196 0.1932 0.1921
0.05 05 1 20 0.2464 0.250 0.249 0.2464 0.0.2453
0.05 05 1 21 0.3062 0.311  0.309 0.3062  0.3052
0.02 01 1 20 0.0560 0.0568 0.0565 0.0560  0.0558
0.18 03 1 20 0.2184 0.220 0.220 0.2184  0.2177

0.0125 0.25 2 2.0 0.1723 0.173  0.172 0.1723 0.1715
0.05 0.5 2 20 0.3501 0.359 0.348 0.3501  0.3486

Wie man sehen kann, stimmen die Ergebnisse der Methoden der finiten Differen-
zen sowohl bei Anwendung des impliziten Schemas, als auch bei Verwendung des
Crank-Nicolson Schemas mit den anderen angegeben Verfahren ziemlich genau
iiberein.

Ein Vorteil der vorgestellten Methode liegt darin, dass man sie auch verwenden
kann um den diskreten Fall einer Asiatischen Option zu behandeln. Auch hier
erhalten wir, wie in der folgenden Tabelle ersichtlich, Ergebnisse die mit denen
anderer Methoden vertréglich sind. Zum Vergleich betrachten wir die nach [12]
gewonnene PDE versehen mit Spriingen, die von Tavella und Randall berechnet
wurden. Ein weiterer Vergleichswert ergibt sich durch Annéherungen mit geome-
trischen Bedingungen, wie sie von Curran gemacht wurden. Wir wollen nicht ndher
auf diese Verfahren eingeben, sondern lediglich die durch diese Verfahren berech-
neten Werte zum Vergleich betrachten. Die Werte sind auch zu finden in [11],
wobei auch die bei der dort angegebenen PDE erhaltenen Werte zum Vergleich
dargestellt werden unter Vecer. Wir berechnen die Werte wie auch im stetigen
Fall wieder mit der impliziten Methode und mit dem Crank-Nicolson Verfahren.
Dabei werden wir verschiedene Anzahlen an Sprungstellen untersuchen. Als feste
Werte werden gewéhlt:r = 0.1,0 = 0.4,T = 1, K = 100. Der obere Randwert ist
zy = 2, der untere Wert ist z;, = —2 und es werden in beiden Gitterrichtungen
jeweils 500 Intervalle genommen.
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S(0) Sprungst. Vecer  Tavella-Randall Curran C-N Impl.
95 25 8.7080 8.6974 8.7053  8.7078  8.6818
95 50 8.5367 8.5383 8.5340  8.5359  8.5089
95 125 8.4339 8.4304 8.4314  8.4334  8.4085
100 10 12.0420 12.0348 12.0390 12.0425 12.0190
100 125 11.1967 11.1929 11.1940 11.1961 11.1708
100 250 11.1600 11.1573 11.1572  11.1594 11.1341
105 50 14.4601 14.4519 14.4575 14.4607 14.4344
105 125 14.3455 14.3424 14.3430 14.3459 14.3218

6.6 Put-Call Paritat Asiatischer Optionen

Um nicht nur die Preise Asiatischer Calls, sondern auch die der entsprechenden

Put Optionen berechnen zu kénnen, bedient man sich der Put-Call Paritéat fiir

Asiatische Optionen. Wir betrachten zunéchst die Put-Call Paritdt im stetigen
Fall und den in der Arbeit untersuchten Preis zum Zeitpunkt ¢ = 0. Fiir einen

Asiatischen Call gilt zum Zeitpunkt ¢ = 0:

_ Te* —rTl T _ + _ Tax[,—rT v+
) =B (7 [ Swdu—K)* | R =BT XHT) | R

Fiir einen Asiatischen Put gilt zu einem Zeitpunkt ¢t = 0:

P(0) =E*[e

TR - AT S(u)du)* | Fol =

Hierbei ist X~ (7) := min(X(T),0).
Im stetigen Fall gilt

X(t)=—-Ke T 4

und somit

X(0) =

_KB*TT + —

1
1
rT(

1 -
e (T=)S(t) +

Hiermit und aufgrund der Martingaleigenschaft von

e "X (t)

unter dem Mafs P* ergibt sich

C(0) = P(0)
— e *TTT/ S(u)du — K)* | Fo — EXle " T(K

) | Fol

- [e*TT(T A S(u)du — K
=E* e X(T) | Fol

X(0)

—Ke T + Lo e ™1)5(0).

1
TT<
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Fiir den Fall t = 0, den wir in unseren Berechnungen immer betrachtet haben,
ergibt sich dann somit die Put-Call Paritét

C(0)— P(0) = —Ke™ T + %(1 — e "1)5(0).

Betrachten wir nun den diskreten Fall zum Zeitpunkt ¢ = 0. Fiir einen Asiatischen
Call gilt in t = 0:
C(0) =E* e ™ XT(T) | Fol

Fiir einen Asiatischen Put gilt in ¢t =0
P(0) = —E*[e"" X (T) | Fo]
wobei X (t) gegeben ist durch
1 k
X(t) = y(ter1)S(t) + e 7T =3 5( TIR, g <t <t

m:1

Fiir den Anfangswert X (0) ergibt sich unter Benutzung der Definition von ~ im
diskreten Fall, der Eigenschaft, dass t; = A und mit Hilfe der geometrischen
Reihe

X(0) = e " (5(0)e"T — %)S(O) e "TK
1
= S(0)7(0) — Ee_TTS(O) e TK
= lS(O) f: e~r(T—t) lefTTS(O) e "TK
m i=0 m
1 —rT — t —rT
_ = r Tt 1 e
mS(O)e (; e )—e
1 —rT . rA¢i —rT
S 1 K
mS(O)e (; e )—e
1 . erAt(m—i-l) 1 T
= Lse () T
1 eTAt(m—l—l) erAt o
= ES(O) eTAt 1 e K
1 erAt o eTAte*TT T
= — —e ™K
mS(O) erfe — 1
1 1—e T T

Es folgt somit durch analoge Herleitung wie im stetigen Fall:

C(0) - P(0) = L)1

- - —TTK
m 1_era €
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7 Fazit und Ausblick

Wie diese Arbeit zeigt, ist es moglich mit der dargestellten Methode der fini-
ten Differenzen den Preis eines Asiatischen Calls beziehungsweise Puts bei einem
betrachteten Underlying zu berechnen. Diese Methode stimmt mit anderen Ap-
proximationen bis auf geringe Abweichungen iiberein und es ist daher moglich
in wenigen Sekunden Berechnungszeit einen genauen Wert fiir den Preis einer
solchen Option anzugeben. Dies ist sowohl fiir den Fall einer zeitdiskreten Mittel-
wertbildung, als auch fiir den Fall eines zeitstetigen Mittelwertes anwendbar.
Die in Kapitel 5 dargestellten Methoden zur Losung partieller Differentialgleichun-
gen sind in dieser Arbeit nur im Falle zweier auftretender Variablen, der Zeit und
einer weiteren auftretenden Raumvariablen, durchgefiihrt und angewandt worden.
Um etwa partielle Differentialgleichungen zur Bestimmung von Optionspreisen in
Modellen mit stochastischer Volatilitdt behandeln zu konnen, bedarf es der Ein-
fiihrung einer weiteren Variablen und so der Anwendung der finiten Differenzen
in einem dreidimensionalen Raster. So ist es, wie zum Beispiel in [15] dargestellt,
auch moglich Asiatische Optionen unter Annahme eines Modells mit stochasti-
scher Volatilitdt mit Methoden der finiten Differenzen zu bewerten. In umfangrei-
cheren Arbeiten und Untersuchungen wiére es von Interesse eine dreidimensionale
Benutzung der dargestellten numerischen Approximationen zu verwenden und so
die in komplexeren Modellen auftretenden partiellen Differentialgleichungen 16sen
zu kénnen.

Des Weiteren ist die Betrachtung und Anwendung der finiten Differenzen nur auf
den Fall eines einzigen Underlyings angewendet worden. Nach [2], Kapitel 10 ist
die Anwendung auch bei Modellen mit mehreren Underlyings, zum Beispiel bei
der Betrachtung von Basket-Optionen, moglich. Eine starke Beeintrachtigung be-
steht jedoch, wie bei der Verwendung von Binomialmodellen, im Rechenaufwand.
Die Berechnungszeit bei Verwendung mehrerer Underlyings wéchst exponentiell
mit der Anzahl der Underlyings. Bei Betrachtung sehr weniger oder, wie in der
Arbeit geschehen, nur eines einzigen Underlyings ist die Verwendung von PDE
Methoden jedoch sehr schnell und sehr genau und wird daher oftmals anderen
Methoden vorgezogen.

Insgesamt betrachtet sind in der Arbeit erste Einblicke und Anwendungen der Be-
wertung von Finanzderivaten unter Benutzung partieller Differentialgleichungen
und deren numerischer Losung gegeben worden. Eine in komplexen Finanzmo-
dellen oft notwendige Verkniipfung der Finanzmathematik mit der Numerischen
Mathematik kann so hergestellt werden.
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8 Anhang

8.1 Quellcodes ausgewihlter Programme zur Bewertung Asiati-
scher Optionen

Um die Berechnung des Preises eines Asiatischen Calls durchzufiihren, sind so-
wohl die vorgestellte implizite Methode als auch der Crank-Nicolson Algorithmus
verwendet worden. Diese beiden Algorithmen werden im Folgenden angegeben.
Weitere Algorithmen die in dieser Arbeit verwendet wurden, sind auf der beige-
fiigten CD zu finden.

Matlab Implementierung des Crank-Nicolson Verfahrens:

%%%Dies ist der allgemeine Crank—Nicolson Algorithmus. Bendtigt werden die
%%%Werte fiir die Maturity T, oberen und unteren Rand (zu und zl), Anzahl
%%%der Schritte in Zeit— bzw. Raumrichtung (n,m). Es werden Funktionen
%%%bendtigt, die das Verhalten zur Maturity beschreiben (f), die das
%%%\Verhalten auf oberem Rand (u) und unterem Rand (l) beschreiben, sowie
%%%Funktionen, die wie in der Bachelorarbeit angegeben in parabolischen
%%%PDEs auftauchen konnen (a,b,c,d).

function [v] = crankallg2(T,zu,zl,m,n,f,1l,u,a,b,c,d)
%Parameter der die Lange eines Schrittes in Zeitrichtung angibt:
dt=T/(n);

%Parameter der die Lange eines Schrittes in Raumrichtung angibt:
dz=(zu-z1)/(m) ;

%Feste Werte, die auch so in der Bachelorarbeit definiert wurden:
alpha=dt/(dz"2);
beta=dt/dz;

%Matrix die spater alle auf den Gitterpunkten auftretenden Werte der
%Funktion enthalt:
v=zeros (m+1,n+1);

%Matrix, die mit den folgenden Werten multipliziert wird in der
%Crank—Nicolson Methode:

C=zeros(m-1,m-1) ;

%Matrix, die mit aktuellen Funktionswerten multipliziert wird:
D=zeros(m-1,m-1);

%Enthalt die beiden Randwerte und weitere Werte, die nicht mit Vektoren

%multipliziert werden miissen:
g=zeros(m-1,n);
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%Berechnen der Werte eines Calls zur Maturity:
for j =2:(m)
v(j,1)=max(f (z1+(j-1)*dz,0),0);
end
%Berechnen der Randwerte mit den gegebenen Funktionen:
for i =1:(n+1)
v(1,1)=1(z1+(1)*dz, (i-1)*dt) ;
v(m+1l,i)=u(zl+(m)*dz, (i-1)*dt);
end
%Setzen der Werte fiir g:
for i=1:n
g(1,i)=(-(alpha/2*a(zl+1*dz,ixdt-dt/2) - beta/4* b(zl+1lxdz,i*dt-
dt/2))*v(1,i+1)-(alpha/2*a(zl+1*dz,i*dt-dt/2) - beta/4* b(zl
+1xdz,i*dt-dt/2))*xv(1,1))-dt*d(zl+1*dz, (i-1)*dt);
g(m-1,1)=(-(alpha/2*a(zl+(m-1)*dz,i*dt-dt/2)+ beta/4* b(zl+(m-1)
xdz,i*dt-dt/2) ) *v(m+1,i+1) - (alpha/2*a(zl+(m-1)*dz,i*dt-dt/2)
+ beta/4* b(zl+(m-1)*dz,i*dt-dt/2))*v(m+1,1i))-dt*d(zl+(m-1)*
dz, (i-1)*dt);
for j=2:m-2
g(j,i)= -d(zl+j*dz, (i-1)*dt);

end
end

%Definieren der Tridiagonalmatrizen C und D wie im Algorithmus
%vorgeschrieben
for i=1:(n)
for j=2:(m-2)
C(1,1)=-1-alpha *a(zl+1*dz,i*dt-dt/2)+dt*c(zl+1*dz,i*dt-dt/2)/2;
C(1,2)=(alpha/2*a(zl+1*dz,i*dt-dt/2)+ beta/4* b(zl+1*dz,i*dt-dt
/2));
C(j,j+1)=(alpha/2*a(zl+j*dz,i*dt-dt/2)+ beta/4* b(zl+j*dz,i*dt-
dt/2));
C(j,j)=-1-alpha *a(zl+j*dz,i*dt-dt/2)+dt*c(zl+j*dz,i*dt-dt/2)/2;
C(j,j-1)=(alpha/2*a(zl+j*dz,ixdt-dt/2)- beta/4* b(zl+j*dz,ixdt-
dt/2));
C(m-1,m-1)=-1-alpha *a(zl+(m-1)*dz,i*dt-dt/2)+dt*c(zl+(m-1)*dz,1i
*dt-dt/2)/2;
C(m-1,m-2)=(alphax*1/2*a(zl+(m-1)*dz,i*dt-dt/2)- beta/4* b(zl+(m
-1)*dz,i*dt-dt/2));

D(1,1)=-1+alpha *a(zl+lxdz,i*dt-dt/2)-dt*c(zl+1*dz,i*dt-dt/2)/2;
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D(1,2)=-(alpha*1/2*a(zl+1*dz,i*dt-dt/2)+ beta/4* b(zl+l*dz,i*dt-
dt/2));

D(j,j+1)=-(alpha*1/2*a(zl+j*dz,i*dt-dt/2)+ beta/4* b(zl+j*dz,i*
dt-dt/2));

D(j,j)=-1+alpha *a(zl+j*dz,i*dt-dt/2)-dt*c(zl+j*dz,i*dt-dt/2)/2;

D(j,j-1)=-(alpha*1l/2*a(zl+j*dz,ixdt-dt/2)- beta/4* b(zl+j*dz,i*
dt-dt/2));

D(m-1,m-1)=-1+alpha *a(zl+(m-1)*dz,i*dt-dt/2)-dt*c(zl+(m-1)*dz,i
*dt-dt/2)/2;

D(m-1,m-2)=-(alphax*1/2*a(zl+(m-1)*dz,i*dt-dt/2)- beta/4* b(zl+(m
-1)*dz,i*dt-dt/2));

end
%Losen des linearen Gleichungssystems zur Bestimmung der néchsten
%Eintrage von v:
v(2:m,i+1)=C\(D*(v(2:m,i)+g(1:m-1,1)));
end

end
Die Matlab Implementierung des impliziten Verfahrens sieht wie folgt aus:

%%%Dies ist der allgemeine Implizite Algorithmus. Benétigt werden die
%%%Werte fiir die Maturity T, oberen und unteren Rand (zu und zl), Anzahl
%%%der Schritte in Zeit— bzw. Raumrichtung (n,m). Es werden Funktionen
%%%bendtigt, die das Verhalten zur Maturity beschreiben (f), die das
%%%\Verhalten auf oberem Rand (u) und unterem Rand (l) beschreiben, sowie
%%%Funktionen, die wie in der Bachelorarbeit angegeben in parabolischen
%%%PDEs auftauchen konnen (a,b,c,d).

function [v] = implizitallg2(T,zu,zl,m,n,f,1,u,a,b,c,d)

%Parameter der die Lange eines Schrittes in Zeitrichtung angibt:
dt=T/(n);

%Parameter der die Lange eines Schrittes in Raumrichtung angibt:
dz=(zu-z1)/(m);

%Feste Werte, die auch so in der Bachelorarbeit definiert wurden:

alpha=dt/(dz"2);
beta=dt/dz;
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%Matrix die spater alle auf den Gitterpunkten auftretenden Werte der
%Funktion enthalt:

v=zeros (m+1,n+1);
%Matrix, die mit den folgenden Werten multipliziert wird in der
%Impliziten Methode:

B=zeros(m-1,m-1);

%Enthalt die beiden Randwerte und weitere Werte, die nicht mit Vektoren
%multipliziert werden miissen:
g=zeros(m-1,n);

%Berechnen der Werte eines Calls zur Maturity:
for j =2:(m)

v(j,1)=max(f (z1+(j-1)*dz,0),0);
end

%Berechnen der Randwerte mit den gegebenen Funktionen:

for i =1:(n+1)
v(1,1)=1(z1+(j-1)*dz, (i-1)*dt);
v(mt+l,1i)=u(zl+(j-1)*dz, (i-1)*dt) ;
end

%Setzen der Werte fiir g:
for i=1:n
g(1,i)=(alpha*a(zl+1*dz, (i-1)*dt)- beta/2* b(zl+l*xdz, (i-1)*dt))*
v(1,i+1)+dt*d(zl+1*dz, (i-1)x*dt);
g(m-1,i)=(alpha*a(zl+(m-1)*dz, (i-1)*dt)+ beta/2* b(zl+(m-1)*dz, (
i-1)*dt) ) *v(m+l,i+1)+dt*d(z1l+(m-1)*dz, (i-1)*dt);
for j=2:m-2
g(j,i)= d(zl+j*dz, (i-1)*dt);

end
end

%Definieren der Tridiagonalmatrix B wie im Algorithmus vorgeschrieben
for i=1:(n)
for j=2:(m-2)
B(1,1)=1+2*alpha *a(zl+1*dz, (i-1)*dt)-dt*c(zl+1*dz, (i-1)*dt);
B(1,2)=-(alpha*a(zl+1*dz, (i-1)*dt)+ beta/2* b(zl+lxdz, (i-1)*dt)
)3
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B(j,j+1)=-(alpha*a(zl+j*dz, (i-1)*dt)+ beta/2x b(zl+j*dz, (i-1)*
dt ));

B(j,j)=1+2*alpha *a(zl+j*dz, (i-1)#*dt)-dt*c(zl+j*dz, (i-1)*dt);

B(j,j-1)=-(alpha*a(zl+j*dz, (i-1)*dt)- beta/2* b(zl+j*dz, (i-1)*
dt));

B(m-1,m-1)=1+2*alpha *a(zl+(m-1)*dz, (i-1)*dt)-dt*c(zl+(m-1)*dz
, (i-1)*dt) ;

B(m-1,m-2)=-(alpha*a(zl+(m-1)*dz, (i-1)*dt) - beta/2* b(zl+(m-1)=*
dz, (i-1)*dt));

end

%Ldsen des linearen Gleichungssystems zur Bestimmung der nachsten

%Eintrage von v:

v(2:m,i+1)=B\(v(2:m,i)+g(1:m-1,1));

end

end

Um nun den Wert eines Asiatischen Calls bei gegebenem Startwert S(0) zu be-
rechnen, wird bei stetiger Berechnung des Mittelwertes das folgende Programm
verwendet:

%%% Dies ist die Funktion zur Berechnung des Preises eines Asiatischen
%%% Calls. Es wird der Crank—Nicolson Algorithmus verwendet. Einzugeben
%%% sind der Startwert (S0), die Maturity (T), der Strike Preis (K), sowie
%%% die Volatilitat sigma und der Zinssatz r. Dieses Programm dient der
%%% Berechnung des Preises im stetigen Asiatischen Modell.

function [pricel=testasian(S0,K,r,sigma,T)

%Definition der Funktion die den Wert zur Maturity angibt:

f = 0(x,y)x;

%Definition der Funktion die das Verhalten am unteren Rand angibt:
1= e(x,y) 0;

%Definition der Funktion die das Verhalten am oberen Rand angibt:
u=0(x,y) x;

%Oberer Randpunkt:

zZu=2;

%Unterer Randpunkt:

z1=-2;

%Anzahl an Raumintervallen:

m=200;

%Anzahl an Zeitintervallen

n=200;
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%Abstande im Gitter:
dt=T/(n);
dz=(zu-z1)/(m) ;
%Die sich aus den Abstanden ergebenden Konstanten:
alpha=dt/(dz"2);
beta=dt/dz;
%Definition der Koeffizienten der PDE:
a= Q0(x,y) sigma~2/2%(1/(r*T)*(l-exp(-r*y))-x)"2;
b= @(x,y) 0;
c=0(x,y) 0;
d=0(x,y) 0;
%Aufrufen des Crank—Nicolson Algortihmus:
v=crankallg2(T,zu,zl,m,n,f,1l,u,a,b,c,d);
%Setzen eines Vektors der alle Raumwerte enthalt:
z=zeros(m+1,1);
for j=0:m
z(j+1)=zl+j*dz;
end
%Setzen eines Vektors der alle Raumwerte enthilt:
time=zeros(n+1,1);
for i=0:n
time (i+1)=ix*dt;
end

%Bestimmung von X0 bei Asiatischen Optionen
X_0 = (1-exp(-r*T))*S0/r/T - exp(-r*T)*K;

%Bestimmung des Wertes, an dem die Funktion ausgewertet werden soll:
x0 = X_0/S0;

%Auswerten der aus der PDE erhaltenen Funktion bei Startwert x0:
uout = pdeval(0,z,v(:,n+1),x0);

%Berechnung des Preises:

price = uout*S0O;

end

Fiir die implizite Methode wird genauso vorgegangen, es wird dann jedoch das
Programm mit dem impliziten Algorithmus aufgerufen. Im Fall eines Mittelwertes
berechnet {iber diskrete Zeitpunkte, wird bei Berechnung mit dem Crank-Nicolson
Algorithmus das folgende Verfahren verwendet:

%%% Dies ist die Funktion zur Berechnung des Preises eines Asiatischen
%%% Calls. Es wird der Crank—Nicolson Algorithmus verwendet. Einzugeben
%%% sind der Startwert (S0), die Maturity (T), der Strike Preis (K), sowie
%%% die Volatilitat sigma und der Zinssatz r. Weiterhin wird die Anzahl der
%%% Stiitzstellen M angegeben. Dieses Programm dient der
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%%% Berechnung des Preises im diskreten Asiatischen Modell.

function [price]l=testasian2(S0,K,r,sigma,T,M)

%Definition der Funktion die den Wert zur Maturity angibt:

f = o(x,y)x;

%Definition der Funktion die das Verhalten am unteren Rand angibt:
1= e(x,y) O;

%Definition der Funktion die das Verhalten am oberen Rand angibt:
u=0(x,y) x;

%Oberer Randpunkt:

zZu=2;

%Unterer Randpunkt:

z1=-2;

%Anzahl an Raumintervallen:

m=500;

%Anzahl an Zeitintervallen

n=500;

%Abstande im Gitter:

dt=T/(n);

dz=(zu-z1)/(m);

%Die sich aus den Abstinden ergebenden Konstanten:
alpha=dt/(dz"2);

beta=dt/dz;

p=zeros(1,M+1);
%Bestimmung der fiir die Funktion Gamma spater aufzusummierenden Werte:
for i=1:M+1
p(1)=1/M * exp(-r*(T-(i-1)*T/M));
end

%Berechnung der einzelnen Funktionswerte der spateren Funktion Gamma:
gamma=zeros (1,M+1) ;
for i=1:M+1
gamma (M+2-i) = ( sum(p(i+1:M+1))) ;
end

%Definition der Funktion Gamma, so wie diese hergeleitet wurde:
Gamma = @(y) gamma(ceil (y*M)+1);

%Definition der Koeffizienten der PDE:

a= @(x,y) sigma~2/2*(Gamma(y)-x)"2;
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b= @(x,y) 0;
c=0(x,y) 0;
d=e(x,y) 0;
%Aufrufen des Crank—Nicolson Algortihmus:
v=crankallg2(T,zu,zl,m,n,f,1,u,a,b,c,d);
%Setzen eines Vektors der alle Raumwerte enthilt:
z=zeros(m+1,1);
for j=0:m

z(j+1)=zl+j*dz;
end
%Setzen eines Vektors der alle Raumwerte enthalt:
time=zeros(n+1,1);
for i=0:n

time (i+1)=ix*dt;
end
%Bestimmung von X0 bei Asiatischen Optionen
X_0 = SO/Mx(1-exp(-r*T))/(1-exp(-r*T/M)) - exp(-r*T)*K;

%Bestimmung des Wertes, an dem die Funktion ausgewertet werden soll:
x0 = X_0/S0;

%Auswerten der aus der PDE erhaltenen Funktion bei Startwert x0:
uout = pdeval(0,z,v(:,n+1),x0);

%Berechnung des Preises:

price = uout*S0;

end

Fiir das implizite Verfahren wird entsprechend der implizite Algorithmus aufge-
rufen.

Weitere Algorithmen und alle genutzten Programme sind auf der beigefiigten CD
zu finden.
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